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1. GIRIS

17. yiizyilda Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibnitz diferansiyel ve integral
kalkiiliisiin temelini atti. Bu kalkiiliis Newtonyan kalkiiliisii olarak adlandirilir. 20.
yizyilla kadar stirekliligi olmayan yontemler vardi ve tiirev olmadan biiyiik bagarilar
saglanamadi.

Tiirev cok uzun siliredir matematiksel analizin merkezindedir. Diger yandan,
beklenmedik bir gsekilde tiirev sayesinde ekonomik biiyiime modelinde yer alan daha
gercekgi  biliylime olgusunu aciklayan bir yaklasim geligtirilebilmigtir. Bu
paradigmanin degismesiyle yani farklar yerine oranlar yoluyla &lgiim yapildiginda,
sapmalarin ve dogal olarak varyasyonlarin da hesaplanabilecegini diisiindiirdii.
Galileo kisaca bunu diisiinmiis olsa da 1972 yilinda Grossman ve Katz Newtonyan
olmayan kalkiiliisii hayal edene kadar bu gerceklesmedi. Grossman ve Katz'in birlikte
yazdigt Non-Newtonian Calculus isimli kalkiiliis ve aritmetik sistemleri genis bir
sekilde incelenmistir [1]. Newtonyan olmayan kalkiiliis Newton ve Leibniz kalkiiliisiine
bir alternatiftir. Klasik operatérlerin yerine Newtonyan olmayan operatorleri temel
alarak farklilagtirma araclari saglanir. Klasik kalkiiliisteki her ozellik Newtonyan
olmayan kalkiiliis i¢in bir 6rnektir. Ayrica kalkiiliis yoluyla aragtirilabilen problemlere
farkli bir bakis acis1 ile bakabilmeye izin verir. Grossman ve Katz ayni zamanda
Newtonyan olmayan kalkiiliisii kullanarak bigeometrik kalkiiliisii olugturmugtur ve
Grossmann Olceksiz tiirev sistemi olan bigeometrik kalkiiliis {izerine bir kitap
yazmigtir [10]. Agamirza Bashirov, Emine Kurpmar Misirh ve Al Ozyapici
Newtonyan olmayan kalkiiliisten yararlanarak carpimsal kalkiiliis ve uygulamalar:
tizerine galigmalar yapmiglardir [2]. Yiicel Tandogdu’'nun da katilmasiyla 2011 yilinda
yvayimladiklart makalede islemler tamimlayarak iistel aritmetigi kurmuslar ve
carpimsal diferensiyel egitlikler ve bunlarla ilgili baz1 teoremler vermiglerdir |3].
Ahmet Faruk Cakmak ve Feyzi Bagar 2012 yilinda yayimladiklar1 makalede
Newtonyan olmayan kalkiiliise gore dizi uzaylarinda bazi sonuglar géstermiglerdir [4].
2014 yihinda yayimladiklari makalede ise kompleks sayilar1 Newtonyan olmayan
kalkiiliise gore degerlendirmiglerdir [5]. Benzer gekilde bircok matematik¢i Newtonyan

olmayan kalkiiliis alaninda ¢aligmalar yapmigtir [6] - [9].

Newtonyan kalkiiliisiin temel kavramlar1 olan integralleme ve diferansiyelleme,
toplama ve c¢ikarma iglemlerinin sonsuz kiigiikler hesabina dayanir. Bu yiizden bu
kalkiiliise toplamanin temel islemlerini gosteren toplamsal kalkiiliis de denir.
Toplamsal kalkiiliis, toplamsal 6zelliklerin uzunluk kavramindaki bir boyutlu

uygulamalarin tamamina uygundur. Bu durum c¢ok boyutlu durumlarda &nemli



olmayan kangikliklar getirebilir: x = (21, x2, ..., x,) vektoriiniin boyu

ol = /a2 + a... + 2
olarak tanimlanirken yeni bir islemle kok toplami

a Prer b = Va2 + b2

seklinde yazilabilir. Hatta basit olarak bu iglem

|z|| = 1 Brok T2 Brok --- Prok Tn
veya
|| =21+ 20+ ... F

seklinde ifade edilebilir. Bu da bize bir a-toplam operatorii tanimlatir. Bu toplam

operatoriinii temel alarak bir a-aritmetik geligtirilebilir [3].

Aritmetik, matematigin sayilar arasindaki iligkileri ve sayilarin problemleri ¢ozmede
kullanimi ile ilgilenen alanidir. Biitiin aritmetikler yapisal olarak 6zdes olmasina
ragmen, Newtonyan olmayan kalkiiliisiin tiimiinii kurmak icin uygun araclar
yardimiyla onlar1 farklilagtiririz. Ama aritmetiklerin kullanilishgr kalkiiliisiin yapisini
simirlandirmaz. Basit fizik olaylar1 ve yeni Ol¢ii sistemleri gibi temel olgulan
anlayabilmek ve gelistirebilmek icin farkli aritmetikler iiretmek oOnemlidir. Tanim
kiimesi reel sayilar ve goriintii kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan o : R — R,
birebir eglemesine drete¢ adi verilir. Uretecler yardimiyla klasik aritmetikten farkl
bircok aritmetik kurulabilir. Kullanilacak olan « iiretecine goére R, kiimesi ve
iizerindeki aritmetik degisecektir. Bu tezde kullanilan a-aritmetik, normlu uzaylar: ve
normlu uzaylar iistiinde tanimlanan tiim islemleri ve operatorleri a-iireteci ile

bagdastiran bir aritmetiktir.

Ik olarak bazi a-aritmetikler tanitilacaktir. o iireteci ile tanimlanan temel islemler
olan a-toplama ve a-carpma islemleri, bu islemlere gore birim elemanlar, a-siralama
bagintis1 kurularak a-aritmetik olusturulmustur. Kullanilan iiretece gére ortaya cikan
farkli aritmetik ornekleri verilmistir. Fonksiyonel analiz alanindaki bazi kavram ve
teoremlerden yararlanilmigtir [11-14]. Daha sonra bu tezin asil amaci olan iiretilen

vektor uzaylar ve iiretilen normlu uzaylar incelenmistir. a-vektor uzayr tanimlanarak



vektor uzaylar icin verilen bazi teoremler, ispatlar ve ornekler iiretece gore yeniden
yorumlanmigtir. Béylece a-normlu uzayr tamimlanacak, C'la,b|, ¢, I ve [, normlu
uzaylar1 a-iireteci yardimiyla yeniden olusturulmustur. o-lineerlik ve a-sinirlilik
tanimlanarak a-lineer doniigiimler iizerinde bazi teoremler verilmigtir. Sonrasinda
a-siireklilik kavrami iizerinde durularak ilgili teoremler ispatlanmig ve baz 6rneklere
yer verilmigtir. Diger yandan, a-norm ve operatorler icin a-norm kavramlar
tanimlanmigtir. X reel veya kompleks bir a-vektor uzayr ve K, R, veya C, olmak
iizere f : X — K, doniiglimii tanimlanarak bir a-fonksiyonel olugturulmustur. Cesitli
a-uzaylar iizerinde tanimlanan doniisiimlerle a-fonksiyonel ornekleri verilmigtir.
Ayrica fonksiyonellere bagh ifadelere a-fonksiyoneller acisindan bakilmistir. Herhangi
bir a-aritmetik yardimiyla tanimlanan doniisiimlerin terslerinin varhiklar1 ve bazi
ozellikleri gosterilmigtir. X ve Y a-vektor uzaylar, T': X — Y a-lineer doniigiim ve T'
doéniisiimiiniin a-tersi 7-! olmak {izere 7! déniisiimiiniin a-lineer oldugu; X ve Y
a-normlu vektoér uzaylar, 7 : X — Y doniisiimii orten ve a-lineer olmak iizere 71

doniisiimiiniin var ve a-sinirli olmasi icin gerekli ve yeterli sartlar verilmigtir.






2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1. o-Aritmetik

Aritmetik, R’nin bir alt kiimesinde sirali cisim sartlarmin tamamini saglayan bir
sistemdir. Birbirine izomorf, yani yapisal olarak birbirine denk olan sonsuz sayida
aritmetik vardir. Her ne kadar iki aritmetik birbirine izomorf olsa da kullanim olarak
farkhiliklar1 vardir. Bir « iireteci, tamim kiimesi R ve goriintii kiimesi R’nin (R,, ile
gosterilen) bir alt kiimesi olan birebir bir fonksiyondur. Her iiretegten bir tek
aritmetik elde edilir, tersine her aritmetik bir tek iiretec tarafindan iiretilir. Uretecin
temel gorevi R iizerinde tanimlanmis olan bagta ikili islemler ve siralama olmak iizere
kavramlar1 farkhlagtirmaktir. R, {izerinde « iireteci yardimiyla tanimlanan temel
olarak dort cegit ikili iglemden bahsedilebilir. Bunlardan ikisi olan «a-toplama ve

a-carpma islemleri her z,y € R, icin

r+y = alaHz)+a(y)) (2.1)

67

oy = aleH(z)a(y)

bi¢iminde tanimlanir. Bu iglemler géz 6niine alininca, 0, = «(0) sayisi a-toplamaya
gore, 1, = a(l) sayist ise a-carpmaya gore etkisiz elemanlardir. Ayrica herhangi bir

x € R, icin
—r=a(-1) 2 =a(—a"(z)) (2.2)

sayisina x sayisinin a-negatifi veya a-toplama islemine gore tersi; herhangi bir
r € R,\{«(0)} icin

vl =1/r = a(l/a"(2)) (2.3)
sayisina ise x sayisinin a-carpma islemine gore tersi denir. Yukarida tanimlanan

islemler vasitasiyla R, lizerindeki a-¢ikarma ve a-bolme iglemleri her x,y € R, i¢in

[0}

r2y=2%(y) =ala(2) - a7\(y))

o ./ a (2.4)
efy=2° (1/y) — a(a l(@)/a () (y# al0))

bi¢iminde tanimlanir. R, kiimesi {izerinde « iireteci yardimiyla farkli siralamalar da

tanimlanabilir. Burada iiretecin artanhg, azalanligi ve monotonlugu 6nemli bir rol



oynar. Elde edilen siralama bilinen siralama ile farklihik gosterebilecegi gibi

cakigadabilir. Bilhassa « iireteci monoton iken her z,y € R, icin a-siralama

a al(z) <al(y) , «aartan
r<y & (2.5)
al(z) > aYy) , «azalan

bigiminde tanimlanir. Yukarida bahsedilen iglemler ve a-siralama ile R, goriintii
kiimesi tam sirali bir cisim olur. « iiretecinin monoton olmadigi durumlarda da
a-siralama  tamimi  yapilabilir. Ancak bu tanimlama R, kiimesinin uygun alt
kiimelerine pargalamigi ile elde edilir (Bu alt kiimelere « iiretecinin kisitlanigimin
monoton olmasi halinde yukaridakine benzer bir siralama olugturulur). Bu durumda

ise R, kismi sirali bir cisim olur.

R, fzerinde « fiireteci vasitasiyla tanimladigimiz iglemler ve siralama ile
olugturdugumuz bu sirali cisimlere «-aritmetik adi verilir. Simdi birkag adet

a-aritmetik Ornegi inceleyelim.
Ornek
(a) I Birim fonksiyonu R; = R iizerinde klasik aritmetigi tiretir.

(b) Ustel fonksiyon exp ise Rexp = R {izerinde geometrik aritmetigi iiretir. Her z,y €
R* icin

exp

rT+y = Y

exp )
r -y = mlny:ylnz

seklinde tanmimlanan ikili iglemler ve

exp

r<yshe<iny

ile verilen siralama bagintisiyla R tam sirali bir cisimdir.

(c) Ureteg

Vi , ©>0

—/(—=z) , <0



olarak alinirsa elde edilen aritmetige kuadratik aritmetik adi verilir.

(d) R iizerinde g-aritmetik denilen sonsuz sayida aritmetik tanimlayabiliriz. Sifirdan
farkli herhangi bir ¢ reel sayist icin R’den R’ye

zl/a ., x>0

ar) = 0 , =0

—(—x)Y1 | 2 <0

biciminde tanimli « iireteci ele alinsin. Bu iiretecin tersinin

x4 , x>0
a”l(a) = 0, z=0
—(—z)? , <0

oldugu kolayca goriilebilir. Burada ¢ farkli degerler aldikca birbirinden farkli sonsuz
sayida a-aritmetik tanimlanabilir. Ornegin ¢ = 1 ise a-aritmetik bildigimiz klasik
aritmetik ile cakigirken, ¢ = 2 iken ise kuadratik aritmetik denilen aritmetik elde
edilir. Ayrica ¢ = —1 oldugu durumda ise harmonik aritmetik iiretilmis olur. Tiim

durumlarda

vhy = o Eyp

roy = ay

ikili iglemleri ve

siralama bagintisi ile R, tam siral bir cisimdir.

Herhangi bir a-aritmetigin (veya herhangi bir R, sirali cisminin) sifir1 0, oldugundan,
a-aritmetikte pozitif ve negatif sayilarin kiimeleri bilinenden farkli olabilir. Bagka bir

deyisle,

R+:{w|Oa%xvex€Ra} VGR;:{Z‘|$%OQV€$GRQ} (2.6)

(67

bigimindeki R ve R kiimeleri « iiretecine gore farklihk gosterebilir. Mesela
yukaridaki érnekte (b) icin RE S = (1,00) ve R, = (0,1) iken (d)’de R} = (0, 00) ve

exp



R, = (—00,0) olur. Herhangi bir + € RY sayisina a-pozitif sayr ve herhangi bir
x € R saywisina ise a-negatif say: denir. Sadece pozitiflik veya negatiflik kavrami
degismekle kalmayip biitiin koordinat sistemi farkhilagabilir. Dolayisiyla a-aritmetige
gore ‘sonsuz’ kavrami da degigebilir. Bu yiizden oo, yani ‘a-sonsuz’ ve —oo, yani
‘eksi a-sonsuz’ tammlamalarma ihtiya¢ vardir. Meseld yukaridaki 6rnekte (b) icin

—00exp = 0 V& 00gyp = 00 iken (c¢) i¢in —oo, = —00 ve 0o, = 0o olur.

Reel sayilar icin verilen iirete¢ tanimi kompleks sayilara genigletilebilir. Bunun igin
herhangi bir o : R — R,, iiretecine karsilik bir 5 : C — Cg birebir ve érten doniisiimi

tanimlamak gerekir. Burada Cg, C'nin bir alt kiimesidir. z = z + iy € C, z, = a(z),

Yo = (y), ia = V=1 = a(/=1) = a(i) olmak iizere,

«

B(z) = o + iq B Yo (2.7)

bi¢ciminde tanimlanan S 'ya kompleks a-iireteci denir. Cg’y1 cisim yapan iglemler
a,b,c,d € R, ve

z = a—of[-iaobeCﬁ

w = Ciiaode(Cﬁ

olmak {izere

B
bicimde tanimlanir. Cg iizerindeki < siralamasi ise

5 al(a) <al(c) ve a7(b) < a”Y(d) , a artan
2 <w & (2.8)
al(a) > a(c) ve a1 (b) > a71(d) , a azalan
ile verilir. Yukarida tanimlanan iki islem ve bu siralama ile Cg tam sirali cisimdir. Bu
durumda Cg’'min sifirn ve biri sirasiyla 05 = £(0 4 i0) ve 15 = S(1 4 i0) olur. 5 ve

« arasindaki farkhliklar sakh tutularak g’y1 da « ile belirletip R, ve C, cisimlerinin



ortak gosterimi olarak K,’y1 kullanacagiz.

Tkili islemlerin degismesine bagh olarak sayilarin kuvvetleri ve kokleri de farklilagabilir.
R, ’daki bir x sayisinin a-karesi

2 =22 =a ([a‘l(x)f) (2.9)

olur. Tiimevarim yontemi yardimiyla herhangi bir m dogal sayisi i¢in bir x sayisinin

m. dereceden a-kuvveti
" =a(la™(z)]™") (2.10)
olarak tammmlanir. Benzer bir gekilde herhangi bir z € R,\{0,} saysi igin

8%
r7% = 1/g%

= 17 (xa:p>
= 1/o(jo"' @)
= a(lo~'@)7)

olur. Ayrica herhangi bir x € R} U {0,} sayisinin a-karekiki

Vi=a ( oz—l(x)) (2.11)

biciminde tanmimlanir. Genellestirmek gerekirse, R, kiimesindeki bir x elemaninin

herhangi bir n > 2 tamsayi icin n. dereceden a-kdikii (eger mevcutsa);

«

Y = gMma = gl/me — o ( \ 04_1($)> (2.12)
sayisidir.

Pozitiflik ve negatiflik kavraminin degisimine bagh olarak mutlak deger kavraminda da

degisiklik goriilebilir. R,, kiimesinin bir z elemaninin a-mutlak degeri su sekilde ifade
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edilebilir:
r , x S O

2], = Vaze = a(la  (2)]) = ¢ 04 , =04 . (2.13)
3x , T < O

Siralamaya bagl olarak R, kiimesindeki araliklar R kiimesindekilerden farkli olabilir.
Bu durumda aralik tanimimi yapmakta fayda vardir. R, kiimesinden a ve b elemanlar:

alalim. O halde R, kiimesinin bir agik aralig

&)
AN

=

°

(b)) , « artan
(a,b), = (2.14)
(a='(b),a!(a)) , « azalan

bigiminde tanimlanir. Benzer bir sgekilde bir yari acik arahgi da su sekilde

tanimlayabiliriz:
(a™'(a),a”1(b)] , « artan

(a,0], = (2.15)
[a7t(b),a"(a)) , « azalan

Simdi (1,2), acik arahgmin {iretece gore nasil degistigine bakalim. Bu aralik iireteg
olarak a = I almirsa (1,2), = (1,2), @ = exp alnirsa (1,2), = (In1,In 2), a kuadratik

aritmetigi iireten fonksiyon olarak alinirsa (1,2), = (\/I, \/5), « harmonik aritmetigi

1

iireten fonksiyon olarak almirsa (1,2), = (3,1) haline gelir.

Teorimizde Onemli bir yere sahip olan limit kavramindaki degisime de gtz atmak

gerekir.
2.1. Tamim

- . . . . « . . -
R,, kiimesinden bir {a,} dizisi alinsin ve a € R, olsun. Her ¢ > 0, i¢in n > n. iken

o -« . . . . . . .
a, —a| < ¢ olacak bicimde bir n. sayisi varsa {a, } dizisi a sayisina a-yakinsar denir

67

a «

. « & .. . &
ve a-lima,, = a veya a, — a yazilir. Her € > 0, i¢in n > n. iken a,, > ¢ (veya a, < —¢)
olacak bi¢imde bir n. sayisi varsa, {a,} dizisi a-sonsuza (veya eksi o -sonsuza) yaklager

denir ve a-lima,, = 0o, (veya a-lima, = —00,, ) yazilr.
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Ureteg siirekli iken herhangi bir {a,} reel say1 dizisi icin

lima, =a = a-lima(a,) = ala)
lima, =00 = a-lima(a,) = o0,

lima, = -0 = a-lima(a,) = —o0,

elde edilir.

Ozel olarak, lim a(n) = a-lim a(n) = oo, ve lim a(—n) = a-lim a(—n) = —oo, olur.
2.2. Tamm

R, iginde verilen bir {a,,} dizisi i¢in

ifadesine sonsuz a-seri denir. Genel terimi

Zal—al—l—aQ—l— —a(Za az>

olan {s,} dizisine ise kismi a-toplamlar dizisi denir. Bu dizi bir L € Ra say1sina

a-yakinsak ise a- Z a, serisi L a-toplamina sahiptir ve bu durumda a- Z a, = a-
n=1 n=1
lim s, = L bi¢giminde yazilir.

2.3. Tanim

«

. . « e . o « o .
R,, kiimesinden bir {a, } dizisi alinsin. Eger her ¢ > 0, i¢cin m,n > N iken |a,, — a,,| < €

olacak gekilde bir N = N(e) sayis1 bulunabiliyorsa bu durumda {a, } dizisine a- Cauchy

dizist denir.

2.4. Tanim

X bos olmayan bir kiime olmak iizere d, : X X X — R, doniisiimii her z,y,z € X

icin
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aksiyomlarini saghyorsa d,, fonksiyonuna dretilen metrik veya a-metrik, (X, d,) ikilisine

de dretilen metrik uzay ya da a-metrik uzay denir.
2.2. Uretilen Vektdr Uzaylar1 ve Uretilen Normlu Uzaylar
2.5. Tanim

X bos olmayan bir kiime olsun. X iginde toplama

A
T XxX X
A
(z,y) =z +y

doniisiimii ile X icinde skaler ile carpma adi verilen

2K x X 5 X

(k,x) — ko

doniigiimii tanimlayalim. Eger bu doniigiimler her z,y,z € X ve her k,[ € K, icin

A A
Net+y=y+uw

A A A A
2 z+(y+z2)=(+y) +=z

kS @ ¥y) =k ) ¥ (k%Y
6) (ki) o= ("0 %0 )
DD Fe=kS0%

8 1aéa::$

kogullarimi saghyorsa X kiimesine K, iizerinde bir dretilen vektor uzay (veya a-vektir

uzays) adi verilir.
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Ornek

x;,y; € K, olmak tizere © = (x1,29,...,x,) € K, vy = (v1,Y2, .., Un) € K ve a € K,

olsun.

«

A o
r+y=(r1+ Y1, Tn+ Yn)

A @ o
a-r=(a-x,..,a" T,)

tanimlar altinda K7 kiimesi reel bir a-vektor uzay olur.

2.6. Tanim

. " P a
a ve (3 iki iirete¢ olmak iizere 29 € R, ve f: R, — Rz olsun. € > 03 i¢in ’x — T

f(@) 2 fa)
B8

stireklidir denir. o = [ iken f, x¢ noktasinda a-sdreklidir. f, R,’'min bir A altkiimesinin

)

(67

iken 2 ¢ olacak bicimde ¢ S 0, varsa f'ye xy noktasmda (a, f3)-

tiim noktalarinda (o, §)-stirekli ise f’ye A iizerinde («, 8)-stireklidir denir.

Ornek

f bir fonksiyon olmak iizere k € R, ve [a,b], C R, aralig: icin

Cola,b] ={f| f:]a b, = Ry, f a-siirekli fonksiyon }

uzayli
(x5 )0 = 2(t) T u(t)
(b~ 2)(t) = k% a(t)

tanimlar altinda bir a-vektor uzayidir.
2.7. Tamim

(63
R, veya C, uzayinda ||, a-mutlak degerine gore bir {x,,} dizisi i¢in |z, |, < M, olacak

bi¢imde M € R varsa {z,} dizisine a-sinirlidir denir.
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Ornek

Reel ya da kompleks terimli ve a-sinirh biitiin x = {z,,} dizileri i¢in

0 = {x ={z,} CK,: Sﬁp |Zn| % Ooa}
kiimesi

A o
x+y:{xn+yn}
kéx:{kofxn}

tanimlart altinda bir a-vektor uzayidir.
Ornek
Biitiin a-yakinsak dizilerin kiimesi
(03
Co = {x ={z,} CK,: lim z, mevcut}
n—oo
bir 6nceki 6rnekte verilen iglemlerle a-vektor uzayidir.
Ornek
1 < p < oo olmak iizere
o o
(P =<x=A{x,} CK, :suplz,| < oo,
n
kiimesi

x—Aky: {xniyn}
k‘éx: {kaxn}

islemleri ile bir a-vektor uzayidir.
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2.8. Tanim

X, K, iizerinde bir a-vektor uzay olmak {izere |||, : X — R, doniigiimii her z,y € X
ve her k € K, icin

A
2) ke =1k, * e,

A a a
3Az+y|| <lll, +lyl,

[0}

ozelliklerini saghyorsa bu déniisiime dretilen norm veya a-norm, (X, |-|,) ikilisine de

tretilen normlu uzay veya a-normlu uzay denir.
Ornek

K2 vektor uzayr ¢ = (21, za, ..., x,) € K? i¢in

ile tanimh a-norm ile bir a-normlu uzaydir. Bu norm K7 uzayinin dogal normudur. Bu

uzay lizerinde tanimlanabilecek diger norm

_ - _ -1
ll = i o, = g o~
olur.
Ornek

(3 a-vektor uzayr her © = {x,} eleman i¢in
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ile tanimh norm ile a-normlu uzaydir. Her z € /(9 icin ¢ uzaymnin tanimindan

[|z]|,, normu sonludur.
Ornek
C([a,b],) a-vektor uzay1 ve z € C(la,b],) olmak iizere

2]l = max |x(t)]

a<t<b «

ile tanimli norm ile a-normlu uzaydir ve bu norm C(|a, b] ) uzaymin diizgiin normudur.

Ayni uzay

Joll, = - [ lato)l,dt=a| [ o) d

ve

a-normlariyla verilebilir.
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3. URETILEN NORMLU UZAY USTUNDE DONUSUMLER

3.1. a-Sinirlhi a-Lineer Doniigiimler
Bu boliimde a-normlu uzaylar arasindaki doniigiimler ile ilgilenecegiz.
3.1. Tanim

oA O
X=X+ )veY =(Y,+, <>) ayni K, cismi {izerinde iki a-vektor uzayl, T: X — Y

bir dontigiim olmak iizere, her x; 5 € X ve her a;, a2 € K, i¢in

A A A O O
T(a1 - X1+ as 'I’Q)ZCLl'

oluyorsa T doniisiimiine a-lineerdir denir.

Burada X ve Y nin a-normlu uzay olmasi gerekli degildir.

3.2. Tanim

X ve Y a-normlu uzaylar, T': X — Y bir doniigiim olmak iizere her x € X i¢in
1@, < K Jall,

olacak sekilde K € R} varsa T doniigiimii a-senirlider denir.

a-normlu vektér uzaylar arasindaki a-sinirhi ve a-lineer déniisiime a-operatér denir.
Bu yiizden a-operatér denildiginde a-simirhh ve a-lineer doniisiim kastedilecektir.
Operatorler daima a-siirekli doniigiimlerdir. Bunu gostermek igin asagidaki teoreme

bakalim.
3.3. Teorem

T a-lineer doniigiimii, X a-normlu vektér uzaymin bir noktasinda a-siirekli ise X

tizerinde a-siireklidir.
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fspat

T doniigiimii bir xp € X noktasinda a-siirekli olsun. 7" doniigiimiiniin her x € X igin

a-siirekli oldugunu gosterelim. X iginde x,, — z olacak bigimde bir {x,,} dizisini alalim.
A A A A
Ty — &+ x9 — x9 ve T, x9’da a-siirekli oldugundan dolayr T'(x,, — x + xo) — T'(xg) ve

bu yiizden T'(x,) — T'(x) dir. Bu da T"’nin X {izerinde a-siirekli oldugunu gosterir.
3.4. Teorem

T, X a-normlu uzay1 iizerinde bir a-lineer déniigiim olsun. 7"nin X iizerinde a-siirekli

olmasi igin gerek ve yeter sart X iizerinde a-sinirli olmasidir.
fspat

T a-siirh olsun. Her x € X icin ||T(z)]], <K |z||,, olacak sekilde K € R} vardur.

(0%
e >0,z € X ve {z,}, X iginde bir dizi olmak iizere a-limx, = z olsun. Yeterince
A odlic
x, —z|| < e/K saglanir. T'nin a-lineerligi ve a-smirlihgimdan

[0}

biiyiik n’ler igin

A
T, —

[e7

(0%
< K- <e

«

saglanir. Boylece T', x noktasinda a-siirekli olup onceki teorem geregince T, X iizerinde

a-siureklidir.

Tersine T, X iizerinde «-siirekli olsun, fakat T a-sinirh olmasin. T a-sinirh

olmadigindan her n, > 0, igin
1T (xn)llg > 10 - |2l

olacak bi¢imde x,, € X vardir. x,, = 0 i¢in T'(65) = 0, oldugundan teorem gergeklenir.

Bu yiizden her n icin ||z,||, # 0, olsun. X icinde genel terimi

o o A
Yn = 1a/ (na ' HmnHa> * Tp

olan {y,} dizisi tamimlansin. Her n igin,
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il = |7 (1] (0 ) * )

«

Lo/ (e llealla) * T)

[0}

[0}

= (17 (0" Bl ) I S

elde edilir. Diger yandan
ol = (1] (0 Bnll) ) il = L

oldugundan her ¢ S 0o ve yeterince biiyiik n’ler icin |[y,|, <e gerceklenir. Boylece
{yn} dizisi X i¢inde sifir vektorii 0 ya yakinsar. T, X iizerinde a-siirekli oldugundan
dolay1 T(y,) — T(6a) = 6, olur. Bu ise her n icin |T(yn)| > la olmasiyla celisir.

Bundan dolay1 7" a-smirh olmalidir.

Bu teoremin sonucu olarak normlu uzaylarda a-siireklilik ve a-smirhilik kavramlar
denktir.

Ornek

Sabit b € K, skaleri icin X a-normlu uzay: iizerinde bir T" a-operatori her x € X icin

seklinde tanimlansin. Her z1, 25 € X ve her aq, a2 € K, icin

A A A A A JAN A
T(a1 - Tyt ag - 1’2) = b- (CL1 - T+ ag - J?Q)

A A

— at 0 AL A

A
{Kl) + ag - (b . .1'2)

AN A VAN
= ai - T(.Z'l) + as - T(l’g)

oldugundan 7" a-lineerdir. T"nin a-sinirliligindan,

IT@), = o a|| =l el

olup ||T'(x)]|,, % K*° ||z||,, sartin1 saglayan K = |b|, sabiti vardir. Eger b = 1, ise T"ye
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X tizerinde a-birim (ézdeg) operatér denir ve I, ile gosterilir. I, operatorii X'in her
elemanini kendisine doniigtiiriir. Eger b = 0, ise T" a-operatdriine X iizerinde a-sifir

operatéri denir ve X'in her elemanini 6, ya doniigtiiriir.
Ornek

T'(x) =y olacak sekilde T": C([a,b],) — (C [a,b],) doniisiimii tanimlansin ve
. b
y(s) = \"° a-/ k(s,t)z(t)dt, x € C([a,b],), a <s<b

olsun. Burada k, [a,b], X [a,b], karesi iginde a-siirekli olan iki degiskenli bir
fonksiyonudur ve A € R,\{0,} dw. Her z1,29 € C([a,b],) ve her a;,as € K, icin
s € [a,b],, iken

(T(on ~ 1+ ag - 2))(s) = ATa= [Tk(s,t)(ara1(t) + anza(t))dt
= o ‘AN fab k(s, )1 (t)dt + an “ A a- fab k(s,t)zo(t)dt

— (o Ta)(s) 3 (s Tea)(s)

oldugundan T a-lineerdir. Ayrica T a-siirhidir. Bunu géstermek icin bir M S 0y ve
kare igindeki her (s,t) i¢in |k(s,t)| < M olsun. Bu durumda

IT@)l0 = Il

= max |y(s)|

a<s<b o

A% a- fab k(s,t)x(t)dt

e
= max
a<s<b

o

a «@ b
< M, adxas f7 (s, )], o (0), d
< M7 axla(t)], (- o)

a<s<b

o e

= MM (b= a) [,

e

olur. Boylece K = |\, M " (b—a), alnrsa, her = € C([a,b],) igin | T(z)]|,, % K x|,

oldugundan 7" a-sinirhidir. Bu ise T"nin bir a-operatér oldugunu gdsterir.
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3.5. Tanim

R,, kiimesinden bir {a,} dizisi alinsin. Her n € N i¢in a, % M, olacak sekilde bir M,
reel sayis1 varsa {a,} dizisi iistten a-simirhdir denir. Eger her n € N i¢in a, § Me
olacak bigimde bir m, sayisi varsa {a,} alttan a-simirlidir denir. Bir dizi iistten a-
sinirlt ise {ist sinirlarinin en kiigiigiine dizinin en kiigiik a-iist sinir1 veya a-supremumu,
bir dizi alttan a-sinirh ise alt sinirlarinin en biiyiigiine dizinin en biiyiik a-iist siniri
vaya a-infumumu adi verilir. A C R, lineer nokta kiimesi olsun. M, € A olmak iizere

e} . . . . .. . . (e} .
M, = supA bicimdeki M, elemanina A kiimesinin a-maksimumu denir ve maxA ile
«
gosterilir. m, € A olmak iizere m, = infA bigimindeki m, elemanina A kiimesinin
(63

a-minimumu denir ve minA ile gdsterilir

o supxr, , « artan Q@ infx,, , « artan
ve infzx, =

SUp T, = .
infr, , «azalan supx, , « azalan

3.2. Bir Operatoriin Normu

T, X a-normlu uzaymdan diger a-normlu uzaylara giden bir a-operatér ise her z € X

icin ||7'(x)]|, <K |z||,, olacak sekilde bir K sabiti vardir. Bu esitsizligi saglayan K 'nin

en kiigiik degeri T 'nin a-normu olarak adlandirilir ve ||77||, ile gosterilir.

3.6. Teorem

T, X a-normlu vektor uzay1 iizerinde bir a-operator olsun.

o = iﬁf{KeR;;||T(x)|ya%K?“||x||a ,xeX},

b — sﬁp{uT(a:)na/nxna:xex,xﬂA},
¢ = sip{IT@I, 2 e X, all, = 1},

d = st {IT@), v e X, o), < 1.}
alalim. Bu durumda
(a) Her z € X icin |T(2)], < a* ||,

(b)a=b=c=d
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gerceklenir. Burada a sayist daha sonra T «-operatérintn «-normu olarak

tanimlanacaktir.
fspat

(a) En biiyiik a-iist siir(a-infimum) tanimindan her = 04 ve her z € X icin

T ()], < (a+¢e)° |z||, bulunur. Bu esitsizlik biitiin keyfi € say1s1 i¢in saglanir.

(b) Ispatlamak icin a % b % c % d % a oldugunu gosterelim.Sifirdan farklh her z € X
icin b g | Tz, / |||l olur. Ayrica = 6 igin de bu esitsizlik gergeklenir. Béylece b

{K:1T@), £ K Jall,, =€ X}

[e%
kiimesine aittir. a, bu kiimenin alt sinirlarinin en biiyiigii oldugundan a < b bulunur.

Her x # 0 olmak {izere her x € X igin

- 7 (et )

«Q A «
olup T" a-lineer ve (1/||z||,) - = ifadesinin normu 1,’dir. Bu yiizden b < ¢ bulunur.
Aynica  {z:z € X, |z||,=1s} kimesi {z:zeX, |z|,<1,} kiimesinin

(07
<c

17, 7 2], = H<17 lell,) © T(2)

[0}

altkiimesidir. Dolayisiyla ¢ % d olur. Son olarak her x € X icin |z, % 1, olsun. (a)

[e7 [e7
'dan ||T'(z)]|, < a olup d < a bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

X ve Y a-normlu uzaylar olsun. a-lineer ve a-sinirli déniigiimlerin kiimesini
B,(X,Y): X =Y ile gosterecegiz.

B,(X,Y) kiimesinin «a-vektér uzay oldugu ve hatta a-normlu uzay olabilecegi
gosterilebilir. T, T} ve Ty, B,(X,Y) icinde keyfi operatorler, bir k skaleri ve x € X

¢
icin Ty + 15 ve k ‘r doniistimleri
¢ O
(Tl + TQ)(Q?) = Tl(ZE) + TQ(ZE)

O

k) (@) = kT ()

¢
seklinde tanimlanir. T} + Ty ve k ‘r doéntigiimlerinin B, (X,Y) icinde a-operator

olduklarim ve a-vektor uzay1 aksiyomlarini sagladiklarini gésterelim.
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¢
Y bir a-vektor uzayr oldugundan T + T3 ve /{;?T, X’den Y’ye bir doniigiimdiir. Ayrica
¢
T+ T ve k * o a-lineer doniigiim oldugu uygulama olarak yapilabilir. 77 ve T,
lo < K llell, ve [ To(@)], £ Ko al, olacak
sekilde K, Ky sabitleri vardir. Her x € X i¢in

o

a-sinirh oldugundan her x € X i¢in ||73(2)

H(T1 L) @) Ti(z) § To(x)

(e ‘ (0%

Ty ()], + | To(@)]],

VAR

[ o a
Ky -l + Ky - [zl

VAR

= (K +Ko) " |z,

¢
olup T + T5 sinirhdir. Benzer gekilde her x € X ic¢in

[CRERIE

o e o a «
= |Fr @] = 1wl ITE@) < R, e,

olacak gekilde K sabiti vardir. T' a-sinirhh oldugundan & * 7 de a-simmhdir. Boylece
¢
T, YTy € Bo(X,Y) ve kT € Bo(X,Y) bulunur.

B,(X,Y)nin a-vektor uzayr aksiyomlarmi sagladigi  kolayca  gosterilebilir.
T € B,(X,Y) olmak iizere T"nin negatif operatoric -7 = (—1), * 7 olur. Ayrica
B,(X,Y) icindeki sifir vektori X icindeki her noktayr Y icinde sifir vektoriine
doniigtiiren operatordiir. Her 71,75 € Bo(X,Y) i¢in Ty —7— T, = T, —7— T, her
T € Bo(X,Y) ve her a,8 € R, skaleri icin (a © j3) b/ (B ' T) oldugunu

gosterecegiz. x € X iken,

(13 3 1) (2) = Ty (2) 1 To() = Ta(a) + T1(x) = (T L T1) ()

(@B T)(x) = (@%B) T(x)
= o' (8T(2)
= (BT ()
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olur. Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.
3.7. Teorem

X’den Y’ye biitiin a-operatorlerin kiimesi B, (X,Y") bir a-vektor uzayidir.

Ayrica B, (X, Y )'nin nasil a-normlu uzay olabilecegini ilerde gosterecegiz.

3.8. Tamim

Her T' € B,(X,Y) operatorii icin ||7'||,, ile gosterilen 7’nin o-normu

71|, = it { K : |T@)]l, < K *la]l,, = € X}

sayisidir.

Bir 6nceki teoremde verilen ifadeler ||T'||, i¢in alternatiftir ve bu da her z € X icin
17l < 171, "l

esitsizligini kanitlar.

Bir operatoriin a-normunu bulmak icin 6nceki teoremde verilen ifadelerden herhangi
A
birinin kullanilmasi uygundur. Tx = § - z biciminde tanimlanan 7" : X — X a-

operatori igin

IT(@)ll, = swp{IT@)l,: =X, ||, =1a}
= sup {|Bl, Izl -2 € X, ||z, = 1a}

= [Bla

bulunur. Ozel olarak a-birim operator I icin
1, = 1a

olur.
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Simdi B, (X, Y )’nin a-normlu uzay oldugunu goésterebiliriz.
3.9. Teorem
B,(X,Y) yukarida verilen operator normuyla a-normlu uzaydir.
jspat

Ispat1 igin (N1),(N2) ve (N3) ozelliklerinin saglandigi gésterilmelidir. (N1) kolayca
gosterilebilir. (N2)’yi gostermek i¢in 7' € B, (X,Y") olsun. Her k skaleri ve x € X i¢in

[CRESIEY

¢ « % a «
=R @) = 1l 1@ < R I D,

olup Hk ' TH % k], || T||, bulunur. Ayrica Hk . TH § k| || T|| ,oldugunu gosterelim.
k = 0 iken durum agiktir. k£ # 0 olsun. Bu durumda

O

IT@), = |60 Tiw)

«

= | et @)

«

«

— [k |k T (@)

«

IA

k[

¢ o
k07| il

olup | T, % k|t /{;?T’ veya Hk‘T‘ § k|, * | 7|l bulunur. Boylece (N2) sart:
saglanir. (N3)’ii gostermek icéin T, € BOCQ(X, Y) ve z € X iken

Hm L) @) Ti(z) § To(x)

(e ‘ [e%

1T @), + 1T@)]l,

IA®

IA®

B

1Tl - 2l + 1721l

a
| k4

= (ITlly + 1 T2ll0) * el

¢ a a
T+ T\ < ||Till, + |72, bulunur. Dolayisiyla (N3) saglanir. Bu da ispati

olup ‘
(0%
tamamlar.
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3.10. Tamim

Bir a-normlu uzayindaki her a-Cauchy dizisi a-yakinsak oluyorsa bu uzaya a-Banach

uzay1 denir.

B,(X,Y) a-normlu vektor uzaydir ve ozellikleri agirhkl olarak Y uzayma baghdir. Bu

bilgi 11ginda fonksiyonel analiz i¢in 6nemli bir sonug¢ verelim.

3.11. Teorem

Eger Y a-Banach uzay1 ise B,(X,Y’) a-Banach uzayidir.

fspat

Bu teorem X uzayinin a-Banach uzay1 olmasina bakilmaksizin gerceklenir. Teoremin

ispati i¢in B, (X,Y)deki her bir mutlak yakinsak serinin yakinsak oldugunu

gostermeliyiz.
Kabul edelim ki a- ) T}, serisi, elemanlar1 B, (X,Y")’den olan mutlak yakinsak bir seri
k=1

oo
olsun. a- ) ||Ty||, reel degerli serisi yakinsaktir. X uzayinin sabitlenmis bir = elemanlar:
k=1

icin y, = a-Y_ Ti(z) olsun. Her n € N i¢in y,, € Y olur. n > m olmak iizere her ¢ > 0
k=1

ve yeterince Bﬁyﬁk m’ler icin

a- i Ty ()

Hyn_ymHa =
k=m+1 o
a n
< a3 [ Th(@)],
k=m-+1
@ n a
< o 0 Tl - M=l

k=m-+1

a «a
< ezl

bulunur. Bu ise {y,} dizisinin Y icinde a-Cauchy dizisi oldugunu gosterir ve Y a-
Banach uzay oldugundan bu dizi a-yakinsaktir. Her x € X icin 7' : X — Y doniigiimii

T(z) = limy, = a- ZTkx
k=1
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biciminde tanmimlansin. 7" doniigiimiintin a-lineer oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica
her x € X ve her n € N i¢in

a-Y (@)l < a- ) ITill, " el < a= ) 1Tl llll,
k=1 k=1 k=1
olup a- Y ||Tx(z)||,, a-yakinsaktir. Normun a-siirekliliginden
k=1

lim o- > Ti(x)
k=1

1Tl =

[0}

«
= lim

7%($)

1

a_

n

k a

< lima- > |[T5(2)]|
k=1

IA®

= (0%
a-kZl Tl - 1l

olup T' a~siirhdir. Boylece T' € B, (X, Y') bulunur. Son olarak her x € X ve yeterince
biiyiik K € R igin a-)_ Ty mutlak yakinsak oldugundan

a- i Ty ()

k=n-+1

(7t g

e} «

[e.o]

< a- Y ITul@),

k=n+1

o S a
< om0 Tl - llll,
k=n-+1

(63
< K-z,

bulunur. Dolayisiyla

SK

«

TW:-@—Zi:jk
k=1

n oo

gergeklenir, yani a-)_ Ty 2 T olur. Yani a->_ T}, serisi a-yakinsaktir. Bu ise ispati
k=1 k=1

tamamlar.

Eger {T,}, B,(X,Y) iginde bir dizi ve a-) _ T} a-yakinsak ise iiggen egitsizligini sonsuz
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serilere genelleyerek |a- " Tyl % a-> ||Tx|,, esitsizligini elde ederiz.
3.3. a-Fonksiyoneller

"Fonksiyonel" kavrami doniigiimlerin belli bir tiiriinii ifade eder. Bu yiizden

a-doniisiimler icin verilen tanimlar a-fonksiyonellere de uygulanir.
3.12. Tanim

X reel veya kompleks a-vektor uzayi olsun. K, R, veya C, olmak iizere f : X — K,

doniigiimiine X iizerinde bir a-fonksiyonel denir.

Ornek

fiRY 5 Ry, x = (x1,...,7,) € R? ve (ay, ..., a,) € R? sabiti igin f(z) = 3. ay - x, bir
k=1

a-fonksiyoneldir.

Ornek

b
Her z € C([a,b],) i¢in f(z) = a- [ z(t) bi¢ciminde tammh f : C([a,b],) — R, bir

a-fonksiyoneldir.
Ornek

Her z = (24, ...,x,) € {3 ve j € N sabiti i¢cin f(z) = x; biciminde tanimlanan
f :ly — C, a-fonksiyoneldir.

Ornek

X o-normlu uzay ise f(z) = ||z||,, bi¢giminde tanimlanan f : X — R, a-fonksiyoneldir.

Her x1, 29 € X ve her ay, ay skalerleri i¢in

a AN 67 « o a

flag -z + g - 29) = a1 - f(x1) +ag - fa)

sart1 saglaniyorsa f a-fonksiyoneli a-lineerdir. Yukarida verilen ilk ii¢ 6rnekte f a-lineer

fonksiyoneldir, fakat son ornekte a-lineerlik sarti saglanmaz.
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a-normlu uzaylar arasindaki doniigiimler i¢in daha Once verilen tamimlar ve 6zellikler
X a-normlu uzay ise f a-fonksiyoneli icin de gegerlidir. Bu 6zellikleri kisaca tekrar

edelim.

{z,} dizisi X icinde x’e «-yakinsak bir dizi iken {f(z,)}, f(z)e yakinsayan
skalerlerin dizisi ise f a-fonksiyoneli x € X noktasinda a-siireklidir. Eger f, X’in her
0zel noktasinda a-lineer ve a-siirekli ise X’in tiim noktalarinda a-siireklidir. Eger her
r € X i¢in |f(x)|, <M |z||,, olacak sekilde A/ > 0, varsa f a-siirhdir. Bu sart:
saglayan en kii¢iik M sayisina f'nin a-normu denir ve || f]|, ile gosterilir. Her x € X

icin
F @)l < AN - el

saglanir. Uretilen normlu uzaylar {izerindeki a-lineer fonksiyoneller icin a-sinirhihik ve

a-siireklilik kavramlar: denktir.

K,,reel veya kompleks a-vektor uzay olsun. B,(X,K,), X iizerinde tiim «-simirh
a-lineer fonksiyonellerin uzayr olsun. K,nin tamhgindan B(X,K,) a-Banach
uzaydir. Burada X uzayinin tam olup olmamasinin 6nemi yoktur. a-fonksiyonellerin
uzayr B(X,K,), X’in dual uzay1 olarak adlandirilir ve X’ ile gosterilir. Yukarida
belirtildigi gibi bir a-normlu uzaymin duali daima a-Banach uzaydir. Daha once
soylenildigi gibi bir a-lineer fonksiyonelin a-siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart
a-sinirll olmasidir. Bunun ig¢in daha kullanigh ve etkili bir durum vardir ve genel

doniigiimlerden ziyade a-fonksiyoneller icin kullanilir.
3.13. Teorem

X a-normlu vektor uzay: {izerindeki f a-lineer fonksiyonelinin X iizerinde a-siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N(f) ={z:z e X, f(z)=0a}
kiimesinin kapali olmasidir.

N(f) kiimesi X’in altkiimesidir ve X’in altuzay1 oldugu kolayca gosterilebilir. N(f)
kiimesine f’nin sifir uzayr denir. X uzaymin f altinda goriintiileri 0, olan biitiin
noktalarinin  kiimesidir (X ve Y a-vektor uzaylar olmak iizere 77 @ X — Y

doniigiimiiniin sifir uzayr N(T) = {z: v € X, T'(z) = 6} kiimesidir.)
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fspat

Teoremi ispatlamak igin kabul edelim ki f, X iizerinde a-siirekli ve x, — x olacak

sekilde {z,}, N(f) i¢inde bir dizi olsun. N(f) kiimesinin kapal oldugunu gostermek
icin z € N(f) oldugunu gostermeliyiz. Her n i¢in f(z,) = 0, olup limf(z,) = 0, dir. f,
X tizerinde a-siirekli oldugundan f(z) = limf(x,) = 0, bulunur. Dolayisiyla z € N(f)

olup istenilen elde edilir.

Ispatini tersini gostermek kolay degildir. N(f) kiimesi kapali olsun. f™nin X fizerinde
a-siirekli oldugunu gosterecegiz. X’in 6, sifir vektoriinde f ’nin a-siirekli oldugunu,

yani

oldugunu gostermeliyiz.

[k olarak, her n > M icin x,, € N(f) olacak sekilde M pozitif sabitinin var oldugunu
kabul edelim. n > M iken f(z,) = 0, oldugundan f(z,) = 0, olmalidir. Ikinci olarak,
{z,,} dizisinin sonsuz terimleri igin =, ¢ N(f) olsun. {y,}, {x,}'nin N(f)’de olmayan
biitiin terimlerinden olusan alt dizisi olsun. Her n icin f(y,) # 04 Ve 4, — 0 olur.
Her n € N igin

= (11102) *

alinirsa, her n igin f(¢,) = 1, bulunur.

«

Simdi her n i¢in |f(yn)|, § 0, olmak iizere lim |f(y,)|, = O oldugu gosterilebilirse
lim | f(y,)|, = Oa olacaktir. Ispat celigkiye diigiilerek yapilacaktir. Kabul edelim ki

lim | f(yn)| # 04 olsun. Sonsuz baz n’ler icin |f(yn)], = § olacak sekilde § > 0, vardr.
Bu yiizden {y,} dizisinin her k € N i¢in |f(yn,)|, S5 ozelligini saglayan {y,, } alt

dizisini secelim. Her £ icin

a « «@ 1 «
ltnelle = o/ 1f (o - Mymella < 5 lynla

olur. y,, — 0 oldugundan t,, — 0 bulunur. Her k i¢in f a-lineer oldugundan

AN a

f(tnl - tnk) = f(tnl) - f(tnk) = 1a - 1a = Oa
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A A
olup t,, —t,, € N(f) bulunur. Fakat N(f)’ye ait tiim terimler i¢in {t,, — ¢, }32, ,

X i¢inde a-yakimsak bir dizidir ve N(f) kapahdir. Boylece

o A A
lim (t,, —tn,) =tn, —0 =1, € N(f)

k—

«

olur. Bu ise f(t,,) = 1, olmastyla ¢eligir. Bu yiizden lim | f(y,)|, = 0, bulunur.
Béylece her m icin 2, # 4, iken f(z,) = 0, oldugundan f(y,) — 04 ve f(zn) — O

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Ornek

f:C([a,b],) = R, lineer fonksiyoneli igin
b
flz) = a—/ z(t)dt , x € Cla, b,

I1£]l. = b= a olur.
Cézim

C([a,b],) iistiinde a-diizglin normunu ele alalim. Her € C([a, b],,) i¢in

a- /ab x(t)dt

olup f a-smirhdir ve || f||, % b~ a bulunur. Fonksiyonu a % t % b i¢in zo(t) = 1,

a b e a «a b a
@), - o [leldr £ i o0l 2o [t = 0-0) ],

a<t<b

verilen zy € Cla,b], ile diigiinelim. f(zg) = b 2430, ve |zol|, = 1o oldugu kolayca

goriilebilir. Eger || £, SbZaise
b—a=|f(zo)l, < Ifll " llzoll, < (0= a)* Jaoll, =b—a

olur. Bu ise miimkiin degildir. Bu yiizden ||f||, = b Za olup istenilen elde edilir.
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3.4. Ters Doniigiimler

X ve Y herhangi iki kiime olmak {izere 7' : X — Y déniisiimii birebir ise 77! : Y — X
ters doniigiimii vardir ve x € X,y € Y i¢in T(z) = y iken T7'(y) = z olur. Y
icinde bir y noktasi verildiginde T'(x) = y denklemi normal yollarla ¢oziilebilir. Céziim
x = T7'(y) olup tektir. Ozel uygulamalar i¢inde bu problem y verildiginde T'(z) = y
¢Oziimii kolayca sunulmasina ragmen, birebir 7" doniigiimiinii belirlemek kolay degildir.
Bu doniisiim olsa bile uygulmalar acisindan tersini ortaya cikarmak zor olabilir. Bu

boliimde doniigiimlerin terslerinin varhiklarini ve durumlarini gosterecegiz.
3.14. Teorem

X ve Y a-vektor uzaylar, T : X — Y birebir ve oOrten a-lineer doniigiim ve T

déniisiimiiniin tersi 77! olsun. Bu durumda 7! ters déniisiimii de a-lineerdir.
fspat

Ispat1 yapmak icin her y1, 15 € Y ve ay, oy skalerleri icin

O

_ O O A A A
T Yoy “y1 +ag o) =y

ST yh o2 - T )

oldugunu gostermeliyiz. z1, 7o € X igin T~ (y;) = 71 ve T (y2) = x5 olsun. Buradan

T(x1) =y ve T(xg) = yo olur. T"nin a-lineerliginden

bulunur. Bu ise

_ o O o A A A A A A
T Hoq yi+oag )= -a1t+as-za=o1 - T (1) +az - T (ya)

oldugunu gdosterir, bdylece ispat biter.

X ve Y a-vektor uzaylar, T' : X — Y a-lineer doniigiim olmak iizere x € X igin

T(x) = 0y denkleminin tek ¢oziimiiniin x = 6, oldugunu kabul edelim. Bu durumda
A A

X’in z; ve xo noktalar i¢in T'(z1) = T'(xq) ise T(x1— x2) = Oy olup z1 — x5 = Oa

yani z; = o bulunur. Bu ise 7"nin birebirligini gosterir. Ayrica T 6rten ise T~! ters

doniigiimiin varhg garantilenir. Bu sonucun tersi de ispatlanabilir.
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T : X — Y a-lineer doniigiimiiniin ters doniigiimii 7! olsun ve x € X i¢in T'(z) = 6,

olsun. T~ Vin a-lineerliginden x = T~1(6,) = O olur.
3.15. Teorem

X ve Y a-vektor uzaylar arasindaki 7' : X — Y Orten a-lineer doniisiimiiniin tersi
T~Vin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart * € X igin T'(z) = 6, denkleminin tek

¢Oziimiiniin z = 6, olmasidir.

Bu teorem bize T doniigiimiin sifir uzayr N(7)’nin {#,} oldugunu ifade eder. X a-
normlu uzayi tizerinde f a-lineer fonksiyonelinin tersi varsa f'nin X iizerinde a-siirekli

oldugunu biliyoruz. Bu durum X’in {0} altkiimesinin kapal olmasindan kaynaklanir.
3.16. Teorem

X ve Y a-normlu uzaylar olmak iizere 7' : X — Y doniigiimii 6rten ve a-lineer olsun.
T~ ters doniisiimiiniin var ve a-siirli olmasi icin gerek ve yeter sart her z € X icin

T ()], >m? |z]|,, esitsizligini saglayan bir m = 0, sabitinin var olmasidir,
fspat

Her z € X ve bir m > 0, sabiti icin egitsizligin saglandigini kabul edelim. Eger
T(x) = 0y ise ||z||, = 0a olup z = 6, bulunur. Bu yiizden 7! vardir. Her y € Y i¢in
T-Y(y) = x olsun. | T ()|, = m * ||z, esitsizligi

1T W), < Qa/m) - llyll,
esitsizligine denktir. Bu da gosterir ki 7! a-smwrhdur (iistelik |77, < 1o/m olur).

Tersi igin eger T! var ve a-siurli ise her y € Y icin || T (y)]],, < |74, Il olur.
Yani © = T7'(y) olmak iizere ||z, % |74, © IT(x)],, bulunur. Eger y, Y icinde
sifir vektorii yani y = 60, ise 2 = T~ (y) = 0 olup z, X'in sifir vektoriidiir. Ucgen
esitsizliginden her m > 0 igin T ()]l >m ||z]|,, bulunur. Diger yandan ||y||, > 0, olup
Ty £ 0, ve 0, < |lzll, < 1T, | T(x)]|l, olur. Bu yiizden |71, > 0, ve sifirdan
farklh € X vektorleri i¢in burada m = 1a7 |71, segilirse ||T(x)] g m < |z,

la

bulunur.
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3.17. Teorem

a ¢
X a-normlu uzay ve T': X — X a-operatorii icin ||T']|, < 1, olsun. Ayrica [ — T

/
a-operatorii orten olsun. Bu durumda (I — T')~! vardir ve

(AR EENTERTN

«

saglanir.

fspat

Bu teoremin ispati 6nceki teoremin basit bir sonucudur. Ucgen esitsizligi kullanilarak
her z € X icin

« VAN « « VAN @
lzlly < |lo=T@)|| +IT@), < |z =T@@)|) + 1T, - =,
bulunur. Béylece
¢ A A «a o o
(I =T)(x)|| = |[I(z)=T()|| =|z—-T@)| =A-=ITl.) - =l

. ¢ a
olur. Onceki teoremin ispatinin I — 7" operatériine uygulanmasiyla m = 1, — |||,

alinarak sonuca ulagilir.

¢
Bu teorem i¢in eger X’in a-Banach uzay: oldugunu kabul edersek I — T 6rten olur.

¢
Bunu gostermek i¢in X icinde alinan her y noktasi i¢in (I — 7))z = y olacak sekilde
x € X noktalarinin var oldugunu gostermeliyiz. Bu yiizden y € X noktalar: keyfi olsun.
B : X — X doéniistimii x € X olmak tizere

bigiminde tanimlansm. (Eger y # 60 ise B a-lineer degildir. 7' a-lineer oldugunda

buradaki gibi bir B déniigiimii afin olarak adlandirilir.) Her 2/, 2” € X noktalar: i¢in

o a /A "
<7, - |]z"—=

«

o ' Ay
= ||T(z" — 2")

« «
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olur. 0, < 7., < 1, almdiginda B, X iizerinde biiziilme operatorii olur. Simdi X a-
Banach uzay1 kabul edildiginde sabit nokta teoremine gore B doniisliimii bir tek sabit

noktaya sahiptir. Yani B(z) = x olacak gekilde bir tek x € X vardir. Buradan
A ¢
T(x)+y=xyaday= (I —T)(x) olur.

¢
Sabit nokta teoremi y = (I — T')(z) denkleminin ¢6ziimiinii ardigik uygulamalar ile

bulunabilecegini ispatlar. xg, z1, 2, ... ardigik yinelemeler olsun ve zy = y alalim.

r = Blao)=T(x) by =T() ty
A A A
t2 = B(x)=T(x1)+y =T(T(y)+vy) +Ay
=T*(y)+T(y)+y
A
)

rs = Blay) =T(as) by =TT T TW Ty) Ty
T

bulunur. {z,} dizisi A->";2,T*(y) serisinin kismi a-toplamlar dizisidir ( 7° 6zdeslik
operatorii [ anlamia gelir). {z,} dizisi B’nin sabit x noktasina a-yakinsadiginda A-
S oo T*(y) serisi de a’e a-yakinsar. Fakat diger yandan @ = (1 M T)"Y(y) olur. Simdi
biitiin bunlar1 6zetleyelim.

3.18. Teorem

a ¢
X a-Banach uzay1, T': X — X bir a-operatér ve |1, < 1, olsun. I — T 6rtendir,

¢
tersi (I —T)~! vardir ve her y € X i¢in

olur.

Son sonucta yalniz T' a-operatoriine bakarsak eger |||, < 1, ise

Gir)y iy =63 T
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olur. Bu ise geometrik serilerdeki ¢oziimlerin |¢], < 14 iken

15 =a Yt
k=0

olan genel sonucuna benzer.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, reel sayilar cismine egdeger olan sirali cisimlerde deger alan normlar ile elde
edilen uzaylar arasindaki operatorlerin segilen iireteclere gore lineerlikleri, sinirliliklar
ve normlar1 tanimlandi ve bu kavramlar fizerine birtakim sonuclar verildi. Tki vektor
uzay1 arasindaki operatorlerin cebirsel ve topolojik kavramlar: secilen iireteclere gore
bu uzaylarm iiretilen normlar ile dogrudan iliskilendirildi. Uretilen normlarin yapisi
operatorlerin karakteristik Ozelliklerini belirledi. Elde edilenlerlerden yararlanilarak
caligmalara devam edilip normlu uzaylar ve iizerlerinde tanimlh operatérlerin bu tezde

verilen genigleletilmis yorumuna katk: saglanabilir.
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