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Bu calismada oncelikle Kuramsal Temeller adl1 boliimde esitsizlik teorisi konvekslik
ve zaman skalas1 kavramlari ile ilgili gerekli bilgiler verilmistir. Materyal ve Yontem
kisminda teknik ile ilgili sonuglar ve bu tezin sonuglarina benzer esitsizlikler
verilmigtir. 4. Boliim Arastirma bulgulart 3 farkli tipte esitsizlik icermektedir. Bu
caligmada p-konveks fonksiyonlar igin Simpson, Ostrowski ve Hermite-Hadamard tipi
integral esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlikleri elde etmek i¢in zaman skalasi
kalkiiliisii kullanilmis ve A- integraller igceren sonuglar bulunmustur. Ayrica tez

calismasinda bir yeni Lemma kullanilmastir.
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1. GIRIS

Matematigin hemen hemen tiim dallarinda 6nemli bir yere sahip olan
konvekslik ¢ok eski bir kavramdir. M.O. 250 yillarinda Archimedes’in pi sayisinin
hesaplanmasina kadar dayanmasina ragmen 19. Yiizyilin sonlarina dogru matematikte
yerini almistir. Konveks fonksiyonlar, matematigin bir¢ok alaninda 6nemli bir rol
oynar. Ozellikle optimizasyon problemlerinin calismasinda nemlidir. Sonsuz boyutlu
uzaylarda bile, uygun ek hipotezler altinda, konveks fonksiyonlar bu o6zellikleri
karsilamaya devam eder ve sonug olarak, varyasyonlarin kalkiiliisiinde en 1yi anlagilan
fonksiyonlardir. Bu kavram ilk olarak Hermit tarafindan ortaya atilsa bile O. Holder
ve O. Stolz gibi arastirmacilarin da g¢alismalart bulunmaktadir. Fakat konvekslik
kavraminin sistematik olarak kullanilmasi ilk defa 19. Yiizyilin sonlarinda J.L.W.V.
Jensen tarafindan olmustur. Sonraki donemlerde de bu konuyla ilgili ¢calismalar hizl
bir sekilde artmistir. Konveks fonksiyonlar konusunun popiiler olmasini saglayan
caligmalardan biri G.H. Hardy, J.E. Littlewood ve G. Polya tarafindan 1934 yilinda
basilan ‘Inequalities’ adl kitaptir.

Matematigin onemli alanlarindan biri de aym1 sekilde matematigin tim
dallarinda genis ¢aligma alanina sahip olan esitsizlik teorisidir. Esitsizlikler konusu bir
cok bilimsel alanda yeni uygulamalarin ortaya ¢ikmasina sebep oldugu i¢in hem
arastirmacilarin dikkatini ¢ekmekte hem de bir ¢ok arastirmaci tarafindan ¢aligmalar
yapilmaktadir. Bu nedenle esitsizlikler konusu siirekli gelismekte olan bir konudur.
Esitsizlikler Teorisi gelisimine, sadece en dnemlisinden bahsetmek gerekirse C.F.
Gauss, A.L. Cauchy ve P.I. Cebysev’ in yaklasim yontemleri ic¢in teorik alt yapisi
temellerini attig1 zaman bagladi. 19. yiizyilin sonu ve 20. ylizyilin baslari civari, ¢ok
sayida esitsizlik kanitlandi. Bunlardan ¢ogu soyut ve baglantisiz sonuglar olarak
kalirken bazilar1 klasik haline geldi. 1934° te ortaya ¢ikan, Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan hazirlanan ‘Inequalities’ klasik eseri, esitsizlikler alanmni soyutlanmis
formil derlemesinden sistematik bir disipline doniistiirdii. Bu alana devam eden ve
biiyiliyen ilgiyle birlikte, esitsizlikler modern teorisi sliphesiz bu eserden geldi. 1952’
de yayimlanan bu kitabin ikinci ingilizce baskisi, kitabmn sonuna eklenen toplamda 10

sayfa olan 3 eki disinda degistirilmedi



Bu calismay1 da R Bellman ve E. F. Beckenbach tarafindan hazirlanan ‘Inequalities’
adli kitap takip eder. Daha sonra Mitrinovi¢’in farkli konulara da degindigi “Analytic
Inequalities” kitabi1 gelmektedir. Son zamanlarda ise R. P. Agarwal V.
Lakshmikantham, S.S. Dragomir gibi arastirmacilar bu konuyla ilgili bir cok makale,
kitap yazmuglar.

Konveksligin tanimi esitsizlikle yazilabildiginden esitsizlikler konusunun
Konveks Fonksiyonlar Teorisinde 6nemli bir yeri vardir. Konveks Fonksiyonlar ile
Esitsizlik Teorisi’ni bir arada inceleyen bir ¢ok arastirmaci vardir. Bunlardan bazilari;
Hardy, Bellman, Polya, Pachpatte, Littlewood, Beckenbach, Mitrinovi¢, Pecari¢ ve
Fink gibi matematikgilerdir. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri igeren ilk
kaynak (Convex Funtions: Inequalities) J. Pecaric tarafindan 1987 yilinda kaleme
alimmistir. Bunun yaninda konveks fonksiyonlarin cesitli siniflart i¢in Hermit-
Hadamard, Simpson ve Ostrowski esitsizlikleri gibi bir ¢ok calisma yapilmistir.
Hermit-Hadamard  esitsizligi klasik  konveks fonksiyonlarda ~ bagka
p —konveks, h —konveks, s —konveks, quasi konveks gibi farkli fonksiyon siniflar
i¢in de elde edilmistir. Hermit-Hadamard, Simpson ve Ostrowski ve diger esitsizlik
tiirleri i¢in hem diger iilkelerde hem de {ilkemizde bir ¢ok ¢aligma mevcuttur. Esitsizlik
ve konveks fonksiyonlar: iliskilendirerek calisma yapan arastirmacilardan birkagi
sunlardir: G. Anastassiou, J. Pecaric, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.\W. Roberts,
D.E. Varberg, R. Agarwal, N.S. Barnett, S. Varosanec, P.S. Bullen, M. Alomari, F.
Qi, C.E.M. Pearce, M.E. Ozdemir, A.O. Akdemir, E. Set, U.S. Kirmac1, A. Ekinci,
H. Yildirim, M. Avci Ardig, M.Z. Sarikaya, H. Kavurmaci Onalan, M. Giirbiiz.

Zaman skalasi teorisi de son zamanlarin dikkat ¢eken galismalar1 arasinda yer
almaktadir. Bu teori, 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Stefan
Hilger’in bu teoriyi ifade etmesinin amaci, diskret analiz ile siirekli analizi
birlestirmekti. Bunun i¢in de diskret analiz ile siirekli analizi kapsayan bir kiime alip
bu kiimeye zaman skalas1 adini verdi. Siirekli analiz ve diskret analizdeki bir ¢ok
kavram o6rnegin, stireklilik, tiirev, integral, sinir deger problemi gibi, zaman skalasinda
yeniden tanimlanmistir. Bu da zaman skalasinin bildiklerimizi daha genele tasidigini

gosteririr. Yani zaman skalasimnda T =7Z ve T = R birer 6zel haldir.



Ayrica zaman skalasi diferensiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi saglar.
R de taniml1 diferensiyel denklemler ya da Z de tanimli fark denklemleri i¢in bir sonug
vermek yerine, reel sayilar kiimesinin kapali bir alt kiimesi olan T zaman skalasinda
tanimlanan genel bir dinamik denklem ifade edilebilir. Bunun igin zaman skalasi
sadece Z ve R i¢in degil ayn1 zamanda baska uzaylar i¢in de sonu¢ bulmamizi saglar.
Zaman skalas1 literatiirinlin  gelisimine katki saglayan bir c¢ok aristirmaci
bulunmaktadir. Bunlardan bazilari; M. Bohner, A. Peterson, G. Anastassiou, B.
Karpuz, R. Agarwal dir. Bu ¢alismada da zaman skalasi i¢in temel olarak; Advances
in Dynamic Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2003), Dynamic
Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2001) adli kaynaklar kullanilmistir.
Bunun yaninda Zaman skalasindaki bazi esitsizlikler i¢in de “Frontiers In Time Scales

and Inequalities” (Anastassiou 2015) kaynagindan yararlanilmustir.

Bu c¢aligsma genel olarak dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde zaman
skalast ile ilgili temel tanim ve teoremler drneklerle birlikte verilmistir. Ikinci boliimde
konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde
bu konveks fonksiyon siniflari i¢in Hermite-Hadamard, Ostrowski, Simpson, Holder
esitsizlikleri verilmistir. Dordiincli boliimde ise c¢alismalar sonucu elde edilen
lemmalardan faydalanarak p-konveks fonksiyon sinifi i¢in Simpson, Ostrowski,

Holder, ve Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler ispatlari ile verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Zaman Skalas1 ve Ozellikleri
“Zaman skalas1 (Time scale) reel sayilarin bos olmayan kapali1 keyfi bir alt kiimesidir.
R,Z, N, N, = NU {0},

Kiimeleri sirasiyla, reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve negatif olmayan
tam sayilar olarak adlandirilir. Zaman skalasina Ornek olarak,
[0,1]U[2,3], [0,1]UN ve Cantor kiimesi gibi kapali alt kiimeler verilebilir.
Q,R\ Q,C, (0,1) kiimeleri zaman skalas1 degildir. Bir T zaman skalasi, reel sayilarin
standart topolojisine sahiptir. Zaman skalasinin ilk ele alinis1 Stefan Hilger tarafindan

yapilmustir. T iizerinde f2 delta tiirevi

I. EgerT= R ise f2 = f’
ii. Eger T = Z ise f2 = fA seklinde tanimlanir.
I. deki tiirev bilinen reel sayilardaki adi tiirevdir. (ii) deki tiirev ise, tam

sayilar lizerindeki fark operatoriidiir.”

Tanmm 2.1.1. “T bir zaman skalas1 olmak iizere, t € T i¢in ¢ : T — T ileri sigrama

operatori

o) :=inf{s €T : s> t}

ile, p: T — T geri sigrama operatori ise,
p(t):=sup{s €T :s <t}
ile tanimlanir. Bu tanimda,
inf 6 =sup (yanio(t) = teger T, bir t minimuma sahipse)
sup 6 =inf (yani p (t) =t,eger T, bir t maksimuma sahipse)
seklindedir. Burada 6 bos kiime olarak tanimlanir. Noktalarin siniflandirilmasi ise
o(t) > tiset sag yayillmig

p(t) <tiset sol yayillmis



o(t) = t iset sag yogun

p(t) = tise t sol yogun
p(t) <t < o(t) isetizole
p(t) =t = o(t)iset yogun

olarak tanimlanur.
t < supTve
o (t) = tiset sag yogun,
t>inf Tvep()=t

Ise t sol yogundur. Eger bir nokta ayn1 zamanda hem sol yogun hem de sag yogun

ise bu noktaya yogun nokta denir.
Graininess fonksiyonu,
p: T - [0,0]
t->u):= a(t)-t
ile tanimlanir.

Simdi T kiimesinden tiiretilen T * kiimesi,

Tk = {11‘ —{m} , egerT,solyayllmis max m noktasina sahipse (sup T < o)
T , diger durumlarda  (sup T = o)

Seklinde tanimlidir. (Baz1 fonksiyonlarin zaman skalasi lizerindeki tiirevi, tim zaman
skalalar lizerindeki her noktada 6zellikle zaman skalasinin sonlu en kiigiik ist sinir
noktasinda tanimli olmayabilir. Bununla birlikte, T * nmn tiim noktalarinda zaman
skalas tiirevi tanimlidir. Ileride verecegimiz zaman skalasinda tiirev i¢in T* kiimesine

ihtiyacimiz olacaktir) . Son olarak eger f : T — R fonksiyonunu her t € T igin,

e =f@®)

Seklinde tanmimlayacagiz. Burada f° = foo seklinde ifade edilen bileske

fonksiyonudur.” (Bohner and Peterson 2001).



Ornek 2.1.1. “Simdi en iyi bilinen zaman skalalar1 olan reel ve tam sayilarda ileri

sigrama, geri sigrama Ve Graininess fonksiyonuna bakalim.
I. T= R ise tamimdan Vt € R igin
o(t) = inf{s €T :s> t} = inf(t, ) = t (sag yogun)
ve benzer sekilde
p(t) = supf{s €T :s <t} = sup(—oo,t) = t (sol yogun)
olarak bulunur. Her t € R, t sol yogun ve sag yogun nokta oldugundan yogundur.

Graniniess u fonksiyonu

ut) =o(@)-t =0

seklinde olup, bu esitlik V& € R i¢in sagladigindan u(t) = 0 dir.
ii.T= Z ise Vt € Z igin

ot) =inf{s €eT:s> t} = inf{t+1,t+2,t+3,..} =t +1
ve benzer sekilde

p(t) = supf{s €eT:s <t} = sup{.., t—3,t—2,t—1} =t—-1
Vt € Z icin

p) <t <oal(t)
sagladigindan t izole noktadir. Graniniess u fonksiyonu, Vt € Z igin
ut)=oc@®)-t=t+1-t=1

esitligi saglandigindan u(t) = 1.

Yukaridaki iki durumda da (i) T = R ve (ii) T = Z igin u fonksiyonu sabit
fonksiyondur. Bu u fonksiyonu zaman skalasinda ¢ok 6nemli rol oynar. Bir¢ok

formiilde u carpani igeren terimler vardir.”

Tanmim 2.1.2. "f: T,; X T, - R bir fonksiyon olsun. Eger her a; € T, i¢in f (a4, t;)
fonksiyonu T, de sag-yogun siirekli ise, f fonksiyonu t, noktasinda sag-yogun

sureklidir.



Eger her a, € T, igin f(t;,a,) fonksiyonu T, de sag-yogun siirekli ise, f

fonksiyonu t; noktasinda sag-yogun siireklidir.” (Bohner and Peterson 2001).

Tamm 2.1.3. " T, X T, iizerinde tanmimli f(t;,t,) fonksiyonlarinin smifi C,4 ile

gosterilir ve f(t,, t,) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

I. f fonksiyonu t; noktasinda sag-yogun siireklidir.

ii. f fonksiyonu t, noktasinda sag-yogun siireklidir.

Ii. X1 Ve x, sag-yogun veya maksimum noktalar olmak iizere, eger (xq,x;) €
T, x T, ise f fonksiyonu (x;, x,) noktasinda siireklidir.

Iv. Eger (x4,x;) ve noktalariin her ikiside sol-yogun noktalar ise (xq,x5)

noktasi (t1,t;) noktasina yaklasirken f(ty,t,) fonksiyonunun limiti

]RLL(xl, Y {(tyt):ty € [@,x ] N Ty, t, € [c,x5] N Ty}

bolgesinin herhangi bir kisminda mevcuttur.” (Bohner and Peterson 2001).

Diferensiyellenebilme

f:T - R fonksiyonunu goz oniine alalim ve bir t € T ¥ noktasinda f fonksiyonun

delta tiirevini (Hilger tiirevini) tanimlayalim.
Tanim 2.1.4. “Kabul edelim ki
f:T >R

bir fonksiyonve t € T* olsun. O zaman Ve > 0 vetninbir U= (t —65,t +8) N

T nin § > 0 komsulugundaki her s elemant igin

If(e@® — fF(] = f2O)-[0(8) = s]| < e |o(®) — 5|
Olacak sekilde bir f2(t) sayis1 mevcut ise, bu saytya f fonksiyonun t noktasindaki
delta tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Bununla birlikte t € T* icin f2(t) mevcut
ise f ye T* da delta diferensiyellenebilirdir denir.
fA : Tk 5 R

Fonksiyonu f in T* daki tiirevi (delta tiirevi) olarak adlandirilir.” (Bohner and
Peterson 2001).



Ornek 2.1.2. "f:T -» R
f©)=t?
olarak tanimlanan fonksiyonun Vt € T i¢in delta tiirevini bulalim.
Coziim. Ve >0, Vs € (t—¢,t+¢€),0(t) # sigin
f(0(0) = £(5) = FA0).[o() = s]| = |0 (©) = 57) = FA(D).(o(8) = )|
< ¢lo(t) —s|
=10() = sl.|(e(®) +5) = fA®O)] < elo(®) —s|
= [e@®+s) = fA0)| < ¢
dir. e keyfi pozitif bir say1 oldugundan mutlak deger 6zelliginden f2(t) = o(t) +t
olarak bulunur.”
Teorem 2.1.1. “Kabul edelim ki
f:T->R

bir fonksiyon ve t € T ¥ olsun. O zaman asagidakiler gegerlidir.
I. f, t de diferensiyellenebilir ise f , t de siireklidir.

ii. f, t de siirekli ve t sag yayilmis ise o zaman f , t de

A f (6(®)-£()
t) = ———=
7 u(t)

seklinde diferensiyellenebilirdir.
iii. Eger, t sag yogun ise f , t de diferensiyellenebilir olmasi ancak ve ancak,
- f@O—=f(s)
lim——————=

s>t t—s

limitinin sonlu olmasiyla miimkiindiir. Bu durumda

fA(t) — lsl_r)rtlf(tz:f(s)
dir.

iv. f, t de diferensiyellenebilir ise



fle@®) = f®) + u(®).f4t)
dir.” (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.1.3. T= R ve T = Z durumlarina bakalim
I. Eger T = R ise Teorem 2.1.1. (iii) den t € R igin
f(t ) f(S)
f'() =lim————== f4(t)

s—t

limitinin var olmasindan delta diferensiyellenebilir oldugunu ifade eder. O halde f nin

delta turevi
. f(O)- f()
A = lim === f'()
olarak bulunur.
ii. T = Zise
f:Z - R

Fonksiyonu t € Z de delta diferensiyellenebilir ve

fe@®)-f® _ e+ 1) - f®)
u(t) 1

fim = = f+1D-f(O) = Af(®

Ornek 2.1.4. Teorem 2.1.1. yardimiyla, f : T - R fonksiyonu igin asagidaki

taninmu kullanarak £2(t) yi bulalim.

f) = a(), T: = {%:neN} U{0},tEeT

Coziim. f(t) = o(t), T: = {% 'n € N} U {0},t € T\ {0} i¢in her nokta izole

oldugundan sag yayilmistir.

1 t
O'(t)= Y = T




p)=o()—t

_t
a(a(t)) = 111 = ﬁ
1—-t

olur. Teorem 2.1.1. in (ii) kismindan,

B a(a(t)) — a(t)
7O TG

bulunur. Ozel olarak t = 0 i¢in

A = i Q=)

50 0—s

Teorem 2.1.2. “Kabul

edelim ki f,g: T — R fonksiyonlar
diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda

te Tk de
i. f+g9: T = R, tdediferensiyellenebilir ve
F+9*®=f*+ g°
dir.
ii. Va sabiti i¢in af : T — R fonksiyonu t de diferensiyellenebilir ve

(af)*(t) = a.f4(t)
dir.
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iii. f.g: T = R, tde diferensiyellenebilir ve
f.9)'® = A O-9® + f(c(®)-g°©®)

=f®).9°®) + £4(©). g(c(»)
dir.
iv.  Eger f(t).f(a(®)) #0 ise% , t de diferensiyellenebilir ve

AP s O
(f> © = 0. f(o(®)
dir.

V. Eger f(t).f(a(t)) #0ise = , t de diferensiyellenebilir ve

Q |~

(z)A W RO CR (OX SO
g g(t).g(a (1))

dir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.3. “ a keyfi bir sabit ve m € N i¢in

I. f®) = (t—a)™ ise

m-1

PO=Y (00~ aP (-

v=0

dir.

.- 1 .
ii. gt) = o ise

m—1

1
A - _
9= ; @0 — )™ (i —a)*

dir.” (Bohner and Peterson 2001).

Tamm 2.1.5. “Bir f: T — R fonksiyonun ikinci delta tiirevinden bahsetmek icin, f*

nin (T*)* = T** deki delta tiirevinden bahsedecegiz. f2 nin (T ¥)k = T** deki
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delta tirevi [ = (f8%: T¥ - R seklinde tanimlanir. Benzer sekilde daha
yiiksek mertebeden tiirevler, f A% TK® 5 R seklinde tanimlanr. Ayrica t € T igin,

a(a(®) = a2(t)

Ve

p(p(®) = p*(®)

veya genel olarak n € N i¢in p™(t) ve o™ (t) yukarida ifade edildigi gibi

tanimlanabilir. Ayrica yukaridaki tanimlamalar i¢in,

P’ = o’ =t
e =f
TK =T
esitlikleri vardir.” (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.1.5. f(t) = t?3T: = Ny: = {ﬁ:n € NO},t €T fonksiyonun

ikinci turevini bulalim.

1

Coziim.  f(t) = t2,T:= N2, fo(t) =2t +

o(t) = t+ >
A = Ao
e

=240

12



Teorem 2.1.4. ( Leibniz Formiilii) . “ S ile ktane o, n — k tane A igeren tiim

kombinasyonlarin kiimesini gosterelim. Eger , VA € S ,En) icin 2 mevcutise vn €

N i¢in,

G = D e

k=0 (m
AES,

saglanir.” (Bohner and Peterson 2001).

Integrasyon

Bu baglik altinda integrallenebilen fonksiyonlari tanimlamak igin, iki temel

tanim verecegiz.

Tammm 2.1.6. “Eger f: T — R fonksiyonun T deki tiim sag yogun noktalarda sag
tarafli limitleri var(sonlu) ve T deki tiim sol yogun noktalarda sol tarafli limitleri
var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna regulated fonksiyon denir.”

Tamm 2.1.7. “Eger f: T — R fonksiyonu, T deki sag yogun noktalarda siirekli ve
sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f ye rd-continuous fonksiyon denir.
f:T - R rd-continuous fonksiyonlarin kiimesi

Cra = Crqg (T) = Crqg = Cgq(T,R)

ile gosterilir. f: T — R fonksiyonlarinin kiimesi, tiirevlenebilir ve tiirevi rd-

continuous fonksiyonlardir. Bu kiime ise,

Crld = Crld (T) = Crld (T, R)
seklinde ifade edilir.” (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.1.5.“ f: T — R bir fonksiyon olsun.
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I. f siirekli ise, f rd-siireklidir.
ii. f rd-siireklidi ise, f regulatedtir.
Iii. o operatorii rd-siireklidir.
Iv. Eger f regulated veya rd-siirekli ise o zaman f ayni 6zelliklere sahiptir.
V. Kabul edelim ki f stirekli olsun. Eger g: T — R fonksiyonu regulated
veya siirekli ise, fog bileske fonksiyonu ayn1 6zellige sahiptir.” (Bohner
and Peterson 2001).
Tamm 2.1.8. “ f: T — R, D (diferensiyellenebilme bolgesi) bdlgesinde siirekli bir
fonksiyon olmak iizere, T ¥\ D kiimesi sayilabilir ve sag yayilmis nokta icermiyorsa
fyete D de pre-diferensiyellenebilir denir.(D < T*).” (Bohner and Peterson
2001).

Teorem 2.1.6. “Kompakt bir aralik iizerinde tanimli her regulated fonksiyon
sturlidir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.7. ( Ortalama Deger Teoremi). “Kabul edelim ki f ve g fonksiyonlar
T de tanimhi ve ikisi de D de pre-diferensiyellenebilir reel degerli fonksiyonlar

olsunlar.
Bu durumda Vv t € D i¢in
If*®]< g ®
denherr,s € T, r < sigin,
lf(s) = f() < g(s)— g()
esitsizligi saglanir.” (Bohner and Peterson 2001).
Sonug 2.1.1. “ Farzedelim ki f ve g, D bolgesinde pre-diferensiyellenebilir olsun.

I. Eger U u¢ noktalari r,s € T olan kompakt bir aralik ise , 0 zaman
F© == { sup [rA@l}ls -7
reuknp
dir.

ii. vVt €D igin f2(t) = 0 ise, f sabit bir fonksiyondur.

iii. VtED igin f2(t) = g° (t) ise, 0 zaman tiim t € T igin
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g)=f®)+ C
dir. Burada C sabittir.”
Teorem 2.1.8. (Pre-Anti Tiirevin Varhgi). “ Kabul edelim ki f regulated olsun.
OzamanVt € D igin
FA() = f(t)

Olacak sekilde D diferensiyellenebilme bdlgesine sahip pre-diferensiyellenebilen bir

F fonksiyonu vardir.” (Bohner and Peterson 2001).

Tamm 2.1.9. “Kabul edelim ki f: T — R fonksiyonu regulated olsun. O zaman
Teorem 2.1.8. de ifade edildigi gibi, F fonksiyonuna f nin pre-anti tiirevi denir. Bu

durumda bir regulated belirsiz integrali,

jf(t)At =F(t)+ C

seklinde tanimlanir. Buradaki C keyfi bir sabit, F de f nin pre-anti tiirevidir.

Cauchy integralini timr,s € T i¢in

S
[ rwac=res) - F
T
olarak tanimlayacagiz. Bir
f:T - R
fonksiyonu, vt € T ¥ igin

FA®) = f(0)

sagliyorsa F fonksiyonuna f: T — R fonksiyonun anti tiirevi denir.” (Bohner and
Peterson 2001).

Ornek 2.1.6. T= Z ve a # 1 olmak iizere

fatAt

15
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Coziim. T = Z oldugundan

FA() = Af(D)

yazilir. Buna gore a # 1 sabiti igin

esitligi yardimiyla,

at
fatAt= + C
a—1

olur. Burada C keyfi bir sabittir.

Teorem 2.1.9. (Anti Tiirevin Varhg). “Her rd-siirekli fonksiyon anti tiireve sahiptir.

Ozel olarak t, € T ise, t € T igin f fonksiyonun anti tiirevi olan F fonksiyonu,

t
FAH) = | f(D)Ar

seklinde tanimlanir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.10. “Eger f € C,4 Vet € T* ise 0 zaman

a(t)
f@AT = u(®O)f(t)
to
dir.” (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.1.11. “Eger f2(t) > 0 ise f azalmayandir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.12. “Egera,b,c € T,a € R ve f,g € C,4 iSe 0 zaman

I.
b

b b
[ r@+g@mac= [ roac+ [gwa

a

16



b b
f (af) (DAL = @ f FOM

b a

ff(t)At= —ff(t)At

a b

iv.
b c b
ff(t)At= ff(t)At+ jf(t)At
V.
b b
[ rlew)g*©ne = go®) - t@ - [ r*ogwar
Vi.
b b
| rog s =Gom) - @ - [ roge@)ar
Vii.
f " roae =0
viii.  Eger, [a, b) lizerinde

17



lf @l <g®

ise

< fbg(t)At

f bf(t)At

esitsizligi dogrudur.

iX. Eger, tima <t < b igin f(t) = 0 ise

b
f f(HOAt =0
a
dir.” (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.1.13. “a,b €T ve f € C.4 olsun.

i T = Rise

b b
j f(HAt = f f(t)dt
a a
dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

ii. Eger [a, b] yalnizca izole noktalar igeriyorsa,

(D uor®

b te[a,b)
f F(OAL = 4 0
‘ - > uoF©

t€[a,b)

dir.

iii. Egerh > 0i¢in T = hZ = {hk:k € Z} ise,
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h
Z F(kh)h a < b ise
b =%
ff(t)At=<0 a=bise
a %_1
- Z F(kh)h > bise
\ k=p
dir.
iv. Eger T = Z ise
( b-1
Z f) a<bise
b t=a
ff(t)At=<O a=bise
a a—1
—Z F(kh)h a> b ise
\ ©=p

dir.” (Bohner and Peterson 2001).

Ornek 2.1.7. « € T alalim. Burada, T keyfi bir zaman skalasi olmak {izere, fat 1As

integralinin degeri,
[[las=t—a (t—a)l=th—agt=1-0=1)

dir. Ayricat € T, olmak iizere T = R, i¢in

fat sAs integralinin degeri,

dir. T = Z iken

t —
J,s8s = Xilgs

S0+14+2+3++({t—-2)+(t—1)

(=D (t-141)  t(t-1)
- 2 -2
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dir. T = hZ iken

~
7
=

f SAs

I
g
‘\h
w
-
=

Q
[
I
o

-1
—1,2 h
=h k=0S

=h?[0+1+2+3+ -+ (G 1)
—p2(t_1) 1
' (h 1) h2
=L —
= (t-ht.
Tanim 2.1.10. “ ¢ € T, sup T = oo ve f, [a, ) da rd-siirekli ise [a, ) araliginda

has olmayan integral

o0 b

f f(OAt: = gim ff(t)At

a a
seklinde tanimlanir. Buradaki limit sonlu ise integrale yakinsak, sonsuz ise integrale
raksaktir denir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.14. (Zincir Kurah). “Farz edelimki g: R —- R sirekli, g:T -> R
T ¥ iizerinde delta diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f : R - R siirekli

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(fop*(® =f"(g() g*(®)

olacak sekilde [t,o(t)] araliginda bir ¢ sayis1 vardir.” (Bohner and Peterson 2001).
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Teorem 2.1.15. (Zincir Kurali). “ f: R — R siirekli diferensiyellenebilir olsun ve
g: T — R fonksiyonunun delta tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim. Bu durumda

f og: T — R delta diferensiyellenebilir ve

(Fo9* © =1 [ £/ (900 + hu(©g*(©) dh t g*(0)

formiilii saglanir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.16. (Zincir Kural). “Farz edelim ki v: T — R kesin olarak artan bir

fonksiyon, T = v (t) bir zaman skalasi ve w : T > R olsun. Egert € T*

icin v2(t) ve wh(v(t)) mevcut ise

(wov)? = (wPov)v?

dir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.17. (Ters Fonksiyonun Tiirevi). “Kabul edelim ki v: T — R kesin

olarak artan bir fonksiyon ve T : v(T) bir zaman skalas1 olsun. Bu durumda,

dir. Burada v® # 0 dir.” (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.1.18. (Degisken Degistirme). “Farzedelim ki v: T — R kesin olarak
artan bir fonksiyon ve T = v(T) bir zaman skalas1 olsun. Eger f: T - R rd-

stirekli bir fonksiyon ve v de rd-stirekli diferensiyellenebilirise a,b € T igin

v(b)

b
ff(t)UA (t) At = J (fov ™) (s) As
a v(a)
dir.” (Bohner and Peterson 2001).
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Zaman Skalasinda Polinomlar

“0 1 bir anti tiirevi 1, 1 in bir anti tiirevi t, fakat keyfi bir zaman skalasi i¢in t nin

e . . T o < .
anti tiirevini bulmak neredeyse imkansizdir. t nin anti tiirevinin < oldugu kesin

e q. 2L
degildir. — hin tiirevi

A
<f> _tro® _, kO

2 2 2

dir. Burada u(t), o(t) ye bagl a(t) de zaman skalasinin tanimina baglh olarak

2
degisir. % fonksiyonu
t

f o(t) At

0

seklinde mi ya da
t
j- oAt
0

seklinde mi olacak. Simdi asagidaki tanimlara bakalim.

g2 Ve h, fonksiyonlar: sirasiyla

t
9:(t,5) = f (o(1) — 5) A
0

ve

t
h,(t,s) = | (t—s)AT
!

seklinde tanimlayalim. Bu durumda g, ve h, fonksiyonlari arasinda,
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t
92(t,5) =f<a(r)—s)Ar
0

t
:f[(o'(‘[)+‘[)—T—S]AT
0

t

f(a(‘r)+‘r)]AT—OfT At — fs At

0

N
t

f(TZA)AT-l-JT At —s(t—>s)

N

S
= frAr+ t2 —s2—s(t—ys)
t

=tf(r—t)AT

=3 h'2 (S' t)
seklinde bir iligki buluruz.”

“Genellestirilmis polinomlar , Taylor formiiliinden ortaya ¢ikmistir. Bu

fonksiyonlar k € N, olmak {izere
Johe: T2 > R
seklindedir. g, ve hg her s, t € T igin
9o (&,8) = ho(t,s) =1

olup, k € Ny igin g, ve h; verilsin. Bu durumda gy, ve hy ., fonksiyonlar: her

s,t € T i¢in
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t

Ger(s,0) = f 9u(0(2),5) At

N

ve

t
hk+1(s,t) = fhk(T,S)AT
N

esitlikleriyle tanimlanur.
s yi sabit diisiiniip hy (t, s) nin t ye gore tiirevi h®(t,s) ve k € N,t € T¥ igin
P (t,5) = hie-a (8, 5)
dir. Benzer sekilde k € N,t € T* igin
92 (t,8) = gr_1(a(t),s). (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.1.8. Yukaridaki tanmimlara gore asikar olarak her t,s € T i¢in
g1t s) =h(t,s)=t—s

esitligi saglanir.

2.2. Konveks Fonksiyonlar ve Esitsizlikler

Bu ¢alismada kullanilacak bazi temel tanimlar asagida verilmistir.
Tamim 2.2.1. (Konveks Fonksiyon). “I, R’debir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € Ive a € [0,1] igin,

flax+ A -a)y) s af(x) + 1 —a)f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pecari¢ et al. 1992).
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“Eger a € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 -)y) <af(x)+ (A -a)f ()

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir.“—f”” konveks (strictly

konveks) ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.” (Pecari¢ et al. 1992).

2 \

XV

a ta+(1-4)b b

Sekil 2.2.1. Konveks fonksiyon

“Geometrik olarak ta 4+ (1 —t)b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldigi deger

(a,f(a)) ve (b,f(b)) noktalarmmi birlestiren dogru pargasinin iizerinde aldigi
degerden her zaman daha kii¢iiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru parcasi)

her zaman egrinin [a, b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya tistiindedir.
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Sekil 2.2.1. den de gorildigi gibi t € [0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer
sekilde (1 — t)f(b) < f(b) dir. Yani tf(a), f(a)’ nn (1 —1t)f(b) de f(b)’ nin
altindadir.

Dolayisiyla tf (a) + (1 — t)f(b), f(a)ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon i¢in

kiris f’ nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin {izerinde veya altindadir.”

Tamim 2.2.2. (P —Fonksiyonu): “f: I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € I,t € [0,1] olmak iizere;

fax+ (A -y < f)+f)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir.”
(Dragomir et al. 1995).

Teorem 2.2.1. (Ucgen Esitsizligi): “Herhangi bir x, y reel sayilari icin

lx +y| < x| + |yl,
lIx| = Iyl < lx =y,
lIx| = Iyl < lx + yl,

ve tiimevarim metoduyla

|X1 + et xnl < lel + -t |xn|

esitsizlikleri gegerlidir.” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.2.2. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu). “ f, [a, b] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
Sf |f(x)|dx (a < b)

fbf(x)dx

esitsizligi gecerlidir.” (Mitrinovic¢ et al. 1993).
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Ornek2.2.1. f:1 c R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

Coziim: f’nin konveks oldugunu gostermek i¢in x,y € I ve a € [0,1] igin

flax+ (A1 -a)y) < af(x) + 1 —a)f (y)

oldugunu gostermeliyiz. Buna gore

flax+ (1 - a)y) = lax + (1 — a)y|
< |ax|+ |(1 —a)y| (iicgen esitsizliginden)
= alx| + (1 —a)lyl
=af(x)+ (1 —a)f(y)

elde edilir. Ilk ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmus olur.f (x) =

|x| fonksiyonu x = 0 da tiireve sahip olmamasina ragmen konveks fonksiyondur.

v

Sekil 2.2.2. Aralik {izerinde konveks fonksiyon

Sonu¢ 2.2.1. x,y € Rve p + g > 0 olmak iizere

f<px+qy) <pf(x)+qf(y)
p+q/ p+q

dir. (Mitrinovi¢ 1993).
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Teorem 2.2.3. (Holder Esitsizligi): “a = (a4, ...,a,) ve b = (by, ..., b,,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde
1 1
“+-=1
P q

olmak lizere

@p>1 ise

(b) p < Oveya g <0 ise,

1 1
2 p [ q
axby > (Zmup) <2|bk|q>
k=1 k=1

esitsizlikleri gegerlidir.” (Mitrinovi¢ 1970).

NgE

==
1l
oy

Teorem 2.2.4. (integraller icin Holder Esitsizligi): “p > 1 ve % + % = 1 olsun. f ve

g, [a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|P ve |g|?, [a, b]

araliginda integrallenebilenfonksiyonlar ise

1

b q
< f |g(x)|qu)

D=

b b
[ |f(x)g(x)|dxs(f |f(x)|vdx)

esitsizligi gecerlidir.” (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ornek 2.2.2. s € (0,1) ve a, b, ¢ € R olsun. f:[0,00) - R fonksiyonu

a , t=0
f(t)_{bt5+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
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(i) b>=0ve 0<c<a ise f €KZ2dir.
(i) b>0vec<O isef & KZdir. (Hudzik and Maligranda 1994).

Tanmm 2.2.3. (Starshaped Fonksiyon): “ b > 0 olmak tizere f:[0,b] —
R fonksiyonu, her

x € [0,b] ve @ € [0,1] igin

flax) < af(x)

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir.” (Toader 1984).

Tammm 2.2.4. (Geometrik Konveks Fonksiyon): “f:I c R, = R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fOYTO) < F I

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir.” (Zhang
et al. 2012).

Tammm 2.2.5. (Harmonik Konveks Fonksiyon): “lc R/{0} bir a¢ik aralik

olsun. f:1 - R bir fonksiyon olmak iizere eger Vx,y € I ve @ € [0,1] i¢in

Xy
fl— ) y) < af () + (1 - a)f(x)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.”

Tamm 2.2.6. (Ortalama Fonksiyonu: “M fonksiyonu M: (0, ) x (0, 00) = (0, o)

seklinde verilsin. Eger
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(1) M(x,y) = M(y,x)

(2) M(x,x) =x

) x<Mx,y)<y,x<y

(4) M(ax,ay) =aM(x,y), a>0
sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir.” (Anderson et al.
2007).

Ornek 2.2.3.

(1) M(x,y) = Ax,y) = =% Aritmetik ortalama

(2) M(x,y) = G(x,y) = \/xy Geometrik ortalama
3) M(x,y) = H(x,y) = 1/A(1/x,1/y) Harmonik ortalama

_ __xy . A -
4) M(x,y) = L(x,y) = Togr—ioay’ * #+ y icin ve L(x,x) = x Logaritmik ortalama

1
1

(5) M(xy)=1(xy) =) (’y‘—y)_y x#y ve I(,x)=x Identrik ortalama

e

(Anderson et al. 2007).
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Konveks Fonksiyonlar icin Temel Esitsizlikler

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard esitsizligi): “I, R’ de bir aralik, a,b € [ ve a <

b olmak tizere f:I < R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
b 1 b
f(a; )sb_aff(x)dxsf(a);f()

a

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinir.” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 3.1.2. (Ostrowski Esitsizligi): "f:1 c [0,1) - R, I°(I'nin i¢i) iizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, f' € L[a, b] ve a,b € I igin a < b olsun. Eger
If' ()| < M ise

b
1 M [(x—a)?+ (b—x)?
£ - 5— | fde sb_a[ .

esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir.” (Alomari et al. 2010).

Teorem 3.1.3. (Simpson Esitsizligi): "f: [a, b] - R, (a, b) lizerinde dordiincii
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve ||f®|| = supreqanl||f @] <o

olsun. Bu durumda

b
1[f(a) + f(b +b 1 1, \
§fa Zf()_l_zf(az )l_b_aff(x)dx Sm”f()”oo(b_a)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik literatiirde Simpson Esitsizligi olarak

bilinmektedir.” (Dragomir et al. 2000).
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3.2. Zaman Skalasinda Integral Esitsizlikleri

Teorem 3.2.1. (Holder Esitsizligi). h, f,g € C.q4([a, b], [0, ) ve

b
fh(x)gq(x)Ax >0

olsun. Eger
1,1
p> 1ve ; + 5 =1
ise
1 1
b b B b q
j RO f ()9 (x) Ax < ( f RGO fP (x)Ax) ( f h(x)g%x)Ax)

a a a

esitsizligi gecerlidir. (Wong et al. 2006).

Lemma3.2.1.a,b,s,t € T,a <b ve f:[a,b] » R diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ise

b 1
F@ =5 [ ro@ar +— Oj k() ()As

esitligi elde edilir ve

k(t,s) = { R dir.

(Ekinci 2018).

Teorem 3.2.2. T ve T birer zaman skalasi, T = v(T),v = % olmak tizere, f: It —

R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger a <
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bve a,b,s € Iy igin | f A| fonksiyonu I tizerinde konveks ise asagidaki esitsizlik

yazilir:

b
1
F© - 5= | Fonu

< Al IFr o+ £ 1@
Ve her ¢ € T i¢in
filc)=Tf + T € —Ti¢
f2(c) = Tf — Tf — T2=¢ dir. (Ekinci 2018).

Teorem 3.2.3. T ve T birer zaman skalasi, T = v(T),v = Z_TZ olmak iizere,
f: Iy = R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Egera <b, a,b,t € Iyiginp > 1 ve %+ é = 1 sart1ile |fA|p fonksiyonu I

tizerinde konveks ise agagidaki esitsizlik yazilir:

1
a t

f(t)——  Feqyas <(; 47 “)q{n Il + @

(Ekinci 2018).

Lemma 3.2.2. (Montgomery esitligi). “a,b,s,t € T,a<b ve f:[a,b] > R

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise

b b
@)= [reas+ . [ o5 rsras ve
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s—a a<s<t
p(t’s)_{s—b t<s<b

dir.”(Bohner and Matthews 2008).
Teorem 3.2.4. (Ostrowski Esitsizligi). “a,b,s,t € T,a <b ve f:[a,b] > R

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise

I [ 9(s)As| < M h h,(t,b
F©O =5 [ 17| < 7 (ha(t.0) + (6, )

esitsizligi elde edilirve M = sup |f*(t)| dir.” (Bohner and Matthews 2008).
a<t<b

Lemma 3.2.3. T ve T birer zaman skalasi, T = v(T),v = Z_TZ olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Egera,b,t € Iy ve a < b ise

Cc

1
/11=jsﬂs ,ul=j(1—s)55
c

0
c 1

Ay = fsz As u, = f(l —5)%As. (3.2.)
0 c

olmak iizere,

: bff — 11( Ash+ (1 A
FO-5— | r (t)At—mof (t,5). F2(sh + (1 = ))hs

esitligi saglanir (Salman 2018).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Notasyon 4.1. T, = T — R ve k € N olmak {izere Ty (x) fonksiyonu tiim x,s € T
igin Tp(x) = [ Ox s¥ As olarak tanimlanacak ve bundan sonraki kisimda T (x) = T

seklinde gosterilecektir.

4.1. P — Konveks Fonksiyonlar icin Simpson Tipi Esitsizlikler

Bazi sonuglarin ispat1 i¢in asagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma 411. T , T zaman skalalan ve f:Iy - R , I¥ lizerinde

o~

A —differansiyellenebilir fonksiyon olsun. T = v(T) ile v = -

oldugunu

Sy

—-a

varsayalim. f2eC,4(I,R) vea,b,t € Iy ile a < b ise

olmak iizere,

b 1
b ~
= (59) +g U@+ 0 -5 [ £70ne] = - [ po)r* @A
a 0

esitligi saglanir.

Ispat. x € [a, b] icin,

x—a 1 a+b
_b a - g a<x< —2
K(x) = x—a 5 a+b
_— = — <x<b
b—a 6 2
olmak iizere,
b

f K()f2 () Ax

a
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+b

Q

=z b
x —a 5
fA(x)Ax + = fA(x)Ax
af L 6
2

a+b

a+b z

(i rol- e [ ross (- o,

a

b

(x) Ax
a+b
2
a+b
1 _ra+by 1 1 . 1
=§f( - )+€f(a)—m f7G) Ax + = f(b)
1 b ‘
+§f a+ fbfa(x)Ax
2

b
2 b 1 1
=37 () g V@0l - = | e

b

b
=e—g)rioee+ |
b

a

(=a- )ricom

Il
Q Q
%N‘WL

2

bu esitlikte degisken degistirme (Teorem 2.1.18) kullanilirsa,

a+b

—6- [ (=o-7) rP@ i

a

+(b—a) fb(z:Z—g)fA(x).b_ A

a+b
2



= (b—a)f(t—%) fA(th + (1 — t)a) At

+(b—a)f t—— fA(tb+(1—t)a)At
1
2

[ [+£(57) + r@+ 7| -5 | fa(x)Ax‘

1
= (b—a)f(t—%) fAth + (1 —a) At
0

+(b—a)f t—— fA(tb+(1—t)a)At
1
2

|2 ] 1
1 ~ 5 -
= (b—a)l f(t - g)fA(tb + (1 - t)a)At + f(t - g)fA(tb + (1 - t)a)Atl.
k z |
2
Teorem 4.1.1. T,T zaman skalalai ve f:Iy - R , I¥  iizerinde
A —differansiyellenebilir fonksiyon olsun. T = v(T) ile v = Z%Z oldugunu

varsayalim. Eger |f2|, I Gizerinde p — konveks ; f2€C.q(I,R) ve a,b,t € Iy, a <

b ve a, asz olursa asagidaki esitsizlik olusur.

b
2 b 1 1
[g f(a; )"‘g [f(@+fB)] - — ff"(x)dx]

<®-a) (|FrA®]+ @A E]

ve herc € T igin,
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file) ==9¢cTs +T5° ,

Ispat. Lemma 4.1.1 ve modiiliin 6zelligi kullanilirsa,

a+b

2 1 1 : -
2 (557 + 5 @+ 0 -5 [ Foeds

1
2

<(b—a)f t—— fA(tb+(1—t)a)At+ (t—%).fA(tb+(1—t)a)Et
0

NIHR‘H

esitsizligi elde edilir. | f A| fonksiyonu p- konveks fonksiyon oldugundan, esitsizligin

sag tarafina p konvekslik tanim1 uygulanirsa,

O‘SNU—‘

(b —a) (t - %) JSA(th + (1 —t)a)At + (t - g) JFA(th + (1 —t)a)At

Nh—l»\H

1 ) ‘s i
< b-a |t—g|.|fA(b)+fA(a)|At+(b—a)f |t—g|.|fA(b)+fA(a)|At

2

ORNIH

bu integralleri kritik noktalarina gore hesaplayalim:

1
= (b-a) f(%—t).lfA(b)+fA(a)|Et
0

1 .
+(h—a) (t _ g) 1FA ) + F(a) At

f:J\I»—\"1 Nl

ve
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5 -
+ (b—a) (g— t) AFAB) + fA(a)|Ae

NI»—\\’ .

+w—a)ft—— FAB) + FA(@)|At
5
6

G- (P ®)+ @37 41

(- (0] + [P@DA[]

sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.1.1. Teorem4.1.1.de M = sup | f A(t)| olarak kabul edilirse, asagidaki
a<t<b

sonug ortaya ¢ikar :

b
2 b 1 1
[5 £(557) +¢ @+ F 0 - 5— [ Foax

SZM@—aﬂda

Sonug 4.1.2. (Siirekli Durum). Teorem 4.1.1. de T = R alinirsa, asagidaki esitsizlik
elde edilir:

b
2 b 1 1
[g f(a; )"‘g [f(@+fB)] - — ff"(x)dx]

1
<7 G-l B +If @]

Ispat. T = R oldugundan dolay1
ER .
= foﬁ 1 = g
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olur. Boylece,
(b —a) (IF*®)| + @) [—3 Ts + TE] == b -lf Bl +If' @Il

Sonug 4.1.3. (Kesikli durum).

Teorem4.1.1.deT=Z a=0,b=n,s =j,t =ive f(k) = x;, alinirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:

1

< (s =l + 11y = o). 5+ 5

1 1<
E[x0+xn]+ XTZL—E Zx
k=1

Ispat. T = Z oldugundan, £(0) = x,, f(k) = x, ve f (2) = xn olur. Ayrica,
2

1 n 5
3_y3 ~1_n=3

TO_ j=0n " 3n 1)
1 ngg .

6 _ye 1 _N"6

To = j=0n 6n (2)

|fA(n)| = [xXp+1 — xnl, |fA(O)| = [x1 — %o (3)
(1), (2) ve (3) teoremde yerlerine yazilirsa ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.1.1. T=7Z, f:Z —» R ve f(x) = x? olmak iizere sonu¢ 4.1.3. de a =

Ove b = 12 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim:
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Coziim. f(x) = x? oldugundan, x, = 0,x, = 36 ve x;, = 144

n
1 1
£ o+l 43 [ren] =2 i < - @) — 2l + v~ ) [ 545
2 k=1
12
1 by o 2 1 1 1
~ 6 [0 +127] +§ |6 _E-;xk < 12 (I3 — x12| + |xq —xoD-[E‘l'ﬁ]
144 2 1
= T 536 E (x1+x2+x3+---x12+)|
3
<12 (]13%2 — 122 1% — 02 [—]
( |+ 112 = 0%]). |7
1
= |24+24_E'(12+22+32+'"+122) <39
= |—6,16666| < 39
Teorem 4.12. T , T zaman skalalari ve f:lr - R , I{f uzerinde

A —differansiyellenebilir fonksiyon olsun. T = v(T) ile v = Z%‘; olmak iizere, p >
1ve %+ % = 1sart1 ile eger |f2]” , Iyiizerinde p — konveks; f2C,q(I,R) Ve

ab,te€lr,a<bvea, aZLb olursa asagidaki esitsizlik olusur.

b
2 b 1 1
2 (557) + ¢ @+ F01 - = [ roeod

Q=

= l(ﬂl B) + () | citror + r@ry
ve her ¢ € T igin,

A(c) = cT§ — T + TEC + 2cTEE ve A,(c) = 8cTEC — T + Tf — 10cT§.
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Ispat. Holder Esitsizligi ve modiiliin 6zelligi kullamlirsa,

(a+b

b
2 1
= (5) +g U@+ f0 - [ FrGoax

1 1

a/1
f|fA(tb +(1-t)a|” At
0

1
< flk(r. )9 At
0

yazilir ve

QR
—

ve

| f Alp fonksiyonu p-konveks fonksiyon oldugundan, asagidaki esitsizlik yazilir:

f|fﬁ(tb +(1- t)a)lp At < f [lfﬁ(b)r) + |f5(a)|p] At
0 0
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= {|FA®)|" + | @]’}
bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.4. Teorem4.1.2.de M = sup [f2(t)| oldugu kabul edilirse, asagidaki

a<t<b

esitsizlik yazilir:

b
2 b 1 1
() 42 @+ 0] - 5— j Fdx

1

<|(ufa) + Gafgl) | e

Sonug 4.1.5. (Siirekli Durum).

b
2 b 1 1
() 42 @+ )] - 5— j Fdx

3\ /5 \a[|f" P+ @Pp
(%) +G) || i

Ispat. T = R oldugundan,
=3 1
6 — —
TP = Jexdx = —
: 1
= f03 xdx = _18

= Jeldx =
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1 1

Ty = ) 05 ldx = % dir. Bu sonuglar teoremde yerine yazilirsa ve

|f'|P fonksiyonu p-konveks fonksiyon oldugundan, asagidaki esitsizlik yazilir:

1 1
fIfA(tb + (1 -0a)|” At < f[lfA(bﬂp +Irt @[ 8
0 0

p P
=TH|fA )] + [fA@])
elde edilenler teoremde yerine yazilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.6. (Kesikli durum). Teorem 4.1.2. de T=Za=0,b=n,s=j,x =

i ve f(k) = x; alinirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir:

(=Y
S

= L n—lj n-6
6 — (& =Vye L _I172
TS = [gsAs = fr0r =7y (D
1
3 -11 n-3
3 3 —
TO j=0n "~ 3n (2)
1 n
= —11 n-6
6 — Ve 1 _
Ty = j=0n 6n (3)



1 1 n

z = z-1j n-3
T13 = f03 SAs = ;=0 ; = F (4)
2_ _m2
Oldugundan 4, E] =Z ZZZH ve A, E] = 6n22n+8 bulunur. Ayrica
1 n—-1 1
J n-—
Tl = = — = ( )
1 fsAs /. >
0 Jj=0

Bu degerler teoremde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Ornek 4.12. T=7Z, f:Z > R ve f(x) = x? olmak iizere sonu¢ 4.1.6 da a =

Oveb =12, p = q = 1 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim:

Coziim. f(x) = x? oldugundan, x, = 0,x, = 36 ve x;, = 144

1¢n 2 _ 1 (121325 _
122j=1] _12( 6 )_54’16

n =12 i¢in,
Ml =5 ver [l = -5

x13 —x12| = 169 - 144’ = 25 ve |x1 —x0| = 1

hesaplanan tiim degerleri sonug 4.1.6. da yerine yazalim:

2 1
5-36 +2[0+144] — 54,16| = 6,16 ve

6,16 < 17,875 ifadesi elde edilir ve esitsizligin dogrulugu ispatlanmis olur.
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4.2. P — Konveks Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Teorem 4.2.1. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T),v = Z:—Z = c olmak tlizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Egera < bve a,b,t € Iy igin | f A| fonksiyonu I iizerinde konveks ise asagidaki

esitsizlik yazilir:

b
1
£ - 5= | £7008] < (b= @ + w)[IF*®)] + 2@

Ispat. Lemma 3.2.3. ve modiiliin 6zelligi kullanilirsa

b
O -5 [ Fr@a
b—a
c °
<(b-a) f|sz(sb +(1 —s)a)|55+f|(s— DfA(sb+ (1 —s)a)|As
0 c

elde edilir ve |fA| nin p-konveksligi kullanilirsa

Cc

1
f|sz(sb +(1-s)a)|ds + f|(s —DfA(sb + (1 —s)a)|As

0

< [1s1 |l + 2@l 35 + [1s = 11] i) + 2@ 3s
0 c

c c

- jszs+f(1—s)2s [Fab)| + ]s3s+f1<1—s)’55 |f(@)

0 0

=AU+ .U1)|fA(b)| + (A + ,u1)|fA(a)|
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=\ + ﬂ1)[|fA(b)| + |fA(a)|]

boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.1. (Kesikli durum) Teorem 421 de T=7Z a=0,b=n,s=j,t=

i ve f(k) = x; alinirsa,

g) =v(w-1)

olmak iizere agagidaki esitsizlik saglanir.

| 9@ +gi-m

j 2 [lxn+1 a xnl + |x1 - xOl]

n
1
x.—_
'n

j=1

Ispat. T = Z oldugundan, f(t) = f(i) = x; ve

|FAB)| = 1xns1 — xnl,
|fA(a)| = |x1 — xol.

Eger (3.2.) deki integraller T = Z i¢in hesaplanirsa ispat tamamlanir.

Ornek 42.1. T=17Z, f:Z > R ve f(x) = x> olmak iizere Sonu¢ 4.2.1 de a =

Ove b = 12 degerleri i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigina bakalim.
Coziim. f(x) = x3 oldugundan,

L 1122132
l_—
12 4

_L-D+(-12).(-13)
= 2

[lx13 = x12| + |21 — x0]]
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(-1 +@—12).(i —13)

> [113% —123| + |13 — 03]

li® —507| <

i.(i—1)+(i2—12).(i—13).47

li® —507| < 0

i3 =507| < [i.(i—1) + (i — 12).(i — 13)]. 235

sonucu elde edilir. Boylelikle esitsizligin sol tarafta aldig1 degerin sag tarafta aldig:

degerden kiiciik oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.2. . T ve T birer zaman skalasi, T = v(T),v = Z_TC; = ¢ olmak iizere,

f: Iy = R fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Egera<b, a,b,t € Ipicinp > 1 ve %+$ = 1 sart1 ile |fA|q fonksiyonu I

iizerinde p-konveks ise her ¢ € T icin

c 1
/11=fsAs ,ul=j(1—s)ﬁs
0 c

Cc 1

Az=jszﬂs Uy = f(l—s)zﬁs
c

0

olmak tizere asagidaki esitsizlik saglanir.
b
1 q A q -
£ -5 [ /| < -+ ). (PO + @]
a

Ispat. Modiiliin 6zelligi ve lemmadan,
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1
<(b-a) flk(t,s)l. |f2(sb + (1 — s)alAs
0

b
1
F© - 5= | Foasu

esitsizligi elde edilir. Zaman skalasi i¢in holder esitsizligini kullanacak olursak,

1

flk(t, I [fA(sb + (1 — s)alAs
0
1 1

1 1
< f|k(t,s)|ﬁs . flk(t,s)l.(|fA(sb+ (1—s)a|)?As
0 0
Burada,
1 c 1
|k(t,s)|As = | sAs+ | (1 —s)As
[ =[]

=l +um

|f Alq fonksiyonu p- konveks fonksiyon oldugu i¢in asagidaki esitsizlik yazilir,
1 1
j (Ik(e, 9| fAsb + (1 = s)a])" &s < j k(e 1[I D" + A @|]
0 0

. z 1 )
j k&, I[P +F2@)"] | = Ay +ua. (2B + |FA@]")?

0

= (N + p)P. (A + p)a (|F2D)| " + |2 @] ")
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= ( + ). (|| + | FA @] ")
elde edilir.

4.3. P — Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Lemma4.3.1. a,b,x €T, a<b, T =vu(T) ve t € T olmak iizere v(t) = E
dontisiimii igin eger a,b € Iy ve f: [a,b] —» R fonksiyonu diferansiyellenebilen bir

fonksiyon ise asagidaki esitlik saglanir:

L@+ F®] - [, f7@hx = b -a). [, (s=3).f(sb + (1 - 5)a) &s.

Ispat. Oncelikle

f(x r -ZI_ b)fA(x)Ax

ifadesine zaman skalasi i¢in kismi integrasyon uygularsak,

f(x_a;-b)fA(X)Ax = (x—aT-i_lj)f(x) |Z—ff”(x)Ax
b—a b—a ;
=Tf(b)+Tf(a)—Jf"(x)Ax

b
=L @+ fO] - [ Frm
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esitligi elde edilir.

= t— . . . _ -
a<b, T=v(T)vev = ﬁ olmak iizere, v fonksiyonunun tersi, v~1 elde edilir ve

x =v~1 olur. v fonksiyonunun tersi yukaridaki esitligin sol tarafina uygulanirsa

Teorem 2.1.18. (degisken degistirme) den

b 1
b%“ [f(@) + f(b)] ffﬂ(x)Ax —h-a) f (s _ %) FA(sh + (1= s)a) As

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Teorem 4.3.1 . T ve T birer zaman skalasi, T = v(T),v = Z:—Z olmak tizere,
filp > R fonksiyonu IT tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

Egera < bve a,b, = e Iy igin | f A| fonksiyonu Iy iizerinde konveks ise,

asagidaki esitsizlik saglamr:

— 1
@+ O] - [ @S (- o). <T11 - 2Tf> [FA0) + FA(@)]

ispat.

1
f s—— fA(sb+ (1-s)a)As < f |——s| fA(shb+ (1 —s)a)As
0

p- konvekslik kullanilirsa,

fb-

f2(sb+ (1 —s)a)As
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1
(E_S) [FA(b) + F2(@)] Bs + s—— fA(b)+fA(a)]

I
ot‘awu—\
NIH\‘H

elde edilir.

cikan iki sonug toplanirsa, T — 2T} elde edilir. Boylece,

- 1
@+ O] - [ @S (- o). <Tf - 2Tf> [FA0) + FA(@)]

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.1. (Kesikli durum). Teorem 43.1de T=Z a=0,b=n,s=j,t =

i ve f(k) = x; alinirsa asagidaki esitsizlik saglanir.

Tl
5= (o + ) - Zx, g
Ispat.
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fA(b):xn+1 —Xn fA(a):xl — X0

ifadeleri teoremde yerine yazilirsa,
n
n n?
2= G+ ) = ) x| < [ns = Tl + I = %]
j=1

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.2. T ve T birer zaman skalas;, T = v(T) olmak iizere, f: It —» R

fonksiyonu Iy tizerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Egera < b,
|CI

a, b,asz € It icinp > 1 ve % + % = 1 sart1ile |fA fonksiyonu Iy lizerinde p-

konveks olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir.

b
L@ o) - [ oo

< ®-a (1 -2 ). (PO + [P@l)

Ispat. Modiiliin 6zelligi ve lemmadan,
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b
— f fo(x)Ax

1
q

S(b—a)(f s——’As) (f’s——‘(|fA(b)| + |2 (a)] )As)

b A
QR

1 1 1
= -1 - zﬂ) (Tf - 2Tf) (IF®" + @)

= (b-a) <T1 Y >(|fA(b)| + |2 @) )q

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada konvekslik, esitsizlik teorisi ve zaman skalasi ile ilgili temel bilgiler
verilmis daha sonra p-konveks fonksiyon sinifi ile ilgili yeni sonuclar elde edilmistir.
Bulunan bu sonuglar zaman skalasinda p-konveks fonksiyonlar igceren integral
esitsizlikler seklinde verilmistir. Bu tez calismasi bahsi gecen konularla ilgili bir
basvuru kaynagi olarak kullanilabilir. Aynm1 zamanda yeni elde edilen sonuglar

arastirmacilar i¢in faydali olabilir.
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