
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ZAMAN SKALASINDA P-KONVEKS 

FONKSİYONLAR İÇİN İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLER 

Mehmet Selim YILDIZ 

 

Yüksek Lisans Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Dr. Öğretim Üyesi Alper Ekinci 

AĞRI-2019 

Her hakkı saklıdır 

 



 

T.C. 

AĞRI İBRAHİM ÇEÇEN ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

Mehmet Selim YILDIZ 

 

ZAMAN SKALASINDA P-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLER 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

 

 

TEZ YÖNETİCİSİ 

Dr. Öğr. Üyesi Alper EKİNCİ 

 

 

 

 

 

 

 

AĞRI-2019 

 



ii 

 

 

ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

ZAMAN SKALASINDA P-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLER 

Mehmet Selim YILDIZ 

Ağrı İbrahim Çeçen Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı  

Danışman: Dr. Öğretim Üyesi Alper EKİNCİ 

Bu çalışmada öncelikle Kuramsal Temeller adlı bölümde eşitsizlik teorisi konvekslik 

ve zaman skalası kavramları ile ilgili gerekli bilgiler verilmiştir. Materyal ve Yöntem 

kısmında teknik ile ilgili sonuçlar ve bu tezin sonuçlarına benzer eşitsizlikler 

verilmiştir. 4. Bölüm Araştırma bulguları 3 farklı tipte eşitsizlik içermektedir. Bu 

çalışmada p-konveks fonksiyonlar için Simpson, Ostrowski ve Hermite-Hadamard tipi 

integral eşitsizlikler elde edilmiştir. Bu eşitsizlikleri elde etmek için zaman skalası 

kalkülüsü kullanılmış ve Δ- integraller içeren sonuçlar bulunmuştur. Ayrıca tez 

çalışmasında bir yeni Lemma kullanılmıştır. 
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1. GİRİŞ 

 

 Matematiğin hemen hemen tüm dallarında önemli bir yere sahip olan 

konvekslik çok eski bir kavramdır. M.Ö. 250 yıllarında Archimedes’in pi sayısının 

hesaplanmasına kadar dayanmasına rağmen 19. Yüzyılın sonlarına doğru matematikte 

yerini almıştır. Konveks fonksiyonlar, matematiğin birçok alanında önemli bir rol 

oynar. Özellikle optimizasyon problemlerinin çalışmasında önemlidir. Sonsuz boyutlu 

uzaylarda bile, uygun ek hipotezler altında, konveks fonksiyonlar bu özellikleri 

karşılamaya devam eder ve sonuç olarak, varyasyonların kalkülüsünde en iyi anlaşılan 

fonksiyonlardır. Bu kavram ilk olarak Hermit tarafından ortaya atılsa bile O. Hölder 

ve O. Stolz gibi araştırmacıların da çalışmaları bulunmaktadır. Fakat konvekslik 

kavramının sistematik olarak kullanılması ilk defa 19. Yüzyılın sonlarında J.L.W.V. 

Jensen tarafından olmuştur. Sonraki dönemlerde de bu konuyla ilgili çalışmalar hızlı 

bir şekilde artmıştır. Konveks fonksiyonlar konusunun  popüler olmasını sağlayan 

çalışmalardan biri G.H. Hardy, J.E. Littlewood ve G. Polya tarafından 1934 yılında 

basılan ‘Inequalities’ adlı kitaptır. 

 Matematiğin önemli alanlarından biri de aynı şekilde matematiğin tüm 

dallarında geniş çalışma alanına sahip olan eşitsizlik teorisidir. Eşitsizlikler konusu bir 

çok bilimsel alanda yeni uygulamaların ortaya çıkmasına sebep olduğu için hem 

araştırmacıların dikkatini çekmekte hem de bir çok araştırmacı tarafından çalışmalar 

yapılmaktadır. Bu nedenle eşitsizlikler konusu sürekli gelişmekte olan bir konudur. 

Eşitsizlikler Teorisi gelişimine, sadece en önemlisinden bahsetmek gerekirse C.F. 

Gauss, A.L. Cauchy ve P.I. Cebysev’ in yaklaşım yöntemleri için teorik alt yapısı 

temellerini attığı zaman başladı. 19. yüzyılın sonu ve 20. yüzyılın başları civarı, çok 

sayıda eşitsizlik kanıtlandı. Bunlardan çoğu soyut ve bağlantısız sonuçlar olarak 

kalırken bazıları klasik haline geldi. 1934’ te ortaya çıkan, Hardy, Littlewood ve Pόlya 

tarafından hazırlanan ‘İnequalities’ klasik eseri, eşitsizlikler alanını soyutlanmış 

formül derlemesinden sistematik bir disipline dönüştürdü. Bu alana devam eden ve 

büyüyen ilgiyle birlikte, eşitsizlikler modern teorisi şüphesiz bu eserden geldi. 1952’ 

de yayımlanan bu kitabın ikinci İngilizce baskısı, kitabın sonuna eklenen toplamda 10 

sayfa olan 3 eki dışında değiştirilmedi  
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Bu çalışmayı da R Bellman ve E. F. Beckenbach tarafından hazırlanan ‘İnequalities’ 

adlı kitap takip eder. Daha sonra Mitrinović’in farklı konulara da değindiği “Analytic 

Inequalities” kitabı gelmektedir. Son zamanlarda ise R. P. Agarwal V. 

Lakshmikantham, S.S. Dragomir gibi araştırmacılar bu konuyla ilgili bir çok makale, 

kitap yazmışlar. 

 Konveksliğin tanımı eşitsizlikle yazılabildiğinden eşitsizlikler konusunun 

Konveks Fonksiyonlar Teorisinde önemli bir yeri vardır. Konveks Fonksiyonlar ile 

Eşitsizlik Teorisi’ni bir arada inceleyen bir çok araştırmacı vardır. Bunlardan bazıları; 

Hardy, Bellman, Pόlya, Pachpatte, Littlewood, Beckenbach, Mitrinović, Pečarić ve 

Fink gibi matematikçilerdir. Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikleri içeren ilk 

kaynak (Convex Funtions: Inequalities) J. Pecaric tarafından 1987 yılında kaleme 

alınmıştır. Bunun yanında konveks fonksiyonların çeşitli sınıfları için Hermit-

Hadamard, Simpson ve Ostrowski eşitsizlikleri gibi bir çok çalışma yapılmıştır. 

Hermit-Hadamard eşitsizliği klasik konveks fonksiyonlarda başka 

𝑝 −konveks, ℎ −konveks, 𝑠 −konveks, quasi konveks gibi farklı fonksiyon sınıfları 

için de elde edilmiştir. Hermit-Hadamard, Simpson ve Ostrowski ve diğer eşitsizlik 

türleri için hem diğer ülkelerde hem de ülkemizde bir çok çalışma mevcuttur. Eşitsizlik 

ve konveks fonksiyonları ilişkilendirerek çalışma yapan araştırmacılardan birkaçı 

şunlardır: G. Anastassiou, J. Pečaric, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.W. Roberts,  

D.E. Varberg, R. Agarwal, N.S. Barnett, S. Varošanec, P.S. Bullen, M. Alomari, F.  

Qi,  C.E.M. Pearce, M.E. Özdemir, A.O.  Akdemir,  E. Set, U.S. Kırmacı, A. Ekinci, 

H. Yıldırım, M. Avcı Ardıç, M.Z. Sarıkaya, H. Kavurmacı Önalan,  M. Gürbüz.  

 Zaman skalası teorisi de son zamanların dikkat çeken çalışmaları arasında yer 

almaktadır. Bu teori, 1988 yılında Stefan Hilger tarafından ortaya atılmıştır. Stefan 

Hilger’in bu teoriyi ifade etmesinin amacı, diskret analiz ile sürekli analizi 

birleştirmekti. Bunun için de diskret analiz ile sürekli analizi kapsayan bir küme alıp 

bu kümeye zaman skalası adını verdi. Sürekli analiz ve diskret analizdeki bir çok 

kavram örneğin, süreklilik, türev, integral, sınır değer problemi gibi, zaman skalasında 

yeniden tanımlanmıştır. Bu da zaman skalasının bildiklerimizi daha genele taşıdığını 

gösteririr. Yani zaman skalasında 𝕋 = ℤ  ve 𝕋 =  ℝ  birer özel haldir.  



3 

 

Ayrıca zaman skalası diferensiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi sağlar. 

ℝ de tanımlı diferensiyel denklemler ya da ℤ de tanımlı fark denklemleri için bir sonuç 

vermek yerine, reel sayılar kümesinin kapalı bir alt kümesi olan 𝕋 zaman skalasında 

tanımlanan genel bir dinamik denklem ifade edilebilir. Bunun için zaman skalası 

sadece ℤ ve ℝ için değil aynı zamanda başka uzaylar için de sonuç bulmamızı sağlar. 

Zaman skalası literatürünün gelişimine katkı sağlayan bir çok arıştırmacı 

bulunmaktadır. Bunlardan bazıları; M. Bohner, A. Peterson, G. Anastassiou, B. 

Karpuz, R. Agarwal dir. Bu çalışmada da zaman skalası için temel olarak; Advances 

in Dynamic Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2003),  Dynamic 

Equations on Time Scales (Bohner and Peterson 2001) adlı kaynaklar kullanılmıştır. 

Bunun yanında Zaman skalasındaki bazı eşitsizlikler için de “Frontiers In Time Scales 

and Inequalities” (Anastassiou 2015) kaynağından yararlanılmıştır. 

 Bu çalışma genel olarak dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde zaman 

skalası ile ilgili temel tanım ve teoremler örneklerle birlikte verilmiştir. İkinci bölümde 

konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde 

bu konveks fonksiyon sınıfları için Hermite-Hadamard, Ostrowski, Simpson, Hölder 

eşitsizlikleri verilmiştir. Dördüncü bölümde ise çalışmalar sonucu elde edilen 

lemmalardan faydalanarak p-konveks fonksiyon sınıfı için  Simpson, Ostrowski, 

Hölder, ve Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler ispatları ile verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Zaman Skalası ve Özellikleri 

“Zaman skalası  (Time scale) reel sayıların boş olmayan kapalı keyfi bir alt kümesidir. 

ℝ, ℤ, ℕ,  ℕ0  =  ℕ U {0},  

Kümeleri sırasıyla, reel sayılar, tam sayılar, doğal sayılar ve negatif olmayan 

tam sayılar olarak adlandırılır. Zaman skalasına örnek olarak,  

[0, 1] U [2, 3] ,   [0, 1] U ℕ ve Cantor kümesi gibi kapalı alt kümeler verilebilir. 

ℚ,ℝ\ ℚ , ℂ, (0,1) kümeleri zaman skalası değildir. Bir 𝕋 zaman skalası, reel sayıların 

standart topolojisine sahiptir. Zaman skalasının ilk ele alınışı Stefan Hilger tarafından 

yapılmıştır. 𝕋 üzerinde  𝑓∆  delta türevi  

i. Eğer 𝕋 =  ℝ  ise 𝑓∆ = 𝑓′  

ii. Eğer 𝕋 =  ℤ  ise 𝑓∆ =  𝑓∆ şeklinde tanımlanır. 

i. deki türev bilinen reel sayılardaki adi türevdir. (ii) deki türev ise, tam 

sayılar üzerindeki fark operatörüdür.” 

 

Tanım 2.1.1. “𝕋 bir zaman skalası olmak üzere, 𝘵 ϵ 𝕋 için  𝜎 ∶  𝕋 →  𝕋 ileri sıçrama 

operatörü 

 

𝜎(𝗍) ∶ =  inf {𝑠 ∈ 𝕋 ∶ 𝑠 >  𝘵}  

 

ile, 𝜌: 𝕋 →  𝕋  geri sıçrama operatörü ise, 

𝜌(𝗍) ∶ =  sup {𝑠 ∈ 𝕋 ∶ 𝑠 < 𝘵}  

ile tanımlanır. Bu tanımda, 

𝑖𝑛𝑓 𝜃 = 𝑠𝑢𝑝 ( yani 𝜎(𝑡)  = 𝑡 eğer 𝕋 , bir 𝘵 minimuma sahipse) 

𝑠𝑢𝑝 𝜃 = 𝑖𝑛𝑓 ( yani 𝜌 (𝘵)  = 𝘵, eğer 𝕋 , bir 𝘵 maksimuma sahipse) 

şeklindedir. Burada 𝜃 boş küme olarak tanımlanır. Noktaların sınıflandırılması ise 

𝜎(𝗍)  >  𝗍 ise 𝑡 sağ yayılmış 

𝜌(𝗍)  < 𝗍 ise 𝑡 sol yayılmış 
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𝜎(𝗍) =   𝑡  ise 𝑡 sağ yoğun 

𝜌(𝗍) =  𝑡 ise 𝑡 sol yoğun 

𝜌(t)  <  𝑡 <  𝜎 (𝗍)     ise 𝑡 izole 

𝜌 (𝑡)  =  𝘵 =  𝜎(𝘵) ise 𝘵 yoğun 

olarak tanımlanır. 

𝘵 <  𝑠𝑢𝑝 𝕋 ve 

𝜎 (𝑡) =  𝑡 ise 𝘵 sağ yoğun, 

𝘵 >  𝑖𝑛𝑓  𝕋  ve 𝜌 (𝗍) =  𝗍 

İse  𝘵 sol yoğundur. Eğer bir nokta aynı zamanda hem sol yoğun hem de sağ yoğun 

ise bu noktaya yoğun nokta denir. 

Graininess fonksiyonu, 

𝜇 ∶  𝕋 →  [0 , ∞] 

𝘵 →  𝜇 (𝘵) ∶ =   𝜎 (𝘵) –  𝘵 

ile tanımlanır. 

Şimdi 𝕋 kümesinden türetilen 𝕋 𝑘 kümesi, 

 

𝕋 𝑘 = { 
𝕋 − {𝑚}       , eğer 𝕋, sol yayılmış  max   m noktasına sahipse (sup 𝕋 <  ∞) 
𝕋                    ,                                                 diğer durumlarda        (sup 𝕋 =  ∞)

 

 

Şeklinde tanımlıdır. (Bazı fonksiyonların zaman skalası üzerindeki türevi, tüm zaman 

skalaları üzerindeki her noktada özellikle zaman skalasının sonlu en küçük üst sınır 

noktasında tanımlı olmayabilir. Bununla birlikte, 𝕋 𝑘 nın tüm noktalarında zaman 

skalası türevi tanımlıdır. İleride vereceğimiz zaman skalasında türev için  𝕋𝑘 kümesine 

ihtiyacımız olacaktır) . Son olarak eğer 𝘧 ∶  𝕋  →  ℝ fonksiyonunu her 𝘵 𝜖 𝕋 için,  

𝑓𝜎 (𝗍)  = 𝑓 (𝜎 (𝗍)) 

Şeklinde tanımlayacağız. Burada  𝘧𝜎 =  𝖿 𝑜 𝜎 şeklinde ifade edilen bileşke 

fonksiyonudur." (Bohner and Peterson 2001). 
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 Örnek 2.1.1. “Şimdi en iyi bilinen zaman skalaları olan reel ve tam sayılarda ileri 

sıçrama, geri sıçrama ve Graininess fonksiyonuna bakalım. 

i. 𝕋 =  ℝ  ise tanımdan ∀𝗍 ∈  ℝ  için 

                    𝜎(𝗍)   =  inf {𝑠 ∈ 𝕋 ∶ 𝑠 >  𝘵}  =  inf (𝗍,∞)  =  𝗍  ( sağ yoğun) 

ve benzer şekilde 

          𝜌(𝗍)   =  sup {𝑠 ∈ 𝕋 ∶ 𝑠 < 𝘵}  =  sup (−∞, 𝘵)  =  𝗍  (sol yoğun) 

olarak bulunur. Her 𝘵 ∈ ℝ, 𝘵 sol yoğun ve sağ yoğun nokta olduğundan yoğundur. 

Graniniess 𝜇 fonksiyonu 

 

𝜇(𝑡)  =  𝜎 (𝑡) –  𝘵 ≡ 0 

 şeklinde olup, bu eşitlik ∀𝘵 ∈  ℝ için sağladığından     𝜇(𝑡) = 0  dır. 

ii. 𝕋 =  ℤ  ise ∀𝘵 ∈ ℤ  için 

                    𝜎(𝗍)   =  inf {𝑠 ∈ 𝑇 ∶ 𝑠 >  𝘵}  =  inf {𝘵 + 1, 𝘵 + 2, 𝘵 + 3,… }  =  𝗍 +  1  

ve benzer şekilde 

                   𝜌(𝗍)   =  sup {𝑠 ∈ 𝑇 ∶ 𝑠 < 𝘵}  =  sup {… , 𝘵 − 3, 𝘵 − 2, 𝘵 − 1}  =  𝘵 − 1  

∀ 𝘵 ∈  ℤ  için 

𝜌 (𝑡)  <  𝘵 <  𝜎 (𝘵) 

sağladığından 𝘵 izole noktadır. Graniniess 𝜇 fonksiyonu,  ∀𝘵 ∈ ℤ  için 

𝜇(𝑡) =  𝜎 (𝑡)–  𝘵 =  𝘵 + 1 − 𝘵 =  1 

eşitliği sağlandığından  𝜇(𝑡)  ≡  1. 

        Yukarıdaki iki durumda da (i) 𝕋 =  ℝ  ve (ii) 𝕋 =  ℤ  için 𝜇 fonksiyonu sabit 

fonksiyondur. Bu 𝜇 fonksiyonu zaman skalasında çok önemli rol oynar. Birçok 

formülde 𝜇 çarpanı içeren terimler vardır.”  

Tanım 2.1.2. "𝑓:   𝕋1 × 𝕋2 → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝛼1 ∈   𝕋1 için 𝑓(𝛼1, 𝑡1) 

fonksiyonu 𝕋2 de sağ-yoğun sürekli ise, 𝑓 fonksiyonu 𝑡2 noktasında sağ-yoğun 

süreklidir. 
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Eğer her 𝛼2 ∈   𝕋2 için 𝑓(𝑡1, 𝛼2) fonksiyonu   𝕋1 de sağ-yoğun sürekli ise, 𝑓 

fonksiyonu 𝑡1 noktasında sağ-yoğun süreklidir.” (Bohner and Peterson 2001). 

Tanım 2.1.3. "  𝕋1 × 𝕋2 üzerinde tanımlı 𝑓(𝑡1, 𝑡2)  fonksiyonlarının sınıfı 𝐶𝑟𝑑 ile 

gösterilir ve 𝑓(𝑡1, 𝑡2) fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar. 

i.  𝑓 fonksiyonu 𝑡1 noktasında sağ-yoğun süreklidir. 

ii.  𝑓  fonksiyonu 𝑡2 noktasında sağ-yoğun süreklidir. 

iii.  𝑥1 ve 𝑥2 sağ-yoğun veya maksimum noktalar olmak üzere, eğer (𝑥1, 𝑥2) ∈

  𝕋1 × 𝕋2    ise 𝑓 fonksiyonu (𝑥1, 𝑥2) noktasında süreklidir. 

iv.  Eğer (𝑥1, 𝑥2) ve  noktalarının her ikiside sol-yoğun noktalar ise (𝑥1, 𝑥2) 

noktası (𝑡1, 𝑡2)   noktasına yaklaşırken 𝑓(𝑡1, 𝑡2)   fonksiyonunun limiti 

 

ℝ𝐿𝐿(𝑥1 ,   𝑥2) = {
(𝑡1, 𝑡2): 𝑡1 ∈ [𝛼, 𝑥1] ∩ 𝕋1, 𝑡2 ∈ [𝑐, 𝑥2]  ∩  𝕋2} 

bölgesinin herhangi bir kısmında mevcuttur.” (Bohner and Peterson 2001). 

Diferensiyellenebilme 

 

𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonunu göz önüne alalım ve bir 𝑡 ∈ 𝕋 𝑘 noktasında 𝘧 fonksiyonun 

delta türevini (Hilger türevini) tanımlayalım. 

Tanım 2.1.4. “Kabul edelim ki 

𝑓: 𝕋 → ℝ 

bir fonksiyon ve 𝑡 ∈ 𝕋 𝑘  olsun. O zaman  ∀ 𝜀 > 0   ve 𝘵 nin bir  𝑈 = (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ∩

𝕋  nin 𝛿 > 0 komşuluğundaki her 𝑠 elemanı için 

|[𝑓(𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)] − 𝑓∆(𝑡). [𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀. |𝜎(𝑡) − 𝑠| 

Olacak şekilde bir 𝑓∆(𝑡) sayısı mevcut ise, bu sayıya 𝑓 fonksiyonun 𝘵 noktasındaki 

delta türevi veya Hilger türevi denir. Bununla birlikte  𝑡 ∈ 𝕋 𝑘    için  𝑓∆(𝑡) mevcut 

ise 𝑓 ye 𝕋 𝑘  da delta diferensiyellenebilirdir denir. 

𝑓∆ ∶ 𝕋 𝑘  → ℝ 

Fonksiyonu  𝑓 in 𝕋 𝑘 daki  türevi (delta türevi) olarak adlandırılır.” (Bohner and 

Peterson 2001). 
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Örnek 2.1.2.  "𝑓: 𝕋 →  ℝ  

𝑓(𝑡) =  𝑡2 

olarak tanımlanan fonksiyonun ∀𝑡 𝜖 𝕋 için delta türevini bulalım. 

Çözüm.   ∀ 𝜀 > 0, ∀𝑠 ∈ (𝑡 − 𝜀, 𝑡 + 𝜀) , 𝜎(𝑡) ≠ 𝑠 için 

|𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠) − 𝑓∆(𝑡). [𝜎(𝑡) − 𝑠]| = |(𝜎2 (𝑡) − 𝑠2 ) − 𝑓∆(𝑡). (𝜎(𝑡) − 𝑠)|

≤  𝜀 |𝜎(𝑡) − 𝑠| 

= |𝜎(𝑡) − 𝑠|. |(𝜎(𝑡) + 𝑠) − 𝑓∆(𝑡)|  ≤  𝜀 |𝜎(𝑡) − 𝑠|  

= |(𝜎(𝑡) + 𝑠) − 𝑓∆(𝑡)| ≤  𝜀  

dir.  𝜀 keyfi pozitif bir sayı olduğundan mutlak değer özelliğinden 𝑓∆(𝑡) =  𝜎(𝑡) + 𝑡  

olarak bulunur.” 

Teorem 2.1.1.  “Kabul edelim ki  

                                           𝑓 ∶  𝕋 →  ℝ 

bir fonksiyon ve 𝘵 ∈  𝕋 𝑘 olsun. O zaman aşağıdakiler geçerlidir. 

i. 𝑓 , 𝑡 de diferensiyellenebilir ise 𝑓 , 𝘵 de süreklidir. 

ii. 𝑓 , 𝘵 de sürekli ve 𝑡 sağ yayılmış ise o zaman 𝑓 , 𝑡 de 

                   𝑓∆(𝑡) =  
𝑓 (𝜎(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝜇 (𝑡)
  

şeklinde diferensiyellenebilirdir. 

iii. Eğer, 𝑡 sağ yoğun ise 𝑓 , 𝑡 de diferensiyellenebilir olması ancak ve ancak, 

lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
 

 

limitinin sonlu olmasıyla mümkündür. Bu durumda 

 

𝑓∆(𝑡) =  lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
 

dir. 

iv. 𝑓 , 𝑡 de diferensiyellenebilir ise  
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𝑓(𝜎(𝑡)) = 𝑓(𝑡) +  𝜇 (𝑡). 𝑓∆(𝑡) 

dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.1.3.  𝕋 =  ℝ  ve 𝕋 =  ℤ  durumlarına bakalım 

i. Eğer 𝕋 =  ℝ  ise Teorem 2.1.1. (iii) den 𝘵 ∈  ℝ için  

 

𝑓′(𝗍)  = lim
                     𝑠→𝑡

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
=  𝑓∆(𝗍) 

limitinin var olmasından delta diferensiyellenebilir olduğunu ifade eder. O halde 𝑓 nin 

delta türevi 

𝑓∆(𝗍)  =  lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
= 𝑓′(t)  

olarak bulunur. 

ii. 𝕋 =  ℤ ise 

𝑓 ∶ ℤ →  ℝ 

Fonksiyonu 𝗍 ∈ ℤ de delta diferensiyellenebilir ve  

 

𝑓∆(𝗍)  =  
𝑓 (𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑡)

𝜇 (𝑡)
=  
𝑓(𝑡 + 1) −  𝑓(𝑡)

1
=  𝑓(𝑡 + 1) –  𝑓(𝑡) =  ∆ 𝑓(𝑡) 

 

Örnek 2.1.4.  Teorem 2.1.1. yardımıyla, 𝑓 ∶ 𝕋 →  ℝ  fonksiyonu için aşağıdaki 

tanımı kullanarak 𝑓∆(𝑡) yi bulalım. 

𝑓(𝑡) =  𝜎(𝑡),   𝕋:  =  {
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ 𝑁}  ∪ {0}  , 𝗍 ∈ 𝕋   

 

Çözüm.   𝑓(𝑡) =  𝜎(𝑡) ,   𝕋:  =  {
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ 𝑁}  ∪ {0}, 𝗍 ∈  𝕋 \ {0}  için her nokta izole 

olduğundan sağ yayılmıştır. 

𝜎(𝑡) =  
1

1

𝑡
− 1
  =  

𝑡

1−𝑡
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𝜇 (𝑡) = 𝜎(𝑡) − 𝘵   

𝜎(𝜎(𝑡)) =  
𝑡

1−𝑡

1−
𝑡

1−𝑡

= 
𝑡

1−2.𝑡
  

 olur.  Teorem 2.1.1. in (ii) kısmından,  

𝜎∆(𝑡) =   
𝜎(𝜎(𝑡)) −  𝜎(𝑡)

𝜇(𝑡)
 

 

= 

𝑡
1 − 2. 𝑡 − 

𝑡
1 − 𝑡

𝑡2

1 − 𝑡

 

  

= 
1

1 − 2. 𝑡
 

 bulunur. Özel olarak 𝑡 = 0 için 

𝜎∆(𝑡)  =     lim
𝑠→0

𝑓(0) −  𝑓(𝑠)

0 − 𝑠
 

=  lim
𝑠→0

𝜎(𝑠)

𝑠
 

=   

𝑠
1 − 𝑠
𝑠

 

=    1 

Teorem 2.1.2. “Kabul edelim ki 𝑓, 𝑔: 𝕋 →  ℝ  fonksiyonları 𝗍 ∈  𝕋 𝑘 de 

diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda  

i. 𝑓 + 𝑔: 𝕋 →  ℝ , 𝘵 de diferensiyellenebilir ve 

  (𝑓 + 𝑔)∆(𝑡) =  𝑓∆ + 𝑔∆ 

dir.  

ii. ∀𝛼 sabiti için 𝛼𝑓 ∶ 𝕋 →  ℝ  fonksiyonu 𝘵 de diferensiyellenebilir ve 

 (𝛼𝑓)∆(𝑡) =  𝛼. 𝑓∆(𝑡) 

dir. 
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iii. 𝑓. 𝑔 ∶  𝕋 →  ℝ , 𝘵 de diferensiyellenebilir ve 

(𝑓. 𝑔)∆(𝑡) =  𝑓∆(𝑡). 𝑔(𝑡) +  𝑓(𝜎(𝑡)). 𝑔∆(𝑡) 

                                                           = 𝑓(𝑡). 𝑔∆(𝑡) + 𝑓∆(𝑡). 𝑔(𝜎(𝑡)) 

dir. 

iv. Eğer 𝑓(𝑡). 𝑓(𝜎(𝑡))  ≠ 0   ise 
1

𝑓
  , 𝘵 de diferensiyellenebilir ve  

(
1

𝑓
)
∆

 (𝑡) =  −
𝑓∆(𝑡)

𝑓(𝑡). 𝑓(𝜎(𝑡))
 

dir. 

v. Eğer 𝑓(𝑡). 𝑓(𝜎(𝑡))  ≠ 0 ise  
𝑓

𝑔
  , 𝘵 de diferensiyellenebilir ve  

 

(
𝑓

𝑔
)
∆

 (𝑡) =  
𝑓∆(𝑡). 𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡). 𝑔∆(𝑡)

𝑔(𝑡). 𝑔(𝜎(𝑡))
 

 

dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Teorem 2.1.3.   “ 𝛼 keyfi bir sabit ve 𝑚 ∈ ℕ için 

i. 𝑓(𝑡) =  (𝑡 − 𝛼)𝑚  ise 

𝑓∆(𝑡) =  ∑(𝜎(𝑡) −  𝛼)𝑣
𝑚−1

𝑣=0

 . (𝑡 − 𝛼)𝑚−𝑣−1 

dir. 

ii. 𝑔(𝑡) =  
1

(𝑡−𝛼)𝑚
  ise  

 

                                   

𝑔∆(𝑡) =  − ∑
1

(𝜎(𝑡) − 𝛼)𝑚−𝑣 . (𝑡 − 𝛼)𝑣+1

𝑚−1

𝑣=0

 

dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Tanım 2.1.5.  “Bir 𝑓: 𝕋 →  ℝ  fonksiyonun ikinci delta türevinden bahsetmek için, 𝑓∆ 

nın  (𝕋 𝑘)𝑘 = 𝕋 𝑘
2
   deki delta türevinden bahsedeceğiz. 𝑓∆ nın  (𝕋 𝑘)𝑘 =  𝕋 𝑘

2
   deki 
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delta türevi 𝑓∆∆ =  (𝑓∆)∆ ∶  𝕋 𝑘
2
→  ℝ   şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde daha 

yüksek mertebeden türevler, 𝑓∆
𝑛
∶  𝕋 𝑘

𝑛
→ ℝ   şeklinde tanımlanır. Ayrıca 𝘵 ∈ 𝕋 için, 

𝜎(𝜎(𝑡)) =  𝜎2(𝑡) 

 ve   

𝜌(𝜌(𝑡)) =  𝜌2(𝑡) 

 

veya genel olarak 𝑛 ∈ ℕ için 𝑝𝑛(𝑡) ve  𝜎𝑛(𝑡) yukarıda ifade edildiği gibi 

tanımlanabilir. Ayrıca yukarıdaki tanımlamalar için, 

 

𝜌0(𝑡) =  𝜎0(𝑡) =  t  

𝑓∆
0
= 𝑓 

𝕋 𝑘
0
= 𝕋   

eşitlikleri  vardır.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Örnek 2.1.5.     𝑓(𝑡) =  𝑡2, 𝕋:  =  𝑁0 ∶  =  {
𝑛

2
∶ 𝑛 ∈  𝑁0} , 𝑡 ∈ 𝕋     fonksiyonun 

ikinci türevini bulalım. 

Çözüm.       𝑓(𝑡) =  𝑡2, 𝕋: =  𝑁0

1

2,    𝑓∆(𝑡) = 2𝑡 + 
1

2
 , 𝜎(𝑡) =  𝑡 + 

1

2
 

 

                                                 𝑓∆
2
(𝑡) =  [𝑓∆(𝑡)]∆ 

 

                                                              = [2𝑡 +
1

2
]
∆

 

 

                                                              =  2 + 0 

 

                                                               =  2 
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Teorem 2.1.4. ( Leibniz Formülü) . “ 𝑆𝑘
(𝑛)

  ile k tane 𝜎 , 𝑛 − 𝑘  tane ∆ içeren tüm 

kombinasyonların kümesini gösterelim. Eğer , ∀𝛬 ∈  𝑆𝑘
(𝑛)

 için 𝑓∆ mevcut ise ∀𝑛 ∈

ℕ için, 

 

                               (𝑓. 𝑔)∆
𝑛
= ∑( ∑ 𝑓𝛬

𝛬∈𝑆𝑘
(𝑛)

)𝑔∆
𝑘

𝑛

𝑘=0

 

sağlanır.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

İntegrasyon 

 

 Bu başlık altında integrallenebilen fonksiyonları tanımlamak için, iki temel 

tanım vereceğiz. 

 

Tanım 2.1.6.  “Eğer   𝑓: 𝕋 →  ℝ  fonksiyonun 𝕋 deki tüm sağ yoğun noktalarda sağ 

taraflı limitleri var(sonlu) ve 𝕋 deki tüm sol yoğun noktalarda sol taraflı limitleri 

var(sonlu) ise bu 𝑓 fonksiyonuna  regulated fonksiyon denir.” 

 

Tanım 2.1.7.  “Eğer 𝑓: 𝕋 →  ℝ fonksiyonu, 𝕋 deki sağ yoğun noktalarda sürekli ve 

sol yoğun noktalarda sonlu limite sahip ise 𝑓 𝑦𝑒 rd-continuous fonksiyon denir. 

𝑓: 𝕋 →  ℝ    rd-continuous fonksiyonların kümesi 

 

   𝐶𝑟𝑑 = 𝐶𝑟𝑑 (𝕋)  =  𝐶𝑟𝑑  =  𝐶𝑟𝑑(𝕋,ℝ) 

 

ile gösterilir.   𝑓: 𝕋 →  ℝ fonksiyonlarının kümesi, türevlenebilir ve türevi rd-

continuous fonksiyonlardır. Bu küme ise, 

 

𝐶𝑟𝑑
1 = 𝐶𝑟𝑑

1 (𝕋)  =  𝐶𝑟𝑑
1  (𝕋, ℝ)   

 

şeklinde ifade edilir.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Teorem 2.1.5. “ 𝑓: 𝕋 →  ℝ    bir fonksiyon olsun. 



14 

 

i. 𝑓 sürekli ise, 𝑓 rd-süreklidir. 

ii. 𝑓 rd-süreklidi ise, 𝑓 regulatedtir. 

iii. 𝜎 operatörü rd-süreklidir. 

iv. Eğer 𝑓 regulated veya rd-sürekli ise o zaman 𝑓𝜎 aynı özelliklere sahiptir. 

v. Kabul edelim ki 𝑓 sürekli olsun. Eğer 𝑔: 𝕋 →  ℝ  fonksiyonu regulated 

veya sürekli ise, 𝑓  ⃘𝑔 bileşke fonksiyonu aynı özelliğe sahiptir.” (Bohner 

and  Peterson 2001). 

Tanım 2.1.8. “ 𝑓: 𝕋 →  ℝ ,  𝐷 (diferensiyellenebilme bölgesi) bölgesinde sürekli bir 

fonksiyon olmak üzere, 𝕋 𝑘\ 𝐷  kümesi sayılabilir ve sağ yayılmış nokta içermiyorsa 

𝑓 𝑦𝑒 t ∈ 𝐷 de pre-diferensiyellenebilir denir.(𝐷 ⊂  𝕋 𝑘 ).” (Bohner and Peterson 

2001). 

Teorem 2.1.6. “Kompakt bir aralık üzerinde tanımlı her regulated fonksiyon 

sınırlıdır.” (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.1.7.  ( Ortalama Değer Teoremi). “Kabul edelim ki 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 

𝕋 de tanımlı ve ikisi de 𝐷 de pre-diferensiyellenebilir reel değerli fonksiyonlar 

olsunlar. 

Bu durumda ∀ 𝑡 ∈ 𝐷 için 

                                                   |𝑓∆ (𝑡)| ≤  𝑔∆ (𝑡)   

den her 𝑟, 𝑠 ∈  𝕋 , 𝑟 ≤ 𝑠 için, 

                                                   |𝑓(𝑠) −  𝑓(𝑟)| ≤ 𝑔(𝑠) −  𝑔(𝑟)  

eşitsizliği sağlanır.” (Bohner and Peterson 2001). 

Sonuç 2.1.1. “ Farzedelim ki 𝑓 ve 𝑔, 𝐷 bölgesinde pre-diferensiyellenebilir olsun. 

i. Eğer 𝑈 uç noktaları 𝑟, 𝑠 ∈ 𝕋 olan kompakt bir aralık ise , o zaman 

        

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| ≤  { sup
𝑟∈𝑈𝑘∩𝐷

|𝑓∆(𝑡)|} |𝑠 − 𝑟| 

dir.  

ii. ∀ 𝑡 ∈ 𝐷  için  𝑓∆ (𝑡) =  0  ise, 𝑓 sabit bir fonksiyondur. 

iii. ∀ 𝑡 ∈ 𝐷  için  𝑓∆ (𝑡) =  𝑔∆ (𝑡)  ise, o zaman tüm 𝑡 ∈ 𝕋 için 
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 𝑔(𝑡) =  𝑓(𝑡) +  𝐶 

dir.  Burada  𝐶 sabittir.” 

Teorem 2.1.8.  (Pre-Anti Türevin Varlığı).  “ Kabul edelim ki 𝑓 regulated olsun. 

O zaman ∀ 𝑡 ∈ 𝐷 için 

                                               𝐹∆(𝑡) =  𝑓(𝑡) 

Olacak şekilde 𝐷 diferensiyellenebilme bölgesine sahip pre-diferensiyellenebilen bir 

𝐹 fonksiyonu vardır.” (Bohner and Peterson 2001). 

Tanım 2.1.9.  “Kabul edelim ki 𝑓: 𝕋 →  ℝ  fonksiyonu regulated olsun. O zaman 

Teorem 2.1.8. de ifade edildiği gibi, 𝐹 fonksiyonuna 𝑓 nin pre-anti türevi denir. Bu 

durumda bir regulated belirsiz integrali, 

                                         

∫𝑓(𝑡)∆𝑡 = 𝐹(𝑡) +  𝐶 

şeklinde tanımlanır. Buradaki 𝐶 keyfi bir sabit, 𝐹 de 𝑓 nin pre-anti türevidir. 

Cauchy integralini tüm 𝑟, 𝑠 ∈ 𝕋  için 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 =  𝐹(𝑠) −  𝐹(𝑟)
𝑠

𝑟

 

 olarak  tanımlayacağız. Bir 

                                                             𝑓: T →  ℝ  

 fonksiyonu,  ∀𝑡 ∈  𝕋 𝑘 için 

                                                            𝐹∆(𝑡) =  𝑓(𝑡)  

sağlıyorsa 𝐹 fonksiyonuna 𝑓: 𝕋 →  ℝ  fonksiyonun anti türevi denir.” (Bohner and 

Peterson 2001). 

Örnek 2.1.6.  𝕋 =  ℤ  ve 𝛼 ≠ 1  olmak üzere  

                                                 

∫𝑎𝑡 ∆𝑡 

belirsiz integralini hesaplayalım. 
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Çözüm.    𝕋 =  ℤ  olduğundan 

                                                           𝐹∆(𝑡) =  ∆𝑓(𝑡) 

yazılır. Buna göre 𝛼 ≠ 1  sabiti için 

(
𝑎𝑡

𝑎 − 1
)

∆

= ∆ (
𝑎𝑡

𝑎 − 1
) =  

𝑎𝑡+1   − 𝑎𝑡

𝑎 − 1
= 𝑎𝑡 

eşitliği yardımıyla, 

                             

∫𝑎𝑡 ∆𝑡 =  
𝑎𝑡

𝑎 − 1
+  𝐶 

olur. Burada 𝐶 keyfi bir sabittir. 

Teorem 2.1.9. (Anti Türevin Varlığı). “Her rd-sürekli fonksiyon anti türeve sahiptir. 

Özel olarak 𝑡0  ∈ 𝕋 ise, 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝑓 fonksiyonun anti türevi olan 𝐹 fonksiyonu, 

    

𝐹∆(𝑡) ≔  ∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑡0

 

şeklinde tanımlanır.” (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.1.10.  “Eğer 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑   ve 𝑡 ∈ 𝕋 𝑘  ise o zaman 

    

∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏
𝜎(𝑡)

𝑡0

=  𝜇(𝑡)𝑓(𝑡) 

dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.1.11. “Eğer 𝑓∆(𝑡) ≥ 0 ise 𝑓 azalmayandır.” (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.1.12.  “Eğer 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝕋, 𝛼 ∈  ℝ  ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑟𝑑 ise o zaman 

i.                       

∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]∆𝑡
𝑏

𝑎

= ∫𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

∆𝑡 + ∫𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎

∆𝑡 
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ii.  

                 

∫ (𝛼𝑓)(𝑡)∆𝑡 =  𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 

iii.                   

                                                  

∫𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

∆𝑡 =  −∫𝑓(𝑡)

𝑎

𝑏

∆𝑡 

 

iv.  

∫𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

∆𝑡 =  ∫𝑓(𝑡)

𝑐

𝑎

∆𝑡 + ∫𝑓(𝑡)

𝑏

𝑐

∆𝑡 

 

v.             

∫ 𝑓(𝜎(𝑡))𝑔∆(𝑡)∆𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 

vi.       

 

  ∫ 𝑓(𝑡)𝑔∆(𝑡)∆𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡))∆
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑡 

 

 

 

 

vii.          

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = 0
𝑎

𝑎

 

 

viii. Eğer, [𝑎, 𝑏) üzerinde 
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|𝑓(𝑡)|  ≤ 𝑔(𝑡) 

ise         

      |∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

|  ≤  ∫ 𝑔(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

 

eşitsizliği doğrudur. 

ix. Eğer, tüm 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑏 için 𝑓(𝑡) ≥ 0 ise 

  

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

 ≥ 0 

dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.1.13.     “ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋  ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑  olsun. 

i. 𝕋 =  ℝ ise 

                    

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

dir. Burada sağ taraftaki integral bilinen Riemann integralidir. 

ii. Eğer [𝑎, 𝑏] yalnızca izole noktalar içeriyorsa, 

 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

= 

{
 
 

 
 ∑ 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)             𝑎 < 𝑏 𝑖𝑠𝑒

𝑡∈[𝑎,𝑏)

0                                     𝑎 = 𝑏 𝑖𝑠𝑒

− ∑ 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)          𝑎 > 𝑏 𝑖𝑠𝑒

𝑡∈[𝑎,𝑏)

 

dir. 

iii. Eğer ℎ > 0 için 𝕋 =  ℎℤ = {ℎ𝑘: 𝑘 ∈ ℤ }  ise, 
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∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = 
𝑏

𝑎

{
 
 
 
 

 
 
 
 

∑𝑓(𝑘ℎ)ℎ                  𝑎 < 𝑏 𝑖𝑠𝑒

𝑏
ℎ
−1

𝑘=
𝑎
ℎ

0                                     𝑎 = 𝑏 𝑖𝑠𝑒

−∑𝑓(𝑘ℎ)ℎ                𝑎 > 𝑏 𝑖𝑠𝑒

𝑎
ℎ
−1

𝑘=
𝑏
ℎ

 

dir. 

iv. Eğer 𝕋 =  ℤ  ise 

 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = 
𝑏

𝑎

{
  
 

  
 
∑𝑓(𝑡)                   𝑎 < 𝑏 𝑖𝑠𝑒

𝑏−1

𝑡=𝑎

0                                  𝑎 = 𝑏 𝑖𝑠𝑒

−∑𝑓(𝑘ℎ)ℎ              𝑎 > 𝑏 𝑖𝑠𝑒

𝑎−1

𝑡=𝑏

 

dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.1.7.    𝛼 ∈ 𝕋 alalım. Burada, 𝕋 keyfi bir zaman skalası olmak üzere, ∫ 1∆𝑠
𝑡

𝑎
 

integralinin değeri, 

∫ 1∆𝑠
𝑡

𝑎
= 𝑡 − 𝑎                       ((𝑡 − 𝑎)∆ = 𝑡∆ − 𝑎∆ = 1 − 0 = 1) 

dir. Ayrıca 𝑡 ∈ 𝕋, olmak üzere 𝕋 =  ℝ , için 

      

∫ 𝑠∆𝑠
𝑡

𝑎
  integralinin değeri, 

∫ 𝑠∆𝑠
𝑡

𝑎

=
𝑡2

2
 

dir. 𝕋 =  ℤ  iken 

∫ 𝑠∆𝑠       
𝑡

𝑎
=     ∑ 𝑠𝑡−1

𝑠=0                              

                     = 0 + 1 + 2 + 3 +⋯+ (𝑡 − 2) + (𝑡 − 1) 

                       =
(t−1) .(t−1+1)

2
   =

t .(t−1)

2
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dir. 𝕋 = ℎℤ  iken 

∫𝑠∆𝑠  =    ∑ 𝑓(𝑠ℎ)ℎ

𝑡
ℎ
−1

𝑠=0

𝑡

𝑎

 

     =∑ 𝑠
𝑡

ℎ
−1

𝑠=0 ℎ2 

      =ℎ2∑ 𝑠
𝑡

ℎ
−1

𝑘=0  

=ℎ2 [0 + 1 + 2 + 3 +⋯+ (
𝑡

ℎ
− 1)] 

= ℎ2 (
𝑡

ℎ
− 1) 

𝑡

ℎ

1

2
 

=
1

2
 (𝑡 − ℎ)𝑡. 

 Tanım 2.1.10. “  𝛼 ∈ 𝕋, sup 𝕋 = ∞  ve 𝑓, [𝑎,∞) da rd-sürekli ise [𝑎,∞) aralığında 

has olmayan integral 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡:  =  lim
𝑏→∞

∫𝑓(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎

∞

𝑎

 

şeklinde tanımlanır. Buradaki limit sonlu ise integrale yakınsak, sonsuz ise integrale 

ıraksaktır denir.” (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.1.14. (Zincir Kuralı).  “Farz edelim ki   𝑔: ℝ →  ℝ    sürekli,   𝑔: 𝕋 →  ℝ   

𝕋 𝑘 üzerinde delta diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve  𝑓 ∶ ℝ → ℝ  sürekli 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

(𝑓 о 𝑔)∆ (𝑡) = 𝑓′(𝑔(𝑐)) 𝑔∆(𝑡) 

olacak şekilde   [𝑡, 𝜎(𝑡)] aralığında bir c sayısı vardır.” (Bohner and Peterson 2001). 
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Teorem 2.1.15. (Zincir Kuralı).  “ 𝑓: ℝ →  ℝ sürekli diferensiyellenebilir olsun ve  

  𝑔: 𝕋 → ℝ fonksiyonunun delta türevlenebilir olduğunu kabul edelim. Bu durumda   

𝑓 о 𝑔: 𝕋 →  ℝ delta diferensiyellenebilir ve  

(𝑓 о 𝑔)∆ (𝑡) = {∫𝑓′ (𝑔(𝑡) + ℎ𝜇(𝑡)𝑔∆(𝑡)) 𝑑ℎ

1

0

}𝑔∆(𝑡) 

 

formülü sağlanır.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Teorem 2.1.16.  (Zincir Kuralı).  “Farz edelim ki   𝜈: 𝕋 → ℝ kesin olarak artan bir 

fonksiyon,   𝕋̃  = 𝜈 (𝑡)   bir  zaman skalası  ve  𝜔 ∶ 𝕋̃ → ℝ    olsun. Eğer 𝑡 ∈ 𝕋 𝑘   

için  𝜈∆(𝑡)  ve 𝜔∆̃(𝜈(𝑡))  mevcut ise  

 

(𝜔 о 𝜈)∆ = (𝜔∆̃ о 𝜈) 𝜈∆       

  dir.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Teorem 2.1.17. (Ters Fonksiyonun Türevi). “Kabul edelim ki  𝜐: 𝕋 → ℝ kesin 

olarak artan bir fonksiyon ve   𝕋̃ ∶  𝜐(𝕋)  bir zaman skalası olsun. Bu durumda,  

 

1

𝜐∆
= (𝜐−1)∆̃ о 𝜐 

 

dir. Burada 𝜐∆ ≠ 0  dır.” (Bohner and Peterson 2001). 

 

Teorem 2.1.18. (Değişken Değiştirme).  “Farzedelim ki  𝜐: 𝕋 → ℝ   kesin olarak 

artan bir fonksiyon ve  𝕋̃ =  𝜐(𝕋)  bir zaman skalası olsun. Eğer 𝑓: 𝕋 → ℝ  rd-

sürekli bir fonksiyon ve 𝜐 de rd-sürekli diferensiyellenebilir ise   𝑎, 𝑏 ∈  𝕋  için  

 

∫𝑓(𝑡)𝜐∆ (𝑡) ∆𝑡 = ∫ (𝑓 о 𝜐−1)

𝜐(𝑏)

𝜐(𝑎)

𝑏

𝑎

(𝑠) ∆̃𝑠 

 dir.” (Bohner and Peterson 2001). 
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Zaman Skalasında Polinomlar 

 

“0 ın bir anti türevi 1, 1 in bir anti türevi 𝑡, fakat keyfi bir zaman skalası için 𝑡 nin 

anti türevini bulmak neredeyse imkansızdır. 𝑡 nin anti türevinin  
𝑡2

2
 olduğu kesin 

değildir.  
𝑡2

2
  nin türevi  

 

(
𝑡2

2
)

∆

= 
𝑡 + 𝜎(𝑡)

2
= 𝑡 +

𝜇(𝑡)

2
 

 

dir. Burada 𝜇(𝑡), 𝜎(𝑡) ye bağlı 𝜎(𝑡) de zaman skalasının tanımına bağlı olarak 

değişir.  
𝑡2

2
 fonksiyonu  

∫𝜎(𝜏) ∆𝜏

𝑡

0

 

şeklinde mi ya da 

∫𝜎 ∆𝜏

𝑡

0

 

 

şeklinde mi olacak. Şimdi aşağıdaki tanımlara bakalım. 

 

𝑔2  ve ℎ2 fonksiyonları sırasıyla 

𝑔2(𝑡, 𝑠) =  ∫(𝜎(

𝑡

0

𝜏) − 𝑠) ∆𝜏 

ve 

ℎ2(𝑡, 𝑠) =  ∫(

𝑡

0

𝜏 − 𝑠) ∆𝜏 

 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda 𝑔2 ve ℎ2 fonksiyonları arasında, 
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𝑔2(𝑡, 𝑠) = ∫(𝜎(

𝑡

0

𝜏) − 𝑠) ∆ 𝜏 

                                = ∫[(𝜎(𝜏) + 𝜏) − 𝜏 − 𝑠]

𝑡

0

∆ 𝜏 

                                                           =    ∫(𝜎(𝜏) + 𝜏)] ∆ 𝜏 − ∫ 𝜏

𝑡

0

 ∆ 𝜏 − ∫ 𝑠

𝑡

𝑠

 ∆ 𝜏

𝑡

0

 

                                               =    ∫(𝜏2
∆
)

𝑡

𝑠

∆ 𝜏 + ∫𝜏

𝑡

𝑠

 ∆ 𝜏 − 𝑠(𝑡 − 𝑠) 

                                      =  ∫ 𝜏 ∆𝜏

𝑠

𝑡

+ 𝑡2 − 𝑠2 − 𝑠(𝑡 − 𝑠) 

       = ∫(

𝑠

𝑡

𝜏 − 𝑡) ∆𝜏 

= ℎ2(𝑠, 𝑡) 

 

şeklinde bir ilişki buluruz.” 

 

       “Genelleştirilmiş polinomlar , Taylor formülünden ortaya çıkmıştır. Bu 

fonksiyonlar 𝑘 ∈  ℕ0 olmak üzere  

 

𝑔𝑘, ℎ𝑘: 𝕋
2 →  ℝ 

 

şeklindedir. 𝑔0 ve ℎ0 her 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋 için  

 

𝑔0 (𝑡, 𝑠) = ℎ0(𝑡, 𝑠) = 1 

 

olup, 𝑘 ∈  ℕ0 için 𝑔𝑘 𝑣𝑒 ℎ𝑘 verilsin. Bu durumda 𝑔𝑘+1 ve ℎ𝑘+1 fonksiyonları her 

𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋 için  
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𝑔𝑘+1(𝑠, 𝑡) = ∫𝑔𝑘(𝜎(𝜏), 𝑠)

𝑡

𝑠

∆ 𝜏 

ve 

ℎ𝑘+1(𝑠, 𝑡) = ∫ℎ𝑘(𝜏, 𝑠)

𝑡

𝑠

∆ 𝜏 

eşitlikleriyle tanımlanır. 

 

s yi sabit düşünüp ℎ𝑘(𝑡, 𝑠) nin 𝑡 ye göre türevi ℎ∆(𝑡, 𝑠) ve 𝑘 ∈ ℕ, t ∈  𝕋𝑘 için 

 

ℎ𝑘
∆(𝑡, 𝑠) = ℎ𝑘−1(𝑡, 𝑠) 

 

 dir. Benzer şekilde  𝑘 ∈ ℕ, t ∈  𝕋𝑘 için 

 

𝑔𝑘
∆(𝑡, 𝑠) = 𝑔𝑘−1(𝜎(𝑡), 𝑠).  (Bohner and Peterson 2001). 

 

Örnek 2.1.8. Yukarıdaki tanımlara göre aşikâr olarak her 𝑡, 𝑠 ∈ 𝕋 için  

  

𝑔1(𝑡, 𝑠) = ℎ1(𝑡, 𝑠) = 𝑡 − 𝑠 

 

 eşitliği sağlanır. 

2.2. Konveks Fonksiyonlar ve Eşitsizlikler 

Bu çalışmada kullanılacak bazı temel tanımlar aşağıda verilmiştir. 

Tanım 2.2.1. (Konveks Fonksiyon). “𝐼, ℝ’debir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon 

olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼ve 𝛼 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pečarić  et al. 1992). 
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“Eğer 𝛼 ∈ (0,1)   aralığında alınırsa bu durumda  

𝑓(𝛼𝑥 + (1 −)𝑦) < 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

olur. Bu 𝑓 fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir.“−𝑓” konveks (strictly 

konveks) ise o zaman 𝑓’ ye konkav (strictly konkav) denir.” (Pečarić et al. 1992). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“Geometrik olarak 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 noktasında; 𝑓’nin eğri üzerinde aldığı değer 

(𝑎, 𝑓(𝑎)) ve (𝑏, 𝑓(𝑏)) noktalarını birleştiren doğru parçasının üzerinde aldığı 

değerden her zaman daha küçüktür, yani bu iki noktayı birleştiren kiriş (doğru parçası)  

her zaman eğrinin [𝑎, 𝑏] aralığında kalan kısmının üzerinde veya üstündedir.  

                         Şekil 2.2.1. Konveks fonksiyon 
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Şekil 2.2.1. den de görüldüğü gibi 𝑡 ∈ [0,1] olduğundan 𝑡𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑎) dir. Benzer 

şekilde (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) ≤ 𝑓(𝑏) dir. Yani  𝑡𝑓(𝑎),  𝑓(𝑎)’ nın  (1 − 𝑡)𝑓(𝑏)  de  𝑓(𝑏)’ nin 

altındadır.  

Dolayısıyla 𝑡𝑓(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎)ile 𝑓(𝑏) arasında olur. Konkav fonksiyon için 

kiriş  𝑓’   nin grafiğinin [𝑎, 𝑏] aralığında kalan kısmının üzerinde veya altındadır.” 

Tanım 2.2.2. (𝑷 −Fonksiyonu): “𝑓: 𝐼 → ℝ negatif olmayan bir fonksiyon olsun. 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ [0,1] olmak üzere; 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna 𝑃 −fonksiyonu veya 𝑃(𝐼) sınıfına aittir denir.” 

(Dragomir et al. 1995). 

Teorem 2.2.1. (Üçgen Eşitsizliği): “Herhangi bir 𝑥, 𝑦 reel sayıları için  

|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|, 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦|, 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 + 𝑦|, 

ve tümevarım metoduyla 

|𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛| ≤ |𝑥1| + ⋯+ |𝑥𝑛| 

eşitsizlikleri geçerlidir.” (Mitrinović et al. 1993). 

Teorem 2.2.2. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu). “ 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında 

sürekli reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

             (𝑎 < 𝑏) 

 eşitsizliği geçerlidir.” (Mitrinović et al. 1993). 
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Örnek 2.2.1. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = |𝑥| fonksiyonu 𝐼 üzerinde konveks fonksiyondur. 

Çözüm: 𝑓’nin konveks olduğunu göstermek için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

olduğunu göstermeliyiz. Buna göre 

                          𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) = |𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦| 

                                                           ≤ |𝛼𝑥| + |(1 − 𝛼)𝑦|   (üçgen eşitsizliğinden)     

                                                           = 𝛼|𝑥| + (1 − 𝛼)|𝑦| 

                                                           = 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

elde edilir. İlk ve son ifadeden 𝑓 fonksiyonunun konveksliği ispatlanmış olur.𝑓(𝑥) =

|𝑥| fonksiyonu 𝑥 = 0 da türeve sahip olmamasına rağmen konveks fonksiyondur. 

                                                                           

 

                                                                                                                    

 

 

Şekil 2.2.2. Aralık üzerinde konveks fonksiyon 

Sonuç 2.2.1. 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ve 𝑝 + 𝑞 > 0 olmak üzere 

𝑓 (
𝑝𝑥 + 𝑞𝑦

𝑝 + 𝑞
) ≤

𝑝𝑓(𝑥) + 𝑞𝑓(𝑦)

𝑝 + 𝑞
 

dir. (Mitrinović 1993). 
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Teorem 2.2.3. (Hölder Eşitsizliği): “ 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ve 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) reel veya 

kompleks sayıların iki 𝑛 −lisi olsun. Bu takdirde 

1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

olmak üzere 

 

(a) 𝑝 > 1   ise,  

∑𝑎𝑘𝑏𝑘 ≤ (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞𝑛

𝑘=1

, 

(b) 𝑝 < 0 veya  𝑞 < 0 ise,  

∑𝑎𝑘𝑏𝑘 ≥ (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞𝑛

𝑘=1

 

eşitsizlikleri geçerlidir.” (Mitrinović 1970). 

Teorem 2.2.4. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): “ 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 

𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|𝑓|𝑝 ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] 

aralığında integrallenebilenfonksiyonlar ise  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir.” (Mitrinović et al. 1993). 
 

 

Örnek 2.2.2. 𝑠 ∈ (0,1) ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ olsun. 𝑓: [0,∞) → ℝ  fonksiyonu 

𝑓(𝑡) = { 
𝑎             , 𝑡 = 0
𝑏𝑡𝑠 + 𝑐  , 𝑡 > 0

 

olarak tanımlansın. Bu takdirde 
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(i) 𝑏 ≥ 0  ve   0 ≤ 𝑐 ≤ 𝑎  ise 𝑓 ∈ 𝐾𝑠
2 dir. 

(ii) 𝑏 > 0 ve 𝑐 < 0  ise 𝑓 ∉ 𝐾𝑠
2 dir.  (Hudzik and Maligranda 1994).  

 

Tanım 2.2.3. (Starshaped Fonksiyon): “ 𝑏 > 0 olmak üzere  𝑓: [0, 𝑏] →

ℝ fonksiyonu, her  

 

 

𝑥 ∈ [0, 𝑏]  ve  𝛼 ∈ [0,1]   için  

𝑓(𝛼𝑥) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) 

şartını sağlıyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir.” (Toader 1984). 

 

Tanım 2.2.4. (Geometrik Konveks Fonksiyon): “𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ+ fonksiyonu 

verilsin. Eğer 𝑓 fonksiyonu, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑥𝑡𝑦1−𝑡) ≤ [𝑓(𝑥)]𝑡[𝑓(𝑦)]1−𝑡 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir.” (Zhang 

et al. 2012).  

Tanım 2.2.5. (Harmonik Konveks Fonksiyon): “I⊂ 𝑅/{0} bir açık aralık 

olsun. 𝑓: 𝐼 → 𝑅  bir fonksiyon olmak üzere eğer ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 𝑣𝑒 𝛼 ∈ [0,1] için  

𝑓 (
𝑥𝑦

𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦
) ≤ 𝛼𝑓(𝑦) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑥) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.” 

Tanım 2.2.6. (Ortalama Fonksiyonu: “𝑀 fonksiyonu 𝑀: (0,∞) × (0,∞) → (0,∞) 

şeklinde verilsin. Eğer 
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(1)  𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑀(𝑦, 𝑥) 

(2)  𝑀(𝑥, 𝑥) = 𝑥 

(3)  𝑥 < 𝑀(𝑥, 𝑦) < 𝑦 , 𝑥 < 𝑦 

(4)  𝑀(𝑎𝑥, 𝑎𝑦) = 𝑎𝑀(𝑥, 𝑦), 𝑎 > 0 

şartları sağlanıyorsa 𝑀 fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir.” (Anderson et al. 

2007).  

Örnek 2.2.3. 

 (1) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦) =
𝑥+𝑦

2
   Aritmetik ortalama 

(2) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑥, 𝑦) = √𝑥𝑦   Geometrik ortalama 

(3) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥, 𝑦) = 1/𝐴(1/𝑥, 1/𝑦)  Harmonik ortalama 

(4) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝐿(𝑥, 𝑦) =
𝑥−𝑦

𝑙𝑜𝑔𝑥−𝑙𝑜𝑔𝑦
, 𝑥 ≠ 𝑦 𝑖ç𝑖𝑛 𝑣𝑒 𝐿(𝑥, 𝑥) = 𝑥  Logaritmik ortalama 

(5) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝐼(𝑥, 𝑦) = (
1

𝑒
) (

𝑥𝑥

𝑦𝑦
)

1

𝑥−𝑦
, 𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝐼(𝑥, 𝑥) = 𝑥  Identrik ortalama 

(Anderson et al. 2007). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. Konveks Fonksiyonlar için Temel Eşitsizlikler 

 

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard eşitsizliği): “𝐼, ℝ’ de bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 

𝑏 olmak üzere  𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑏

𝑎

 
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

 

eşitsizliği literatürde konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak 

bilinir.” (Pečarić et al. 1992). 

 

Teorem 3.1.2. (Ostrowski Eşitsizliği): "𝑓: 𝐼 ⊂ [0,1) → ℝ, 𝐼0(𝐼′𝑛𝑖𝑛 𝑖ç𝑖) üzerinde 

diferansiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 için 𝑎 < 𝑏  olsun. Eğer 

|𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 ise  

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤  
𝑀

𝑏 − 𝑎
[
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
] 

 

eşitsizliği elde edilir.  

Bu eşitsizliğe Ostrowski Eşitsizliği denir.” (Alomari et al. 2010). 

 

Teorem 3.1.3. (Simpson Eşitsizliği):  "𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, (𝑎, 𝑏) üzerinde dördüncü 

mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon ve ‖𝑓(4)‖
∞
= 𝑠𝑢𝑝𝑥∈(𝑎,𝑏)‖𝑓

(4)‖
∞
< ∞ 

olsun. Bu durumda 

 

|
1

3
[
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+ 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
1

2880
‖𝑓(4)‖

∞
(𝑏 − 𝑎)4 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik literatürde Simpson Eşitsizliği olarak 

bilinmektedir.” (Dragomir et al. 2000). 
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3.2. Zaman Skalasında İntegral Eşitsizlikleri 

 

Teorem 3.2.1. (Hölder Eşitsizliği).  ℎ, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑟𝑑([𝑎, 𝑏], [0,∞) ve  

∫ℎ(𝑥)𝑔𝑞(𝑥)∆𝑥 > 0

𝑏

𝑎

 

olsun. Eğer 

𝑝 > 1 ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

ise 

∫ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

∆𝑥 ≤ (∫ ℎ(𝑥)𝑓𝑝(𝑥)∆𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

(∫ ℎ(𝑥)𝑔𝑞(𝑥)∆𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir. (Wong et al. 2006). 

Lemma 3.2.1. 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋 , 𝑎 < 𝑏  ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  diferansiyellenebilen bir 

fonksiyon ise 

𝑓(𝑡) =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑡)∆𝑡 +

𝑏

𝑎

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑘(𝑡, 𝑠)𝑓∆(𝑠)∆𝑠

1

0

 

eşitliği elde edilir ve 

𝑘(𝑡, 𝑠) = {   
𝑠                0 ≤ 𝑠 <

𝑡−𝑎

𝑏−𝑎

𝑠 − 1                
𝑡−𝑎

 𝑏−𝑎
< 𝑠 < 1

 
           dir. 

(Ekinci 2018). 

Teorem 3.2.2. 𝕋 ve  𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) , 𝜐 =
𝑠−𝑎

𝑏−𝑎
 olmak üzere, 𝑓: 𝐼𝕋 →

ℝ fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑎 <
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𝑏 ve  𝑎, 𝑏, 𝑠 ∈ 𝐼𝕋 için |𝑓∆| fonksiyonu 𝐼𝕋 üzerinde konveks ise aşağıdaki eşitsizlik 

yazılır: 

|𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑢)∆𝑢

𝑏

𝑎

| 

≤ 𝑓𝟏 [
𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
] |𝑓∆(𝑏)| + 𝑓𝟐 [

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
] |𝑓∆(𝑎)| 

Ve her 𝑐 ∈ 𝕋 için 

𝑓1(𝑐) = 𝑇2
𝐶 + 𝑇1

1−𝐶 − 𝑇2
1−𝐶 

𝑓2(𝑐) = 𝑇1
𝐶 − 𝑇2

𝐶 − 𝑇2
1−𝐶  dir. (Ekinci 2018). 

Teorem 3.2.3. 𝕋 ve  𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) , 𝜐 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
 olmak üzere, 

𝑓: 𝐼𝕋 → ℝ fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑎 < 𝑏 , 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋 için 𝑝 > 1 𝑣𝑒 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı ile |𝑓∆|

𝑝
   fonksiyonu 𝐼𝕋 

üzerinde konveks ise aşağıdaki eşitsizlik yazılır: 

|𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎

| ≤ (𝑇𝑞

𝑡−𝑎
𝑏−𝑎 + 𝑇𝑞

𝑏−𝑡
𝑏−𝑎)

1
𝑞

{ 𝑇1
1[|𝑓∆(𝑏)|

𝑝
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝑝
]}
1
𝑝 

 (Ekinci 2018). 

Lemma 3.2.2. (Montgomery eşitliği). “𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋 , 𝑎 < 𝑏  ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise 

𝑓(𝑡) =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑠)∆

𝑏

𝑎

𝑠 +
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑝(𝑡, 𝑠)

𝑏

𝑎

𝑓∆(𝑠)∆𝑠    ve  
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𝑝(𝑡, 𝑠) = { 
𝑠 − 𝑎            𝑎 ≤ 𝑠 < 𝑡
𝑠 − 𝑏             𝑡 < 𝑠 < 𝑏

  

dir.”(Bohner and Matthews  2008). 

Teorem 3.2.4. (Ostrowski Eşitsizliği).  “𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋 , 𝑎 < 𝑏  ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise 

  |𝑓(𝑡) =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑠)∆

𝑏

𝑎

𝑠| ≤
𝑀

𝑏 − 𝑎
(ℎ2(𝑡, 𝑎) + ℎ2(𝑡, 𝑏)) 

eşitsizliği elde edilir ve 𝑀 =   sup  
𝑎<𝑡<𝑏

|𝑓∆(𝑡)| dir.” (Bohner and Matthews 2008). 

Lemma 3.2.3. 𝕋 ve  𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) , 𝜐 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
 olmak üzere, 

𝑓: 𝐼𝕋 → ℝ fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋 ve  𝑎 < 𝑏 ise 

 

𝜆1 = ∫𝑠

𝑐

0

∆̃𝑠        𝜇1 = ∫(1 − 𝑠)

1

𝑐

∆̃𝑠   

  𝜆2 = ∫𝑠2
𝑐

0

∆̃𝑠    𝜇2 = ∫(1 − 𝑠)
2

1

𝑐

∆̃𝑠.                    (3.2. )         

olmak üzere, 

 

𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑡)

𝑏

𝑎

∆𝑡 =
1

𝑏 − 𝑎
 ∫  𝐾(𝑡, 𝑠). 𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)∆̃𝑠

1

0

 

 

eşitliği sağlanır (Salman 2018). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Notasyon 4.1.  𝑇𝒌 = 𝕋 → ℝ  ve 𝑘 ∈ ℕ olmak üzere 𝑇𝒌(𝑥) fonksiyonu tüm 𝑥, 𝑠 ∈ 𝕋  

için  𝑇𝒌(𝑥) = ∫ 𝑠𝑘
𝑥

0
∆𝑠 olarak tanımlanacak ve bundan sonraki kısımda  𝑇𝒌(𝑥) = 𝑇𝑘

𝑥  

şeklinde gösterilecektir. 

4.1. 𝑷 − Konveks Fonksiyonlar için Simpson Tipi Eşitsizlikler 

Bazı sonuçların ispatı için aşağıdaki lemma kullanılacaktır. 

Lemma 4.1.1. 𝕋 , 𝕋̃ zaman skalaları ve 𝑓: 𝐼𝕋 →  ℝ  ,  𝐼𝕋 
𝐾  üzerinde 

∆ −differansiyellenebilir fonksiyon olsun. 𝕋̃ = 𝑣(𝕋) ile 𝑣 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
    olduğunu 

varsayalım. 𝑓∆𝜖𝐶𝑟𝑑(𝐼, 𝑅)  ve 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋  ile  𝑎 < 𝑏 ise 

      

𝑝(𝑡)=  {  
𝑡 −

1

6
            0 < 𝑡 <

1

2
  

𝑡 −
5

6
              

1

2
 < 𝑡 < 1  

                      

                                                                     

 

 

olmak üzere, 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑡

𝑏

𝑎

] = (𝑏 − 𝑎)∫  𝑝(𝑡)𝑓∆
1

0

(𝑡)∆̃𝑡 

eşitliği sağlanır. 

İspat. 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

 𝐾(𝑥) = {    
 
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
−
1

6
                𝑎 < 𝑥 <

𝑎+𝑏

2
 

𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
−
5

6
               

𝑎+𝑏

2
 < 𝑥 < 𝑏

                          

                                                                                     

 

olmak üzere, 

∫  𝐾(𝑥)𝑓∆(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎
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= ∫ (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
1

6
 )

𝑎+𝑏
2

𝑎

 𝑓∆(𝑥)∆𝑥 + ∫ (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
5

6
    )

𝑏

𝑎+𝑏
2

𝑓∆(𝑥)∆𝑥  

= (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
1

6
)  𝑓(𝑥) |𝑎

𝑎+𝑏
2 − 

1

𝑏 − 𝑎
 ∫ 𝑓𝜎(𝑥)

𝑎+𝑏
2

𝑎

∆𝑥 + (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
5

6
)  𝑓(𝑥) |𝑎+𝑏

2

𝑏

− 
1

𝑏 − 𝑎
 ∫ 𝑓𝜎(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏
2

∆𝑥

=
1

3
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 𝑓(𝑎) −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫ 𝑓𝜎(𝑥)

𝑎+𝑏
2

𝑎

∆𝑥 + 
1

6
 𝑓(𝑏)

+
1

3
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫ 𝑓𝜎(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏
2

∆𝑥 

= 
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − 

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)

𝑏

𝑎

∆𝑥 

= ∫ (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
1

6
) 𝑓∆(𝑥)∆𝑥 + ∫ (

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
5

6
    )

𝑏

𝑎+𝑏
2

𝑓∆(𝑥)∆𝑥       

𝑎+𝑏
2

𝑎

 

 

bu eşitlikte değişken değiştirme (Teorem 2.1.18) kullanılırsa, 

= (𝑏 − 𝑎) ∫ (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
1

6
 )

𝑎+𝑏
2

𝑎

 𝑓∆(𝑥).
1

𝑏 − 𝑎
∆𝑥

+ (𝑏 − 𝑎) ∫ (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
−
5

6
 )

𝑏

𝑎+𝑏
2

 𝑓∆(𝑥).
1

𝑏 − 𝑎
∆𝑥 
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= (𝑏 − 𝑎)∫(𝑡 −
1

6
) 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)

1
2

0

∆̃𝑡

+ (𝑏 − 𝑎)∫ (𝑡 −
5

6
) 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)

1

1
2

∆̃𝑡  

[
1

6
[4 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

]  

 

= (𝑏 − 𝑎)∫(𝑡 −
1

6
) 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)

1
2

0

∆̃𝑡

+ (𝑏 − 𝑎)∫ (𝑡 −
5

6
) 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)

1

1
2

∆̃𝑡  

 

=    (𝑏 − 𝑎) 

[
 
 
 
 

 ∫(𝑡 −
1

6

1
2

0

)𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)∆̃𝑡 + ∫(𝑡 −
5

6

1

1
2

)𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)∆̃𝑡

]
 
 
 
 

. 

Teorem 4.1.1. 𝕋, 𝕋̃ zaman skalaları ve 𝑓: 𝐼𝕋 →  ℝ  ,  𝐼𝕋 
𝐾  üzerinde 

∆ −differansiyellenebilir fonksiyon olsun. 𝕋̃ = 𝑣(𝕋) ile 𝑣 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
    olduğunu 

varsayalım. Eğer |𝑓∆| , 𝐼𝕋 üzerinde 𝑝 − konveks ;  𝑓
∆𝜖𝐶𝑟𝑑(𝐼, 𝑅) ve 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋 , 𝑎 <

𝑏 ve 𝑎,
𝑎+𝑏

2
 olursa aşağıdaki eşitsizlik oluşur. 

 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

≤ (𝑏 − 𝑎) (|𝑓∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|)𝑓1 [
1

6
] 

 

ve her 𝑐 ∈  𝕋  için, 
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   𝑓1(𝑐) = −9 𝑐 𝑇0
𝑐 + 𝑇0

2𝑐  , 

İspat.   Lemma 4.1.1 ve modülün özelliği kullanılırsa,  

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

≤ (𝑏 − 𝑎) ||∫(𝑡 −
1

6
) . 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)∆̃𝑡 + ∫(𝑡 −

5

6
) . 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)∆̃𝑡

1

1
2

1
2

0

|| 

 

   

eşitsizliği elde edilir. |𝑓∆| fonksiyonu p- konveks fonksiyon olduğundan, eşitsizliğin 

sağ tarafına p konvekslik tanımı uygulanırsa, 

(𝑏 − 𝑎) ||∫(𝑡 −
1

6
) . 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)∆̃𝑡 + ∫(𝑡 −

5

6
) . 𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)∆̃𝑡

1

1
2

1
2

0

|| 

          

≤   (𝑏 − 𝑎)∫ |𝑡 −
1

6
| . |𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)|∆̃𝑡 + (𝑏 − 𝑎)∫ |𝑡 −

5

6
| . |𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)|∆̃𝑡

1

1
2

1
2

0

   

 

        bu integralleri kritik noktalarına göre hesaplayalım: 

=    (𝑏 − 𝑎)   ∫ (
1

6
− 𝑡) . |𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)|∆̃𝑡

1
6

0

+ (𝑏 − 𝑎)∫(𝑡 −
1

6
) . |𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)|∆̃𝑡

1
2

1
6

 

ve  
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+    (𝑏 − 𝑎)∫(
5

6
− 𝑡) . |𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)|∆̃𝑡

5
6

1
2

+ (𝑏 − 𝑎)∫(𝑡 −
5

6
) . |𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)|∆̃𝑡

1

5
6

    

   

                                      = (𝑏 − 𝑎) (|𝑓∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|) [−
3

2
 𝑇0

1

6 + 𝑇0

1

3] 

 

 =  (𝑏 − 𝑎) (|𝑓∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|)𝑓1 [
1

6
] 

 

   sonucu elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

Sonuç 4.1.1.  Teorem 4.1.1. de   𝑀=   sup  
𝑎<𝑡<𝑏

|𝑓∆(𝑡)| olarak kabul edilirse, aşağıdaki 

sonuç ortaya çıkar : 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] ≤ 2𝑀(𝑏 − 𝑎)𝑓1 [
1

6
] 

 

Sonuç 4.1.2. (Sürekli Durum). Teorem 4.1.1. de 𝕋 = ℝ alınırsa, aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir: 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

]

≤
1

12
(𝑏 − 𝑎)[|𝑓′(𝑏)| + |𝑓′(𝑎)|] 

 

İspat.   𝕋 =  ℝ olduğundan dolayı  

    𝑇0

1

6 = ∫ 1
1

6
0

= 
1

6
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    𝑇0

1

3 = ∫ 1
1

3
0

= 
1

3
 

olur. Böylece, 

(𝑏 − 𝑎) (|𝑓∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|) [−
3

2
 𝑇0

1

6 + 𝑇0

1

3] =
1

12
(𝑏 − 𝑎)[|𝑓′(𝑏)| + |𝑓′(𝑎)|] 

Sonuç 4.1.3. (Kesikli durum). 

Teorem 4.1.1. de 𝕋 = ℤ  𝑎 = 0 , 𝑏 = 𝑛 , 𝑠 = 𝑗 , 𝑡 = 𝑖 𝑣𝑒 𝑓(𝑘) = 𝑥𝑘  alınırsa, aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

|
1

6
 [𝑥0 + 𝑥𝑛] +

2

3
𝑥𝑛
2
 −
1

𝑛
.∑𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

|  ≤ 𝑛. (|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| + |𝑥1 − 𝑥0|). [
1

12
+
1

2𝑛
] 

İspat. 𝕋 = ℤ  olduğundan, 𝑓(0) = 𝑥0 , 𝑓(𝑘) = 𝑥𝑘 𝑣𝑒 𝑓 (
𝑛

2
) = 𝑥𝑛

2
  olur. Ayrıca, 

𝑇0

1

3 = ∑
1

𝑛

𝑛

3
−1

𝑗=0
=

𝑛−3

3𝑛
                   (1) 

𝑇0

1

6 = ∑
1

𝑛

𝑛

6
−1

𝑗=0
=

𝑛−6

6𝑛
                    (2) 

 

|𝑓∆(𝑛)| = |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| , |𝑓
∆(0)| = |𝑥1 − 𝑥0|       (3) 

(1) , (2)  ve (3)  teoremde yerlerine yazılırsa ispat tamamlanmış olur. 

Örnek 4.1.1. 𝕋 = ℤ , 𝑓: ℤ → ℝ ve 𝑓(𝑥) = 𝑥2 olmak üzere sonuç 4.1.3. de 𝑎 =

0 ve 𝑏 = 12  değerleri için eşitsizliğin sağlanıp sağlanmadığına bakalım: 
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Çözüm. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 olduğundan, 𝑥0 = 0 , 𝑥6 = 36  ve  𝑥12 = 144  

|
1

6
 [𝑥0 + 𝑥𝑛] +

2

3
 |𝑥𝑛

2
| −

1

𝑛
.∑𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

| ≤ (𝑏 − 𝑎)(|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| + |𝑥1 − 𝑥0|). [
1

12
+
1

2𝑛
] 

 

= |
1

6
 [0 + 122] +

2

3
 |𝑥6| −

1

12
.∑𝑥𝑘

12

𝑘=1

| ≤ 12 (|𝑥13 − 𝑥12| + |𝑥1 − 𝑥0|). [
1

12
+
1

24
] 

 

 

= |
144

6
+
2

3
 36 −

1

12
. (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯𝑥12 +)|

≤ 12 (|132 − 122| + |12 − 02|). [
3

24
] 

      

= |24 + 24 −
1

12
. (12 + 22 + 32 +⋯+ 122)| ≤ 39 

 

= |−6,16666| ≤ 39 

 

 

 

Teorem 4.1.2. 𝕋 , 𝕋̃ zaman skalaları ve 𝑓: 𝐼𝕋 →  ℝ  ,  𝐼𝕋 
𝐾  üzerinde 

∆ −differansiyellenebilir fonksiyon olsun. 𝕋̃ = 𝑣(𝕋) ile 𝑣 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
    olmak üzere, 𝑝 >

1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı ile eğer |𝑓∆|

𝑝
    , 𝐼𝕋 üzerinde p − konveks ;  𝑓

∆𝜖𝐶𝑟𝑑(𝐼, 𝑅) ve 

𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎,
𝑎+𝑏

2
 olursa aşağıdaki eşitsizlik oluşur. 

 

 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

≤ [(𝜆1 [
1

6
])
𝑞

+ (𝜆2 [
1

6
])
𝑞

]

1
𝑞

 (𝑇1
1{|𝑓Δ(𝑏)|

𝑝
+ |𝑓Δ(𝑎)|

𝑝
})
1
𝑝 

ve her 𝑐 ∈ 𝕋 için, 

𝜆1(𝑐) = 𝑐𝑇0
𝑐 − 𝑇1

𝑐 + 𝑇1
2𝑐 + 2𝑐𝑇0

2𝑐  ve  𝜆2(𝑐) = 8𝑐𝑇0
2𝑐 − 𝑇1

2𝑐 + 𝑇1
𝑐 − 10𝑐𝑇0

𝑐.        
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İspat. Hölder Eşitsizliği ve modülün özelliği kullanılırsa, 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓𝜎(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

≤ (∫|𝑘(𝑟, 𝑡)|𝑞 ∆̃𝑡

1

0

)

1
𝑞

(∫|𝑓∆(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎|
𝑝

1

0

∆̃𝑡)

1
𝑝

 

yazılır ve  

(∫|𝑘(𝑟, 𝑡)|𝑞 ∆̃𝑡

1

0

)

1
𝑞

=

(

 
 
∫|𝑡 −

1

6
|
𝑞

∆̃𝑡 +

1
2

0

∫|𝑡 −
5

6
|
𝑞

∆̃𝑡

1

1
2 )

 
 

1
𝑞

 

∫|𝑡 −
1

6
|
𝑞

∆̃𝑡 =

(

 
 
∫(

1

6
− 𝑡) ∆̃𝑡 + ∫(𝑡 −

1

6
)

1
2

1
6

1
6

0

∆̃𝑡

)

 
 

𝑞
1
2

0

= (
1

6
𝑇0

1
6 − 𝑇1

1
6 + 𝑇1

1
3 −

1

3
𝑇0

1
3)

𝑞

 

ve 

∫ |𝑡 −
5

6
|
𝑞

∆̃𝑡 =

(

 
 
∫(

5

6
− 𝑡) ∆̃𝑡 + ∫(𝑡 −

5

6
)

1

5
6

5
6

1
2

∆̃𝑡

)

 
 

𝑞

1

1
2

= (
4

3
𝑇0

1
3 − 𝑇1

1
3 + 𝑇1

1
6 −

5

3
𝑇0

1
6)

𝑞

. 

|𝑓∆|
𝑝
   fonksiyonu p-konveks fonksiyon olduğundan, aşağıdaki eşitsizlik yazılır: 

∫|𝑓∆̃(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)|
𝑝

1

0

∆̃𝑡 ≤ ∫ [|𝑓∆̃(𝑏)|
𝑝
+ |𝑓∆̃(𝑎)|

𝑝
] ∆̃𝑡 

1

0
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= 𝑇1
1 {|𝑓∆̃(𝑏)|

𝑝
+ |𝑓∆̃(𝑎)|

𝑝
} 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.4. Teorem 4.1.2. de    𝑀 =   sup  
𝑎<𝑡<𝑏

|𝑓∆(𝑡)| olduğu kabul edilirse, aşağıdaki 

eşitsizlik yazılır: 

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

≤ [(𝜆1 [
1

6
])
𝑞

+ (𝜆2 [
1

6
])
𝑞

]

1
𝑞

 𝑀{2 𝑇1
1}
1
𝑝 

Sonuç 4.1.5. (Sürekli Durum).   

[
2

3
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

1

6
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

≤ {(−
3

72
)
𝑞

+ (
5

72
)
𝑞

}

1
𝑞

[
|𝑓′(𝑏)|𝑝 + |𝑓′(𝑎)|𝑝

2
]

1
𝑝

. 

İspat.  𝕋 = ℝ olduğundan, 

𝑇1

1

6 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 =
1

72

1

6
0

  

𝑇1

1

3 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 =
1

18

1

3
0

      

𝑇0

1

6 = ∫ 1𝑑𝑥 =
1

6

1

6
0

 ve 
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𝑇0

1

3 = ∫ 1𝑑𝑥 =
1

3

1

3
0

 dir. Bu sonuçlar teoremde yerine yazılırsa ve 

|𝑓′|𝑝 fonksiyonu  p-konveks fonksiyon olduğundan, aşağıdaki eşitsizlik yazılır: 

∫|𝑓Δ(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)|
𝑝

1

0

∆̃𝑡 ≤ ∫[|𝑓Δ(𝑏)|
𝑝
+ |𝑓Δ(𝑎)|

𝑝
]∆̃𝑡 

1

0

 

 

= 𝑇1
1{|𝑓Δ(𝑏)|

𝑝
+ |𝑓Δ(𝑎)|

𝑝
} 

elde edilenler teoremde yerine yazılır ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.6. (Kesikli durum). Teorem 4.1.2. de 𝕋 = ℤ 𝑎 = 0 , 𝑏 = 𝑛 , 𝑠 = 𝑗 , 𝑥 =

𝑖 𝑣𝑒 𝑓(𝑘) = 𝑥𝑘   alınırsa, aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

|
2

3
𝑥𝑛
2
+
1

6
[𝑥0 + 𝑥𝑛] −

1

𝑛
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑗=1

| 

≤ [(
𝑛2 − 4𝑛 + 4

24𝑛
 )

𝑞

+ (
6𝑛 − 𝑛2 + 8

24𝑛
 )

𝑞

]

1
𝑞

 {
𝑛 − 1

2
[|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|

𝑝 + |x1 − 𝑥0|
𝑝]}

1
𝑝
. 

İspat. 𝕋 = ℤ olduğu için, 

𝑇1

1

6 = ∫ 𝑠Δ𝑠
1

6
0

= ∑
𝑗

𝑛

𝑛

6
−1

𝑗=0
=

𝑛−6

72
   (1) 

𝑇0

1

3 = ∑
1

𝑛

𝑛

3
−1

𝑗=0
=

𝑛−3

3𝑛
                   (2) 

𝑇0

1

6 = ∑
1

𝑛

𝑛

6
−1

𝑗=0
=

𝑛−6

6𝑛
                    (3) 
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𝑇1

1

3 = ∫ 𝑠Δ𝑠
1

3
0

= ∑
𝑗

𝑛

𝑛

3
−1

𝑗=0
=

𝑛−3

18
     (4) 

Olduğundan  𝜆1 [
1

6
] =

𝑛2−4𝑛+4

24𝑛
 ve 𝜆2 [

1

6
] =

6𝑛−𝑛2+8

24𝑛
  bulunur. Ayrıca  

𝑇1
1 = ∫𝑠Δ𝑠

1

0

=∑
𝑗

𝑛

𝑛−1

𝑗=0

= (
𝑛 − 1

2
). 

Bu değerler teoremde yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

Örnek 4.1.2. 𝕋 = ℤ , 𝑓: ℤ → ℝ ve 𝑓(𝑥) = 𝑥2 olmak üzere sonuç 4.1.6 da 𝑎 =

0 ve 𝑏 = 12, 𝑝 = 𝑞 = 1 değerleri için eşitsizliğin sağlanıp sağlanmadığına bakalım: 

Çözüm. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 olduğundan, 𝑥0 = 0 , 𝑥6 = 36  ve  𝑥12 = 144  

1

12
∑ 𝑗2 =𝑛
𝑗=1  

1

12
 (
12.13.25

6
) = 54,16  

𝑛 = 12  için, 

𝜆1 [
1

6
] =

25

72
 ve 𝜆2 [

1

6
] = −

16

72
  

|𝑥13 − 𝑥12| = 169 − 144 = 25 ve |𝑥1 − 𝑥0| = 1 

hesaplanan tüm değerleri sonuç 4.1.6. da yerine yazalım:  

|
2

3
. 36 +

1

6
[0 + 144] − 54,16| = 6,16 ve  

 6,16 ≤ 17,875  ifadesi elde edilir ve eşitsizliğin doğruluğu ispatlanmış olur. 
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4.2.  𝑷 − Konveks Fonksiyonlar için Ostrowski Tipi Eşitsizlikler 

 

Teorem 4.2.1. 𝕋 ve  𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) , 𝜐 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
= 𝑐 olmak üzere, 

𝑓: 𝐼𝕋 → ℝ fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑎 < 𝑏 ve  𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋 için |𝑓∆| fonksiyonu 𝐼𝕋 üzerinde konveks ise aşağıdaki 

eşitsizlik yazılır: 

|𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑢)∆𝑢

𝑏

𝑎

| ≤ (𝑏 − 𝑎)(𝜆1 + 𝜇1)[|𝑓
∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|] 

 

İspat.  Lemma 3.2.3. ve modülün özelliği kullanılırsa 

|𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
 ∫ 𝑓𝜎(𝑡)

𝑏

𝑎

∆𝑡| 

≤ (𝑏 − 𝑎) (∫|𝑠𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)|∆̃𝑠

𝑐

0

+∫|(𝑠 − 1)𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)|∆̃𝑠

1

𝑐

) 

 

elde edilir ve |𝑓∆| nın p-konveksliği kullanılırsa 

 

∫|𝑠𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)|∆̃𝑠

𝑐

0

+∫|(𝑠 − 1)𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)|∆̃𝑠

1

𝑐

 

 

≤ ∫|𝑠| ||𝑓∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|| ∆̃𝑠

𝑐

0

+∫|𝑠 − 1| ||𝑓∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|| ∆̃𝑠

1

𝑐

 

 

= (∫𝑠 ∆̃𝑠 + ∫(1 − 𝑠) ∆̃𝑠

1

𝑐

𝑐

0

) |𝑓∆(𝑏)| + (∫𝑠 ∆̃𝑠 + ∫(1 − 𝑠) ∆̃𝑠

1

𝑐

𝑐

0

) |𝑓∆(𝑎)| 

 

= (𝜆1 + 𝜇1)|𝑓
∆(𝑏)| + (𝜆1 + 𝜇1)|𝑓

∆(𝑎)| 
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= (𝜆1 + 𝜇1)[|𝑓
∆(𝑏)| + |𝑓∆(𝑎)|] 

 

böylece ispat tamamlanır. 

 

 

Sonuç 4.2.1. (Kesikli durum) Teorem 4.2.1 de 𝕋 = ℤ  𝑎 = 0 , 𝑏 = 𝑛 , 𝑠 = 𝑗 , 𝑡 =

𝑖 𝑣𝑒 𝑓(𝑘) = 𝑥𝑘 alınırsa,  

𝑔(𝜐) = 𝜐(𝜐 − 1) 

olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

|𝑥𝑖 −
1

𝑛
∑𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

| ≤
𝑔(𝑖) + 𝑔(𝑖 − 𝑛)

2
[|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| + |𝑥1 − 𝑥0|] 

İspat. 𝕋 = ℤ  olduğundan, 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑖) = 𝑥𝑖  ve  

|𝑓∆(𝑏)| = |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|, 

|𝑓∆(𝑎)| = |𝑥1 − 𝑥0|. 

Eğer  (3.2.) deki  integraller  𝕋 = ℤ için hesaplanırsa ispat tamamlanır. 

Örnek 4.2.1. 𝕋 = ℤ , 𝑓: ℤ → ℝ ve 𝑓(𝑥) = 𝑥3 olmak üzere Sonuç 4.2.1 de 𝑎 =

0 ve 𝑏 = 12  değerleri için eşitsizliğin sağlanıp sağlanmadığına bakalım. 

Çözüm. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 olduğundan, 

|𝑖3 −
1

12

122. 132

4
| ≤

𝑖. (𝑖 − 1) + (𝑖 − 12). (𝑖 − 13)

2
[|𝑥13 − 𝑥12| + |𝑥1 − 𝑥0|] 
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|𝑖3 − 507| ≤
𝑖. (𝑖 − 1) + (𝑖 − 12). (𝑖 − 13)

2
[|133 − 123| + |13 − 03|] 

|𝑖3 − 507| ≤
𝑖. (𝑖 − 1) + (𝑖 − 12). (𝑖 − 13)

2
. 470 

|𝑖3 − 507| ≤ [𝑖. (𝑖 − 1) + (𝑖 − 12). (𝑖 − 13)]. 235 

sonucu elde edilir. Böylelikle eşitsizliğin sol tarafta aldığı değerin sağ tarafta aldığı 

değerden küçük olduğu görülür. 

Teorem 4.2.2.  .  𝕋 ve 𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) , 𝜐 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
= 𝑐  olmak üzere, 

𝑓: 𝐼𝕋 → ℝ fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑎 < 𝑏 , 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝐼𝕋 için 𝑝 > 1 𝑣𝑒 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı ile |𝑓∆|

𝑞
   fonksiyonu 𝐼𝕋 

üzerinde p-konveks ise her 𝑐 ∈ 𝕋̃ için 

𝜆1 = ∫𝑠

𝑐

0

∆̃𝑠        𝜇1 = ∫(1 − 𝑠)

1

𝑐

∆̃𝑠  

 𝜆2 = ∫𝑠2
𝑐

0

∆̃𝑠    𝜇2 = ∫(1 − 𝑠)
2

1

𝑐

∆̃𝑠  

olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

|𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑢)∆𝑢

𝑏

𝑎

| ≤ (𝑏 − 𝑎)(𝜆1 + 𝜇1). (|𝑓
∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝑞
)
1
𝑞 

İspat.  Modülün özelliği ve lemmadan, 
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|𝑓(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓𝜎(𝑢)∆𝑢

𝑏

𝑎

| ≤ (𝑏 − 𝑎)∫|𝑘(𝑡, 𝑠)|. |𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎|∆̃𝑠

1

0

 

eşitsizliği elde edilir. Zaman skalası için hölder eşitsizliğini kullanacak olursak, 

∫|𝑘(𝑡, 𝑠)|. |𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎|∆̃𝑠

1

0

≤ (∫|𝑘(𝑡, 𝑠)| ∆̃𝑠

1

0

)

1
𝑝

. (∫|𝑘(𝑡, 𝑠)|. (|𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎|)
𝑞

1

0

∆̃𝑠)

1
𝑞

 

Burada, 

∫|𝑘(𝑡, 𝑠)|∆̃𝑠

1

0

= ∫𝑠∆̃𝑠 + ∫(1 − 𝑠)∆̃𝑠

1

𝑐

𝑐

0

 

= 𝜆1 + 𝜇1 

|𝑓∆|
𝑞
 fonksiyonu p- konveks fonksiyon olduğu için aşağıdaki eşitsizlik yazılır, 

∫(|𝑘(𝑡, 𝑠)||𝑓∆(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎|)
𝑞

1

0

∆̃𝑠 ≤ ∫|𝑘(𝑡, 𝑠)|. [|𝑓∆(𝑏)|
𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝒒
]

1

0

 

(∫|𝑘(𝑡, 𝑠)|. [|𝑓∆(𝑏)|
𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝒒
]

1

0

)

1
𝑞

= (𝜆1 + 𝜇1)
1
𝑞 . (|𝑓∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝒒
)
1
𝑞 

= (𝜆1 + 𝜇1)
1
𝑝. (𝜆1 + 𝜇1)

1
𝑞 . (|𝑓∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝒒
)
1
𝑞 
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= (𝜆1 + 𝜇1). (|𝑓
∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝒒
)
1
𝑞 

elde edilir. 

4.3.  𝑷 − Konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

 

Lemma 4.3.1.  a, b, x ∈ 𝕋,   a < b,  𝕋̃ = υ(𝕋) ve t ∈ 𝕋̃ olmak üzere υ(t) =
t−a

b−a
  

dönüşümü için eğer a, b ∈ I𝕋  ve f: [a, b] → ℝ  fonksiyonu diferansiyellenebilen bir 

fonksiyon ise aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑏−𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫ 𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥 = (𝑏 − 𝑎)

𝑏

𝑎
. ∫ (𝑠 −

1

2
) . 𝑓∆

1

0
(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) ∆̃𝑠. 

İspat.  Öncelikle  

∫(𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) 𝑓∆(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

  

ifadesine zaman skalası için kısmi integrasyon uygularsak, 

∫(𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) 𝑓∆(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

 = (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) 𝑓(𝑥) ∣𝑎

𝑏−∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

 

=
𝑏 − 𝑎

2
 𝑓(𝑏) +

𝑏 − 𝑎

2
 𝑓(𝑎) − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

 

=
𝑏 − 𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎
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eşitliği elde edilir. 

𝑎 < 𝑏 , 𝕋̃ = 𝜐(𝕋) ve 𝜐 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
  olmak üzere, 𝜐 fonksiyonunun tersi, 𝜐−1 elde edilir ve 

𝑥 = 𝜐−1 olur. 𝜐 fonksiyonunun tersi yukarıdaki eşitliğin sol tarafına uygulanırsa 

Teorem 2.1.18. (değişken değiştirme) den 

𝑏 − 𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥 = (𝑏 − 𝑎)

𝑏

𝑎

. ∫ (𝑠 −
1

2
) . 𝑓∆

1

0

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) ∆̃𝑠 

eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3.1  . 𝕋 ve  𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) , 𝜐 =
𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
 olmak üzere, 

𝑓: 𝐼𝕋 → ℝ fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑎 < 𝑏 ve  𝑎 , 𝑏,
𝑎+𝑏

2
∈ 𝐼𝕋   için |𝑓∆| fonksiyonu 𝐼𝕋 üzerinde konveks ise, 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:   

𝑏 − 𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎). (𝑇1
1 − 2𝑇1

1
2) . [𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)] 

İspat.  

∫(𝑠 −
1

2
) . 𝑓∆

1

0

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) ∆̃𝑠 ≤ ∫ |
1

2
− 𝑠| . 𝑓∆

1

0

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) ∆̃𝑠 

p- konvekslik kullanılırsa, 

∫|
1

2
− 𝑠| . 𝑓∆

1

0

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)∆̃𝑠 
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= ∫(
1

2
− 𝑠) . [𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)]

1
2

0

∆̃𝑠 + ∫(𝑠 −
1

2
) . [𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)]

1

1
2

∆̃𝑠 

elde edilir. 

∫(
1

2
− 𝑠) ∆̃𝑠

1
2

0

= ∫
1

2

1
2

0

−∫𝑠 =  
1

4

1
2

0

− 𝑇1

1
2 

∫(𝑠 −
1

2
) ∆̃𝑠

1

1
2

= ∫𝑠

1

1
2

−∫
1

2
= ∫𝑠 − ∫𝑠 −

1
2

0

1

0

 ∫
1

2

1

1
2

= 𝑇1
1

1

1
2

− 𝑇1

1
2 −

1

4
 

çıkan iki sonuç toplanırsa,   𝑇1
1 − 2𝑇1

1

2  elde edilir. Böylece, 

𝑏 − 𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎). (𝑇1
1 − 2𝑇1

1
2) . [𝑓∆(𝑏) + 𝑓∆(𝑎)] 

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.3.1. (Kesikli durum). Teorem 4.3.1 de 𝕋 = ℤ  𝑎 = 0 , 𝑏 = 𝑛 , 𝑠 = 𝑗 , 𝑡 =

𝑖 𝑣𝑒 𝑓(𝑘) = 𝑥𝑘 alınırsa aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

|
𝑛

2
− (𝑥0 + 𝑥𝑛) −∑𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

| ≤
𝑛2

4
[|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| + |𝑥1 − 𝑥0|] 

İspat.   
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𝑇1
1 = ∫𝑠∆̃𝑠 = ∑(

𝑗

𝑛
) =

𝑛 − 1

2

𝑛−1

𝑗=0

1

0

 

𝑇1

1
2 = ∫𝑠∆̃𝑠 = ∑(

𝑗

𝑛
) =

𝑛 − 2

8

𝑛
2
−1

𝑗=0

1
2

0

 

                       𝑓∆(𝑏)=𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛  ,  𝑓∆(𝑎)=𝑥1 − 𝑥0   

ifadeleri teoremde yerine yazılırsa, 

|
𝑛

2
− (𝑥0 + 𝑥𝑛) −∑𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

| ≤
𝑛2

4
[|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| + |𝑥1 − 𝑥0|] 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.3.2. 𝕋 ve  𝕋̃ birer zaman skalası,  𝕋̃ = 𝜐(𝕋) olmak üzere, 𝑓: 𝐼𝕋 → ℝ 

fonksiyonu  𝐼𝕋 üzerinde delta diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑎 < 𝑏 ,

𝑎, 𝑏,
𝑎+𝑏

2
∈ 𝐼𝕋 için 𝑝 > 1 𝑣𝑒 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı ile |𝑓∆|

𝑞
   fonksiyonu 𝐼𝕋 üzerinde p-

konveks olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

𝑏 − 𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎). (𝑇1
1 − 2𝑇1

1
2) . (|𝑓∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝑞
)
1
𝑞 

İspat.  Modülün özelliği ve lemmadan, 
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|
𝑏 − 𝑎

2
 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫𝑓𝜎(𝑥)∆𝑥

𝑏

𝑎

| 

≤ (𝑏 − 𝑎)(∫ |𝑠 −
1

2
|

1

0

∆̃𝑠)

1
𝑝

(∫ |𝑠 −
1

2
| (|𝑓∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝑞
)

1

0

∆̃𝑠)

1
𝑞

 

= (𝑏 − 𝑎) (𝑇1
1 − 2𝑇1

1
2)

1
𝑝

(𝑇1
1 − 2𝑇1

1
2)

1
𝑞

(|𝑓∆(𝑏)|
𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝑞
)
1
𝑞 

= (𝑏 − 𝑎) (𝑇1
1 − 2𝑇1

1
2) (|𝑓∆(𝑏)|

𝑞
+ |𝑓∆(𝑎)|

𝑞
)
1
𝑞 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu çalışmada konvekslik, eşitsizlik teorisi ve zaman skalası ile ilgili temel bilgiler 

verilmiş daha sonra p-konveks fonksiyon sınıfı ile ilgili yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

Bulunan bu sonuçlar zaman skalasında p-konveks fonksiyonlar içeren integral 

eşitsizlikler şeklinde verilmiştir. Bu tez çalışması bahsi geçen konularla ilgili bir 

başvuru kaynağı olarak kullanılabilir. Aynı zamanda yeni elde edilen sonuçlar 

araştırmacılar için faydalı olabilir. 
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