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ONUR SOZU
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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir.
Birinci boltimde, Riemann manifoldlar tizerinde esitsizlikler hakkinda bilgi verildi.
Ayrica bu boliimde tezde goz oniine alinacak olan manifoldlar tizerinde esitsizlikler
konusunun tarihsel gelisiminden bahsedildi.

Ikinci boliim, diferensiyellenebilir manifoldlar, Riemann manifoldlar ve
altmanifoldlari, egrilikler ve Hermityen manifoldlar hakkinda temel kavramlara
ayrilmigtir.

Uciineil boliimde, Riemann manifoldlarm ve Riemann altmanifoldlarm Ricci
egrilikleri kullanilarak esitsizlikler kurulmustur ve bu esitsizliklerle ilgili geometrik
sonuclar verilmigtir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise kompleks uzay formlarin ve genellegtirilmis
kompleks uzay formlarin altmanifolfdlar tizerinde esitsizlikler incelendi. Ayrica
Riemann ve Kaehler Carpim manifoldlar: tizerinde esitsizlikler incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Riemann Manifoldlar, Hermityen Manifoldlar,
Ricci  Egriligi, Riemann  Altmanifoldlar
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This study, which is prepared as a master thesis, consists of four chapters.
In the first chapter, some information is given about inequlities of manifolds.
Also, in this section, the historical development of inequalities on manifolds to
be considered in the thesis was mentioned.

The second part is devoted to the basic concepts of differentiable manifolds,
Riemann manifolds, submanifolds, the curvatures and Hermitian manifolds.

In the third chapter, inequalities are established by using Ricci curvatures
of Riemannian manifolds and Riemann submanifolds and geometrical results are
given about these inequalities.

In the fourth part of the thesis, inequalities on submanifolds of complex
space forms and generalized complex space forms were examined. In addition,
inequalities on Riemanian and Kaehler product manifolds were examined.
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1. GIRIS

Modern diferensiyel geometrinin en genig teorilerinden birisi Riemann
manifoldlardir. Manifoldlar tizerinde Riemann metriginin kullanilmas1 manifoldlar
ve altmanifoldlarin incelenmesinde onemli rol oynar. Riemann manifoldlar ve
altmanifoldlar1 incelenirken genel olarak egriliklerden faydalanilir, bu egrilikler
yardimiyla simiflandirmalar yapilir ve egriliklere bagli olarak karekterizayon
teoremleri ve sonugclar verilir. Riemann manifoldlar ve altmanifoldlar: incelenirken,

yeni yontemlerden biride esitsizliklerden faydalanmaktir.

m(m+1)

1873 yilinda L. Schlofli m- boyutlu bir M Riemann manifoldunun 5

boyutlu Oklid uzaymn bir altmanifoldu olarak gozéniine alnabilecegi fikrini
ortaya atti[23]. Bu iddia 1926 yilinda M. Janet [24] ve E. Cartan [25] tarafindan
tekrar gozoniine alindi ve iddia lokal olarak ispatlandi. 1956 yilinda J. F. Nash
[26], bu iddianin global ve diizgiin bir gekilde ispatini yapti. Yani her Riemann
manifoldunun Oklidyen uzaym icine izometrik olarak gomiilebilecegini ispatladi.
Nash’ in Embedding Teoremi olarak bilinen bu teoremin bir bagka sonucu da bir
Riemann manidoldunun, bagka bir Riemann manifoldunun altmanifoldu
olabilecegidir. Nash’in Embedding Teoreminden sonra, bu sonug farkli uzaylarda
aragtirilmaya baglandi. 1905 yilinda A. Friedmann, Nash’in bu teoremini
semi-Riemannian manifoldlara tagidi . Nash’in Embedding Teoremi ile birlikte,
Riemann manifoldlarmin igsel (instrinsic) ve digsal (extrinsic) invaryantlarimin
belirlenmesi problemi ortaya ¢ikti. Bir Riemann manifoldunun altmanifoldu igin,
Riemann egriligi, Ricci egriligi, skalar egrilik gibi kavramlar icsel invaryantlar,
ortalama egrilik vektortinii ve ortalama egrilik gibi kavramlarda digsal
invaryantlardir.

1990 larm baslarmda B.Y. Chen bir (M, §) Riemann manifoldunun bir (M, g)

Riemann altmanifoldunun igsel ve digsal invaryantlarini kullanarak esitsizlikler



kurdu [8], [14], [27]. Riemann manifoldu {izerinde,
7 =7 — inf K(P)

ile tanimladig ve daha sonra Chen Tnvayantl olarak adlandirilan yeni bir invaryant
tanimladi, burada 7(p), p € M noktaasinda M nin skalar egriligi, K (P) ise kesit
egriligidir.

Literatiirde, reel uzay formlarin, quasi-sabit egrilikli Riemann manifoldlarin,
kompleks uzay formlarin ve genellestirilmig uzay formlarimin altmanifoldlar:
tizerinde Ricci egriligi ve ortalama egriligin karesini iceren bir ¢ok esitsizlik
kurulmusgtur. 1999 yilinda B. Y. Chen sabit ¢ egrilikli bir (M ,g) Riemann

manifoldunun bir M altmanifoldu tizerinde

1
Rie(X) < =

2

n

—||H?
e+ IH%

esitsizligini kurdu ve bu egitsizlik literatiirde Chen-Ricci esitsizligi olarak
adlandirildi, burada X, M iizerinde birim vektor alani Oyleki e; = X olmak
tizere {ey,...,e,}, M lizerinde bir ortonormal ¢at1 ve H, M nin ortalama egrilik
vektoriidiir. Chen’in bu makalesinden sonra, bir ¢ok yazar tarafindan, farkh
manifoldlarin, farkli altmanifoldlar1 tizerinde Chen-Ricci esitsizliginin karsiligi
arand1 ve bu esitsizlikten yararlanilarak bir ¢ok geometrik sonuc¢ verildi. Bu
caligmalardan sonra, farkli yazarlar tarafindan altmanifoldun skalar egriligi, st
manifoldun skalar egriligi, Chen’in tanimladigi Chen inveryanti, Ricci egriligi
kullanilarak oldukca farkl esitsizlikler kuruldu ve bu egitsizliklerden faydalanilarak
altmanifoldlar karakterize edildi [14], [15], [18], [28], [39].

Son zamanlarda, altmanifoldlar iizerinde kurulan bu esitsizlikler, bir g¢ok
geometrici tarafindan kompleks uzay formlar, Sasakian uzay formlar ve carpim
manifoldlarmin  altmanifoldlar1  {izerine  tagindi  ve  altmanifoldlarin
karekterizasyonlar ile ilgili bir ¢ok teorem ve sonuglar verildi [28], [35], [38], [39].

Dort boliim halinde hazirlanan bu ytiksek lisans tezinde birinci béliim konunun
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tarihgesi ve gelisimi ile ilgili bilgilere ayrilmigtir. Tkinci boliim diferensiyellenebilir
manifoldlar, Riemannian manifoldlar, hemen hemen kompleks manifoldlarla ilgili
temel tamm ve teoremlere ayrilmgtir. Uciineii boliimde ise altmanifoldlarn Ricci
egriligi tanitilmig ve Ricci egriligini igeren egitsizlikler kurulmustur. Ayrica bu
boliimde, uzay-form, quasi-uzay form ve nearly quasi-uzay formlarin
altmanifoldlar1 tizerinde kurulan esitsizlikler verildi ve bunlarla ilgili geometrik
sonuglar ifade edildi. Son boliimde ise hemen hemen Hermityen manifoldlarin

altmanifoldlar1 tizerinde esitsizlikler kurularak teorem ve sonuglar verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diferensiyellenebilir manifoldlar, Riemann manifoldlari, Riemannian
altmanifoldlari, Riemann ¢arpim manifoldar: ve hemen hemen kompleks manifoldlar:

ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi.

2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamim 2.1.1. Bir M # () ve M nin alt kiimelerinin bir Q ailesi verilsin;

(i) O ve M, Q ya aittir,

(i1)  man herhangi bir sayidaki elamaninin birlesimi Q0 ya aittir,

(111) 2 man herhangi sonlu sayidaki elemaninan kesigimi Q0 nin elemanadar,
ozellikleri saglaniyorsa 2 ya M 1izerinde bir topoloji, (M, Q) ikilisine bir topolojik

uzay denir. Q mn elemans olan M nin alt kiimelerine agik kiime denir [1].

Tanim 2.1.2. p € M olmak tizere p € U olacak sekilde M de bir U ac¢ik kimest

var ise U ya p noktasinan bir agik komsulugu denir [1].

Tamim 2.1.3. Bir M topolojik uzay, A,B € Q ve AN B = 0 olmak izere,

M = AU B seklinde ifade edilemiyorsa M ye baglantils uzay denir [2].

Tanim 2.1.4. Bir topolojik wuzaywn herhangi ki farkly noktasinin ayrik

komsuluklary bulunabiliyorsa bu topolojik uzaya bir Haussdorff uzayr denir [1].

Tanim 2.1.5. M bir Haussdorff uzay: olsun. Eger her p € M noktasinin bir U
komsulugu R™ de bir V' acgik kiimesine homeomorf ise M ye bir toplojik manifold
denir. Bu durumda ¢ : U — V bir homeomorfizmi vardwr. Bu (U,v) ikilisine
koordinat komsulugu veya harita denir. Her p € M noktas igin bir U, agik

komsulugu var oldugundan

M=|]JUp

peEM



olur yani {Up}pem ailesi M nin bir agik ortisidir. Buna gore eger {U;}ier, M
nin bir a¢ik ortisi ve her i € I igin o; : Uy — V; C R™, (U;,;) ailesine bir

koordinat komsulugu sistemi veya atlas denir [1].

Tanim 2.1.6. M bir topolojik manifold p € M ve (U;,v;)icr da bir koordinat

komsulugu sistemi olsun. p € U; N U; olmak izere
’QZ)]' O@Z)i_l : @ZJZ(Ul N UJ) CR"— ZZJ](UZ N U]) C R"

dondigtimleri k. mertebeden stirekli kismi tirevlere sahip ise {(U;, Vi) }ier koordinat
komsulgu sistemine M topolojik manifoldunun C* sinfindan diferensiyellenebilir
bir koordinat komsulugu sistemi M ye de bir C*- sinifindan diferensiyellenebilir
manifold denir. Ejer M her k € N icin C*- manifold ise M ye C*- manifold

denir [1].

Tamim 2.1.7. M manifoldu dizerinde C*- simfindan diferensiyellenebilir bir
koordinat sistemi (U;,1;)ier olsun. U, M de bir agik kiime ve f, U iizerinde
tanamly reel degerli stirekli bir fonksiyon olsun. p € U noktaswmn, bir o € I indisi
win V. C U, NU olacak sekilde yeterince kucuk bir V' komsulugu bulunabilir.
Eger (V) C R" agik kiimesi dizerinde tanimh f o ;" fonksiyonu, 1;(p) nin
bir komsulugunda C"- simifindan (r < k) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
f fonksiyonuna p € U noktasinda C" simifindan diferensiyellenebilir denir. M,
C>- manifoldunun p € M noktasinin bir komsulugunda taniml reel degerli C*°-
siaifindan  bitin fonksiyonlarn kimesi C*°(p) ve M manifoldunun tamama
tzerinde tanymly reel degerli C° sinifindan biitin fonksiyonlarin kiimesi de C*°(M)

ile gosterilir [4).

Tanim 2.1.8. a(t), a <t < b, M diferensiyellenbilir manifoldu tizerinde o(ty) =

p olacak sekilde bir egri ve f € C*°(p) olsun.

Xpf = (df(a(t))/dt)s,



olacak sekilde, X, : C*(p) — R doniisimine o(t) egrisinin p noktasindaki bir
tanjant vektori denir. Tanjant vektorler, \,u € R ve f,g € C*®(p) olmak tizere
asaqrdaki ozellikler:t saglar:

(a) Xp(Af + ng) = AXp(f) + pXp(9),

(b) Xp(f9) = Xp(F)g(p) + Xp(9) f(p)-

Bir p € M noktasindaki biitin tanjant vektorlerin kumest,

(Xp +Y)(f) = Xp(f) + Y3(f)

(AXp)(f) = AXp(f)

seklinde taniml toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore R tzerinde bir vektor
uzayr olup, p € M noktasindaki tanjant uzay: olarak adlandurilir ve T,(M) ile

gosterilir. Eger p e U, ¢ : U — V C R bir homeomorfizm ise

seklindedir. Boylece,

U= R
reel degerli fonksiyonlardir. Bu (z', ... 2") e, p noktasinda lokal koordinat sistemi
denir. Ayrica her i i¢in
U — R
8Ii

bir donusimdir ve Tanwm 2.1.8 @ saglar.
O halde a(ty) = p kosulunu saglayan herhangi bir o(t) egrisi i¢in x° =
a'(t), 1 <i<n yazarsak her X, tanjant vektori igin zincir kurale yardimayla

X,(f) = (df (a() fdt)i, = Y (D /0x"),(da’ (¢)/dt)s,

)

yazlabilir. Boylece her tanjant vektor, {(0/02"),}1<i<n kiimesindeki vektorlerin
bir lineer birlesimi seklinde yazilir. Ayrica {(32),}1<i<n vektor kimesi lineer

bagumsuz bir kiimedir, yani {(32)ph<i<n Tp(M) nin bir bazdir. Béylece, T,(M)

n- boyutlu bir vektor uzaydar.



Tanim 2.1.9. Her p € M noktasina bir X, € T,(M) karsilik getiren X : p — X,
donistimine M tzerinde bir tanjant vektor alany denir. M dizerindeki tim C*-

simafindan tanjant vektor alanlarman kimesini U(T M) ile gosterecegiz [3].

Tanim 2.1.10. M bir n- boyutlu C*°- manifold olsun. Eger,
V:I'(TM)xT(TM) — T'(TM)

(X,Y) = VxY

asagqrdaki ozellikleri saglayan bir dontsium ise V ya M tizerinde bir lineer konneksiyon
denir [3]. Her X, Y, Z € T(TM) ve f,g € C®(M) igin,

i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ

i) Vixigv Z = fVxZ 4+ gVyZ

iii) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,

dir.

Tanim 2.1.11. XY € I'(T'M) i¢in
(X Y]f = X(Y[) = Y(X])

seklinde tanumly [X,Y]: T(TM) — I'(TM) déniigimine X,Y wvektor alanlarinin

braketi adv verilir [3].

Teorem 2.1.1. XY, Z € I'(TM) a,b € R ve f,g € C®°(M) olsun. Asagidaki
ozellikler saglanir [3].

(a) [X,Y] = —[Y, X] (antikomutatiflik),

(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (lincerlik),

(c) [[X,Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Jacobi 6zdesligi),

(d) [fX,9Y] = flX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

Tanim 2.1.12. T,(M) den R ye biitin lineer dondisimlerin kimesi T, (M) seklinde

gosterilir ve wy, v, € Ty(M), X, € T,(M) ve A € R olmak fizere,
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(w4 1) (X,) = w(X,) + 1(X,) ve () (X,) = Awy(X,))

seklinde taniml toplama ve skalerle ¢arpma islemine gore R tzerinde lineer bir
vektor uzay teskil eder. p € M noktasindaki tanjant uzayinin duali olan bu uzaya
p € M noktasindaki kotanjant uzay ve bu uzayn bir elamanina da kotanjant
vektor (kovektor) denir. Kotanjant vektéorler, A,y € R ve X,,,Y, € T,(M) olmak

uzere,

Wp(AXp + pYy) = Awp(Xp) + pwp(Yp)
ozelligi saglanar.

Tanim 2.1.13. V, R uzerinde bir wvektor wzayr olmak dzere, bir
T : V% — R fonksiyonu heri (1 <i < k) igin,
T(vi,...,0+ 0, . ..,v) =T(ve,. . vy 0k) +T(v1, ..., 0;, .., 0k),

T(viy ... a0 ..., vp) = aT (v, ..., 05 ..., k)

kosullarma saglhyor ise cok lineer olarak adlandwrilir. Bir T : V¥ — R cok lineer
fonksiyonuna V idizerinde bir k- tensor denir ve biitiin k- tensorlerin kiimesi J*(V)
ile gosterilir. S, T € J*(V) ve a € R igin,

(S+T)(v1,... ) =S(v1,...,v8) + T(vg,. .., 08),

(@S)(vy,...,vr) = a.S(vy, ..., vg)

seklinde tanwmly islemlerle birlikte R tzerinde bir vektor uzayw olur.

Tamim 2.1.14. S € J*(V) ve T € J(V) ise S®@ T € J*(V) tensor ¢arpim,

S®T(v17 coy Uy U1,y - - - 7Uk+€) = S<U17 cee 7Uk)'T(Uk+17 S 7Uk+€)

seklinde tanimlanar. S ve T carpanlarinnin sirast énemli olup, ® tensor carpima
wslemi asaqudaki ozellikleri saglar:

(S1+9)@T=5T+ 5T,

SRM+T,)=5ST1+S®Ts,

(aS)@T=S® (aT)=a(S®T),

STYeU=S®(TwU).



(SRT)YRU ve S® (T @ U) nun ikisi de genellikle basit olmast i¢in S @ T @ U
seklinde gosterilir ve daha yuksek mertebeden Ty ® ... ® T, carpymlar, benzer

sekilde tanimlanar.

Tanim 2.1.15. E, n- boyutlu bir reel vektor uzayr ve E* ise E nin dual uzaiy

olmak dizere, F® ... @ EQE*®...® £ iizerindeki bir tensore (r,s)- tensor

g g

veya r. mertebeden kontravaryant ve s. mertebeden kovaryant tensor denir.

2.2 Riemannian Manifoldlar
Tanmim 2.2.1. M, n-boyutlu bir manifold olsun. M tuzerinde ¥p € M noktast i¢in

gp : TyM xT,M — R

seklinde tamimlanan simetrik, pozitif tamiml g bilineer formuna M tzerinde bir

Riemann metrigi ve M manifolduna ise Riemann manifoldu denir [5].

Eger bir M manifoldun Vp € M noktasinin bir U komgulugu iizerinde g formu
C" smifindan ise g Riemann metrigine C” siifindandir denir [5].
Bir Riemann metrigi verildiginde herhangi bir v, € T,,M tanjant vektortiniin boyu

(v, vp) = [lvpl* = Z 9ij(P)viv;
i,7=1
dir ve dolayisiyla Riemann metrigi
d82 = Z gwdxz & d.ZCj
ij=1

seklinde ifade edilir [5].

Tamim 2.2.2. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve X € T'(T'M) olmak
uzere,

Vxg=0veT =0



olacak sekilde lineer konneksiyon V var ise bu konneksiyona Levi- Civita konneksiyonu

denir, burada, X,Y,7Z € T'(T'M) igin
(Vxg)(Y,2) = Xg(Y, 2) —g(VxY, Z) = g(Y,Vx Z)

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

dir ve T ye torsiyon tensoru denir.
Vxg = 0 ise V ya metrik konneksiyon, T = 0 ise de V ya torsiyonsuz (free

torsiyon) denir [3].

Teorem 2.2.1. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Bu durumda M tzerinde bir

tek Levi-Civita konneksiyonu vardur [3].

Tanim 2.2.3. (M, g) Riemann manifoldu tzerindeki Levi-Civita konneksiyonu

V, her X, Y, Z € I(TM) igin,
29(VyZ, X) =Yg(Z,X) + 29(X,Y) = Xg(V, Z)
—9(Y, 12, X]) +9(Z,[X,Y]) + 9(X, [V, Z])
egitligini saglar ve buna Kozsul esitligi denir [7].
Tanim 2.2.4. R egrilik tensor alam, X,Y,7Z € T'(TM)
R(X,)Y)Z =VxVyZ =VyVxZ =V ixy1Z

seklinde tanimlanan tensor alamina Riemann egrilik tensor alany denir. Bunun

yamnda Riemann egrilik tensori R olmak tzere,
R(X,Y,Z, W) =g(R(X,Y)Z,W)

ifadesine de Riemann egriligi denir. Riemann egriligi,
R(X,Y,ZW)=—-R(X,Y,Z, W)

10



RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0
R(X,)Y,Z, W)= —-R(Z,W,X,Y)
ozelliklerini saglar.

Tanim 2.2.5. Eger (X,d) ve (X', d) iki metrik uzay ise Yo,y € X icin,

!

d (f(x), f(y)) = d(z,y)

esitligini salayan, yani metriji koruyan bir f : X — X fonksiyonuna izometri

ya da uzaklige koruyan fonksiyon denir [2].

Tanim 2.2.6. (M, g) n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. Bir p € M
noktasindaki T,M tanjant uzayinin 2- boyutlu lineer alt uwzayina T,M nin bir

alt duzlem kesiti denir. T,M nin bir m = Sp{X,Y'} dizlem kesiti ve
Q(r) = g(X, X)g(V,Y) = g(X,Y)?

reel saysy verilsin. |Q(m)| pozitif reel sayist X ve Y wektorlerinin olusturdugu
paralelkenarin alaniny verir [4).
(M, g), n- boyutlu Riemann manifold ve bir p € M noktasindaki dizlem kesiti

m = Sp{X,Y} olmak tizere

R(X,Y,Y, X)
X, X)g(Y,Y) —g(X,Y)?

Raa(m) = g(

reel sayisina m duzleminin kesit egriligi denir. m nin kesit egriligi K(m), © nin
{X,Y'} bazinin segilsinden bagimsizdur. Eger, K =0 ise M ye flatdwr denir.

{e1,...,en}, T,M nin ortonormal baz olmak tzere
Kij = KM(ez A 6]‘) = R(Gi, Gj, €, ej) = R(ej, €, Gj, 62‘)

dur [6]. Levi Civita konneksiyonu V ya gore kesit egriligi simetriktir yani K;; =

11



Tanim 2.2.7. (M, g) n- boyutlu bir Riemann manifold ve {eq, es, ..., e,} de T,M

nin ortonormal bir baz olsun. Her XY € T, M igin
Rice(X,Y) =1iz(Z —- R(Z,X))Y

ifadesine M nin Ricci tensori denir. Buna gore
Ric(X,Y) Zg (e;, X)Y, €;)

dir. Ric(X,Y), T,M nin ortonormal bazinin se¢ilmesinden bagimsizdur [4].

Eger M dizerinde Ric =0 ise M ye Ricci flattur denar.

Tanmim 2.2.8. (M, g) bir n- boyutlu Riemann manifold olsun. Eger her p € M,
her X, Y € T, M igin
Ric(X,Y) =cg(X,Y)

olacak sekilde bir ¢ sabiti var ise (M, g) ye bir Einstein Manifold denir [4].

(M, g) Riemann manifoldunun bir p noktasindaki 7, M tanjant uzaymin birim

vektorlerinin kiimesini
oM ={X € T,M : g(X,X) =1}
ile gosterelim. e; € T M vektoril igin Ricci egriligi

Ric(e1) = Ric(eq, eq) Zg (ej,e1)er, e;)

= ZKU
j=1

olarak yazilir, burada Ky;, m = Sp{ey, e;} diizlem kesitinin kesit egriligidir [4].

Tamim 2.2.9. (M, g), bir n- boyutlu Riemann manifold ve {ey,...,e,} de T,M
nin bir ortonormal baz olsun. Bu durumda
n 1 n
SR 8
i<j i#j
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reel saysina M nin p € M noktasindaki skalar egriligi denir. Skalar egrilik T, M

nin ortanormal bazinin segilisinden bagimsizdar.

Tanim 2.2.10. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Eger her p € M noktasinn

kesit egriligi sabit ise M ye sabit egrilikli uzay veya uzay formu denir.

c sabit kesit egriligne sahip bir uzay formu M (c) ile gosterilir. Eger M (c) bir

uzay form ise M nin bir Riemann egrilik tensor alani her X, Y, Z € I'(T'M) i¢in,
RX,Y)Z =c{g(Y,2)X — g(X,Z2)Y} (2.2.1)

esitligini saglar. Burada c sabittir. Dahasi, bu durumda 7 skalar egrilik olmak
uzere,
n(n —1)

T 2

2
esitligini saglar.
X, T,M de bir birim vektor olsun. X deki Ricci egriligi S(X, X) ile verilir.
Burada S Ricci tensorii gosteririr. Eger, p deki S(X, X) Ricci tensorii X den

bagimsiz ise S Ricci tensort,

seklinde olur.

Tanim 2.2.11. (M, g), (]Tﬂ g) ki Riemann manifoldu ve
f:M— M

diferensiyelleneblir doniigim olsun. Eger ¥p € M i¢in (f.), bire-bir ise f ye
immersiyon denir. f*(q) = g yani g(X,Y) = g(f. X, f.Y) ise M manifolduna M
manifoldunun izometrik immersiyonu ve M manifolduna M i bir altmanifoldu

denir.

Tanim 2.2.12. (M, g) bir Riemann manifold ve M de M mn bir altmanifoldu

olsun. Bu durum p € M ve X,Y € T,M i¢in,

9(X,Y) = g(f X, £.Y)
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dersek g, M iizerinde bir Riemann metrigi olur ve g ye g dan indirgenmis metrik

denir. Béoylece (M, g) de bir Riemann manifoldudur.

Eger her p € M noktasinda X € T,M icin
9(X,§) =0

olacak sgekildeki & vektortine M nin normal vektorii denir.
M ye teget vektorlerin demetini M, normal vektorlerin demetini de TM+

ile gosterelim. Bu durumda
TM =TM & TM*
olarak yazilir. (M , g) mn Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere, X, Y € T (TM)
icin
VxY = VyY +0(X,Y) (2.2.2)

olarak yazabiliriz, burada VxY € T'(T'M) ve o(X,Y) € (T M*1) dir. (2.2.2) ile
tammh V, (M, g) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonudur ve V ya

indirgenmis konneksiyon denir. ¢ ya M nin ikinci temel formu denir ve
o :D(TM)x T(TM) — T(TM™)

doniigiimii simetrik, bilineer ve (0,2) tipinde formdur. (2.2.2) esitligine Gauss
formiilii denir.

X € I(TM), N € T(TM%) icin
VyN = —AyX + VEN (2.2.3)

olarak yazabiliriz, burada AyX € T'(TM) ve VxN € T(TM*') dir. Ay, TM
tizerine bir doniigiimdiir ve Ay ye N ye gore sekil operatorii denir veya Weingarten
doniigiimii denir. Ayrica (2.2.3) ifadesine de Weingarten formiilii denir.
XY € (TM) ve N € T(TM*') igin Xg(Y, N) = 0 dir. Buradan
G(VxY,N) +3(Y,VxN) =0
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elde edilir. Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa
9(0(X,Y),N) = g(AnX,Y) (2.2.4)
oldugu goriiliir. Bundan sonra g ve g metrigi yerine (,) gosterimini kullanacagiz.

Teorem 2.2.2. M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. M ve M egrilik

tensorleri siraswyla R, R ve M nin ikinci temel formu o olsun. Bu durumda

XY, Z, W € I'(TM) olmak izere Gauss denklemi

(RIX,Y)Z,W) =(R(X,Y)Z, W)+ (0(X,Z),0(Y,W)) — (c(X,W),0(Y, Z))
(2.2.5)
dir [7].

Ispat. X.Y,Z e I'(TM) icin,
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - VixvZ
dir. Burada (2.2.2) ve (2.2.3) kullanilirsa,
= Vx(VyZ +0(Y,2)) = Vy(VxZ + (X, Z)) = Vixy)Z — o([X,Y], Z)
= VxVyZ +Vxo(Y,Z2) = VyVxZ = Vyo(X,Z) = Vixyp, Z — o([X, Y], Z)
= VxVyZ +0(X,VyZ) = AgysX +V%0(Y,Z) = VyVxZ —a(Y,VxZ)
+ Ay x )W = Vy0 (X, Z) = VixyZ — o([X,Y], 2)
elde edilir. Burada

Vxo(Y,Z2)=Vxo(Y,Z) - o(Y,Vx)
olarak alinirsa,
R(X,Y)Z = E(X, Y)Z+Aox.2)Y —Aorvizy+Vx0(Y, Z)=Vyo(X, Z)+0([X, Z], Z)

elde edilir. W € I'(T'M) ile esitligin her iki tarafi ¢arpilir ve (2.2.4) esitligide
kullanilirsa

(RX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z, W)+ (0(X,2),0(Y,W)) = (c(X,Z),0(Y, Z))
sonucuna ulagilir. O
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Tanim 2.2.13. M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu ve o , M nin ikinci

temel formu olsun. Burada o = O ise M ye total geodeziktir denir [7].

Tanm 2.2.14. M bir Riemann manifoldu olsun. M | M bir altmanifoldu olsun.
Eger X,Y € T,M igin,
o(X,)Y)=(X,Y)Z

sartine saglayan bir Z € T,M* normal vektor alam varsa p € M noktasina

umbulik denir. Eger M nin her noktasy umbilik ise M ye total umbulik denir [7].

Tamim 2.2.15. (M, g) m- boyutlu Riemann manifoldu ve (M,g) de n- boyutlu

Riemann altmanifoldu olsun. (eq, ..., e,), T,M nin ortonormal baz olmak iizere

H(p) = o(eiei)

1=1

S|

vektorine M nin ortalama egrilik vektori denir. Eger her p € M i¢in H(p) =0

ise M ye minimal altmanifold denir.

Tamim 2.2.16. M, n boyutlu bir Riemann manifold olsun. T,M deki birim

vektorlerin kimesini To M ile gosterelim, yani
TpM = {X € T,M : (X, X) =1}

olsun. {e1,...,en}, p € M noktasinda T, M nin herhangi bir ortonormal bazu olsun.
X, Y € T,M igin,

S(X,Y) = iR(ej,X,Y,ej) (2.2.6)

=1

tensorine M nin Ricci tensori denir [3].

X, Y € T,M i¢in S(X,Y) =S(Y,X) dwr. X € T,M igin
S(X,X) = RicX

ile gosterililr [0].
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Buna gore, herhangi bir ¢ € {1,...,n} igin
Ric(e;) = S(e;, ;) ZR e;, €, €, €5)

= R<ela €i, €, 61) + R(€27 €i, €, 62) + -+ R(en7 €i, €4, en)

n
= Z R(@i, 6]‘, Gj, 61')
j=1
n
= Z R(eia €5, €5, ei)

JF
n

= Z .vaw(eZ A ej)
J#i

dir ve burada X = ¢; ise

3

Ric(X)

Il
—~
[}

—
>
Q)

<
~—

(2.2.7)

yani her sabit e; icin

Ric(e;) :Z vlei A ej)
i

ile tammhdir [3].

Tanim 2.2.17. M bir diferensiyel manifold, F' de M dizerinde (1,1)- tipinde bir
tensor alant olsun. Eger F? = I ise F ye M dizerinde bir hemen hemen carpim

yapr, (]/\\/[/, F) ikilisine bir hemen hemen ¢arpim manifold denir [16].

F? = ] oldugundan F nin 6z degerleri +1 dir. Eger

P=S(I+F), Q:%(I—F) (2.2.8)

denilirse bu durumda
P+Q=1I P’=P, Q*=Q, PQ=QP=0, F=P—-Q (2.2.9)
esitlikleri elde edilir.

Tanim 2.2.18. (M, g) bir Riemann manifold ve F, M iizerinde bir hemen hemen

carpim yapr olmak tzere, her X,Y € F(TM) ¢cin
J(FX,FY)=9(X,Y) (2.2.10)
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saglanyor ise M ya bir hemen hemen Riemann ¢arpim manifoldu denir [16].
Ml ve MQ iki diferensiyellenebilir manifold ve M = Ml X M; olmak dizere M ya

lokal ¢arpim manifold denir, her zaman dogal bir F' ¢arpim yapist vardir ve

5 0
0 —op

matrisiyle verilir, ayn1 zamanda F? = [ sartin saglar [34].

F =

Onerme 2.2.1. M = Ml X MQ bir lokal carpim manifoldu olsun. Bu durumda

Ml ve Mg, M nan total geodezik altmanifoldlaridar.
Bir lokal ¢arpim manifoldu bu ¢nerme ile karekterize edilir.

Tanmim 2.2.19. (Ml, 1), (Mg, g2) ile Riemann manifold ve M = Ml XMQ tzerindeki
Riemann metrig:

g = 51 X 52 (2211)

seklinde ise M ya lokal ayristirilabilir Riemann manifold denir [34].

Tanim 2.2.20. (M, g) bir lokal ayristirmlabilir Riemann manifold olsun. Eger M

min egrilik tensori }Nz, her X, Y, Z W € F(TM) icin

R(X,Y, Z,W) = a{({(X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y,W)) (2.2.12)
+ (X, FWWY, FZ) — (X, FZ){(Y, FW))}
+ 0{((X, FW)(Y, Z) — (X, FZ)(Y, W))

+ (X, WWY, FZ) — (X, Z)(Y,FW))}

ile verilmis ise M ya hemen hemen sabit egriliklidir denir ve M(a, b) ile gdsterilir.

Burada a, b reel sabitlerdir [16].

Onerme 2.2.2. Bir lokal carpim Riemann manifoldunun lokal ayristirilabilir
olmasy i¢in gerek ve yeter sart VF =0 olmasidur, burada %, M mn Levi-Civita

konneksiyonudur [16].
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Onerme 2.2.3. M, M = Ml XMQ Riemann carpim manifoldunun F- anti-invaryant
altmanifoldu olsun. Bu durumda ApxY = 0 dur. Ustelik boyﬁ = 2boyM ise bu

durumda M total geodeziktir [16].

Lemma 2.2.1. aj,as,...,a,,¢ (n > 2) olmak tizere n + 1 tane reel sayr olsun

oyleki

n

(E:%fzwn—1x§:ﬁ+@) (2.2.13)

=1

dir. Burada 2ayao > ¢ dir ve egitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul
ap +az =ag=---=ay
dir.

Ispat. Cauchy Schwarz esitsizliginden,
| 2 aibil < (3 a)z(d_bi):
i=1 i=1 i=1

n n

D aib) < () az’)(z bi)

i=1 i=1
olup b = (by,ba,...,b,) = (1,1,...,1) olarak alinirsa,

n n

D _a)’ <n(_a})

i=1 i=1

(a1 +a9) +az + -+ +a,)* < nlaj + a3 + a3+ +ay)
O a)* < (n—1)((a1 +az)’ + a3+ +ap) (2.2.14)
i=1
olur. (2.2.13) ve (2.2.14) den

Za?+c§(a1+a2)2+a§+-~+ai (2.2.15)

i=1
elde edilir. Ayrica

n

(Z%’)QZ (a1+a2+a3+"'+an)2

=1

=al+a;+ai+--+a+c
= (Z a;)* +c
i=1
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yazilabilir. Bu ifade gozoniine alinirsa ¢ degeri, karesi alinmig ifadelerin haricinde
kalan kismin toplamina esit olan sabit bir sayiy1 ifade etmektedir. O halde,

(2.2.15) den 2ajay > c olur. Esitlik saglanir gerek ve yeter kosul a; + as = a3 =

-+ = ay, dir [36]. O
Lemma 2.2.2. (z1,...,x,) R" nin bir noktasi olsun. Eger x1+xo+- -+, = na
15€

T} + x5+ + 22 > na’
dir. Esitlik durumunun saglanmasy icin gerek ve yeter sartxy = x9 = --- =1, = a

olmasudur [39].

Ispat. 21 + 25+ - + 2, = na, 22 + 22 + - - + 22 = na? kiiresine (a,a, ..., a)
noktasinda teget olan bir diizlemdir. Diizlemdeki herhangi bir noktanin orijine

olan uzakligi ya kiirenin yaricapina egittir ya da biiyiiktiir. Boylece ispat tamamlanir.

]

Lemma 2.2.3. fi(zy,29,...,2,), R" tzerinde tanvml ve

n n
fl(beza < 7$n) = l‘lzl‘j - Zﬂfi
j=2 j=2

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Eger x1 + x5 + - -+ + x, = 2na ise

n_
4n

1
fl(x17$27"'axn)§ (Z’%+$§++xi)

elde edilir. Esitlik durumunun saglanmas: i¢in gerek ve yeter sart,
n%lxl =29 ==z, = a olmasidur [39].
ispat. 1+ x9 + - -+ + x, = 2na oldugundan

(x1 —na) +x9+ 23+ + 2, =n0

olarak yazilir. Lemma 2.2.2 den,

(1 —na)® + a3+ -+ 22 > na’
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ye sahip oluruz. Esitlik durumu saglanir ancak ve ancak, n%l:vl =Ty =+ =

x, = a dir. Ayrica iisteki kare acilirsa

(z7 — 2nax; + n*a®) + 23 + -+ + 22 > na

ve buradan

(n* —n)a* > 2,(2na — x1) — 23 — - — 22
yani
n n _ 1
xlzmj—2x§ < (n* —n)a* = n4n (1 + 29+ - +2,)°
7j=2 7j=2
elde edilir ve ispat tamamlanir. O]

Lemma 2.2.4. R" duzerinde

n
fo(z1, @0, . .., 2y) = 24 ij — 13
=2

seklinde tanimlanan fy fonksiyonunu gézonine alalim. Eger x1+x9+- - -+x,, = 4a
15€

fo(z1, 20, 1y) < —(21 + T2+ -+ + 1)

co| —

dir. Fsitlik durumunun saglanmast icin gerek ve yeter sart,

r1=a, Tro+x3+ -+ x, = 3a olmasidir.
ispat. u=1xy,v==oy+ -+ x, — 2a olsun. Buradan
u+v=x+22+ -+ x,—20a=2a
olur. Lemma 2.2.2 den,
v+t =2t + (v + o+ x, — 2a0)° > 207

elde edilir. Burada egitlik saglanir ancak ve ancak z; = a, xo + - - - + x,, = 3a dir.
Ayuca buradan

(g + -+, — 2a)* > 2a* — 27
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veya

(wg + -+ 3,)* —da(zy + -+ x,) + 4a* > 2a* — 23

ya da

(g + -+ xn)[(w2 + - - + 2,) — 4a] + 2a* > —2?
elde edilir. 1 = 4a — (x3 + - - - + x,,) oldugundan
20 > xy(xg + -+ 2,) — 27
elde edilir. Buradan ise

f2($1,$2+"'—|—$n)::Ij'l(fl:g—i—---—l—xn)—x%

1
<2a2:§(1:1+:v2+---+xn)2

elde edilir ve ispat tamamlanir. O]

2.3 Hermityen Manifoldlar
Tanim 2.3.1. V', n- boyutlu reel vektor uzayr olsun. x,y € V i¢in,
Ve={z=atiylayeV, i’ =-1}

kiimesine V' nin komplekslestirilmist denir. x1,y1,T2,y2 € V ve a,b € R i¢cin
i) (z1 +iy1) 4 (22 + i) = 21+ 22+ i(y1 + 42)
i) (a +1ib)(x1 +iy1) = (axy — byr) + i(ay, + bxy)

islemleri ile VC, C dizerinde bir vektor uzaydar.

Tanim 2.3.2. V reel bir vektor uzayr olsun. Eger
J:V—V

endomorfizmi Yz € V icin J*x = —x sartim saghyor ise J ye V idizerinde bir
kompleks yapr, V' ye de J- kompleks yapisi ile belirlenen vektor uzay: denir. Bu

vektor uzayr (V, J, R) ile gosterilecektir [17].
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Ornek 2.3.1. V = R* ve J : R* — R4,
J(x1, 9,73, 24) = (=9, 21, =4, 23) ile tanmmh doniisim olsun. J*> = —I dir ve

J bir kompleks yapudar.

Teorem 2.3.1. J kompleks yapisina sahip bir (V, R, J) vektor uzay ¢ift boyutludur

[17].

(V, J, R) bir vektor uzay1 olsun. Bu durumda
2 OxV =V

(o, 2) > a-x = (o +icg)x
=T+ asJx

dig islemi ile V', C' tizerinde bir vektor uzayidir.
boyrV = 2n ise boycV = n dir.

(V,C, J) vektor uzaymin iki alt uzayi

W(J)=A{zlz=2—1iJ(z),z € V}
W(J)={zlz=z+iJ(z),z €V}

olmak iizere V¢ = W (J) ® W (J) olarak yazihr. Buna gore z € W(J) olmas igin
gerek ve yeter sart Jz = iz olmasidir. Benzer sekilde z € W(J) ancak ve ancak

Jz = —iz dir. W(J) =VOD W(J) = V10 jle de gosterilir.

Tanim 2.3.3. W C C™ olmak tzere f : W — C bir fonksiyon olsun. Eger

lim f(z0 + Az) — f(20)
Azp—0 Az

limiati var ve Az, — 0 yaklasimy Axy ve Ay, man sifira yaklasimandan bagimsiz

ise f fonksiyonuna zog € W noktasinda holomorfik fonksiyon denir, burada Az =
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Axy + Ay dur [16].
f(p) = u(p) + w(p) olmak dizere f holomorfiktir ancak ve ancak
ou ov ou v

dxy Oy’ Oy

dir. Bu denklemlere Couchy-Riemann denklemleri denir.

Tanim 2.3.4. M bir Hausdorff uzay, {Us}aca M nin bir a¢ik értisi, 1 : U, C
M — Uy C C™ bir homeomorfizm ve Uy, U Us # 0 igin g o " ve thg 0 b5
dondigimleri holomorfik ise M ye n- boyutlu kompleks manifold ve {Uy, Vo }aca

yada holomorfik koordinat komsulugu sistemi denir [16].

Tamim 2.3.5. M, 2m- boyutlu bir manifold olsun. Vp € M i¢in J, : T,M —
T,M, Jg = —1Iy, olacak sekilde bir J, endomorfizmi var ise M ye hemen hemen

kompleks manifold J ye de hemen hemen kompleks yapi denir [16].
rank(J) = 2m dir ve J nin karekteristik degerlerinin m- tanesi i, m- tanesi
ise —i dir.
Boylece p € M noktasindaki tanjant uzayr 7, M olmak iizere
Crp — (0,1 1,0
TEM =TV M & T8O M
olarak yazilir. Benzer sekilde
rTM) =10(TM) o T (TM)

olarak ifade edilebilir.

Tanmim 2.3.6. (M, J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger X,Y €

LT M) dken [X,Y] € TUO(TM) idse J ye integrallenebilir denir [20].
Tamim 2.3.7. (M, J) hemen hemen kompleks bir manifold olsun. Bu durumda
N;(X,Y) = JX,)Y]+ [JX,JY] = J[X,JY] - J[JX,Y]

ile tanvmly tensor alanmina Nijenhius tensor alany denir [20).
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Teorem 2.3.2. (M, J) hemen hemen kompleks manifold olsun. J integrallenebilirdir

gerek ve yeter sart Ny =0 dur [10].

Tanim 2.3.8. V bir kompleks vektor uzayr olsun. H : 'V x V. — C' fonksiyonu
tanmamlansin. x,y,z € V i¢in H fonksiyonu
1) H(z,y + z) = H(z,y) + H(z, 2)
2) H(z,ay) =aH(z,y), a € C
3) H(w,y) = Hw,9)
sartlariny saghyorsa H fonksiyonuna V tuzerinde bir Hermityen fonksiyon denir
[10]. 'V dizerinde bir H hermityen fonksiyonu varsa V ye Hermityen i¢ ¢arpim
uzays denir [17].

H = g+ Q) seklinde reel ve imaginer kissmlarina ayrilabilir. Bu durumda g

bir i¢ carpim fonksiyonu ve ) da anti-simetrik bilineer form olur. Ayrica

H(z,y) = H(z7y) = g(z,y) — iz, y)

olacagindan
g(xvy) :g(y7$)a Q(l’,y) = —Q(y,l')
olarak elde edilir ve

Qz,y) = g(x, Jy)

olur.

(M, J) hemen hemen kompleks bir manifold olsun. YX,Y € I'(TM) i¢in
9(JX,JY) =g(X.)Y)

sartine saglayan bir g Riemann metrigi var ise g ye M tzerinde Hermityen metrik,
M ye de hemen hemen Hermityen manifold denir.

Eger (M, J) kompleks manifold ise M ye Hermityen manifold denir. Yani
hemen hemen Hermityen manifoldun Nijenhius tensér alans Ny = 0 ise (M, J, g)

bir Hermityen manifold olur.
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Tanim 2.3.9. (M, J) hemen hemen kompleks bir manifold olsun. X,Y € I'(T'M)
icin g(JX,JY) = g(X,Y) olacak sekilde M dizerinde g Riemann metrigi varsa
g ye Hermityen metrik , M manifolduna ise hemen hemen Hermityen manifold

veya almost Hermityen manifold denir [17].

V', 2m- boyutlu J kompleks yapisi ile birlikte bir reel vektor uzayi olsun.
(X,)Y, Z,W)=-B(Y, X, Z,W)=B(X,Y,W, Z)

(X,)Y, Z,W)=B(ZW,X,Y)

(X, Y, Z W)+ B(X,ZW,Y)+ B(X,W,Y,Z)=0

(JX,JY, Z,W)=B(X,Y,JZ, JW)=B(X,Y,Z,W)

sartlarini saglayan V tizerinde bir B : V xV XV xV — R doniigiimi tanimlansin.

Lemma 2.3.1. BveT (a), (b), (¢) sartlarimisaglayan 4-lineer déntisim olsunlar

VXY €V igin B(X,Y,X,Y)=T(X,Y,X,Y) ise B=T dir [16].

Lemma 2.3.2. B ve T yukaridaki (a) ,(b) ,(c), (d) sartlarne saglayan 4- lineer

donistim olsunlar. Bu durumda VX € V icin
B(X,JX, X, JX)=T(X,JX, X, JX)

ise B="T dir [16].

Kabul edelim ki g, V' izerinde Hermityen i¢ ¢arpim olsun. Bu durumda

Bo(X,Y,2,1) = {9(X, 2),g(¥, W) = (¥, Z)g(X, W) + 9(X, /2)

gV, JW) = (X, JW)g(Y, JZ) + 29(X, JY )g(X, JW)}
dondigtimii (a), (b), (c) ve (d) ézelliklerini saglar.

Tanim 2.3.10. V' Hermityen vektor uzay, P, V wuzayinda bir dizlem ve X, Y

ise P nin ortonormal bazlar: olsun. K(P) kesit egriligi

K(P)=R(X,Y,X,Y)
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ile tanmvmlanar [1]. K(P) kesit egriligi , ortonormal baz se¢iminden bagimsizdur.

Eger P, J-invaryant ise P = Sp{X, JX} olmak izere
K(P)=R(X,JX, X, JX)
kesit egriligine M manifoldunun holomorfik kesit egriligi denir [16].

Tanim 2.3.11. M, bir hemen hemen Hermityen manifold olsun.
a) Q temel 2-formu kapali ise M manifolduna hemen hemen Kaehler manifoldu,
b) X € TM icin (€XJ)X = 0 manifolduna nearly Kaehler manifold,

c) V.J = 0 manifolduna Kaehler manifoldu denir [16].

Tanim 2.3.12. M bir Kaehler manifold, é, M nn egrilik tensori ve P de
{X,JX} tarafindan gerilen diizlem olsun. K(P) holomorfik kesit egriligi sabit ise
M ye sabit holomorfik kesit egrilikli Kaehler manifoldu denir [16]. Basit baglantils
sabit holomorfik kesit egrilikle bir Kaehler manifolduna kompleks uzay form denir
[16]. M(c) ile gésterilir ve M(c) nin Riemann egrilik tensorii R,

RIX)Y,Z, W) = £{<X, WMWY, Z) — (X, Z)(Y, W)
(X, JZWIY, W) = (Y, JZ)(JX, W)

+ 22X, JYWIZ, W)}

ile tanmamlanar [1].
M(c) kompleks wzay form olsun. ¢ = 0 ise M(c)ye kompleks Oklidyen uzay
denir ve C™ ile gosterilir. ¢ > 0 ise C'P™ kompleks projektif uzay, ¢ < 0 ise CH"

kompleks hiperbolik uzaydur [16].

Tanim 2.3.13. M, hemen hemen Hermityen manifold olsun. X,Y, Z W & T™M
1¢in

R(JX,JY,JZ,JW) = R(X,Y, Z,W)

sarty saglaniyorsa yani M manifoldu J-invaryant R egrilik tensorune sahipse M

ya Kaehler manifoldu denir [20].
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Tanim 2.3.14. M RK- manifold olsun. Vp € M ve VXY, Z € TPM ¢cin

RX,Y,JX,JY) — R(X,Y,X.Y) = R(X, Z,JX,JZ) — R(X,Z,X, Z)
ise M manifolduna (noktasal) sabit tiplidir denir [19).

Teorem 2.3.3. M noktasal hemen hemen Hermityen manifoldudur gerek ve yeter
kosul M dizerinde oyle bir o diferensiyellenebilir fonksiyonu vardir kivVX,Y, Z €

TPM cin
R(X,Y,X,Y) - R(X,Y,JX,JY) = a(g(X,X)g(Y,Y) — g(X,Y)? - g(X, JX)?)
dur [19].

Buradaki « fonksiyonuna M , hemen hemen Hermityen manifoldunun sabit

tipi denir [8]. Sabit « tipli ve sabit holomorfik kesit egrilikli bir RK- manifoldu

M{(c,a) ile gosterilir.

M (¢, @) manifoldu igin

Rx,v)z = +430‘> (g(Y, 2)X — g(X, 2)Y)
+ T (XL T2)IY — g(V,TZ) X + 29(X, JY)IZ)

dir [19].

a = 0 ise ]T/[/(c, «) manifoldu M(c) uzay formu olur. Béylece ]T/[/(c), M(c,a)

mn bir alt stmifina aittir.

Tanim 2.3.15. M hemen hemen bir Hermityen manifold, VX,Y, Z € TM, f1 ve
fa M tizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere R egriligi

R(X,Y, 2 W) = f{(Y, Z)(X, W) — (X, Z){Y, W)}
+ LA (X TZ)TY.W) = (Y, JZ)(JX, W) + 20X, JY)(JZ, W)}
sartiny saglyorsa M ya genellestirilmis kompleks uzay form denir ve M(fl, f2)
ile gasterilir [20].
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fi= @ ve fo = (CZO‘) ise M(fl,fQ), M(c, «) olur. Eger a = c¢ ise M(c, @),
c sabit egrilikli bir uzay olur.

Bir hemen hemen Hermityen manifoldda, J kompleks yapisi bir vektorii kendisine
dik olan bir vektore dontistiiriir. Buna gore bir hemen hemen Hermityen manifoldda

iyi bilinen iki simf vardir. Bunlar invaryant (holomorfik) ve anti-invaryant (total

reel) altmanifoldlardir.

Tanim 2.3.16. M, (M, J,q) hemen hemen Hermityen manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Her bir X € T,M i¢in
JX = PX + FX, PX € T,M, FX € T,(M™*) (2.3.1)

dir ve burada PX € T,(M) ve FX € T,(M*)
Eger F =0 ise M ye invaryant ve P = 0 ise M ye anti-invaryant altmanifold
denir [20]. Bu durumda M inavryant ise J(TM) C TM, anti-invaryant ise

J(TM) C TM* olur.

Tanim 2.3.17. M , hemen hemen hermityen bir manifoldun bir alt manifoldu
olsun. FEger, M nin TM tanjant demeti invaryant ve anti- invaryant
distribiisyonlarin direkt toplami olarak yazilabiliyorsa yani J(D') = D ve J(D°) C
TM* olmak izere

TM = D'® D°

ise M altmanifolduna CR- altmanifold denir [20].

Tanim 2.3.18. M, hemen hemen Hermityen bir manifoldun bir altmanifoldu
olsun. Bir 0 # X, € T,M vektori i¢in JX, ile tanjant uzayr T,(M) arasindaki
0(X,) agsina X, nin Wirtinger agise denir. Eger Wirtinger a¢ist p € M ve
X, € T,M nin se¢iminden bagimsiz ise M altmanifolduna slant altmanifold denir.
A € [0,1] ve PX, JX in teget kismi olmak tizere hemen hemen Hermityen bir

manifoldun slant bir altmanifoldu
PP+ N1 =0
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ile karakterize edilir [20].

Tanim 2.3.19. M hemen hemen hermityen manifold ve M, M man bir altmanifoldu
olsun. p € M nin tanjant uzays T,M ve —)3,. .., —)\3, p € M noktasinda P? nin
birbirinden farklh karakteristik degerleri olmak tzere

i) T,M=D)®DS& D)} ®...D,

D} =¢ek{Fy}, DY =gek{P,}, D =¢ek(P* + X:(p)l),

ii) Dll)7 Dg, D;‘l, ey D;,“’ lar p € M nin se¢iminden bagimsizdar.

ozellikler: saglanwyorsa M ye M nm generik altmanifoldu denir [18].

M generik altmanifoldu icin \; degerleri p € M noktasinin se¢iminden bagimsiz

ise M manifolduna anti-generik altmanifoldu denir [18].

Onerme 2.3.1. M, M hemen hemen Hermityen manifodun bir generik altmanifoldu
olsun. T,(M) =D} & D)@ D) @ ... D;)" olmak iizere,

1) g =0 ise M bir CR- altmanifold,

2) q =0, D°={0} ise M bir invaryant (holomorfik) altmnifold,

3) q =0, D' = {0} ise M bir anti-invaryant (total reel) altmanifold,

4) D' ={0} = D° k=1 wve \; = sabit ise M bir slant altmanifold olur [18].

Ornek 2.3.2. v : R® — (0, %) diferensiyellenibilir fonksiyon e; = %, (j =

1,...,8) R® in standart bazlar igin

J€1 = —€9, J€2 = €1, J@g = —eég, Jeg = —e€3
Jey = cosv(z)es +sinv(x)es,  Jes = cosv(x)es + sinv(x)er
Jeg = —sinv(x)ey + cosv(z)er, Jes = —sinv(x)es + sinv(x)eg

olsun. g, R® in kanonik metrigi olmak Jizere (J, g), bir hemen hemen Hermityen
yaprdar.

R={recR:2°=2"=2%=0} C R®



altmanifoldunda

D' = sp{ei,es}, D° = sp{es}, D* = sp{eys,e5}, M) = cosv(w)

alimirsa R, R® in generik bir altmanifoldudur [18].

(M , J, g) bir Kaehler manifold, M de M nm bir has (proper) slant alt manifoldu

olsun. p € M igin T,M nin 2- diizlem kesiti 7 ve {eq,...,e,}, T,M nin bir

ortonormal bazi 6yleki m = Sp{ey, es} olsun. Eger M Lagrangian altmanifold ise

yani boyT,M = boyT,M~* ise

1
*
e =——we, k=1 ....n
¥ sinf Y
olmak tizere {e},...,e:} T,M* nin bir bazidr.

Bir Kaehlerian slant altmanifold igin
AwxY = Awy X, VXY e T,M

saglanir veya buna denk olarak

dir, burada A sekil operatorii ve afj = (o(e;€j),ex), 1,7, k=1,
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3. RICCI EGRILIGI VE RIEMANN
ALTMANIFOLDLARI UZERINDE TEMEL

ESITSIZLIKLER

3.1 Riemann Manifoldlarin Ricci Egriligi

(M . g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. 7,,M nin bir ortonormal

bazi {ey, ez, ..., e,} omak iizere {e;, e;} diizleminin kesit egriligi
K,; = R(ei, €5, €, € (3.1.1)
dir. Buna gére (2.2.7) ve (3.1.1) den
Ric(e;) =Y Ky (3.1.2)
olarak yazilir.

Tamim 3.1.1. (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifold olsun.

Tp)= > Kuleine) (3.1.3)

1<i<j<n

ile tanumly T(p) ye p noktasinda M manifoldunun skalar egriligi denir [14).

Ayrica 2- boyutlu bir Riemann manifoldu i¢in skalar egrilik Gauss egriligi ile

aynmidir. Gergekten,

n n n n

7(p) = %ZZKM(GZ» Nej) = %ZS(ei,ei) = %ZRic(ei)

i=1 j=1 i=1 i=1
dir. Buradan 2- boyutlu bir Riemann manifoldu igin 7(p) =
dir.

Skalar egrilik;

n

r = ZS(ei,ei)

i=1
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ile de gosterilir. Buna gore r = 27 dur.
M nin p deki skalar egriligi 7(p);
7(p) = 1<;<n Kij = % Zl Ric(e;) (3.1.4)
ile tanimlanir. Ayrica (3.1.2) ve (3.1.4) den,
Ricle))=7— Y Kj=7- % > Ky (3.1.5)
2<i<j<n 2<i#j<n
elde ederiz.
X, k dizlem kesiti 7" da bir birim vektor olsun ve e; = X olmak iizere m
i¢in, bir {ey, e, ..., e} ortonormal bazim segebiliriz. 7, nin Ricci egriligi Ric,,
olmak iizere

RZCﬂ—k<X,X) :RZCﬂ—k<X):K13++K1k (316)

ile tammlanir [14].
Ricy, (X), bir k- Ricci egrilgi olarak adlandirilir. Boylece, i € {1,..., k} olmak
iizere herhangi bir e; sabiti i¢in,
k
Ricy, (e;) = Y Ky (3.1.7)
J#i

olarak alabiliriz. Buna gore k diizlem kesiti 7’ nin skalar egriligi 7(my)

T(my) = Z Kij, (3.1.8)

1<i<j<k
ile verilir.
{e1,...,ex} m k- diizlemi kesitinin herhangi bir ortonormal bazi olmak tizere
ko k k
2r(mp) = Y Y Kij =Y Ric,(e;) (3.1.9)
i=1 j#1 i=1

olarak yazilir.
M’ nin p’ deki skalar egriligi 7(p), M 'nin tanjant uzay1 7,M’ nin p’ deki skalar

egriligi ile 6zdestir ve 7(p) = 7(1,M) dir.

33



Tanim 3.1.2. M n boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Vp € M i¢in Tle,p

noktasinda birim tanjant vektorlerin kimesi olmak tzere
Ric(p) = max{Ric(X) : X € T, M}
ile tamumlanan Ric(p) ye p noktasindaki maksimum Ricci egrilii denir [6].

Tanim 3.1.3. M, n boyutlu bir Riemann manifold olsun. Ayrica p € M igin
K(m), m C T,M dizlem kesitinin kesit egriligi olsun. {ei, ...,en,} T,M icin bir
ortonormal baz olmak tzere,

27(p)

™~(p) = m

ile tanimlanan T (p) ye p noktasinda normalize edilmis skalar egrilik denir [6].
(2.2.7) ve (3.1.3) esitliklerinden
T(p) = Ko+ 4 Kin + Kaos + -+ Kon + -+ + Knoyn

oldugundan (3.1.5) denklemi

[\Dlr—\

Ric(e)) =1 — Z Ky(e; Nej) = Z Ky(e; Nej) (3.1.10)

2<i<j<n 2<i#j<n
olarak yazilir.
T, Tp M nin k-diizlemi ve X, 7, da birim vektor olsun. k = n ise m, = T,M

ve k = 2 ise my, T, M nin bir dizlem kesitidir. e; = X olacak sekilde m;, nin

{e1,- -+ ,en} ortonormal bazin segelim. X de IIj kesitinin k- Ricci egriligi
RZCﬂ-k<X) :KM(€1A€2)+"'+KM(€1/\€k> (3111)
ile tamimlanir [6]. Bir e;, ie{1, ..., k} vektori igin,
k
Ricy, (e;) Z Kp(ei Ney) Z K; (3.1.12)
JF#i J#i

dir. k- diizlem kesiti 7 nin skalar egriligi

T(?Tk) = KM(el /\62)+"‘+KM(61 /\ek)+---+KM(en_1 /\ek)

34



veya

k
() = Z Kulei Aej) = Z K
1<i<j<k 1<i<j<k

ile tanimlanir [6]. k- diizlem kesiti 7, nin skalar egriligi 71 ile gosterilir.

7, nin normalize edilmig skalar egriligi ise

27 (7y)

5=

ile tanimlanir. Ayrica k = n ise m, = T, M oldugundan
™ (p) = (T, M)
dir. £ = 2 i¢in ortonormal bazinin bir diizlem kesiti {e;, ex} ise
Ricy,(e1) = K12 = Ka1 = Ricy,(e3) = 7(ms) = 75 (m2)

dir [6].

3.2 Riemann Altmanifoldlarin Ricci Egriligi

M, m- boyutlu M Riemann manifoldunun n boyutlu bir Riemann

altmanifoldu olsun. {ej,es,...,e,}, T,M tanjant uzaymin bir ortonormal baz
olsunve e,, 7 € {n+1,...,m} igin, TPLM normal uzayinin ortonormal bir bazida
{€nt1,---,€m} olsun. Bu durumda,

n

o = (oleie)),en) ve |o|* = (oleie;), 0(eie;))

i=j=1
olmak tlizere

m
_ T S
o(e;,ej) = E oLer,  G,j=1,...n
r=n-+1

olarak yazilabilir.
K;; ve [?ij sirasiyla, M altmanifoldundaki ve M ambient manifoldundaki P
noktasinda e; ve e; tarafindan gerilen diizlem kesitinin kesit egriligini gosterir.

Boylece K;; ve [?Z-j, p’ de Sp{ey, e2} nin igsel (intrinsic) ve digsal (extrinsic) kesit
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egrilikleridir.

Gauss'un (2.2.5) denklemi kullanihirsa Sp{e;, e;} diizleminde,

= Z olol — (07)?) (3.2.1)

denklemini elde ederiz.
(3.2.1) den,

27(p) = 27(T, M) + n*|| H|* — ||, (3.2.2)

oldugu gortiliir. Burada

HLM) = > Ky

1<i<j<n

dir. Boylece, 7(p) ve 7(T,M) swrasiyla p’ deki altmanifoldun igsel (intrinsic) ve

digsal (extrinsic) skaler egrilikleridir. Buradan, 2. temel formun normunun karesini

1 1 = 'S 'S 'S
loll* = Gn?llHIP + 5 D (i — 0% = —al)” (3.2.3)
r=n+1
Y YEr-2 Y Y -
r=n+1 j=2 r=n+12<i<j<n

olarak elde ederiz.

p € M noktasinda ikinci temel form o nin ¢ekirdegi olarak bilinen null uzay:
={XeT,M:0X,Y)=0 VY e€T,M}

denklemi ile tanimlanir.

3.3 Riemann Egrilik invaryantlarl

Tanim 3.3.1. ]Tj,n boyutlu bir Riemann manifold olsun. 2 < k <n —1 i¢in
inf 7(m) (p) = inf{7(m)| 7 € T,M}
olmak “izere p noktasinda k- Chen invaryant
0he(p) = 7(p) — (inf 7(m)) (p)

ile tamvmlanar [6].
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k = 2 i¢in Chen invaryant1

dm(p) = 7(p) — (inf K)(p)
dir.

Tanim 3.3.2. n > 2 ve k > 0 tamsaylars S(n, k) ileny <n,n; >2,j=1,...k
ve ny + -+ + ng < n kosulunu saglayan bitin (ny,...,ng) k—hblarimdan olusan
sonlu kimeyi ve S(n) ile de k > 0 olmak tzere biitin S(n,k) larn birlesimini
gosterelim. T, ..., 7y, , boym,, = nj, (7 = 1,...,k) Y(ni,...,nx) € S(n, k)

k-lisv i¢in T,M nin ortogonal alt uzaylar, olmak tzere

S(ny,...,ng) =inf{(7(m,) + -+ 7(m,)) }

S(nay ... ,ng) =sup{(7(mn,) + -+ + 7(mp, )}

seklinde tamimlansin. Riemann egrilik invaryantlars  6(nq,...,ng)(p) wve

d(ni,...,ng)(p)

d(ni,...,ng)(p) =7(p) — S(ny,...,nk)(p)

d(ni,...,ng)(p) =7(p) — S(ny,...,nk)(p)

ile tanumlanar [9].

Tanim 3.3.3. S(ny,...,nx) = g(nl, ...,nyg) ise M manifolduna S(ny, ..., ng)
uzayr denir [10]. M nin Riemann manifoldunun S(n,...,ng) uzayr olmasy igin
gerek ve yeter sart (7(mp,) + ...+ 7(my,)) nan ortogonal k dizleminin se¢iminden

bagimsiz olmasidur [10].

Teorem 3.3.1. M, n boyutlu bir Riemann manifold olsun. M nin S(n—1) uzay

olmasu i¢in gerek ve yeter sart M manifoldunun bir Finstein uzayr olmasidar [9).

Ispat. m,1 C T,M, 1 < i1,19,...,%, < N Ve iy,42,...,%,-1, 0, ler birbirinden

farkl olmak {izere {e;, ..., e,_1} ortonormal bazini nasil secersek segelim 7(m,,_1)
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sabit ve 7(m,—1) = T — Ric(e;,) olacaktir. O halde 7 — Ric(e;) = 7 — Ric(eg) =
-+« =7 — Ric(e,) olur. Bu ise M nin Einstein uzay1 oldugunu gosterir.

Tersine M bir Einstein uzay ise M manifoldunun S(n—1) uzay: oldugu agiktir. [

Lemma 3.3.1. 2 < j < n — 2 tamsayse igin M bir S(j) uzay ise S(j + 1)

uzayudar [9).

Ispat. Oncelikle j = 3 0zel durumu i¢in iddianin dogrulugunu gosterelim.
M bir S(3) uzay: ise i3, T,M deki 3- diizlemin se¢iminden bagimsiz olarak bir

¢ sabitine egittir. Skalar egriligin tanimindan
Toza = Tizsa — Kig — Ki3 — Ky = ¢ (3.3.1)

dir. Diger taraftan M bir S(3) uzay1 oldugundan

K12 + K13 + K23 =C (332)
K13 + K14 + K34 =C (333)
K12 == K14 + K24 =C (334)

olup (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) taraf tarafa toplanirsa
Ko+ Kz + Kig + Koz + Koy + K34 + Ko + K3+ K4 = 3¢ (3.3.5)

olur. Buradan

Tig34 + K12 + K3 + Ky = 3¢ (3.3.6)

dir. (3.3.2) ile (3.3.6) den Ty234 = 2¢ elde edilir. Bu ise M nin S(4) uzay1 oldugunu
gosterir.

Genel durumda M bir S(j) uzay: ise
7'2._.]‘_;,_1 = Tl...j—i—l — K12 — K1j+1 =C (337)
dir. Diger taraftan (3.3.5) ye benzer olarak

(J—2)11. j+1 — Ko — Kyj41 = je (3.3.8)
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elde edilir. (3.3.7) ile (3.3.8) den

U= Drgen=(+1e
olup M bir S(j + 1) uzaydir. O

M bir S(n — 2) uzay1 ise Lemma 3.3.1. den S(n — 1) uzayidir. Ayrica Teorem
3.3.1. den M bir Einstein uzayidir. e,,_1, e,, bir p noktasinda herhangi bir ortonormal
iki vektor ve m,_o, T,M tanjant uzaymm e,_; ve e, dik olan (n — 2) boyutlu

altuzay1 olsun. Bu durumda
Tp = %(Ku—l-' A K+ Ko+ -+ Ko+ -+ Ky i+ 4 Ky 1+ K+ -+ K1)
oldugundan

T12.m—2 =T — Ric(e,—1) — Ric(e,) + K1, = ¢ (3.3.9)
yazilabilir. Burada ¢, m,_5 nin se¢iminden bagimsizdir. Bu ise M nin Riemannian

uzay formu oldugunu gosterir.

Tanim 3.3.4. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M min egrilik tensori her
XY, Z,W € I(TM) icin

R(X,Y,Z, W) =al(Y,Z)(X, W) — (X, Z)(Y,W)] (3.3.10)
+HO[(X, WHT(YV)T(Z2)— (X, Z)T(Y)T(W)+(Y, Z)T(X)T(W) = (Y, W)T(X)T(Z)]
sarting saglyor ise (M, g) yari(quasi)- sabit egrilikli Riemann manifoldu denir.
Burada a, b M vizerinde skalar fonksiyonlar ve T de

(X,P) =T(X) (3.3.11)

seklinde tanimily 1- formdur ve P ise T 1- formuna karsilik gelen birim vektor
alanadar.

Eger (3.3.10) saglanwyor ise bu durumda (]T/[/, g) konformal flat olur. Egerb = 0 ise
(M, g) sabit egrilikli uzaya indirgenir. Boylece yari(quasi)- sabit egrilikli uzaylar,

uzay formlarn bir genellestirilmesidir [11].
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Tanim 3.3.5. Bir non-flat Riemann manifoldu Ricci tensori, her X,Y € I'(T'M)
1$cin

S(X,Y) = Ric(X,Y) = a(X,Y) + bA(X)A(Y) (3.3.12)
sartiny saghyor ise (M,g) ya quasi-Einstein manifold denir, Burada a, b M

uzerinde skalar fonksiyonlar oyleki b # 0 ve A sifirdan farkl 1- form ve A(X) =

(X,U) dur, U birim vektér alanadur [12].

Eger b = 0 ise (M ,g) bir Einstein manifolduna indirgenir.
Kolayca gosterilebilirki  bir quasi-sabit egrilikli uzay bir quasi-Einstein
manifoldudur.
Bir (n+m)- boyutlu quasi-sabit egrilikli uzay (M , ) nin n- boyutlu altmanifoldu

M olsun. Bu durumda M nin egrilik tensorii R, (2.2.2), (2.2.3) ve (3.3.10) den

R(X,Y,Z,W) = al(Y, Z)(X, W) — (X, Z)(Y,W)] (3.3.13)
+ (X, WT(Y)T(Z) — (X, Z)T(Y)T(W)
+ Y, 2)T(X)T(W) — (Y, W)T(X)T(Z)

+9(a(X,W),0(Y, Z)) = g(o(X, Z),0(Y,W))]
olarak yazilir.

Tanim 3.3.6. (]\A/[/, g) bir Riemann manifold olsun. M mn Riemann egrilik tensori

R, her XY, Z,W € D(TM) icin

R(X,Y,Z, W) =c{(X, WYY, Z) — (X, Z){Y,W)} (3.3.14)
+d[(X,W)B(Y,Z) — (X, Z)B(Y,W)

+ B(X, W)Y, Z) — B(X, Z){Y,W)}

sartiny saglyor ise M ya nearly quasi sabit egrilikli uzay denir, burada c ve d, M
uzerinde skalar fonksiyonlar ve B, (0,2)- tipinde simetrik tensor alamdur. Eger ¢

sabit ve d = 0 ise bu durumda M reel uzay formu olur.

40



Bir nearly quasi-sabit egrilikle uzaywn Ricci egriligi
Ric(X,Y) = ¢(X,Y) + d(X,Y)

sartina saglar ve (]TJ/, g) bir nearly quasi-Einstein manifoldudur [13].

3.4 Riemann Altmanifoldlar: Uzerinde Temel Esitsizlikler

Bu alt boliimde bir m- boyutlu (M ,g) Riemann manifoldunun n- boyutlu
(M, g) altmanifoldu tizerinde temel esitsizlikleri kurulacak ve altmanifoldlarla
ilgili
karekterizasyonlar elde edilecektir.

Gauss'un (2.2.5) denkleminden

R(Gz‘;ejaej,@i) = R(ei, e, €5, e;) + (o(e, e:),0(es,e5)) — (o(es, ej)70(6i7€j)>

oldugundan
Kij = K;j + Z (05055 — (Uz‘rj)Q) (3.4.1)
r=n+1
dir. Ayrica
27() = 27(T,M) + n*||H|* — [|o]* (3.4.2)
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elde edilir.
Simdi n = 3 i¢in

3

ol =D (oleie;), olei e)))

= (o(e1,€5),0(e1,€;)) + (o(e2,€), o€z, €5)) + (o(es, €5), 0(es, €5))
= (o(e1,e1),0(e1,e1)) + (o(e1,ea),0(e1,e2)) + (o(e1, e3),o(eq, e3))

+ (o

—~

e2,¢e1),0(ea,e1)) + (o(e2, €2),0(e2, €2)) + (o(ea, €3), 0(e2,€3))

2 2

{(UL + 059 + ng)
1

- 2(‘7{1‘7& + 072"203;3) + 2(‘7{2)

NE

‘s

+(

+

n

3)" + (055)")}

R)
==

1 'S ' T 1 T v T T 'S 'S 'S
{§<‘711 + Oy + ‘733>2 F 5(‘711 — O+ ‘733)2 - 2(‘711‘722 + ‘722‘733)

NE

n+1

+2((072)” + (013)" + (0%)")}

1 - 1 T T T T T
= §n2HHH2 + Z {5(‘711 — 0%y — 053)° — 205,05
r=n+1

+2(07,)? + 2(073)* + 2(023)*}

T

elde edilir. n = 3 6zel haline benzer yolla

||O-H2 Z { 011 022 +0—:m 2+ Z 22 z] _2 Z 0-:1 Ojj

r=n-+1 r=n+1 i<j 2<i<j<n
m
”UH2 Z {(oly +o5+ - +0 )2‘1‘(071“1 — 09 — “'+07Tm)2+2 Z Z(U;’)?
r=n+1 r=n+1 i<j

—2 Z Z 0350

r=n+12<i<j<n

dir. buradan

m

1 1 r r r
loll? = 5n? | HIP + 5 D (0h =05 = = a7,)’ (3.4.3)
r=n+1
2Y Y2y Y - @)
r=n+1 j=2 r=n+12<i<j<n

elde edilir [14].
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Teorem 3.4.1. (M, g), m- boyutlu bir Riemann manifoldu ve (M, g), n- boyutlu
Riemann altmanifoldu olsun. Bu durumda;
a) X € T, M igin

Ric(X) < in2HHH2 4 Rier, u(X) (3.4.4)
dir, burada ﬁ\i]chM(X), X e Tle de M nin n- Ricci egriligidir.
b) X € TyM igin (3.4.4) un esitlik durumunun saglanmas igin gerek ve yeter

sart
o(X,Y)=0 YeT,M, Y1X,

(3.4.5)
olmasidar.
c) (3.4.4) un esitlik durumunun saglanmasu i¢in gerek ve yeter sart, ya p noktas
total geodezik noktadir ya da n = 2 ve p total umbilik noktadar.

Ispat. (3.2.2) esitliginde ||o||? nin (3.2.3) deki ifadesi yerine yazilirsa

m

1 = 1 r r r
TN HIP = 7(p) = F(T,M) + 4 N (oh — oy — =) (3.4.6)
r=n+1
D IDICHEED DD WRCTNCH!
r=n+1 j=2 r=n+12<i<j<n

yazilabilir. Ayrica (3.2.1) den K;; = KU + Z

r=n-+1

> (ohoy;, — (07))) = Y Kiy— Ky (3.4.7)
r=n+12<

2<i<j<n 2<i<j<n

O j] ( Ij)Q) Olup

dir. Burada

Z K = — Ric(ey) ve Z RZCTM(el)

2<i<j<n 2<i<j<n

oldugundan (3.4.6) ve (3.4.7) kullamlarak

Ric(er) = 2||HH2 + Ricgr(er) — Y. Y (01;)?
r=n+1 j=2
1 - r r r \2 3 4 8
_12(011_0’22_..'_0717») ()
r=n+1
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elde edilir. X € Tle icin ey = X yazilarak (3.4.4) esitsizliginin saglandig
goriliir.
Kabul edelim ki e; = X olsun. (3.4.8) esitliginden (3.4.4) esitligi saglanir gerek

ve yeter kosul

olp=-=01,=0,0],=0p=---=0, re{n+1,...,m} (3.4.9)

dir.
n=|Hp)| =0l +0y+... .40, =20
olur. Bu ise (3.4.4) ifadesine denktir ve béylece (b) ispatlanmig olur.

Kabul edelim ki her X € T, M icin (3.4.4) nmn esitlik durumu (3.4.5) den, r €

{n+1,...,m} icin

o;; =0, 1 #7. (3.4.10)
olur, buradan
20, =0, +ohy+...+on, i€{l,...,n} (3.4.11)
elde edilir. (3.4.11) den 207, = 20}, = --- = 20}, = n(o], = by = -+ = o)
olur ve buradan
(n—2)(07; =05 = -+ =07,
yazilabilir. Bu nedenle ya o}, = 05y = -+ = 0], = 0 ya da n = 2 dir. Eger
oy =0by=---=o0 1ise (3.4.11) den her i € {1,...,n} i¢gin ¢, = 0 dir. Bununla

birlikte (3.4.10) den her 7, j € {1,...,n} i¢in of; = 0 olur ki p bir total geodezik
noktadir. Eger n = 2 ise (3.4.11) den o}, = 0}, = (0}, + 05,) olur. Béylece p bir

total umbulik noktadar. ]

Sonug 3.4.1. M, bir Riemann manifoldunun n- boyutlu bir altmanifoldu olsun.
X e Tle icin, asagidaki t¢ durumdan ikist digerini gerektirir.

a) X, Teorem 3.4.1 deki (3.4.4) nman egitlik durumunu saglar.

b) H(p) =0 dur.

c) X € N, dir [15].
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Teorem 3.4.2. & : M™ — R™ Riemann manifoldundan R™(c) Riemann uzay
formuna bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda
(a) |H||?> =< H,H > ortalama egriliginin normunun karesi ve her bir birim

vektor X € T,M"™ i¢in Ric(X), X de M™ nin Ricci egriligi olmak tzere
2o 4
IH @) = —S{Rie(X) = (n = )} (3.4.12)

dar.

(b) H(p) = 0 ise p noktasindaki birim tanjant vektori igin (3.4.12) de esitlik
saglanar gerek ve yeter kosul X vektori , p de N, kismi null uzayinda yatar.

(¢) p noktasindaki tiim birim X vektorleri icin (3.4.12) de esitlik saglanar gerek

ve yeter kosul ya p total geodezik noktadir veya n = 2 ve p total umbilik noktadwr

[14]

ispat. X € T,M", pnoktasinda birim tanjant vektor olsun. e; = X ve {ey, ..., e,}
p noktasinda M™ ye teget olacak sekilde bir {es, ..., e, €ni1,. .., €y} ortonormal

baz1 secelim. Teorem 3.4.1 den
1 __
Ric(X) < Zn2||H||2 + Ricr,u(X)
olup R™(c) uzay formunun Ricci egriligi (n — 1)c¢ oldugundan
oo 4 p
HHD)I" 2 —{Ric(X) = (n = 1)c}

elde edilir. Boylece (a) ispatlanir.

(3.4.8) den (3.4.12) de esitlik saglanir gerek ve yeter kogul

olg=-=0p=0veo], =05 =-=0,, r=n+1...,m (3.4.13)

nn’

dir. H(p) = 0 ise (3.4.8) den X = ey, p noktasinda kismi null uzayinda yatar.
Tersine X = e, p noktasinin kismi null uzayinda ise H(p) = 0 dir. Boylece (b)

ispatlanir.
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Simdi kabul edelim ki p noktasindaki tiim birim tanjant vektorleri tarafindan

(3.4.7) deki esitlik saglansin. Bu durumda her r =n+1,...,m igin
0;; =0, i#] (3.4.14)
o+ +o,—204...,1n (3.4.15)
dir.
(3.4.14) ve (3.4.15) durumunun saglanmasi p nin bir total geodezik noktas: oldugunu

veya n = 2 ve p nin bir total umbilik nokta oldugunu gésterir. Boylece (c)

ispatlanir. Il

Sonug 3.4.2. ¢ : M™ — E™, M" Riemann manifoldundan E™ Oklidyen m-

uzayina bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda X € Tle 1¢in
2 4 -
IH®)|" = —5maz{ Ric(X)}
dir [14].
ispat. Teorem 3.4.2 den
oo 4 p
HH )" = —5{Ric(X) = (n = 1)c}
olup E™ ¢klid uzaymin Ricci egriligi sifir oldugundan
2 4 -
IH P = —5maz{Ric(X)}
elde edilir. O

Bir Oklidyen m- uzay1 i¢indeki, bir n- boyutlu manifoldunun bir immersiyonu
X : M"™ — E™ i¢in Beltramy formiilii AX = —nH dir. Bu yiizden M minimaldir
ancak ve ancak M kompakt degildir. k koordinat fonksiyonlari, M iizerindeki
indirgenmis metrige gore harmonik fonksiyonlardir. Eger X : M"™ — E™ bir
minimal bir immersiyon ise, M kompakt degildir.
Teoremden eger M bir Oklidyen uzaymm bir minimal altmanifolduysa, M nin

Ricci tensorii, negatif semi-definittir.
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Ornek 3.4.1. N ', bir sklidyen (m — 1)- uzay E™ Vin, (n — 1) boyutlu bir
minimal altmanifoldu olsun. Carpym altmanifoldu, M™ = N ' x E', Ric = 0

wein saglandiginda E™ nin bir minimal altmanifoldudur.

3.5 Quasi-Sabit Egrilikli ve Nearly Quasi-Sabit Egrilikli

Uzaylarin Altmanifoldlar: Uzerinde Esitsizlikler

Bu alt boliimde sabit egrilikli, quasi-sabit egrilikli ve nearly quasi sabit egrilikli

uzaylarin altmanifoldlar1 iizerinde temel egitsizlikler verilecektir.

Teorem 3.5.1. (]TJ, 9), (m+ n)- boyutlu quasi-sabit egrilikli Riemann manifod

ve M de n- boyutlu (n > 3) bir altmanifold olsun.

n2

om(z) < (n— 2)[m

IH|* + (n+1) g] +0[(n = )| PT* = [1P[] (3.5.1)

dir. Burada, 7™, T, M nin bir 2- dizlem kesitidir ve x € M dir. Bir x € M
noktasinda esitsizliginin, (3.5.1) daki egitlik durumu saglanir, ancak ve ancak,
burada T,M nin {ey,es,...,e,} seklinde bir ortonormal baz ve T::M nin
{€nt1, -y €nim} seklindeki bir ortonormal baz vardwr, oyleki x in, N deki M

nin sekil operatorlert,

a 0 0 0
0 b 0 0
A5n+1: OOIU/ 0 P a_‘_b:,u/

0 0 O "

hyy hi, 0 ... 0

hiy —hi; 0 ... 0

A =10 0 0 ...01], 2<i<m
0 0 0 . 0
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Burada hj; = g(h(ei,ej),e.), 1 <i,j<nwven+1<r<n+m dir [37].

ispat. x € M ve T, M ve T:ClM nin sirastyla ortonormal bazlari {ey,es, ... e,}

ve {€nt1, -, €nym} oOlsun.

X=W=¢;,Y =7 = e icin,
a+0b[g(P",e;)* + g(P",e)*] = Rles, ej, €5, €:)

+g(h(ei, e;), hiei, ;) — g(h(ei, €:), h(ej, e;5))
. oldugu gortiliir.

1 <4, 7 < nicin toplam ile, iistteki esitlikten
27 + 7||h|]* — n?||H||* = 2b(n — 1)||PT||* + (n® — n)a (3.5.2)

sonucuna varilir.

Burada,;
IRI* =Y g(hles e5), hleie;)
ig=1
dir.
2
-2
cgp : JIHI? = (2 = n)a — 2b(n — 1) P7? (3.5.3)
aliirsa,
(3.5.2) ve (3.5.3) den
n?[H|* = (n = D(|R]* +¢) (3.5.4)

elde edilir.
re M, CT,M,boyr =2, 7 = Sp{ey, ex} alahm.

€yl = HHII ve (3.5.4) esitlikten

n n n+m
QR =(=1( >
i=1 i,j=1r=n+1
elde edilir veya buna egdeger olarak,
n n  nt+m
O h?=(n—1) {Z (P24 (R + Y Y (hy)? 42} (35.5)
=1 1#£] i,j=1 r=n+2
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elde edilir. Lemma 2.2.1. kullamlirsa, (3.5.5) den

n n+m

+1pn+1 +1
o = Y05 Y S
1] i,j=1r=n+2

elde edilir.

X =W =e1,Y =7 = ey i¢cin Gauss denklemi,
K(m) = R(ey,eq,69,e1) =a+ b[g(PT, 61)2 + g(PT, 62)2]

Ejhh%Q (h7,)?]

n

> a+blg(PT,e1)? + g(PT,e5)% + ;[Z BEEE Y D (h

i#] i=j=

n+m n+m

+ Z hithg, — Z (hio)? =a+ b[g(PTael)Q + g(PT,e2

r=n+2 r=n-+1
n+m n+m

te (3.5.6)

n+m
1r=n+2
)?]

n+m

+%Z hh)? Z > (hp) + a—l— > bk, = > (h,)?

1#£] i=j=1r=n+2 r=n+2

r=n+1

n+m

=a+b[g(P",e1)* + g(P",e2)’] + = Zh”“ Z S (g

z;éj T
n+m 1
+ - Z (R5y + R5y)* + ) (A2 + ()] + 5€
r=n-+2 7>2
2a+mmpiqf+gwﬁ@gﬂ+§

esitligini verir.

Bu da

K(r) 2 a+blg(PT,e)* + g(PT,e2)*) +

oldugunu gosterir. Ayrica
g(PT7 61)2 + g(PTa 62)2 = ||P7T||2

dir.
(3.5.3) kullanildiginda, (3.5.7) den

2(n—1)

elde edilir. Bu ise iddianin kendisidir.

K(r)>1—(n—-2)] 5

49

H|? + (n = 1)2] + b[|| P2 1> -

n+214,,j>2
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Sonug 3.5.1. Teorem 3.5.1. deki gibi aynt kabuller altinda, eger P, M ye teget

1se
2

(@) < (1= Dlge— IHIP + (+ D3]+ {00 = 1) = | Pl

olur. Eger P, M ye normal ise

2

u(@) < (=250

J—

a
[P+ (1)
olur.

Teorem 3.5.2. (M,3), (m + n)- boyutlu quasi-sabit egrilikli Riemann manifod
ve M de n- boyutlu (n > 3) bir altmanifold olsun. O halde,

2T

H|I?P> ——
L

2b

—a— —||P"|? 3.5.8

a——|P" (3.5.8)
dir [37].

ispat. x € M ve{ey,es,...,e,} T, M bir ortonormal bazi olsun. (3.5.2) bagmtisi;

n?||H||* = 27 + ||h]]* — (n* — n)a — 2b(n — 1)HPTH2 (3.5.9)
ile esdegerdir.
x € M noktasinda e, = II_ZIH olmak tizere {ey, ..., €n, €ni1y .-, Entm  Ortonormal

bazini alahm. Bu durumda A sekil operatoriini kogegenlestirilmisi,

€n+1

aq 0 ... 0
0 a ... 0

Ae'n+1 = ’ 9 (3510)
0 0 an,

seklini alir.

Ae, = (ol), i,j=1,...,n; r=n+2,....n+m, izA, =0 (3.5.11)

ij

oldugundan (3.5.9) dan,

n n+m n
P HIP =20+ a2+ > ) (07)? = n(n —1)a—2b(n— 1) PT|]* (3.5.12)
=1 r=n+2 j=1
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elde edilir. Ayrica

OSZ(ai—aj)Qz (n—l)Za?—QZaiaj

i<j
oldugundan,
n?||H||* = (Zai)222a?+22aiaj gnZa? (3.5.13)
i=1 i=1 i<j i=1

denklemini elde ederiz.

Bu da
> af > n|H|]?
i=1

olmasi demektir.

(3.5.12) den
7’L2||HH2 > 27 + nHHH2 —n(n—1)a — 2b(n — I)HPTH2

esitsizligine sahip oluruz veya buna esdeger olarak

27 2b
e p— | = 3.5.14
== 2P| (3.5.14)

yazabiliriz. Buda teoremi ispatlar. O

1H|* >

Sonuc¢ 3.5.2. Teorem 3.5.2. deki gibi ayni varsayimlar altinda, eger P, M ye
teget ise;
2T 2b

Hp?P> " __,_2
I1H | ) A

olur [37].

Lemma 3.5.1. M m- boyutlu bir nearly quasi- sabit egrilikli manifold, M de n-
boyutlu bir altmanifold olsun. {ey, ..., e,}, T,M tanjant uzayinin bir ortonormal

baz ve e, de, TPLM normal uzaywn {e,.1,...,en} ortonormal bazna ait bir

vektor olsun. O halde

K;j = c+ d{B(e;,e;) + Blej,ej) } (3.5.15)
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Ricr,n(e;) = (n = D)e+ diz(Bly) + (n — 2)dB(e;, ¢;) (3.5.16)

ve

F(T,M) = gnn — 2)c -+ (n— Vdiz(Bl) (3.5.17)
olur [35].

Ispat. (3.5.2) den (3.5.10) denklemi bulunur. /}?z'/c(TpM)(ei) = 0 IN(Z»J» kullanilhirsa
(3.5.15) den (3.5.16) y1 elde ederiz. Sonra 27 (T,M) = > 7", /R\iE(TpM)(ei) kullanilirsa

(3.5.16) dan (3.5.17) yi elde ederiz. O

Simdi, nearly quasi-sabit egrilikli bir manifoldun Chen Ricci esitsizliklerini

bulalim.

Teorem 3.5.3. M m- boyutlu bir nearly quasi- sabit egrilikli manifold, M de n-
boyutlu bir altmanifold olsun. Boylece asagidaki ifadeler saglanar.

a) Eger X € Ty M ise,
1
Ric(X) < 1—1712||HH2 +(n—1De+d(iz(Bly) + (n—2)B(X, X)) (3.5.18)

olur [35].

b) Eger H(P) = 0 ise, X € Ty M (3.5.18) mn esitlik durumunu saglar ancak ve
ancak X € N, dir.

¢) (3.5.18) man esitlik durumu VX € T)M igin saglanar ancak ve ancak ya p bir

total geodezik noktadir ya da n = 2 ve p bir total umbulik noktadur [35].

Ispat. Lemma 3.5.1. deki Chen Rici esitsizligi olan (3.5.16) kullanilarak (3.5.18)
esitsizligi bulunur. Ispatin geri kalan kismi ise Teorem 3.4.2 nin ispatina benzer

sekilde yapilir. ]
(3.5.18) de B = A® A kullamlirsa, agagidaki sonug bulunur.

Sonug 3.5.3. M m- boyutlu bir quasi- sabit egrilikli manifold, M de n- boyutlu

bir altmanifold olsun. Boylece asaqidaki ifadeler saglanar.
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a) Eger X € Ty M ise,
Ric(X) < inZHHHQ +(n— e+ d(i2(A® A) + (n— DAX)AX))  (3.5.19)

olur.

b) Eger H(P) = 0 ise, X € Ty M (3.5.19) nin esitlik durumunu saglar ancak ve
ancak X € N, dir.

¢) (3.5.19) nin esitlik durumu VX € T} M i¢in saglanar ancak ve ancak ya p bir
total geodezik noktadir ya da n = 2 ve p bir total umbulik noktadur.

(3.5.18) de, d = 0 alimirsa, reel bir uzay formunun altmanifoldlary i¢in, Teorem

3.4.2 elde edilir.

Teorem 3.5.4. Bir Riemann manifoldun n- boyutlu bir M altmanifoldu i¢in
™(p) < |H|? + Tn(T,M) (3.5.20)

dir. Burada Ty, M nin p deki normalize skalar egriligidir ve T (1,M), M ambient
manifoldundaki T,M nin normalize skalar egriligini gdsterir. (3.5.20) teki esitlik

ancak ve ancak p total bir umbilik nokta iken saglanur [35].

Teorem 3.5.5. M nearly quasi sabit egrilikli manifoldunun, n- boyutlu bir altmanifoldu

i¢in, herhangt bir p € M noktasinda

7(p) < n(nT_UHHH? + %n(n — e+ (n—1)d iz(B|y) (3.5.21)
() < I + ¢+ 2d i2(Blu) (3522)

esitsizlikleri vardir ancak ve ancak p total umbilik bir noktadur [35].
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4. KOMPLEKS UZAY FORMLARININ
ALTMANIFOLDLARI UZERINDE

ESITSIZLIKLER

Bu boliimde kompleks uzay formlarinin ve genellestirilmis kompleks uzay
formlarin altmanifoldlar1 {izerinde egitsizlikler kurularak altmanifoldlarin

karekterizasyonlari ile ilgili teoremler ve sonuglar verildi.

4.1 Kompleks Uzay Formlarin Altmanifoldlari Uzerinde
Esitsizlikler
Teorem 4.1.1. M(Zlc) kompleks m- boyutlu kompleks uzay form ve M de n-

boyutlu altmanifoldu olsun. Bu durumda

i) Her X € T, M igin
n? 2 3 2
Ric(X) < (n—l)c—kZHHH —|—§c||PX|| (4.1.1)

dar.

ii) Eger H(p) = 0 ise p noktasinda bir X tanjant vektdori egitlik durumunu saglar
ancak ve ancak X € N, dir.

ii1) Her X € Tle 1¢in egitlik durumu saglanar ancak ve ancak p bir total geodezik

noktadir veya n = 2 ve p bir total umbilik noktadwr [38].

Ispat. X € Tle olsun. e; = X olmak tizere 7, M nin bir {ey, ..., e,} ortonormal

bazini segelim. (2.2.5) denkleminden

n?|H||* = 27 + ||o]|* — ¢[n(n — 1) + 3||P||*] (4.1.2)
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elde edilir. (4.1.2) den

2m
WIH|* =274+ > [(07)* + (05, + -+ 07,.)7] (4.1.3)
r=n-+1
+2Z Oj _22 Z au ]] TL—1>+3||P||]
1<J r=n+12<i<j<n
2m
1 r r o\2 r r r o\2
:27+§ (011 + +0p,)" + (01 — 039 — - — 07,.)°]
r=n+1
2m 2m
T2 D)= 3 D die
r=n+1 i<j r=n+12<i<j<n

—c[n(n — 1) + 3|| P

elde edilir. (2.2.5) denkleminden

2m

Kij= Y [oho}; — (05)"] + c[3g°(es, Jej)] (4.1.4)

r=n-+1

oldugundan toplam alinirsa

Z Kij = Z Z G J] )2] (4.1.5)

2<i<j<n r=n+12<i<j<n

(n—1)(n—-2) 3¢ 9
02 e

+ — || Pes]?)

elde edilir. (4.1.5) i (4.1.3) de yerine yazarsak

2m
1
2| 772 2| 17112 2
n”||H]| >27'+§n |H|* + 2 E E (01;) (4.1.6)

r=n+1 J=2

~2 Y Ky~ ln—1)(n—-2)—n(n—1)c— 3c| Pe,|*

2<i<j<n

olur. Buradan ise

1

§n2|\HH2 > 2Ric(X) — (n — 1)c — 3c|| PX||? (4.1.7)
sonucuna ulagihr bu (i) nin ispatidir.

(ii) H(p) = 0 olsun. (4.1.1) da esitligin saglanmas i¢in gerek ve yeter sart

(4.1.8)
011 =09+ + 0, re{n+1,...,2m}
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dir. Bu durumda o7, =0, j € {1,...,n}, r € {n+1,...,2m} dir. Buise X € N,
olmas1 demektir.

(iii) Her X € T, le igin esitlik durumu saglanir ancak ve ancak

ol =0 iZ5, re{n+1,...,2m
! { J (4.1.9)

o+ ton, —200=0, ie{l,...,n}, re{n+1,...,2m}
dir. Burada iki farkli durum vardir:

a) n # 2, bu durumda p bir total geodezik noktadir.

b) n = 2 ve p bir total umbilik noktadir. Bu durumun tersinin ispati agikardir. [J

Teorem 4.1.2. M, holomorfik kesit egriligi 4c olan bir kompleks uzay form ]T/[/(4c)

nin n- boyutlu altmanifoldu olsun. Bu durumda

27 3c|| P|I?

1H1° > n(n —1) ¢ n(n —1)

(4.1.10)
dir [38].

Ispat. p € M ve {e1,...,en}, T,M nin bir ortonormal baz olsun. (2.2.5) denkleminde

X =7 =¢;, Y =W = e; alinir ve toplam alinirsa
n’|H|> = 27 + ||h|* = c[n(n — 1) + 3| P||?] (4.1.11)

elde edilir. p € M noktasinda TpJT/[/ nin, e, 1 vektori ortalama egrilik vektorii H (p)

ye paralel olacak sekilde (e, 11 = H_gH) {€1,...,€ny€nit,--.,Ey,} ortonormal bazim

segelim ve diyagonellestirilmig sekil operatori A1

ag 0 -0

0 a -+ 0
Ay = (4.1.12)

seklinde ifade edilir. Ayrica,

v

Ao, =lof] i j=1,..m r=n+2,...2m; [2A, => o}, =0 (4.1.13)
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olur. (4.1.11) den

2||H||2—27—I—Za + Z Z o) —cln(n—1) +3||P|*]  (41.14)

r=n+21,5=1

elde edilir. Ayrica

n

O<Zaz+a] (n—1 Zaz+22aaj
i=1

1<j 1<J
oldugundan
n?||H||* = Zal Z (a;) —|—22a a; Snz (a;)? (4.1.15)
i=1 = 1<j

olur. Buradan ise (4.1.14) den
n*||H|* = 27 + nl|H|* - c[n(n — 1) + 3| P||"]

veya buna egdeger olan (4.1.10) elde edilir ve ispat tamamlanir.

Bu teoremden #- slant altmanifoldlar i¢in agagidaki sonug elde edilir. O

Sonug 4.1.1. M, kompleks uzay form M(Zlc) nin n- boyutlu 0- slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda

i) Her X € T,M i¢in
n2
Ric(X) < (n—1)c+ ZHHHQ + 3cos? 0

dar.

ii) Eger H(p) = 0 ise p noktasinda bir birim tanjant vektor alana egitlik durumunu
saglar ancak ve ancak X € N, dir.

iii) Her X € TI}M wein esitlik durumu saglanir ancak ve ancak ya p total bir

geodezik noktadir veya n = 2 ve p bir total umbilik noktadar.

Tanim 4.1.1. M bir Kachler manifold ve M de M man bir Lagrangian altmanifoldu

olsun. Eger M nin ikinci temel formu o, bir ortonormal baz {e1, ..., e,} i¢in

o(er,e1) = Mey = Aej, o(eg,e2) =+ ,0(en, e,) = pJey = pej
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o(er,e;) = pnte;, olejex) =0, j#k, jyk=2,....n

sartine saghyor ise M ye Lagrangian H- umbilik altmanifold denir, burada A ve u

reel saylardur ve X ve p nin durumu alinan ortonormal bazlara gore degisir [39].

Teorem 4.1.3. M, bir kompleks uzay form M(Zlc) nin n- boyutlu (n > 2) bir

Lagrangian altmanifoldu olsun. Bu durumda X € Tle 1$¢cin
Rie(X) < (n— 1)(c+ %HHHZ) (4.1.16)

dir. FEsitlik durumunun p noktasinda saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ya p total

geodezik noktadir veya n = 2 ve p, A = 3p ile H- umbilik noktadwr [39)].

ispat. p, M de bir nokta ve X € TPLM olsun. e; = X olacak sekilde T}, M nin bir
ortonormal bazi {ey, ..., e,} ve {Je1,..., Je,} de T;"M nin bir ortonormal baz

olsun. (2.2.5) Gauss denkleminden

R(ebej?el:ej) = R(ehej?el:ej) - <U(617 61>U(ej7€j>>

+{a(er,¢5)a(ers ¢5))

veya

n

é(‘elae]'aelaej):R<€176j7€17€j Z Ull Ulj)2)7 j:27-~'7n
r=1
elde edilir. M nin holomorfik 4c- kesit egrilikli oldugu gozoniine alinirsa ve j =

2,...,n toplam alinirsa

n n

(n— 1)4 = Ric(X) =Y Y (oh10}, = (01,))

r=1 j=2

elde edilir. Bu son denklemden ise

Ric(X) — (n — 1 Z Z 0110 ‘71]‘)2)

r=1 j=2

n o n n n ‘
<22 o= ) (01)" = ) (o)

r=1 j=2 j=2 j=2
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elde edilir. o), = oy, oldugu gozoniine alinirsa

‘ c n n . . n ) n
Ric(X) = (n—1)7 = > (ohol =D (eh)? =D (o) (4.1.17)
r=1 j=2 =2 j=2
olarak yazabiliriz. Simdi
f1(0%1a052a~-7071m) :0%1 Ujl‘j - (Ujl‘j)Q
j=2 =2
fr(o71, 059, ..., 00,) = 074 O-;j_(o-;l)Q
j=2
diyelim. M nin ortalama egriligi
H= lia(ei,ei) = li[—ﬁjei = liiaﬂ]e?ﬂ
Cr— i | g 4

oldugu gozoniine alinirsa

1 1 1 1
nH :O—ll+0_22+"'+0_

nn

elde edilir. Lemma 2.2.3 in uygulanmasiyla

n—1
4n

2:n(n—1)

(nH") 1

(H)? (4.1.18)

fl(o-%lao-%% oo 70711n) <

elde edilir. Benzer gekilde Lemma 2.2.4 iin uygulanmasiyla 2 < r < n igin

r r r 1 r n’ r n(n—1
fr(o11, 05, 00y) < g(nH )P = —(H")* < ¥

H")? 4.1.19
g o)t (4119)

elde edilir. (4.1.17), (4.1.18) ve (4.1.19) dan

Ric(x) - "L < 01 i(H’")? =2y e
sonucuna ulagilir ve bu ise (4.1.16) esitsizliginin elde edilmesi demektir.

Simdi kabul edelimki n > 3 ve bir X € T} M i¢in (4.1.16) esitsizliginin esitlik
durumu saglansin. Buna gore (4.1.19) dan r > 2 i¢gin H" = 0 olur veya bu

ortalama egrilik vektorii Je,’ e paralel olur. Lemma 2.2.4 ve bu durum gozoniine

alimirsa her j > 2 igin,



elde edilir. (4.1.17) den oj, = 0 matrisi, o1, = (n + 1)a ve 0j; = a, Vj > 2 ile
diagonaldir, burada a = HTI dir.

(4.1.17) de Ric(X) = Ric(ey) de yaptigimiz gibi Ric(ey) yi hesaplarsak, egitsizligin
egitlik durumunda oj; = O']2~T =0, r#2, j#2, r#j,elde edilir. Esitlik durumu

ve Lemma 2.2.3 den

2 2
ST ) _H _
== = =0
n+1

oldugu sonucuna variriz. Her X € T le i¢in esitlik saglandigindan bu durum o7,

matrisi i¢in de gegerlidir. Sonug olarak Jgj = ag = % =0, 7 > 3, elde edilir.
Ayrica (ajz-k) matrisinin sifirdan farkl sadece iki bileseni vardir ve bunlar
1

7 R A
O-lT_O-'rl_o-'r'r__7T23

2
dir.
Simdi Ric(ey) yi agagidaki sekilde hesaplayalim.

R(es, ej,€3,€5) = R(eq, €j,e3,€;) — (0(ez, €2),0(ej,€;))
+ (o (e, €5), (€2, ¢5))
oldugundan

~ 1
R(62>€j’ 627€j) = R(e2>€ja 627€j) - 77 ] >3 (4120)

elde edilir.

R(eg,el, 62761) = R(€2,€1, 62761) - <0(€2>€2)70(617€1)> + (0(62, 61),0(62761»

oldugundan
~ HY H!
R(ez, e1,€2,€1) = R(ez, €1, €2,€1) — (n+ 1)(7)2 + (7)2 (4.1.21)
elde edilir. (4.1.20) ve (4.1.21) den
, n—1)c H! H! H!
Rie(es) ~ "2 — (g o (e gLy
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— 2 - (L2

sonucuna variriz. Diger taraftan esitlik kabuliinden

Hl

Ric(es) — D¢ 2 MO gy (e
bu son iki egitlikten
nln— 1)) = 2(n — 1)(7)?

ifadesine sahip oluruz. n # 1 oldugundan ya H' = 0 veya n = 2 dir.
Eger H' = 0 ise (h;k) lerin tamamu sifirdir ve p bir total geodezik noktadir. Eger
3H!

n = 2 ise bu durumda, A = 3y = 25— olmak tizere

o(er,e1) = Ae, a(ey, e2) = pJey

o(er,es) = NJey = pJey

dir ve bu ise p nin total umbilik nokta olmasi demektir. Il
Bu teoremden asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.1.2. Bir M (¢) kompleks uzay formun n- boyutlu Lagrangian altmanifoldu
M (n > 2) olsun.
Eger herhangi bir X € TSM, p € M, igin

n—1
4

Ric(X) = (c+nl H[?)

esitligi saglamyor ise bu durumda ya M total geodezik veya n = 2 ve M, H-

umbilik noktadur [39)].

4.2 Genellestirilmis Kompleks Uzay Formlarin
Altmanifoldlar1 Uzerinde Chen Esitsizlikleri

Chen-Ricci Esitsizligi

M, M (f1, f2) genellegtirilmig kompleks uzay formunun n-boyutlu bir altmanifoldu
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olsun. Bu durumda Gauss denkleminden
RX,Y,Z W)= fi{(Y,Z) (X, W)X, Z))Y,W)}

+fo{(X, PZ)(PY,W)—(Y,PZ){(PX,W)2(X, PYY(PZ W)}

dir [10]. Buradan X € T, M i¢in

Ricr,u(X) = ZR()Q €j, €, X) = Zfﬂ(XaX)(@j»@j) — (X, ej)(e;, X)}

+ fo{(X, Pej)(Pej, X) — (ej, Pej)(PX, X) + 2(X, Pe;){(Pe;j, X)}

n

olur. Burada || P||* = Z (ej, Pe;)? oldugu goz dniine alinirsa
ij=1

—_—

Ricr,u(X) = (n— 1) f1 4+ 3f2|| PX||? (4.2.1)

elde edilir.
Eger M, M hemen hemen Hermityen manifoldun bir generik altmanifoldu,
X € TM icin UL U°,UM,... , UM sirasiyla TM nin D', D° D> ... D>

distribiisyonlarina tagiyan ortagonal projeksiyon operatorleri olmak tizere
X=UX+UX+UMX +-.- 4+ UMX
olsun. P2X + \2X = 0 oldugundan
P2X =U'X = A (UMX) — - = N (UM*X)
olup

IPX|? = (PX,PX) = —(P°X,X)= ) XN|UX]|] (4.2.2)
/\E{l,)\l ..... )\k}
olur. Aynca M , f-Slant altmanifold ise D' = D° = {O}, k = 1 dir. Bu durumda
VX € T,M vektorii i¢in

|PX||* = cos® 0
dir [21].
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Teorem 4.2.1. M, bir Riemann manifoldunun n-boyutlu altmanifoldu olsun. Bu

durumda

(a) X € T) M igin
1 —
Ric(X) < Zn2||H||2 + Ric(r, ) (X) (4.2.3)

dwr oyleki burada /}—E\iE(TpM) (X), X € Tle de M nin n- Ricci egriligidar.

(b) X € Ty M igin (4.2.3) mn esitlik durumu saglanmas: i¢in gerek ve yeter kosul

o(X,Y)=0 YeT,M, YLX, XeT!M, (12.4)

o(X,X) = 5H(p)

olmasidar.
(c) (4.2.3) de esitlik durumu her X € Tle icin saglamir gerek ve yeter kosul ya

p, M nin total geodezik noktasidir veya n = 2 ve p, M nin total umbilik noktasidur

Teorem 4.2.2. Mnin n-boyutlu bir altmanifoldu M ve X € Tle olsun.

Asagqidaki tablodaki egitsizlikler saglanar.
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Manifold | Altmanifold | Esitsizlik
(1) | M (f1, f2) Rie(X) < {n?||H|? + (n — 1) f + 35| PX |
(2) | M (fi, f>) | Generik Rie(X) < {n?||H|[? + (n = 1) fy

+3f Y NUAXP?

Ae{l,A1,.., Ak}

(3) | M (fi, fo) | 0-slant Ric(X) < 12| H|)? + (n — 1) fi + 3f2 cos® 6
(4) | M (fi, f2) | anti-invaryant | Rie(X) < :n?|H|* + (n — 1) f,
(5) | M (f1, fo) | invaryant Ric(X) < n?|H|? + (n — 1) f + 3f,
(6) | M (c,a) Ric(X) < Y{n?|H|? + (n — 1)(c + 30)

+3(c — a)[|PX|?}
(7) | M (c,a) | Generik Rie(X) < Hn?|H|? + (n — 1)(c + 3a)}

+H{B8e—a) Y VU

Ae{1, A1, A}

(8) | M (c,a) | 6-slant Ric(X) < 12| H|? + (n — 1)(c + )

+3(c — a) cos?*

(9) | M (c,a) | anti-invaryant | Ric(X) < 2| H|? + (n — 1)(c + 3a)
(10) | M (c,a) | invaryant Rice(X) < 1n?||H|* + (n+ 2)c + 3(n — 2)a
(11) | M (4c) Ric(X) < 12| H|? + (n — 1)c + 3¢| PX|
(12) | M (4c) Generik Ric(X) < in*||H|* + (n — 1)c

+3c Y NUAX?

AE{1 A1, Ak}

(13) | M (4c) 6-slant Ric(X) < in?||H|]* 4+ (n — 1)c + 3ccos? 0
(14) | M (4c) anti-invaryant | Ric(X) < in?||H|* 4+ (n — 1)c

(b) Tablodaki esitsizliklerin egitlik durumu saglanwr gerek ve yeter kosul

o(X,Y)=0
(X, X)

= 5 H(p).

YeT,M, YL1X, XeT!M,

(4.2.5)

dir. X € T,M i¢in eger H(p) = 0 ise tablodaki esitsizliklerin esitlik durumu
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saglanwr gerek ve yeter kosul X € N, dir
(¢) Tablodaki esitsizliklerin esitlik durumu her X € T,M icin saglamr gerek ve
yeter kosul ya p, M min total geodezik noktasidir veya n = 2 ve p, M nin total

umbilik noktasidur [21].

Ispat. (4.2.3) den

Ric(X) < {n?| H|P? + Ricr,(X)
ve M genellestirilmis komleks uzay formunun bir altmanifoldu M ise
Ricr,u(X) = (n— 1) fi + 3f2| PX|]”
oldugundan tablodaki (1) esitsizligi elde edilir. M generik bir altmanifold oldugunda

IPX|1* = Y NUrX|P (4.2.6)
Ae{1,A1,.., A1 }

olup (4.2.6) ifadesi tablodaki (1) de yazilacak olursa (2) elde edilir. M, f—slant
altmanifold oldugunda

|PX||* = cos® 6 (4.2.7)

olup (4.2.7) ifadesi (1) de yazilacak olursa (3) elde edilir. (3) de swrasiyla 0 = 7 ve

0 = 0 yazilacak olursa (4) ve (5) elde edilir. f; = @ ve fo = 5% sirasiyla (1) ve
(5) de yerine yazilacak olursa (6) ve (10) elde edilir. Benzer olarak f; = fo = 4c,
sirasiyla, (1) ve (4) de yerine yazilirsa (11) ve (14) elde edilir. (6) da (4.2.6)
ifadesi yazilirsa (7) elde edilir. Yine (6) da (4.2.7) yazilacak olursa (8) elde edilir.
(8) de § = 7 yazilacak olursa (9) elde edilir. Son olarak (11) de (4.2.6) ve (4.2.7)

yazilacak olursa (12) ve (13) elde edilir. O

(Nearly) Kaehler manifoldlarin her invaryant altmanifoldu minimal oldugunda

bu manifoldlar i¢in Chen-Ricci esitsizligi asagidaki gibi ifade edilir.

—~

Teorem 4.2.3. M(4c) kompleks wzay formunun n-boyutlu invaryant bir

altmanifoldu M olsun

Ric(X) < (n+2)c (4.2.8)
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dar.

(a) (4.2.8) esitligi X € T;M icin saglanwr gerek ve yeter kosul X € N, dur.

(b) (4.2.8) esitligi X € T[}M icin saglanwr gerek ve yeter kosul p total geodezik
noktadwr [21].

Ispat. Teorem 4.2.2 deki tablonun (13) esitsizliginden
: Ly 2 2
Ric(X) < 1" |H||* 4+ (n — 1)c+ 3ccos® 0

dir. M, M (4¢) kompleks uzay formunun invaryant bir altmanifoldu oldugunda

0 = 0 ve Kaehler manifoldun her invaryant altmanifoldu minimal oldugundan
Ric(X) < (n+ 2)c

elde edilir. Teorem 4.2.1 den (b) ve (¢) nin ispat1 agiktir. O

4.3 Hemen Hemen Carpim Riemann Manifoldlarinin Slant

Altmanifoldlar1 Uzerinde Esitsizlikler

Bu alt biiliimde Riemann ¢arpim manifoldlar: ve Kaehler ¢carpim manifoldlarinin
altmanifoldlar1 tizerinde Chen-Ricci egitsizlikleri kurulacak ve bu uzaylarin
altmanifoldlarinin geometrik ozellikleri incelenecektir.

(M,§,F) bir hemen hemen Riemann carpim manifoldu ve (M,g) de bir

altmanifoldu olsun. X € I'(T'M) igin
FX = fX +wX (4.3.1)

olarak yazilabilir, burada fX ve wX, F X in sirasiyla, teget ve normal kisimlaridir.

Eger M, M nmn slant altmanifoldu ise bu durumda

(FX, fX)

4.3.2
BSIIEY] (452)

cosf =

66



ifadesi VX € I'(T'M) igin sabittir.
Boylece hemen hemen Riemannian ¢arpim manifoldunun bir M altmanifoldu bir

slant altmanifolddur ancak ve ancak
A=) (4.3.3)
sartin saglayan bir A € [0, 1] vardir. Eger 6 M nin slant agisi ise bu durumda
A = cos® 0 (4.3.4)

dir. Bir slant altmanifolda bir ¢carpim slant altmanifoldu denir. Sayet f endomorfizmi
paralel ise, yani V f = 0 ise, burada V, M nin Levi-Civita konneksiyonudur [34],
[40].

Ornek 4.3.1. 6 boyutlu oklid uzayr R® yi gézoniine alalvm. Bu durumda,
F(z', 2% 23 2% 2%, 2%) = (2!, =22, 23, —2*, 2%, —2©)
ile F', R dizerinde bir hemen hemen carpim yapudir ve kolayca gosterilirki; F? = 1

dir. RS man bir M altmanifoldunu

r(u', u?, u*) = (u' cosf,u' sin 6, u” cos 0, u” sin 6, u? cos 0, u® sin 0)

ile tamimlayalim. Bu durumda u'- lere gore kismi tiirevler alinirsa
e; = (cosf,sin6,0,0,0,0)

es = (0,0, cos6,sind,0,0)
e3 = (0,0,0,0,cosf,sinf)

ve

Fe; = (cosf, —sin,0,0,0,0)
Fey = (0,0,cos0, —sin6,0,0)
Fes; =(0,0,0,0,cosf, —sinf)
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olur. Buradan,
(Fep,e1) =cos20, (Fey,e9) =cos20, (Fes, es) = cos 20,

<F€i;€j>207 27&]6{1,2,3}

ve

fer = (cos20)e,  fey = (cos20)es,  fez = (cos20)es,

elde edilir. Boylece M bir 20 ag¢ily 0- slant altmanifolddur.

Ornek 4.3.2. 2, ..., 28 koordinatlariile belirli R® Gklidyen uzayima disiinelim.

F(2', 22 2* 2*) = (2!, 2%, 2®, 2%, —2°, — 28, 27, —2®)

olmak tizere F? = I dir ve I, R® tizerinde hemen hemen carpim yapisidar.
w(ut,u?, et ut) = (ut +u? et 4+ u?ud ot u® +ut V2ut, V2uR V2uR V2ut)
ile verilen M altmanifoldunu gozonine alalim. Buradan
1
€1 = 5(]—a ]-7 07 07 \/57 07 Oa 0)7
1
€y = é(la ]-7 07 07 Oa \/57 Oa 0)7
1
€3 = 5(07 0,1,1,0,0, \/57 O)?

1
€4 = 5(07 07 17 17070707 \/§>7

Boylece
1
Fe, = 5(1, 1,0,0,—+/2,0,0,0),

Fey = %(1, 1,0,0,0,—-2,0,0),

Fes = %(0,0, 1,1,0,0 — v/2,0),

Fe, = %(0,0, 1,1,0,0,0, —V/2),
(Fey,eq) = (Feg,e1) = (Fes,ed) = (Fey,e3) = %
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ve

1 1 1
f€1 = 5627 f€2 = 561, f€3 = 564, f€4 = 563-

olur. Bundan dolays M, 6 = % slant agily bir slant altmanifolddur.

Lemma 4.3.1. M bir Riemann carpem manifoldu ve M de bir slant altmanifoldu

olsun.

Bu durumda, VX,Y € I'(T'M) igin,
(fX, fY) = cos® 0(X,Y) (4.3.5)

(wX,wY) =sin® §(X,Y) (4.3.6)
dir [40].

Ispat. (FX,Y) = (X, FY) oldugundan, burada (4.3.1) kullamhrsa
(FX,Y) = (X, Y) (3.7

elde edilir. Y yerine fY alinirsa
(fX, fY) = (X, f?Y)
olur. (4.3.3) ve (4.3.4) ten (4.3.5) e ulagilir.
Benzer sekilde
(FX,FY) = (fX, fY) + (wX,wY)

oldugu gozoniine alinirsa

(wX,wY) = (X,Y) — (fX, fY)
= (X,Y) — (X,Y)cos* 0

= (X,Y)sin?6

elde edilir ve bu ise (4.3.6) nn ispatidir. O
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Teorem 4.3.1. M bir hemen hemen carpim Riemann manifoldunun n- boyutlu
has (proper) slant altmanifoldu olsun. Bu durumda p € M i¢in T,M nin herhangi
bir ortonormal baz asdagidaki sartlary saglar.

{e1,...,en} bazna ait herhangi bir e, vektori i¢in, bu bazda bir e, vektori vardur
oyleki

(fea,ep) = (€q, fep) = cosB
(fea,ec) = (fepec) =0  c#avec#b
dir [34].

ispat. Ispat1 tiimevarm ile yapalim.
n = 2 igin 2- boyutlu TpM nin herhangi bir ortonarmal bazi {e;, e2} olsun. Bu
durumda

f€1 = aye; + ag€2, ai, Qg € R (438)

olarak yazilir. Lemma 4.3.1 den

(fel, fea) = a® + a2 = cos*0 (4.3.9)
elde edilir. Boylece,
fer = cosf(cos pre; +sinpres), @1 € [0, 27] (4.3.10)
olacak gekilde ¢; vardir.
Benzer gekilde
fea = cosf(cos paey +sinpaes), o € [0, 27] (4.3.11)

olacak gekilde oy vardir. (fey, es) = (eq, fea)
oldugu gozoniine alinirsa

sin 1 = cos @ (4.3.12)

elde edilir. (fey, fea) = 0 oldugundan

cos? 0(cos 1 cos py + sin p; sin py) = 0 (4.3.13)
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olur. M bir has (proper) slant altmanifold oldugundan,
COS (01 COS Py + Sin 1 sin o = 0 (4.3.14)
olur. cos g9 = sin ¢ oldugu gozoniine alinirsa
sin @1 (cos ¢ +singy) =0 (4.3.15)

ve

cos pa(cos vy + sinps) =0 (4.3.16)

elde edilir. Buradan ya ¢; = 0 ve p; = § (veya @2 = 37“) veya o1 = 5 ve pa =0

olur.

Eger o1 = 0 ve 2 = I (veya o = L) ise,

fer =cosfey,  fes =cosfey wve (fer,ex) = (feq,e1) =0 (4.3.17)

olur.

Eger,p1 = 5 (veya 02 = 27) ve @y = 0 ise,
fer =cosfey,  feg =cosfle; wve (fer,ex) = (feq,e1) =0 (4.3.18)

olur.
Boylece teoremin iddiasi n = 2 ig¢in saglandi.

n = 3 i¢in {ey, €9, e3} T, M nin ortonormal bir baz1 olsun. Bu durumda
fer = aier + azes + azes, (4.3.19)
olur. Burada aq, as, a3 € R dir. Lemma 4.3.1. den
(fe1, fea) = ai + a3 + a3 = cos* 0 (4.3.20)

olur.

Boylece, 1 € [0,27] ve a; € [0, 7] igin,

fer = cosB(cos ¢ sinaye; + sin g sin ages + cos ages) (4.3.21)
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olur. Benzer sekilde ¢, p3 € [0, 27] ve as, a3 € [0, 7] igin,
fea = cosB(cos gy sin azey + sin g sin ases + cos ages) (4.3.22)

fes = cosB(cos g3 sin aze; + sin ps sin ages + cos ages) (4.3.23)
yazilir.
(4.3.7) den goriildigii gibi

COS (] = COS (P3SIN (¥3,  COS (g = COS Y3 SN (3 (4.3.24)

dar.

(4.3.24) ve lemma 4.3.1. kullanilirsa agagidaki esitlikler bulunur:

sin? ¢, sin? oy 4 sin® @, sin? o + sin® g sin? g = 1 (4.3.25)
cos? o + cos® ap + cos? ag = 1 (4.3.26)

oS (p1 sin ar; = Sin (g Sin Qg (4.3.27)

sin ¢ sin o = €os @9 sin as. (4.3.28)

(4.3.24), (4.3.26), (4.3.27) ve (4.3.28) gdzoniine almrsa
cosp1 =singy, singp; = cosyy, sina; =sinag, sinag #0  (4.3.29)
(fe1, fea) = 0 kullanilirsa
2 sin (g cos Yy sin? o + cos® g = 0

elde edilir. Bu da sin ¢ cos p; = 0 ve cosas = 0 oldugunu gosterir. Eger n = 2

i¢in (4.3.17) ve (4.3.18) deki gibi analiz yapilirsa n = 3 igin teoremin dogrulugu

goriiliir.
n =k igin, {ej,...,e;} olacak gekilde 7, M nin bir ortonormal bazim alalim. O
halde,
k
fee="_ale,, (4.3.30)
r=1
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olur. Burada a’ € R, r,f € {1,...,k} dir. Lemma 4.3..1. den

k
(fee, fer) = Z(af)Q = cos’ 0 (4.3.31)
r=1
elde edilir.
Boylece,
k-1 k—2
fes = cos 9(H sin phe; + [H sin '] cos i jes + -+ (4.3.32)
r=1 r=1
sin gpﬁ sin gog COS gogek,g + sin goﬁ CoS @éek,l + cos gpfek)
olur.
(4.3.7) den

k-2 k-1
[ sinetcosery = [[sing?,
r=1 r=1
k-3 k-1

| 1 . "
[ [sinetcosero = [ [sing?,
= r=1

k—1
sin @} sin gp% = H sin gpf‘l,
r=1

k—1
cos ] = H sin ",
r=1

k—3 k—1
] sin ¢ cos &y = ([ sin ) cos_.
r=1 r=1

k—2
sin @7 sin 3 = [H sin ¥ cos i1,
r=1
k—2
cos 7 = [H sin "] cosf_,
r=1

cos 1 = sin ¥ cos .

olur. Lemma 4.3.1 ve yukaridaki esitlikler kullanildiginda

ko k-1 k-1
E Hsichpfi:l, E cos® ol =1
=1 r=1 r=1

73



elde edilir. Basit bir hesaplama ile ¢ # s € {1,...,k} ve r € {1,...,k — 1} icin
cos ot = 1 ve cosp? = 0 olur. Eger n = 2 ve n = 3 igin oldugu gibi benzer bir

analiz yapilirsa n = k i¢in teoremin iddiasi dogrulanir. O]

Sonug 4.3.1. M, hemen hemen bir Riemannian ¢arpim manifoldu M i bir
proper slant yiizeyi olsun. Eger {e1, ez}, p € M i¢in T,M nin bir ortonormal baz
ise asagudaki iki durumdan biri saglanir [34).

(a) (fe1,e1) = (feq,ea) = cosf ve (feq,es) =0,

(a) (fe1,es) = cosB ve (fer,er) = (fea, e2) = 0.

Sonug 4.3.2. M, hemen hemen bir Riemannian carpim manifoldu M nmn n-
boyutlu bir proper slant altmanifoldu olsun. Eger{es, ..., e,} M nin bir ortonormal
bazi ise {fe1,..., fe,} bir ortogonal bazdir oyleki {feq,..., fe,} nin elemanlar

karsiikly olarak ortogonaldirler [34).
Ispat. i,j € {1,...,n} i¢in
(fei, fej) = cos® O{e;, e;)
elde edilir ve bu ise iddianin ispatini verir. Il

Teorem 4.3.2. M, hemen hemen bir Riemannian ¢arpim manifoldu M man bir
proper 0- slant altmanifoldu ve {ey, ..., e,} M i¢in herhangi bir ortonormal baz
olsun. O halde her X € I'(TM) i¢in Vxf = 0 dur ancak ve ancak her i €

{1,...,n} i¢in, ya (fe;,e;) = cos@ ya da e; paraleldir [34].
Ispat. Sabit i baz1 j icin (fei,ej) = cos@ dir. Béylece

0= X(fei,e;) = (Vxfei,e;) + (fe;, Vxej) =cosf(Vxe;, ej) (4.3.33)
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dir. Agikca (Vxe;,e;) =0 dur. Ustelik,

(Vxflei =Vxfei— fVxe (4.3.34)
= cos OV xe;
— f{{Vxes,er)er + -+ (Vxe;, e)e;
+ -+ (Vxei,ei1)ei 1+ (Vxei, eip1) e
+ -+ (Vxei, en)en}
dir.
(4.3.34) den Vx f = 0 oldugu goriiliir ancak ve ancak ya (fe;, e;) = cosf ya da

e; paraleldir. ]

Teorem 4.3.3. M, bir hemen hemen carpim Riemannian ¢arpim manifoldunun
altmanifoldu olsun. Bu durumda Vf = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya
M, My x --- x My, Vifi = 0 olacak sekilde bir lokal ¢arpim (burada M; ler
F- antiimvaryant bir almanifoldlar ve f; = f|ru,, V', M; tzerindeki Riemann

konneksiyonudur) ya da M bir M nn bir carpum slant altmanifolddur [34].

Sonug 4.3.3. Farzedelimki M, hemen hemen bir Riemann ¢arpim manifoldu M
nin bir proper ¢arpim 6- slant altmanifoldudur. Eger, {ei,...,e,} T,M nin bir

ortonormal bazi ve herhangi bir vektor alani e;, i € {1,...,n} icin paralel ise her

i i¢in (fe;,e;) = cos@ dur [34].

Lemma 4.3.2. M, hemen hemen sabit egrilikli bir M(a,b) manifoldunun

altmanifoldu olsun. {ey, ... ey}, T,M tanjant uzaywnin bir ortonormal bazu olsun.

O halde,

Ki; = a{l+ (e;, fe) e, fe;) — e;, fe;)?} (4.3.35)
+ b{{ei, fei) + (ej, fe;) }

Ric(an(es) = af(n — 1) + (es, fei)iz(f) — | feil[*) (4.3.36)

+ b{(n —2){e;, fe:) +iz(f)}
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7(T,M) = %a{(n = Dn+ @z(f)* = 117} (4.3.37)

+b(n — 1)iz(f)

dir [34].

Ispat. (2.2.12) den (4.3.35) elde edililr. (4.3.35) de

EZE(TpM)(@i): Z K’j

=1,

kullanilarak (4.3.36) elde edilir. Sonra (4.3.36) da
2;(TPM) = Z EJC(TPM)(Gi)
i=1
kullanilarak (4.3.37) elde edilir. O

Teorem 4.3.4. Eger, M, hemen hemen sabit egrilikli bir M(a, b) manifoldunun

altmanifoldu ise

a) Her X € T) M igin,

Ric(X) < inQHHHQ (4.3.38)
+a{(n —1) + (X, fX)iz(f) = [ FXI*}

+0{(n —2)(XfX) +iz(f)}.

b) Sabit bir X € T} M igin (4.3.38) teki esitlik saglanar ancak ve ancak (4.2.4)
dogrudur. Eger H(p) = 0 ise X € T, M (4.3.38) teki esitlik saglanur ancak ve
ancak X € N, dir.

c) X € Tle wein esitlik saglanir ancak ve ancak ya p total geodezik bir noktadir

ya da n =2 ve p total umbilik bir noktadur [34].
Ispat. (4.2.3) de (4.3.36) kullamlirsa (4.3.38) bulunur ve ispat agikardur. O

Teorem 4.3.5. Eger; M, hemen hemen sabit egrilikli bir M(a, b) manifoldunun

n- boyutlu F- anti-invaryant bir altmanifoldu ise
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a) Her X € T) M igin,
1
Ric(X) < Zn?||H||2 +(n—1)a (4.3.39)
dir [34].
b) sabit bir X € Ty M igin, (4.3.39) teki esitlik saglanwr ancak ve ancak (4.2.4)
dogrudur. Eger H(p) =0 ise X € T) M (4.3.39) in esitlik durumunu saglar ancak
ve ancak X € N, dir.

c) Her X € Tle icin (4.3.39) teki esitlik saglanwr ancak ve ancak ya p total

geodezik bir noktadir ya da n = 2 ve p total umbilik bir noktadur [34].

Ispat. (4.3.38) de f = 0 kullamlirsa (4.3.39) bulunur. Ispat aciktir. O

Bu teoremden asagidaki teorem gikarilabilir.

Teorem 4.3.6. M, hemen hemen sabit egrilikli bir M(a, b) manifoldunun n-

boyutlu F'- anti-invaryant bir altmanifoldu olsun. O halde S Ricci tensori
1
S < (7P IIH]* + (n = Da)g (4.3.40)

egitsizligini saglar Burada g, M tizerinde indirgenmis Riemann metrigidir. (4.3.40)
daki esithik saglanir ancak ve ancak ya M total geodezik bir altmanifolddur ya da

n =2 ve M total umbilik bir altmanifolddur.

Ornek 4.3.3. Hemen hemen sabit egrilikli 2n- bir M(a,b) manifoldunun, n-

boyutlu F- anti-invaryant her altmanifoldu (4.3.40) daki esitlik durumunu saglar:
1
S = (ZnQHHH2 + (n—1)a)g (4.3.41)

dir [34].

4.4 Kaehlerian Capim Manifoldlarinin Altmanifoldlar:
Uzerinde Esitsizlikler

My ve My sirasiyla my ve mo kompleks boyutlu Kaehlerian manifoldlar ve J;

ve Jo sirasiyla My ve Ms nin hemen hemen kompleks yapisi olsun. M = My x Mo
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Kaehlerian ¢arpimi olmak tizere M fizerindeki herhangi bir vektor alani i¢in
JX = 1 PX + JL,QX
dir. Burada P ve () projeksiyon operatorleridir. O halde
HP=PJ, JQ=QJ FJ=JF,

dir. Burada F', M fizerinde dogal hemen hemen carpim yapidir. Eger M; ve M,
sirasiyla ¢; ve co sabit holomorfik kesit egriliginin kompleks uzay formlari ise bir
M Kaehlerian carpim manifoldunun Riemann egrilik tensori E, M iizerindeki

her X, Y, Z W vektor alanlari icin,

R(X,)Y,Z,W) = 1—16(01 + ) {{Y, 20 (X, W) — (X, Z)(Y, W) (4.4.1)
+ (JY, ZWIX, W) — (JX, ZW{JY, W)

+ 24X, IYVYJZ, W)+ 2(FY, Z){FX, W)

—(FX, Z{FY,W) + (FJY, Z)(FJZ, W)}

+oc(er = ) ({FY, 2)(X, W) — (FX, Z)(¥, W)

+ (Y, ZWFX, W) — (X, Z)(FY, W)

+(FJY, Z)(JX, W) — (FJX, Z)(JY,W)

+2(FX, JY)YJZ,W) +2(Y, JY)JFZ, W)}
ile verilir. Ayrica M nm kesit egriligi M fdizerindeki her X , Y icin,

K(XAY)= %(c1 o) {1+ 3(X, JY)? 4+ 2(FY,Y)(FX, X) (4.4.2)

—(FX, V)2 +3(X, JFY)?}

+ %6(@1 — ){(FY,Y) + (FX, X) + 6(FJX,Y){JX,Y)}

ile verilir [16].

Teorem 4.4.1. M, bir Kaehlerian ¢arpim manifoldu M mn bir proper 0- slant

altmanifoldu olsun.
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a) Her X € T) M igin,

1 1
Ric(X) < 102 H|[? + —(e1 + ex){(n = 1) + 3(L+cos? ) |PX|*  (44.3)

16
+2(fX, X)iz(f) — (fX, X)? — cos® 6}
+2(e = @){i=(f) + 6 PX, PX) + (n = 2){/X, X))

dar.
b) Sabit bir X € Ty M igin (4.4.3) deki esitlik saglanwr ancak ve ancak X e

ortogonal her'Y € T,M igin,
1
o(X,X)= §nH(p) ve o(X,Y)=0

c) Her X € Tle icin (4.4.3) deki esitlik saglanir ancak ve ancak ya p total

geodezik bir noktadir ya da n = 2 ve p total umbilik bir noktadur [34].

Ispat. {e1,....en€nt1,---,€m}, T,M nin, {ey, ..., e,} de T,M nin bir ortonormal

bazi olsun. (4.4.2) den ve j € {2,...,n} igin,

_ 116@1 o) {14 3(Pey,e;)? (4.4.4)
+2(fer,e1)(fej,e5) — (fer,e;)* + 3(fPer,e;)?}

116(61 —c){(fer,e1) + (fej,e5) + 6(fPer,e;)(Per, e;)}

f({vlj

olur. (4.4.4) kullamildiginda

Ricpa(er) = 1—16(01 +e){(n—1) (4.4.5)
+ 3 <P€1, €j>2 — 3<P€1, 61)2 —+ 22<f€1, €1><f€j, €j> — 2<f€1, €1>2
Jj=1 j=1
Z fel,e] + (feq,e1) +3Z fPel,e]) — 3(Pey,e;)?
— o1
1

+ (e —eiln = 1{fer, e1) +Z fej ej) — (fer,er)

+6 Z(fPel, e;)(Pey,e;) — 6(fPey,e1)(Pey,eq)

Jj=1
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olur.
n

Z(fPel, e;)? = cos® 0| Pey|?

J=1

esitliginde e; = X alinir ve Teorem 4.3.1. kullanilirsa

— 1
Ricr,m(X) = 1—6(61 + co){(n — 1) + 3(1 + cos® 0) || PX || (4.4.6)

+2(f X, X)iz(f) — (fX, X)? — cos*0}

1 , <
+ 1—6(01 — oo){iz(f) + 6 _(fPX,e;)(PX,e;)
=2
+(n =2)(fX, X)
elde edilir.
(4.3.38) den (4.4.3) elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 4.4.2. M bir Kachlerian carpim manifoldu, M de M mn hemen hemen
proper 0- slant bir altmanifoldu olsun. {e;}, T,M nin bir ortonormal baz olsun

ve {e;} nin paralel olmadigini varsayalvm. Bu durumda

a) Her X € Ty M igin,

Ric(X) < %LnZHHHQ + 1—16(01 +e){n—1) (4.4.7)

+3(1 4 cos? 0)||PX||* + 2(n — 1) cos® 0

1
+ 1—6(61 —c){2(n — 1) cos O|| PX|*}

dir.

b) Sabit bir X € T) M igin (4.4.7) deki esitlik saglanir ancak ve ancak
1
o(X,X) = §nH(p) ve o(X,Y)=0

dur dyleki (X, Y)Y =0 dor.
(4.4.7) deki esitlik her X € TT}M wein saglanar ancak ve ancak ya p total geodezik

bir noktadvr ya da n = 2 ve p total umbilik bir noktadwr [34].
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Ispat. Eger (4.4.5) de (fX,X) = cosf ve X = e; alinirsa

— 1
Ricr,m(X) = 16(61 +co){(n — 1) + 3(1 + cos? §)|| PX | (4.4.8)
+2(n —1)cos®§ + 2(n — 1) cos® 6}
1
16(01 — c9){2(n — 1) cos § + 6 cos 0| PX||*}
elde edilir.
(4.3.38) de (4.4.8) e bakildiginda (4.4.7) bulunur. O

Teorem 4.4.3. M bir Kaehlerian carprm manifold ve M de onun n- boyutlu bir

F— invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda

a) Her X € T) M igin,

1
Ric(X) < Zn2||H||2 (4.4.9)

+2ler+ e){(n = 2) + 6 PX] + 20{7X, X) ~ (FX, X)?)

1

+ (e — )+ (0= 9(FX, X) + 6(fPX, PX)}

b) Sabit bir X € T) M igin, (4.4.9) daki esitlik saglanar ancak ve ancak

o(X,Y)=0 X e ortorgonal her Y € T,M icin,
(4.4.10)

o(X,X) = snH(p)
c) (4.4.9) daki egitlik her X € Tle i¢in saglanwr ancak ve ancak ya p bir geodezik

noktadir ya da n = 2 ve p total umbilik bir noktadar.

ispat. M, M nm bir F- invaryant altmanifoldu oldugundan, herhangi bir X €
T,M i¢in FX = fX, iz(f) = n ve (fPey,e;)* = || fPei||* = ||Pes|]?* dir. Eger,
X = e; ve (4.4.5) kullanilirsa

— 1
Ricr,m(X) = 16(01—1—0 H{(n—2)+3||PX|? (4.4.11)
1 n
gl —e{n+ (0= 2)(fX, X) + 6 (fPX, ;) (PX.¢;)}
j=1
elde edilir. (4.3.38) de (4.4.11) e bakildiginda (4.4.9) bulunur. O
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Teorem 4.4.4. M bir Kaehlerian carpim manifoldu ve M de M mn bir n-

boyutlu F'- total reel altmanifoldu olsun. Bu durumda:

a) Her X € T) M igin

1 1
Ric(X) < Zn?||H||2 + 1—6(c1 +e){(n —1) + 3| PX|*}. (4.4.12)

b) Sabit bir X € Tle icin (4.4.12) deki egitlik saglanwr ancak ve ancak

o(X,Y)=0 X e ortorgonal her Y € T,M icin,
(4.4.13)

o(X,X) = %nH(p)

¢) Her X € TyM igin (4.4.12) deki esitlik saglanwr ancak ve ancak ya p total
geodezik bir noktadir ya da n = 2 ve p total umbilik bir noktadar.

M, M dizerinde bir anti- invaryant altmanifold oldugundan f =0 dir. (4.4.5) ve
(4.2.3) den (4.4.12) elde edilir [34).

Sonug 4.4.1. M, bir Kaehlerian ¢arpim manifoldu olan M mn n- boyutlu bir
altmanifold ve {ey, ..., e,} de T,M nin bir ortonormal baziolsun. X € TI}M 1cin
asagidaki ¢ ifadeden herhangi ikisi saglanyorsa digeri saglanur [34).

a) H(p) ortalama egrilik vektori sifur olur.

b) X birim vektéri, relative null uzayr N, ye aittir.

c) X birim vektori, asaqidaki tabloda verilen esitsizliklerin egitlik durumunu

saglar.
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M

Esitsizlik

proper 0- slant

Ric(X) < in?||H|]? 4 5 (c1 + e2){(n — 1)
+3(1 + cos? 0)||PX|]? + 2({f X, X)iz(f)
—(fX, X)? — cos* 0}

(1 — eo){iz(f) + 6(fPX, PX) + (n — 2)(fX, X)}

her e; paralel
olmamakla birlikte

proper ¢arpim 0- slant

Ric(X) < in?||H|]? 4 15 (c1 + c2){(n — 1)
+3(1 4 cos? )| PX||* + 2(n — 1) cos* 6}

+1_16(Cl — ¢){4(n — 1) cos +6 cos 0| PX ||*}

(3) | F- invaryant Ric(X) < in?||H|* + & (c1 + e2){(n — 2) + 6| PX ||
2on(fX, X) — (fX, X)?}
+i(c1 — e2){n+ (n—2)(fX, X) + 6(fPX, PX)

(4) | F- total reel Ric(X) < in?||H|* + &(c1 + e2){(n — 1) + 3| PX||*}
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