y RS/
>
©
[{e}
Vad

SERBEST SUREKLILIK

YUKSEK LiSANS TEZi

UMUTCAN KAYA

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK

ANABILIM DALI

MERSIN
TEMMUZ - 2023



SERBEST SUREKLILIK

YUKSEK LiSANS TEZIi

UMUTCAN KAYA

ORCID ID: 0000-0002-0419-6106

MERSIN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

DANISMAN
PROF. DR. MEHMET KUCUKASLAN

ORCID ID: 0000-0002-3183-3123

MERSIN
TEMMUZ - 2023



OZET
SERBEST SUREKLILIK

Siirekli fonksiyonlar tanimlanirken sonsuz kiigiik kavraminin epsilon-delta (¢ — §) tanim ile
hemen hemen kesin bir temele oturtulmasinin ardindan, siirekli fonksiyonlarin karakterizasyonu
Weierstral} ile tam anlamu ile bir netlik kazanmistir. Yakinsaklik kavram ile iligkisi kaginilmaz olan
stireklilik kavraminin bir diger karakterizasyonu da dizisel siireklilik olarak bilinen, metrik uzaylarda
klasik siireklilige denk fakat rastgele topolojik uzaylarda klasik siireklilikten daha zayif olan bir
tanimdir. Bu kavram (Schoenberg, 1959; Srinivasan 1980; Antoni, Salat, 1980) makalelerinde daha da
gelistirilip metot adi altinda incelenmis, dizisel siireklilikte kullanilan yakinsaklik kavraminin degisik
sekillerde zayiflatilmasi ile farkli uzaylar elde edilmistir. Fakat cogunun ortak problemi, yeni tanimlanan
uzaylarin ya zaten klasik anlamda siirekli olan fonksiyonlar uzayi ile gakigsmalari ya da lineer
fonksiyonlar (ki R’de tiim lineer fonksiyonlar siireklidir) uzayi ile ¢akigsmalaridir. Bu ikilemin hangi
sartlar altinda kirilabilecegi (Connor, Grosse-Erdman, 2003)’te detaylica tartisilmis olup gerekli aksi
ornekler olusturulmustur.

Bu tezde, yakinsaklik kavrami ile ilgilenmek yerine, dizisel siireklilikte kullanilan evrensel
niceleyicinin (V) zayiflatilmasina odaklanilmistir. Yani, dizisel siirekliligin aksine, verilen bir x
noktasina yakinsak (herhangi bir metot ile) her dizinin incelenmesi kosulu yerine, bu dizilerin belirli
sart1 saglayan bir kismi incelenmistir. Once verilen bir K © N i¢in bu K kiimesi iizerinde serbest olan
reel sayilar tanimlanmis ve daha sonra serbest diziler tanimlanarak, evrensel niceleyicinin kapsam alani
sadece serbest ve serbest olmayan dizilere kisitlanmistir. Bu yaklagim ile, dogal sayilarin her bir alt
kiimesi i¢in yeni bir fonksiyon sinifi elde edilmistir. Elde edilen bu fonksiyon simiflari, klasik siirekli
fonksiyonlar sinifindan daha genistir ve baz1 Glgiilemeyen fonksiyonlara da ev sahipligi yapar.
Tanimlanan bu siniflarin bir vektor uzayi yapisina sahip oldugu gosterilmis ve kendi aralarinda nasil bir
hiyerarsiye sahip olduklari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Siirekli Fonksiyonlar, Asimptotik Yogunluk, Istatistiksel Yakinsaklik, Dizisel
Stireklilik, Neredeyse Siireklilik.

Damisman: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dal,
Mersin.



ABSTRACT
FREE CONTINUITY

In this thesis, the notion of continuity defined by Weierstral3 in the middle of the 19th century
has been studied utilizing various generalizations of the subject today known as sequential continuity.
It is well-known that in the real line if a function is continuous then it is continuous and the converse is
also true, but in a general setting, this is not true. Many properties and generalizations of sequential
continuity have been studied by various authors such as (Schoenberg, 1959; Srinivasan 1980; Antoni,
Salat, 1980) and studied in (Spigel & Krupnik, 1994; Connor & Grosse-Erdman, 2003). But the most
important problem they had was the so-called dichotomy of the new functions defined by some method
being either linear or already continuous in the classical sense.

A step for breaking this dichotomy has been considered in this thesis by restricting the scope of
the universal quantifier and by using the notion of natural density. To do this, the notion of free real
numbers is defined, and with the help of this notion, the class of free continuous functions is defined. It
has been shown that while preserving the class of all classical functions the class of free continuous
functions cannot be compared with the class of almost continuous functions and the class of functions
such that the absolute value of functions is Lebesgue integrable (L' space).

Keywords: Continuous Functions, Asymptotic Density, Statistical Convergence, Sequential Continuity,
Almost Continuity.

Advisor: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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1. GIRIS

Bu c¢alismada, her matematik¢inin {izerine en az bir defa da olsa diisiindiigii yakinsaklik
kavraminin klasik anlamda siirekli fonksiyonlar uzaymi genisletmekte nasil kullanilabilecegini ve basta
aritmetik bir 6zellik gibi goriinen, verilen bir kiimede serbest olma kavraminin yeni bir siirekli fonksiyon
smifi tanimlanirken nasil kullanilabilecegi gosterildi. Sireklilik kavrami, tipki diger birgok analiz
kavrami gibi, 1861 yilinda Weierstrall’in verdigi epsilon-delta tanimi ile bir kesinlik kazandi. Epsilon-
delta tanim1 Bolzano ve Cauchy tarafindan da biliniyordu, fakat giiniimiizde kullanildig1 haline en yakin
tanim Weierstral3 tarafindan verildi, (Viertel, 2021). Fakat siirekliligi karakterize ederken yakinsaklik
kavraminin ise dahil olmasi, beraberinde ¢ok fazla cevaplanmasi gereken sorular da getirdi. Ornegin
reel dogruda klasik siirekli fonksiyonlar ayn1 zamanda dizisel siireklidir ve bunun tersi de dogrudur,
fakat bu herhangi bir topolojik uzay i¢in dogru degildir. Ayni1 zamanda (Connor, Grosse-Erdman, 2003)
calismasinda sikica ele alindigr {izre, bu kavrami genisletirken dikkat edilmesi ve asilmasi gereken
o6nemli bir bariyer vardir. Bu bariyer, tanimlanan yeni fonksiyon sinmiflarinin ya zaten klasik fonksiyonlar
ile cakismalar1 ya da o uzaydaki lineer fonksiyonlar sinifi ile gakigsmalaridir. Agik¢asi bu ikilemin
kirilmasi adma atilan adimlar arasinda genelde dizisel siirekliligin sartindaki yakinsaklik kavrami
zayiflatilmas1 yer almaktadir. Ornegin klasik yakinsaklik yerine, istatistiksel yakinsaklik (Fast, 1951)
kullanilirsa, bu metot yardimi ile tanimlanan siirekli fonksiyonlara istatistiksel siirekli fonksiyonlar denir
(Demirci, 1998). Bu fonksiyonlarin klasik siirekli fonksiyonlar sinifi ile tamamen ayni oldugu
(Schoenberg, 1959)’de gosterilmistir. Dolayistyla sadece istatistiksel yakinsakligi kullanarak bu ikilemi
kirmak olas1 degildir. Bu ikilemin kirilmasi i¢in yapilan ve bilinen tiim ¢alismalarin odagi tamamen bir
metot olarak yakinsakligin tiirlii zayiflatilmalar ile elde edilmistir.

Bu tezi diger caligsmalardan ayiran en 6nemli 6zellik, yeni bir yakinsaklik metodu sunmadan
problemi diziler iizerine yeni kosullarin eklenmesiyle ele almasidir. Bu ayrimin getirdigi en biiyiik sonug
ise sadece bir tane degil sayilamaz ¢oklukta yeni fonksiyon siniflarinin inga edilmesi olmustur. Bu yeni
siniflarin kendi aralarinda diizgiin bir hiyerarsik diizene sahip olmalari, hemen hemen her yerde siirekli
fonksiyonlar sinifini icermeleri ve hali hazirda bilinen Lebesgue uzaylar ile kiyaslanamaz olmalari ise
en azindan c¢aligsmaya deger siniflar olduklarinin igaretlerini vermektedir. Matris metotlar1 veya diger
regililer metotlar yardimi ile elde edilen yeni siirekli fonksiyon siniflarinin lineer fonksiyonlar ve klasik
siirekli fonksiyonlar sinifi arasinda sikistig1 ve sadece gii¢lii matris metotlarinin apagik olmayan siniflar
dogurdugu (Connor, Grosse-Erdman, 2003) ¢alismasinda gosterilmistir. Bu genellemelerin, yani lineer
fonksiyonlar ve klasik siirekli fonksiyonlar arasinda bir sinifin tabiri caizse “igeri dogru” bir genelleme
oldugu, fakat bu tezde tanimlanacak siniflarin ise klasik siirekli fonksiyonlardan “disar1 dogru” bir

genelleme oldugu gosterilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Klasik yakinsakligin 6ykiisii arastirilirken kesin bir baslangig tarihi veya makalesi vermek pek
de olas1 olmadigindan, bilinen en eski limit taniminin Grégoire de Saint-Vincent tarafindan verildigi
diisiiniilmektedir. Bu tanimin giiniimiizde kullanilan € — § tanimi ile formel anlamda hi¢bir benzerligi
yoktur fakat ana fikir tamamen aynidir. Daha sonra bu fikir Bolzano tarafindan formel hale getirilmeye
calisilmis ve Cauchy ve Weierstral3 tarafindan bilinen € — § tanimi verilerek giliniimiizde kullanilan
haline evrilmistir (Felscher, 2000: Van Looy, 1984). Yakinsaklik kavraminin ger¢ek bir matematiksel
tanima kavusmasinin ardindan birgok teknik gelisme birbirini takip etmis ve matematigin en zengin
dallarindan biri olan analiz dali hayat bulmustur. Klasik yakinsaklik tiirlerinden farkli olarak olduk¢a
iyi bilinen dogal yogunluk (asimptotik yogunluk) kavrami kullanilarak (Fast, 1951)’de tanimlanan
istatistiksel yakinsaklik beraberinde birgok yeni problem getirmistir. Fast’in tanimindan sonra
(Schoenberg, 1959) istatistiksel yakinsakligi bir toplanabilme metodu (temelde, toplanabilme metodu
serilerin tiim kismi toplamlarindan olusan kiimeden bir cisme giden fonksiyondur) olarak ele almis ve
bazi temel sonuglar vermistir. Fakat istatistiksel yakinsakligin diger matris metotlarindan ¢ok temel bir
acidan farkli oldugu anlasilmistir. Fridy, (Fridy, 1985) calismasinda istatistiksel yakinsaklik metodunun
hi¢bir matris metodu tarafindan icerilemeyecegini gdostermistir. Bu su anlama gelmektedir: Eger bir
matris yardimi ile (toplanabilme metodu olarak) bir yakinsaklik tanimlandiysa, her zaman istatistiksel
yakinsak olup o matris metodu ile yakinsak olmayan bir dizi bulunabilir. Bu sonug, istatistiksel
yakinsakligi diger bir¢ok yakinsaklik tiirtinden biiyiik ol¢iide farkli kilar. Daha sonra, istatistiksel
yakisakligin ¢ok gesitli genellemeleri verilmistir. Ornegin asimptotik yogunluk yerine, baska bir
yogunluk fonksiyonu kullanilarak veya direkt asimptotik yogunluk tanimini bir agirlik fonksiyonu
yardimi ile genisleterek ortaya yeni, istatistiksel yakinsaklik benzeri yakinsaklik tiirleri ¢ikmistir. Bu tiir
genislemeleri incelemek igin okuyucu (Kostyrko, Salat, & Wilczyniski, 2000; Mursaleen, 2000)
calismalaria ve bu ¢alismalardaki referanslara bakabilir.

Bu calismanin ana konularindan biri olan siireklilik ise herkesin bildigi iizere klasik bir limit
probleminden ¢ok da farkli degildir. Yukarida da belirtildigi {izere yakinsakligin € — §-tanimindan sonra
siirekliligin de bir £ —§ tanim1 WeierstraB tarafindan karakterize edilmistir. Ilk olarak, klasik
siireklilikten farklr siireklilik tiirlerinin ortaya ¢ikmasi (Buck, 1948) ile baslamistir. Bu arastirmalar
klasik siirekliligin dizisel siireklilige olan denkliginden (reel dogru iizerinde) yola cikarak, farkli
yakinsaklik yontemlerinin ne tiir siirekli fonksiyonlar ortaya cikarabilecegi konusunda calismalar
yapilmistir. Buck, (Robbins, 1946)’da 6ne siiriilen ve dizisel siireklilikte kullanilan yakinsaklik tanimi
yerine aritmetik ortalamasi yakinsak olan dizilerle test edilen fonksiyonlarin verilen tek bir x, € R
noktasinda dahi lineer olmas1 gerektigini gdstermistir. Yani, f: R — R bir fonksiyon olmak iizere f

asagidaki kosulu saglasin, her x = (x,,) dizisi i¢in:
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Bu taktirde f lineer fonksiyon olmalidir.

Boylece dizisel siirekliligin hangi yakinsaklik metotlar1 altinda nasil degistigi incelenmeye
baslamis ve (Antoni ve Salat, 1980) ¢alismasinda bir matris metodu ile verilen yakinsakligin siireklilik
lizerindeki etkilerini incelenmistir. (Oztiirk, 1983) calismasinda ise bir matris metodundan farkli olarak
bilinen anlamda “hemen hemen her yerde” yakinsaklik tanimindan farkli olan ve bir dizinin her sonlu
aritmetik ortalamasinin verilen bir [ sayisina yakinsamasi olarak bilinen hemen hemen her yerde
yakinsaklik kavrami kullanilarak (bunun adina F-yakinsaklik denilmistir) F-siirekli fonksiyonlar
tanimlanmistir. Daha sonra, (Borsik ve Salat, 1993) bu fonksiyonlarin F-siirekli olduklar1 noktalarda
ayrica lineer ve siirekli olduklarini da gosterilmistir. Bunun tersinin dogru olmadigi, yani verilen bir x,
noktasinda klasik siirekli fakat F-siirekli bir fonksiyon olmadigi ise fonksiyonlarin Cauchy fonksiyonel
denklemi (f (x +y) = f(x) + f(¥)) olarak bilinen bir 6zelligi sagladigi gosterilerek inga edilmistir.
Ciinkii, aslinda (R, +,0) grubunu bir otomorfisi olma kosulundan baska bir sey olmayan bu
fonksiyonlarin lineer oldugu kullanilmstir.

Iste dizisel siirekliligin hikayesi de bu ¢alismalarin 1s18inda evrilmis ve gelismistir. Bazi iraksak
serileri yakinsak yapma istegi matematik¢ilere ¢ok ¢ekici geldiginden dolayi toplanabilme metotlart ve
dolayisiyla bu metotlar ile tanimlanan farkl: siireklilik tiirleri dogmustur, (Boos, 2000; Connor, 1999).
Son olarak (Connor, Grosse-Erdman, 2003) ¢alismasinda da alt1 ¢izildigi iizere neredeyse biitiin metotlar
klasik stirekli fonksiyonlar ve lineer fonksiyonlarin arasinda bulunan bazi fonksiyonlarin hangi
isimlendirilme ¢aligmalarina katki sunmaktadir. Dolayisiyla matematikteki her yeni kavram gibi

gelistirilmeye agiktir. Bu gelistirmelerden bir tanesi de bu tezin esas konusudur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bdliimde tezin biitlinliigiinii korumak adma kullanilan notasyon, gerekli tanmim, teorem ve
yardime1 teoremler tartigilacaktir. Hangi yontemler ile hangi sonuglarin elde edildigi ve matematigin ne
tiir araglart kullanilarak hangi amaca ulasilacagi bu bélimde anlatilmaya calisilacaktir. ilerdeki
boliimlerde okuyucunun da gorecegi lizere bu tezde kullanilan yontem tezin referanslarinda kullanilan
yontemlerden biiylik dl¢lide farklidir. Bu farkliligin 6ziinde ise verilen bir tanimi gelistirirken sadece
tek bir yontem olmadig1 gergegi yatar. Bunu daha iyi anlatmak i¢in agagidaki analoji kullanilabilir.

Her bir matematiksel tanim dogal sayilarin sonlu bir alt kiimesinden {0,1} kiimesine giden bir
fonksiyon olarak ele alinirsa, 0 ve 1 sayilarinin her bir dizilimi farkli bir tanim verecektir. Bu ele alig
bigimi kardinalite arasindan bir sorun teskil etmez, ¢iinkii zaten yalnizca sayilabilir tane tanim
mevcuttur. Bu usavurma ile Klasik yakinsakliktan diger yakinsaklik tiirlerine gecis esnasinda bu 0 ve 1
sayilar1 degiserek yeni bir sonlu dizi olustururlar. Buradan hareketle, fonksiyonun ilk degerini
degistirmek ve ikinci degerini degistirmek farkli seylerdir ve yepyeni bir fonksiyon dogurabilirler, ya
da yepyeni bir tanim m1 denilmeli? Dolayisiyla herhangi bir yakinsaklik metodu ile gelistirilen dizisel
stireklilik tanimlariin bazi fonksiyonlarin sadece son argiimaninin degerini degistirdigi sdylenirse, o
zaman bu tezde kullanilacak olan yontemin fonksiyonun ilk argiimaninin degerini degistirdigi
sOylenebilir.

Bu analojiyi daha fazla uzatmamak adina ve bu analojiyi daha somut hale getirmek adina artik

yukarda tartigilan konuyu agma vakti gelmistir.
3.1. Notasyon

Genel olarak literatiire sadik kalmaya calisarak asagidaki notasyonlar kullanilacaktir. Verilen bir
X kiimesi igin #(X) ile 0 kiimenin tiim alt kiimelerinin kiimesini (kuvvet kiimesini) gosterecegiz. Eger
Y bostan farkl1 bir kiime ise XY ile tanim kiimesi X deger kiimesi Y olan tiim fonksiyonlarin kiimesini
gosterecegiz. N, Z, Q, Rile sirasiyla dogal sayilar (sifirdan biiyiik), tamsayilar, rasyonel sayilar ve reel
sayilar kiimelerini gdsterecegiz. Dogal sayilar kiimesi verilecek olan tanimin gelenekselligini korumak
adina w ile gosterilecektir. 3 ve V sirasiyla varliksal ve evrensel niceleyiciyi ifade etmektedir. CH ile
Siirey Hipotezini (Continuum Hypothesis), AC ile Segme Aksiyomunu ve ZF ile Zermelo-Fraenkel
aksiyomatik kiime teorisini ve ZFC ile Se¢gme Aksiyomu ile Zermelo-Fraenkel kiime teorisini
gosterecegiz. k,¢,0,y, a gibi kiigik Yunan harfleri genellikle ordinal ve kardinal sayilar1 gostermek
icin, f, g, h gibi kiigiik Latin harfleri genellikle fonksiyonlar: ifade etmek igin kullanilacaktir. A bir kiime
olmak tizere #(A) ile A kiimesinin kardinalitesi ifade edilecektir. Ayrica, Q% = {a/b :a€EZANDbENA

(a, b) = 1} ile tiim rasyonel sayilarin en sade hallerinin kiimesi gosterilecektir. f € RR, a € NR olmak

iizere, f(a) ile (f (an))nEN dizisi gosterilecektir.
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3.2. On Hazirhk

Bu bolimde kendine yetebilen bir tez olusturma hedefi ile bazi 6n hazirliklar sunulacaktir.
Formel olmayan bir bigimde, bir baginti tim elemanlart sirali ikililer olan kiimedir (bos kiime bir
bagintidir, ¢linkil aksi takdirde sirali ikili olmayan bir elemanini bulurduk), eger bagintimin elemanlart
olan tiim sirali ikililerin birinci ve ikinci koordinatlar1 bir X kiimesine aitlerse, o zaman o bagintiya
X lizerinde bir bagint1 denir. Yani, X ve Y iki kiime olmak iizere, X X Y kiimesinin her alt kiimesi bir
bagmtidir. R € X X Y olmak iizere, xRy ile (x,y) € R ifadesinin kisaltilmus halini gdsterecegiz. ikisi
de ayn1 anlama gelir. Bir bagintiya iyi-fanumli denir ancak ve ancak tanim kiimesindeki her eleman igin
gorlintii kiimesinde bir ve yalniz bir eleman var ise. Bir fonksiyon iyi tanimli bagmntidir. Bos kiimenin
(P), anlamsiz bir sekilde bir fonksiyon olduguna dikkat edilmelidir. Aksi taktirde, bos kiimede bir
eleman olurdu ve goriintiisii iki elemanl bir kiime olurdu. Fakat bu miimkiin degildir. f € XY olmak
tizere, xfy yerine f(x) = y gibi bir notasyon kullanilabilir ¢tinkii £ nin iyi tanimlilig1 bunu mesru kilar.
f’ye bire-bir fonksiyon denir ancak ve ancak tanim kiimesindeki iki farkli elemanin goriintiileri de
birbirinden farkli ise, f’ye orten fonksiyon denir ancak ve ancak goriintii kiimesindeki her eleman igin
tanim kiimesinde f altindaki resmi s6z konusu eleman olan bir eleman vardir. Yani, Vy € Y3x €
X(xfy). Simdi bagintilarin sahip olabilecegi temel 6zellikler tanimlanacaktir.

R X iizerinde bir baginti olsun, yani R € X X X . Bu taktirde:

% R ye gecismeli denir ancak ve ancak Vx,y,z € X(xRy A yRz = xRz).
% R ye yansiyan denir ancak ve ancak Vx € X(xRx).

% R ye simetrik denir ancak ve ancak Vx,y € X(xRy < yRx).

% R ye ii¢ secki(trichotomy) 6zelligini sagliyor denir ancak ve ancak

Vx,y € X(xRy VyRx V x = y).
¢ Rye X iizerinde kesin kismi(yari)-siralama denir ancak ve ancak R gecismeli ve yansimayan
ise.

¢ R ye X tizerinde kesin tam-siwralama denir ancak ve ancak R gegismeli, yansimayan ve ti¢segki
ozelligini sagliyor ise.

% Rye X lzerinde denklik bagintis: denir ancak ve ancak R yansiyan, gecismeli ve simetrik ise.

Yukaridaki tanimlara ek olarak bir bagitinin iyi-temelli(well-founded) veya saglam olmasinin ne demek
oldugunu tanimlayalim.

Tamm 3.2.1. R € X X X ve x € X olsun. x elemanina R -minimal(X te) denir ancak ve ancak

—|(Ely € X(ny)),
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kosulu saglanirsa.

R ye X tizerinde iyi-temelli denir eger X in bostan farkli her alt kiimesinin bir R -minimal eleman1 var
ise.

Tamm 3.2.2. R X iizerinde bir bagint1 olsun. R bagintis1 X’i iyi-siwralar(well-orders) denir ancak ve
ancak R X iizerinde bir kesin tam-siralama ve iyi-temelli ise. Bu durumda (X, R) ikilisine bir iyi-
swralama denir.

Tanmmm 3.2.3. (X, R) ve (Y, S) kesin kismi-siralama olsunlar. f: X — Y fonksiyonuna siralama koruyan

doniisiim (szralama homomorfisi) denir ancak ve ancak

Vx,x' € X[xRx" — f(x)Sf(x")].

Eger f bire-bir ise 0 zaman f’ye bir siralama monomorfisi, 6rten ise swralama epimorfisi ve hem bire-
bir hem de 6rten ise o zaman f’ye siwralama izomorfisi denir.

Tamm 3.2.4. X ve Y iki kiime olsun. X < Y ancak ve ancak f: X — Y bire-bir fonksiyonu varsa. X ve Y
ye esgiiclii denir eger Af € XY 6yle ki f bire-bir ve orten ise. Eger X ve Y esgiiclii ise bunu X~Y ile
gosterecegiz.

Bu bagmtinin bir denklik bagintisi oldugu asikardir. Clinkii birim (6zdeslik) fonksiyon bire-bir ve
ortendir, eger bir fonksiyon bire-bir ve 6rten ise o halde o fonksiyonun tersi vardir ve o da bire-bir ve
ortendir. Iki bire-bir ve oOrten fonksiyonun bileskesi de bire-bir ve ortendir, eger bileskeleri
tanimlanabilir ise.

Iki kiimenin esgii¢lii olmasmin o kiimelerin eleman sayilar1 hakkinda nicel bir yargi 6ne siirmedigi
goriilebilir. Clinkii iki kiimenin esgiiclii olmas1 yalnizca o kiimelerin eleman sayilarinin ayni oldugu
anlamina gelir, fakat bu eleman sayisinin ne oldugunu sdylemez. Bunun icin bir bagka kavrama,
kardinalite kavramina ihtiya¢ duyulur.

Tamm 3.2.5. X bir kiime olsun. X gecismeli(transitive) kiimedir denir ancak ve ancak Vx € X(x c X).
Yani, X in tiim elemanlar1 ayn1 zamanda onun altkiimesi ise X e gecismeli kiime denir.

Tamm 3.2.6. x kiimesine ordinal denir ancak ve ancak (x, €) bir iyi-siralamadir ve x gegismelidir. ON
ile tim ordinaller siifim gosterecegiz. a bir ordinal olsun. a’nin ardili S(a) = a U {a} olarak
tanimlanir. Bir ordinale ardil ordinal (successor ordinal) denir eger bir x ordinali i¢in & = S(x) ise. «
limit ordinal denir ancak ve ancak a ardil ordinal degil ise.

Tamm 3.2.7. a bir dogal sayidir ancak ve ancak a’nin her elemani ya sifir ya da bir ardil ordinaldir. w
ile tlim dogal sayilar kiimesi gosterilsin.

Tanim 3.2.8. X bir kiime olsun. X sonlu bir kiimedir ancak ve ancak 3n € w(X < n), X sayilabilirdir
ancak ve ancak X < w ise. X kiimesine sonsuz denir eger sonlu degil ise ve sayilamaz denir eger

sayilabilir degil ise. X kiimesine sayilabilir sonsuz denir eger sayilabilir ve sonsuz ise.
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Yukaridaki tanim yerine bazi yazarlar sayilabilir olma kosulunu X < w ile verip sonlulugu da
sayilabilirlik tanimina dahil ediyorlar ve boylece sayilabilirlik ile yukarida tanimlanan sayilabilir sonsuz
olma ve sonlu olma tanimi ¢akismis oluyor. Bu tanimda bundan kaginilarak tezin yazarinin daha
aciklayici buldugu ayrimlar yapilmis ve (Kunen, 1980) takip edilmistir.

Dikkat edilirse yukaridaki ordinal tanimmda “tim ordinaller kiimesi” yerine “tim ordinaller
siifi” denildi. Bunun sebebi, eger tiim ordinallerin koleksiyonunu bir kiime olarak kabul edersek 0
halde bu kiimenin kendisi de iyi-sirali ve gecismeli oldugundan, bir ordinal olacaktir. Dolayisiyla ON €
ON gibi problemli dnermeler ortaya cikacaktir. Bu tiir énermeler problematiktir ¢iinkii {inlii Ingiliz
filozof Bertrand Russel tarafindan 6ne siiriilen ve Russel Paradox’u olarak bilinen bir paradoks ortaya
cikarirlar. Frege’nin Begriffsschrift’ini derinden sarsan bu tiir 6nermeler kendine referans veren
onermelerdir. Ornegin oldukga yaygin olarak bilinen kahve rnegini ele alalim. Eger bir kisi “yalnizca”
kendisine kahve yapmadigi her sabah kendisine kahve yapmaya karar verirse, bu kararini asla
gergeklestiremeyecektir. Cilinkii eger bir sabah kendisine kahve yapmiyorsa 0 zaman kahve yapmak
zorunda kalacaktir, ama o zaman kahve yapmamasi gerekir ¢iinkil yalnizca kahve yapmadigi sabahlar
kendisine kahve yapmalidir. Bir diger ¢ok bilinen 6rnek berber paradoksudur. Bir kasabada sadece ve
sadece kendini tirag etmeyenleri tiras eden bir berber oldugunu kabul edelim. Bu berber kendini tiras
eder mi? Eger ederse, etmemesi gerekir, eger etmezse etmesi gerekir. Celiski. Demek ki boyle bir berber
olamaz. Bu tiir paradokslarin temel ortak 6zellikleri kendilerine referans géndermeleridir, yani bir nevi
kendi haklarinda konusmalaridir. Simdi Russel Paradox’unun matematiksel ifadesine bakalim.

Frege, Begriffsschrift’te Basic Law V olarak bilinen ve “bir konseptin genislemesi diger bir konseptin
genislemesi ile aynidir ancak ve ancak igerdikleri tiim noktalarin dogruluk degerleri ortiisiirse” gibi pek
de anlasilmayan ve sezgisel bir bigimde ifade ettigimiz bir kurali ¢ok 6nemli bir bigimde kullanir. Yani
kisacasi Basic Law V = Vf, g(e(f) = e(g) & Vx(f(x) = g(x)). Burada f ve g birer konsepttir ve
e(f) f’nin genislemesini temsil etmektedir. Basta ¢ok masum goriinen bu Onerme, “temsil ettigi
konseptin icerisine diismeyen (nesnesi olmayan) bir konseptin genislemesi olan bir konsept” climlesi
formiile edildikten sonra bir celiskiye yol acar. Yani, 3f(x = e(f) A ~f(x))’i kabul edersek ve bu
konseptin genislemesini alirsak yani e(3f (x = e(f) A =f (x))) genislemesini kabul edersek, o zaman
ispatlanabilir ki bu genisleme 3f (x = e(f) A =f (x)) konseptinin altina diiser (nesnesidir) ancak ve
ancak altina diismez (nesnesi degildir). Yani daha basit bir ifade ile, bu genisleme P = 3f(x = e(f) A
—f (x) olsun. Simdi, P(e(P))’yi gbz 6niine alahm. Yerine koyma 6zelligi ile 3f (e(P) = e(f) A
—f (e(P))) elde edilir. Yani bir U igin e(P) = e(U) A ~U(e(P)) saglanir. Basic Law V kullanarak,
—P(e(P)) ifadesine ulagmis olunur. Ayni sekilde —P(e(P)) ifadesinden de P(e(P)) ifadesine
varilabilir. Bu yolculuk ¢ok inisli ¢ikigh bir yolculuk olmasina ragmen sonunda ¢ok onemli bir yere
gotiirtir bizi. Garip bir sekilde “kisitlanmamis kavrama aksiyomu” olarak Tiirk¢eye cevirebilecegimiz,
Unrestricted Comprehension Axiom olarak bilinen ve kisaca, ¢ kiimeler kurami dilinde bir 6nerme

olmak iizere bu Onermeyi saglayan tiim elemanlarin koleksiyonunun bir kiime oldugunu belirten
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aksiyoma ulasiriz. Yani Basic Law V, {x: ¢ (x)}’in bir kiime oldugunu sdyler. Bu tezin yazari, Frege ve
Russell’in bu tarihsel diyalogunu ¢ok onemli buldugu ve basta cok masum goriinen prensiplerin
ilerleyen zamanlarda tipki “kelebek etkisi” gibi biiyiik yikimlara yol agabilecegini 6zellikle vurgulamak
istedigi i¢in yukaridaki tartismay1 yapma geregi hissetmistir.

Simdi asagidaki koleksiyonu ele alalim:

A={x:x & x}.

Kiime ayraglar (kivrimli parantezler) ile ifade ettigimiz i¢in, simdilik bu nesneler toplulugunu bir kiime
olarak kabul edilsin. Bu kiime, kendi kendini icermeyen tiim elemanlarin kiimesidir ve hem anlamca
hem de tipografik olarak berber paradoksu ile neredeyse aynidir. Ayrica A kiimesinin kendi kendini
igerip igermedigi sorusunu sorarak A € A & A & A cgeliskisine ulasilir. Bu ¢eliski Russell Paradox’u
olarak bilinmektedir.

Bu kadar gayri-resmi tartismadan sonra nihayet resmi tartismaya dontilebilir.

Tamm 3.2.9. x kiimesine kardinal denir ancak ve ancak x ordinaldir ve x higbir elemani ile esgii¢lii
degildir. Yani, Vy(y € x - —(x~y)) saglanir.

Aciktir ki w bir kardinaldir. Ciinkii higbir elemani ile arasinda bire-bir ve Grten bir esleme
kurulamaz. Bu kardinale ilk sonsuz kardinal denir ve R, ile gosterilir. Ikinci sonsuz kardinal, ayni
zamanda birinci say1lamaz kardinal de olan ve tiim sayilabilir ordinallerin kiimesi olan w; kiimesidir ve
X, ile gosterilir. Alef sayilari ilk olarak Cantor tarafindan tanimlanmistir. Dogal bir sekilde ortaya ¢ikan
bu kardinal hiyerarsisi bu sekilde devam eder, fakat 6nemli nokta her kardinal sayiya karsilik bir Alef
sayist oldugunu sdylerken Segme Aksiyomu’nun kullandigini fark etmektir. Ciinkii Alef sayilar1t ZFC’de
sonsuz ordinallerin kardinalitelerini ifade etmek igin kullanilir fakat ZF’de (Zermelo-Fraenkel kiime
teori) her sonsuz kiimenin bir Alef sayisi oldugu sdylenemez, ciinkii eger sOylenirse, o zaman her
kiimenin iyi siralanabilir oldugu sdylenmis olur, dolayisiyla bu Se¢me Aksiyomuna denktir, daha fazla
bilgi i¢in (Kunen, 1980; Jech, 2003).

Yukaridaki tanimlar1 6rneklendirerek aslinda hangi amaca hizmet ettiklerini daha net anlayabiliriz. Bir

denklik bagintisina 6rnek olarak agagidaki bagintiy1 verebiliriz:

X=Syoex=y.
Bu bagint1 ¢ok agik bir bigimde yansima simetri ve gecisme 6zelligini saglar. Bu bagintiya ek olarak,
bu bagint1 kadar apagik olmayan baska bir 6rnek verelim: Kabul edelim ki < yansiyan, anti-simetrik
olmayan ve gecismeli bir baginti olsun. Yani x < y A y < x fakat x # y olacak sekilde x, y elemanlari

mevcut. O halde

X=yeox<yAy<x
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biciminde tanimlanan bagint1 bir denklik bagintisidir.

Siralama bagmtilarina 6rnek olarak bilinen anlami ile < bagntisinin R kiimesini kesin olmayan
bir sekilde tam-sirali bir kiime yaptig1 verilebilir. Yani R’den alinan herhangi iki eleman1 birbiri ile
kiyaslayabiliriz ve < bagintisinin gegisme 6zelligi ve yansimama 6zelligi vardir. Diger yandan (R, <)
ikilisi kesin tam-siralamadir. Bu iki 6rnekten birisi iyi-siralama midir? Elbette cevabimiz hayir. Peki ya
soruyu sOyle sorarsak: R Yyi iyi-siralayan bir bagint1 var midir? Sezgilerimize giivenirsek yani, reel
sayilari su anki kavradigimiz bi¢imi ile bu soruya cevap verirsek olumsuz bir cevap vermemiz gerekir.
Ciinkii bu iyi-siralama hayal edilemez bir seydir. Bence bunun nedenlerinden bir tanesi (R, <)
siralamasinin son derece “dogal” olmasidir, 0yle ki bagka bir sey hayal etmek miimkiin bile degildir.
Ancak bu iyi-siralama sorusunun cevabi Ernst Zermelo tarafindan pozitif olarak cevaplanmis, hatta
Zermelo herhangi bir kiimenin iyi-siralanabilecegini gostermistir. Bunu goéstermek igin Se¢me
Aksiyomu’nu ortaya atmistir ve Secme Aksiyomu’ndan “itiraz edilemez mantiksal prensip” olarak
bahsetmistir (Kanamori, 1997). Her kiimenin iyi siralanabilecegi ilkesine iyi-siralama ilkesi denir.
Ancak Segme Aksiyomu ve iyi-siralama ilkesi birbirine denktir. Yani, birini kabul edip digerini
ispatlayabiliriz.

Bunlara ek olarak, iyi-siralama ilkesinin bir kanitin1 bulmanin imkéansiz oldugu Avusturyali
biiyiik mantik¢r Kurt Godel ve Amerikali, Fields Madalya sahibi Paul Cohen tarafindan gosterilmistir.
Ciinkii 6nce Godel, Segme Aksiyomu’nun olumsuzlamasinin(—AC) bir ZF teoremi olmadigini, yani ZF
igerisinde calisarak AC’yi ¢iirlitemeyecegimizi gosterdi. Daha sonra Cohen, ZF nin tiim aksiyomlarini
saglayan ama AC’yi saglamayan bir model olusturarak AC’nin ZF’nin bir teoremi olamayacagini
gosterdi. Bu sonuglar1 birlestirirsek, Se¢cme Aksiyomu’nun Zermelo-Fraenkel kiime kuramindan
bagimsiz oldugunu ¢ikarabiliriz. Yani ne AC ne de =AC ZF tarafindan ispatlanamaz (Kunen, 1980).

Simdi ilerde kullanilmak iizere bazi cebirsel tanimlar verilecektir. Burada sunulacak olan bazi
lemmalarin detaylar1 i¢in okuyucunun (Hungerford, 2012)’ye basvurmast onerilir.

Tamm 3.2.10. G bostan farkli bir kiime olsun. o : G X G — G fonksiyonuna G tizerinde bir ikili islem
denir.

s (G,o) ikilisine yari-grup denir eger

va,b,c € G(o (a0 (b,c)) =0 (o (a,b),c)
ise. Bu 6zellige o isleminin birlesme 6zelligi denir. Notasyon kolayligi agisindan o (a,b) = a o
b hatta bazen islem tartisilan konudan agik oldugunda a o b yerine ab kullanilacaktir.

% (G,°) yar1 grubuna monoid denir eger ¢ift tarafli bir birim eleman varsa, yani

Je € GVg € G(eg = ge = g).
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% (G,°) monoidine grup denir eger her eleman igin ¢ift tarafli bir ters eleman varsa, yani

VgeGag' €eG(gg' =g'g =e).

% (G,°) grubu degismeli (Abel) gruptur denir eger Vg, g' € G(gg’' = g'g) ise.

Yukaridaki tanimda direkt sdylenmese de bir monoidde birim eleman ve bir grupta bir elemanin tersi
biriciktir.

Peki ¢ogu teoremde yazilan “(G,") bir grup olsun” Onermesinin zararsiz bir 6nerme oldugu nasil
gosterilir? Yani ZFC kiime teorisinde rastgele segilen her kiime bir sekilde grup yapisina sahip olmalidir
Oyle ki “(G,") su grup veya bu grup olsun” demek yerine direkt olarak “grup olsun” ifadesi kullanilabilir
kilinmalidir. Bunun igin su soru cevaplanmalidir:

Bostan farkli her G kiimesi i¢in bir - islemi var midir 6yle ki (G,) bir gruptur?

Neyse ki bu sorunun cevabi evettir. G bostan farkli bir kiime olsun. F = {X € G : |X| < 8} olmak
tizere, F kiimesi tizerinde onu grup yapacak dogal bir ¢arpim vardir, bu ¢arpim iki kiimenin simetrik

farki olarak bilinir, A ile gosterilir ve sdyle tanimlanir: 4, B iki kiime olmak iizere,

AAB=(A-B)U (B - A).

Bu islemin birlesmeli oldugu biraz hesaplamadan sonra goriilmektedir, birim elemani @ ve her elemanin
tersi kendisidir. Simdi (F,A) bir grup olduguna gore, bu grup ile aralarinda bire-bir ve Orten bir
fonksiyon olan her kiime dogal olarak grup yapilabilir. Tarski’nin Segme Aksiyomu teoreminden ve
kiiciik bir kardinalite argiimaninin ardindan #(F) = #(X) oldugu goriiliir, detaylar igin (Jech, 2008).
Demek ki her kiime belirli bir iglem altinda grup yapisina sahip olabilir ve “(G,") bir grup olsun” ifadesi
resmi (zararsiz) bir ifadedir.

Bu kiigiik tartigmanin ardindan gerekli kavramlari tanimlamaya devam edilsin. (G,°) ve (H,*) birer grup
olmak flizere f: G = H fonksiyonuna grup homomorfisi (veya kisaca homomorfi) denir eger Va, b €
G(f(aob) = f(a)- f(b)) ise. Eger f bire-bir ise f’ye grup monomorfisi, érten ise grup epimorfisi ve
bire-bir ve orten ise o zaman f’ye grup izomorfisi denir. Goriildiigi tizere aslinda kisaca f fonksiyonu
gruplarin iglemlerini koruyan bir doniisiimdiir. Bu bolimden sonra aksi iddia edilmedik¢e grup
iizerindeki islem c¢arpimsal olacaktir, iki elemanin ¢arpimi geleneksel xy biciminde gosterilecektir ve
bir notasyon kisaltmasi olarak (G, ikilisi yerine G bir grup olsun denilecektir.

Tamm 3.2.11. G bir grup H € G olsun. Eger G’nin tizerindeki islem H kiimesine kisitlandiginda H
tizerinde bir iglem oluyorsa ve H bu isleme gore bir grupsa o zaman H kiimesi G 'nin alt grubudur denir
ve H < G ile gosterilir.

Alt gruplara bir ornek olarak (IR, +) grubunun (Z, +) alt grubu verilebilir. Toplama islemi kapalilig

saglar, birim ve ters elemanlar da tam sayilarda oldugundan alt grup olma kosullar1 agikca saglanir.

10
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Tanmim 3.2.12. G bir grup X € G olsun. G’nin X’i igeren tiim alt gruplarinin kesisimi dogal olarak bir
alt gruptur ve bu alt gruba X rarafindan iiretilen alt grup denir ve (X) ile gosterilir. Eger bir g € G igin
X = {g} ise, 0 zaman (g) alt grubuna g rarafindan iiretilen devirli alt grup denir.

Tamm 3.2.13. G bir grup g € G olsun. G grubunun mertebesi o grubun eleman sayisidir. g elemaninin
mertebesi ise o eleman tarafindan iiretilen devirli alt grubun eleman sayis1 (mertebesi) olarak tanimlanir.
Ornegin (Z,+) grubunun {2} tarafindan iiretilen alt grubu tiim cift sayilar kiimesidir, (Z, =
{[o],[1], 2], [3]}, +) grubunun herhangi bir alt grubunun (Z;, +), i|4 (i|4 i nin 4 iin bir boleni oldugu
anlamina gelmektedir) bigiminde oldugu goriiliir, ¢linkii her devirli grubun tiim alt gruplari da devirlidir

ve Lagrange Teoremi geregi bu sonuca varilir, detaylar i¢in (Hungerford, 2012).
3.3. Kiiciik Nedir Ne Degildir?

Matematikgiler bir 6zelligin verilen bir tanim kiimesi iizerinde “hemen hemen her yerde”
saglanmasinin bir anlam1 olmasin isterler. Ornegin bir dzellik verilen sonsuz bir kiimenin sonlu tane
elemani diginda tiim elemanlari tarafindan saglaniyorsa o 6zellik o kiime tizerinde “neredeyse” veya
“hemen hemen her yerde” dogrudur denilir. Clinkdi, sezgisel olarak, sonlu elemanli bir kiime sonsuz
elemanli bir kiimenin yaninda oldukg¢a “kii¢iik”, veya ihmal edilebilirdir. Bu tiir “neredeyse” gibi
ifadeler filtreler ve idealler yardimi ile saglam bir temele oturtulabilir.

Tamm 3.3.1. X bostan farkli bir kiime olsun. § c g(X) ailesine X {izerinde filtre denir eger,
a) XegFved ey,
b) VA, BEZFANBEY),
c) VAeZFVBc X(AcB—>BEY),

kosullar1 saglaniyorsa.
Tanmm 3.3.2. X bostan farkl1 bir kiime ve 3 c g (X) olsun. I altkiimesine X iizerinde bir ideal denir
eger,

a) XE€3JIvePeS,

b) VA,BEJI(AUBEY),

) VAEIVBc X(BcA—->BEY),

kosullar1 saglaniyorsa.

Tamm 3.3.3. J idealine k-tam(x-complete) denir ancak ve ancak
V?ICS(I‘)I|<K—>UQIES.

& filtresine x-tam denir ancak ve ancak

11
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vmcg(|szx|<x—>Umeg.

Yukaridaki tanimlar sdyle yorumlanabilir. Filtre tanimi verilen bir kiimenin belirli bir durumda “biiytik”
davranan elemanlarini ortaya ¢ikarmak igin kullanilir. Ciinkii, bos kiime kii¢iik ama tizerinde ¢aligilan
kiimenin kendisi biiyiiktiir, eger bir sey biiylikse onu kapsayan bagka bir seyin kii¢iik olma ihtimali
yoktur ve iki biiylik seyin kesisimi de biiyiiktiir. Belki de sadece son yazilan ciimle pek sezgiye uygun
degildir. Soyle diisiinelim, eger elimizde iki adet biiyiik obje varsa, o zaman bu objeler Oyle biiyiik
olmalilar ki her ikisinde de ortak olan parcalar da biiyliik olmalidir. Yukaridaki tartismadaki bazi
kelimeleri o kelimelerin zit anlamlar ile degistirerek ideal kavraminin “kiigiik” objeleri temsil ettigini
anlasilabilir. Verilen bostan farkli bir X kiimesi tizerinde apagik filtre ve ideal 6rnegi olarak sirasiyla
P(X) — {0} ve p(X) — {X} verilebilir. Eger X sonsuz bir kiime ise 0 zaman X in tiim sonlu elemanl
altkimelerinin kiimesi ve X in komplementi sonlu olan tiim altkiimelerinin kiimesi sirasiyla bir ideal ve
bir filtredir. Daha apagik olmayan bir 6rnek olarak bir 6l¢ii uzayinda (asagiya bakiniz) 6l¢iist sifir olan
kiimelerin kiimesi veya reel dogruda higbir yerde yogun olmayan (asagiya bakiniz) kiimelerin kiimesi
ideal o6rnekleri olarak verilebilir.
Tamm 3.3.4. X bostan farkli bir kiime, T € g (X) olsun. Eger,

a) 9,Xer,

b) VA, Bet(ANB € 1),

¢) V{A}ien © T(Uien4; € 7),

kosullar1 saglaniyorsa, T ‘ya X tizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir. 7 nun
elemanlarina agik kiime denir. Komplementi t’ya ait elemanlara ise kapali kiimeler denir.

Birer 6rnek vermek gerekirse, {X, @} ve g (X) kiimelerinin topoloji olduklar1 aciktir. Tlkine X
tizerindeki en kaba topoloji, ikincisine ise X {izerindeki en ince veya ayrik topoloji denir. Belki de
topolojilerin motivasyonundan biraz bahsedilmelidir. Eger verilen iki uzay iizerinde de topoloji varsa, o
zaman bu uzaylarin aralarindaki doniisiimler tamamu ile o uzaylarin iizerindeki topolojiler tarafindan
karakterize edilir. Bu su anlama gelir: Eger bir uzayin baska bir uzaydan temel 6zellikler bakimindan
farkli oldugu anlasilmak isteniyorsa, 6nce o uzaylarin hangi topoloji ile ele alinacagi belirlenmelidir.
Ornegin baglantilihk veya Hausdorff uzay olma gibi cok temel 6zellikler o uzaym topolojisinden
bagimsiz olamaz.

Verilen bir kiime iizerinde birden farkli yapilar bulunabilir. Bu tiir yapilara 6rnek olarak
topolojik gruplar verilebilir. Topolojik grup bostan farkl bir kiime, o kiime iizerinde bir topoloji ve bir
ikili iglem {igliistinden olusur. Kiime ikili iglem ile bir gruptur, soézii edilen topoloji ile bir topolojik
uzaydir ve grup islemi siireklidir. Yani (X, 7,”) tgliisiine topolojik grup denir eger (X, 7) bir topolojik
uzay, (X,-) bir grup ve - islemi 7 topolojisinde siirekli ise. Topolojik gruplar 1925 ve 1940 yillar1 arasinda

¢ok yogun olarak Bourbaki grubu ve Haar tarafindan calisilmigtir. Fourier serilerinin ve integrallerin
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bazi genis topolojik gruplarin 6zel durumlari olduklari ortaya ¢iktiginda konuya gosterilen ilgi artmigtir.
Bu konuyla ilgili genel bir kaynak i¢in (Pontrjagin ve Lehmer, 1946).

Eger (X, t) bir topolojik uzay ve A c X ise, 0 zaman A kiimesini i¢eren en dar kapali kiimeye
A’nin kapanist denir. A kiimesinin igerdigi en genis agik kiimeye ise A’nin i¢i denir. cl(A) ve int(A) ile
sirastyla A kiimesinin kapanisi ve i¢i gosterilecektir. Bir noktanin bir kiimenin kapaniginda olmasi igin
gerek ve yeter kosul terimleri o kiimede olan bir dizinin o noktaya yakinsak olmasidir. Detaylar i¢in
(Hewitt ve Stromberg, 2013).

Tamm 3.3.5. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. 8 c 1 kiimesine 7 topolojisinin tabani denir eger
Yu € TEI{Bi}iEN C SB['LL = UBL]

ise. Yani, her agik kiime B ailesinin elemanlarinin sayilabilir birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa. (X, 7)
topolojik uzayina ikinci sayilabilir topolojik uzay denir eger sayilabilir Sonsuz bir taban1 varsa.
Tamm 3.3.6. (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x’i igeren herhangi bir U € t kiimesine x’in a¢ik
komsulugu denir. Ayrica, x’in herhangi bir agik komsulugunu igeren herhangi bir N € X kiimesine x’in
komgulugu denir. N;(x) ile x noktasimin T topolojisindeki tiim komsuluklarinin kiimesi gosterilsin.
B, € N (x) kiimesine x noktasinin komsuluk tabam denir eger x’in her komsulugu 8B, kiimesinin bir
elemanini igeriyor ise.
Tamim 3.3.7. (X, t) topolojik uzayina birinci sayilabilir topolojik uzay denir eger her x € X elemanini
sayilabilir sonsuz bir komsuluk tabanina sahipse.
Eger (R, T,) reel dogru iizerinde Oklid topolojisi ile bir topolojik uzay olarak ele alinirsa o zaman bu
uzay ikinci sayilabilir topolojik uzaydir. Fakat R iizerinde 7.r = {AC R: A =0 V#(A°) < R}
topolojisi ele alinirsa, bu uzayin birinci sayilabilir topolojik uzay dolayisiyla da ikinci sayilabilir
topolojik uzay olmadig1 anlasilir. Ciinkii reel dogrunun verilen bir noktay1 i¢eren ve sayilamaz olan tiim
kiimelerinin kiimesi sayilabilir sonsuz olamaz ve dikkat edilirse bu topolojinin komsuluk tabani tam da
bu tipte bir kiimedir. Bu 6zel topolojiye, tanimi geregi sonlu-komplement topolojisi denir.
Tanmm 3.3.8. X bostan farkli bir kiime, d: X X X — R bir fonksiyon olsun dyle ki,

a) Vx,y € X(d(x,y) = 0),

b) Vx,y € X(d(x,y) =0 x=y),

c) Vx,y€ X(d(x, y) =d(y, x)),

d) Vx,y,z€ X(d(x, y) <d(x,z) +d(z, y)),

kosullari saglansin. O halde d ‘ye X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.
Tanim 1.2.2°deki (b) sartinin gerek ve yeter kosul yerine sadece yeterliligin saglanmasi halinde
d fonksiyonuna pseudo-metrik denir. Verilen bir a € X noktasi i¢in a merkezli r > 0 yarigapl a¢ik top

By(a,r) = {x € X:d(a,x) < r}kiimesi olarak tanimlanir.
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Topolojik uzay ve metrik uzay tanimlarinin ortak bir 6zelligi vardir, her iki tanim da bir matematik¢iye
analiz yapmak i¢in minimum kosullari, {izerinde ¢alismak istedikleri kiimenin hangi asgari sartlari
saglamasi gerektigini sdyler. Tanim 3.3.8. mesafe kavraminin salt matematiksel anlamini anlatirken
Tamim 3.3.4. ise uzaklik kavramimi “komsuluk” gibi kavramlarla aciklar. Ornegin; bir atomun
¢ekirdeginin etrafinda bulut halinde bulunan elektronlarin birbirine ¢ok yakin oldugu asikardir, ¢iinkii o
elektronlar makro diinya ile mikro diinya arasindaki milyonlarca odaciktan, igerisinde bulunduklar
atomu oda olarak kabul ederler. Bu atomun boyutu makro diinyadaki biiyiikliikler yaninda ihmal
edilebilir oldugu i¢in biz o elektronlarin birbirine yeterince yakin oldugunu sdyleyebiliriz.
Bunlara ek olarak, topoloji kavrami yakinsaklik, siireklilik ve bosluksuz olmak gibi birgok kavrami
aciklayabilecegimiz en genel kavramdir. Diger yandan, metrik uzaylar daha ¢cok yasadigimiz ii¢ boyutlu
uzaydaki Oklid uzakligim referans alarak, bu kavrami genellestiren ve matematiksel bir temele oturtan
araglardir. Topolojik uzaylarin metrik uzaylardan daha genel oldugunu herhangi bir mesafe kavramina
ihtiya¢ duymadan da yakinlik kavramini agiklayabilmesinden anlasilabilir.
Tamm 3.3.9. ||-]| : R - R fonksiyonuna R {izerinde norm denir eger,

a) Vx €R[|I0]=0A(x>0- x|l > 0)];

b) vx, y(llxyll = |xlllylD;

) Vx,y(llx +yll < llxll + llyl);

kosullar1 saglantyorsa. Eger sadece b) ve ¢) kosulu saglaniyorsa o halde bu fonksiyona R {izerinde bir
yar1-norm denir.

Aslinda yukaridaki tanim en genel hali ile bir norm tanimi degildir, tstii kapali bir¢ok varsayimda
bulunulmustur. Yani yukarida aslinda R yine R iizerinde bir vektor uzay1 olarak diistiniilmis, vektor
uzayinin skalerleri yine reel dogru {izerinden secilmistir. Kisaca bahsetmek gerekirse, bir vektor uzay1
bir Abel grubu A, bir cisim F ve F X A — A fonksiyonundan meydana gelir. Bu fonksiyon birlesme ve
dagilma (soldan ve sagdan) ozelliklerini saglar, cismin birim elemani ile herhangi bir elemanin bu
fonksiyon altindaki resmi yine o eleman1 verir. Cisim tanimi, vektor uzaylarinin formel tanimi (modiil
tanimi1) ve tanimlanmayan diger tiim cebirsel kavramlar i¢in okuyucu (Hungerford, 2012) kaynagina
yonlendirilmektedir.

Normlara 6rnek olarak ilk akla gelen fonksiyon elbette mutlak deger fonksiyonudur. Yukaridaki
tammdan da goriilecegi iizere yari-normlarin pozitif tanimli olmalar1 gerekmez. Ornegin ileriki
boliimlerde tanimlanacak olan en yakin tamsayiya uzaklik normu bir yari-normdur.

Tamim 3.3.10. X bostan farkli bir kiime ve £ € g(X) olsun. X kiimesine X iizerinde bir a-cebir denir
eger X bos kiimeyi igeriyorsa ve komplement ve sayilabilir birlesim (dolayisiyla sayilabilir kesigim)
altinda kapali ise. Bu sartlar altinda, (X,X) ikilisine ol¢iilebilir uzay ve T kiimesinin elemanlarina
olgiilebilir kiime denir. B(X), ile X in tim t-acik altkiimelerini kapsayan en dar o-cebir gosterilsin. Bu

Ozel o-cebire Borel g-cebir denir.
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Tamm 3.3.11. (X, ) olgiilebilir uzay olmak tizere y: £ = R U {—o0, +0} fonksiyonuna dl¢ii denir eger
asagidaki kosullar saglaniyor ise:

e (Pozitiflik) u her zaman negatif olmayan degerli bir fonksiyon, yani VS € Z(u(S) = 0).

e (Bos kiime kiigiiktiir) u(@) = 0.

o (Sayilabilir toplamsallik) Her sayilabilir, elemanlar ikiser ayrik olan ailenin 6l¢iisii o ailenin

elemanlarinin 6lgiileri toplamina esittir. Yani

V{4320 (Vi,j € w(i #j - A; # A;)) > (u(UA) = Tu(4))]

kosulu saglanir.

(X, %, u) tgliistine ise ol¢ti uzay: denir.

Yukaridaki tanimlarda Olgiilebilir uzay ve olgii uzay1 arasindaki farka dikkat gekilmelidir.
Ciinkii birincisinde uzayin 6lgiilebilir oldugunu séylenir ancak ne ile dlgililecegi sdylenmez, sadece bir
uzayin elemanlarinin 6lgiilerinden bahsetmek igin gereken asgari sartlarin ne oldugunu séyler 6l¢iilebilir
uzay tanimi. Fakat bunun aksine, 6l¢ii uzay1 artik bir 6l¢iilebilir uzaydir ve elemanlarin tek tek olgiiliip
Olciilemeyecegini agiklayabilen, eger Olgiilebilirler ise dlgiilerinin ne oldugunu sdyleyen bir fonksiyon
ile donatilmistir. Bu tamimlar verildikten sonra Lebesgue 6l¢iisti tanimlanabilir ve reel dogruda tipki
giinliik hayattaki bir 6l¢iiden nasil beklenirse aynen o sekilde davranir. Oregin, araliklarin &lgiileri o
araliklarin uzunluklara esittir ve sinirli olmayan kiimelerin 6l¢giileri sonlu degildir. Peki bir 6l¢ii
fonksiyonu her seyi olgebilir mi? Olgiilebilirlik ne demektir? Sezgisel olarak, belirli bir sekli olan
nesneleri 6l¢iilebilir olmasi gerekir, yani eni, boyu ve yiiksekligi gibi kavramlar anlamli hale gelebilir.
Fakat matematikte bazi kiimelerin tam anlamiyla tanimlanmis bir sekli yoktur, yani bir kat1 cisim gibi
davranmazlar. iste tam da bu tiir kiimelerin dlciilemeyecegi gosterilecektir. Fakat bazi 61¢ii fonksiyonlar
tanim kiimesindeki her seyin bir 6l¢iisiinii verebilir. Omegin, verilen bir o-cebir iizerinde yalnizca iki

degerli olarak tanimlanan asagidaki fonksiyonu ele alinsin:

0,|E| < oo,
LIE| = oo.

u(E) = {
Bu fonksiyonun 6lgii oldugunu gérmek kolaydir. Ayni zamanda bu fonksiyon altinda her kiimenin bir
“kat1 cisim” gibi davrandig1 not edilmelidir. Ciinki, kardinalitesi sonlu olan kiimeler eni boyu ve
yiiksekligi sonlu olan cisimler, kardinalitesi sonsuz olanlar ise bunlardan en az bir tanesi sonsuz olan
cisimler olarak diisiiniilebilir. Iste bu iki degerliligin kirildig1 anda, yani fonksiyon spesifik kiimelere
daha spesifik Olciiler atamaya calistiginda, bazi kiimelerin 6l¢iilemez oldugunun ZFC’de kaginilmaz
oldugu gosterilecektir, Teorem 4.2.5.”e bakiniz. Bu teoremde 6l¢iilemeyen bir kiime insa edilmistir ve

iyice incelenirse bu kiimenin belirli bir “bi¢imi” olmadig1 goriilebilir.
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Tanmim 3.3.12. Reel dogru iizerinde I = [a, b] herhangi bir kapali aralik olmak iizere (acik veya yari
agik araliklar i¢in de ayni sey s6z konusudur), I'nin uzunlugu €(I) = b — a ile gosterilsin. A C R ve

her i dogal sayis1 i¢in I; agik aralik olmak {izere A’nin Lebesgue dis dl¢iisti asagidaki gibi tanimlanir:

Yukaridaki tanim incelendiginde, verilen bir A € R kiimesinin dis 6l¢iisiiniin her zaman tanimli oldugu
goriilebilir. Bunun nedeni R nin tam olmasidir, yani alttan sinirli bostan farkli her altkiimesinin bir
infimumu ve istten sinirlt bostan farkli her altkiimesinin bir supremumu vardir.

Tanmm 3.3.13. A c R kiimesi Lebesgue dl¢iilebilir kiimedir eger her € > 0 i¢gin bir F ve G sirasiyla
kapali ve agik reel say1 kiimeleri vardir 6yle ki F c A € G ve m(G — F) < e.

Yunan matematik¢i Constantin Carathéodory bir kiimenin Sl¢iilebilirligi ile ilgili bir kriter vermistir. Bu
kriter sayesinde ol¢iilemeyen kiimeler daha net anlagilabilir. X c R kiimesi Carathéodory Kriteri’ni

sagliyor denir ancak ve ancak

VA c R[m(4) = m(X nA) +m(X°nA)].

Carathéodory Kriteri’nin Lebesgue 6l¢iilebilirlige denk oldugu bu tezin amaci disinda kalir ve gereksiz
uzatmaya girebilir. Bu nedenle merakli okuyucu gerekli tim bilgiyi (Oxtoby, 2013) ve (Hewitt &
Stromberg 2013) kaynaklarinda bulabilir. Fakat bu kriterin 6l¢iilebilir kiimelerin tipk1 bir kat1 cisim gibi
davrandigini gosterdigini belirtmekte fayda vardir. Dikkat edilirse, bu kritere uyan kiimeler, uzaydaki
diger tiim kiimeleri, diger kiimeler ne kadar diizensiz olursa olsun, diizgiin iki parcaya ayirtyor. Yani o
kiimeden kopardig1 parca ve koparamadig1 parcalar o kiimenin dis 6lciisiinii belirliyor, tipki yukarida
yapilan iki degerli 6l¢ii fonksiyonunun kat1 cisim benzetmesi gibi, burada da dl¢iilebilir kiimelerin bir
blok gibi davrandigini sdylemek yerinde olacaktir.

Tezin baglarinda da alt1 ¢izildigi {izere aslinda konugulan her sey bir kiime oldugundan ve artik Lebesgue
Olciilebilirlik kriterine sahip olundugundan, bir fonksiyonun ol¢iilebilir olup olmama kavrami da
tartisilabilir. Elbette bir fonksiyonun odl¢iilebilir olmasi o fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesinden
bagimsiz olamaz. Buradaki tanim en basit haliyle reel dogru iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar
icin verilmistir, daha genel hali i¢in (Hewitt & Stromberg 2013).

Tamm 3.3.14. f reel degiskenli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. f’ye 6l¢iilebilir fonksiyon denir
eger R’nin her a¢ik A kiimesinin f altindaki ters resmi 6lgiilebilir ise.

Peki 6l¢li kavraminin bir dual kavrami1 mevcut mudur? Yani, 6lciisii biiyiik olan kiimeler reel dogru
iizerinde baska bir kavrama gore kiiciik olabilirler mi? Siirpriz bir sekilde bu sorunun cevabi “evet” tir.
Olgii kavramimin, kabaca bir kiimenin daha ¢ok geometrik ozelliklerine odaklandigi yukarda
tartisilmust. Olgii kavramina dual olan kavram yogunluk kavramidir. Tipki dogal sayilar iizerinde

tanmimlanan asimptotik yogunluk kavrami gibi olan reel dogru iizerindeki bir kiimede yogun olma
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kavrami bircok matematik¢i tarafindan ¢ok genis Ol¢iide calisilmig, Gzellikle René-Louis Baire
tarafindan doktora tezinde gelistirilen hi¢bir yerde yogun olmama kavrami ve bunu takiben ispatlanan
Baire Kategori Teoremi su giinlerde analizin hemen her alaninda kullanilan ¢ok gii¢lii bir teoremdir, bu
konu hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Jech, 2003).

Tanmm 3.3.15. A c R kiimesine I € R araliginda yogun denir eger I araligmin her alt aralifi A
kiimesinin en az bir elemanini igeriyorsa, yani VI’ c I(I' N A # Q) ise. A kiimesine yogun denir eger
reel dogrunun her araliginda yogun ise. Eger reel dogru {iizerindeki her aralik A kiimesinin
komplementinde olan bir alt aralik igeriyorsa, o halde A kiimesine hi¢chir yerde yogun degil denir. Hicbir
yerde yogun olmayan kiimelerin kiimesi ND ile gosterilecektir.

Kisaca agiklamak gerekirse, higbir yerde yogun olmayan kiimeler bolca gdzenege sahip olan kiimeler
olarak diigiiniilebilir. Yani, daha gayri-resmi bir anlatim ile, hi¢bir yerde yogun olmayan kiimeler bir
elek olsalardi, un eleme konusunda oldukga basarisiz olurlardi, ¢iinkii sadece un taneleri degil kiigiik tag
taneleri de gozeneklerden gegebilirdi. Peki neden reel dogrudaki yogunluk kavrami 6l¢ii kavramina dual
bir kavramdir? Bunun nedeni yogun olan bazi kiime 6rneklerine bakilarak anlasilabilir.

Ornegin apagiktir ki R yogun bir kiimedir, ayrica R nin her aralig1 yine kendi iizerinde yogun bir
kiimedir. Peki ya yogun olan kiimelerin kardinaliteleri hakkinda ne sdylenebilir? Ilk bakista sayilamaz
kiimeler olmalar1 gerektigi anlasilabilir, ¢iinkii reel dogru iizerinde yogun olmak demek reel dogru
iizerinde secilen herhangi bir noktanin o kiimeye ait olma ihtimalinin ¢ok biiylik olmasi1 demektir. Fakat
¢ok 1yi bilinen rasyonel sayilar kiimesinin reel dogruda yogun olma teoreminden, kardinalite ve yogun
olma kavraminin iliskisinin ¢ok da gii¢lii olmadig1 anlasilir. Ciinkii artik sayilabilir sonsuz olan ama bir
bakima R’de ¢ok biiyiik olan bir kiime mevcuttur.

Ote yandan, olgii fonksiyonu sayilabilir toplamsal oldugundan, her sayilabilir kiimenin
Olciisiiniin sifir oldugu asikardir. Dolayistyla 6l¢ii agisindan kiigiik olan bir kiime yogunluk agisindan
gayet biiylik olabilir. Bunun tersine bir 6rnek olarak, yani yogunluk acisindan kiiciik ama 6l¢ii agisindan
biiyiik bir kiimeye 6rnek olarak Smith-Volterra-Cantor kiimeleri (fat Cantor set) verilebilir, (Smith,
1874). Bu kiimeler klasik Cantor kiimesinden farkli olarak birim araliktan atilan alt araliklarin
birlesiminin 1’den kiicliik oldugu durumlarda kalan araliklarin kesisimi olarak ifade edilebilen
kiimelerdir, yani hem hicbir yerde yogun olmayan kiimelerdir hem de 6lgiileri pozitiftir. Bu ylizden bu
kiimelere “sisko” denilmistir.

Peki hicbir yerde yogun olmayan kiimeler gercekten kiiciik miidiir? Dogal olarak tek nokta
kiimeleri hicbir yerde yogun olmadigindan, ama bu kiimelerin sayilabilir birlegsimi olarak yazilabilen
rasyonel sayilar kiimesi yogun bir kiime oldugundan demek ki higbir yerde yogun olmayan kiimeler
yeteri kadar kiiclik degiller, yalnizca sayilabilir sonsuz tanesi bir araya gelerek ¢ok biiylik kiimeler ortaya
¢ikarabiliyorlar. Daha kesin bir ifadeyle, higbir yerde yogun olmayan kiimeler w;-tam ideal
olusturmazlar. Bundan dolay1 Baire asagidaki tanim1 vermistir.

Tamim 3.3.16. Hicbir yerde yogun olmayan kiimelerin sayilabilir birlesimi olarak ifade edilebilen

kiimelere birinci kategoriden denir. Bu bigimde ifade edilemeyen kiimelere ikinci kategoriden denir.

17



Umutcan KAYA, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

Birinci kategoriden olan tiim kiimelerin kiimesi CAT(I) ile gosterilirken, ikinci kategoriden olan
kiimelerin kiimesi ise CAT (II) ile gosterilecektir.

Birinci kategoriden olan kiimelerin w;-tam olan bir ideal olusturdugunu gostermek igin
sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimlerinin de sayilabilir oldugunu séylemek yeterlidir. Bu Segme
Aksiyomu ile kolayca gosterilebilir. Artik amaca ulagilmis gibi goriinmektedir, ¢ilinkii 6lgiisii sifir olan
kiimeler ve birinci kategoriden olan kiimeler w,-tam ideal olustururlar. Fakat yine de bir anlamda biiyiik
olan bir kiime diger anlamda oldukga kiigiik olabilir. Bu durumun matematiksel ifadesi ilerde serbest
diziler tanimlanirken agiklanmigtir, B6liim 4.1.’¢ bakiniz.

3.4 Yakinsaklik ve Genellemeleri

Tanim kiimesi dogal sayilar olan fonksiyonlara dizi denir. Eger goriintii kiimesi Y ise 0 zaman bu dizilere
Y degerli diziler denir. Bir n dogal sayisinin f dizisi altindaki resmi klasik durumdan biraz farkli olarak
f(n) yerine f, ile gosterilir. Bu gosterimin amaci bazi ifadeleri daha okunur hale getirmesidir.

Tamm 3.4.1. f € “Rvel € Rolsun. f dizisi [ sayisina yakinsaktir denir eger
Ve > 03N € w[Vn = N(|f, — ] < €)]

ise. Yani f dizisinin bastan sonlu tane terimi digsindaki tiim terimleri [’ye yeterince yakin ise. Eger f
higbir reel sayiya yakinsak degilse f’ye iraksak denir. Verilen bir [ reel sayisina yakinsak tiim diziler
uzay1 c¢(l) ile gosterilecektir. Eger 6zel olarak bir A € R i¢in f € ®A ve f € ¢(l) ise 0 zaman bu tiir
dizilerin kiimesi ¢(l, A) ile gosterilecektir. Yani gortintii kiimesi A olan ve [ sayisina yakinsayan tim
dizilerin kiimesi.

Tamm 3.4.2. f reel terimli dizisine dstten (alttan) sinirli dizi denir eger vardir bir pozitif M reel sayisi
oyle ki her n dogal sayistigin f(n) < M (f(n) = —M) ise. f dizisine sinirli dizi denir eger f hem Ustten
hem de alttan sinirl ise.

Yakinsak dizilerin toplamlarinin, skalerle carpimlarin ve birbirleri ile ¢arpimlarinin da yakinsak oldugu
yukaridaki epsilon-delta taniminin iiggen esitsizligi kullanilarak ve basit manipiilasyonlara bagvurarak
gosterilebilir. Ayrica, yakinsak her dizinin simirli oldugu da agiktir. Bu tezde bunlar gosterilmeyecektir,

ama tez boyunca kullanilacaktir.
Yakinsak bir diziye drnek olarak f:w = R, f(n) = ﬁ dizisi verilebilir. f dizisinin 0’a yakinsadigini

gormek oldukga kolaydir. Fakat her n € w — {0} i¢in a(n) = (—1)™ bigiminde tanimlanan dizi higbir
reel sayiya yakinsamaz. Ciinkii —1 ve 1 arasinda bitmeyen bir salinim yapar. Ancak salinim yapan her
dizinin 1raksak olmasi gerekmez. Salimim yaptig1 noktalar birbirine gittik¢e yaklasirsa eger, yani sabit
degillerse, o zaman dizi gayet de yakinsayabilir. Yakinsak diziler {izerine sOylenecek bir hayli olgu
mevcut. Tiim bilgilerin bu tezde sunulamayacagi asikar oldugundan, gerekli her sey (Stromberg &

Hewitt, 2013) kitabindan temin edilebilir. Peki yakinsaklik tiirleri hakkinda neler sdylenebilir? Yani,
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yukarida yazilan klasik yakinsaklik disinda bagka yakinsaklik tiirleri var midir? Eger varsa bunlar
nelerdir?

Dogasi geregi her matematiksel tanim Oyle veya bdyle genigletilebilir bir 5nermedir. Yani, eger bir tanim
adma x denilen bir sey tanimliyorsa, o halde x’i tanimlamak i¢in kullanilan 6nceden kabul edilmis
birgok kavram vardir. Bu kavramlarin biiyiik bir kismi ya ¢oktan genellestirilmis ya da genellestirmeye
olduk¢a miisaittir. Dolayisiyla, eger verilen bir tanim bir climle gibi diigtiniiliip kelimelerine ayrilirsa, o
zaman her bir kelimenin yerine cliimlenin anlamini bozmayacak sekilde baska kelimeler getirilebilir, bu
muhtemelen yeni bir tanim doguracaktir. Uzun lafin kisasi, yakinsaklik taniminin g¢ok cesitli
genellemeleri mevcuttur. Bu genellemeler igin (Connor, 1999; Mursaleen, 2000; Fridy, 1985; Buck,
1946; Kostyrko, Salat & Wilczynski, 2000). Bu tezde birgok yakimsaklik tiirii arasindan istatistiksel
yakinsaklik olarak bilinen bir yakinsaklik tiirii ele alinacaktir. Bunun i¢in dnce dogal veya asimptotik
yogunluk kavramina ihtiya¢ duyulur.

Tanmim 3.4.3. A € w — {0} olsun. A’nin st ve al dogal yogunlugu sirasiyla asagidaki gibidir:

A
), m.(4) = liminfﬂ,
n n

n*(4) = limsupA(n

n n

oyle ki A(n) = |{k € A: k < n}|. A’nin dogal(asimptotik) yogunlugu vardir denir eger 7*(A) = m,.(A)
ise, bu durumda dogal yogunluk bu nicelige esittir. A’nin dogal yogunlugu (A) ile gosterilecektir.

Asimptotik yogunluk kavrami dogal sayilarin verilen bir alt kiimesinin dogal sayilar igerisinde ne

siklikla bulundugunun bir 8l¢iisiinii verir. Olgiisii biiyiik olan alt kiimelerin elemanlarina daha sik, dl¢iisii

kii¢iik olan altkiimelerin elemanlarma daha seyrek rastlanir. Ornegin, tam-kare sayilar kiimesinin

asimptotik yogunlugu sifirdir. Bunu gérmek icin N2(n) = |{k?: k? < n}| kiimesine bakalim. k? < n &

k < v/n. Buradan, N*2(n)’nin en fazla Vn’nin tam degeri (ondan kiigiik en biiyilk tamsay1) kadar

oldugu goriiliir. Simdi @ oranina bakilirsa, bu oranin sifira yakinsadigi rahatca goriilebilir. Daha zor
bir 6rnek, tiim asal sayilar kiimesinin asimptotik yogunlugunun sifir oldugunu gostermektir. Merakli
okuyucu (Hardy ve Wright, 1979) Boliim XXII’deki asal say1 teoreminin ispatindan gerekli sonuglari
cikarabilir. S6zii edilmisken, asal sayilarin asimptotik yogunlugunun sifir olmasiin anlamlarindan bir
tanesi dogal sayilar kiimesinden rastgele bir say1 secildiginde, bu sayinin asal olma ihtimalinin sifir
olmasina esdegerdir. Elbette dogal sayilar icerisinde asal sayilar mevcuttur, fakat o kadar seyrek
dagilmiglardir ki, onlara rastlamak neredeyse imkansizdir.

Lemma 3.4.4. Dogal sayilarin asimptotik yogunlugu sifir olan altkiimelerinin kiimesi bir idealdir. Yani,
I = {A © N — {0}: m(4) = 0} kiimesi bir idealdir.

Ispat. Yogunlugu sifir olan kiimelerin her alt kiimesinin de yogunlugunun sifir oldugu agiktir. Bos
kiimenin dogal yogunlugunun sifir oldugu da agiktir. Simdi, verilen iki yogunlugu sifir olan kiimenin

birlesimlerinin yogunlugunun sifir oldugu gosterilmelidir. Bunun igin, A, A" € J, keyfi verilsin. En
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genel durumu ele almak agisindan, A N A" = @ oldugunu varsayalim. Bu demektir ki, (A U A")(n) =
A(n) + A’ (n). Dolayisiyla her iki taraf da n ile boliiniirse ve daha sonra limitleri alinirsa istenilen sonug

elde edilmis olur. A N A" # @ durumunda (A U A")(n) < A(n) + A’(n) oldugu kolayca goriiliir. m
3.4.1. ideal Yakinsaklik ve Diger Metotlar

Yukarida ideal tanimi verilirken ideallerin kiiglik nesneleri temsil edebilecegi sOylenmisti. Simdi bu
temsil somut hale getirilebilir. Bunun i¢in asagidaki gézlem yapilmaldir. Bir dizinin yakinsakligi
tanimlanirken o dizinin sonlu tane terimi digindaki her teriminin yakinsayacagi noktaya yeterince yakin
olmasi gerektigi belirtilmisti. Peki dogal sayilarin tiim sonlu alt kiimelerinin kiimesi neydi? Elbette bir
ideal. Eger birisi bu ideal yerine dogal sayilar lizerinde apacik olandan baska bir ideal kullanirsa, o halde
0 ideale bagli bir yakinsaklik tanimi verilebilir. Bu, su anlama gelir: Verilen bir uzaydaki gorece kiigiik
kiimelerin saptanmasi, o uzayin hangi sartlar altinda istenmeyen 6zelliklerinin ihmal edilebilecegini
sOyler. Yani, yakinsaklik i¢in konusulursa, yakinsak bir dizinin sonlu tane terimi digindaki her teriminin
“diizgiin” olmas istenilir. Geriye kalan sonlu tane eleman ihmal edilir. Iste idealler, belirli bir mantiga
gore ne tiir kiimelerin ihmal edilebileceginin bir betimlemesini yapar. Asagidaki tanimi mesru yapan
yegane sey ideallerin bu dogasidir.

Tamm 3.4.1.1. f bir reel terimli dizi, 3 dogal sayilar iizerinde bir ideal olsun. f ye [ € R sayisina 3-

yakinsaktir denir eger her € > 0,
(il —ll=>€etes

1S€e.

Sanirim konunun nereye gittigi anlasilmaya baslandi. Once idealler tamimlandi, daha sonra yakinsak
diziler tanimland1 ve sonlu kiimeler ailesinin bir ideal oldugu gosterildi. Son olarak asimptotik
yogunlugu sifir olan kiimelerin kiimesinin bir ideal oldugu gosterildi ve simdi de ideal yakinsaklik
tanimi verildi. Galiba bunlardan sonra dogal yogunlugu sifir olan kiimeler kullanilarak bir yakinsaklik
tanimlanacag asikardir.

Tamm 3.4.1.2. f reel terimli dizisi [ reel sayisina istatistiksel yakinsak denir eger f J,-yakinsak ise.

Bu durum st —lim f,, = [ ile gosterilir. Verilen bir [ € R ye istatistiksel yakinsak (st-yakinsak) tiim
n

dizilerin kiimesi ¢St (1) ile gosterilecektir ve tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi ¢St = U; ¢St (1)
olarak tanimlanir.

Lemma 3.4.1.3. Tiim klasik yakinsak diziler istatistiksel yakinsaktir. Iki istatistiksel yakinsak dizinin
toplami, skalerle ¢arpimi1 ve kendi aralarinda ¢arpimi da istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Istatistiksel yakinsakligmm tammindan ve yogunlugu sifir olan kiimelerin bir ideal

olusturdugundan agiktir. m
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Yakinsak diziler tanimlandiktan sonra her yakinsak dizinin sinirlt olmasi gerektigi vurgulanmisti. Fakat
bu durum her yakisaklik metodu igin dogru olmayabilir. Ornegin asagidaki dizi 0’a istatistiksel
yakinsaktir, fakat sinirli degildir. Ama eger birileri istatistiksel simirlilik diye bir tanim verseydi bu

fonksiyon tam da o tanima uygun bir fonksiyon olurdu.

n,n € {k?:k € N},
0, diger durumlar.

Fo ={
Goriildiigii iizere, ideallerin ve filtrelerin matematikte oldukca genis bir uygulama alanina sahip
oldugu bir gercektir. Ozellikle gok gii¢lii tanimlar1 zayiflatmak veya bir uzay1 porsiyonlara ayirmak igin
oldukea giiclii araglardir. ideallerin ve filtrelerin yaygin kullanim alan1 ve uygulamalar1 igin okuyucu
(Kunen, 1980)’a bagvurabilir. Asagida istatistiksel yakinsakligin sagladigi baz1 6zellikler verilmistir.
Lemma 3.4.1.4. Bir dizi | € R ye istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak o dizinin yogun ve [ ye klasik
yakinsak bir alt dizisi vardir.

Ispat. f reel terimli bir dizi ve st —lim £, = [ olsun. Yani, Ve > 0[n(4 = {n: |f, — | = &}) = 0].
n

Simdi h:w— {0} > A° bir siralama izomorfisi olsun. Artik istenilen alt dizi asagidaki gibi

tanimlanabilir:

Vk € = (0}(gk = fu,)-

Bu tanim, iyi siralama prensibinden dolay1r mesru bir tanimdir ve (gx)reo alt dizisi istenilen alt dizi

kosulunu saglar. m

Lemma 3.4.1.5. Higbir sinirsiz reel terimli dizinin biitiin alt dizileri istatistiksel yakinsak olamaz. Yani,
her sinirsiz dizinin en az bir istatistiksel yakinsak olmayan alt dizisi vardir.

Ispat. f smirsiz bir dizi olsun. Eger f istatistiksel yakinsak degil ise, o zaman alt dizi olarak f nin
kendisi segilebilir. Kabul edelim ki f istatistiksel yakinsak bir dizi. O halde asimptotik yogunlugu sifir
olan bir A kiimesi vardir 6yle ki, f nin indisleri A nin disinda kalan tiim terimlerinin olusturdugu dizi
sinirhidir. Bu bir 6nceki Lemma 1.2.4.’ten ve yakinsak her dizinin sinirli olmasindan dolay1 dogrudur.
Simdi alt dizi olarak f’nin indisleri sadece ve sadece A’da olan terimlerini alalim. Bu dizinin istatistiksel

yakinsak olmadig agiktir. Aksi halde yakinsak ve yogun bir alt dizisi olurdu. m

Yukaridaki lemma (Connor ve Grosse-Erdman, 2003) makalesinde bazi yakinsaklik metotlarinin

sagladig bir kosul olarak verilmistir. Yani bu lemma o kosulun 6zel halinin bir ispatidir.
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Istatistiksel yakinsakligin avantajlar disinda bazi dezavantajlart da mevcuttur. Bu dezavantajlar pratikte
avantajlarindan daha giiclii olmadiklari i¢in birgok konunun istatistiksel genislemeleri verilmistir. Belki
de bu dezavantajlar arasinda en 6nemli olani istatistiksel yakinsak bir dizinin her alt dizisinin de ayni
saylya istatistiksel yakinsak olmasi gerekmedigidir. Bu &zellik sunun igin onemlidir: Ornegin
istatistiksel yakinsaklik kullanarak klasik bir tamimin genisletildigi varsayilsin. Eger istatistiksel
yakinsak bir dizi kullanarak bir kiime karakterize edilmisse, o kiimenin tiim alt kiimelerinin de o dizinin
alt dizileri tarafindan karakterize edilmesi beklenir. Fakat yakinsaklik korunmayacagindan otiirii, her alt
kiimeyi karakterize etmek miimkiin olmayacaktir. Bu duruma somut bir 6rnek olarak bir gurubun
karakterize edilmis alt gruplan verilebilir.

Yukaridaki tanima gore (R, +, || - ||z) tigliisii bilinen toplama islemi ve en yakin tamsayiya uzaklik
normu (bu normun {irettigi metrigin {irettigi topoloji) ile bir topolojik gruptur. Bu grubun bir f dizisi
tarafindan karakterize edilmis alt grubu {r € R: f,x —» 0(mod Z)} bkz. (Weber, 2021) olarak
tanimlanir, bu konunun daha genis bir analizi Bolim 3.5.’te verilecektir. Burada bir yakinsaklik s6z
konusu oldugundan, acaba klasik yakinsaklik yerine daha genel bir yakinsaklik kullanilirsa ne olur
sorusunun cevabi bir¢ok yazar tarafindan verilmistir, kisacasi bu sonuglar genellestirilmistir.

Artik baslattigimiz tartisma bitirilebilir. Yukarida istatistiksel yakinsakligin tiim alt dizileri istatistiksel
yakinsak yapmadigr sOylenmisti. Su soru sorulmalidir: Eger istatistiksel yakinsaklik boyle bir
yakinsaklik metodu degilse, o halde karakterize edilmis bir alt grubun acaba hangi alt gruplar1 hangi alt
diziler tarafindan karakterize edilir? Bu sorunun cevabini vermek kolay degildir, ¢iinkii alt gruplarin
belirlenmesi bir yana, dnce o gruplari karakterize edecek alt dizilerin bir tahmininin yapilmasi gerekir.
Iste bu tahmini yapmak istatistiksel yakinsakligin bu tartismada bahsedilen dogasindan otiirii hi¢ de
kolay degildir. Tam da bu gibi nedenler yiiziinden herhangi bir yakinsaklik tiiriinii betimleyen bir
tanimin alt dizileri korumasi 6nemlidir.

Yine de literatiirde tanimlanan bir¢ok metot tiim alt dizileri koruyan metotlar degillerdir. Bunun yerine
genelde yazarlar en azindan bir tane de olsa alt dizi korumasini isterler. Asagida bir metottan ne
anlagilacag1 tanimlandiktan sonra, bazi metot tiirlerinden bahsedilip, bu metotlarla ne gibi siireklilik
tiirlerinin tanimlanacag1 gosterilecektir.

Tamim 3.4.1.6. X c NR bir alt vektor uzay1 olmak iizere herhangi M : X — R fonksiyonuna bir metot
denir. f € X dizisine [ € R sayisina M-yakinsak denir eger M(f) =1 ise. ¢y (1) ile | sayisina M-
yakinsak tiim diziler uzay1 gosterilecektir.

Tanim 3.4.1.7. M bir metot olmak tlizere M ye regiiler metot denir eger tiim klasik yakinsak diziler M-
yakinsak ise.

Eger genis bir pencereden bakilirsa, aslinda klasik anlamdaki limit fonksiyonelinin yukaridaki metot
taniminin 6zel bir hali oldugu goriilebilir. Ciinkii limit fonksiyonu da aslinda yakinsak diziler uzayinda
taniml1 bir fonksiyonelden baska bir sey degildir. Toplanabilme metotlan ile ilgili daha ¢ok bilgi i¢in
(Boos, 2000; Bor, 1985) calismalarina bakilabilir.
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Yapilacak ilk gézlemlerden bir tanesi bir ideal yardimi ile tanimlanan tiim metotlarin regiiler
metot olmadiklaridir. Yani, ideal yardimi ile verilen bir tanimin regiiler metot olmasi igin gerek ve yeter
kosul s6z konusu idealin tiim tek nokta kiimelerini icermeleridir. Bunun nedeni oldukga agiktir, eger bir
ideal biitiin tek nokta kiimelerini igeriyorsa, o zaman biitiin sonlu kiimeleri de igeriyor demektir
(birlesime kapaliliktan dolay1) ve eger sonlu kiimelere sahipse, o zaman klasik yakinsaklig1 koruyor
demektir zira klasik yakinsaklik tamamen sonlu kiimeler tarafindan karakterize edilen bir yakinsaklik

tiridiir. Buradan istatistiksel yakinsakligin regiiler bir metot oldugu kolayca goriiliir.
3.5. Karakterize Edilmis Alt Gruplar ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliim verilen bir G grubunun karakterize edilmis alt gruplarmin tanimi, bu alt gruplarin bazi
ozellikleri ve istatistiksel yakinsakligin bu alt gruplarin karakterizasyonuna sagladigi katkilar ile ilgili
olacaktir. Her matematikg¢inin lizerine en az bir defa da olsa diislindiigii yakinsaklik kavraminin cebirsel
yapilarda nasil kullanilabilecegi ve topolojik uzay ve grup kavramlarinin bir araya geldiklerinde ne gibi
gii¢lii sonuglar dogurabilecegi bu boliimde resmedilmeye caligilmustir.

Bu boliimde, a € VR olmak iizere ||all; = Ypen |an| ile a dizisinin mutlak deger serisi gosterilecektir

ve bu dizinin supremum normu |lall, = sup |a,| olarak tamimlanir. a dizisinin smirli olmasi
n

durumunda yukaridaki supremum her zaman vardir ve genellestirilmis reel sayilar yerine normal reel
sayilar kiimesi tizerinde bir norm verir. Belirli bir terimden sonra tiim terimleri sifir olan tiim dizilerin
kiimesi ¢, ile gosterilecektir, yani ¢ = {x € NR : 3N € Nvn > N(x, = 0)} ayrica ¢3¢ = {x € "R :

{neN:x, #0} € J}olsun. M = (mi'j)i,jeN bir matris olmak iizere M matrisinin supremum normu

M|l = sup|mir j| olarak tanimlanir. Burada norm denilmesi pek de dogru degildir, ¢iinkii matrisin
iJj

sonsuz bir matris olmast durumunda supremum her zaman olmayabilir. Bunu 6nlemek adina agikca
sinirsiz olan dizilerin supremum normu genisletilmis reel sayilar (R U {£o0}) lizerinde tanimlanacaktir
ve bu tezdeki tiim matrisler, aksi sdylenmedikge, satirlar1 belirli bir terimden sonra sifir olan matrisler
olarak ele alinacaktir.

Ayrica bu boliimde bilinen supremum (iist sinirlarin en kii¢iigii) ve infimumu (alt sinirlarin en biiyiigii)
olma kavramlarinin istatistiksel genellemeleri kullanilacaktir. Kabaca, bir dizinin istatistiksel
supremumu o dizinin tiim istatistiksel {ist sinirlarinin infimumu olarak tanimlanir. Bir b € R Sayisina
bir dizinin istatistiksel {ist sinirt denir eger o dizinin b’den kiiglik olan terimlerinin indislerinin
olusturdugu kiimenin asimptotik yogunlugu 1 ise. Istatistiksel alt siir ve dolayisiyla istatistiksel
supremum bu tanimin bir analogudur. Bu konunun detaylari i¢in (Altinok, Kaya ve Kiigilikaslan, 2021)

calismasi ve bu ¢alismadaki referanslara bakilabilir.
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Tanmmm 3.5.1. G bir Abel (degismeli) grup olsun. G’nin mertebesi sonlu olan tiim elemanlariin
olusturdugu kiime G tizerindeki islem ile bir gruptur. Bu gruba G kiimesinin burulma (torsion) alt grubu
denir.

Bu tanimdan grubun degismeli grup olma kosulu kaldirilamaz, ¢iinkii eger kaldirilirsa alt grup olma
kosullarindan kapalilik saglanmayabilir. Detaylar i¢in okuyucu sonsuz mertebeli dihedral grubu ele alip
bu grubun burulma alt grubu olmadigini iki tane sonlu mertebeli elemanin garpiminin sonsuz mertebeli
olabilecegini gosterebilir.

Burulma alt grubu taniminin ¢esitli varyasyonlar1 verilebilir ve bu varyasyonlar sayesinde
bircok yorum yapilabilir, 6rnegin mertebesi sonlu olan elemanlar yerine mertebesi bir asal sayimin
kuvveti olan elemanlar gdz Oniine alabilir, yani {g:p"g = 0} (p bir asal say1, n € w ve 0 birim
eleman) alt grubu goz 6niine alinirsa bu alt gruba p-burulma alt grubu denir. Peki topolojik gruplar s6z
konusu oldugunda neredeyse en asikar topolojik kavram olan yakinsaklik kavraminin burulma alt
gruplar tiretmekteki etkisi nedir? Bu kavramin ¢ok kapsamli bir analizi i¢in (Dikranjan, 2001) ¢alismasi
tavsiye edilmektedir. Bu tezde sadece bu konu nun ¢ok kiigiik bir kism1 ele alinacaktir.

Tamm 3.5.2. G bir topolojik grup p bir asal say1 olsun. x € G elemanina topolojik p-burulma elemani
denir eger xP" — 1(n = ). x topolojik burulma elemanmdir eger x™ — 1(n — o), (Armacost, 1981).
Bu tanim daha da genellestirilerek su sekilde verilebilir:

Tamm 3.5.3. G topolojik grup, a = (a,),ey bir tamsayi dizisi ve g € G olmak tizere g*» - 1(n — o)
ise 0 zaman g’ye topolojik m-burulma eleman: denir.

Yukarida yakinsaklik kavrami olaya dahil oldugundan beri yakmsakligin tiirlii genellemelerinin
kacinilmaz bir sekilde var olan sonuglari daha genel hale getirecegi bircok matematik¢inin aklini
kurcalamistir. Istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakimsaklik gibi kavramlar tarafindan verilen burulma
elemanlarinin Abel gruplarin genel teorisinde dnemli bir yeri mevcuttur. Ciinkii daha 6nce iizerinde
calisilmamig birgok yeni alt gruplar tiretilmis ve bu gruplarin 6zellikleri incelenmistir, (Dikranjan, Das
ve Bose, 2020; Das, Ghosh, 2021; Weber, 2021).

Aslinda bu alandaki bir¢ok ¢alisma klasik durum olan R /Z faktr grubu (cember grubu olarak da bilinir)
iizerinde yogunlagmaktadir. Fakat R ve R/Z arasinda dogal bir kanonik projeksiyon oldugundan, yani
her reel say1y1 faktor grubundaki denklik sinifina gonderen fonksiyon oldugundan ve bu bir epimorfizm
oldugundan, R iizerinde galigmak ¢ember grubunda galigsmak ile ayn1 seydir denilebilir, (Barbieri, Bruno
ve Weber, 2017).

Tamm 3.54. ||| : R - R, ||x|| = min{|x — k|: k € Z} olarak tanimlanan fonksiyon R iizerinde bir

yari-normdur. Bu norma en yakin tamsayiya uzakitk normu denir.

Yukaridaki fonksiyonun bir norm olmasinin sebebi zaten hali hazirda baska bir norm (mutlak deger
normu) kullanilarak tanimlanmis olmasidir. Ayni zamanda minimum fonksiyonunun tanim kiimesindeki
kiimelerin her biri reel dogrunun alttan sinirl bir kiimesi oldugundan ve bu alt sinirlarin en biiyligi

kiimeye ait oldugundan (yukaridaki durumda infimum kiimeye aittir) minimum fonksiyonunu
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kullanmak bir sorun teskil etmez. Dahasi minimum fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan yukarida
tanimlanan fonksiyon bir normdur.

Tamim 3.5.5. a € NR olmak iizere,
To(R) ={x €R: [layx|]| » 0(n - )}

kiimesine R’nin a tarafindan karakterize edilen alt grubu ve a dizisine bu alt grubun belirleyici dizisi
denir.

Bu kiimenin neden bir alt grup oldugu asagidaki sekilde goriilebilir. Alt grup olma kavraminin grup
isleminin kisitlaniginin yine bir islem olarak korunmasina bagli oldugu Boliim 3.2.’de sdylenmisti. Denk
bir karakterizasyon ise sudur: Eger G bir grupve H c G ise o halde H < G « Va,b € H(ab™! € H).
Bu sonu¢ grup islemi carpimsal bir iglem gibi goriilerek yazilmistir ve gerek ve yeter kosulun
saglandigin1 gérmek olduk¢a dogrudandir, ama yine de detaylar i¢in (Hungerford, 2012) bakilabilir. O
halde simdi, eger x,y € 7,(R) ise, 0 zaman normun iiggen esitsizligi 6zelligi ve homojen olma 6zelligi
kullanilarak x — y € 7,(R) oldugu gorilebilir.

Elbette yukaridaki bolimlerde oldugu gibi tanimlarda kullanilan yakinsaklik kavraminin tiirlii
genellemeleri ortaya (¢ogu zaman) yeni bir kiime ¢ikarmaktadir. Bu kiimeler klasik yakinsakligin
iirettigi kiimelerin bir genellemesidir ve klasik durumda saglanmayan baz1 6zellikleri de saglamaktadir.
Omegin,

Tanim 3.5.6. a € MR olmak iizere,
T3 (R) = {x ER: |lanx|l € 5 (0)}

kiimesine R grubunun a tarafindan istatistiksel olarak karakterize edilmig (st-karakterize) alt grubu
denir.

Bu tanimlar1 daha iyi anlayabilmek i¢in asagidaki ornekler goz oniine almabilir. @ = (a,)qen reel
terimli dizisi (a,,) = (1),ey olarak tanimlansin. Bu durumda 75t (R) kiimesi normu sifir olan elemanlar
kiimesidir, yani {0} tek nokta kiimesidir ki bu kiime trivial alt gruptur (sadece birim elemani i¢eren

kiime). Simdi, (a,,) = (2™),,ey olarak tanimlansin. O halde
t
3H(R) = {x e R: |[27x]| 5 0(n—- 00)} ={xeR:{n:2"x € Z} € Jy}

oldugu goriilebilir. Elbette belirleyici dizi daha karmasik bir hal aldiginda o belirleyici dizinin
karakterize ettigi alt grubun saptanmasi oldukca giiclesir. Su anda verilen herhangi bir alt grubun
belirleyici dizisini bulma problemi hala agik bir problemdir (sayilabilir sonsuz tiim alt gruplar

karakterize edilmistir fakat sayilamaz alt gruplar hala belirlenmis degildir) ve bu problemin tersi de acik
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bir problemdir, yani, bir dizi verildiginde o dizinin hangi alt grubu karakterize ettigi tiim diziler i¢in
¢oziilmiis bir problem degildir. Bu konu {izerinde iyi bir makale igin (Di Santo, Dikranjan ve Giordano
Bruno, 2018).

Bu boliimdeki tartismay1 fazla uzatmadan ne gibi sonuglar verilebilecegi agagida tartisilmaktadir. Tezin
esas konusu siirekli fonksiyonlar oldugu i¢in buradaki tartisma kiigiik bir sonug ile bitirilecektir.

Belki de karakterize edilmis alt gruplar hakkinda sorulabilecek en dogal sorulardan bir tanesi ne zaman
birbirlerini igerip igermedikleridir. Bu sorunun cevabi bu teze sigacak kadar kisa degildir ve bu yonde
atilan bircok adim asla tamamlanmisg degildir, (Barbieri, Bruno ve Weber, 2017). Elbette bir dizi
tarafindan karakterize edilen bir grup belirleyici dizisinin bir alt dizisi tarafindan karakterize edilen diger
alt grubu icermek zorundadir, fakat bu apagik alt dizi kosulundan bagka ne tiir kosullar mevcuttur? Akla
gelebilecek diger bir basit kosul ise bir dizi verildiginde bu dizinin bir skaler katin1 almaktir veya daha
genel olarak a, b, x € NR oldugunda @ = xb bigimindeki dizilere bakmaktir. Ancak bu tiir arpimlar en
genis haliyle diyagonal matris ¢arpimindan bagka bir sey olmadigindan, diziler {izerine kosullar
koymaktansa direkt matrisler lizerine kosullar konularak neredeyse en genel sonuglar elde edilebilir. Bu
sonuglardan bir tanesi asagidaki (Barbieri, Bruno ve Weber, 2017) sonucudur.

Lemma 3.5.7. M satir sonlu, sonsuz bir matris olsun ve asagidaki kosullar1 saglasin.

a.) V] € N[CJ = {mi'j 1l E N} € CO].

b) supl|{m;; :j €N}|| <oo.
ieEN 1

Bu taktirde, eger a,b € NR ve a = Mb ise, 0 zaman 7, (R) < 7,(R) saglanir.
Ispat. x € 7, (R) olsun. Bu demektir ki Ve > 03N € Nvn > N||b;x|| < &. Aynt zamanda

dny € NViI = ny,

[e0)
||aix||=HZ my by =Hz my by
j=1 j=N

saglanr, ¢iinkii a) kosulundan dolay1 matrisin terimleri ile ¢arpilan b; terimleri, siitunlar eninde sonunda

< [lfmj s e N, -

sifir olan bir dizi oldugundan yok olurlar ve b) kosulu yukaridaki ifadedeki esitsizligi tamamlar.

Dolayisiyla x € 7,(R) oldugu goriiliir. m

Lemma 3.5.6’nin a) kosulu s6z konusu matrisin biitiin siitunlarinin bir siire sonra sifir oldugunu
sOylerken b) kosulu ise her bir satir bir dizi olarak ele alindiginda bu dizinin terimlerinin mutlak
degerlerinin olusturdugu serinin sinirh oldugunu soyler. Kisacasi neredeyse gerekli icerme bagintisinin
saglanmasi i¢in olmazsa olmaz kosullardir. Ciinkii bu kosullar biraz zayiflatildiginda bu sefer de matris
iizerine bagka kisitlayici kosullar konulmalidir ki gerekli icerme saglansin, detaylar igin (Barbieri, Bruno

ve Weber, 2017).
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Bu lemmanin ve (Barbieri, Bruno ve Weber, 2017) c¢aligmasindaki diger sonuglarin kosullarinin
istatistiksel yakinsaklik s6z konusu oldugunda nasil olacagi sorusu (Weber, 2021) caligmasinda
sorulmustur. Bu sorunun cevabi (sadece bu lemma i¢in) asagida verilmistir.
Lemma 3.5.8. M satir sonlu, sonsuz bir matris olsun ve asagidaki kosullari saglasin.

a) Vj€N[c; ={m;;:i€N}ecg]

b) 3U > 0[st—sup||{m;; : j € N}|| <UI.
ieN 1
Bu taktirde, eger a, b € NR ve a = Mb ise, 0 zaman 75 (R) < 75¢(R) saglanir.

ispat. x € 7j*(R) olsun. Buradan Ve > 0{n € N: ||b;x|| = &} € I oldugu goriiliir. Ayn1 zamanda

hipotezdeki a) ve b) kosullarindan her j ve i’ dogal sayilari igin
n(K ={ieN:m;; =0}N {j’ € N: ||mir’jr||1 < U} N{n e N: ||bjx|| < s}) =1

saglanir. Ciinkii asimptotik yogunluklari 1 olan iki kiimenin ara kesitinin de asimptotik yogunlugu 1°dir.
O halde

(e0)
||aix||=HZ my by =HZ my by
Jj=1 JEK

saglandigindan, 75 (R) < 75¢(R) elde edilir. m

<|{mij:jen}| -e<U-e

3.6. Diziler ve Siireklilik

Bu béliimde siirekli fonksiyonlarin hep bahsedilen € — §-tanimi verilecek olup, bu tanimin tiirlii
genellemeleri incelenecektir. Bu genellemeler arasinda sadece dizisel siireklilik {izerinden yapilan
genellemeler bu tezin ana konusu olacaktir. Siirekli fonksiyonlarin gliniimiizde bilinen taniminin nasil
evrildigi konusunda kiiciik bir giris yapilmisti. Burada bunu kisaca 6zetlemek gerekirse, ilk formel
siireklilik tanimi Bolzano tarafindan 1817 yilinda verilmistir ve daha sonra Cauchy, Weierstrall ve
Goursat gibi birgok matematikei tarafindan belirli kisimlar1 degistirilerek de olsa kullanilmaya
baglanmistir (Rusnock ve Kerr-Lawson, 2005). Hatta, diizgiin siirekliligin noktasal siireklilikten farkli
oldugu da yine Bolzano tarafindan sdylenmistir.

Bu tezi ilgilendiren dizisel siirekliligin klasik stireklilige denk oldugunun tam olarak kim tarafindan ve
ne zaman verildigi yazar tarafindan net bir sekilde bulunamamistir. Fakat sezgisel olarak iki tanimin
birbirine zaten denk olmasi gerektigi, en azindan eski donemlerde matematikgilerin her zaman
teoremlerini lirettigi R uzaymda sezgiye pek de aykir1 degildir. Bunun sebebi s0yle agiklanabilir: Eger

bir fonksiyon bir noktada siirekli ise, o zaman o fonksiyonun birbirine yeterince yakin iki argiimaninin
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fonksiyon altindaki resimleri de birbirine yeterince yakin olmalidir. Yani formel olarak asagidaki tanim
s6z konusudur.
Tamm 3.6.1. (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar olmak tizere, f: (X,d) — (Y, p) fonksiyonunun bir x, € X

noktasinda siirekli olmasi i¢in
Ve > 038 > 0Vx[d(x, xo) < 8 = p(f(x), fxo)) < €]

kosulu saglanmalidir. Bu kosul birbirine yeterince yakin noktalarin goriintiilerinin de birbirine yeterince
yakin olduklarini sdyledigi i¢in ve bir dizinin bir noktaya yakinsamasi i¢in sonlu terimi diginda kalan
tiim terimlerinin o noktaya yeterince yakin olmasi gerektigi icin, siirekli fonksiyonlarin zaten dizilerin
yakinsakliklarini korumasi gerektigi bir nevi agiktir. Burada 6nemli husus, dizilerin yakinsakligini
noktasal olarak koruyan fonksiyonlarin siirekli oldugunu anlamaktir. Bu noktada yukaridaki tartigma
kadar rahat olunamaz. Bunun ilk nedeni, dizilerin yakinsakligin1 noktasal olarak koruyan fonksiyonlarin
stirekli oldugu gosterilirken belirli se¢imler yapilmasi gerektigi, yani kesinlikle ve kesinlikle Se¢gme
Aksiyomu veya onun daha zayif bir haline ihtiya¢ olmasi ve diger nedeni de fonksiyonun tanim
kiimesinin topolojik olarak belirli bir kosulu saglamasi gerektigidir. Once bu kosulun nasil bir kosul
olmasi gerektigi anlagilmalidir.

Herhangi bir metrik uzayda uzaklik kavraminin direkt bir hesaplamasi miimkiin oldugundan dolayi, bu
metrik tarafindan iiretilen topoloji ele alindiginda verilen herhangi bir noktanin sayilabilir komsuluk
tabanina sahip olacagi kolayca anlasilabilir. Bunun i¢in o nokta etrafinda yarigaplar1 sifira giden
rasyonel terimli bir diziden olusan bir ag¢ik toplar ailesi almak yeterlidir. Fakat, yukarida da tartisildig:
iizere bu 6zellik herhangi bir topolojik uzay i¢in dogru degildir. Aksi halde birinci sayilabilir topolojik
uzay diye bir tanim verilmesine gerek kalmazdi.

Eger bir dizinin bir noktaya yakinsamasi bir fonksiyon tarafindan noktasal olarak korunuyor ise, o
zaman o fonksiyonun birinci sayilabilir topolojik uzaylarda siirekli olmaktan baska sans1 yoktur. Ciinkii
siireksiz oldugu bir nokta iizerinde, yukarida tarif edilen acik toplar alinarak, cok basit bir sekilde
fonksiyonun verilen bir dizinin limitini korudugu hipotezi ile geligkiye disiiliir.

Tamm 3.6.2. f: (X,d) — (Y, p) fonksiyonuna x, € X noktasinda dizisel siirekli denir eger

vala € c(x,) = f(a) = (f(an)). _. € c(f(xo)]

neN
ise.

Lemma 3.6.3. f:(X,d) — (Y, p) fonksiyonu x, € X noktasinda siireklidir ancak ve ancak o noktada
dizisel stirekli ise.

Ispat. Bu ispatin yeterlilik kism1 oldukga agiktir, yani her siirekli fonksiyonun dizisel siirekli oldugu

aciktir. Gereklilik kismi igin ise Onermenin karsit tersini ele almak yeterlidir. Yani eger f xy € X
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noktasinda siirekli degilse o halde o noktada dizisel siirekli olamayacagini sdylemek yeterlidir. f x,

noktasinda stireksiz olsun. O halde x, a ¢ok yakin olan fakat gdriintiileri birbirlerinden uzak olan en az
. g . . - 1
bir x" € X elemani vardir. Eger bu noktadan bir tane var ise, o zaman her biri x, noktasinin 3 kadar

uzaginda olan ama goriintiileri birbirinden oldukga uzak olan noktalar mevcuttur (iste tam da bu noktada
Se¢gme Aksiyomu kullanildigina ve birinci sayilabilir olma 6zelliginin kullanildigina dikkat edilmelidir).
Agiktir ki yukarida Segme Aksiyomu ile secilen elemanlar x, a yakinsak bir dizi meydana getirirler
fakat goriintiileri birbirine yeterince yakin degildir. Dolayisiyla f x, noktasinda dizisel siirekli degildir.

[ |
3.7. Lineerlik ve Siireklilik Arasinda Sikismak

Tezin baslarinda topoloji tanimi1 verildikten sonra da belirtildigi tizere, siireklilik ve benzeri tim
kavramlarin analizi yapilirken tizerinde ¢alisilan uzayin topolojik yapisinin ne kadar énemli oldugu bu
bolimde bir kez daha gosterilmis oldu. Bir 6nceki bolimde tanimlanan yakinsaklik metotlarinin,
yakinsaklik kavrami tarafindan karakterize edilen bir siireklilik tiirii olan dizisel siireklilik tizerine
uygulanmasi sonucunda ortaya yeni dizisel stireklilik tiirleri ¢ikmasi kaginilmazdir. Belki de bu yeni
tanimlar bir sekilde klasik kavramlar ile ortiiseceklerdir, fakat yine de tartisilmaya degerdir.

Tamim 3.7.1. M bir metot olmak {izere f: R — R fonksiyonuna x, noktasinda M-siirekli denir eger
vala € cy(xy) = f(a) = (f(an))neN € ¢y (f (x0)]

ise. f fonksiyonuna M-siirekli denir eger her x € R igin yukaridaki kosul saglaniyor ise.

Yukaridaki tanimin noktasal olarak verildigine ve o noktaya yakinsayan dizilerin yine fonksiyonun
tanim kiimesinde olduguna dikkat edilmelidir. Eger fonksiyonun tanim kiimesi reel sayilar kiimesinin
bir alt kiimesi olarak alinirsa o zaman verilen bir noktaya yakinsayan dizilerin de o verilen kiime
iizerinde ele alinmalar1 gerekir. Dolayisiyla, bir fonksiyon bir kiimeye kisitlandiginda siirekli fakat
normalde siirekli olmayabilir, detaylar i¢in (Connor, Grosse-Erdman, 2003).

Tanim 3.6.1. yardimi ile tanimlanan fonksiyonlar artik bilinen klasik siirekli fonksiyonlar gibi
davranmak zorunda degillerdir. Ancak, belki de bir talihsizlik olarak, kullanilan metotlarin
cogunlugunun lineer fonksiyonlar ve klasik siirekli fonksiyonlar arasinda sikismis fonksiyonlari
karakterize ettigi anlasilacaktir. Bunu anlamak icin kullanilan metot iizerindeki sartlar1 irdelemek

faydali olacaktir. f: R — R fonksiyonuna lineer fonksiyon denir eger
Ja,b € RVx € R[f(x) = ax + b]

kosulu saglaniyor ise.

29



Umutcan KAYA, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

Lemma 3.7.2. M regiiler bir metot olsun. Bu taktirde tiim lineer fonksiyonlar M-siireklidir.

Bu lemmanin ispati oldukga agiktir, ¢iinkii regiiler metotlar klasik yakinsak dizileri noktasal olarak
korur. Yani, eger herhangi bir nokta {izerinde bir lineer fonksiyon M-siirekli olmasaydi, o zaman o
noktada siirekli olamazdi. Fakat metot regiiler oldugundan dolay1 bu bir geligki yaratirdi.

Tamim 3.7.3. M metoduna alt dizisel metot denir ancak ve ancak her M-yakinsak dizinin klasik yakinsak
bir alt dizisi varsa.

Bu tanim biraz irdelenirse asagidaki tartismaya varilabilir. Klasik yakinsaklikta bir dizi eger
yakinsaksa o halde o dizinin her alt dizisi de ayni1 noktaya yakinsaktir. Fakat bu durum daha genel
metotlar diisliniildiigiinde hizl1 bir sekilde bozulabilir. Baz1 metotlar tanimlarinin dogasi geregi biitiin
alt dizileri yakinsak yapmak yerine daha zayif bir kosul olan en az bir alt diziyi de yakinsak yapma
kosulunu saglarlar. Ornegin istatistiksel yakinsaklik metodu alt dizisel bir metottur. Ciinkii eger bir dizi
bir noktaya istatistiksel yakinsak ise o halde dizinin epsilonun yakin komsulugu disinda kalan
terimlerinin indislerinin olusturdugu kiime daraltilarak (hatta yok sayilarak) o dizinin yine ayni noktaya
klasik yakinsak bir alt dizisi kolayca elde edilebilir.

Peki alt dizisel olmayan metotlar nasil metotlardir? Bu tiir metotlarin aragtirmasi yapilirken,
yazar biiyiik ingiliz matematik¢i G. H. Hardy’nin Iraksak Seriler (Hardy, 2000) adl1 kitabin1 kurcalarken
gordiigii 200 yilliktan fazla olan makalelerin yardimini oldukga almistir. Asagidaki metot alt dizisel bir

metot degildir ve bu metot Charles Hutton tarafindan (Hutton, 1812) eserinde yayimlanmuistir.

Tamm 3.7.4. (s,)ney 1raksak bir dizi ve k € N olmak iizere, s, dizisinin s,(lk) Hutton-k toplam

asagidaki gibi tanimlansin:

1 _ _
sr(lk) = 5(51(1511) + s,(lk 1)), (n=0),

oyle ki SEki) =0,(Vk = 0),ve ST(LO) = Sy, (VN = 0). (sp)nen dizisi s € R sayisina Hutton yakinsak denir
eger lim s,(lk) = s ise. Budurum s, — s (Hu, k) ile gosterilir.
n—-oo

Ornegin 6zel olarak k = 2 alinirsa,

@ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sy =ZSO,ESO+Zsl,zso+§sl+Zsz,...,zsn_2+§sn_1+an,...

Oldugu hesaplanabilir. Bu hesaplamaya dayanarak s, = (—1)"(n + 1),n = 0 dizisi géz 6niine alinsin.

Bu dizinin raksak oldugu agiktir. Fakat s,, = 0 (Hu, 2) oldugu gériilebilir. Clinkii n > 2 olmak iizere

%((—1)71-2 m-1D+CED"n+ 1)+ % (D" 1p) = %((—1)"211 + (D" 12n) =0
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oldugu goriilebilir. Her ne kadar yukaridaki toplamin (Hardy, 2000)’de s,, — i (Hu, 2) oldugu soylense

de yazar bu konuda pek ikna olamamis ve tezde kendi elde ettigi sonucu yazmistir. Agikga gériilmektedir
ki yukaridaki dizi iraksak bir dizidir ve hicbir alt dizisi yakinsak degildir. Aslinda bir metodun alt dizisel
olmamasi bir bakima o metodun daha gii¢lii bir metot oldugu anlamina gelir, dyle ki bu tiir metotlar
sinirsiz dizileri dahi yakinsak dizilere ¢evirebilme yetenegine sahiptirler. Tipki toplanabilme metotlar
tanimlanirken kullanilan motivasyon gibi.

Lemma 3.7.5. (Hu, 2) Hutton metodu alt dizisel bir metot degildir.

Asagida daha ¢ok topolojik bir kavram olan zarf kavrami tanimlanacak olup bu kavram yardimi ile bazi
alt dizisel metotlarin klasik siirekli fonksiyonlar ve bir M metodu i¢in M-siirekli fonksiyonlar arasindaki
iliski gosterilecektir. Zarf kavrami bir kapalilik kosulu olarak diisiiniilebilir, zira 6ziinde kapali
kiimelerin genellestirilmesinden pek de farkli degildir. Asagidaki tanim ve devamindaki onermeler
(Connor, Grosse-Erdman, 2003) ¢alismasindan alinmustir.

Tanmim 3.7.6. A ¢ R ve M bir metot olsun. A kiimesinin M-zarfi terimleri A kiimesinden olan dizilerin

M-yakinsak oldugu noktalar kiimesidir. Eger bu kiime Z (M, A) ile gosterilirse, 0 zaman
ZM,A) ={x e R:3f € cpy(x,A)}

oldugu goriiliir. A kiimesine M-kapali denir eger Z(M,A) c A ise.

M-zarf kavramina 6zel bir 6rnek olarak M metodunun istatistiksel yakinsaklik oldugu durum verilebilir.
Ornegin, eger A = {0,1,2} olarak almirsa o halde Z(M,A) = {x € R: 3f € ¢, (x,A)} = {0,1,2}
olacaktir. Kisacasi1 zarflar bir metodun etki alanin1 belirlemeye yardimei olurlar. Yani, eger bir kiimenin
bir metot tarafindan {iiretilen zarfi verilen kiimeden daha genisse, o zaman o metot nispeten etki alani
genis bir metottur, yani verilen kiimedeki elemanlar1 kullanarak daha genis bir kiime yaratabilir. Ornegin
aritmetik ortalama metodu yukaridaki A kiimesine uygulansaydi A kiimesinden daha genis bir kiime
elde edilecekti. Regiiler metotlar igin cl(4) < Z(M, A) olduguna dikkat edilmelidir. Ciinkii regiiler
metotlar yakinsak dizileri zaten korudugundan, iistiine bir de klasik yakinsak olmayan dizilerin o metoda
gore yakinsadig1 noktalar eklenir ve istenilen igerme elde edilir.

Lemma 3.7.7. M regiiler metot olmak tizere VA € R(cl(A) = Z(M,A) & M alt dizisel).

Ispat. Gerekliligi gostermek igin M nin alt dizisel oldugu kabul edilsin. Ayrica M regiiler bir metot
oldugundan yakinsak dizileri noktasal olarak korur. x € Z(M, A) ise eger, o zaman M alt dizisel
oldugundan x’e klasik yakinsak bir dizi bulunabilir. Dolayistyla kapali kiimelerin diziler ile verilen
karakterizasyonundan istenilen sonug elde edilir.

Ote yandan, yeterlilik kosulu i¢in [ € R ve x € ¢y, () olsun. Hipotezden otiirii

lecl({x,:n€eN}) =Z(M,{x,:n € N})
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saglanir. Dolayisiyla x dizisinin bir alt dizisi [ sayisina yakinsamak zorundadir. m

Yukaridaki lemma su agidan onemlidir: Eger siirekliligin acik (veya dogal olarak kapali) kiimeler ile
verilen karakterizasyonu ele alinirsa, o zaman regiiler ve alt dizisel metotlar yardimi ile siirekli kilman
her fonksiyon ayni zamanda klasik siirekli bir fonksiyondur (Connor, Grosse-Erdman, 2003).
Dolayisiyla regiiler metotlar i¢in lineer fonksiyonlar sinifi ve siirekli fonksiyonlar sinifi arasinda
bir sinif tiretmekten baska bir sans yoktur. Bu bir bakima bozulmasi gereken bir ikilemdir, ¢linkii stirekli
fonksiyonlar sinifini 6z alt kiimesi olarak kapsayacak bir sinif bulmak gorevi regiiler metotlar tarafindan

asla tamamlanamaz.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde yukarida tanimlanan kavramlarin, bu béliimde tanimlanacak olan kavramlarla olan
iligkisi tartigilacak olup, ne tiir bulgular elde edildigi ifade edilecektir. Tezin baginda da belirtildigi tizere,
bu boliimiin ana amaci, klasik siirekli fonksiyonlar sinifinin bir geniglemesini tanimlamak ve bu

genislemenin bir¢ok genellemeden neden farkli oldugunu ortaya koymaktir.

4.1. Bir Kiime Uzerinde Serbest Olma Kavrami ve Serbest Siireklilik

Yukaridaki boliimde sozii edilen ikilemin kirilmasi igin herhangi bir metoda bagli olmayan bir
yontem kullanilmasi gerektigi agiktir. Diger bir deyisle, ilk defa (Spigel & Krupnik, 1994) calismasinda
ortaya atilan ve simdiye kadar gosterilen tiim metotlar tarafindan saglanan ikilem mevcuttur. Bilinen
toplanabilme veya yakinsaklik metotlart yardimi ile tanimlanan siirekli fonksiyon siiflar ya lineer
fonksiyonlar smifi ile gakisir ya da bu yeni sinif klasik siirekli fonksiyonlar sinifi ile cakisir. iste bu
ikilem, belirli bir 6l¢iide, (Connor, Grosse-Erdman, 2003) ¢alismasinda kirilmistir. Bu ¢alismada tam
olarak lineer fonksiyonlar sinifi ve siirekli fonksiyonlar sinifi arasina sikigacak bir sinif iireten regiiler
metotlar da oldugu gosterilmistir. Yani lineer fonksiyonlar sinifindan kesin olarak daha genis ve siirekli
fonksiyonlar sinifindan kesin olarak daha dar bir sinif regiiler metotlar yardimu ile iiretilebilir. Ancak
yine de yazarlar belirli tipte bir ikileme maruz kaldiklarini agik¢a ifade etmistir.

Bu tezin yazarina gore ise siirekli fonksiyonlarin bir genellemesi aranirken siirekli fonksiyonlar
icine bakmak pek de mantikli bir yaklasim degildir. Yani sonugta herhangi bir metot tarafindan
tanimlanan o fonksiyonlarin siirekli olmaktan baska sanslar1 yoktur, ki bu tiir bir sinif bir tiir “i¢
genigleme” ortaya koyarken bu tezde tabiri caizse bir “dis genisleme” ortaya konulacaktir.
Tanimlanacak olan yeni siirekli fonksiyon sinif(lar1) klasik siirekli fonksiyonlar1 ve hemen hemen her
yerde siirekli fonksiyonlar1 &z alt kiime olarak kapsayacaktir ve Lebesgue L' smifi ile

kiyaslanamayacaktir.

4.1.1. Serbest Reel Sayilar

Hep s6zii edilen evrensel niceleyiciyi giiclendirme fikrini mesru kilmak i¢in bu niceleyicinin radarina
giren dizilerin kiimesinin bir sekilde daraltilmasina ihtiyag¢ vardir. Bu daralmayi elde etmek i¢in dizilerin
belirli bir sinifa tabi tutulmalar1 gerekmektedir. Bunun bir yolu da dizilerin terimlerinin 6nce tek tek bir
sinifa tabi tutulmasi ve daha sonra bu dizinin belirli sartlar altinda hangi sinifa dahil oldugunu

sOylemektir.

Tammm 4.1.1.1. K © N ve x € R olmak {izere, x reel sayisina K iizerinde serbest reel sayr denir eger x

irrasyonel say1 ise veya x rasyonelse ve x in en sade halinin paydasi K’da degil ise. Eger x K {izerinde
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serbest degil ise bu noktaya K iizerinde kompakt reel sayr denir. K kiimesi tizerinde serbest olan tiim
reel sayilar kiimesi S(K) ile ve x reel sayisinin iizerinde serbest oldugu tlim kiimelerin kiimesi S(x) ile

gosterilecektir. Yani, x bir reel say1 olmak iizere,
m
x € G(K) <—>[(xEQC)V(xE{z:mEZ/\(m,n)=1/\ nEN—K}).

Omegin K = N olarak almirsa eger, bu taktirde G(K) = S(N) = Q¢ olur. Eger K = @ olarak
almirsa bu taktirde S(@) = R olacaktir, zira bos kiimenin higbir eleman1 olmadigindan dolay: tiim reel
sayilar @-serbest reel sayidir.

Lemma 4.1.1.2. Her x reel sayis1 igin S(x) w4-complete idealdir.

Ispat. Eger x irrasyonel ise 0 zaman S(x) = @ (N) oldugu agiktir. Genelligi kaybetmeksizin x’i
rasyonel ve en sade sekilde ele alalim, yani x’in pay ve paydasi aralarinda asal. Agiktir ki x’in paydasini
icermeyen bir kiimenin herhangi bir alt kiimesi de x in paydasini iceremez. Ote yandan, bu kiimelerin
herhangi bir birlesimi x rasyonel sayisinin paydasini i¢erseydi eger, o zaman bu birlesimden en az bir

tanesi x’in paydasini igermek zorunda kalirdi, ki bu imkansizdir. m

Lemma 4.1.1.3. Her sonsuz K < N i¢in, S(K)¢ kiimesi R’de yogundur.
Ispat. K c N sonsuz bir kiime olsun. Reel diizlemin bir I = (a, b) aralig1 oldugunu ve bu araligin
S(K)€ kiimesinin higbir bir elemanini igermedigini kabul edelim. Rasyonel sayilar kiimesi reel dogru

tizerinde yogun oldugundan, bir I’ = (a’,b") € (a,b) araligr vardir 6yle ki a’,b" € Q .Genelligi
kaybetmeden a' = %, b' = %, m,m' €ZAn,n" € NA(m',n") =1=(m,n) oldugunu kabul

edelim. K sonsuz bir kiime oldugundan 3k € K oyle ki

m'k

saglanir. Bu taktirde mTk <l< olacak sekilde bir | € Z vardir. Agiktir ki % € (a’,b"). Bu tartisma

nl

herhangi bir aralik i¢in yapilabileceginden G(K)¢ reel dogruda yogundur. m

Eger burada bir ara verilip su ana kadar neler oldugu tartisilmak istenirse, o zaman dogal sayilar
kiimesinin her sonsuz alt kiimesi igin reel dogrunun iki par¢aya boliindiigiinii ve bu pargalarin her birinin
reel dogruda yogun oldugunu sdylemeden gegmemek gerekir. Yani, her sonsuz K c N i¢in S(K) nin
yogun oldugu acgik oldugundan ve Lemma 3.8.1.3’ten R’nin iki yogun kiimeye pargalandigi

sOylenilebilir.
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Diger Yandan Lemma 3.8.1.2. gayet agik bir sonu¢ 6ne siirmesine ragmen, yukarida tanimlanmis olan
bir kiime iizerinde serbest olma kavraminin g (N)’den sadece kiigiik bir aile ile iliskili oldugu agiktir
(wq-tam ideal). Bu su demektir: Bir kiime {izerinde serbest olan reel sayilar kiimesi reel diizlemde gorece
“biiyiik” bir kiime iken, bir reel say1 secilip bu reel saymin {izerinde serbest oldugu kiimelerin kiimesine

bakildiginda ise kiigiik bir kiime oldugu gortiliir.

4.1.2. Serbest Diziler

Bu alt boliimiin esas konusu bir 6nceki boliimde tanimlanan serbest reel say1 kavraminin diziler {izerine
nasil aktarilabilecegidir. Yani, sonugta bir dizi bir fonksiyon ve bir fonksiyon da bir kiime oldugundan,
bu fonksiyonun goriintii kiimesinin serbest olmasinin ne demek oldugu tanimlanacaktir.
Tamm 4.1.2.1. x € \Rve K < N olsun.

o xdizisine K iizerinde serbest dizi denir eger m({n : x,, € S(K)}) = 1 ise.

e x dizisine K iizerinde kompakt dizi denir eger t({n : x,, € S(K)}) = 0 ise.

X bir topolojik uzay olmak iizere, K iizerinde serbest olan X degerli tiim dizilerin kiimesi K¢(X) ile ve
K iizerinde kompakt olan tiim X degerli dizilerin kiimesi ise Ky (X) ile gosterilecektir.
Yukaridaki tanim incelendiginde, bu tanimin herhangi bir ideal yardimi ile de verilebilecegi agiktir,
burada calisma pratikliginden ve 6nemli bulundugu igin serbest dizi kavram1 dogal yogunlugu sifir olan
kiimelerin olusturdugu ideal ile tanimlanmustir. Herhangi bir reel say1 kiimesinin serbestlik kavraminm
kolay verilemeyecegi agiktir. Ciinkii reel dogru iizerinde “kii¢iik” olma kavrami en bilinen iki 6zellik
ile agiklanabilmektedir; bunlardan biri kategorik bir tanim olan birinci kategoriden olma 6zelligi, digeri
ise daha sezgisel olan sifir 6l¢iilii olma 6zelligidir.

Fakat eger birisi bu kavramlar ile bir serbestlik tanim1 vermeye kalkarsa, 6rnegin eger bir A C
R nin bir K © N f{izerinde serbest olmast A’nin K’da serbest olmayan elemanlarinin olusturdugu
kiimenin ol¢iisiiniin sifir olmasma dayandirilirsa, o zaman neden birinci kategori kullanilmadigi
sorgulanabilir. Neyse ki bu duruma bir ¢éziim 6nce Sierpinski ve daha sonra daha genel bir haliyle Erdos
tarafindan verilmistir; bu ¢o6ziim literatiirde (Hewitt & Stromberg, 2013; Oxtoby, 2013), Erdos-
Sierpinski Dualite Teoremi olarak bilinir. Kabaca ifade etmek gerekirse, olgiisli sifir olan kiimeler
tarafindan saglanan her 6zellik birinci kategoriden olan kiimeler tarafindan da saglandig1 anlamina gelir.
Yani daha teknik bir ifade ile, reel dogrudan reel dogruya bir fonksiyon vardir dyle ki, bu fonksiyon
bire-bir ve ortendir ve iistelik birinci kategoriden bir kiimenin bu fonksiyon altindaki resmi 6l¢iisii sifir
bir kiimedir ve tersine Olgiisli sifir bir kiimenin resmi de birinci kategoridendir, (Oxtoby, 2013).
Dolayisiyla asagidaki tanim tartigilabilir.

Tamm 4.1.2.2. K ¢ N ve X c R olsun. X kiimesine K lizerinde dl¢iisel serbest kiime denir eger

u{xeX:dn(x) ¢ K}) =0
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ise. X kiimesine K iizerinde kategorik serbest kiime denir eger
{x € X :dn(x) ¢ K} € CAT(I)

ise (burada dn ile varsa x reel sayisinin paydasi gosterilmektedir: dn rasyonel sayilarda tanimli bir
fonksiyondur ve her rasyonel say1y1 paydasina gonderir).

Ik gdzlem, olgiisel serbest kiime diye bir kiimenin olamayacagidir, ¢iinkii zaten serbest olma kavrami
rasyonel sayilara 6zgii bir kavram oldugu i¢in (irrasyonel biitiin sayilar her kiime {izerinde serbesttir) ve
tiim rasyonel sayilar kiimesi sifir 6l¢iilii oldugu igin her kiime 6lgiisel serbest kiimedir ve bu tanimi
yapmak gereksizdir. Yine ayni tartismadan kategorik serbest kiime tanimi yapmak da anlamsizdir,
¢ilinkii rasyonel sayilarin tiim alt kiimeleri birinci kategoridendir. Yukaridaki tanimdan daha anlamli bir
tanim olarak asagidaki tanim verilebilir:

Tamm 4.1.2.3. K € N ve X c R olsun. X kiimesine K tlizerinde nadir (veya ince) denir eger,

{xeXNQS:dn(x) &€ K} € ND
ise.
Artik yukaridaki tanim mesru bir tanimdir. Ciinkii rasyonel sayilarin biitiin alt kiimeleri yogun olmak
zorunda degildir. Eger Tanim 4.1.2.2. gibi bir tanim verilmek isteniyorsa, o zaman serbest olma
kavraminin bir sekilde irrasyonel sayilar ile de iliskilendirilmesi gerekmektedir. Bu tezin konusunun

¢ok da disina ¢ikmamak adina yazar bu tartismay1 burada noktalamaktadir.
4.2. Serbest Siireklilik Kavrami

Simdi, herhangi bir reel sayinin verilen bir dogal sayilar kiimesi iizerinde ya serbest ya da serbest
olmayan bir say1 oldugu agik oldugundan, tiim tezin ana tanimi olan asagidaki tanim verilebilir:
Tamm 4.2.1. f: R — R bir fonksiyon ve K c N olsun. f fonksiyonuna x, € R noktasinda K-serbest

stirekli fonksiyon denir ancak ve ancak

[xo €S A Vx € Ks(3LERX € c(1) - (f(x) € cse(D)]
V[xo & S(K) A Vx € Kx(3L € Rx € c (1)) — (f(x) € cse(D)].

Bir x € R noktasinda K-serbest siirekli fonksiyonlarin kiimesi €(K, x) ile gosterilecektir. Dolayisiyla
bir D ¢ Rigin €(K,D) = {f € PR : Vx € D(f € €(K,x))} olarak tamimlanir.
Aslinda bu tanim dizisel siireklilik veya istatistiksel siireklilik tanimlarindan ¢ok da farkli olmayan bir

tanimdir. Ciinkii dizisel siireklilik kavrami (yakinsak her diziyi noktasal olarak koruyan fonksiyon
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kavrami) verilen bir noktaya yakinsak olan biitiin dizileri ele almaktadir. Aym durum istatistiksel
stireklilik icin de gegelidir, istatistiksel siireklilikte ise verilen bir noktaya istatistiksel yakinsak tiim
noktalarin goriintiilerinin de ayni noktaya istatistiksel yakinsak olmalar1 beklenir. Fakat serbest
stireklilikte verilen bir noktaya yakinsak olan tiim diziler yerine, o noktaya yakinsak olan ve dogal
sayilarin belirli bir alt kiimesinde serbest olan tiim dizilere bakilmaktadir. Dolayisiyla, evrensel
niceleyicinin radarindaki dizilerin kiimesi bir nebze daraltilmistir. Tanimdan da goériilecegi iizere,
herhangi bir K i¢in, kapali ve sinirh bir kiime tizerinde tanimli K-serbest siirekli fonksiyonlarin sinirli
olduklart agiktir, ¢linkii ortada bir limiti korumak s6z konusudur ve eger K-serbest olup sinirsiz olan bir
fonksiyon olsaydi, bu taktirde bir asimptotu olmasi gerekirdi ve bu asimptot noktasinda K-serbest
stirekli olamazdi, ¢iinkii limiti korunmazdi.

Bu tanimin bir diger 6zelligi ise lizerinde siireklilik tanimi1 verilmek istenilen noktanin verilen bir kiime
tizerinde serbest olup olmadiginin biiyiik 6nem tagimasidir. Clinkii eger nokta serbest ise sadece serbest
dizilerle olan yakinsama ve eger serbest degilse de sadece kompakt dizilerle olan yakinsama ele
alinmaktadir. Ayrica, bir nokta verilen bir kiime ftizerinde hem serbest hem de kompakt
olamayacagindan yukaridaki “veya (V)” baglaci ile birbirine baglanan 6nermelerden, tek seferde yalniz
bir tanesi dogru olabilir. Peki bu tanimi, tez boyunca bahsedilen diger siireklilik tanimindan ayiran
ozellikler nelerdir? A([a,b]) ile [a, b] araliginda hemen hemen her yerde siirekli (siireksizlik

noktalarinin 6l¢iisii sifir) olan fonksiyonlar kiimesi gosterilsin.
Teorem 4.2.2. Her K < N i¢in asagidaki 6nerme saglanir:
(6la, b] € 6(K, [a,b]) A Ala, b]) & G(K, [a,b]) A (K # 8 — 6(K, [a,b]) & A([a, b]).

Ispat. Verilen bir tanim kiimesi iizerinde siirekli fonksiyonlar aym1 zamanda dizisel siirekli
olduklarindan ve dizisel siirekli fonksiyonlar K-serbest siireklilik kosullarini agik¢a sagladigindan
birinci icerme agiktir. Burada ikinci ve liglincili igermelerin saglanmadigi, yani hemen hemen her yerde
stirekli fonksiyonlar siifinin her K € N igin kesin olarak K-serbest siirekli fonksiyonlar sinifinin
icerisinde kalmadigi ve tersinin de dogru olmadig: gosterilecektir.

f € R-(CUEINDR fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:
0, x€eQ —{m}
1 a
fx) = > x=7eQ N6k,

T, X = T.

Bu fonksiyonun tek siireksizlik noktas1t x = m noktasidir. Ciinkii bu fonksiyon Thomae Fonksiyunun

modifiye edilmis halinden bagka bir sey degildir, (bkz. Hewitt & Stromberg, 2013). Dolayisiyla f R
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tizerinde hemen hemen her yerde siireklidir. Fakat higbir K € N i¢in x = 7 noktasinda K-serbest siirekli
degildir. Ciinkii w her K {izerinde serbest oldugundan, m noktasina terimleri her K igin serbest olan
dizilerle yaklagilmalidir. Yani, hemen hemen biitiin terimleri (asimptotik yogunluk anlaminda)
irrasyonel sayilardan olusan dizilerle. Fakat bu dizilerin f altindaki resimleri sonsuza iraksayacagindan
ve f(mr) = m oldugundan agiktir ki f higbir K N i¢in K-serbest siirekli degildir.

Simdi @ # K c N keyfi verilsin. fi; € R®R fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:

_(0,x € Q NB(K)S,
fi () = {1,x ¢ Q N S(K)°.

fx fonksiyonunun her x € R noktasinda K-serbest siirekli oldugu agiktir. Ciinkii eger x € Q N F(K)€
ise, o zaman bu noktaya yaklasan her K-serbest dizinin (paydalar1 K kiimesinde olan terimlerinin
indislerinin olusturdugu kiimenin asimptotik yogunlugu sifir olan diziler) f altindaki resminin terimleri
hemen hemen her yerde (dogal yogunluk anlaminda) 0 olacaktir. Bu ise istatistiksel yakinsakligi verir.
Ayni tartisma x € SVC N F(K)€ olanlar i¢in de saglandigindan, bu fonksiyon her x € R i¢in K-serbest

stireklidir. Fakat f hicbir x reel sayisinda siirekli olmadigi icin, f € A(R) saglanir. m
Lemma 4.2.3. K c K' c N olsun. Bu taktirde,
C(K, [a,b]) € €K', [a, b])

saglanir.

Ispat. Aciktir ki F(K') < §(K) saglanir. O halde,
K¢ © Ks A Ky € Ky

icermeleri dogrudur. Buradan istenilen sonug¢ elde edilir. Cilinkii aksi halde yukaridaki tartigsma ile

celisen bir f € €(K, [a, b]) bulunurdu 6yle ki f ¢ C€(K’, [a, b]). m

Yukaridaki lemma sunu soyler: Serbest siirekli fonksiyonlar olduk¢a diizgiin bir hiyerarsik
diizene sahiptirler. En genis serbest stirekli fonksiyon sinifi €(N,R) iken, en dar serbest siirekli
fonksiyon sinifi €(@, R) = €(R)’dir. Yani @-serbest siirekli fonksiyonlar smmfi klasik siirekli
fonksiyonlar siifindan baska bir sey degildir. Bunun nedeni (Connor, Grosse-Erdman, 2003)
caligmasinda da gosterildigi iizere, istatistiksel siirekli her fonksiyonun siirekli olmasi ve serbest siirekli
fonksiyonlarin taniminda istatistiksel stireklilikten farkli olarak verilen bir noktaya “klasik yakinsak”

diziler kullanilmasidir. Zaten klasik siirekli fonksiyonlarin @-serbest siirekli olduklar agiktir.
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Artik klasik siirekli fonksiyonlar sinifini kesin olarak iceren ve hemen hemen her yerde siirekli
fonksiyonlar ile kiyaslanamayan bir fonksiyon sinifi mevcuttur. Bu simf serbest siirekli fonksiyonlar
smifidir. Tezde sikca szl edilen lineer fonksiyonlar ve klasik siirekli fonksiyonlar arasina sikigmis
fonksiyonlardan farkli olarak, igeri bir daralma yerine, disa bir genisleme yasanmaktadir. Dolayisiyla
(Spigel & Krupnik, 1994) makalesinde bir san1 olarak ortaya atilan lineer fonksiyon sinifi ve siirekli
fonksiyonlar smifi arasina sikisma problemi, (Connor, Grosse-Erdman, 2003)’da igeri dogru olan
daralmalarda regiiler metotlar igin kirilmis ve bu tezde ise disa dogru yapilan bir genelleme s6z konusu
oldugu i¢in dogal olarak kirilmistir.

Bu boliimde tezin basinda ortaya atilan iddialarin birgogu gosterilmis oldu. Geriye serbest
strekli ~ fonksiyonlarin mutlak degeri Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar simifi ile
kiyaslanamayacagimi gostermek kalmistir. Bu gorevi yerine getirmek icin yine Se¢me Aksiyomu
kullanilma sarti mevcuttur. Cilinkii Olc¢lilemeyen kiimeler, hatta evrensel Olgiillemeyen kiimeler
kullanilacaktir. Peki evrensel dl¢iilemeyen kiime nedir?

Tamm 4.2.4. A c R olsun. A kiimesine evrensel olciilemeyen kiime denir ancak ve ancak R nin her

olgiilebilir pozitif 6l¢iilii alt kiimesi ile A kiimesinin kesisimi 6l¢lilemeyen bir kiime ise, (Oxtoby, 2013).

Ik bakista bdyle bir kiime var olamaz gibi goriinebilir. Fakat eger dis dlgiisii 1 ve i¢ dl¢iisii 0 olan bir
kiime insa edilebilirse, 0 zaman bu kiime yukaridaki tanima uyacaktir. Boyle bir kiime Bernstein
tarafindan insa edilmistir ve Bernstein kiimesi olarak bilinmektedir, (Oxtoby, 2013).

Teorem 4.2.5. Hem kendisi hem de komplementi reel dogrunun her sayilamaz kapali alt kiimesi ile
kesisen bir B kiimesi vardir.

Ispat. Reel dogrunun tiim kapali ve sayi1lamaz kiimelerinin kiimesi F ile gosterilsin. A¢iktir ki bu kiime
sayilamazdir. Simdi, iyi-siralama prensibinden (veya Se¢gme Aksiyomu) F = {F, : ¢ < w.} bi¢ciminde
yazilabilir 6yle ki w, en kii¢iik ¢ tane Onciilii olan ordinaldir. Yine iyi-siralama prensibinden dolay1r R
dolayistyla da her alt kiimesi iyi siralidir, yani F’nin her elemani iyi sirali bir kiimedir. Simdi p, ve qq
Fy kiimesinin ilk iki elemani olsunlar (tizerindeki iyi siralamaya gore en kiigiik eleman ve o elemani
kiimeden attiktan sonra geriye kalan kiimenin en kiigiik elemani, sira fark etmeksizin). Sonrasinda, p4

Ve q, ise F; inp, Ve g, dan farkli en kiigiik iki elemanlar1 olsunlar. Kisacasi p, ile g,

Fy — U{PB' qp}

B<a

kiimesinin en kii¢iik iki eleman1 olsunlar. Simdi B = {p,: @ < w.} olsun. Bu kiimenin ingas1 geregi her
a < w, ordinali i¢in p, € BN F, ve q, € B¢ N F, oldugu goriilebilir. Bu 6zelligi saglayan kiimeye
Bernstein kiimesi denir. m

Teorem 4.1.3.9. Bernstein kiimesi B evrensel dl¢lilemeyen kiimedir.
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Ispat. Bernstein kiimesinin olciillemez oldugu agiktir, ciinkii hem Bernstein kiimesi hem de
komplementinin i¢ 6l¢iileri sifirdir. Bunun nedeni B ve B¢ nin igerdigi her kompakt kiimenin sayilabilir
olmasidir. Buradan, eger Olgiilebilir olsalardi i¢ Olgiileri sifir olacakti, fakat Bernstein kiimesi ve
komplementinin birlesimi reel dogrunun tamamini verdigi i¢in bu durumda i¢ 6l¢iiniin sonlu toplamsal
olmasindan dolay1 reel dogrunun da i¢ 6l¢iisii sifir olurdu, fakat bu miimkiin degildir. Simdi, Bir A
pozitif olgiilii kiimesi i¢in A N B kiimesinin Slgiilebilir oldugu kabul edilsin. Yukaridaki tartigmadan
dolay1 A N B kiimesinin i¢ 6l¢iisi sifirdir. Fakat aciktir ki dis 6l¢iisii de A kiimesinin dig Olgiisiine esittir.
Fakat bu bir ¢eligkidir, demek ki A N B 6lgiilemez bir kiimedir. m

Bu teoremin en 6nemli 6zelliklerinden birisi dyle bir fonksiyon yazilmasini saglar ki, bu fonksiyon bir
K c N igin serbest siirekli olmasina ragmen, olgiilebilir bir fonksiyon degildir, dolayisiyla da mutlak
degerinin Lebesgue integrali mevcut degildir, yani L' uzay: ile serbest siirekli fonksiyonlar uzay1
kiyaslanamaz. Bu boliimiin en 6nemli sonuglar1 serbest siirekli fonksiyonlar simifinin bilinen diger
siirekli fonksiyonlar smifi ile aralarindaki iliski konusunda verilmistir. Serbest siirekli fonksiyonlar
siifinin ¢aligilmaya deger bir konu olduklarinin en 6nemli kanit1 ise klasik tartismalarin disinda, bilinen
fonksiyon smiflarinda olmayan bazi fonksiyonlara da ev sahipligi yapmalaridir. Ayrica, sinirl bir
kiimede tanimli serbest siirekli her fonksiyon sinirli oldugundan, bilinen sup normu ile bir Banach
uzayidir.

Teorem 4.2.6. B Bernstein kiimesi olmak iizere, her K c N i¢in K-serbest bir fonksiyon vardir 6yle ki

bu fonksiyon 6l¢iilemez. Yani
VK c N3f € €(K,X)3U c B(R) . (f (V) & B(R),)

saglanir, burada X = (B N F(K)) U (B N F(K)), B(R), kiimesi reel dogru lizerindeki Borel o-
cebirdir ve U herhangi bir agik kiimedir.

Ispat. K c N olmak iizere fB,5): R = R fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:

f _{1,xeBnC5(K),
(BX) =10, x € B¢ n G(K) .

f fonksiyonu 6lgiilemez bir fonksiyondur ¢iinkii {1} € B(R), olmasina ragmen

fioio{1)) = Bn&(K)

dlgiilemez bir kiimedir. Bu fonksiyonun mutlak degeri de 6lciilemez oldugundan, bu fonksiyon L!
mutlak degeri Lebesgue integrallenebilir olan fonksiyonlar sinifina ait degildir. Bu fonksiyonun her K <

N igin K-serbest siirekli oldugu agiktir, ¢iinkii eger K-serbest diziler ile yaklasilirsa f(p ky altindaki
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gOriintiisti hemen hemen tiim terimleri 1 olan ve aksi halde tiim terimleri 0 olan diziler elde edilir.

Buradan serbest siireklilik tanimindaki istatistiksel yakinsaklik kriteri saglanmis olur. m

Yukaridaki tartismadan aciktir ki verilen bir K icin L uzay1 ile K-serbest siirekli fonksiyonlar uzay1
kargilagtirilamazdir. Artik serbest siirekli fonksiyonlar sinifi ile hemen hemen her yerde siirekli
fonksiyonlar sinifi ve 6lgiilebilir fonksiyonlar sinifi, buradan hareketle de mutlak degeri Lebesgue
integrallenebilir (bkz. Hewitt & Stromberg, 2013) fonksiyonlar sinifinin karsilagtirilamaz yani,
birbirlerinden oldukga farkli olduklar1 sdylenmistir. Ayn1 zamanda hep sozii edilen, klasik siirekli
fonksiyonlar sinifinin bu disa dogru olan geniglemesi nispeten “diizgiin” bir geniglemedir. Ciinkii kapali

ve sinirhi kiimeler tizerinde tanimli K-serbest siirekli fonksiyonlar sinirli fonksiyonlardir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimiin ana amaci yukarida tartigmasi yapilan biitiin konuyu kisaca tekrar anlatmak,
sonuglara deginmek ve bu sonuglarin nasil daha da gelistirilebilecegi konusunda 6neriler sunmaktir.
Elbette okuyucu siirekli tekrar edilen “bir ikilemin kirtlmas1” tabirinden sikilmis olabilir, fakat burada
olan biten sey aslinda tamamen budur. Yani, belirli metotlar yardimi ile ortaya atilan siirekli fonksiyon
smiflarinin  bazi1 yetersizliklerinin, idealler ve evrensel niceleyici kisitlamasi kullanilarak nasil
giderildigidir.

En 6nemli sonug serbest siirekli fonksiyonlarin yeni, yani daha 6nce iizerinde ¢aligilmamis bir
siif olmalaridir. Hemen hemen her yerde siirekli fonksiyonlar sinifi ile kiyaslanamaz olmalar1 ve ayni
zamanda L' uzay: ile kiyaslanamaz olmalari, bu yeni sinifin analiz etmeye deger bir sinif olduguna

isaret etmektedir.

5.1. Oneriler

Bu boliimde yapilacak olan oneriler, sorular ve sanilar olarak ele alinacaktir. Sorulan sorular
tezde cevaplanmamis ama merak konusu olabilecek sorular olurken, sanilar ise ileriki ¢alismalar i¢in bir
151k tutmasi amaci ile ortaya atilmigtir.

Soru 5.1.1. Eger bir x € R i¢in &(x) ideali yerine herhangi bir ideal alinirsa, serbest siirekli
fonksiyonlar sinifina benzer ne tiir siniflar tanimlanabilir?

Bu soru su sekilde tekrar sorulabilir: Eger N iizerinde bir serbest reel saymin iirettigi idealden
farkli bir ideal alinirsa, o zaman bu ideale bagl olarak yeni bir serbestlik tanimi verildiginde, ortaya
yeni bir sinif ¢ikar mi, eger ¢ikar ise bu tezde tanimlanan siniftan ne 6l¢iide farklidir?

Soru 5.1.2. K,K' c N olmak tizere, €(R,K) ve €(R,K") smiflarinin arasindaki iliski K ve K’
arasindaki iligkiye bagli olarak nasil degisir?

Bu soruya bir cevap K ¢ K' durumu i¢in bu tezde verilmistir. Fakat K ve K’ arasindaki iliski bu kadar
apacik degilken neler olacagi merak konusudur.

Soru 5.1.3. Serbest reel say1 kavraminda, irrasyonel tiim sayilar tanim geregi serbesttir. Oyle bir
serbestlik tanimi verilebilir mi ki bu yeni verilen tanim irrasyonel sayilardan da “serbest olmayan”
elemanlar igersin?

Diger bir deyisle, verilen bir irrasyonel sayinin serbestlik kavrami, elbette artik payda yardimi ile
verilemeyeceginden (¢linkii irrasyonel sayilar rasyoneller gibi bir paydaya sahip degillerdir), irrasyonel
sayilarin hangi rasyonel sayilara benzer 6zellikleri ile bir serbestlik tanimi verilebilir? Ornegin bir
irrasyonel say1 sonsuz siirekli kesirler ile tek tiirlii ifade edilebilir. Demek ki bu irrasyonel sayilarin
serbestlik kavrami artik bu tezde kullanilan dizilerin serbestlik kavramina benzer olarak verilebilir. Soru
sudur: Verilen bu yeni tanim ne gibi sonuglar alinmasim saglar?

Sam 5.1.4. Klasik siirekli fonksiyonlar smifinin herhangi bir yontem ile yapilan genislemesi, kapali ve

stirl aralikta tanimlhi fonksiyonlarin sinirliligini bozmuyor ise, o zaman ya bu genisleme bir K ¢ N
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icin K-serbest siirekli fonksiyonlar smifinin altinda kalir ya da sayilabilir bir {K;};c,, ailesi igin
U; €(R, K;) kiimesi bu fonksiyonlar sinifin1 orter.

Aslinda burada sdylenmek istenen sudur: Klasik siirekli fonksiyonlarin en genis diizgiin genislemesi
Uken €©(R, K) serbest siirekli fonksiyonlar sinifidir. Aksini ispatlamak i¢in, dyle bir fonksiyon sinifi
insa edilmelidir ki, bu simif klasik siirekli fonksiyonlar sinifin1 igermelidir ve kapali ve sinirh aralikta

taniml1 ve bu yeni anlamda siirekli her fonksiyon da sinirli olmalidir. Yazara gore, bu miimkiin degildir.
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