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: Tiim teget vektorleri kiimesi



SEMBOLLER

R" : N-boyutlu reel degerli vektor uzayi

M, : n - boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu
g,Xp, Yp) : (0,2) tipindeki metrik tensor alanina

8ij . Metrik tensor

g : Normallestirilmis metrik tensor

r jli( : Riemann uzayinin koneksiyon katsayisi

r (jik) :Riemann uzayinin koneksiyon katsayisinin simetrisi
r [iik] : Riemann uzayinin koneksiyon katsayisinin anti-simetrisi
[ik,h] : Birinci tip Christoffel sembolii

{];{} . ikinci tip Christoffel sembolii

Al : 1- form uzay1

Wijkh : Weyl uzaymin kovaryant egrilik tensorii

W : Weyl uzayinda skaler tensorii

Vi



OZET

RIEMANN VE RIEMANN OLMAYAN GEOMETRILER UZERINDE
JEODEZIK DONUSUMLER

“’Riemann ve Riemann olmayan geometriler lizerinde jeodezik dontisiimler’’
adli galigma {i¢ boliim halinde tamamlanmistir. Bu ¢alismanin birinci boliimiinde giris
kismi yer almaktadir. Girig boliimiinde Riemann geometrinin ¢ikis noktasi, manifold
teorisi ve Weyl geometrisi verilerek, jeodezik doniisiimler hakkinda genel bilgiler
sunulmustur. Ikinci boliimde temel kavramlar ve tanimlar yer almaktadir. Bu boliimde
egik uzay, egik cati, egik koordinat, Oklid uzay:, Oklid catis;, Oklid koordinati
tanimlaria yer verilmistir. Yiizey lizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve egriler
incelenmistir. Sonrasinda Riemann uzayinda koneksiyonlar incelenmis olup Riemann
egrilik tensorti, konform egrilik tensorii gibi temel tanim ve teoremler, Riemann egrilik
tensorii i¢in birinci ve ikinci tip Bianchi 6zdeslikleri ve Einstein uzayinin tanimina yer
verilmistir. Benzer sekilde Weyl uzay1 lizerinde analoji kurularak; Weyl uzayinin
egrilik tensorleri ve ilgili 6zdeslikleri sunulmustur. Weyl uzayma dair konformal
doniisiimlerden bahsedilmistir. Ugiincii béliimde ise jeodezik, jeodezik yol, jeodezik
151n ve jeodezik uzaym tanimlarina yer verilmistir. Son olarak secilen bir 6rnegin
jeodezik denklemleri ve bu denklemlerin ¢éziimleri hem Riemann hem de Weyl uzay1
altinda incelenerek karsilagtirilmistir. Tezin son boliimiinde ise elde edilen sonuclara
dair genel bir degerlendirme verilerek, yeni ¢aligmalara yonelik Onerilerde

bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Riemann uzay:, Jeodezik doniisiimler, Weyl uzay:.

vii



ABSTRACT

In this thesis Geodesics transformations on Riemann and non-Riemann
geometries has been studied in three parts. The first part of this study includes the
introduction. In the introduction, the starting point of Riemann geometry, manifold
theory and Weyl geometry are given and general information about geodesic
transformation is given. The second part includes basic concepts and definitions. In
this section, the definitions of curved space, curved frame, curved coordinate,
Euclidean space, Euclidean frame and Euclidean coordinate are given. Differentiable
functions and curves on surfaces are studied. Then, by examining the connections on
Riemannian space, basic definitions and theorems such as Riemannian curvature
tensor, conformal curvature tensor, first and second type Bianchi identities for
Riemannian curvature tensor, and Einstein space; definition are given. Similarly,
curvature tensors of Weyl space and their corresponding identities are presented by
making an analogy on the Weyl space. Conformal transformations related to Weyl
space are mentioned. In the third chapter, definitions of geodesic, geodesic path,
geodesic beam and geodesic space are given. Finally, geodesic equations and their
solutions for an example are analyzed and compared under both Riemannian and Weyl
spaces. In the last chapter of the thesis, the results obtained and suggestions for further

studies are presented.

Keywords : Geodesic transforms, Riemannian space, Weyl space.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin matematigin bir alt dali olarak olusumu Carl
Friedrich Gauss ve Bernhard Riemann ile temellendirilmistir. Riemann 1854’te
Gottingen’de bir agilis konusmasinda ilk olarak manifold kavramini tanimlamistir.
Carl Friedrich Gauss, “Theorema Egregium” teoremi ile ylizeyin egriliginin intristik
bir ozellik oldugunu kanitlamistir. Manifold teorisi de bu intristik Ozelliklere
dayanmaktadir. Burada bir diferansiyellenebilir manifold yerel olarak Oklid uzayia

benzeyen bir topolojik uzaydir. (Folland, 1970; Tiirkoglu ve Ozdemir, 2019).

Hermann Weyl 1918 yilinda fizikteki birlestirilmis alan teorisini formiile
etmek i¢cin Riemann geometrisini genellestirerek konform metrik ve simetrik

koneksiyona sahip Weyl manifoldlarini tanimlamustir. (Weyl, 1921).

Ik olarak kiitlegekimi ve elektromanyetik teorilerini birlestirerek bir teori
yazmistir. Weyl’in teorisi fizikte ¢ok ilgi gérmemesine ragmen matematikgilerin
ilgisini ¢ekmigtir. Ve diferansiyel geometri de bazi Onemli ozellikleri ortaya
cikarmistir. Fiziksel olarak kabul gérmeyen bu teori, metrigi bir katina gotiiren
(konformal) dontistimler altinda elde edilen yeni koneksiyonun Riemann
koneksiyonlar1 cinsinden ifade edildiginde, metrik olmayan simetrik bir koneksiyonla
ifade edilebildigi gosterilmistir. Uygun bir @ 1-formu, burulmasiz D koneksiyonu ve
konform metrikler sinifindan alinan herhangi bir g Riemann metrigi i¢in Dg = 20 &
g uygunluk kosulunu saglayan manifolda Weyl manifoldu denir. W(n,g,») ile verilen
manifold i¢in, Friedmann ve Schouten, 1924 yilinda diferansiyellenebilir
manifoldlarda yari-simetrik koneksiyon kavramini tanimlamiglardir. Daha sonra
Hayden, 1932 yilinda Riemann manifoldlarinda burulmali metrik konneksiyon

kavramni incelemistir (Unal ve Uysal, 2005; Suhendro, 2007).

1970 yilinda, Yano yari-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann
manifoldlarini incelemis ve bu konneksiyona gore egrilik tensori ile ilgili dnemli

sonuglar elde etmistir. Caligilan bu uzaylar {izerinde biiyiikliikleri koruyan farkl



dontigiimler literatiirde ¢alisilmis olup halen calisilarak giincellegini korumaktadir.
Bunlar arasinda ilgi ¢ekici bir yere sahip olan jeodezik doniisiimler, fiziksel
diinyamizda da genis capli bir uygulamaya sahiptir. Uzerinde bulunan iki nokta
arasindaki uzaklik, iki noktay1 birlestiren yollardan herhangi birine ait olan yol
uzunluguna esit olan metrik uzaya Jeodezik uzay denir. (Coban, 2011) Kisaca,
uzaydaki iki nokta arasindaki en kisa mesafe olarak tanimlanan bu denklem, farkli
metrik ve yapilar arasinda kimi zaman invaryant kalmakla beraber degisime de
ugramaktadir. Metrik uzaylarda jeodezik yol uzunlugu, uc¢ noktalar arasindaki yolun
uzunluguna esit olur. Genel olarak, jeodezik denklemi literatiirde,

d?xt dxtdx’
k - =
dt? + F”(C(t)) dt dt

ifadesi ile verilir. ( Bridson & Haefliger, 1999).

Bu denklemin ¢dzlimlerinin kurulan geometriye uygulanmasiyla beraber, var olan
geometrimizin zamansal, uzaysal veya ismsal olarak jeodezik anlamda tam olup,

olmadig arastirilmaktadir.



2. LITERATUR

Bu béliimde Afin uzay, Oklid uzay, Oklid uzayinda egrilik ,Riemann uzayi,
Weyl uzayi, lizerinde tanim ve teoremler verilecek olup jeodezikler incelenecektir.
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanimm A kiimesi; A # @ ve V, R cismi iizerinde n- boyutlu bir vektor uzay1 olmak

iizere;
) AxA— V; (P, Q) — f(P,Q)=PQ (2.1)

fonksiyonu ;
i) v P,Q,Re Aicin f(P,Q) +f(QR)=f(P,R)[yadaP(Q+QR=PR] (2.2)

iii) V P€ Aigin, hero € Vigin ﬁ)) = a esitligini saglayacak sekilde tek bir Q
€ A vardir.
Yukaridaki verilen 6zellikler saglanirsa A kiimesine V vektor uzayiyla birlesen n —

boyutlu bir egik (afin) uzay denir. i ve ii siklar1 afin (egik) aksiyomlar1 olarak ifade

edilir.

Tamm V n- boyutlu bir vektor uzayi ve A, V vektdr uzayi ile birlesen bir afin uzay

olmak iizere, py , p1, P2 -..Pn Noktalart A nin elemant icin { pop1, PoP2 ---Poln t
vektor sistemi V vektor sisteminin bir bazi ise { py , p1, P2-..Pn} kiilmesine A afin

uzaymin, afin catist denir. Afin catisinin baslangic noktast "py dir. pi, py...Pn

noktalari ise afin ¢atisinin ug noktalar1 denir (Yiice,2006).

Tammm V, § = (R, C) kiimesi tizerinde vektor uzayi ; A, V vektor uzayi ile birlesen
n- boyutlu afin uzay ve K= {p, , p1, P2...Pn}, A afin uzayinda

afin catis1 olsun.

n
xi: A-> &(i=123..n) & P,P =ZaiPOP1, a; € & (2.3)
i=1



p— x;(P) =a; olmak ilizere x;(P) (i=1,2...n) sirali n-lisine P noktasinin K= {p, ,
D1, D2---Pn} afin gatisina gore afin koordinatlar1 ve her bir x;(P) ye P noktasinin i-
inci afin koordinati, x; fonksiyonuna da A afin uzayinda K afin ¢atisina gore i-inci
afin koordinat fonksiyonu denir. Sonug olarak ifade ettigimiz tanim geregi, A afin
uzayinda {™ uzayinda bir sirali n-li ve her bir sirali n-li igin de A afin uzayinda bir
nokta karsilik gelir. Karsilik gelen bu sirali n-liye P € A noktasinin afin koordinatlari,
x; afin koordinat fonksiyonlarmm { x; x,, ..., x,} sistemine de afin koordinat

sistemi denir.

Tanim A € R" ve A, V vektor uzayi ile birlesen n boyutlu afin uzay1 olsun. V vektor
uzay1 i¢ ¢arpim uzay1 ise A afin uzayina Oklid uzay1 denir (Yiice,2006; Hacisalihoglu,
2006).

Tamm P; € E* , {P P, ...,B, } i¢in { PoP; , PyP, ...PyP, } sistemi n-lisine
karsilik gelen R™ vektor uzayinin otonormal bazi ise P;,{P; P,, ..., P, } sistemine E™

uzayinda bir Oklid Catis1 denir. (Yiice,2006; Hacisalihoglu, 2006)

Tamm E™ n-boyutlu Oklid uzayinda { Ey Ey, E, ..., E,} catist ve K={ p, , p1,
D2...Pn} afin gatisi verilsin. {pyp;i|i=l, ..., n} sistemi R™ vektor uzayinda otonormal
baz1 ise K afin catisina bir Oklid ¢at1 ve karsilik gelen afin koordinat sistemine Oklid
koordinat sistemi denir. Bu sistemin fonksiyonlarina da Oklid koordinat fonksiyonlar1
denir (Yiice, 20006).

Tamm X # @ olmak iizere; d: X x X — R (X,y) — d(X,y) fonksiyonu

i) d(x,y) >0, ¥ Xy € X (2.4)
i) d(xy)=0 = x=y (2.5)
iii) d(x,y) < d(y.x) (2.6)
iv) d(x,y) <d(x,y) +d(y,z) (2.7)

ozellikleri saglantyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de

bir metrik uzay denir.
Tamim R™ uzayinda;
U:E"xE™ - R*

*X,Y) > UxY) =[xV | (2.8)



fonksiyonu E™ uzayinda uzaklik fonksiyonudur. Ve bu uzaklik E™ uzayinda metriktir.
Bu metrige Oklid metrigi denir (Yiice,2006).

Oklid uzayinda U c E3 alt kiimesi olsun. V P = (P;, P,,P;) € S noktas1igin ||X — P||
< € olacak sekilde X € U igin € > 0 sayis1 varsa E2 Oklid uzaymnda U kiimesine bir
acik kiime denir (Yiice, 2006).

Tamm V X € N i¢in; f fonksiyonu f € C* ise 0 fonksiyona C* smifindadir denir. C*
sinifina ait olan fonksiyonlarin kiimesi C*” (U, R) ile de gosterilir. ve C*(U, R)

={f|U c E" > R, f € C*,x € N) (Yiice, 2006).

Tamm o : U c E™ — E™ fonksiyonunda P € U ise «(P) € E™ olur. Ve o(P) sirali
bir m-lidir. Dolayisiyla; «(P) = (f;(P), fo(P),..., f;n(P)) bi¢cimde ifade edilir. f;

fonksiyonlarina o fonksiyonunun koordinat fonksiyonlar1 denir (Yiice,2006).

o fonksiyonunun f; Oklid koordinat fonksiyonlar: ve Oklid koordinat sisteminin

diyagramimni {x;, X5, ..., X, } kiimesi olusturabilir.

fi€e C*(E",R),1 <i<mise o: UcCE™— E™ fonksiyonuna C* sinifindan

diferansiyellenebilir denir. ve o € C*( E™, E™ ) seklinde gosterilir.

Tammm E™ uzaymda U ve T iki agik alt kiime olsun. ¢ : U — T doniisiimii igin;
i)p €C*(UT) (2.9)
i) ¢~ vardir ve =1 € C* (T,U) (2.10)

ise ¢ fonksiyonu U ile T arasinda bir diffeomorfizm denir. U ve T agik kiimelerine

diffeomorfiktirler denir (Sabuncuoglu,2016).

Tamm |, R nin agik bir araligi olmak tizere a: I — R™ big¢iminde C* smifindan bir

a doniisimiine R™ uzayinda egri denir. (Sabuncuoglu, 2016)

Tamm o: T — E™ |, a(t) = (aq (1), ay(b), ..., a,(t)) differansiyellenebilir doniisiim

olmak iizere oI) € E™ alt kiimesine E™ uzayinda parametrik egri denir.

% =a'(t) = (% , ...,% )|a(t) vektoriine a egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektorii
denir (Yiice, 2006).
Tanim
S
W= (fofarerf) = ) figyr €V (2.11)
i=1

5



verilsin.  f;: E™ — R fonksiyonlari C* smifina dahil ise W € VE vektor

alanina C*- smifindadir denir.

Tamm W diferansiyellenebilir vektor alanin ¥, tanjant vektori dogrultusundaki tiirevi

WER+tV)-WE) _ ~W(P + V)] = (2.12)

W (P +tV)'(0) = lim =2

seklinde ifade edilir. DVpW ya da v, W olarak gosterilir. (Yiice, 2006)

E™ Oklid uzaymin U agigini iizerinde ki W diferansiyellenebilir bir vektor alaninin
X vektor alan1 dogrultusunda ki DyW kovaryant tiirevi noktaya karsilik nokta

prensibiyle ;
(DxW)(P)= Dy, W € E™ (2.13)
olarak tanimlanir. Dolayisiyla D fonksiyonu alinarak;
D : XED x xE _ xE (2.14)
(X, W) = DyW:E™ - Upegn Tgn(P) (2.15)

P— (DxW)p = Dy, W seklinde olur. DyW |, = Dx, W = (X[f1], X[f2]...., X[fa])

demektedir.
Buradan;
)
W =3k fisg (2.16)
olmak tuzere
n
i)
DeW = Y Xlfil o (2.17)
i=1 t

seklinde ifade edilebilir.Buradan D operatdriine X ™ vektor alanlari uzayinda bir

koneksiyondur denir (Yiice, 2006).

Teorem E™ uzaymda X, T € XE™ iki vektor alan1 ve W,Z€ XE™ ise € simifindan

iki vektor alan1 olsun;
Dolayistyla;
Dy(W +Z) =DyW + DyZ (2.18)

Dy.rw =Dyw + D;W (2.19)



DeipyxW = f(p)DxW, f: E" — R,P € E" (2.20)
Dy(fw) = X()W + fDyW, f € C(E™, R) (2.21)
esitlikleri ifade edilebilir.

Tanmm o: I € R — E™ fonksiyonu ; C* egrisi ve o egrisine kisitlanmig C* vektor
alan1 W € XE™ verilsin. Egrinin hiz vektor alani da K olmak iizere o egrisi boyunca

DW= 0 ise W vektor alanina paralel vektor alani denir.
Dk K=0 ise a egrisine jeodezik egri denir. Buradan;

da1

DiK igin a(t) = (@ (1), 6o (D)., o (®) , Ky = 2 i =(—

ot = (1 [ ) ko [ ] ) = (G )|

elde edilir ( Yiice ,2000).

dan
) ey
p dt

2
dg,

T dt?
p

) olmak uzere;
p

= ®l (2.22)

Tanmm o: [ € R — E™ fonksiyonu ve a(t) = ((ay(t), ay(t),..., a,(t)) egrisi olsun. X €
XE™ olmak iizere % = X (a(t)) =X esit ise a(t) egrisine X vektdr alanmin  bir
integral egrisi denir( Yiice, 2006).

Tamm D, E™ Oklid uzayinda kovaryant tiirev operatdrii olsun. Ve [,] ise

XEiizerinde Lie opreatorii olsun. V X, W, Z € X (En)diferansiyellenebilir vektor

alanlart icin; { uy, Uy, ..,u, } Oklid uzaymda,Oklid koordinat sistemi ve,

n a n a . )
= ZXi—,W = w;— € XEM olmak iizere,
L aui - aui
=1 =1
) Z awl —w dv; 0 2 24
! = Pou; 6u L ou; ou; (2.24)
i DyW — Dy X = [X, W] (2.25)
i Xp[(X, W)] = (DXPW,Z)|p+ w, DXPZ)|p (2.26)

esitlikleri saglanir.

Tamm E™ Oklid uzayinda D: XE™ x XE™ — xE™ kovaryant tiirev operatoriine,
(2.18), (2.19), (2.20) (2.21) ‘denklemlerini saglandigindan dolay1 afin koneksiyonu



denir. (2.25) ve (2.26) denklemleri saglandigindan dolay1 Riemann koneksiyonu denir
(Yiice, 2016).

Tamm | S R, I = (x,y) bir agik aralik olmak tizere; a: I— E™ t — a(t) = (ay(t),
a, (t),..., ay (t)) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak itizere; a(I) < E™ alt
kiimesine E™ uzayinda diferansiyellenebilir egri (veya parametrik egri) denir. (I, o)
ikilisine egrinin koordinat komsulugu denir. I alt kiimesi parametre araligidir. t € | reel
sayisina egrinin parametresi denir. E™ uzayinda egri M = o(I) € E™ seklinde gosterilir.
o: I — E™, CX simfina dahil ise o egrisine CX smifindan egri denir. a(t) = (o (t),
05 (t),..., a,(t)) olmak tizere o;= - R t — «;(t), 1 <1 <n fonksiyonlarina o

egrisinin koordinat fonksiyonlar1 denir (Yiice, 2016).

Tanmm U, E3 Oklid uzayinda acik alt kiime olmak iizere , {X;, X,, x5} Oklid

koordinat sistemi ile tanimlanan
M ={X={x;,%,x}€ E3}, f:UCE® >R, VPeEMVf]|,#0,
X - f(xq,X3,X,) =, (c = sabit) (2.27)
Kiimesi E3 uzaymda 2-boyutlu yiizey veya sadece yiizey denir.(Yiice,2016).

Tammm M , E3 Oklid uzayinda bir yiizey olmak iizere, vektdr vektdr alamX € X( E3)
verildiginde V P € M i¢in )Tp) € T,(P) oluyorsa X € xE® vektdr alamina M {izerine
tanimlanan bir teget vektor alan1 denir. Tiim teget vektorlerinin kiimesi X(M) ile
gosterilir. (Yiice, 2016).

Tammm E3 Oklid uzayimda ki bir M yiizeyi iizerinde tanimli f: M — R fonksiyonu
verilmis olsun, M ylizeyi lizerinde bir ¢ : U - M gergek yamasi igin f o ¢p = f(¢)
bileske fonksiyonuna f i¢in koordinat yamasi gosterimi denir. Eger P € ¢p(U) i¢in f
o ¢ : U - R fonksiyonu ¢ ~1(P) noktasinda diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna P
noktasinda diferansiyellenebilir denir. Eger f biitiin koordinat gdsterimlerinde , Oklid
anlaminda V P € M tirevlenebilirse f fonksiyonuna M yiizeyi iizerinde

diferansiyellenebilir denir. (Yiice, 2016).
Tammm M, E3 Oklid uzayinda bir yiizey olsun,
D : X(M) x X(M) — X(M), (X,Y)— D yY doniisiimii (2.28)
1)D px4gvZ= fD xZ +gD yZ (2.29)

2) D x(fY)=(D xf) Y+ [fDxY
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1. ve 2. Ozellikleri saglaniyorsa D déniisiimiine M yiizeyinde afin koneksiyonu

denir. Ayrica,
3)DyY —D X =[X)Y] (2.30)
A X[<Y,Z>]=<DyY Z>+<DyZ,Y> (2.31)
ozellikleri saglaniyorsa D operatdriine M yiizeyinde Riemann koneksiyonu denir
(Yiice, 2016).

Tammm: M bir topolojik uzay olsun. M i¢in verilen onermeler dogru ise M bir n-

boyutlu topolojik manifold ya da kisaca n-manifold denir.

i M bir Haussdorff uzayidir.
i M, n-boyutlu lokal 6klidyendir.
ii M sayilabilir ¢oklukta agik kiimelerle ortiilebilirdir (Boothyby, 1986).

Tamim: M bir [- manifold ve ve M de bir n-manifold olsun. [<n ve ME M olmak iizere
M ve M manifoldlar1 C*® manifoldlar olsun, i: M— M olacak sekilde tanimli bir i, C*®
doniisiimii V m € M i¢in; i(m) =m € M seklinde tanimlanirsa i 6zdeslik doniisiimiine

‘inclusion’ fonksiyonu adi verilir.(Hacisalihoglu, 1998)

Tanim M bir C* manifold olsun. P € M noktasindaki tanjant uzay T,,(P) olmak

uzere
Gy : Ty(P) xTy(P)— R, (Xp, Yp) —g,(Xp, Yp) (2.32)

seklinde taniml1 indeksli, simetrik , bilineer (0,2) tipindeki tensor alanina M {izerinde

metrik tensor denir. (O’Neill, 1983)
2.2. Riemann Uzaylan

N-boyutlu bir Riemann uzayinda verilen herhangi bir x*(i=1,2, ... ,n) icin, birbirine

minimum yakin olan x! ve x'+ dx! noktalar1 arasindaki sonsuz kiigiik mesafe
ds? = g;;dxtdx! (ij=1,2, ..., n) (2.33)
ile verilir.

(2.33) denkleminde g;; katsayis x* nin koordinat fonksiyonudur, Riemann metrik

tensorii olarak ifade edilir. BOyle bir metrik ile karakterize edilmis olan uzaya Riemann

uzay1 denir (Norden,1976; Jones ve Tod,1985; Bothby, 2003).



Bir A vektorii, x¢, dx! gibi iki yakin nokta arasinda bir egri boyunca paralel tasmnirsa,

bu vektoriin bilesenleri ;
DA = —T L Aldx* (2.34)
seklini alir. I’ }k koneksiyonun katsayisini ifade eder.

Tanmm M, , g;; “bir metrik tensoriine sahip bir Riemann uzay1 olsun. My, g;; metrik
tensorleri ile uyumlu tek bir koneksiyonu vardir (Riemann, 1921; Tiirkoglu ve
Ozdemir, 2019).

]l:k, xverl ;YB de x' srasiyla x ve x’ ‘na ait koordinat fonksiyonlar1 olsunlar. Bu

durumda asagidaki ifade saglanir. (Einsenhart, 1927)

iy axt 9%’ oy dx’ axk 2 35
@B 9., 0x'adx's K gx'a dx'B (2.35)
Burada I’ ]l:k ifadesi tensor degildir. (Tiirkoglu, Ozdemir, 2019)
r ]l:k konneksiyonu Riemann uzayina ait ise,
; i «i_(1, i=h
9™ gn = 64, 64= {O i h (2.36)
esitliklerinden,
: i .
rik =4} = gVt (237)
. _ 1,9gjn , dgkn _99jk
Uk, h] = E( axk * oxJ  axh ) (2.38)

(2.37) ve (2.38) denklemlerinde [jk, h] ve " 1 sembolleri sirastyla 1. tip ve 2. tip
k

Christoffel sembolleri olarak isimlendirir. Bu sembollerin alt iki indise gore simetrik

oldugu goriilmektedir. (Carmo,1992)

Koneksiyon Levi-Civita’dan farkliysa, konneksiyon katsayisi I’ ]‘:k, n-boyutlu M,

Riemann uzay1 iizerinde simetrik ve anti-simetrik kisimlarindan olusur. I ]i-k

konneksiyon katsayisinin simetrik ve anti-simetrik kisimlari sirasiyla,

o,
Iy = 3(TE+T ) (2.39)
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LT (2.40)

verilir.

r [j,i(] konneksiyonun burulma tensorii adimi alir. (2.39) ve (2.40) denklemlerinden

yola ¢ikarak,

denklemi elde edilir. Riemann uzayinda I j,i{ simetrik bir tensordiir; bu uzay

burulmasizdir. yani I fk = 0 dir. vt v; Ve Tk sirastyla bir kontravaryant, bir

ji >
kovaryant vektor alanlarinin ve bir tensor alanlarinin bilesenleri olsunlar. V Riemann
koneksiyonuna gore bu biiyiikliiklerin kovaryant tiirevleri sirasiyla asagidaki gibi

tamimlanir (Einsenhart, 1927).

a
o
oxk

ViTiit = 55+ Tif T ke = TaiT 4~ TjaT o (2.42)

gij metrik tensoriiniin Levi- Civita konneksiyonun kovaryant tiirevi asagidaki gibi

ifade edilir;
agii a a
Vigij = % - {kj} Jai ~ {ki} 9aj =0 (2.43)

Genel olarak M,, uzayina ait egrilik tensorti,

9
oxk

Ryt =0k O = 0L + LG — LGS (0 = ) (2.44)

ji

olarak ifade edilir. I;Lh katsayilar1 2. tip Christoffel sembolleri cinsinden almirsa, g;;

metrik tensoriinii sahip Riemann uzayinin egrilik tensorti,

=o)L (- (6 e

ile elde edilir.

M,,, iizerinde v', f, T\, S k]t- bunlar sirasiyla bir kontrovaryant, bir kovaryant vektor
alanlar1, bir skaler fonksiyonu, (1, 2) tip tensor alanin ve burulma tensdriiniin

bilesenleri olsun. R, ]hl kovaryant tensoriiniin Ricci 6zdeslikleri su sekildedir;

11



Vvl =V, Vvl = R 28, 00,0 (2.46)

Vi Vvt =V; Viv' = =R, vy, — 28, fV,; (2.47)
VkV]f _Vj ka = ZSkjtth (248)
VijTuh - VijTlih :Rkj}ilTlit - RkﬁTt? - RkjtiTl? - ZSkjtvtTllh (2.49)

ile ifade edilir.M,, uzay Riemann uzay: ise, burulma tensori Sy ]-t = 0 dir. (Schouten,

1954).

Kovaryant egrilik tensord,
Rijin = Ryji®9an (2.50)
olarak tanimlanir.

(2.45) denkleminden yola ¢ikarak, asagida Riemann egriliginin dzellikleri

Ryjin * Rjikn + Rixjn =0 (2.51)
Ryjin = ~Rjkni (2.52)
Ryjin = Ryjni (2.53)

Ryjin = Rinkj (2.54)
Rykin =~ Rijnn =0 (2.55)

verilmistir.(2.51) denklemine Birinci Bianchi Ozdesligi denir. Ek olarak bu denklemin

kovaryant tiirevi alinirsa;
ViRl + VieRy* + ViR, ! =0 (2.56)

(2.56) denklemine ikinci Bianchi Ozdesligi denir. (2.45) denkleminde, h ve k indisleri

tizerinde daraltma yapilarak,

Ricci egrilik tensorii elde edilir.
Rji = Ryl =9™Rajin = 9°*Ripaj = 9"*Rpija= Rij (2.58)
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Esitlikleri Ricci egrilik tensoriiniin simetrik oldugunu ifade edilir. Ricci egrilik tensorii

ile metrik tensor isleme alinirsa Riemann uzayinin skaler egriligi ,

elde edilir.

2.3. Weyl Uzaylar

g ve g iki Riemann metrigi olmak iizere, bu iki arasinda g=e?* g ; 2 > 0 olma
kosulu saglanirsa, bu iki metrige ’birbirine konformaldir’’ denir. Bu yapiya sahip olan
n-boyutlu manifolda Weyl manifoldu denir. W, (g, w) olarak gdsterilir. n-boyutlu

Weyl manifoldu i¢in, konformal yapiy1 koruyan ve burulmasiz tek bir V koneksiyon
vardir (Eisenhart, 1927; Ozdemir ve Tiirkoglu, 2013).

Lokal koordinatlarda metrik tensoriiniin kovaryant tiiveri,
Vi Gij = 2w gij (2.60)

formuna doniistir. Burada w 1- formdur (Hlavaty, 1949).

V Weyl konneksiyonu ve V9 Riemann konneksiyonu arasinda

V.Y =VIY —w(X) + g(X,Y)yp (2.61)

iligkisi vardir. X ve Y ifadeleri W,,uzay1 tizerinde vektor alanlari, 1 ise w(X) = g(X,y)
esitligini saglayan w dual vektordiir. (2.61) denkleminin yerel koordinatlardaki

ifadesi,
11 l l l
Fjl' = i _(Wj 6i +Wi5j‘W9ij) (262)
Weyl uzaymin katsayist I’ ]l-i ile gosterilir. V9 Levi-Civita konneksiyonun katsayisi;
nN_1
L'i} =7 glm(ajgmi + 0iGmj~ Omdij) (2.63)

olarak hesaplanir (Eisenhart,1927 ; Norden,1976).

W, egrilik tensorii yerel koordinatlarda
(ViV; = ViV ) v = = Wy (2.64)

ifadesinden yararlanilarak;
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Wyji =0, Iif = 0; i — GiiGt — LTt (2.65)
elde edilir. (2.62) ve (2.63) denklemde yerine yazilirsa,

l 5
Wy, '=0, [{”} - (wy o+ wi 85— gyw)| = 0y [{L} - (wst + wish - grw)]

+ [U'} - (wi 8f +w; 65— gywt)] [{klt} - (Wi 8t + Wb~ giaw')|

l :
- [{ktl} - (Wk Sit +w; 8 - gkth)] [{It} - (wj 6,_! + wy 5]_1 - gthl)_
(2.66)

ifadesine ulasilir. Belirli islemlerden sonra
ijil = Rkjil - 6leki + 5liji + 5li(ij — W)+ g"( 9jiWks — JkiWjs) »  (2.67)
1
Wik = Viwg +Wjwy — = gjxWy wt (2.68)

Riemann egrilik tensori Ryji  cinsinden hesaplanmig olunur.

Egrilik tensorii, kovaryant egrilik tensort, Ricci tensorti, skaler egrilik sirayla

Wil = Wijug™ (2.69)
Wiju = Wiji" Gmu (2.70)
Wi = g"wijy = Wi (2.71)
W = g/'wj; (2.72)

verilir (Einsenhart, 1927).

(2.67) ifadesi g% ile isleme alinirsa,
Wijim = Riji9um — 8/ Wit Gum + 8kWji Gim + 6 Wik — W) Gim + 9% (giWies —
gkisz)glm (2-73)

(2.36) ve (2.48) ozellikleri (2.73) denkleminde uygulanilirsa, W,, kovaryant egrilik

tensori
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Wi jim=Rkjim=9imWij + 9miWjitGim Wik — Wij)+(GjiWim —kiWjm) (2.74)

olarak elde edilir (Eisenhart,1927).

W, uzayinin kovaryant egrilik tensoriiniin simetrik 6zellikleri asagida verilen ifadeleri

saglar,
Wijim = Wikim» Wijim ¥ Wijmi = 29im(V; Wi — View;) = 4gimVijwy (2.75)

(2.74) denkleminde k ve j indislerini {izerinde simetri uygulanip, Riemann tensoriiniin

kovaryant egriliginin simetri 6zelligi kullanilarak
WijimtWijmi=29im (Wi — Wi;), (2.76)
0zdesligi elde edilir. Burada wj, biiyiikliigii (2.68) denkleminde tanimlanmistir.
W, uzaymn Ricci egrilik tensoriiniin R;; Riemann uzaymin Ricci egriligi cinsinden
ifadesi,
Wi; =Rj; + (n — 2)wj; + (Wj; — W) + i 9" Wi, (2.77)

seklinde ifade edilir. V. Weyl koneksiyonu metrik olmadigindan, W,, uzayinda (2.77)
denkleminde verilen W;; Ricci egrilik tensori, simetrik ve anti-simetrik olmak iizere
kisimlara ayrilir,

Wii = Wiy + Wi (2.78)

Ayrica (2.77) denklemini g/t ile daraltilarak , (2.56) ifadesini kullanarak, W, uzaymin
W skaler egriligi ; R Riemann skaler egriligi ve w cinsinden ifadesi su sekilde

gosterilir;

W=R+2(n-1) Fiw/ — (n—1)(n-2) w/w; (2.84)
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3. JEODEZIKLER

Tamm X metrik uzay olmak lizere, V t,, t, € [xl,xz] icin |y(ty) —y(t2)| = |t; — 5]

sartin1 saglayan ve y: [x; x,| — X yoluna jeodezik yol denir.

y: [0,00) — x uzakligin1 degistirmeyen doniisiime jeodezik 1sin olarak ifade edilir. y:

R — X uzakligini1 degistirmeyen doniisiime de jeodezik ¢izgi olarak ifade edilir.

Jeodezik yol, jeodezik 1s1n, jeodezik ¢izgi doniisiimleri bire-bir donisiimlerdir te
(Coban, 2011).

Tammm 7y : [x; x,] — X yol olsun. x; <u<v=<x, kosulunu saglayan V u, v € [x; x,]
icin,

v —u = L(y[u, v]) oluyorsa y' ya yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol denir.

Ozel olarak y : [x; x,] — X yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol oldugundan
L(y) =x, — x; yazilabilir. (Coban, 2011).

Tamm vy : [x; x,] — X, x;<x; yol olsun. y sabit yol veya dyle bir y’: [x3x,] — X
yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol vardr ki y : [x1 x,] — [x3 x4],

X2X3—X1

y(x) = (x4 — x3)X + all seklinde bu iki aralik arasnda afin homeomorfizm

1
olmak iizere y =y’ o y bulunabilsin. Bu durumda y' ya afin yolla parametrize edilmis
yol denir (Coban, 2011).

Tamim X metrik uzay ve y: [x, x,] — X, bu metrik uzay iizerinde y sabit yol olmak

tizere, bir y' : [x3'x4] — X jeodezik yol vardir ki v : [xl’xz] — [x3'x4] ve y(x) =

X2X3—X1X4

(x4 — x3)X + ifadesi seklinde iki aralik arasinda tek afin homeomorfizm

X2—X1
olarak y = y'o y bulunabilir. y ifadesine afin yolla parametrik edilmis bolgesel

jeodezik denir (Papadopoulos, 2005).

Tamm X metrik uzay olmak iizere, X’ e ait bir jeodezik yolun goriintiisiine bir

jeodezik parga denir (Coban,2011).
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Tamim X metrik uzayinda segilen iki noktay1 birlestiren jeodezik yola sahip geometrik

uzayina jeodezik uzay denir (Coban, 2011).
Jeodezik uzaylara bir kag¢ 6rnek vericek olursak ;
vV n>1, E™ Oklid uzayi igin, V X,y € E™ ayricat € [0,1] y:[0,1] » E™,

y(t) = (1- t)x + ty seklinde tanimlanan afin yol es zamanda E™ Oklid uzayimnda x ve

y ‘yi birlestiren jeodezik yol olmasindan dolay1 E™ uzay1 jeodezik uzaydir.

E™ nin herhangi bir konveks alt kiimesi yine jeodezik uzaydir. Ornek olarak; E? nin
alt kiimesi olan herhangi bir gember jeodezik uzay degildir. Ancak E? “nin alt kiimesi

olan herhangi bir disk konveks oldugundan jeodezik uzaydir.

Tamm X bir metrik uzay ve V x,y € X igin y: [x x,] = X, vey(x;) = x ile y(x;) =
y ifadesi icin vy diizeltilebilir yolu var ise X metrik uzayina diizeltilebilir yollar ile

baglantili uzay denir (Bridson & Haefliger, 1999).
Tanim X bir metrik uzay ve vV x,y € X i¢in |x — y| =lim L(y) burada infimum x ve
Y

y yi birlestiren yollar kiimesi {lizerinden alinarak tanimlanir. Bu kosulu saglayan
metrik uzaya uzunluk uzayi denir. Bu uzay lizerinde tanimlanan metrige uzunluk

metrigi denir (Papadopoulos, 2005).

Tamm V n > 2 icin E™ Oklid uzaymin bir eleman: olan t noktasmin eksiltilmesi ile
olusan % uzay1 uzunluk uzayidir. Fakat jeodezik uzay degildir. u ve w, E™ uzaymdaki
noktalar olsun. [u, w], t noktasini igeren bir aralik olsun, bundan dolayi E—tn uzay1
uzunluk uzayidir ancak jeodezik uzay degildir. Ayrica % uzayinda U ve Vv ‘yi
birlestiren bir jeodezik yol bulunamaz. (Bridson & Haelfiger, 1999).

Teorem X bolgesel kompakt uzunluk uzayr olmak {izere, u € X olsun.

u ‘nun dyle bir G = G(u) komsulugu vardir ki V v, t € G i¢in bu noktalar1 birlestiren,
jeodezik yol vardir (Papadopoulos, 2005).

Tamm G metrik uzay ve v: [u, v] — G bir yol olmak iizere V k € [u, V] i¢in Gyle bir

t ‘yi iceren bir kapali aralik 1(k) vardir ki y ‘min I(k) N [u, v] ‘ye sinirlandirilmigt
jeodezik olsun, bu durumda y ‘ya lokal jeodezik denir (Mercan, 2021).

v: [u, v] — G lokal jeodezik olsun. y yolu yol uzunlugu ile parametrize edilmis yol
olarak ifade edilir (Papadopoulos, 2005).
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Tamm v: [u, v] — G yol olsun. y sabit dontisim ¥ : [u, v] — [y, z] bu iki aralik

arasinda tek bir afin homeomorfizm olmak tizere y = y'o ¥ ifadesi olacak sekilde

v': [y, z] — G lokal jeodezigi varsa y' ya afin yolla parametrize edilmis olan lokal
jeodezik denir (Papadopoulos, 2005).

Tamm X metrik uzay olsun. V u, v € X i¢in noktalar1 birlestiren tek bir jeodezik var

ise X metrik uzayina ‘tek jeodezik uzay’ denir (Bridson & Haefiger, 1999).

Lokal koordinat sisteminde P =V — V doniisiimiiniin oldugunu varsayalim ve bu

doniisiim asagidaki gibi tanimlansin,
PL(x) = I} (X) ~ 1} (x) 3.1)

Burada I:lj (x) ve 1};’ (X), ortak koordinat sistemi x'e gore ifade edilen 4, Ve 4,
uzaylarmin sirasiyla V ve V afin baglantilarinin bilesenleridir. Bir uzayda [ : x = x(t)
egrisi afin baglantis1 V olan bir A,, uzayinin teget vektort denklemi

VA = p(t). A (3.2)

saglanirsa bu ifadeye jeodeziktir denir. Burada V;, | boyunca kovaryant tiirevi belirtir
ve p(t) bir fonksiyondur. Bir A,uzayinmn f'nin bir 4,, uzayina eslenmesinin jeodezik

oldugunu bilinir, ancak ve ancak bir ortak koordinat sistemi x tensorii su sekildedir.
Ph(x) =thy(x) & + ; (x) &, (3.3)

Burada &/, Kronecker deltasidir ve 1p; bir kovektordiir (Levi-Civita,1896).

Riemann uzayinda X= X(t) egrisi lizerinde t;, t, noktalar1 arasindaki uzaklik olsun,

I P
$= ft1 %) ar ar d (3.4)
seklinde ifade edilir. t;, t, nokta arasinda minimum uzakliga sahip olan egriye uzayin
bir jeodezigi denir.

Jeodezikler,

d?x dx; dx;
k {k}—l—’ =0 (3.5)

ds? ij) ds ds

tensorel diferansiyel denklemin ¢oziimleri olarak bulunurlar.
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Asagida verilen 6rnek metrik ile olusturulmus Riemann ve Weyl uzaylarinin eodezik

denklemlerinin ¢6ziimleri incelenecektir.
Ornek ds? = f(x)dx? + dy?, f(x)=e* olmak iizere ; (3.6)

ds? = e*dx? + dy? metrigi verilsin. bu metrik ile verilen 1. ve 2. temel metrik

formlar1 sirasiyla

ol o=l o

ile verilir. Bu metrigin konneksiyon katsayisi

k P 1 9gim 99 jm 9gij
[25{ - {l]} =g""g,ml = Egkm ( (;gxf + 6;1' B ax"J‘) (3.8)

formiilii ile hesaplanir.

Oncelikli olarak (3.8) denkleminde indisler iizerinde hesaplamalar yapilirsa

k=m=1 i¢in ;

1 _ 1 11 (6gi1 ag]l _ agl])
I-;] 29 oxJ + dxt ox1 3.9)

ifadesi elde edilir.

(3.9) denkleminde i=j= 1 indisleri i¢in gosterirsek,

1 _x (9911 0911 9911 1 de* 1 _ 1
ri =2 x( _ —tox(o¢N —_ L —x_x _ 1 .
11 2 € ax1 + ax1 ax1 2 € dx 2 e e 2 (3.10)

sonucu elde edilir.

Benzer sekilde i=1, j=2 i¢in koneksiyon katsayisini hesaplarsak,

1 9911 0921 0912 1 de”
= Lo SOy L% o) 2o
12 2e 9x2 + Il Il 2e 3y +0-0 0 ((3.11)

sonucu elde edilir.
devirsel olarak i, j, k indisleri benzer sekilde asagidaki gibi elde edilir.
1=2, j=11ig¢in,

X

d 0 d 1 de
Y21 911 921> _ Ee_x (0+

1 _— ,—x — — =
hi=3e <ax1 dx2  o9x! dy 0) 0 G12)

1=2, j=2 icin koneksiyon katsayilar1 benzer sekilde hesaplanirsa,

1
=5e*(0+0-0)=0 (3.13)

1 . (6921 0921 0922 )

Ly == -
22 = 5¢€ dx? dx?2 dx1
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Simdi, (3.8) denkleminde k= m=2 i¢in konneksiyon katsayis1 ¢6ziimii ,

1, (agiz N 09,2 _agij>

[2 == - -
Y Zg dxJ Oxt 0x2

bulunur.

(3.14) denkleminde indis degerleri i=1, j=1 yerine konulursa,

1121:%.1(’912 + 9912 _5911) — %(04—0—66—6:) -0

ox1 ox1 dx2
elde edilir.

ayn sekilde (3.14) denkleminde i=1 ,j=2 indis degerleri igin,

0 d 0 1 01
g12 922 912):2<0 ):0

1
r2=-n1( +— -0
1 Ox? ox1 Ox? 0x
Sonucu elde edilir.

Benzer sekilde i=2 ,j=1 icin hesaplanirsa,

1
2 _ _ - — — -
r21_2'1<6x1 0x2 0x2 2 6x+0 g

indis degerleri i=2, j=2 i¢in koneksiyon katsayilar1 hesaplanirsa,

2
I; =

ay

l 1 (agzz n 0922 _ 0922 ) _ 1(61 )
2 2 0x?  0x? 2
Lokal koordinatlarda jeodezik doniisiim

d?xk , dxt dxt
+ I—; _ ,
ds? 1 ds ds

denklemiyle hesaplanir.

(3.7) drneginde hesaplamis oldugumuz Fi}‘ koneksiyon katsayilarindan

I=hy= Ghy=h3=3=13=T%= 0 dir;
Boylece (3.18) denklemi,

d?xk
ds?

formuna doniisiir.

(3.19) denkleminde k = 1 icin,

20

0922 | 0912 agzz) il 1<61 ) — 0

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



d?x!  d*x

R .21
ds? ds? 0, (3.21)

diferansiyel denklemin ¢oziimii,
x(s)=cs + d, (c,d € R) (3.22)
dogru denklemleri ailesidir.

i=j=k=1igin ve I}} =2 iginjeodezik denklemleri

d?xl  1dx' dx?
ds? 2 ds ds

=0 (3.23)

d?x  1dx dx
F-FEEE— 0 (3.24)

olarak hesaplanir. Ikinci dereceden
1
x" +2 (xH)? =0, (3.25)
diferansiyel denklemin ¢ozimii
x(s) = 2log(c;+ s) + ¢; , (c1,c2 € R) (3.26)

olarak hesaplanir.

Benzer sekilde bu metrik ile verilen Weyl uzayinin gama koneksiyon katsayilari ve

jeodezik denklemleri sirastyla asagidaki gibi ,

i=j=1=1ig¢in ,
ri={1} = w81 +w; 6] -wigy) (3.27)
11 11 1 Y1 1 Y1 11/ .
1
F}1—5_(2W1—W18x)
d2x+<1 2wy + 1X)dxdx—o 3.28
ds? 2 Wit wee ds ds (3.28)
bulunur.

Ozel olarak w; , w' 1-formlar1 sifir secilirse Riemann ve Weyl uzaylarmm

jeodeziklerinin ayn1 oldugu goriilmektedir.
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Sekil 3.1. ds? = e*dx? + dy? Metriginin Jeodezigik Grafigi
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinin birinci boliimiinde Oklid uzay1, Oklid catis, afin uzay ve
bu uzayda egrilerin tanimi, diferansiyellenebilir egrilerin tanimlarina yer verilmistir.
Oklid uzayinda kovaryant tiirev operatdrii tanitilmustir.. ikinci béliimiinde Riemann
uzayinda temel tanim ve teoremler yer verilmistir. Bu uzayda Riemann metrigi
aciklandi. Riemann manifoldlar1 iizerinde koneksiyon tanimlanmistir. Bu
koneksiyonlardan yola ¢ikilarak 1. ve 2. tip Christoffel sembolleri elde edildi. Yine bu
uzayda egrilik tensorii, Ricci tensorii ve Riemann uzaymin egrilik tensoriiniin
ozellikleri; 1. ve 2. Bianchi o6zdeslikleri ele alinarak, simetri o6zelliklerinden
bahsedilmistir. Sonrasinda, benzer analoji iizerinden Weyl uzay1 iizerinde bu
biiyiikliikler verilerek, yapilarin sahip oldugu bilesenler vurgulanmistir. Ucgiincii
boliimde ise jeodezik uzay tanimi, ilgili teorem ve bu teoremlere dayali tanimlar
verilerek, Riemann uzayinda jeodezik denklemin tanimi sunulmustur. Bu baglamda
ele alinan problemi Riemann ve Weyl uzayindaki ¢oziimleri karsilastirilarak aradaki
degisim sunulmustur. Ortaya ¢ikan ¢alismada yeni koneksiyonlara sahip olan uzaylar
i¢in egriliklerinin ayrimli doniisiimlerin altindaki degisimi ve yiiksek boyutlu Oklid

uzaylarinda incelenebilir.
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