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OZET

Bu tez ¢alismasinin Girig Boliimiinde, geometrinin kisa tarih¢esinden, ¢alismaya
konu olan egri ve yiizeylerin giinliik hayattaki ve teknolojideki yerlerinden ve bu alanda
yapilmis ¢aligmalardan bahsedilmistir. Genel Bilgiler boliimiinde, galismanin orijinal
kisminda kullanilmis olan Oklid uzayinda egriler ve yiizeyler ile ilgili temel kavramlara
yer verilmistir. Materyal ve Metot béliimiinde, ¢alismanin ana karakteri olan Oklid
uzayinda Salkowski egrisi ve bu egriye ait bazi geometrik 6zellikler ifade edilmistir.
Bulgular boliimii ¢aligmanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde ise dayanak
egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii bu egrinin Frenet vektorlerinin lineer
bilesiminden olusan regle yiizeyler tanimlanmis ve bu yiizeylerin parametrik
denklemleri verilmistir. Dahas1 bu yiizeylerin, normal vektorleri, strikSiyon egrileri,
dagilma parametreleri, teget ve asimptotik diizlem denklemleri hesaplanmig ve

grafikleri ¢izilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dagilma parametresi, Frenet catisi, Regle yiizey, Salkowski

egrisi, Striksiyon egrisi.

VI



SUMMARY

In the Introduction of this thesis, the brief history of geometry, the place of the
curves and surfaces in daily life and technology, and the studies carried out in this field
are mentioned. In the General Information section, basic concepts about curves and
surfaces in Euclidean space, which have used in the original part of the study, are
included. In the Materials and Methods section, Salkowski curve in Euclidean space,
which is the main character of the study, and some geometric properties of this curve
are expressed. The Findings section constitutes the original part of the study. In this
section, ruled surfaces whose main curve is the Salkowski curve and whose direction
vector consists of linear combination of Frenet vectors of this curve have defined and
the parametric equations of these surfaces have given. Moreover, the normal vectors,
striction curves, distribution parameters, tangent and asymptotic plane equations of
these surfaces have calculated and their graphs have drawn.

Keywords: Distribution parameter, Frenet frame, Regle surface, Salkowski curve,

Striction curve.
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1.GIRIS

Oklid, milattan 6nce 330-275 yillar1 arasinda, Misir'in iskenderiye sehrinde
yasamis Yunan bir matematik¢idir, (Sekil 1). Oklid, Platon’un Atina’daki iinlii
akademisinde egitimini tamamladiktan sonra Iskenderiye Kraliyet Enstitiisii’nde biiyiik

bir matematik okulu kurmustur.

Sekil 1. Oklid (M.0O. 330-275) (URL-1)

Belki de biitiin zamanlarin en énemli ve basarili kitab1 olan Oklid’in Elemanlar1
adli eserin yazar1 olmasi nedeniyle, Oklid sik sik geometrinin babasi olarak adlandirilir,
(Sekil 2). Oklid’in Elemanlari; giiniimiize kadar ulasan ve giincelligini koruyan nadir
eserlerden biri olmanin yan1 sira matbaa icat edildikten sonra basilan ilk kitaplardandir.

Yayimlanan niisha sayisi agisindan ise ikinci sirada gelmektedir.

| ELEMEN Tsr
| | EUCLID. |f

‘Esplained and Demonfirated in o New and
i aoff eaffe Meshod.
- Withthe USES of cach
i PROPOSITION
& 1n all the Parts of the

i i;vi ATHEMATICKS

Sekil 2. Oklid’in Elemanlari kitab1 (URL-2)
1



Oklid’in Elemanlar1 kitab1, 13 ciltten olusan Yunanca bir eserdir. Bu kitap
zamanla farkli dillere gevrilmistir. Kitabin par¢a parga Tiirk¢e cevirileri de yapilmis
olmakla birlikte, ilk tam Tiirkce cevirisi Prof. Dr. Ali Sinan SERTOZ tarafindan, 2019
yilinda yapilmistir. Kitabin 6n kapaginda goriilen papiriis pargasi Kitaba ait en eski
belge olmakla birlikte, tizerinde Elemanlarin ikinci kitabinin besinci Onermesi
bulunmaktadir, (Sekil 3).

OLlid’in

Elemanlar

Tiirkgesi ve Notlar: Ali Sinan Sertéz

{
A
]
i

@

Sekil 3. Prof. Dr. Ali Sinan Sert6z tarafindan Tiirkgeye cevrilen Oklid’in Elemanlar
kitab1 (URL-3)

Elemanlar kitabi; nokta, dogru, a¢1, diizlem gibi tanimlarla baglar. Bu tanimlari,

bes postulat ve bes aksiyom takip eder.

Oklid’in Postulatlar1 sunlardir:

1. Herhangi iki noktay1 birlestirerek diiz bir dogru parcasi ¢izilebilir.

2. Bir dogru pargasi, diiz bir hat boyunca sonsuza kadar uzatilabilir.

3. Herhangi bir merkez ve bir uzunluk verildiginde bir ¢ember ¢izilebilir.

4. Biitiin dik agilar esdegerdir.

5. ki dogru pargas: iiciincii ile kesisecek sekilde ¢izilirse bir taraftaki i¢ agilarmn
toplami iki dik agidan daha azdir. Bu iki dogru pargasi yeteri kadar uzatildiginda, o

tarafta birbirleriyle kesismelidir (Paralel Postulati olarak da bilinir).

Oklid’in Aksiyomlari ise sunlardr:
1. Ayni “maddeye” esit olan seyler birbirine de esittir.

2. Esit olanlara esit olan miktarlar eklenirse toplamlar da esit olur.



3. Esit olanlardan esit olan miktarlar ¢ikarilirsa kalan da esittir.
4. Birbirine denk olan maddeler birbirine esittir.

5. Biitiin, kendisini olusturan parcalardan biiyiiktiir.

Kitap; piramitler, koniler, kiireler ve silindirler gibi ti¢ boyutlu cisimlerin hacim
formiillerini de icerir. Bunun yani sira kitapta geometrik diziler, asal sayilar, iki saymnin
en biiyiik ortak bolenini ve en kiiciik ortak katini bulmaya iligkin kanitlar da bulunur.
Dahasi kitapta tam sayilarin 6zellikleri {izerine bir dizi teoreme de yer alir. Bu da say1
teorisinin ilk gercek baslangicina isaret eder.

Oklid sonsuz sayida asal sayinm oldugunu kanitlayan ilk matematikgidir.
Cogunlukla Oklid Teoremi olarak bilinen kanitinin dayanagi, herhangi bir sonlu asal
say1 dizisi birbiriyle carpilip sonra 1 sayist eklenirse, sonucun yeni bir asal say1
oldugudur. Asal sayilarin sonsuzluguna iligkin bu kanit1 da Elemanlarin 11. kitabinin,
20. onermesinde bulunmaktadir.

Oklid’in geometrisinin 3-boyutlu uzay1 olan ve ge¢misten giiniimiize iizerinde pek
cok akademik calisma yapilan Oklid uzay1, Oklid’in adiyla anilmaktadir.

Diferansiyel geometrinin en &nemli konularmdan birisi Oklid uzaymda
yiizeylerdir. Yiizeyler kavrami, miihendislik, fizik, mimari, bilgisayar grafikleri gibi
cesitli disiplinlerde énemli bir yere sahiptir. Yiizeylerin iyi bilinen &rneklerinden olan
regle yiizeyler, 19. yiizyil Fransiz matematik¢isi G. Monge tarafindan ortaya konmustur,
(Sekil 4).

Sekil 4. Gaspard Monge (1746-1818) (URL-4)



Regle ylizeyler, bir egri boyunca bir dogrunun hareket etmesiyle meydana gelirler.
Bu egriye regle yiizeyin dayanak egrisi ve dogruya ise regle ylizeyin dogrultman
vektorii (ana dogrusu) denir. Ornegin; silindir ve koni birer regle yiizey belirtirken, kiire
bir regle yiizey degildir, (Sekil 5). Regle yiizeyler kinematik, bilgisayar destekli tasarim,
mimari gibi ¢esitli yerlerde uygulama alanina sahiptir. Bu yiizeylerin agilabilir veya
minimal ylizey gibi siniflandirilmasina iliskin ¢alismalar klasik diferansiyel geometrinin

temel konularindandir.

Sekil 5. Silindir, koni ve kiire (URL-5)

Regle yiizeyler ile ilgili temel kavramlar ve uygulamalar pek c¢ok kaynakta
mevcuttur, (Aksar, 2017; Altin vd., 2019; Alun vd., 2020; Alegre vd., 2010; Ali vd.,
2013; Biran, 1975; Cakmak, 2018; Gray vd., 2006; Giiven, 2020; Giir, 2015; Giir
Mazlum vd., 2020; Hacisalihoglu, 1998; Hacisalihoglu, 2012; Izumiya ve Takeuchi,
2003; Ouarab ve Chahdi 2019; Ouarab vd., 2018; Ouarab vd., 2020; O'neill, 1983;
Oncii, 2005; Onder, 2018; Onder ve Kaya, 2017; Ozdemir, 2020; Sabuncuoglu, 2016;
Sacli, 2013; Sarioglugil ve Tutar, 2007; Senatalar, 1978; Tunger ve Ekmeke¢i, 2013;
Yayl ve Saragoglu, 2012; Yildiz vd., 2021; Yu vd., 2014; Yiice, 2020).

Diferansiyel geometride 6nemli bir diger konu ise egrilerdir. |, R nin bir agik
arah@ olmak iizere «:1 —R® diferansiyellenebilir fonksiyonuna, 3-boyutlu Oklid

uzayinda bir egri denir (Sabuncuoglu, 2016). R® teki diferansiyellenebilir bir «
egrisinin Frenet biiyiikliikleri {T,N,B,K,r} dir, burada T teget vektér, N normal
vektor, B binormal vektor, x egrilik ve 7 burulmadir. Egrinin karakterizasyonunun

belirlenmesinde egrilik ve burulma 6nemli bir rol oynamaktadir. Egriligin sifir olmasi

egrinin dogrusal olmasi, burulmanin sifir olmasi ise egrinin diizlemsel olmas1 demektir.



3-boyutlu Oklid uzayinda bulunan egrilerin en bilindik 6rneklerinden birisi
helislerdir. Helisler giinliik yasantimizda sik¢a karsimiza ¢ikar. Bir agaca veya duvara
sarilarak ¢ikan sarmasik, DNA modeli, sarmal merdivenler veya bir vidanin iizerine

islenmis yivler ve setler birer helis 6rnegidir, (Sekil 6).

Sekil 6. Sarmal merdiven, DNA modeli ve vida (URL-6, URL-7, URL-8)

Helisler, sifirdan farkli sabit egrilik ve sifirdan farkli sabit torsiyon
fonksiyonlaria sahip egriler olarak tanimlanirlar. Helis kavrami 1802 yilinda Lancret
tarafindan ortaya koyulmus ve 1845 yilinda B. de Sain Venant tarafindan ispatlanmistir,
(Sekil 7).

Sekil 7. M.A. Lancret ve B. de Sain Venant (URL-9, URL-10)

Bir egrinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin sifirdan farkli egrilik
fonksiyonlarinin oranmin sabit olmasidir. Ali, 3-boyutlu Oklid uzayinda genel helislerin
konum vektorleri {izerinde caligmustir (Ali, 2011). Deshmukh vd., egrilik-burulma
iligkileri ile tanimlanmis uzay egrileri ve baglantili helisleri incelemislerdir (Deshmukh

vd., 2019).



Bir diger bilindik egri 6rnegi ise slant helislerdir. Slant helis kavrami ilk olarak,
Izumiya ve Takeuchi tarafindan yayinlanan "New Special Curves and Devolopable
Surfaces (2004)" isimli makalede tanimlanmistir. Ali, 3-boyutlu Oklid uzayinda slant
helislerin konum vektdrlerini incelemistir (Ali, 2012). Kula ve Yayl, Kiiresel gosterge
ve Slant helis iizerine ¢alismislardir (Kula ve Yayli, 2005). Kula vd., 3-boyutlu Oklid
uzayinda Slant helislerin karakterizasyonlar1 {izerine ¢aligmislardir (Kula vd., 2009).

Slant helislerin bir ornegini teskil eden Salkowski egrileri ise E. Leopold
Salkowski’nin, “Zur Transformation von Raumkurven (1909)” adli ¢alismasinda, sabit
egrilikli ve sabit olmayan torsiyonlu egri ailesi olarak tanimlanmistir. Benzer sekilde
egriligi sabit olmayan ve torsiyonu sabit olan egriler de anti-Salkowski egrileri olarak
bilinmektedir, (Sekil 8). Juan Monterde c¢alismasinda Salkowski egrisinin parametrik

denklemini ve Frenet vektorlerini vermistir (Monterde, 2009).

—

5

Sekil 8. Sirasiyla, slant helis, Salkowski egrisi ve Anti-Salkowski egrisi (URL-11, URL-
12, URL-13)

3-boyutlu Oklid ve Lorentz uzaylarinda Salkowski egrisi ile pek ¢ok calisma
bulunmaktadir. Aksan ve Giir Mazlum, timelike asal normalli spacelike Salkowski
egrisi lizerinde ¢alismiglardir (Aksan ve Giir Mazlum, 2022). Ali, 3-boyutlu Minkowski
uzayinda spacelike asli normalli, spacelike Salkowski ve anti-Salkowski egrilerini
incelemistir ( Ali, 2009). Cosanoglu ve Bayram, ¢alismalarinda Salkowski egrisi, anti-
Salkowski ve helis egrilerinden bahsetmislerdir (Cosanoglu ve Bayram, 2020). Geng
Giizel, Salkowski egrilerinin geometrik uygulamasint yapmistir (Geng Giizel, 2020).
Giir ve Senyurt, Salkowski egrilerinin kiiresel gostergelerinin Frenet vektorleri ve
jeodezik egrilikleri ile ilgili ¢alisma yapmiglardir (Giir ve Senyurt, 2010). Giir Mazlum
vd., 3-boyutlu Oklid uzayinda Salkowski egrilerinin bazi ozelliklerini ve modifiye
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ortogonal catilarin1 hesaplanmislardir (Giir Mazlum vd., 2022). Yazarlar, Salkowski
egrisi ve anti-Salkowski egrisine ait Smarandache egrilerini incelemislerdir (Oztiirk,
2019; Senyurt ve Uzun, 2020). Senyurt vd., 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike
Salkowski egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin Frenet vektorleri ve jeodezik egrilikleri
tizerine hesaplamalar yapmuslardir (Senyurt vd., 2015).

Bu tez calismasinda, dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii bu
egrinin Frenet vektorlerinden ftiretilen vektorler olan regle yiizeyler iiretilmistir. Elde
edilen regle yiizeylerin parametrik ifadeleri verilmis, grafikleri ¢izilmis ve bu yiizeylere

ait baz1 geometrik 6zellikler incelenmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Oklid Uzayinda Egriler
3
Tamm 2.1.1. ():R*xR° 5 R, (X Y)—=>(X,y)=> XV,
i=1

reel degerli fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bu fonksiyona R® iizerinde
Oklid i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. Vx,y,z € R*ve a,b e R igin;
1) Bilineerlik Aksiyomu:

(ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),

(x,ay +bz)=a(x, y)+b(x,z)

ii) Simetri Aksiyomu:

(% y)=(y.x)
iii) Pozitif Tanimlilik Aksiyomu:

(x,x) >0 ve (x,x)=0 <x=0

dir. Bylece {R®, (,)} ikilisine de 3- boyutlu Oklid uzay: denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.2.a:1 5> R®, a(t)=(a (1), a, (1), a5 (t)) diferansiyellenebilir fonksiyonuna
R’te bir egri denir. Eger Ha’(t)” =1 ise egriye birim hizli egri ve egrinin parametresine
de yay parametresi denir.

Tamm 2.1.3. R® uzaymnda verilen bir & egrisi boyunca elde edilen T (t),N(t),B(t)

vektorlerine sirasiyla « egrisinin teget vektor alani, asli normal vektor alani ve

binormal vektor alani denir. Ayrica {T (t),N(t),B(t)} catisina o egrisinin Frenet

catis1 denir (Hacisalihoglu, 1998; Yiice, 2020).



Tamm 2.14. «:1 —>R° diferansiyellenebilir bir egri olsun. Bu egrinin ()

noktasindaki Frenet vektorleri T (t), N (t), B(t) olmak iizere, bu vektorler;

i) t yay parametresi ise,

N(t)=T(t)AB(t),

(1) a'(t)ia”(t)

e

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).
Tanmm 2.1.5. « : | — R*diferansiyellenebilir egrisinin egrilik ve burulmast;

1) t yay parametresi ise,
k(1)=(T'(0).N (1)) ve =(t)=(N'(1).B(1))

i) t keyfi parametre ise,

a'(t)/\a"(t)” ve T(t):dE'[(a’(t),a”(t),a”’(t))

K(t) - 0("('[)”3




seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 2.1.6: « : | — R® diferansiyellenebilir egrisinin Frenet vektorleri T (t), N (t),
B(t) olmak iizere, Sp{T(t),N(t)} kiimesine a egrisinin, «(t) noktasindaki
oskiilatér diizlemi, Sp{T(t),B(t)} kiimesine o egrisinin, «(t) noktasindaki
rektifiyan diizlemi, Sp{N (t),B(t)} kiimesine & egrisinin, «(t) noktasindaki normal

diizlemi denir, (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.7. « : | — R?® diferansiyellenebilir egri olsun. T (t) N (t), B(t) vektorleri

ile bu vektorlerin tiirev vektorleri arasinda

=‘a

O (x0T (1) +=(t)B(1)),

(t)=~Je’ ()] (t

bagintisi vardir. Bu bagintiya Frenet tiirev formiilleri denir (Hacisalihoglu, 1998;
Sabuncuoglu, 2016).

2.2. Oklid Uzayinda Yiizeyler
Tamm 2.2.1. xoy diizleminin bir (B) bolgesindeki her bir (X, y) noktasinin F

diffeomorfizmi altindaki resmi z = F(x,y) olsun. Bdylece (X,y) noktalar: diizlemde
(B) bolgesini tararken (X, y,z) noktalar1 da uzayda bir ylizey meydana getirir. Bu

ylizeyin denklemi z = F(X, y) seklindedir. Bu yazilis sekline yilizeyin acik denklemi

veya yiizeyin Monge gosterimi denir. Yiizeyin kapali formdaki yazilisi ise

F (X, Y, z) =0 seklinde verilir (Senatalar, 1978; Sabuncuoglu, 2006), (Sekil 9).
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vy

Vo

“ v

Sekil 9. Yiizey

Sy <S<S, V,<V<vV, olmak iizere s,v bagimsiz parametreleri bu araliklarda siirekli

ve siirekli tiirevlere sahipse, bu durumda
x=x(s,v) , y=y(sv) , z=z(sv)

ifadesine yiizeyin parametrik denklemi denir. Burada v =t sabit degeri i¢in sadece S
degiseceginden bu denklemler bir t, egrisi gosterir. Aym sekilde v =t, sabit degeri
icin t, egrisi elde edilir. Sonug olarak Vv parametreleri siirekli degistikge bu egriler de

stirekli olarak degiseceginden bir yiizey meydana getirir. Benzer seyler S parametresi

i¢in de sOylenebilir (Sekil 10).

Sekil 10. Yiizeyin parametre egrileri

Bagka bir deyisle (S,V) bagimsiz parametrelerinin ikisinin de degismeleri bir yiizey

meydana getirir. Yani yukaridaki denklemler arasindan (S,V) parametreleri yok edilirse
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F(x,y,2)=0 gibi bir denklem elde edilir. Bu ise bir yiizey gosterir. Eger (S,V)
aralarinda lineer bagimli ise bu durumda denklemin bir egri gosterecegi agiktir.

Tammm 2.2.2. M, R® de bir yiizey olsun. M nin bir P noktasindan gegen biitiin
egrilerin bu noktadaki tegetleri ayni diizlem icinde kalir. Bu diizleme M nin P

noktasindaki teget diizlemi denir. Teget diizlem, parametre egrilerinin X, ve X, teget

vektorlerine paralel oldugundan 7= X, A X, ile tanimlanan 7 vektdri, M nin P

noktasindaki teget diizlemine diktir. Bu vektére M nin P noktasindaki normal vektorii

ve

M=
X AX]

vektoriine de birim normal vektorii denir (Kasap, 1996; Senatalar, 1978).

2.3. OKlid Uzayinda Regle Yiizeyler
Tanim 2.3.1. ( 7/) egrisi boyunca, egriye baglh bir X (t) ana dogrusunun egri boyunca

hareketiyle meydana gelen yiizeye regle yilizey denir (Hacisalihoglu, 2012), (Sekil 11).

Sekil 11. Regle ylizey

Burada () egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi, X (t) dogrusuna da regle yiizeyin

ana dogrusu (dogrultmani) denir. Boylece bir regle yiizeyin parametrik denklemi
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Pl AR>S R, (t,V) > o(t,v)=y(t)+VX (t) (1)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 2012).

Ornek 2.3.2. ¢(t,v)=(rcost,rsint,v) parametrik denklemi ile silindir bir regle

yiizeydir (Sekil 12).

/“T‘;?
dayanak egrisi

Sekil 12. Silindir

Tanmm 2.3.3. Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayn1 ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 2012; Yiice,2020).

Tanim 2.3.4. qp(t,v) regle yiizeyinin X (t) dogrultmanina sonsuz yakin dogrultmanin

ortak dikmesinin X (t) dogrultman iizerindeki ayagina striksiyon (bogaz) noktasi, bu

noktalarin geometrik yerine ise striksiyon (bogaz) egrisi denir. Striksiyon egrisinin v

parametresi
(X O)AX(), X () AX (1)) N
RO O XAy Ot @

(t) (3)

ile hesaplanir (Hacisalihoglu, 2012; Senatalar, 1978).
13



Teorem 2.3.5. Regle yiizey agilabilirse striksiyon egrisi ve dayanak egrisi cakisir
(Hacisalihoglu, 2012; Senatalar, 1978).

Tamm 2.3.6. ¢(t,v) regle yiizeyinin komsu iki dogrultmam arasindaki en kisa

uzaklhigin bu iki komsu dogrultman arasindaki acgiya oranina regle ylizeyin dagilma

parametresi denir ve bu parametre p(t) ile gosterilirse

_det(y'(1), X (1), X'(1)) (4)
X F

p(t)

dir (Hacisalihoglu, 2012; Senatalar, 1978).

Teorem 2.3.7. (o(t,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 2012; Senatalar, 1978).

Tamm 2.3.8. (p(t,v) regle ylizeyinin bir M noktasindan gegen ve yiizeyin normaline
dik olan diizleme regle yiizeyin teget diizlemi denir. ¢(t,v) regle yiizeyinin normali

77(t) ile gosterilirse;

n(t)=.() A0, (1) = (7 (t)+vX' () A X (1) (5)

dir. Diizlemin sabit noktast M (X,y,z) ve degisken bir noktasi D(Xo, yo,zo) olmak

lizere, bu regle ylizeyin teget diizlem denklemi

det(DM (t), X (t),y'(t)+vX'(t))=0

veya 77(t)=(7,,7,,77;) olmak iizere,

(DM (t),7(t))=(x=% ) + (Y= Yo )11, +(2~2,) 7, =0 (6)
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seklinde elde edilir (Hacisalihoglu, 2012; Senatalar, 1978).

Tanmm 2.3.9. (p(t,v) regle ylizeyinin bir M noktasindan gegen ve yiizeyin sonsuzdaki
normal dogrultusuna karsilik gelen teget diizleme asimptotik diizlem denir. go(t,v)

regle yiizeyinin sonsuzdaki normali ,u(t) ile gosterilirse;

u(t)=X(t)AX'(t) ©)

dir. Diizlemin sabit noktast M (X, y,z) ve degisken bir noktasi D(Xo, yo,zo) olmak

lizere, bu regle ylizeyin asimptotik diizlem denklemi,

det(DM (t), X (t), X'(t))=0

veya X (t)AX'(t)=p(t)= (4, . 11;) Ve DM (t)=(X—X,, Y — ¥y, Z— 2, ) olmak iizere,

<DM (t)’ﬂ(t»:(x_xo)ﬂl"'(y_yo)/"z+(Z_Zo):u3 =0 (8

seklinde elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Oklid Uzayinda Salkowski Egrisi

Tanim 3.1.1. m# J_r% ,0eR ve n= olmak iizere, 3-boyutlu Oklid uzaymda

m
Jm? +1
Salkowski egrisinin parametrik denklemi asagidaki sekildedir (Salkowski, 1909),(Sekil
13):

n{n-1_. n+1 . .
7(t):—(HznS|n((1+2n)t)—1_2nS|n((1—2n)t)—23|nt,

~i cos((1+ 2n)t) + - +l cos((1—2n)t) + 2 cost, (9)
2n 1-2n

lcos(2nt) j

m

.. T T 5 oyl , n
Bu egri (—%,%j araliginda regiilerdir. Ayrica H}/ (t)H =Ecos(nt).

-—
Salkowski curve for m=1/6 2 — ‘— Salkowski curve for m=1/7

Salkowski curve for m=1/5

0.5 -

-0.5

-z
-1.5 ‘ T : 1y -1.5 j\,%‘\'_‘/{ -2 \ \ T T 4
L 7 . 05 a4 af

Sekil 13. m :%,

~N| =

icin Salkowski egrileri

[
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7 (t) nin t ye gdre birinci tiirevi

2
y'(t)= (—%costcos2 (nt)—%cos(nt)sintsin (nt),

2
—Esintcosz(nt)+%cos(nt)costsin(nt), (10)

m

—n—ZCOS(nt)sin(nt)j
m

seklindedir. Salkowski egrisinin Frenet gatisi {T (t), N (t), B (t)} olmak tizere;
T(t)- (—s (t),=R(1), -%sin(nt)j,

N (t):(%sint,—%cost,—n], (11)

B(t)= (—P(t),—Q (t),%cos(nt)j,

burada kisaligin hatrina

P (t) = costsin(nt) —nsintcos(nt),

R(t)=sintcos(nt)—ncostsin(nt),
(12)
S(t)=costcos(nt)+nsintsin(nt),

Q(t) =sintsin(nt) + ncost cos(nt)

olarak alinmistir. Ayrica egriligi K(t) ve burulmasi (t) ise
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k(t)=1 ve z(t)=—tan(nt)

dir (Monterde 2009).

Salkowski egrisinin Frenet vektorlerinin t ye gore birinci tiirevleri ise

, n? . n? n?
T (t):(Wsmtcos(nt),—Fcostcos(nt),—acos(nt)],
N’(t):(ﬂcost,ﬂsint,oj, (13)
m m
n> . . n? ) n .
B (t):(Fsmtsm(nt),—Fcostsm(nt),—ﬁsm(nt)).

seklindedir.
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4. BULGULAR

Bu boéliimde, dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii katsayilar

reel sayilar olan ve Salkowski egrisinin Frenet vektorlerinin lineer bilesiminden elde

edilen X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t), a,b,ceR vektdrleri olan regle yiizeyler elde
edilmistir. Bu genel durumun disinda, a,b,c nin dzel olarak secildigi X (t)=T(t),
X (t)=N(t), X (t)=B(t), X (t)=bN(t)+cB(t), X (t)=aT (t)+cB(t),
X (t)=aT (t)+bN(t) ve X(t)=T(t)+N(t)+B(t) 6zel durumlari da incelenmistir.

Burada a,b,ckatsayilarinin t nin bir fonksiyonu olmasi durumu da ayrica incelenebilir.

4.1. Salkowski egrisi ve X (t) =afl (t)+ bN (t) +cB (t) vektoriinden elde

edilen regle yiizeyler

Oncelikle X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t), ab,ceR vektorinii tanimlayalim.
Salkowski egrisinin Frenet catisi {T (t), N (t), B(t)} olmak tizere, (11) ifadesi X (t)

vektoriinde yerine yazilirsa;
X (t)=aT (t)+bN (t)+cB(t)

N i . bn .
:(—acostcos(nt)—ansmtsm(nt)+cnsmtcos(nt)—ccostsm(nt)+—smt,
m
: . o n
—asmtcos(nt)+ancostsm(nt)—cncostcos(nt)—csmtsm(nt)—b—cost,
m
an . cn
——sin(nt) + —cos(nt) — bnj
m m

veya (12) ifadesinden

X(t)=(—aS(t)—cP(t)+b—r:sint,—aR(t)—cQ(t)—b—n:]cost,—%c(t)—bnj (14)
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elde edilir, burada
C(t)=asin(nt)—ccos(nt). (15)

(14) ifadesinin t ye gore tiirevi

, an® . cn® . . . bn
X (t):[Fsmtcos(ntﬁFsmtsm(ntﬁﬁcost,

2 2
an cn , bn .
——-costcos(nt)——-costsin(nt)+—sint, (16)
m m m

an’ cn’ .
———cos(nt)———sin(nt) |.
0 cos(n) - s
Teorem 4.1.1. Dayanak egrisi 7 (t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin Frenet vektorlerinden elde edilen X (t) =aTl (t)+ bN (t)+ cB (t) , a,b,ceR

vektdrii olan regle yiizey ¢, (t,v, ) ile gdsterilsin. Bu yiizeyin parametrik denklemi

asagidaki sekildedir, (Sekil 14):

n(n-1_. n+1 . .
oy (tvy ) = [—(H o sin((1+ 2n)t) o sin((1— 2n)t) — 25|ntj

n(l-n n+1
_(“ o cos((L+2n)t) + 1—an cos((1—2n)t) + 2cost] (17)

n n .
am? cos(2nt) —v, (EC (t)sin(nt) + an.
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ZFEEF ;
[ Regle yiizey L \ [ IRegle yizey
m— Striksiyon egrisi z 0 e Sitriksiyon egrisi
— Sl kowski egrisi m— Salkowski egrisi

Sekil 14. Salkowski egrisi ve X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t) vektoriinden elde edilen

regle ylizeyler (a =b=c=m= % iginj
Ispat: (1) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin parametrik denklemi
oy (tvy ) =7 (1) +v, X (1) (18)
olarak yazilir. (9) ve (14) ifadeleri (18) ifadesinde yerine yazilirsa, ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. ¢, (t,vx) regle ylizeyinin normal vektorii 7, (t) ile gosterilsin. Bu

vektor agagidaki sekildedir:

ny ()= —%(cos(nt)(bP(t)+%sintj

vy (bnsint(b+lc(t))—A(t)(aP(t)—cS (t))j,

cos(nt)(bQ(t)—%costj
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_v, (bncost(b+%c(t)j+ A(t)(aQ(t)—cR(t))j,

— cos(nt)(b—r: cos(nt) + cnj —V, n[b(c (t) —Rj 1 A’ (t)D (19)
Ispat: (5) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin normali
Tx (t) =9, (t) ANPx,, (t) (20)

olarak yazilir. (20) ifadesindeki ¢, (t) vektorii ¢, (t,v,) regle yiizeyinin t ye gore

turevidir. Bu vektor
Py (t)=7"(t)+vy, X'(t) (21)

olarak elde edilir. (21) ifadesinde (10) ve (16) ifadeleri yerine yazilirsa,

n : o
o ()= E(cost +costsin?(nt) —nsintsin(nt) cos(nt),
—sint +sintsin®(nt) + ncost cos(nt)sin(nt),

—ﬂsin(nt) cos(nt)j
m

2 2
an” . cn” .o bn
+Vy (Fsmtcos(nt)JrFsmtsm(nt)+ﬁcost,

an? cn? . bn .
— = _costcos(nt)——costsin(nt)+—sint,
m? (nt) m? (nt) m

2 2
—ﬂcos(nt)—ﬂsin(nt)],

m m
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n n” . . v,n® .
:[——costcosz(nt)——smtsm(nt)cos(nt)+ AVx sintcos(nt)
m m m

2

2
cv,n° . . bv,n
+—*—sintsin(nt)+—*—cost,
m

2

m
n n’ av, n’
——sintcos”(nt) + —cost cos(nt) sin(nt) ——*—costcos(nt)
m m m
2
cvyn . bv,n .
—=—*—costsin(nt)+—2—sint,
m
2 2 2

av,n

—#sin(nt) cos(nt) — cos(nt)—cvxn sin(nt)],

m

2

oy ()= (—%S (t)cos(nt)+ ernr; A(t)sint+ b\:; N cost,

2

n v, n bv,n .
——R(t t) -2 —A(t t X t, 22
- (t)cos(nt) e (t)cost+ - sin (22)

2 2
n® . v, N
—Fsm(nt) cos(nt) — =%

AW)|
elde edilir, burada
A(t)=acos(nt)+csin(nt). (23)

(20) ifadesindeki ¢y (t) vektorii ¢, (t,vy ) regle yiizeyinin v, e gore tirevidir. Bu

vektor
oy, (1)=X (1) (24)

olarak elde edilir. (24) ifadesinde (14) ifadesi yerine yazilirsa,
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Py, (t)z(—as (t)—cP(t)+b—r:sint,—aR(t)—cQ( )—%cost ——C( )— bnj (25)

elde edilir. Simdi (22) ve (25) ifadelerini vektorel garpalim.

P, (t) = ((@xI )1 ’((Dx‘ )2 ’((px‘ )3) ve Px,, (t) = (((PXVx )1 u (¢7XVX )2 ,((vax )3) olmak {iizere

bu vektdrlerin vektorel carpimi

ox, (D Apy (1)= ((th ), (2, ) (20 ), (2x, ), (o), (2, ). = (2 ), (2, ).

(26)

(x,), (@, )2 (o), (@, )1)

seklindedir. (22) ve (25) ifadelerinin bilesenleri (26) ifadesinde yerine yazilirsa, (26)

ifadesinin birinci bileseni

n vy’ bvn .
((le)z((ﬂxvx)s=(—ER(t)cos(nt)— r);]z A(t)cost+Tsmt]

(——S|n(nt)+—cos(nt) bnj

2 2

:ﬂ R(t )sm(nt)cos(nt)—?ﬂl2 R(t)cosz(nt)+b% R(t)cos(nt)

m2

Aav, n® . Acv, n® Abv, n®
o costsin(nt) — ¢ X—costcos(nt)+ b X—cost
m

2 2 2
n’ . n’ .
X sintcos(nt) - bvy sint

2
v,n® . . v
ab % S|ntsm(nt)+bc

ve

((Dx, )3 ((DXVX )2 = (—;—ZSin(nt) cos(nt) — er:z A(t)j_(—aR (t)—cQ (t)—b—r:costJ
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2

= n—zcos(nt)sin(nt) [aR (t)+cQ(t)+ b—ncostj
m m

LA R () + S A1) Q1)+ 2T

A(t t
- - - (t)cos

ifadelerinin farkindan

2

(goxt )2 (gonX )3 _(q”xt )3 ((/’va )2 = —%cos(nt)(R(t)cos(nt) +Q(t)sin (nt))

bn? v, n bv, n’ ) b%v, n?
+?R(t)cos(nt)+ ;]3 A(t)C(t)cost— r:ﬁ C(t)sint - n);

2
A2 ()sint + < A(t)C (t t
- ()sm+m (t)C(t)cos

3 2
—%costcos(nt)sin(nt)— V"

2 2 3

cn® . bn v, n
:—Fsmtcos(nt)+WR(t)cos(nt)+ rxn3 A(t)C(t)cost

2 3 2
& C(t)sint —biscostcos(nt)sin (nt)- Yx a2 (t)sint

m? m m
v, n® b*v,n®
A(t)C(t - t,
- (t)C(t)cos ——sin

2

((DXt )2 ((vax )3 _(¢xt )3 ((vaX )2 = _%Sintcos(nt) + % A(t)C (t)COSt

2
_bvxzn C(t)sint—b—nP(t)cos(nt) (27)
m m
v, n?

- sint(A2 +b2)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (26) ifadesinin ikinci bileseni
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m

" i v n® bn .
(Q)xt )3(¢)va )f{—ﬁsm(nt)cos(nt)— - A(t)j.(—as(t)—cP(t)+—smt)

2 2
av, n

- ?nlj S(t)sin(nt) cos(nt) + % P (t)sin(nt) cos(nt) A(t)S(t)
_ t:nl:sintsin(nt) cos(nt) + Uy A(t)P(t)- bvmxzn3 A(t)sint

2 3

= n—zsin(nt) cos(nt) (A(t)cost +C(t)nsint)— bissin tsin(nt) cos(nt)
m m

v, n® : bv, n® :
A (t t+A(t)C(t t)- A(t t
- (A% (t)cost+ A(t)C(t)nsint) - (t)sin

2

+

2 3

- % A(t)costcos(nt)sin(nt) + #C (t)sintsin(nt) cos(nt)

" v, n’
-~ bi\%smtsm(nt) cos(nt) + =— A*(t)cost
m m

3 3

A(t)c(t)sint—bvXn A(t)sint

2

v, n
42

m m

ve

(§0xt )1 (("va )3 -~ [—%S (t)cos(nt)+ V;;r:z A(t)sint + b\:;n cost].(—%c(t)—bn)

2 3
= %C(t)costcos2 (nt)+%C(t)sintsin(nt)cos(nt)

2 2 2 3
+blcostcosz(nt)—b B ost 4 20 sintsin (nt)cos(nt)
m m m

v, n® . bv, n® . bv, n?
:n3 A(t)C(t)sint— n:Z A(t)sint - nﬁz

C(t)cost
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ifadelerinin farkindan

2

cn 9 bn
(€0x, )3 ((prX )1 —(goxt )1 (‘vax )3 = Fcostcos (nt) —FQ(t)cos(nt)

2

5D A (t)sint + b‘:;” C(t)cost (28)

2

vy n 2 2
+ Xm cost(A (t)+b)

olarak elde edilir. Son olarak (26) ifadesinin {iglincii bileseni

2

((px‘ )1(t)(¢xvx )2 ()= [_%S (t)cos(nt)+ ernrzl A(t)sint + by costj

m

.(—aR(t)—cQ(t)—b—n?costj

= %S (t) R(t)cos(nt)+%s (t)Q(t)cos(nt)

2 2

+t:nlzS(t)costcos(nt)—avmxzn A(t)R(t)sint

cv, n? . bv, n® ) abv,n

- r:r’- A(t)Q(t)sint— r:F A(t)sintcost — mX R(t)cost
_ cbvyn b?v, n?

Q(t)cost— 2 cos’t

ve

2

n vy n bv.n .
(4"&)2(%)f[—ER(t)cos(nt)— ;12 A(t)cost +—= smtj

m

.(—aS (t)—cp(t)+b—”sintj

m
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2

= s (t)R(t)cos(nt)+ = P(t)R(t)cos(nt)—tr%R(t)sintcos(nt)

m m
av, n’ cv, n? bv, n® :
+—X— A(t)S(t)cost + =2 —A(t)P(t)cost ——%—A(t)sint cost
m m m
2 2
_abven S(t)sint— Covy P(t)sint+bv—xznsin2t
m m m

ifadelerinin farkindan

(), (2, ), (9., (#x, ). = %Cos(m)(S (1)Q()-P(VR(1))

+bm—rfcos(nt)(s (t)cost+R(t)sint)- ava2r12 A(t)(R(t)sint+S (t)cost)

2

CVy A(t)(Q(t)sint+P(t)cost)— 2DV (R(t)cost—S(t)sint)

— g
—vaxn(Q(t)cost—P(t)sint)—bzvan
m m2
cn’ bn? av, n’
:?cos(nt)JchosZ(nt)— n>1(2 A(t)cos(nt)
? 2 2 2, 2
— A(t)sin(nt)+ab\rlr’]‘n sin(nt)_Cb\r’;“ COs(m)_lovmxzn |
i 2 2 v, n?
(2x, )1<‘/’va )2_(%, )2((/’xvx )l=—COS(nt)+—2cos (nt) + - C(t)
(29)
2
S )

seklinde elde edilir. (27), (28) ve (29) ifadeleri (26) ifadesinde yerine yazilirsa ve (20)

ifadesi goz oniinde bulundurulursa ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1.3. Diizlemin sabit noktast M (X, Y,z) ve degisken bir noktast Dy (X, Y. Z,)

olmak iizere, ¢, (t, Vy ) regle ylizeyinin teget diizlem denklemi asagidaki sekildedir:

(X=X, )(—%sintcos(nt) —bP(t)cos(nt)+v, A(t)C(t)cost

bv,n
m

C(t)sint—vynsint(A® (t)+b2)j

+(y - yo)[%costcos(nt) —bQ(t)cos(nt) +v, A(t)C(t)sint

+ b\:;n C (t)cost +v,ncost( A’ (t)+b2)j

+(z- zo)(cn cos(nt)jt%ncos2 (nt)+bv,nC(t) —%(A2 (t)+b2)j =0.

Ispat: (19) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.
Teorem 4.1.4. ¢, (t,v>< ) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin Vv, parametresi agsagidaki

sekildedir:

~ bcos? (nt)

Ispat: (2) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin v, parametresi

(X () A X' (1), X () A7/ (1)) (31)

olarak yazilir. X (t)=(X,X,,X;) ve y'(t)=(7,75,7;) olmak iizere bu iki vektdriin

vektorel ¢arpimi
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X (t)/\V'(t)z(X 7/3’—X3}/2’,X3}/1’—X1}/3’, X172,_X271,) (32)

seklindedir. (10) ve (14) ifadeleri (32) ifadesinde yazilirsa, (32) ifadesinin birinci

bileseni
' . . L bn
X,y, =| —asintcos(nt) +ancostsin(nt) —cncost cos(nt) —csintsin(nt) — — cost
m

.{—n—ZSin(nt) cos(nt)j
m

n? an’ cn’®
; ; 2 P2 ; 2
:Fsmtsm(nt)cos (nt)—Fcostsm (nt)cos(nt)+Fcostsm(nt)cos (nt)

gh . .. bn* .
+Fsmtsm (nt)cos(nt)+Fcostsm(nt)cos(nt)

ve

2
Xy, = (—ﬂsin(nt) + mcos(nt) — bnj.[—ﬂsin tcos?(nt) + N cost cos(nt)sin(nt)j
m m m m

an® . . cn® . bn® .
=—-sintsin(nt) cos’ (nt) - —-sintcos®(nt) + —sint cos*(nt)
m m m

an’® - cn® . ) bn® .
——-costcos(nt)sin”(nt) + —-costsin(nt) cos*(nt) ——costcos(nt)sm(nt)
m m m

ifadelerinin farkindan

: ,ocnt L, bn® . cn® . 3
X,y75 = Xyy, =—-sintsin®(nt) cos(nt) + —-costsin(nt) cos(nt) + —;-sintcos”(nt)
m m m

2 3
—blsintcosz(nt) +bicostcos(nt)sin (nt),
m m
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X5 = X7, :%cos(nt)(%sint+bP(t)] (33)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (32) ifadesinin ikinci bileseni

[~ gin(nt)+ M cos(nt)—bn | - 2 (nt)— " sintsi
X7 _( — sin(nt)+ ~ cos(nt) bnj{ mcostcos (nt) msmtsm(nt)cos(nt)j
2 ) . cn? s bn? )
= costcos (nt)sm(nt)—Fcostcos (nt)+Wcostcos (nt)

3 3 3

JrFsintsin2 (nt)cos(nt)—Fsintsin(nt)cos2 (nt)+b%sintsin(nt)cos(nt)

ve

' AN . . bn .
X = (—a cost cos(nt) —ansintsin(nt) +cnsint cos(nt) —ccostsin(nt) + —sin t)
m

.[—n—zzsin(nt) cos(nt)]
m

B 2 anS 3

Fcostcos2 (nt)sin(nt)+Fsintsin2 (nt)cos(nt)—(r:nizsintsin(nt)cos2 (nt)

2 3

Jchostcos(nt)sin2 (nt)—%sintsin(nt)cos(nt)

ifadelerinin farkindan

Xy, = Xy7s = —Fcostcose’ (nt)+bncostcos? (nt)+bn?sintcos(nt)sin(nt)

2
—Fcostcos(nt)sin2 (nt)+?nlzsintcos(nt)sin(nt),
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P A HN =%cos(nt)(—%cost+bQ(t)j (34)
seklinde elde edilir. Son olarak (32) ifadesinin ii¢lincii bileseni

’ . . . . bn .
Xy, = (—a costcos(nt) —ansintsin(nt) +cnsintcos(nt) —ccostsin(nt) + —sin tj
m

2
.(—ﬂsinnﬂsintsinz(nt) +n—costcos(nt)sin(nt)j
m m m

n . n’ . . n’ .
:a—smtcostcos3(nt)+a—sm2tcosz(nt)sm(nt)—C—S|n2tcos3(nt)
m m m

cn . ) : bn®> . ,. an> _ ,. ., :
+—sintcostcos”(nt)sin(nt) ——;-sin“tcos (nt)——cos tcos”(nt)sin(nt)
m m m

an’® cn®
———sintcost cos(nt)sin®(nt) + —sint cost cos*(nt) sin(nt)
m m

cn’ . bn® . .
———cos’ tcos(nt)sin®(nt) + —;-sint cost cos(nt) sin(nt)
m m
ve
, i . L bn
X,y, =| —asintcos(nt)+ ancostsin(nt) —cncostcos(nt) —csintsin(nt) —-—cost
m

2
n n? . .
.[——cost cos®(nt) ——sintsin(nt) cos(nt)j
m m

2 3
an . an® ., . an® . .
= —sintcost cos®(nt) + —sin’ tsin(nt) cos?(nt) ———sin tsin?(nt) cost cos(nt)
m m m

an® ) . cn® 3 cn® . ) .
———cos“ tcos”(nt)sin(nt) + —cos” t cos (nt)+—smtcostcos (nt)sin(nt)
m m m
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2
n_. .. n? ., .
+C—smtsm(nt)costcosz(nt)+C—S|n2tsm2(nt)cos(nt)
m m

bn> . bn®* . .
+—5-cos” tcos® (nt) +—;-sintsin(nt) cost cos(nt)
m m

ifadelerinin farkindan

! ! an =2 3 bn2 =2 2 an 2 -2
X7, =X, =—Fsm tcos (nt)—Fsm tcos (nt)—Fcos tcos(nt) sin®(nt)

2 2 2
cn bn cn® . :
————cos?tcos’ (nt) ——;-cos’ tcos” (nt) ——sin tcos(nt) sin*(nt),
m m m

X7, — X, = cosnt (—cn _l cos(nt)) (35)
m m

seklinde elde edilir. (33), (34) ve (35) ifadeleri, (32) ifadesinde yerine yazilirsa

X (t)ay'(t)= %cos(nt) (bP (t)+ %sint, bQ(t) —%cost, —cn— bFncos(nt)j (36)

olur. Diger taraftan X (t)=(X,, X,,X;) ve X'(t)=(X{, X}, X;)olmak iizere bu iki

vektoriin vektorel carpimi

X (t)/\ X'(t) :(szs' - X3X2,, xsxl’ - X1X3’! xlle - szl') (37)

seklindedir. (14) ve (16) ifadeleri (37) ifadesinde yerine yazilirsa, (37) ifadesinin birinci

bileseni

' . . L bn
X, X, = (—asm t cos(nt) + ancostsin(nt) —cncost cos(nt) —csintsin(nt) — HCOSIJ

.(_a_”zcos(nt)-ﬁsin(nt)j

m m
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2.2 2,3 acn3
sintcos” (nt)— costcos(nt)sin(nt)+

costcos”(nt)

2 3 2

4 &N sintsin(nt)cos(nt)+ abr; costcos(nt)+ acn

m m m

sintsin(nt)cos(nt)

3 2,3 2,2

tsin? (nt tcos(nt)sin (nt)+
- costsin®(nt)+ - costcos(nt)sin(nt)+ —

sintsin®(nt)

3

+ costsin(nt)

m2

ve

: an . cn
XX, = (—Hsm(nt)JrHcos(nt)—bnj

2 2
an cn y bn .
.[——2 costcos(nt)-— costsm(nt)+—smtj
m m m

2,3 3 2
3 costcos(nt)sin(nt)+a;2 costsinz(nt)—ar:r; sintsin(nt)

3 2.3 2
_ar(;r; costcosz(nt)—cmrj5 costcos(nt)sin(nt)+ > sintcos(nt)
abn® cn® ) n? .
+ — costcos(nt)+ — costsin(nt)— — sint

ifadelerinin farkindan

X, X, =X, X, = —%(acos(nt)ﬂzsin(nt)) P(t)

+%(acos(nt)+csin(nt))5 (t)
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bn2 2,2
+Fsint(asin(nt)—ccos(nt))+

sint,
m

2
X, X, =X, X, = % A(t)(=C (t)cost +nA(t)sint)+ b%sint(b + %C (t)j (38)

veya

X, Xy = X, X, =%A(t)(cs (t)—aP(t))+%sint(b+%C(t)j

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (37) ifadesinin ikinci bileseni

2 2
X, X/ =(—ﬂsin(nt)+@cos(nt)—bnj.(gsintcos(nt)+%sintsin(nt)+mcostJ
m m m m m
an® . . acn® . . abn? .
= sintsin(nt)cos(nt)— 3 S|ntsm2(nt)— — costsin(nt)

3 , 208 ben?

+—5-sintcos (nt)+ o sintsin(nt)cos(nt)+ " costcos(nt)
3 3 2.2

— mr; sintcos(nt)—b;r; sintsin(nt)— cost

ve

' o . . bn .
X X, :(—acostcos(nt)—ansmtsm(nt)+cnsmtcos(nt)—ccostsm(nt)+ﬁsmtj

.(_a_”zcos(nt)_ﬁsin(nt))

m m

2,2 2 2,3

- tcos? (nt)+ 2 cost cos (nt)sin (nt
— costcos’ (nt)+ . costcos(nt)sin(nt)+ —

sintsin(nt)cos(nt)
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3 3 2.3
sintsinz(nt)—acn

intcos® (nt)— intsin(nt t
= ——sintcos (nt) ——sin sin(nt)cos(nt)
2 242 3
L& costcos(nt)sin(nt)+ costsinz(nt)—ar?]r; sintcos(nt)
3
— mrzl sintsin(nt)

ifadelerinin farkindan

! !

X, X, =X, X, :—%sint(acos(nt)Jrcsin(nt))(asin(nt)—ccos(nt))
n : :
— —cost t t t t
——cos (acos(nt)+csin(nt))(acos(nt)+csin(nt))
b*n? bn? .
———cost—— cost(asin(nt)—ccos(nt)),
’ ' n . bl"l2 1
X X, =X, X, :—EA(t)(C(t)smt+nA(t)cost)—?cost b+aC(t) (39)
veya
X,%, ~ XX, = L At)(cr(t)-aQ(t)) - M cost[b+ L (1)
371 1773 m m m

seklindedir. Son olarak (37) ifadesinin tiglincii bileseni

X, X, = (—a costcos(nt) —ansintsin(nt) +cnsint cos(nt) —ccostsin(nt) + b—r:sin tj

2 2
an cn . bn .
.| =—=—costcos(nt)—=—costsin(nt)+—sint
[ m? (nt) m? (nt) m j
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2,2

= amr; cos?tcos’ (nt)+

2
a;g 0032tcos(nt)sin(nt)—a?msintcostcos(nt)

2,3 3 2

costcos(nt)sintsin(nt)+ ar(r:? costsintsin®(nt)— alr):

+ — sin®tsin(nt)

3 2.3 2

mr21 costsintcos’ (nt)— costcos(nt)sintsin(nt)+b(r::

= sin®tcos(nt)

2 2,2

cos?tcos(nt)sin(nt)+ sz

acn 9 - o bcn ..
t t)———costsint t
— cos’tsin®(nt) —-costsin sin(nt)

+

3 3 2,2

. bcn .. .
sintcostcos(nt) ——-costsintsin(nt)+ sin’t
m

m? m?

ve

' 4 . . n
X, X, = (—asm t cos(nt) + ancostsin(nt) —cncost cos(nt) —csintsin(nt) —%costj

2 2
an® . cn® . . bn
.(—zsmtcos(nt)+—zsmtsm (nt)+—costj
m m m

2,2 2
:_ar; sinztcosz(nt)—acg sinztcos(nt)sin(nt)—a—msintcostcos(nt)
m m m
2,~3 3 2
s costcos(nt)sintsin(nt)+a;g costsintsinz(nt)+a:] cos*tsin(nt)
3 2,~3 ban
——-costsintcos’ (nt) - ——-costcos(nt)sintsin(nt) - cos®tcos(nt)
m m m
acn’ c’n? bcn
——-sin’tcos(nt)sin(nt)———-sin*tsin’(nt) - ——costsintsin(nt)
m m m
n® . ben® L 2n?
s sintcostcos(nt) - o costsintsin(nt)— o cos’t

37



ifadelerinin farkindan

: ,a‘n? acn’ , abn’ . n®
X, X, =X, X, :Fcosz(nt)+ — cos(nt)sin(nt)— - sin(nt)+ - cos(nt)

2 2n2 2n2

acn : c’n?
i cos(nt)sin(nt)+ = sin”(nt)+ —

cn? . i an? i
:Fsm(nt)(acos(nt)wsm(nt))+Fcos(nt)(acos(nt)wsm(nt))
an 2.2
— = (asin(nt)- t ,
— (asm(n) ccos(n ))+ —
' ' n’ 2 bn? b
X1X2 _X2X1 :FA (t)—F C(t)—a (40)

seklinde elde edilir. (38), (39) ve (40) ifadeleri (37) ifadesinde yerine yazilirsa

X (t)A X'(t) = (% A(t)(C (t)cost + nA(t)sint)+%sint(b +%C(t)j,

—%A(t)(c (t)sint+nA(t)cost) —%cost(b + %C (t)] (41)
+:]—22A2 (t)—%(C(t)—%)]

olur. (36) ve (41) ifadelerinin i¢ ¢arpimi
: e N cn
(X (t)AX'(t), X (t) Ay (1)) = mcos(nt)[bP(t)+ - smtj

[% A(t)(-C(t)cost + nA(t)sint)+%sint(b +%C (t)n
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+%cos(nt)[—% A(t)(C(t)sint+nA(t)cost) —%cost(b - %C (I)B

.(bQ(t)—%costJ

+ D cos(nt) (n—z A% (t) - ﬁ(c (t)- Bj].(—cn - mcos(nt)j
m m m

2
:ﬂcos(nt)[b_”A(t)c(t)P(t)cost-%A(t)c(t)sintcost
m m m
bn? . ocn’ : b’n’ . b%en® .
+?Az(t)P(t)smt+FA2(t)sm2t+ - P(t)sint + = sin”t

2.2 3
+me C(t)P(t)sint+br(T:; C(t)sinztj

n bn cn’ .
= Ecos(nt)(ﬁ A(t)C(t)P(t)cost 7 A(t)C(t)sintcost

bn’ _cn’ : b*n? . b’en®
+WAZ(t)P(t)S|nt+FA2(t)sm2t+ - P(t)sint + ~

sin?t

2

3

2.2
b C(t)P(t)sint+b;r3] C(t)sinzt)

m2

2

n bn : cn :
+ Ecos(nt)[—ﬁ A(t)C(t)Q(t)sint+ P A(t)C(t)sintcost

2 3 3,2 2 3
_bLAZ(t)Q(t)costJr%Az(t)coszt—bnr: Q(t)cost+br§? cos’ t

m

2.2 3
_br; C(t)Q(t)cost+b;2 C(t)cosztj

m
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bn® bcn®

n cn®
+Ecos(nt){—FA2(t)—FAZ(t)cos(nt)Jr - C(t)
b?n? b’cn®  bn’
+ — C(t)cos(nt)- m2 —Fcos(nt)}

:%cos(nt)(—%n A(t)C(t)(P(t)cost +Q(t)sint)

JFKA2 (t)(P(t)sint —Q(t)cost)+ b*n’ (P(t)sint —Q(t)cost)
m m
b?n? . cn® bn®
3 C(t)(P(t)smt—Q(t)cost)—FAz(t)—FAZ(t)cos(nt)
bcn® b?n? b’cn® b*n’
+ m C(t)+ m2 C(t)COS(nt)—F—FCOS(nt)
cn® b%cn® ben?
()4 2 )
n . bn®* ,
= —cos(nt) —FA(t)C(t)sm(nt)—FA (t)cos(nt)
3.3 2.3 3
_bn cos(nt)—bmr; C(t)cos(nt)+b%c(t)—?ni3A2(t)cos(nt)

2.3 3,3

+ bmr; C(t)cos(nt)—bm3 cos(nt)j

3

_ %cos(nt)[—b—n: A(t)C(t)sin(nt) —b% A? (t)COS(”t)(1+ #j

3,3 1

n cos(nt)(1+ —2j+bﬂc(t)j

m m m
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=%cos(nt)(—%n A()C ()sin(nt) - 20 4% (t)cos 1)

b3n ben
e t)+ —C(t
- cos(nt)+ — ()j

n bn, , . bn
=—cos(nt)| —— t t))—— t
mcos(n )[ — (a cos(nt)+acsin(n )) - cos(nt)

+&n::nsin(nt)— b(r::]n cos(nt)j,
(X (OAX ()X (077 ()=~ 2 cos? () (o +b7 +.?) 42)

seklinde bulunur. (41) ifadesini kendisiyle i¢ ¢arpimi

(X(t)AX'(t), X (t) A X'(t)) = (ﬂ A(t)(—C(t)cost +nA(t)sint)

m

2 2

+blsint(b + iC(t)D
m m

2

m m m

= — A*(t)(-C((t)cost + nA(t)sint)2

2bn?
+

m2

A(t)sint(—C(t)cost + nA(t)sint)(b +%C(t)j
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b*n* 1 2 on? 2
+ 2 sinzt[mac(t)j « A (1)(C(tsint +nA(t)cost)

N 2:]23 A(t)cost(C(t)sint + nA(t)cost)(b + %C (t)]

b%n*

1 2
+ = cos? t(b+ﬁc(t)j

4

3
=— A’(t)C*(t)cos’t —%A"‘ (t)C(t)sintcost JF#A4 (t)sin®t

h 2bn®

= A(t)C(t)sintcost(b +%C (t)j

2bn*

+ 2 Az(t)sinzt(b+%c(t)j

b*n* 1 *
L sinzt(b+EC(t)j (e (t)sin’t

2n3 3 - n4 4 2
+FA (t)C(t)smtcosHFA (t)cos®t

+ 2 A @sinteost{ b+ (1)

m

. 2. 4 2
+_2:1r21 Az(t)coszt(b+%c(t)j+bm2 COSZt(bJF%C(t)j

n 2bn* 2b%n* b?n*
A () -2 e (0 1)+ 2T 1)+ 2

CA(t)

2b°n* b*n*
C(t
e 1)+ 21
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m m m
- e )+ 2w 0+ et - 2 e )4 28
:;_ZAZ (t)CZ(t)+:1—22A4 (t)+ 2?;?2 A% (1) + b;ﬂz +b;—n22C2(t)
=:]—22(A2 (t)+b2)( A2 (£) + C2 (t) + b?)
(X (t)AX"(t), X (t) A X'(t)) :;_Z(AZ (t)+b*)(a’ +c* +b?) (43)

seklinde elde edilir. (42) ve (43) ifadeleri (31) ifadesinde yerine yazilirsa, ispat
tamamlanir.

Teorem 4.15. ¢, (t,vy) regle yiizeyinin striksiyon egrisi w, (t) ile gdsterilsin. Bu

egrinin parametrik denklemi agagidaki sekildedir:

L sin(@—2n)) - 25intj
2n

v, (t)=( n ( =L Gin(@+2n)) -

n n
4m{1+2n 1-

bcos® (nt)
A% (t)+b?

(aS (t)+cp(t)-b—n:‘sintj,

n (1—n cos((1+ 2n)t) + 1

— n cos((1—2n)t) + 2cost
4m\1+2n 1-2n

_Z;:(Zf—;irgz)(aR(t)Jr cQ(t)+bFnCOStj,

n bncos® (nt) (1
o cos(2nt) — m(ac (t)+ bj]

43



Ispat: (3) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi

vy (1) =7 (t)+v X (1) (44)

olarak yazilir. (9), (14) ve (30) ifadeleri (44) ifadesinde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.6. b=0 olmasi durumunda ¢, (t,vx) regle yiizeyinin striksiyon egrisi ve
Salkowski egrisi ¢akisir.

Teorem 4.1.7. Diizlemin sabit noktas1 M (X, Y, z) ve degisken bir noktast D, (X1 Yo, 21)

olmak tizere, ¢, (t,VX) regle ylizeyinin asimptotik diizlem denklemi asagidaki

sekildedir:

m

(x— xl).[A(t)(—C (t)cost + nA(t)sint)+bnsint(b +£C(t)D

—(y- yl).[A(t)(C (t)sint+nA(t)cost)+bn cost(b +Lic (t)D

m

Ispat: (41) ifadesi (8) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Teorem4.1.8 . ¢, (t,V, ) regle yiizeyinin dagilma parametresi p, asagidaki sekildedir:

cos(nt)((b2 +c° )sin(nt) +ac cos(nt))
A’ (t)+b? '

Px (t) == (45)

Ispat: (4) ifadesinden ¢, (t,vX ) regle yiizeyinin dagilma parametresi

Py (1) = <7/'(t)1 X (t)/\ZX'(t)> (46)

¥
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olarak yazilir. (10) ve (41) ifadeleri i¢ ¢arpilirsa

' ’ _ﬂ _ 2 _ i i
(7' (1), X () A X'(t)) = m( cost cos’ (nt) — nsintsin(nt) cos(nt) )

n

.L— A(t)(~C(t)cost +nA(t)sint ) + ﬁsint(b +2c (t)D

m m m

+ %(—sin t cos? (nt) + ncostcos(nt) sin(nt))

m m

n( n_. n? bn? b
+E(—Esm(nt)cos(nt)j.(FA (t)——(C(t)——D

m m

.[-%A(t)(C(t)sint + nA(t)COSt)‘ﬁcos{mic(t)ﬂ

2 3
= A(t)C(t)cos’ tcos’ (nt)—%A2 (t)sintcostcos? (nt)

3

2.3 bn3
sint cost cos’ (nt)—FC (t)sintcostcos® (nt)

m2

+— A(t)C(t)sintsin(nt) cost cos(nt)

4 2.4

- % A (t)sin® tsin(nt) cos(nt) — bmr;

sin® tsin(nt) cos(nt)

4 2
—%C (t)sin? tsin(nt) cos(nt) + % A(t)C(t)sin*tcos® (nt)

n3 2,3
e A*(t)sintcostcos® (nt) +

o sintcostcos® (nt)

3 4
+ l:nisc (t)sintcostcos® (nt)— % A (t)cos® tsin(nt) cos(nt)

3

_ % A(t)C(t)sintsin(nt) cost cos(nt)
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4 2
—%C (t)sin? tsin(nt) cos(nt) + % A(t)C(t)sin*tcos® (nt)

n3 2.,.3
+— A*(t)sintcostcos’ (nt) +

intcostcos? (nt
- sintcostcos’ (nt)

m2

3 4
+ ?nigc (t)sintcostcos® (nt)— % A? (t)cos® tsin(nt) cos(nt)

3

_ % A(t)C (t)sintsin(nt) cost cos(nt)

b’n* . . bn* .
—cos” tsin(nt) cos(nt) - —-C (t)cos’ tsin(nt) cos(nt)
m m

4 4

— % A’ (t)sin(nt) cos(nt) + ?nie’ C (t)sin(nt) cos(nt)

- 2 44 sin(nt) cos(nt),
m
(y’(t),x(t)/\X'(t)):%A(t)c(t)cosz(nt)—%sin(nt)cos(nt)(Az (t)+b?)
veya
! ' __n_2 2 2\ i
(7' (1), X (t)AX'(t)) = o cos(nt)((b +c )sm(nt)+accos(nt)) (47)

elde edilir. (16) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

o2 [an? . cn® . . . bn ’
X (t)H :(F5|ntcos(nt)+FS|nt5m(nt)+FcostJ

2 2 2
an cn . bn .
+(——2 costcos(nt)-— costsm(nt)+—smtj
m m m
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an’ cn? . ?
~Zcos(nt)——sin(nt
+[ ” cos(n) - sm(n )J

n* . c’n® . . b?n?
== sin®tcos® (nt) + i sin®tsin’ (nt) + — cos’t
4 3
+2?T:T sinztsin(nt)cos(nt)+2?:3n sintcostcos(nt)
3 2,4
+2kr::3n costsintsin(nt)+amrj1 cos*tcos’ (nt)
c’n* . b%n? .
g cosztsmz(nt)+Wsm2t
2.4 ) b2n2 .
+ i cos’tsin’(nt)+ o sin’t
2acn® . . n® .
+ i cos’ tsin(nt)cos(nt)— 3 sintcostcos(nt)
3 2.4
—2:::] costsintsin(nt)+am2 cos? (nt)
n* . 2acn® .
+ — sin®(nt) + m2 sin(nt)cos(nt)

2,2 2,2 2 2,72

an cn® . 2acn”® .
=——cos’(nt)+ = sin?(nt) + i sm(nt)cos(nt)+F,

X' () = %(AZ (t)+b?) (48)

olur. (47) ve (48) ifadeleri (46) ifadesinde yerine yazilirsa, (45) ifadesi elde edilir.
Sonug 4.1.9. b=c =0 olmasi: durumunda ¢, (t,v, ) regle yiizeyi agilabilirdir.
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4.2. SalkowskKi egrisi ve T (t) teget vektoriinden elde edilen regle yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t) vektdriinde 6zel olarak a=1veb=c=0 segilirse,
(14) ifadesinden,

X, (t)zT(t):(—S (t),—R(t),—%sin(nt)) (49)

elde edilir.
Teorem 4.2.1. Dayanak egrisi y(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin T (t) teget vektorii olan regle yiizey ¢, (t,vT ) ile gosterilsin. Bu yiizeyin

parametrik denklemi asagidaki sekildedir, (Sekil 15):

(pT(t,vT):[L( N1 Gin(a+ 2n)ty - 1L

sin((1-2n)t) —2sint
4m{1+2n 1-2n ( 2 J

+V; (—costcos(nt) —nsintsin(nt)),

D@1 cos((1+2n)t) + n+l cos((1—2n)t) + 2 cost (50)
4m\1+2n 1-2n

+V; (—sintcos(nt) + ncostsin(nt)),

n

> cos(2nt) —v; (ﬂsin(nt)n.
4m m

Ispat: (1) ifadesinden ¢ (t,v; ) regle yiizeyinin parametrik denklemi

e (tvr ) =p(t)+v: X; (1) (51)

olarak yazilir. (9) ve (49) ifadeleri (51) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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_| | Regle yiizey A | )
-4 Salkowski egrisi 4 | |[E——JRegle yiizey
— L o o Salkowski egrisi
5 | (Striksiyon egrisi)| ; -5 (Slriksiyoneeggjrisi)
- T T T 0 5 -5
4 2 0 2 5 ‘ ‘ ‘ 0
4 2 0 -2 -5

Sekil 15. Salkowski egrisi ve T(t) teget vektoriinden elde edilen regle ylizeyler
[azl, b=c=0, m=% iginj

Teorem 4.2.2. ¢ (t,v; ) regle yiizeyinin normal vektérii 77; (t) ile gosterilsin. Bu vektor

asagidaki sekildedir:
2
m (t)= (% P(t)cos(nt),%Q(t)cos(nt),—Vran; cos’ (nt)]. (52)

Ispat: (5) ifadesinden ¢, (t,v; ) regle yiizeyinin normali

m(t)=¢r () Ae (1) (53)

olarak yazilir. (53) ifadesindeki ¢ (t) vektorii ¢ (t,v) regle yiizeyinin t ye gore

tirevidir. Bu vektor

o (1) =7"()+v: X1 (1) (54)

olarak elde edilir. (16) ifadesinde a=1ve b=c=0 yerine yazilirsa,
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n® . n’ n’
X! (t)=| —sintcos(nt ,———costcos(nt),——cos(nt 55
(0= sintcos(o), - 1 costaos (), -cos()| )
olur. (10) ve (55) ifadesi (54) ifadesinde yerine yazilirsa

2

o (t)= (—%S (t)cos(nt)+ Vranl sintcos(nt),

2

—%R(t)cos(nt)—v:nn costcos(nt), (56)

2

2 2

n’ . Vv, n
—— sin(nt) cos(nt) — -~ cos(nt)}
m m

elde edilir. (53) ifadesindeki Pr (t) vektorii ¢ (t,v;) regle yiizeyinin v; ye gore

tirevidir. Bu vektor
¢, (1)=X%; (1) (57)

olarak elde edilir. (49) ifadesi (57) ifadesinde yerine yazilirsa,
o (t):(_s (t),—R(t),—%sin(nt)j (58)

elde edilir. Simdi (56) ve (58) ifadelerini vektorel carpalim.

o (t)z((%)l’((pﬂ )2,(%)3) ve ¢ (t):((gurvT )1,((p1r )27(% )3) olmak {izere bu

v v

vektorlerin vektorel carpimi

(59)



seklindedir. (56) ve (58) ifadelerinin bilesenleri (59) ifadesinde yerine yazilirsa, (59)

ifadesinin birinci bileseni

= ns.'ntcos2 nt n° costcos(nt)sin(nt anZ costcos(nt
(@), (1, ), =| ~sinteos’ (nt) + —costcos(nt)sin (nt) —= (1)

: —ﬂsin(nt)j
m

2 3
n? . . n :
=—sintsin(nt) cos” (nt) ——; cost cos(nt)sin®(nt)
m m

V. n?
+-1—-costcos(nt)sin(nt)
m

ve

n® . v, n’ . _
(%1)3(4% )2=(—Fsm(nt)cos(nt)— - cos(nt)j.(—smtcos(nt)+ncostsmt(nt))

n” . . 4 n’ . 5 v,n® . )
= — sintsin(nt) cos” (nt) ——; cost cos(nt)sin® (nt)+ sintcos”(nt)
m m m

3
—VTr: costcos(nt)sin(nt)

ifadelerinin farkindan

(e0), (2, ), ~(21), (1, ), ==~ P(t)cos(nt) (60)

seklinde elde edilir.Benzer sekilde (59) ifadesinin ikinci bileseni

(goTl )3 ((prvT )1 = [—;—ZSin(nt) cos(nt) — an:12 cos(nt)j.(—cost cos(nt) —nsintsin(nt))

2 2

n _ v, n
- FS (t)cos(nt)sin(nt) + - S(t)cos(nt)
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ve

B n t cos? (nit n¢ . tsi t t an2 . t
(‘Pn)l((ﬁrw )3— ~costcos (n )—Esm sin(nt)cos(nt)+ g sin cos(nt)

.[—ﬂsin(nt)j
m

2 3

= %S (t)cos(nt)sin(nt)— Vran; sintsin(nt)cos(nt),

ifadelerinin farkindan

(20), (2, ). =1 ), (@, ), ==Ecos(nt)Q(t) (61)

2 2

n n“ . . VAL
(%)l(% )2=(—Ecostcosz(nt)—ﬁsmtsm(nt)cos(nt)+ rTnZ smtcos(nt)}

.(=sintcos(nt) + ncostsin(nt))

2
=%S (t)sintcos’ (nt)—%s (t)costcos(nt)sin(nt)

2
Vran; R(t)sintcos(nt)

ve

_ n . t cos? (nt n® t t)sin (nt an2 ¢ N
((/)Tt)z(gpm )1— —Esm cos®(n )+Hcos cos(nt)sin(nt)— o costcos(nt)

.(—costcos(nt) —nsintsin(nt))
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2
:%S (t)sintcos® (nt)—%s (t)costcos(nt)sin(nt)

2
+VrTnn S(t)costcos(nt)

2

ifadelerinin farkindan

(e ), (or, ), ~(1), (@, ), =~ cos” (nt) (62)

seklinde elde edilir. (60), (61) ve (62) ifadeleri (59) ifadesinde yerine yazilirsa ve (53)

ifadesi goz oniinde bulundurulursa ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. Diizlemin sabit noktasi M(X, y,z) ve degisken bir noktasi

D, (sz Y,, 22) olmak {iizere, ¢, (t,vT ) regle ylizeyinin teget diizlem denklemi asagidaki

sekildedir:

(x—xz)P(t)+(y—yz)Q(t)—(z—zz)(%cos(nt)j:0.

Ispat: (52) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.4. ¢, (t,VT) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin v, parametresi asagidaki

sekildedir:

v, =0. (63)

Ispat: (2) ifadesinden ¢ (t,V; ) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin v, parametresi

(64)
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olarak yazilir. X, ()= ((X; ),,(X;),.(X;),) ve XT'(t):((XT')l,(XT')2,(XT')a)

olmak tizere bu iki vektoriin vektorel ¢arpimi
(65)

seklindedir. (49) ve (55) ifadeleri (65) ifadesinde yazilirsa, (65) ifadesinin birinci

bileseni
(X1), (XT') =(—sintcos(nt)+n costsin(nt)).(—%zcos(nt)j
n2
> R(t)cos(nt)

ve

) [x.) =[_"g n® n’ .

( T)3( . )2_ —Esm(nt) . —Fcostcos(nt) =$costcos(nt)sm(nt)
ifadelerinin farkindan

' : n

(%), (% )3—(xT)3(xT) —— D p(t)cos(nt) (66)
elde edilir. Benzer sekilde (65) ifadesinin ikinci bileseni

) =~ ginint n2.t t—ns't't .

(X5 ), X+ = —Esm(n) | 7 sin cos(nt) ==—5sin sin(nt) cos(nt)

ve
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(X, )1(XT') = (—costcos(nt) - nsintsin(nt)).(—n—njcos(nt))

:%S(t)cos(nt)

ifadelerinin farkindan

(X, )3(xT’)l_(xT)1(xT') =—%Q(t)cos(nt) (67)

3

seklinde elde edilir. Son olarak (65) ifadesinin ii¢lincii bileseni

(XT )1(XT')2

2
il n
(—costcos(nt)—nsint sm(nt)).(——zcost cos(nt)j
m

2
:%S(t)costcos(nt)

ve

(X, )Z(XT’) (—sintcos(nt) + ncostsin(nt)).(:q—zzsintcos(nt)]

1

2
:—%R(t)sintcos(nt)

ifadelerinin farkindan

(%), (%), =), (%) =%cosz(nt) (68)

seklinde elde edilir. (66), (67) ve (68) ifadeleri, (65) ifadesinde yerine yazilirsa

X (1) A X, (1) :%cos(nt)(—P(t),—Q (t),ﬂcos(nt)j (69)

m
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olur. Diger taraftan X; (t)= ((XT )i (X5), . ( Xy )3) ve y'(t)=(7175,75) olmak iizere

bu iki vektoriin vektorel carpimi

Xs (t)/\}/'(t)=((XT)2 7/3'_(XT)37/2,’ (XT)371'_(XT )173,' (XT )172, _(XT)Z 71,) (70)

seklindedir. (10) ve (49) ifadeleri (70) ifadesinde yazilirsa, (70) ifadesinin birinci

bileseni

(X;), 75 =(-sintcos(nt) +ncostsin(nt)) .(—rr;—zzsin(nt) cos(nt))

" R(t)sin(nt) cos(nt)

m2

ve

!

2
(XT )3 Y, = (_%sin(nt)j.(—%sint + %sin tsin®(nt) + %cost cos(nt)sin(nt)]

n? n?
=—sintsin(nt) -— Q(t)sin*(nt)
m m

ifadelerinin farkindan

(XT)27/3'_(XT)372,:0 (71)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (70) ifadesinin ikinci bileseni

2
(X7), 7= (—%sin(nt)j{—%cost Jr%costsin2 (nt) - %sintsin(nt) cos(nt)j

2 2

= %costsin(nt) —% P(t)sin*(nt)

56



ve
(X;), 75 =(—costcos(nt)— nsintsin(nt)).(—r:—zzsin(nt) cos(nt)]

LN (t)cos(nt)sin(nt)
m

2
ifadelerinin farkindan

(X )y71 —(X )75 =0 (72)

seklinde elde edilir. Son olarak (70) ifadesinin ti¢iincii bileseni
2
(X;), 7, =(—costcos(nt) - nsintsin(nt)).{—ﬂsintcosz(nt) + 1 cost cos(nt)sin(nt)]
m m

n
:ES (t)R(t)cos(nt)
ve
(X;),7 =(-sintcos(nt)+n costsin(nt)).(—%cost cos®(nt) — nFzsintsin(nt) cos(nt)J

n
= ES (t)R(t)cos(nt)

ifadelerinin farkindan
(X: )72 =(X:),n =0 (73)
seklinde elde edilir. (71), (72) ve (73) ifadeleri, (70) ifadesinde yerine yazilirsa

X: (1)77(1)=(0.0,0) 74
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olur. (69) ve (74) ifadelerinin i¢ ¢arpimi
(X: (1) A X (1), X; () Ay (1)) =0 (75)

seklinde bulunur. (75) ifadesi (64) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.5. ¢ (t,VT) regle yiizeyinin striksiyon egrisi y; (t) ile gosterilsin. Bu

egrinin parametrik denklemi agagidaki sekildedir:

v (t)=l( N1 in(a+ 2mt) - 2L sin(a—2n)t) - 2sint,

Am\ 1+ 2n 1-2n

n cos((1+2n)t) + b1 cos((1—2n)t) +2cost,
2n 1-2n

3 cos(2nt)j.
m

Ispat: (3) ifadesinden ¢ (t,v; ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi

yr (1) =7 () +v X, (1) (76)

olarak yazilir. (9), (49) ve (63) ifadeleri (76) ifadesinde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.
Sonu¢ 4.2.6. ¢, (t,VT) regle ylizeyinin y; (t) striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi
cakisir.

Teorem 4.2.7. Diizlemin sabit noktast M (X, Y, Z) ve degisken bir noktas1 D, (XS’ Ys 23)

olmak iizere, ¢; (t,VT) regle ylizeyinin asimptotik diizlem denklemi asagidaki

sekildedir:

(x—xs)P(t)+(y—yS)Q(t)—(z—z3)(%cos(nt)jzo.

Ispat: (69) ifadesi (8) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.8. ¢ (t,v;) regle yiizeyinin dagilma parametresi p; (t) asagidaki
sekildedir:

o (1)=0. (77)
Ispat: (55), (65) ve (4) ifadesinden ¢, (t,v; ) regle yiizeyinin dagilma parametresi

(7'(©), X (2 X5 (1)
Ix; o

pr (1) = (78)

olarak yazilir. (10) ve (69) ifadeleri i¢ ¢arpilirsa

2

(7' (1), X; (1) A X; (1)) = (—%costcosz(nt) —%sintsin(nt) cos(nt)j.(—% P(t)cos(nt)}

+ [_ﬂsin tcos?(nt) +n—njcost cos(nt)sin(nt)j.(—%Q (t)cos(nt)j

m

+ (—n—zzsin(nt) cos(nt)j.(n—z2 cos’ (nt)j
m m

2 3
= % P(t)costcos’(nt) + % P (t)sintsin(nt) cos*(nt)

2 3 4
+ n—ZQ (t)sintcos®(nt) —n—zQ (t)costcos?(nt)sin(nt) —n—4sin(nt) cos®(nt)
m m m

2 3
n . n® .
=— cos’ tcos’(nt)sint(nt)—— sintcost cos* (nt)
m m

3 4
n .. n* ., .
+—sintsin®(nt) cost cos® (nt) — — sin® tsin(nt) cos®(nt)
m m

2 3
n ., . n .
t smztS|n(nt)c033(nt)——m2 costcos’(nt)sintsin?(nt)
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3 3
n - 4 n 2 - - 2
+Fsmtcostcos (nt)—ﬁcostcos (nt)sintsin®(nt)

n’ : n* .
- cos®t cos® (nt)sin(nt) — Wsm(nt) cos®(nt)

2 2
n : n ., .
= Fcosztcoss(nt)smt(nt)+ﬁsm2 tsin(nt)cos®(nt)

4 4
nN" o2s 3 n 2 3 .
—Fsm tsin(nt) cos (nt)—ﬁcos tcos’(nt)sin(nt)

n* .
—Wsm(nt) cos®(nt),

(7' (1), X () A X (1)) =0 (79)

elde edilir. (79) ifadesi (78) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Sonuc 4.2.9. ¢ (t,v; ) regle yiizeyi acilabilirdir.

4.3. Salkowski egrisi ve N (t) asli normal vektoriinden elde edilen regle

yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t) vektoriinde dzel olarak a=c=0 ve b=1 segilirse

(14) ifadesinden,

Xy (t)=N (t):(%sint,—%cost,—nj (80)

elde edilir.

Teorem 4.3.1. Dayanak egrisi y(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin N (t) asli normal vektdrii olan regle yiizey ¢, (t,vy) ile gosterilsin. Bu

yiizeyin parametrik denklemi asagidaki sekildedir, (Sekil 16):
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snma—znn)—zgntj+9ﬂignn
m

n{n-1. n+1
t,v, )=| — sin((1+2n)t) —
on () (4m(1+2n (@ 2m) =

nfi=n cos((1+2n)t) + n+l cos((1—2n)t) + 2cost —%cost, (81)
Am{1+2n 1-2n m

n
m2

cos(2nt) —nv, j

N Regle yiizey Regle ylizey
s Striksiyon egrisi
m— S alkowski egrisi

s Striksiyon egrisi
— Salkowski egrisi

Sekil 16. Salkowski egrisi ve N ) asli normal vektoriinden elde edilen regle yiizeyler

(t
1..
[bzl, a=c=0, m:g |(;|nj
Ispat: (1) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin parametrik denklemi

oy (tvy) =7 (1) +v X, (1) (82)
olarak yazilir. (9) ve (80) ifadeleri (82) ifadesinde yerine yazildiginda ispat tamamlanur.

Teorem 4.3.2. ¢, (t,VN)regle yiizeyinin normal vektorii 7, (t) ile gosterilsin. Bu

vektor agagidaki sekildedir:
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n v,n> . n v, n’
N (t)ZL_E P(t)cos(nt)—-~ smt,—EQ(t)cos(nt)+ hrln cost,
(83)
2 2
+—2cosz(nt)—vr’“nr; j
Ispat: (5) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin normali
UN (t) =@y, (t)/\(/’NVN (t) (84)

olarak yazilir. (84) ifadesindeki ¢, (t) vektorii @ (t,vy) regle yiizeyinin t ye gore

turevidir. Bu vektor
Py, (t)=7'(t)+VNX,; (t) (85)

olarak elde edilir. (16) ifadesinde a=c=0 ve b=1 yerine yazilirsa,

X;,(t):(ﬂcost,ﬂsint,oj (86)
m m

seklindedir. (10) ve (86) ifadesi (85) ifadesinde yerine yazilirsa

oy ()= (—%S (t)cos(nt)+%cost, —% R(t)cos(nt)+%sint,
(87)

—n—zzsin(nt)cos(nt)]
m

elde edilir. (84) ifadesindeki Py, (t) vektorlii ¢, (t,VN) regle ylizeyinin V, ye gore

tirevidir. Bu vektor

Pu,, (t) =Xy (1) (88)
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olarak elde edilir. (80) ifadesi (88) ifadesinde yerine yazilirsa,

P, (t)z(%sint,—%cost,—nj (89)

elde edilir. Simdi (87) ve (89) ifadelerini vektorel garpalim.

2% (t)= (((DNt )1’(¢Nr )2 1((0N[ )3) Ve ¢, (t)= (((oNVN )1,(¢NVN )2 ,(goNVN )3) olmak iizere bu

vektorlerin vektorel carpimi

7 (00, (0=((2 ), (o3, ), ~ (), (o, ), (00), (o, ), (). (o, )

(o). (on, ), ~(20), (4, )

(90)

seklindedir. (87) ve (89) ifadelerinin bilesenleri (90) ifadesinde yerine yazilirsa, (90)

ifadesinin birinci bileseni

2
(%I )2 ((DNVN )3 = [—%Sintcos2 (nt)+%Costcos(nt)sin(nt)+%sintj.(—n)

ve

2 3

n- . n n .
(qut )3 (quVN )2 = [—Fsm(nt) cos(nt)j.(—acostj = ?cost cos(nt)sin(nt)
ifadelerinin farkindan

2

(0 ),(2n, ), ~(0 ), (@, ), =~ P(1) vy Zsint (91)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (90) ifadesinin ikinci bileseni
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(%1 )3 (€0NVN )1 = (—:]—zzsin(nt) cos(nt)).(%sin tJ = —bm—rfsintsin(nt) cos(nt)

ve

2
((/7Nt )1(¢NVN )3 = [—%costcos2 (nt)—%sintsin (nt)cos(nt)+%costj.(—n)

n v, n?
=—S(t t)——N t
- (t)cos(nt) - cos

ifadelerinin farkindan

2

(), (2, ).~ (20 ), (v, ). = —%Q(t)—vN %cost 92)

olarak elde edilir. Son olarak (90) ifadesinin tiglincii bileseni

n n> . . . v, N
(coNt )1(¢NVN )2 =(—Ecostcos2 (nt)—ﬁsmtsm(nt)cos(nt)+Nﬁcostj.(—%costj

2 2

=—S (t)costcos(nt)—VNn

—cos’t
m

ve

2
(on, ), ((pNVN )1 = (—%sintcos2 (nt)+%costcos(nt)sin (nt)+%sintj.(%sintj

) 2
_ _% R(t)sintcos(nt)+ ngrz]

sin’t

ifadelerinin farkindan

2 2

(2 ), (2, ). ~(2), (2, ), = =5 008° (nt) =23 (93)
! N /2 2 vJ1oom m
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seklinde elde edilir. (91), (92) ve (93) ifadeleri (90) ifadesinde yerine yazilirsa ve (84)

ifadesi goz onilinde bulundurulursa ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.3. Diizlemin sabit noktasi M(X, y,z) ve degisken bir noktasi

D, (x4' Vs 24) olmak iizere, @, (t,vy ) regle yiizeyinin teget diizlem denklemi asagidaki

sekildedir:
(x=x,)(P(t)cos(nt) +vynsint)+(y-y,)(Q(t)cos(nt) —v,ncost)

m

—(z- 24)(%0052 (nt)—mj =0.

Ispat: (83) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.3.4. ¢, (t,VN) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin V,, parametresi asagidaki

sekildedir:

vy, =cos’(nt). (94)

Ispat: (2) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin v, parametresi

(95)

(X (DAXL ()X, (1)
(X () AX (1) X (

)

>
y‘
—~~
~—
~ |~—
Py

>

>
=~
—~

olarak yazilir. XN(t):((XN)l’(XN)z’(XN)3) ve XN,(t):((XN')l’(XN,)Z’(XN,)g)

olmak tizere bu iki vektoriin vektorel carpimi
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seklindedir. (80) ve (86) ifadeleri (96) ifadesinde yazilirsa, (96) ifadesinin birinci

bileseni

ve

m m

(%), (%) :(—n).(ﬂsintj:—n—zsint

ifadelerinin farkindan

(xN)Z(xN')s—(xN)a(xN’) =" sint (97)

ve

(%u)s (X ) =%, (X ), ===-cost (98)
olarak elde edilir. Son olarak (96) ifadesinin {igilincii bileseni

2
(Xy )1(XN')2 = (%sint}.(%sintj = #sinzt
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ve

' n n n”
(XN)Z(XN )1:[_ECOStj'(ECOStj:_WCOS t

—(XN)Z(XN') =;—Z (99)

seklinde elde edilir. (97), (98) ve (99) ifadeleri, (96) ifadesinde yerine yazilirsa

2 2 2
n

Xy A Xy =(%sint,—%cost,ﬁ) (100)

olur. Diger taraftan X, (t):((XN)l,(XN)Z,(XN)a) ve y'(t)=(71,75.7;) olmak iizere

bu iki vektoriin vektorel garpimi

XN (t)/\yl(t):((XN)z 73'_(XN)372’1(XN)371l _(XN)J_?/3’1(XN)172'_(XN)27/1,)(101)

seklindedir. (10) ve (80) ifadeleri (101) ifadesinde yazilirsa, (101) ifadesinin birinci

bileseni

2 3

(Xy),7: = (—%costj.(—%sin(nt) cos(nt)] = %cost cos(nt) sin(nt)
ve

2
(Xy),7, = (—n).(—%sint+%sintsin2(nt) +%costcos(nt)sin(nt)j

:n_zsint—n—zQ(t)sin(nt)
m m
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ifadelerinin farkindan

(Xy), 75 —(Xy), 72 :%P(t)cos(nt)

elde edilir. Benzer sekilde (101) ifadesinin ikinci bileseni

2

(Xy), 7 = (—n).(—%cost +%costsin2(nt) —%sintsin(nt) cos(nt)}

n’ n’
=—cost—— P(t)sin(nt)
m m

ve

(Xy), 75 = (ﬂ sin tj.[—n—ZZSin(nt) cos(nt)] ~ —n—Zsintsin(nt) cos(nt)
m m m

ifadelerinin farkindan

! !

(Xu)o i ~(Xy )75 = 2 Q()cos(nt)

olarak elde edilir. Son olarak (101) ifadesinin tigiincii bileseni

r(n . n . n . . . n’ .
(Xy), 72 :(Esmtj.[—Esmt+Esmtsm2(nt)+Fcostcos(nt)sm(nt)j

n? n’
=——sin’t+—Q(t)sintsin(nt)
m m

ve

2

: n n n . N
(Xy),7 = (——costj.(——cost +—costsin’®(nt) —n—smtsm(nt) cos(nt)]
m m m m
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n _,. n .
=5 Cos t—FP(t)costsm(nt)

ifadelerinin farkindan

2

[ 1 n
(Xy), 7, =(Xy), 7 :—Fcosz(nt) (104)

seklinde elde edilir. (102), (103) ve (104) ifadeleri, (101) ifadesinde yerine yazilirsa
, n n n° _,
Xy () Ay (t)= (E P (t)cos(nt),—Q(t)cos(nt),——;cos (nt)] (105)
m m

olur. (100) ve (105) ifadelerinin i¢ garpimi

3

(X, ()2 X2 (6), X0 () A1) :%cos(nt)[P(t)sint —:]—ZQ(t)—%cos(nt)j

n’ n’
= Fcos(nt) (—ncos(nt))- Fcos2 (nt),

2

(Xy ()~ X (£), X, (t)/\;/’(t)>:—#cosz(nt) (106)

seklinde bulunur. (100) ifadesinin kendisiyle i¢ ¢arpimi

4 4 4

(X () A X5 (1), Xy () A X, (t)>:%sin2t+%coszt+%,

(X, (02 X4 (0 X, (02 X3 (0)= 2 (107)

olur. (106) ve (107) ifadeleri (95) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.3.5. ¢, (t,VN) regle yiizeyinin striksiyon egrisi (t) ile gosterilsin. Bu

egrinin parametrik denklemi asagidaki sekildedir:
69



n({n-1. n+1 . ) n .
t)=| — sin((1+ 2n)t) — sin((1—2n)t) —2sint |+ —sintcos?(nt),
v (t) (4m(1+2n ((-+2nmt) 1-2n (@=2n) j m (nt)

n(1-n n+1 n
— cos((L+2n)t) + cos((L—2n)t) +2cost |——costcos? (nt),
4m (1+ 2n ( 2 1-2n ( 2 j m ( )

n
m2

cos(2nt) —ncos® (nt)).

Ispat: (3) ifadesinden ¢, (t,vN )regle yiizeyinin striksiyon egrisi
wy () =7(t)+vy (1) X (1) (108)

olur. (9), (80) ve (94) ifadeleri (108) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanr.
Sonu¢ 4.3.6. cos(nt)=0 oldugundan ¢ (t,v,) regle yiizeyinin striksiyon egrisi,
Salkowski egrisinden farklidir.

Teorem 4.3.7. Diizlemin sabit noktast M (X, y,z) ve degisken bir noktasi Dj (Xs, Ys, 25)

olmak iizere, ¢, (t,VN) regle ylizeyinin asimptotik diizlem denklemi asagidaki

sekildedir:
(x—xs)msint—(y—y;)mcost+(z—z;)=0.

Ispat: (100) ifadesi (8) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Teorem 4.3.8. ¢, (t,VN) regle yiizeyinin dagilma parametresi p, (t) asagidaki

sekildedir:

py (1) =—sin(nt)cos(nt). (109)

Ispat: (55), (65) ve (4) ifadesinden ¢, (t,vN ) regle ylizeyinin dagilma parametresi

(' (1), Xy ()2 X4 (1))

0= o

(110)
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olarak yazilir. (10) ve (69) ifadelerinin i¢ carpimi1

3 4

(7' (1), Xy () A X (1)) = —%sintcostcosz(nt) —%sinztsin(nt)cos(nt)

n® . n’ : n* .
+Wsm t cost cos’(nt) _FCOSZ tsin(nt) cos(nt) —Wsm(nt) cos(nt),

2

(7(£), Xy () A X (1)) =—%sin(nt) cos(nt) (111)

seklinde bulunur. (86) ifadesinin kendisiyle i¢ garpimi1

(X3 (0 X3 (0) =2 112)

olur. (111) ve (112) ifadeleri (110) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Sonug 4.3.9. cos(nt)=0 ve sin(nt)=0 oldugundan g, (t,vy) regle yiizeyi agilabilir
degildir.

4.4. Salkowski egrisi ve B(t) binormal vektoriinden elde edilen regle
yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN (t)+cB(t) vektoriinde zel olarak a=b=0vec=1 segilirse

(14) ifadesinden,

X
w
—~
—
~
Il
o
—~~
—
~—
I

(—P (t),-Q (t),%cos(nt)j (113)

elde edilir.

Teorem 4.4.1. Dayanak egrisi y(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin B(t) binormal vektorii olan regle yiizey ¢g (t,VB)ile gosterilsin. Bu yiizeyin

parametrik denklemi asagidaki sekildedir, (Sekil 17):
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n({n-1. n+1 . .
goB(t,vB)=(R(1+2n5|n((1+2n)t)—1_2nsm((1—2n)t)—Zsmt)—vBP(t),

n{1-n n+1
— cos((1+2n)t) + cos((1—-2n)t)+2cost |—v,S(t), 114
4m(1+2n (@r 20+ "L cosa-2my j S, (114)

n 5 Cos(2nt) +V, (1 cos(nt)D.
4m m

[ Regle yiizey [ |Regle yiizey
Salkowski egrisi Salkowski egrisi
(Striksiyon egrisi) (Striksiyon egrisi)

Sekil 17. Salkowski egrisi ve B(t) binormal vektdriinden elde edilen regle yiizeyler

(c=], a=b=0, m=% igin)

Ispat: (1) ifadesinden ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin parametrik denklemi

@ (t,Vg)=7(t)+vs X5 (1) (115)
olarak yazilir. (9) ve (113) ifadeleri (115) ifadesinde yerine yazildiginda ispat

tamamlanir.

Teorem 4.4.2. ¢, (t,vB )regle yiizeyinin normal vektorii 77, (t) ile gosterilsin. Bu vektor

asagidaki sekildedir:
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2

175 (t) = (—#sintcos(nt) —%S (t)sin(nt),

2

%cost cos(nt) —% R(t)sin(nt), (116)

2 2

I cos(nt)- Vr‘;rl sin? (nt)j.

m
Ispat: (5) ifadesinden ¢, (t,VB) regle ylizeyinin normali
7 (1) = 25, (t) 7 s, (1) (117)

olur. (117) ifadesindeki ¢ (t) vektorii ¢ (t,VB) regle yiizeyinin t ye gore tiirevidir.

Bu vektor
v (1) =7"(t)+vs X5 (1) (118)

olarak elde edilir. (16) ifadesinde a=b =0 ve c =1 yerine yazilirsa,

. n> . . n? . n? .
Xg(t)= Fsmtsm(nt),—Fcostsm(nt),—ﬁsm(nt) (119)

seklindedir. (10) ve (119) ifadesi (118) ifadesinde yerine yazilirsa

2

e (1) :(—%S (t)cos(nt)+ vr;r; sintsin(nt),

2

—ER(t)cos(nt)—Vﬁ]n costsin(nt), (120)

m 2

2 2

—n—zsin(nt)cos(nt)—VE‘n sin(nt)J
m m
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elde edilir. (117) ifadesindeki ¢, (t) vektorii g (t,v5) regle yiizeyinin vy ye gore

tirevidir. Bu vektor
05, (1)= X5 (121)

olarak elde edilir. (113) ifadesi (121) ifadesinde yerine yazilirsa,
oo (1)= (—P(t),—S (t),ﬂcos(nt)j (122)
B m

elde edilir. Simdi (120) ve (122) ifadelerini vektorel carpalim.

26 ()=((25),:(25),:(25),) ve o, (t)=(((pBVB ) (2, ), (e, )3) olmak iizere bu

vektorlerin vektorel carpimi

s () Apg, (t)= ((% )2 (%VB )3 _((/’& )3 (‘PBVB )2 '(4"8[ )3 ((”B»B )1 _(‘p& )1(¢Bvs )3 ’

(92),(0x, ), (08 ), (00, )

(123)

seklindedir. (120) ve (122) ifadelerinin bilesenleri (123) ifadesinde yerine yazilirsa,

(123) ifadesinin birinci bileseni

_ n . tcos? (nt n2 ) Qs t Van i t
(ﬁﬁa )2((03VB )3— —asm cos®(n )+Hcos cos(nt)sin(nt)— o costsin(nt)
.(ﬂcos(nt))
m
2 3

= _%sintcos3 (nt)+%costcos2 (nt)sin(nt)

3

_v;]r; costcos(nt)sin(nt)
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ve

2 2

((03[ )3 (%VB )2 = (—%sin(nt) cos(nt) — VE;: sin (nt)J.(—n costcos(nt) —sintsin(nt))

3 2
n° . ) n“ . ..,
=Fsm(nt)costcos (nt)+Fsmtsm (nt) cos(nt)

v,n® . v,n®
+-E—costcos(nt)sin(nt)+-—2—sintsin®(nt)
m m

ifadelerinin farkindan

2

n° . Vgh .
(goB[ )2 (go% )3 —((/’a )3 ((PBVB )2 = —Fsm tcos(nt) r 4 S(t)sin(nt) (124)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (123) ifadesinin ikinci bileseni

2 2

(% )3 (%VB )1 = [—%sin(nt) cos(nt) — VE;: sin (nt)j.(nsin tcos(nt) —costsin(nt))

n . . n’ i
= —Fsmtsm(nt) cos®(nt) + Fcost cos(nt)sin?(nt)

3 2
- VE;: sintsin(nt)cos(nt)Jr%costsin2 (nt)

ve

3_ m

.(2 cos(nt)]
m

2 3 3

= —%costcos3 (nt)—%sintsin (nt)cos? (nt)+ vanr; sintsin(nt)cos(nt)

2 2
(Q)B( )1 ((0% ) = (—%Costcos2 (nt)—n—sintsin (nt)cos(nt)+ vr;r; sintsin (nt)]

75



ifadelerinin farkindan

2

n Vg .
(603[ )3 ((0% )1 —((03( )1 (co% ) = Fcost cos(nt) - R(t)sin(nt) (125)

=
olarak elde edilir. Son olarak (123) ifadesinin ii¢iincii bileseni

2 2

((PB[ )1(40% )2 = (—%costcos2 (nt)—%sintsin(nt)cos(nt)+ v;]r; sintsin (nt)J

.(—ncost cos(nt) —sintsin(nt))

2

n n N
=—cos”tcos’ (nt)+—costcos’ (nt)sintsin(nt)
m m

3 2
+%sintsin (nt)costcos2 (nt)+%sin2 tsin? (nt)cos(nt)

v’ . A
——L—sintsin(nt)costcos(nt) - ——sin’tsin(nt)
m m

ve

2 2

(% )2 (%VB )1 = (—%sintcos2 (nt)+%costcos(nt)sin (nt)— vr;r; costsin (nt)j

.(nsintcos(nt) —costsin(nt))

2
=" §intcos? (nt)+£sintsin(nt)costcos2 (nt)

m m
n3 2 - - n2 2 HJ
+Hcostcos (nt)smtsm(nt)—acos tcos(nt)sin®(nt)
3 2

- vr;r; costcos(nt)sintsin(nt)+ vr;r; cos’tsin’ (nt)

ifadelerinin farkindan

76



:n—cos(nt)—Vann sin® (nt) (126)

seklinde elde edilir. (124), (125) ve (126) ifadeleri (123) ifadesinde yerine yazilirsa ve

(117) ifadesi goz ontinde bulundurulursa ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.3. Diizlemin sabit noktast M (X, Y,z) ve degisken bir noktast D (X, e, Z,)

olmak iizere, ¢, (t, VB) regle yiizeyinin teget diizlem denklemi asagidaki sekildedir:

(X=X, )(nsintcos(nt) +vyms (t)sin(nt))
—(y—Y,)(ncostcos(nt)—vymR (t)sin(nt))
—(z-1,)(nmcos(nt)—vgnsin®(nt)) =0.

Ispat: (116) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.4. ¢ (t,VB) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin V, parametresi asagidaki

sekildedir:

v, =0. (127)

Ispat: (2) ifadesinden ¢, (t,VB) regle yiizeyinin Striksiyon egrisinin v, parametresi

(Xg () A X5 (1), Xg () A7'(1)) (128)

olur. X, (t)=((Xg),+(Xe),+(Xs),) ve xB’(t)z((xB')l,(xB')z,(xB’)s) olmak iizere

bu iki vektoriin vektorel ¢arpimi

Xo (A% (1)=((Xe), (X&), ~(Xe)s (%)

(129)



seklindedir. (113) ve (119) ifadeleri (129) ifadesinde yazilirsa, (129) ifadesinin birinci

bileseni

(XB)Z(XB’) :(—ncostcos(nt)—sintsin(nt)).(—%zsin(nt)J

n : n° . . .
=—costcos(nt)sin(nt)+—sintsin’(nt)
m m

ve

X X = n cos(nt) n* costsin(nt) |= " cost cos(nt)sin(nt
(B)s BZ_E '_F ()—_F ()
ifadelerinin farkindan

(xB)z(xB')s—(xB)s(xB’) :%S(t)sin(nt) (130)

2

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (129) ifadesinin ikinci bileseni

1 <[ oo | osintsingnt) | - Esints
(XB)3(XB )1 _(m cos(nt)j(m2 smtsm(nt)] o sintsin(nt)cos(nt)
ve

3 2

: n® ... n :
(XB)l(XB )3 :—Esmtsm(nt)cos(nt)+Fcostsm2(nt),
ifadelerinin farkindan
~(Xa),(Xe'), == R(t)sin(nt) (131)

seklinde elde edilir. Son olarak (129) ifadesinin {igiincii bileseni

78



(Xq )l(XB’) =(nsintcos(nt) —costsin(nt))(—:q—;ostsin (nt)j

3 2
n° . . n 24 ain2
:—Fsmtsm(nt)costcos(nt)+Fcos tsin®(nt)

ve

(XB)Z(XB') :(—ncostcos(nt)—sintsin(nt))(:]—Zsintsin(nt)j

3 2
n . n” ., .
=——costcos(nt)sintsin(nt)——sin®tsin®(nt)
m m

ifadelerinin farkindan
~(Xa),(Xs') =—7sin? (nt) (132)
m

seklinde elde edilir. (130), (131) ve (132) ifadeleri, (129) ifadesinde yerine yazilirsa

X, (t)A Xg (1) {ﬂs (t)sin(nt),ﬂR(t)sin(nt),;—Zsinz (nt)j (133)

m m

olur. Diger taraftan XB(t)=((XB)1,(XB)2,(XB)3) ve ¥'(t)=(71,75,75) olmak iizere

bu iki vektoriin vektorel carpimi
Xs (177 (1) =((Xe), 75 (X)o7 (X )y ~(Xe ), 74 (Xa )72 =(Xe), 7 ) (13)

seklindedir. (10) ve (113) ifadeleri (134) ifadesinde yazilirsa, (134) ifadesinin birinci

bileseni

(Xg), 7, =(—ncostcos(nt) —sintsin(nt)).(—;—isin(nt) cos(nt)]
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n’ . n> . . .
=Fcostcosz(nt)sm(nt)+Fsmtsm2(nt)cos(nt)

ve
X , (n n.. n_. . .., n’ :
(Xg),7, = Ecos(nt) : —Esmtﬁtasmtsm (nt)+acostcos(nt)sm(nt)

n’ . n’ ... n’ :
:—Fsmtcos(nt)+Fsmtsm2(nt)cos(nt)+Fcostcosz(nt)sm(nt)

ifadelerinin farkindan

2

! ! n -
(Xg),7: —(X5), 7 =Fsmtcos(nt) (135)
seklinde elde edilir. Benzer sekilde (134) ifadesinin ikinci bileseni

2
r (N n n . O . -
(XB)3 " :(Ecos(nt)j.[—acost+Ecostsm2(nt)—Fsmtsm(nt)cos(nt)j

2 2 3
n n . n
= —— cost cos(nt) + — cost cos(nt) sin”(nt) —— sintsin(nt) cos’(nt)
m m m

ve
(Xg),7s = (nsintcos(nt)—costsin(nt)).[—;—isin(nt)cos(nt)j

n® .. n’ i
= —Fsm tsin(nt) cos?(nt) + Fcost cos(nt)sin®(nt)

ifadelerinin farkindan

2

! 14 n
(Xg), 7 —(Xg), 7 =—¥costcos(nt) (136)
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seklinde elde edilir. Son olarak (134) ifadesinin {igiincii bileseni
(Xg), 7, =(nsintcos(nt)—costsin(nt))

2
.(—ﬂsinwﬂsintsinz(nt) +n—costcos(nt)sin(nt)j
m m m

n® . n° ., . n’ L
= ——sin®tcos(nt) + —sin®tsin?(nt) cos(nt) + — cost cos?(nt)sin tsin(nt)
m m m

2
n . n - n .
+—costsintsin(nt) ——costsintsin®(nt) —— cos® t cos(nt) sin’(nt)
m m m

ve

(Xg), 7 =(-ncostcos(nt)—sintsin(nt))

2
n n . n“ . . .
.(——cost +—costsin®(nt) ——sintsin(nt) cos(nt)j
m m m

2 2 3
n n . n N
= —cos’ t cos(nt) —— cos” t cos(nt) sin’(nt) + — cost cos®(nt) sint sin(nt)
m m m

2
+£costsintsin(nt) —ﬂcostsintsin3(nt) +n—sin2tsin2(nt)cos(nt)
m m m

ifadelerinin farkindan

2

(X )72 —(Xg), 7 :—%cos(nt) (137)

seklinde elde edilir. (135), (136) ve (137) ifadeleri, (134) ifadesinde yerine yazilirsa

2 2 2
Xg (t)Ay'(t)= (%sintcos(nt), —%cost cos(nt), —%cos(nt)} (138)
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olur. (133) ve (138) ifadelerinin i¢ ¢arpimi

2

(X (£) A X (1), X (1) £ (1)) = [%s (t)sin(nt))(%sintcos ntj

(g

m

3 3

= %S (t)sintsin(nt)cos(nt)—%R(t)costcos(nt)sin(nt)

n’ -
—Ecos(nt)sm (nt),

(Xg(t)AXg (1), Xg (1) A7/ (1)) =0 (139)

seklinde bulunur. (133) ifadesinin kendisiyle i¢ ¢arpimi

(X (£) A X (£), X () A X2 (t)>:(%s(t)sin(nt)j2 +(£ R(t)sin(nt)jz

= %cos2 tcos’ (nt)sin®(nt)

2n’® i3
+Fcostcos(nt)smtsm (nt)

4 2
+%sin2tsin4 (nt)+%sin2tsin2 (nt)cos? (nt)

n* ., 2n® L
+Fsm (nt)—Fcostcos(nt)smtsm (nt)
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n* a4
+Wcos tsin®(nt),

(XB(t)AXg(t),XB(t)/\Xé(t)>:%sin2(nt) (140)

elde edilir. (139) ve (140) ifadeleri (128) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.4.5. ¢, (t,VB) regle ylizeyinin striksiyon egrisi g (t) ile gosterilsin. Bu

egrinin parametrik denklemi agagidaki sekildedir:

n-1 . n+1 . ]
t)=— sin((1+2n)t) — sin((1-2n)t) —2sint,
v (1) 4m(1+2n ((A+2n)) - ——sin((1-2n)t)

il cos((1+2n)t) + ffel cos((1—2n)t)+2cost,£cos(2nt) :
+2n 1-2n m

Ispat: (3) ifadesinden ¢, (t,vs ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi

v (t) =7 (t)+Ve (1) Xs (1) (141)

olur. (9), (113) ve (127) ifadeleri (141) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.4.6. ¢, (t, VB) regle yiizeyinin striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.
Teorem 4.4.7. Diizlemin sabit noktasi M(X,y,z) ve degisken bir noktasi
D7(X7Y y7,z7) olmak tizere, ¢, (t,VB) regle yiizeyinin asimptotik diizlem denklemi

asagidaki sekildedir:
(x=%,)mS(t)+(y—y,)mR(t)+(z—z,)nsin(nt)=0.
Ispat: (133) ifadesi (8) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.48. ¢, (t,VB) regle yiizeyinin dagilma parametresi pg (t) asagidaki

sekildedir:
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(t) _ cos(nt)

sin(nt) (142)

Ispat: (4), (119) ve (133) ifadesinden ¢, (t,VB) regle yiizeyinin dagilma parametresi

<7’(t)’ Xa () A Xq (t)>
[xa O

Ps (t) = (143)

olarak yazilir. (10) ve (133) ifadelerinin i¢ ¢arpimi
2
<7'(t), Xg (t)A X, (t)) = (—%costcosz(nt) —%sintsin(nt) cos(nt)j.(%s (t)sin (nt)j

+ —ﬂsintcosz(nt) + n—zcost cos(nt)sin(nt)}.(ﬂ R(t)sin (nt)j
m m m

+ —n—Zsin(nt)cos(nt)J.[n—Zsinz(nt)j
m m

2 3

= —%S (t)costcos®(nt)sin (nt)—%s (t)sintsin®(nt) cos(nt)

2 3

—% R(t)sintsin(nt)cos’(nt) +# R(t)costcos(nt)sin®(nt)

n4
—Fsins(nt)cos(nt)

n’ : n’ L
= —Fcosztcos%nt)sm (nt)—Wcostcosz(nt)smtsm2 (nt)

3 4
n ... nt .,
—sin tsin?(nt) cost cos?(nt) — Fsm2 tsin®(nt) cos(nt)

n° ., . n ..
—FsmztS|n(nt)cos3(nt)+Fsmtsm2(nt)costcosz(nt)
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3 4
n N n .
Jchostcosz(nt)smtsm2 (nt)—Fcosztcos(nt)sm3 (nt)

n* .
—Fsm (nt)cos(nt)

2 4
n : n* .
=—— cos’(nt)sin(nt)—— sin®(nt) cos(nt)
m m

n* .
—Wsm (nt)cos(nt),

2

<7/', Xg(t)A Xé(t)>=—%cos(nt)5in(nt) (144)

seklinde bulunur. (119) ifadesinin kendisiyle i¢ ¢arpimi

2 2 2

(X5 (1), X4 (1)) = [%sintsin(nt))z +(—%costsin(nt)}2 +(—n—sin(nt)f

m

n n* n
:Fsinztsin2 (nt)+mcosztsin2 (nt)JrFsin2 (nt),

(Xé(t),Xé(t)>=%sin2(nt) (145)

olarak elde edilir. (144) ve (145) ifadeleri (143) ifadesinde yerine yazilirsa ispat
tamamlanmis olur.

Sonug 4.4.9. cos(nt) = 0 oldugundan ¢ (t,V, ) regle yiizeyi agilabilir degildir.

45. Salkowski egrisi ve DN (t)+cB(t) vektoriinden elde edilen regle

yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t) vektorinde ozel olarak a=0 segilirse, (14)

ifadesinden
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Xye (1) =bN (t)+cB(t)= [b—r:sint—cP(t),—%ncost —cQ(t),~bn +%cos(nt)j (146)

elde edilir. Bu vektor Salkowski egrisinin normal diizleminde yatmaktadir.

Teorem 4.5.1. Dayanak egrisi y(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski

egrisinin normal diizleminde yatan bN (t) +cB (t) vektdrii olan regle ylizey ¢, (t, VNB)

ile gosterilsin. Bu ylizeyin parametrik denklemi asagidaki sekildedir, (Sekil 18):

- (t,vNB)z(L( N1 Gin(a+ 2nmyt) - 2L

sin((1—2n)t) —2sint
4m{1+2n 1-2n ( 2 j

+vNB(msint+cP(t)j,

m

n({l-n n+1

— cos((1+2n)t) + cos((1—2n)t) +2cost (147)
4m\1+2n 1-2n

bn
+Vyg (—Hcost—cQ(t)j,

4:12 cos(2nt) +V,, (—bn + %cos(nt)]).

Ispat: (1) ifadesinden ¢ (t, vy ) regle yiizeyinin parametrik denklemi

DPng (t’VNB) = 7(t) + Vs X g (t) (148)

olarak yazilir. (9) ve (146) ifadeleri (148) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.2. ¢ (t,Vys ) regle yiizeyinin normal vektdrii 7, (t) ile gdsterilsin. Bu

vektor agagidaki sekildedir:
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[ Regle yiizey

s Striksiyon egrisi

— S alkows ki egrisi

[ IRegle yiizey
s Striksiyon egrisi
m— Salkowski egrisi

Sekil 18. Salkowski egrisi ve bN (t)+cB(t) vektdriinden elde edilen regle yiizeyler

(a:O, b:c=m=1 igin)
5

2

2
e (1) = (—%sintcos(nt)—%s (t)sin(nt)

2 n2

bev,zn® . n b?v .
+¢smtcos(nt)—b—P(t)cos(nt)—Lsmt,
m m

m2

2

2
cn CVygh
—-costcos(nt) - —M—
m

R(t)sin (nt)—anQ(t)cos(nt)

bevygn? b*vy g’
———costcos(nt)+—L—cost,
m m

2 2 2

bevygn’ cn CVyh’ .
——M_cos(nt)+—cos(nt) - —2—sin*(nt)
m m

m

2 2 2
+k:nlz cos®(nt) — bmegnJ (149)

Ispat: (5) ifadesinden ¢, (t,V,; ) regle yiizeyinin normali
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e (t) = Png), (t) N Png) (t) (150)

VNB

olarak yazilir. (150) ifadesindeki ¢, (t) vektdrii @yg (t,Vyg) regle yiizeyinin t ye

gore tiirevidir. Bu vektor

Png) (t) = 7/(t) +Vyg X\ (t) (151)

t

olarak elde edilir. (16) ifadesinde a=0 yerine yazilirsa,

, cn® . . . bn cn? . bn . cn® .
XNB(t):(Fsmtsm(nt)+Hcost,—Fcostsm(nt)+ﬁsmt,—ﬁsm(nt)j (152)

bulunur. (10) ve (152) ifadeleri (151) ifadesinde yerine yazilirsa

2

Pne, (1) = (—%S (t)cos(nt) +%sintsin (nt)+b\/%ncost,

2
—% R(t)cos(nt) - Cvr“;]an costsin(nt)+ DViyg sint, (153)

m

2 2
n’ . oV n® .
——sin(nt) cos(nt) - ——sin (nt)j
m m

elde edilir. (150) ifadesindeki ¢ () vektorii gy (t,vyg) regle yiizeyinin vy ye

VNB

gore tlirevidir. Bu vektor

Pine) (t) = Xy (t) (154)

VNB

olarak elde edilir. (146) ifadesi (154) ifadesinde yerine yazilirsa,

L em iy it ot cost M oostry
Do) (t)_£ cP(t)+mS|nt, cQ(t) mcost,mcos(nt) bnj (155)

VNB
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elde edilir. Simdi (153) ve (155) ifadelerini vektorel ¢arpalim.
Pe), (1) = (((p(NB)t )1 ’(%Bx )2 (2 )3) ve

D), (t):((¢(NB)VNB )1,((0(NB)VNB )2’(¢(NB)WB )3) olmak tlizere bu vektorlerin vektorel

VNB

carpimi

Pne), (t) NPne), (t) = ((CD(NB)r )2 ((/’(NB)VNB )3 _(¢(NB)1 )3 ((D(NB)VNB )2 ,
(¢(N3)t )3 ((/)(NB)VNB )1 B ((p(NB)t )1 (¢(NB)VNB )3 , (156)

((17(1\18)t )1(¢(NB)VNB )2 _(gp(NB)l )2 (¢(NB)VNB )J

seklindedir. (153) ve (155) ifadelerinin bilesenleri (156) ifadesinde yerine yazilirsa,
(156) ifadesinin birinci bileseni

2

[ n_ 2 n :
((B(NB)t )2 (¢(NB)VNB )3 = (—Esmtcos (nt) +Fcostcos(nt)sm(nt)

2

CVy 5N . bv,gh . n

—N—Bzcostsm(nt)+¢S|nt].(c—cos(nt)—bn}
m m m

2 3
cn . 3 cn 2 H
= —Fsmtcos (nt) +Fcost cos”(nt)sin(nt)

2 3 2
CVygh . bevgn° .
—%costcos(nt)sm(nt)+%smtc05(nt)

bn® . bn® .
+—sintcos?(nt) —— cost cos(nt)sin(nt)
m m

bev,.n® . bv..n? .
—Mcostsin(nt)-——sint
m m

ve
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n’ . Vg’ .
(go(NB)l)g((p(NB)VNB)Z:(—Fsm(nt)cos(nt)— ':781 sm(nt)]

o n
.(—cn costcos(nt) —csintsin(nt) — b—costj
m

n? ) . civy n° .
=Wcostcos (nt)sm(nt)+%sm(nt)costcos(nt)

2 2 2
cn® .. civn® . . .
+— sintsin®(nt) cos(nt) + —&—sintsin?(nt)
m m

3

n . bev,,n’®
+Wcostcos(nt)sm(nt) +

n:‘f costsin(nt)

ifadelerinin farkindan

2

CVeN .
((‘7(NB)t )2 (q)(NB)VNB )3 _((p(NB)t )3 ((0(NB)VNB )2 =— mNB sin (nt)COSt cos(nt)

c’v..n° CV, . N?

n“ . . bev n° .
— = sintsin®(nt)+——sintcos(nt)
m m

n® . ) bn .
+——sintcos”(nt) ——cost cos(nt) sin(nt)
m m

b’v,n® . . cn® .
——8sint——-sintcos(nt)
m m

olarak elde edilir. Benzer sekilde (156) ifadesinin ikinci bileseni
[ n? ¢ . CVpgn’ . )
(w(NB)[ )3 (gD(NB)VNB )1 - _Fsm(n )COS(I‘] )—Tsm (n )

: . n .
.(cn sint cos(nt) —ccostsin(nt) + b—sm tj
m
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cn® . . . ) cn? ,
=——sintsin(nt) cos (nt)+Fcostcos(nt)sm (nt)
m

3 2 3
n° .. civn® . . .
—b—35|ntsm(nt)cos(nt)— M sintsin(nt)cos(nt)
m m

2 2 3
CVygh : bcvn® . .
+——8—costsin® (nt) - ——sintsin(nt)
m m

ve

2

n n“ . ..
((D(NB)‘ )1(¢(NB)VNB )3 = (—acostcosz(nt) —Hsmtsm(nt) cos(nt)

2
CVygN

+
mZ

sintsin(nt)+ bv#]Bn cost].(% cos(nt) —bnj

an 3 Cn3 . . 2
:_Fcostcos (nt)—Fsmtsm(nt)cos (nt)

2 3 2
+%sintsin(nt)eos(nthbcv#Bncostcos(nt)

2 3
n n° ..
+ b—cost cos®(nt) + b—sm tsin(nt) cos(nt)
m m

3 2 2
__bchan sintsin(nt)——b VI
m m
ifadelerinin farkindan
( ) —( ) =—sz¢nR(t)sin(nt)—mQ(t)cos(nt)
Pine), )\ Pive,,, ), ~\Pive), )\ Plne),, |, m m
(158)
bCV 2 2 n2 2

n bv cn
—M—costcos(nt)+—2—cost +—-cost cos(nt)
m m m
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elde edilir. Son olarak (156) ifadesinin tigiincii bileseni

2

[ n ’ n° . . .
((/’(NB)[ )1(¢(NB>VNB )2 = (—Ecostcos (nt) —Fsmtsm(nt) cos(nt)

2
CVpg® . . . bVygn
+— —sintsin(nt)+— —cost

m m

- n
.(—cn costcos(nt) —csintsin(nt) — b—costJ
m

cn® L. cn® . )
=——C0s"tcos’(nt) + —sintsin(nt) cost cos” (nt)
m m

v’ bevysn®
— =M sintsin(nt)cost cos(nt) - —L&—cos*tcos(nt)
m m

2
cn . cn® ., .
+-——costcos’(nt)sintsin(nt)+-——sin*tsin*(nt) cos(nt)
m m

2 2
cvV,.N° . : bcv,.n e

— =M sin®tsin®(nt) - —8—costsintsin(nt)
m m

bn> . bn®* . .
+—C0s" tcos” (nt) + —-sintsin(nt) cost cos(nt)
m m

3 2 2
2

bcv,.n L bv,,n
——M8costsintsin(nt)-——cos”t
m m

ve

2

[ n_ 2 n :
((D(NB)( )2 ((/’(NB)VNB )1 = (—Esmtcos (nt) +Fcostcos(nt)sm(nt)

2
CV,xN . bv..n .
— M8 costsin(nt)+—E—sint
m m
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: . n .
.(cn sint cos(nt) —ccostsin(nt) + b—sm tj
m

cn’ cn®
=———sin’tcos®(nt) + — cost cos*(nt) sintsin(nt)
m m

2 3 2

CVygh o bcv,gn® .

— =M costcos(nt)sintsin(nt)+—22—sin’tcos(nt)
m? m

n_. .. n’ .
+Msintsin (nt)costcos?(nt) — N cos?t cos(nt)sin?(nt)
m m

2 2
CV, N . bcv,.n CL
+——8—cos’ tsin® (nt) - —LE—costsintsin(nt)
m m
2 3

n? . n v
—tr)n—zsm2 tcos?(nt) + l::n—zcost cos(nt)sintsin(nt)

bevygn® iy b’vyen? .
——M—costsintsin(nt)+—22—sin*t
m m

ifadelerinin farkindan

_ bevgn? cn?
(A )1 (<”<NB>VNB )2 (s, )2 (%B)M )1 ==y cos(nt)+=_~cos(nt)
(159)
2 2 2

Covyen’ . n
e 5|n2(nt)+b—zcosz(nt)—
m m

2 2
b v gn
m2

seklinde elde edilir. (157), (158) ve (159) ifadeleri (156) ifadesinde yerine yazilirsa ve

(150) ifadesi goz onilinde bulundurulursa ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.3. Diizlemin sabit noktast M (X, Y, z) ve degisken bir noktast D, (XB’ 7 28)

olmak lizere, ¢, (t, VNB) regle ylizeyinin teget diizlem denklemi asagidaki sekildedir:
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(x—%, )(—cnsintcos(nt) —bmP (t)cos (nt) —b?v,;nmsint
—C%v,gMS (t)sin(nt)+bevgnsintcos(nt))

+(y- yg)(cn costcos(nt)—bmQ(t)cos(nt) +b*v,znmcost
—c’vgMR (t)sin(nt)—bcv,gncost cos(nt))
+(z- 28)(cnm cos(nt)+bncos” (nt)—bev,znncos(nt)

— bV —c?Vgnsin® (nt)) = 0.

Ispat: (149) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Teorem 454. ¢ (t,vy) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin v, parametresi
asagidaki sekildedir:
bcos? (nt)

Vg = ) 160
" b®+c?sin’(nt) (160)

Ispat: ilk dort boliimde agikga ispat yapildigindan dolay1 bu teoremin ispati icin (30)
ifadesinde a=0 yazilmasi yeterlidir.

Teorem 4.5.5. ¢, (t,VNB) regle ylizeyinin striksiyon egrisi ¥/, (t) ile gosterilsin. Bu

egrinin parametrik denklemi asagidaki sekildedir:

Ve (t):(L( N1 Gin(a+ 2mt - 2L

sin((1-2n)t) —2sint
Am\1+2n 1-2n (¢ 2 j

bcos®(nt) (bn .
—sint—cP(t) |,
szrczsinz(nt)[mSln ¢ ()j

n (1‘” cos((L+2n)t) + L

— n cos((1—2n)t) +2cost
Am\1+2n 1-2n
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bcos® (nt) (_b_ncost—CQ(t)j’

b*+csin’(nt) m

n bcos? (nt cn
e cos(2nt) + T sifﬁ ()nt) (—bn +Fcos(nt)n.

Ispat: (3) ifadesinden ¢ (t, vy ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi

Yne (t)zy(t)—i_VNB (t)xNB (t) (161)

olarak yazilir. (9), (146) ve (160) ifadeleri (161) ifadesinde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.
Sonug 4.5.6. b=0 olmasi durumunda @y (t,Vyg) regle yiizeyinin striksiyon egrisi ve
Salkowski egrisi ¢akisir.

Teorem 4.5.7. Diizlemin sabit noktast M (X, Y, z) ve degisken bir noktasi D, (ng Yo 29)

olmak iizere, @, (t,VNB) regle yiizeyinin asimptotik diizlem denklemi asagidaki

sekildedir:

(x—%,)(c’mS (t)sin(nt)—bensintcos(nt)+b*nmsint)
+(y- yg)(csz(t)sin (nt)+bencost cos(nt)—b*nm cost)
+(z-12,)(c’nsin? (nt)+bcnmcos(nt)+b2n) =0.

Ispat: (41) ifadesinde a=0 yerine yazilirsa

, c’n . bcn? . n? .
XNB(t)/\XNB(t):[FS(t)sm(nt)— — sintcos(nt)+ - sint,
C2n . 2 2,2
?R(t)sm(nt)+ " costcos(nt)— - cost,
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cn® ., ben? b’n?
sin“(nt)+ cos(nt)+ . 162
0 i (nt)+ 2T cos )+ 2 (12
elde edilir. (162) ifadesi (8) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.8. ¢ (t,Vys) regle yiizeyinin dagilma parametresi pyg () asagidaki
sekildedir:

(b2 +cz)cos(nt)sin(nt)

t)=—
0 c?sin?(nt) +b?

(163)

Ispat: (4), (152) ve (162) ifadesinden ¢, (t,VNB) regle ylizeyinin dagilma parametresi

<7/(t)’ Xya (1) A Xie (t)>
Xt (O

P (1) = (164)

olarak yazilir. (10) ve (162) ifadeleri i¢ garpilirsa

: : (.n 2y N
(r (t),XNB(t)/\XNB(t»_[ mcostcos (nt) msmtsm(nt)cos(nt)j

cn . cn® ., bcn? . n*
| — t t t t t)— t t t
(m costcos(nt)sin(nt)+ - sintsin’®(nt) o sintcos(nt)+ - sin j

2
n . n :
+ (——sm t cos®(nt) + — cost cos(nt)sm(nt)J
m m

2

2 2,2 2 2,2
.(ﬂsintsin(nt)cos(nt)—c n costsinz(nt)+bcn costcos(nt)—b n cost}
m m m m

m

2 2,2 2 2,2
+(—%sin(nt)cos(nt)}.(cmrl sinz(nt)+bcn cos(nt)+bmr; J

2,2 243

- cmr; cos?tcos’ (nt)sin(nt)—

—sintsin? (nt)costcos’(nt)
m
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n® . nd .

+bC3 slntcostcoss(nt)—b —sintcostcos®(nt)

m m

2.3 C2 4
—=—-costcos”(nt)sintsin®(nt) ——-sin*tsin®(nt)cos(nt)

m m

ben® ., b’n* . ,. .
i~ sin? tsin(nt) cos’ (nt) — — sin® tsin(nt) cos(nt)

C2n2 2,3
= sin®tsin(nt)cos® (nt) +

— costcos”(nt)sintsin® (nt)

3 2,3

n- . 3
—-sintcostcos (nt)+

—sintcost cos®(nt)
m

23 2.4

sintsin®(nt)costcos® (nt)— Cmrl

+ cos”tcos(nt)sin® (nt)

mZ

4 2.4

: n
cos? tcos’ (nt)sin(nt) — 2

2 -
o cos” t cos(nt) sin(nt)

bcn
+ 3
m

2,4 4 2,4

cn sine’(nt)cos(nt)—bcn sin(nt)cosz(nt)—b

sin(nt) cos(nt),
wor 3 por (nt) cos(nt)

2

(7' (), X s (1) A X g (t))z—%cos(nt)sin(nt)(bz +c?) (165)

elde edilir. (152) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

. 2 (cen® . . bn ’ cn? . bn . )
|Xe (1) :(Fsmtsm(ntﬁﬁcostj +[—Fcostsm(nt)+ﬁsmt]

{_C_rr:sin(m)]z

2.4 3 2,2 2,2

costsintsin(nt)+—-cos’t+—;
m m

bcn

=12
sin“t
m®

sinztsinz(nt)+2

m4
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2.4 3 2.4

: 2ben L :
i cos?tsin®(nt)— e costsintsin(nt) mz sin?(nt),
2
[Xio (1) =2 (0 +*sin’ (nt)) (166)

bulunur. (165) ve (166) ifadeleri (164) ifadesinde yerine yazilirsa, (163) ifadesi elde
edilir.
Sonu¢ 4.5.9. a=0 oldugu i¢in b ve ¢ nin ayni anda sifir olmast miimkiin degildir.

Bu yiizden ¢y (t,Vyg ) regle yiizeyi agilabilir degildir.

4.6. Salkowski egrisi ve aT (t)+ CB(t) vektoriinden elde edilen regle yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t) vektorinde ozel olarak b=0 segilirse, (14)

ifadesinden
X (1) = aT (t)+cB (1) :(—aS (t)—cP(t),—aR(t)—cQ(t),—%C(t)j (167)

elde edilir. Bu vektor Salkowski egrisinin rektifiyan diizleminde yatmaktadir.

Teorem 4.6.1. Dayanak egrisi 7(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin rektifiyan diizleminde yatan aT (t)+cB(t) vektdrii olan regle yiizey

@rg (t,vTB ) ile gosterilsin. Bu yiizeyin parametrik denklemi asagidaki gibidir, (Sekil 19):

o (LY, )= (%(11;\ sin((L+ 2n)t) —1”_+21n sin((1- 2n)t) - Zsintj

+v_ (-aS(t)—cP(t)),

— cos((1+ 2n)t) +
4dm

n({1l-n n+1
1+2n 1+2n

cos((1—2n)t) +2 cost) (168)

+V_(—aR(t)—-cQ(t)),

n n
ppe cos(2nt) +v_ (_E C (t)n
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Regle ylizey (a._, éi Regle ylzey

Salkowski egrisi Salkowski egrisi
(Striksiyon egrisi) (Striksiyon egrisi)

Sekil 19. Salkowski egrisi ve aT (t)+cB(t) vektdriinden elde edilen regle yiizeyler

(bzo, a:c:l

= m—l iginj
6 5

Ispat: (1) ifadesinden ¢, (t,vTB ) regle yiizeyinin parametrik denklemi

Pre (t’ VTB) = 7(t) + Vg X (t) (169)

olarak yazilir. (9) ve (167) ifadeleri (169) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.6.2. ¢ (t,vTB ) regle yiizeyinin normal vektorii 7, (t) ile gosterilsin. Bu

vektor asagidaki sekildedir:

—sintcos(nt) - vy, A(t)(aP (t)-cS (t)),

()= &

mim

—%costcos(nt)—VTBA(t)(aQ(t)—CR(t))’ (170)

—cncos(nt)+%A2 (t)j

Ispat: (19) ifadesinde b =0 yazilirsa ispat tamamlanir.
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Teorem 4.6.3. Diizlemin sabit noktasi M (X, y,z) ve degisken bir noktasi

Dlo(Xm ylo,zlo) olmak {lizere, ¢ (t,VTB) regle ylizeyinin teget diizlem denklemi

asagidaki sekildedir:

(X=X, )(~cnsintcos(nt)+v,mA(t)(aP (t)—-cS (t)))
+(y - Yi ) (cncostcos(nt) + v MA(t) (aQ (t) —cR(t)))
+(2-1,)(cnmcos(nt) - vy,nA* (t)) = 0.
Ispat: (170) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.6.4. ¢, (t,vTB )regle ylizeyinin striksiyon egrisinin V;; parametresi asagidaki

sekildedir:
Vs =0. (171)

Ispat: (30) ifadesinde b =0 yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.6.5. ¢ (t,VTB) regle yiizeyinin striksiyon egrisi (t) ile gosterilsin. Bu

egrinin parametrik denklemi asagidaki sekildedir:

n{n-1. n+1 . ]
t)=— sin((1+2n)t) — sin((1—2n)t) —2sint,
Vo (0)= g fbsin(w 20) - Lsin1-20))

1-n n+1

cos((1+2n)t) + cos((1—2n)t)+Zcost,lcos(2nt) :
+2n 1-2n m

Ispat: (3) ifadesinden ¢, (t,VTB) regle ylizeyinin striksiyon egrisi
Ve (t) = 7(t) +Vrg (t) X1s (t) (172)

olarak yazilir. (9), (167) ve (171) ifadeleri (172) ifadesinde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.
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Sonug 4.6.6. ¢, (t, VTB) regle ylizeyinin striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

Teorem 4.6.7. Diizlemin sabit noktasi M(X, y,z) ve degisken bir noktasi

Dll(xﬂv Yirs le) olmak lizere, ¢, (t,VTB) regle ylizeyinin asimptotik diizlem denklemi

asagidaki seklindedir:

(x=x,)m(C(t)cost —nA(t)sint)+(y -y, )m(C(t)sint+nA(t)cost)
—(z-1z,)nA(t)=0.

Ispat: (41) ifadesinde b =0 yazildiginda

Xa () A X (1) = (ﬂ A(t)(=C (t)cost + nA(t)sint),
(173)

_% A(t)(C (t)sint + nA(t)cost),rrr]]—z2 A? (t)j

elde edilir. (173) ifadesi (8) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.6.8. ¢ (t,vm) regle yiizeyinin dagilma parametresi o, (t) asagidaki
sekildedir:

pa(t)=- ) (174)

Ispat: (4) ifadesinden ¢, (t,vTB ) regle yiizeyinin dagilma parametresi

<7/'(t)’ X1a (1) A X1 (t)>
[xis (0

prs (1) a7s)

olarak yazilir. (10) ve (173) ifadeleri i¢ carpilirsa
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. . (.n RPN | L
(7' (1), X5g (t) A X5 (1)) —( mcostcos (nt) ~ smtsm(nt)cos(nt)]

{

n . n’ :
+ (——sm t cos’ (nt) + — cost cos(nt) sm(nt)J
m m

A(t)(—C(t)cost + nA(t)sint))

3|

(—% A(t)(C(t)sint+ nA(t)cost))

_[n_zzsin(nt) cos(nt)].[n—z2 A (t)j
- m

2

_ _% A(t)costcos’ (nt)(—C (t)cost + nA(t)sint)

3

- % A(t)sintsin(nt) cos(nt) (~C (t)cost + nA(t)sint)

2

+ % A(t)sintcos’ (nt) (C(t)sint +nA(t)cost)

3

- % A(t)cost cos(nt)sin(nt) (C (t)sint+ nA(t)cost)

4

_ ”_4 A? (t)sin(nt) cos(nt)
m

2 3
= n_z A(t)C(t)cos*tcos?(nt) - % A?(t)sintcostcos®(nt)

3

+ % A(t)C(t)sintsin(nt) cost cos(nt)

4

—% A?(t)sin® tsin(nt) cos(nt)
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2 3
+— A(t)C(t)sin’tcos*(nt) +% A*(t)sint cost cos?(nt)

—— A(t)C(t)costcos(nt)sintsin(nt)

4 4

—% A*(t)cos’ tcos(nt)sin(nt) — % A’ (t)sin(nt) cos(nt)

n? ) n” ..\ .
:FA(t)C(t)cos (nt)—WA (t)sin(nt) cos(nt),

2

(7' (1), X () A X1 (1)) = —%cos(nt) (accos(nt)+c’sin(nt)) (176)

elde edilir. (16) ifadesinde b =0 yazilirsa,

Xle (t):(%A(t)sint,—rr;—z2 A(t)cost,—n—r;A(t)] A77)

seklindedir. (177) ifadesi kendisiyle i¢ carpilirsa

X! (t)HZ - (:]_22 A(t)sintj2 +[—:1—22 A(t)costj2 +[_”_2 A(t))z

4 4 4

= % A’ (t)sin2t+% A? (t)coszt+%A2 (1),

Xz, (O = A1) (178)

bulunur. (176) ve (178) ifadeleri (175) ifadesinde yerine yazilirsa (174) ifadesi elde
edilir.

Sonuc 4.6.9. ¢ =0 olmasi durumunda ¢, (t,vTB ) regle ylizeyi agilabilirdir.
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4.7.Salkowski egrisi ve aT (t) +bN (t) vektoriinden elde edilen regle yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN(t)+cB(t) vektorinde ozel olarak c=0 segilirse, (14)

ifadesinden

Xqy (t)=aT (t)+bN(t) = (—as (t)+b—r:sint,—aR (t)—%cost,—%sin(nt) —bnj (179)

elde edilir. Bu vektor Salkowski egrisinin oskiilator diizleminde yatmaktadir.

Teorem 4.7.1. Dayanak egrisi y(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin oskiilator diizleminde yatan aT (t) +bN (t) vektorii olan regle yiizey

@ry (t,Vgy ) ile gosterilsin. Bu yiizeyin parametrik denklemi agagidaki gibidir, (Sekil 20):

n+1

n-1 . . 1.
(/3 (t,vTN ) = (E[MS"]«“ 2n)t) —msm((l—Zn)t) —EsmtJ

+V_ (—aS (t)+b—nsint],

m

n 1-n n+1
—| —————cos((1+2n)t) +
(4(1+2n) (¢ ) 4

1
- m cos((1—2n)t) + ECOStj (180)

+V (—aR(t)—b—ncost],

m

n

> cos(2nt) +v (—@sin(nt)—an.
4m ™ m

Ispat: (1) ifadesinden ¢, (t, Vi ) regle ylizeyinin parametrik denklemi

Py (t7VTN ) = 7/(t)+VTN X (t) (181)

olarak yazilir. (9) ve (179) ifadeleri (181) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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2 Regle yiizey | ;' Regle ylizey
s StriKSiyON riSi A s Striksiyon egrisi
w— S alkowski egrisi m— S alkowski egrisi

Sekil 20. Salkowski egrisi ve aT (t)+bN (t) vektoriinden elde edilen regle yiizeyler

(C:O, a=b=1, m=1 igin}
3 5

Teorem 4.7.2. ¢y (t,Vy ) regle yiizeyinin normal vektdrii 7y, (t) ile gdsterilsin. Bu

vektor agagidaki sekildedir:

2

e (1) = (_an P(t)cos(nt)+% P(t)cos(nt)

2 2 2
—Msintsin (nt)—bvisint,
m
bn a’v,n
—FQ(t)+—Q(t)cos(nt)
2 2 2
—Mcostsin(ntﬁbv%ncost,
2 2 2 2 2 2
+tr)nizcosz(nt)+ab\/%nsin(nt)—%cosz(nt)—bv%j. (182)

105



Ispat: (5) ifadesinden ¢ (t,V; ) regle yiizeyinin normali

v (£) = Oy ) (t) A @y i (t) (183)

N

olarak yazilir. (183) ifadesindeki ¢y, (t) vektorii ¢y (t,Vyy ) regle yiizeyinin t ye

gore tiirevidir. Bu vektor

Pny (1) =7"(t) + vy Xqy (1) (184)

t

olarak elde edilir. (16) ifadesinde ¢ =0 yerine yazilirsa,

, an® . bn an’ bn . an’
X1y (t):(Fsmtcos(nt)+Ecost,—Fcostcos(nt)+Hsmt,—?cos(nt)J (185)

seklindedir. (10) ve (185) ifadesi (184) ifadesinde yerine yazilirsa,

2
P (t) =(—%S (t)cos(nt) + a\;;l(zn sintcos(nt)+ b\:;n cost,

t

n’ n .
aVX2 costcos(nt)+bVX sint, (186)
m m

n
- R(t)cos(nt) -

n’ . av, n’
—Fsm(nt)cos(nt)— X

cos(nt)j

elde edilir. (183) ifadesindeki ¢, (t) vektorii g, (t.Vy) regle yiizeyinin vi,, ye
VN

gore tiirevidir. Bu vektor
(0(TN)VrN (t) =X () (187)
olarak elde edilir. (179) ifadesi (187) ifadesinde yerine yazilirsa,
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bn . bn an .
Prn) (t):(—aS(t)+HS|nt,—aR(t)—Fcost,—Hsm(nt)—bn) (188)

VIN

elde edilir. Simdi (186) ve (188) ifadelerini vektorel ¢arpalim.
P, (1) = ((‘P(TN), )1 : (%Nx )Z ’(%Nx )3) ve

P (t) = ((@TN o )1 , ((D(TN)VTN )2 ,((D(TN o )3) olmak {iizere bu vektorlerin vektorel

VTN

carpimi
Py, (t) NPy, (t) = ((¢(TN ) )2 ((/’(TN e )3 - (ﬁﬁ(m)t )3 ((p(TN o )2 '
(2 ), (2, )~ (1, ) (@, ). (189)

((P(TN ) )1 (%N )l )2 ‘(%N ) )2 (¢<TN b )1)

seklindedir. (186) ve (188) ifadelerinin bilesenleri (189) ifadesinde yerine yazilirsa,
(189) ifadesinin birinci bileseni

2

n_. n :
(go(TN)t )2 (q’(TN)vm )3 = (—Esm tcos?(nt) +Fcostcos(nt)sm(nt)

2

n’ n . :
_ costcos(nt)+bVX smt}(—@sm(nt)—bnj
m m m

2 3
an® . . ) an .
:Fsmtsm(nt)cos (nt)—Fcostcos(nt)sm (nt)

2 3 2

a‘v,n : abv,n® . .
mx3 costcos(nt)sin(nt)— mxz sintsin(nt)

+

bn® . bn® .
+——sintcos®(nt) ——— cost cos(nt)sin(nt)
m m
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abv, n’ bv,n? .
X—costcos(nt)——=—sint
m m

+

ve

m

n® . av, n’ bn
(qo(TN)‘)s(go(TN)WN )2:(—Fsm(nt)cos(nt)— r>;1 cos(nt)j.(—aR(t)——cost)

2

- ?niz R(t)sin(nt)cos(nt) +

a’v,n?

R(t)cos(nt)

3 3
. abv,n
+—-cost cos(nt)sin(nt) + —X——cost cos(nt)
m m

ifadelerinin farkindan
B avaan.t. . bnz.t 2 (nt
(gp(m)t )2((/)(TN)WN )3—(¢(TN)1 )3(¢<TN)VTN )2_—Tsm sm(n)+?sm cos(nt)

—mcost cos(nt)sin(nt)
m

(190)
b .n? . a’v..n® .
——Isint——™—sintcos’ (nt)

m m
a’v,n

+ - costcos(nt)sin(nt)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (189) ifadesinin ikinci bileseni

n’ . av, n’ bn .
(¢(TN)‘)3(¢(TN)WN )l:L—Fsm(nt)cos(nt)— ;] cos(nt)j.(—as(t)Jr—smtj

m

2

- ?nlz S(t)sin(nt)cos(nt) +

a’v,n’

S(t)cos(nt)

3

n .. abv, n®
—Fsmtsm(nt)cos(nt)—

m’; sintcos(nt)
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ve

n n> . .
(q)(TN)t )1 ((p(m)vm )3 = [—Ecost cos®(nt) —Hsmtsm(nt) cos(nt)

2

v,.n® . v, n n_.
L2 . smtcos(nt)+b X cost}(—a—sm(nt)—bnj
m m m

n’ ) . an® . . .,
=Fcostcos (nt)S|n(nt)+FS|ntsm (nt) cos(nt)

aZVX n3 2

N v, n .
s smtsm(nt)cos(nt)—abmx2 costsin(nt)

n? bn® . .
+-—cost cos? (nt) + —sintsin(nt) cos(nt)
m m

abv,n® . b®v, n?
——X%—sintcos(nt)—-—X*—cost
m m

ifadelerinin farkindan

2 2 2 2

asv,n bv,n

X__costcos®(nt) + —X—cost
m

(Q)(TN ) )3 (¢(TN o )1 - (go(TN ) )1 (¢(TN)\:TN )3 -

abv, n? ) a’v,.n
¥—costsin(nt) + —=

sintsin(nt) cos(nt)

bn . . . bn?
——sintsin(nt) cos(nt) — ——cost cos*(nt)
m m

elde edilir. Son olarak (189) ifadesinin {igiincii bileseni

n n° . ..
(qo(TN)t )1 ((p(TN e )2 = (—Hcost cos’(nt) —Hsm tsin(nt) cos(nt)

2

av,n® . bv,n bn
+—X—sintcos(nt)+—= costj.(—aR(t)——costj
m m m
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an . an’ :
= —sintcost cos®(nt) ———cos® t cos®(nt)sin(nt)
m m

an’ an®
+——sin’ tsin(nt) cos*(nt) — —sintsin?(nt) cost cos(nt)
m m

2 2 2 3

a’v,n® a’vn® .
- mxz sin®tcos® (nt) + mX2 sintsin(nt) cost cos(nt)
abv,n

2
: v, n :
sintcostcos(nt) + ab—Xcos2 tsin(nt)
m

bn> ,. bn®* . .
+FC°S tcos (nt)+Fsmtsm(nt)costcos(nt)

3 2 2

) v, n
smtcostcos(nt)—b X cos’t
m

abv,n
m3

ve
n . ) n’ '
(go(TN)t )2(¢(TN)WN )1: —asmtcos (nt)+acostcos(nt)sm(nt)

2
av,n bv,n . n_.
——2%—costcos(nt)+—= smtj.(—as(t)+b—smtj
m m m

2

an . an® . ,. .
= —sintcost cos®(nt) + —sin® tsin(nt) cos?(nt)
m m

an’ an’
———cos”tcos®(nt) sin(nt) — — cost cos(nt) sintsin®(nt)
m m

2 2 2 3
a’vyn a’v,n N
+—>%—cos”tcos’ (nt) + —=—cost cos(nt)sintsin(nt)
m m
abv, n 2

. ven? ., .
sint cost cos(nt) — ab—xsm2 tsin(nt)
m
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bn> . ,. bn* -
—Fsm tcos (nt)+Fcostcos(nt)smtsm(nt)

2 2

abv, n’
m3

Vv, N
m2

sintcostcos(nt)+b sin’t

ifadelerinin farkindan

a’v,n? abv, n?

((D(TN)x)l((p(TN)WN );(go(m)‘)z((/)(m)w )1:— o cos? (nt)+ - sin(nt)

2 2
bvyn
m2

bn?
+—cos?*(nt) -
m

(192)

seklinde elde edilir.(190), (191) ve (192) ifadeleri (189) ifadesinde yerine yazilirsa ve

(183) ifadesi goz oniinde bulundurulursa ispat tamamlanir.

Teorem 4.7.3. Diizlemin sabit noktasi M(X,y,z) ve degisken bir noktasi

Dlz(Xu’ y12,212) olmak ftizere, ¢, (t,VTN) regle yiizeyinin teget diizlem denklemi

asagidaki sekildedir:

(x- Xu)(—bP(I)COS(nt)—bszanint+a2vTNP(t)cos(nt)—wsintsin(nt)

m

n

+(y- ylz)(—bQ(t)cos(nt) +b?v, ncost + aszNQ(t)cos(nt)—%costsin (nt)

m

2 2
+(z- 212)(%”0032 (nt)Jravaanin(nt)—%cos2 (nt)—b\/%nJ =0.

Ispat: (182) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

)

Teorem 4.7.4. ¢, (t,VTN) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin V;, parametresi

asagidaki sekildedir:
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bcos? (nt)

- ) 193
a’cos’ (nt)+b’ (193)

VT N

Ispat: (30) ifadesinde ¢ =0 yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.7.5. ¢y, (t,vTN ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi g, (t) asagidaki

sekildedir:

n({n-1. n+1 . .
vy (1) :(H(lJan sin((1+ 2n)t)—1+2n sm((1—2n)t)—23|ntj

bcos? (nt) bn .
—aS(t)+—sint |,
b2+azcosz(nt)( as(t)+ mSln ]

B 1 cos((1+2n)t) + ik
Am\ 1+ 2n 1-2n

cos((1—2n)t)+2 cost}

bcos? (nt)

- (aR(t)+b—ncostj,

b®+a®cos?(nt) m

n bcos? (nt) an .
cos(2nt) + ——sin(nt)=bn | |.
m? (2nt) b®+a’ cosz(nt)( m (nt) n

Ispat: (3) ifadesinden ¢, (t,vTN ) regle ylizeyinin striksiyon egrisi

Y (t) = V(t) +Vny (t) X (t) (194)

olarak yazilir. (9), (179) ve (193) ifadeleri (194) ifadesinde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 4.7.6. b=0 olmasi durumunda ¢, (t,VTN) regle ylizeyinin striksiyon egrisi ve

Salkowski egrisi ¢akisir.
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Teorem 4.7.7. Diizlemin sabit noktasi M (X, y,z) ve degisken bir noktasi
D, (X13' Yiss Zlg) olmak {lizere, ¢y, (t,vTN ) regle yiizeyinin asimptotik diizlem denklemi

asagidaki sekildedir:

(x— xlg)(—azP(t)cos(nt)+a—::]nsintsin(nt)+b2nsint]

—(y- y13).(azQ(t)cos(nt)+a?mcostsin (nt)+bn costj (195)

2 2
+(z- z@.(%cosz (nt)—abnsin(nt)+bFnJ =0.

Ispat: (41) ifadesinde ¢ =0 yazilirsa, (195) elde edilir.

Teorem 4.7.8. ¢y, (t,VTN)regle yiizeyinin dagilma parametresi pry (t) asagidaki

sekildedir:

b?sin(nt) cos(nt)

t)=— : 196
A (1) a’ cos®(nt) + b’ (199)
Ispat: (4) ve (179) ifadesinden ¢, (t,vTN )regle ylizeyinin dagilma parametresi
"(t), Xoy (1) A X7, (T
o (t) _ <7/ ( ) ™ ( )/\ ™ ( )> (197)

' 2
X )]
olarak yazilir. (10) ve (195) ifadeleri i¢ garpilirsa,

: , [ n DI | L
(7' (), Xy () A Xy (t))-( —costcos (nt) msmtsm(nt)cos(nt)j

an ) ) bn? . asin(nt)
| — t)(— [ t [ t —sint| b+ —~
(m cos(n )( acostsin(nt)+ansintcos(n ))+ - sin [ + - J]
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2
n . n .
+(——sm t cos’ (nt) + — cost cos(nt)sm(nt)]
m m

an . bn? asin(nt)
R t t t t t))— ttb+—~2
( - cos(n )(asm sin(nt)+ancostcos(n )) - cos ( + m D

+ (—n—ZSin(nt) cos(nt)j.( azr:z cos? (nt)— ﬁ(asin (nt) _RD
m m m m

a2n2 2.3 2,3
=——-cos”tcos’(nt)sin(nt)——--sintcostcos* (nt) ——sintcost cos(nt)
m m m
3 a2 3
——-sintsin(nt)cost cos’(nt) + —cost cos’ (nt)sintsin®(nt)
m m
nt o, b’n* . ,. .
——-sin’tsin(nt) cos® (nt) - —sin*tsin(nt) cos(nt)
m m
abn’ *n?
———sin’tsin’(nt)cos(nt) + ——cos® (nt)sin*tsin(nt)
m m
2.3 2.3 aZ 4
+—-sintcostcos* (nt)+—-sintcost cos’(nt) - ——sin(nt) cos’ (nt)
m m m
abn® 2 L a’n’ ) L,
+———costcos’(nt)sintsin(nt)———costcos’ (nt)sintsin® (nt)
m m
2,4 4
n . n .
b . cosztcos(nt)sm(nt)—ab3 cos” tcos(nt)sin® (nt)
m m
abn* . b*n* . a’n’ .
+——sin*(nt) cos(nt) ———sin(nt) cos(nt) - ——-cos” t cos’ ( nt)sin(nt)
m m m
, , b’n® .
(7' () Xoy (1) A Xy (1)) = - — sin(nt) cos(nt) (198)

elde edilir. (185) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa
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2.,4 3 2,2
[ Xz (t)HZ:amr: sinztcosz(nt)Jr2 N sintcost cos(nt)+ mr; cos’ t

m

244 3

+ cos?tcos® (nt) -

i 3 sintcostcos(nt)

2,2 2,4

=2
sin“t+
m? m?

+ cos’(nt).

b’n? a’n?
il =20 2

cos”(nt) (199)

bulunur. (198) ve (199) ifadeleri (197) ifadesinde yerine yazilirsa, (196) ifadesi elde
edilir.

Sonug¢ 4.7.9. b =0 olmasi durumunda ¢, (t,vTN ) regle yiizeyi agilabilirdir.

4.8. Salkowski egrisi ve T(t)+ N (t)+ B(t) vektoriinden elde edilen regle

yiizeyler
X (t)=aT (t)+bN (t)+cB(t) vektorinde 6zel olarak a=b=c=1 segilirse, (14)

ifadesinden

Xns (1) =T (1)+ N (1)+ B()

= (—S (t)- P(t)+%sint,—R(t)—Q(t)—%cost,%sin(nt)+%cos(nt)—n}

(200)

elde edilir.

Teorem 4.8.1. Dayanak egrisi y(t) Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin Frenet vektorlerinden elde edilen T (t) +N (t) +B (t) vektorli olan regle yiizey

P (t,VTNB) ile gosterilsin. Bu yiizeyin parametrik denklemi asagidaki sekildedir,
(Sekil 21):
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n(n-1_ n+1l . .
(pTNB(t,vTNB)z[R(lJrznS|n((1+2n)t)—1_2nS|n((1—2n)t)—25|ntj

o (-s(t)-P(t)+%sintj,

l( 1-n cos((1+2n)t) + n+l
4m

cos((1—2n)t) + 2cost 201
1+2n 1-2n (¢ 9 ) (201)

m

Vg (—R(t)—Q(t)—ﬂcostj

n n . n
p coS(2nt) + Vyg (Hsm (nt)+—cos(nt)- nD

m

I Regle yiizey
s Sriksiyon egrisi
s Salkowski €risi

Regle ylizey
s Striksiyon edrisi
— S 2l kowski egrisi

"

{’ ;

}}"A‘

Sekil 21. Salkowski egrisi ve T(t)+N(t)+B(t) vektoriinden elde edilen regle

yiizeyler (a=b=c=1, m=% iginj

Ispat: (1) ifadesinden ¢ (t,V;yg ) regle yiizeyinin parametrik denklemi

Prng (t’VTNB ) = 7(t) +Ving X1ng (t) (202)
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olarak yazilir. (9) ve (200) ifadeleri (202) ifadesinde yerine yazilirsa, ispat tamamlanir.

Teorem 4.8.2. ¢, (t,Vyyg ) regle yiizeyinin normal vektdrii 7, (t) ile gdsterilsin. Bu

vektor agagidaki sekildedir:

2
GE (—%sintcos(nt) —% P(t)cos(nt)+%cost(sin2 (nt)—cos’(nt))

2 2
—Msint(sin(nt)—cos(nt))—ZVTLn

. - sint(1+cos(nt)sin(nt)),

2
%costcos(nt)—%Q(t)cos(nt)+%sint(sin2 (nt)—cos’ (nt))

4 Vel cost(sin (nt)—cos(nt))+Mcost(l+ cos(nt)sin(nt)),
m? m

n? n? VN2
FCOSZ (nt)+ﬁcos(nt)+%(sm (nt)—cos(nt))

—ZVL‘gnZ(H cos(nt)sin(nt))]. (203)

m

Ispat: (18) ifadesinde a=b=c=1 yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (203)

ifadesi elde edilir.

Teorem 4.8.3. Diizlemin sabit noktasi M(X, y,z) ve degisken bir noktasi

D14(X14’ y14,zl4) olmak tizere, @, (t,VTNB) regle ylizeyinin teget diizlem denklemi

asagidaki sekildedir:

2
(x—x14)[—%sintcos(nt)—% P(t)cos(nt)+%cost(sin2 (nt)—cos?(nt))

v.n? . . PAVANN [ :
_ TI:?Z S,nt(sm(nt)—cos(nt))—%smt(brcos(nt)sm(nt))j
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2
VTNB n

+(y—Y14)(%COS'[COS(HI)—%Q(t)cos(nt)+ -

sint(sin’ (nt)—cos” (nt))

4 Ve cost(sin (nt)—cos(nt))+2VLancost(1+ cos(nt)sin(nt))
m? m

n* n? VieN’ [
+(z2-1,) 7 cos (nt)+Fcos(nt)+T(sm(nt)—cos(nt))
_2VTNBn2

=N (1+ cos(nt)sin(nt))j =0.

m

Ispat: (203) ifadesi (6) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 4.8.4. ¢ (t, V) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin V;, parametresi

asagidaki sekildedir:

- cos?(nt) _
™ 2(2+cos(nt)sin(nt))

(204)

Ispat: (21) ifadesinde a=b=c =1 yazilirsa ispat tamamlanur.
Teorem 4.8.5. @ (t,VTNB) regle ylizeyinin Wy, (t) striksiyon egrisi asagidaki
sekildedir:

Ve (t):(%(li‘zln sin((1+ 2n)t)—1n_+21n sin((l—2n)t)—25intj

cos’ (nt) [—S (t)_p(t)+£sintj,

i 2(1+cos(nt)sin(nt)) m

n{({1l-n n+1
— cos((1+2n)t) + cos((1—-2n)t) + 2cost
4dm (1+ 2n (¢ 9 1-2n (¢ ) j
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cos® (nt) (_R(t)—Q(t)—ECOStj’

" 2(1+cos(nt)sin(nt)) m

n cos’(nt) n . n
Wcos(Znt)Jr 2(1+cos(nt)sin(nt))(asm(nt)+acos(nt)_nﬁ'

Ispat: (3) ifadesinden ¢y (t,Vyg ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi

Yrne (t) = 7(t) +Ving (t) X e (t) (205)

olarak yazilir. (9), (200) ve (204) ifadeleri (205) ifadesinde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Sonug¢ 4.8.6. cos(nt)=0 oldugundan ¢ (t, V) regle yiizeyinin striksiyon egrisi,
Salkowski egrisinden farklidir.

Teorem 4.8.7. Dizlemin sabit noktas1 M (X, y,z) ve degisken bir noktasi
Dls(xﬁ] y151215) olmak tizere, @ (t,VTNB) regle ylizeyinin asimptotik diizlem

denklemi asagidaki sekildedir:

(=% )(S(t)cos(nt)+2nsint — P(t)sin(nt)+%sint(sin(nt)—cos(nt))j

+(y— Y55 )(R(t)cos(nt) - 2ncost —Q(t)sin(nt)+%cost(cos(nt)—sin(nt))j

+(z- 215)[2—r:(1+ cos(nt)sin(nt))+ n(cos(nt)—sin(nt))) =0.

Ispat: (41) ifadesinde a=b =c =1 yazilirsa ispat tamamlanmus olur.
Teorem 4.8.8. ¢ (t,Vyys) regle yiizeyinin dagilma parametresi g (t) asagidaki
sekildedir:

_cos(nt)(2sin(nt) +cos(nt))
2(cos(nt)sin(nt) +1)

P (t) =
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Ispat: (45) ifadesinde a =b =c =1 yazilirsa ispat tamamlanr.

Sonug 4.8.9. COS(nt) # 0 oldugundan ¢y, (t, VTNB) regle ylizeyi agilabilir degildir.
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5. SONUC VE ONERILER

4.1. bolimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski

egrisinin Frenet vektorlerinden elde edilen regle yiizeyin; ¢, (t,vx) yiizey denklemi,
n. ylizey normali, teget diizlem denklemi, v, parametresi, , striksiyon egrisi,

asimptotik diizlem denklemi ve p, dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu yiizey i¢in

Tablo 1’ deki geometrik yorumlara ulasilmustir.

Tablo 1. ¢, (t,vx ) regle ylizeyi i¢in geometrik yorumlar

Oy (t,vx) regle yiizeyi

_ bcos? (nt)

v, parametresi Vy —m
+

Sonug: b =0 olmasi durumunda striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

cos(nt)((bz +c° )sin(nt) +ac cos(nt))
A?(t)+b?

py dagilma parametresi Py =—

Sonug: b=c=0 olmasi durumunda ¢, (t, Vy ) regle yiizeyi agilabilirdir.

4.2. boliimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin teget vektoriinden elde edilen regle yiizeyin; ¢ (t,v;) yiizey denklemi, 7;
normali, teget diizlem denklemi, V, parametresi, y, striksiyon egrisi, asimptotik
diizlem denklemi ve p, dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu yiizey i¢in Tablo

2’deki geometrik yorumlara ulasilmistir.
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Tablo 2. ¢; (t,v; ) regle yiizeyi igin geometrik yorumlar

Vv, parametresi v; =0

Sonug: ¢ (t,v; ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

Px, dagilma parametresi Px, =0

Sonug: ¢; (t,v; ) regle yiizeyi agilabilirdir.

4.3. boliimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin normal vektériinden elde edilen ¢, (t,v, ) regle yiizeyinin; yiizey denklemi,
n, normali, teget diizlem denklemi, v, parametresi, y, striksiyon egrisi ve p,

dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu yiizey i¢in Tablo 3’ teki geometrik yorumlara

ulasilmistir.

Tablo 3. ¢, (t,vy ) regle yiizeyi i¢in geometrik yorumlar

v, parametresi vy =cos?(nt)

Sonug: ¢ (t, Vy ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi, Salkowski egrisinden farklidir.

py dagilma parametresi Py =—Ssin(nt) cos(nt)

Sonug: ¢y (t,vy ) regle yiizeyi agilabilir degildir.
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4.4. bolimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski

egrisinin binormal vektoriinden elde edilen regle ylizeyin;, ¢, (t,VB)yﬁzey denklemi,
n, normali, teget diizlem denklemi, v, parametresi, y; striksiyon egrisi, asimptotik

diizlem denklemi ve p, dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu yiizey i¢in Tablo 4’

teki geometrik yorumlara ulasiimistir.

Tablo 4. ¢, (t,v) regle yiizeyi igin geometrik yorumlar

Vg parametresi Vg =0

Sonug: ¢ (t,V, ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

_ cos(nt)

dagilma parametresi =
s CHEEIAP ® sin(nt)

Sonug: @, (t,VB) regle ylizeyi agilabilir degildir.

4.5. boliimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin rektifiyan diizleminde yatan bN (t)+CB (t) vektorii olan regle yiizeyin;
¢us (t,Vyg) yiizey denklemi, 7., normali, teget diizlem denklemi, v,, parametresi,
W\ Striksiyon egrisi, asimptotik diizlem denklemi ve p,; dagilma parametresi

hesaplanmistir. Bu regle yiizey i¢in Tablo 5’teki geometrik yorumlara ulasgiimustir.

4.6. bolimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin teget diizleminde yatan aT (t)+cB(t) vektdrii olan regle yiizeyin; ¢ (t,Vyg)
ylizey denklemi, 77;; normali, teget diizlem denklemi, v;; parametresi, y., striksiyon
egrisi ve p;; dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu regle yiizey i¢in Tablo 6’daki

geometrik yorumlara ulasilmistir.
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Tablo 5. ¢ (t,vNB) regle ylizeyi i¢in geometrik yorumlar

Pus (1 Vy ) regle yiizeyi

bcos? (nt)
b® +c?sin®(nt)

Vg Parametresi Vg =

Sonug: b =0 olmasi durumunda striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

(b*+c?)cos(nt)sin(nt)
c?sin?(nt) +b?

Pns dagilma parametresi Prg =~

Sonug: a, b ve ¢ ayni anda sifir olamayacagi icin ¢, (t,VNB) regle yiizeyi agilabilir
degildir.

Tablo 6. ¢ (t, V45 ) regle yiizeyi i¢in geometrik yorumlar

Vg parametresi Vg =0

Sonug: @, (t,vTB ) regle yiizeyinin striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

124



4.7. bolimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski
egrisinin oskiilatér diizleminde yatan aT (t)+bN(t) vektdrii olan regle yiizeyin;
@y (t,Viy ) yiizey denklemi, 77, normali, teget diizlem denklemi, vy, parametresi, y:,

striksiyon egrisi ve p;, dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu regle yiizey i¢in Tablo

7’deki geometrik yorumlara ulagilmistir.

Tablo 7. ¢y (1, Vg ) regle yiizeyi i¢in geometrik yorumlar

_ bcos? (nt)
Vin parametresi Vi = a’ cos? (nt) +b?

Sonug: b =0 olmasi durumunda striksiyon egrisi ve Salkowski egrisi ¢akisir.

b?sin(nt) cos(nt)
a’® cos®(nt) +b?

pry dagilma parametresi Oy =—

Sonug: b=0 olmasi durumunda ¢ (t,V; ) regle yiizeyi agilabilirdir.

4.8. boliimiinde dayanak egrisi Salkowski egrisi ve dogrultman vektorii Salkowski

egrisinin Frenet vektorlerinden elde edilen T(t)+ N (t)+ B(t) vektorii olan regle
ylzeyin; @ (t,VTNB) yizey denklemi, 7, normali, teget diizlem denklemi, Vi,

parametresi, .., striksiyon egrisi ve o, dagilma parametresi hesaplanmistir. Bu

regle yiizey i¢in Tablo 8’ deki geometrik yorumlara ulagilmistir.
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Tablo 8. ¢ (1, Vyyg ) regle yiizeyi igin geometrik yorumlar

- cos®(nt)
TNB 2(1+ cos(nt)Sin (nt))

Vg Parametresi

Sonug: @ (1, Vryg ) Tegle yiizeyinin striksiyon egrisi, Salkowski egrisinden farklidur.

Bu tez ¢aligmasinda, dayanak egrisi olarak 3-boyutlu Oklid uzayinda Salkowski

egrisinin Ve dogrultman vektorii olarak da onun Frenet vektorlerinin lineer bilesiminden
elde edilen vektorlerin alinmasiyla elde edilen regle yiizeylerin parametrik denklemleri
hesaplanmis, geometrik Ozellikleri incelenmis ve grafikleri ¢izilmistir. Benzer

caligmalar farkli egriler lizerinde veya farkli uzaylarda da yapilabilir.
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