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OZET

BELIRLI BiR SINIFTAKI ANALITIK FONKSIYONLAR iCIN SINIRDA
SCHWARZ LEMMASI

Hande Altinay
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali Adi
Matematik Tezli Yiiksek Lisans Programi
Danisman: Dog. Dr. Tugba Akyel
Maltepe Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii, 2023

Bu tez ¢alismasinda, genel olarak, birim dairede analitik, sinirli fonksiyonlarin sinir
davraniglart incelenmis olup, Sinirda Schwarz Lemmasi’nin farkli versiyonlar1 ele
alimmistir. Tez lic ana boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris kismidir ve bu
boliimde genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ayrica elde edilen sonuglart anlasilir kilmak
i¢in konuya ait temel tanimlar, teoremler ve sonuglar sunulmustur. Ikinci béliimde ise
birim dairede analitik ve belirli bir sinifa ait olan fonksiyonlar i¢in elde ettigimiz yeni
sonuglara yer verilmistir. Bu boliimde, ilk olarak, bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in Schwarz
Lemmasi’nin 6zel bir hali elde edilmistir. Daha sonra birim dairenin sinir noktasinda, ele
alinan siifa ait olan fonksiyonun {izerine agisal limitin mevcutlugu kosulu konulmustur
ve smirda acisal tlirevin modiliiniin asagidan degerlendirildigi esitsizlikler elde
edilmistir. Bu boliimde yer alan teoremlerde, fonksiyonun sifirlar1 hakkindaki farkl
durumlar ayr1 ayr1 incelenmistir ve elde edilen bazi esitsizliklerin kesinligi de
ispatlanmistir. Son bdliim olan {iglincii boliimde, inceledigimiz sinifa ait fonksiyon

ornekleri yer almaktadir.

Anahtar Sozciikler: Analitik Fonksiyon, Acisal Tiirev, Sinirda Schwarz Lemmasi,

A —spirallike Fonksiyon.



ABSTRACT

BOUNDARY SCHWARZ LEMMA FOR A CERTAIN CLASS OF ANALYTIC
FUNCTIONS

Hande Altinay
Master Thesis
Department of Mathematics
Master of Science in Mathematics with Thesis
Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Tugba Akyel
Maltepe University Graduate School, 2023

In general, in this thesis, the boundary behavior of analytic, bounded functions in the unit
disc is examined, and different versions of the Boundary Schwarz Lemma are discussed.
This thesis includes three main sections. The first section is the introduction and in this
section, a general knowledge of the literature is given. Also, basic definitions, theorems,
and corollaries are presented to make the obtained results more clear. In the second
section, new results are mentioned for a certain class of analytic functions in the unit disc.
In this section, a version of Schwarz Lemma is obtained for the functions belonging to
that class. Next, on the boundary point of the unit disc, the existence of the angular limit
of the function belonging to the class discussed is considered and the inequalities which
are estimated from below the modulus of the angular derivative are obtained on the
boundary. In the theorems in this section, different cases about the zeroes of the function
are examined separately and the sharpness of some of the obtained inequalities is proved.
In the third section, which is the last section, the examples of the functions belonging to

the examined class are given.

Keywords: Analytic Function, Angular Derivative, Boundary Schwarz Lemma,

A —spirallike Function.
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D ={z:|z| < 1}
T =0D = {z: |z| = 1}
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1. GiRiS
1.1 Problem

C kompleks diizlem, C = CU{oo} genisletilmis kompleks diizlem, D = {z: |z| < 1}
birim daire ve T = 0D = {z: |z| = 1} birim dairenin sinir1 olsun. Kompleks degiskenli
fonksiyonlar teorisinin temel teoremlerinden birisi maksimum modil ilkesidir.
Glintimiizdeki ifadesi Constantin Caratheodory tarafindan yazilan Schwarz Lemmast
maksimum modiil ilkesinin onemli bir sonucu olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Analizin
birgok alaninin gelismesinde kaynak olarak kullanilan Schwarz Lemmas1 asagidaki

sekilde ifade edilmektedir.

Lemma 1.1 (Schwarz Lemmasi): D bolgesinde tanimli analitik bir f fonksiyonu igin
f(0)=0ve|f(2)| <1,|z| <1 olsun. Bu takdirde

lf(2)| <z, zeD (1.1)

ve

If'(@ =1 (1.2)

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerde (birinci esitsizlikte herhangi bir z # 0 noktasi
igin) esitlik durumu yalnizca |A| = 1 olmak iizere f(z) = Az oldugunda miimkiindiir

(Markushevich, 1965; Ahlfors, 1979; Dineen, 1989).

Bu lemma, f fonksiyonu rotasyon (donme) degilse her bir |z| < r < 1 dairesinin kesin
olarak daha kiigiik bir daireye tasvir edildigini ifade etmektedir. Ayrica lemmanin
ifadesinden de anlagildig1 iizere Schwarz Lemmasi, sifir1 sifira gotiiren, birim daire
tizerinde taniml1 ve degerleri de birim dairede olan analitik fonksiyonlarin aldig1 degerler
tizerine kestirimler veren 6nemli bir sonugtur (Shoikhet vd., 2014; Krantz, 2011). Bir¢cok
onemli teoremin ispatinda Schwarz Lemmasi’nin etkisi goriilmektedir. Bu teoremlerden
birisi, sinirli tam (tiim kompleks diizlemde analitik) fonksiyonun sabit oldugu sonucunu

veren Liouville Teoremi’dir (Boas, 2010).



Tanim 1.2 (Mébius Doniisiimii): Birim dairenin kendi kendisine konform tasvirleri, 0 <

0 < 21 olmak tizere

R = e <1 (13)

seklindeki kesir lineer doniistimlerdir. (1.3) doniisiimiine Mobius Dontistimii denir.

Tamm 1.3 (Pseudo-Hiperbolik Mesafe): z,w € D igin

Z—W|

o=

seklinde tanimlanan ifadeye z ve w arasinda Psedo-Hiperbolik Mesafe denir.

Schwarz Lemmast’nin ilk genellemesi Schwarz-Pick Lemmasi’dir. Bu genelleme

Schwarz Lemmasi’ndaki f(0) = 0 kosulunun kaldirabilecegini géstermektedir.

Lemma 1.4 (Schwarz-Pick Lemmasi): D dairesinde tanimli olan analitik f fonksiyonu

icin |f(z)| < 1,|z| < 1 olsun. Bu takdirde

f(@) = f(20) Z — 2z,
1-f(z0)f(2) = 1— 2z V2 F Zo (1.4)
ve
'@l __ 1 s

1-lf@F ~ 1-z?

esitsizlikleri saglanir. (1.4) ve (1.5) esitsizliklerinde esitlik durumlart f fonksiyonunun
birim dairenin kendi kendine konform tasviri olmasi durumunda miimkiindiir (Ahlfors,
1979).

Tanim 1.3 dikkate alinirsa Schwarz—Pick Lemmasi

p(z,w) = p(f(2), f(W))

seklinde de ifade edilebilir.



Schwarz-Pick Lemmas1 geometrik fonksiyonlar teorisinin ileri gitmesinde 6nemli bir rol
oynamistir (Golusin, 1966; Beardon ve Carne, 1992; Mercer, 1997, 2006; Osserman,
1999a, 1999b; Beardon ve Minda, 2004; Krantz, 2006; Boas, 2010).

Schwarz Lemmasi’nin uygulama alam1 ¢ok genis oldugundan calismalar smira da
tasinmugtir. Asagidaki lemma Schwarz Lemmasi’nin sinir versiyonu olarak bilinmektedir.
Bu lemmada, temel olarak, Schwarz Lemmasi’nin kosullarini saglayan f fonksiyonunun
tirevinin modiilii, birim dairenin |f(c)| = 1 kosulunun saglandigi sinir noktalarinda
asagidan degerlendirilmektedir (Dubinin, 2004, 2015; Mateljevic, 2006; Jeong, 2011,
2014; Mercer, 2018; Mateljevic vd., 2022).

Lemma 1.5 (Simirda Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu D dairesinde analitik, f(0) =
0 ve |[f(2)] <1,|z| <1 olsun. Ayrica varsayalim ki f fonksiyonunun ¢ € T noktasina

stirekli devami miimkiindiir; |f(c)| = 1 ve f'(c) mevcuttur. Bu takdirde

2
lf' ()l = THIF70)] (1.6)
esitsizligi saglanir. (1.6) esitsizliginde esitlik hali (¢ = 1) oldugunda
f(z)=2z zra , 0<ax<1

1+az
fonksiyonu i¢in gergeklenir (Osserman, 2000).
(1.6) esitsizligi V.N. Dubinin tarafindan kuvvetlendirilmistir (Dubinin, 2004).
Sonug¢ 1.6: Teorem 1.5’in kosullar1 saglansin. O halde

If'(l=1 (1.7)

esitsizligi elde edilir. (1.7) esitsizliginde esitlik hali f(z) = e!*z (a — reel) oldugunda

miimkiindiir (Osserman, 2000).

(1.7) esitsizliginin geometrik fonksiyonlar teorisinde onemli uygulamalari mevcuttur.

Lemma 1.5’in kosullarina ilaveten, f fonksiyonunun D dairesinde yer alan sifirdan farkli



Z1, 23, ... , Zy Noktalarinda da sifira doniistiigli varsayilirsa (1.7) esitsizliginden daha kesin

bir esitsizlik olan

n 1— 2
oIz Y A
k=1

lc — z|?

esitsizligine ulasilir (Caratheodory, 1954).

Lemma 1.7: f fonksiyonu Schwarz Lemmasi’nin kosullarini saglasin. O halde

|z] + [ "(0)]

If(2)| < IZIW'

lz| <1 (1.8)

esitsizligi saglanir.

(1.8) esitsizligi Schwarz-Pick Lemmasi kullanilarak elde edilmektedir. Gergekten, (1.4)
esitsizliginde z, = 0 alalim. Bu takdirde (1.4) esitsizligi

‘f(Z)—f(O)
1-f(0)f(2)

‘S|Z|

formuna doniisiir. Son esitsizligin gerekli diizenlemelerle

_ l7A+1ro)

F@l< o]

(1.9)

esitsizligine denk oldugu goriiliir. Simdi Lemma 1.7’nin kosullarini gz 6niine alalim ve

g9(2) = @ fonksiyonunu dahil edelim. (1.9) esitsizligi g(z) fonksiyonu i¢in yazilirsa

|z + 19(0)]
IO TN
olurve |g(0)| = |f'(0)| oldugundan
|z + 1" (O]
R B0

esitsizligine ulagilir.



Simdi (1.6) ve (1.7) esitsizliklerinin nasil elde edildigini inceleyelim. Lemma 1.7 (1.6)
esitsizliginin ispatinda onemli bir rol oynamaktadir. f’nin Lemma 1.5’in kosullarini

sagladigini varsayalim. Herhangi b, ¢ € T i¢in

fz)—b

|z| = |cl

_1-f@)
=11

esitsizliginin saglandig1 agiktir. (1.8) esitsizligi kullanilirsa

L-If@| __ 1+l
1=l = 1+ OIl

elde edilir ve buradan da |z| = 1 kosulunda limite gegilirse

, 2
O 7]

esitsizligine ulagilir. Ayrica f’nin Schwarz Lemmasi’nin kosullarini sagladigi géz oniine

alinirsa |f'(0)| < 1 ve buradan da

, 2
£ Oz 7o 7700 = 1,

yani |f'(c)| = 1 elde edilir (Osserman, 2000).
f(0) = 0 kosulu kaldirilirsa Sinirda Schwarz Lemmasi’nin asagidaki genellemesi alinir.

Lemma 1.8: f fonksiyonu D dairesinde analitik, |f(z)| < 1, |z| < 1 olsun. Varsayalim
ki f fonksiyonunun bir ¢ € T noktasina siirekli devami miimkiindiir; [f(c)| = 1 ve f'(c)
mevcuttur. Bu takdirde

11700

2
A L OlFEaTIO)] (110

esitsizligi saglanir ve burada F(z) = % seklindedir (Osserman, 2000).

(1.9) ve (1.10) esitsizliklerinden daha giiclii esitsizlikler de mevcuttur. f(z) fonksiyonu

Schwarz Lemmas:’nin kosullarini saglasin ve ag = a; = - = a,_; = 0 olsun. O halde



|z| < 1 icin |f(2)| < |z|? ve |a,| < 1 esitsizlikleri dogrudur. Bu esitsizliklerde esitlik

elde etmek i¢in gerek ve yeter kosul
f(z) = AzP, ] =1 (1.11)
olmasidir.
f(2) = apzP + ap 2P 4 - (1.12)

formundaki f fonksiyonu i¢in (1.8) esitsizliginin daha kuvvetli formu

|Z|+|ap|

1.13
1+ |ap||z| ( )

If (@) < |27

esitsizligidir. (1.12)’deki fonksiyonun tizerine |f(c)| = 1 olmak {izere ¢ € T noktasina

stirekli devam ve de f'(c¢) mevcutlugu kosullar1 konulursa

POl > p+1%l
1+ |ap|
ve dolayisiyla
If'(ol=p

esitsizlikleri elde edilir. Esitlik hali yine (1.11)’deki fonksiyon i¢in miimkiindiir
(Osserman, 2000).

Bunlarin yaninda farkl tipteki sinir Schwarz lemmalart ve yukarida verilenlerle iligkili
sonuglar i¢in (Caratheodory, 1954; Polya ve Szego, 1972; Pommerenke, 1992; Burns ve

Krantz, 1994) referanslar1 da 6nemli kaynaklardir.

Daha sonraki ¢aligmalarda Lemma 1.5’in kosulunda yer alan f fonksiyonunun c € T
noktasina siirekli devami kosulu yerine, bu kosuldan daha genel olan ¢ € T noktasinda
acisal limitin mevcutlugu kosulu konularak, incelenen fonksiyonun agisal tiirevinin
asagidan degerlendirildigi sonuglar elde edilmistir (Caratheodory, 1954; Ornek, 2013;
Akyel ve Ornek, 2016, 2017; Akyel, 2021; Akyel, 2022). Ayrica son yillarda

miihendislik alanlarinda da Sinirda Schwarz Lemmasi’nin uygulamalarini iceren



calismalar yapilmaktadir (Ornek ve Diizenli, 2018a, 2018b, 2019a, 2019b; Kursun vd.,
2018; Ornek vd., 2022a, 2022b).

Tezdeki sonug¢larimizda da agisal limit ve agisal tiirev kullanilmaktadir. O halde agisal
limit ve agisal tiirevin tanimlari ile tez sonuglarimizi elde ederken kullandigimiz tanim ve

teoremleri verelim.

Tanmm 1.9: ¢ € T noktasi i¢in

/i
A={z€eD:larg(l1—-c2)|<a, |z—c|<p} (0 <a< 5P < 2cosa)

kiimesine Stolz Acisi denir. f: D — C seklinde bir fonksiyon olsun. z € A noktasi ¢
noktasindaki herhangi Stolz agisinin iginde ¢ noktasina yaklastiginda f(z) fonksiyonu da
a sayisina yaklasiyorsa, f fonksiyonu ¢ € T noktasinda a agisal limitine sahiptir denir. A

acisinin genisligi olan 2a sayis1 'den kiigiik herhangi bir say1 olabilir.

Tamim 1.10: f: D = D fonksiyonu c¢ noktasinda a agisal limitine sahip olsun. Eger ¢

noktasindaki her A Stolz agist1 i¢in

f@—a_

{—cceh ( —c

B

olacak sekilde S sayist mevcut ise 8’ya f fonksiyonunun c noktasinda agisal tiirevi denir

ve f'(c) ile isaretlenir (Pommerenke, 1992).

Lemma 1.11 (Julia-Wolff): ¢: D — D fonksiyonu ¢ € T noktasinda ¢(c) € T agisal
limitine sahip olsun. Bu takdirde ¢’(c) agisal tiirevi mevcuttur ve 1< |¢'(c)| < oo’dir
(Pommerenke, 1992).

Tamim 1.12 (Blaschke Carpim): zy, z,, ...,z |z,,| < 1,m = 1,2, ..., k olmak {izere

K
Zm — Z

B(z) =z"

1—-7Z,2z
m=1

seklinde tanimlanan fonksiyona Sonlu Blaschke Carpimi denir. Burada n negatif olmayan

bir tam sayidir. B(z) fonksiyonu birim daireyi kendisine tasvir eden analitik bir



fonksiyondur. Ayrica |z| = 1 i¢in |B(z)| = 1 esitligi saglanir. Burada z,,’lerin bazilari
tekrar edebilir. Ornegin, eger z,, p kez tekrar ediyorsa B(z) fonksiyonunun z,,
noktasinda p. mertebeden sifir1 vardir denir. Blaschke ¢arpimi sinirl analitik fonksiyonun
carpim seklindeki gosterimini ifade etmektedir. Blaschke ¢arpimi sonsuz ¢arpim seklinde
de tanimlanabilmektedir. Tezde sonlu Blaschke carpimi kullanildigi i¢in sonsuz Blaschke
carpimina deginilmemistir (Markushevich, 1965; Collingwood ve Lohwater, 1966;
Nevalinna, 1970).

Teorem 1.13: f (f # 0), 0 merkezli kapali bir daireyi kendisine tasvir eden analitik bir
fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Ayrica |f| maksimum degerini 0 merkezli kapali diskin «
sinir noktasinda alsin. O halde af’(a)/f () oran1 1’den kiigiik veya esit bir reel sayidir

(Polya ve Szego, 1972).

Simdi problemimizin temel materyali olan a mertebeden p — degerli A —spirallike

fonksiyonlar sinifinin tanimini verelim.

p pozitif tam say1 olsun. A ile birim dairede analitik olan
k=1

seklindeki fonksiyonlar1 igeren sinifi isaretleyelim. ¢(0) = 0 ve |p(2)| < |z|, z€ D
kosullarin1 saglayan, birim dairede analitik olan, sl @(z) fonksiyonlarinin

olusturdugu simnifi da M ile gosterelim.

Tamm 1.14: |1 <§ icin

Re[ei’l<%—a>l>0, Zz€D

veya

Re eng;(z) > acosi, Z€D
9(2)



esitsizligini saglayan g(z) € A fonksiyonuna a (0 < a < p) mertebeden p — degerli
(p — valent) A —spirallike fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu simif
SA(p, ) ile gosterilir (Patil ve Thakare, 1979; Aouf, 1987).

Birim dairede analitik olan, P(0) = p ve ReP(z) > a (0 < a < p) kosullarini saglayan

P(z)=p+ Z cez®
k=1

seklindeki fonksiyonlari igeren sinif P(p, &) olsun.
Lemma 1.15: P € P(p, @) olmasi igin gerek ve yeter sart

p— (- 2a)p(2)
1+ ¢(2)

P(z) =

olmasidir. Burada ¢ (z) = z¢p(2) ve |¢p(2)| < 1, |z| < 1 (Patil ve Thakare, 1979).

Asagidaki lemma S*(p, @) smifindaki fonksiyonlar ile P(p, a) smifindaki fonksiyonlarm

arasindaki iliskiyi ifade etmektedir.
Lemma 1.16: g € S*(p, a) olsun. Bu takdirde

zg'(2) p— (- 2a)p(2)

esecl — iptand = (1.14)
9@ 7 1+
esitligi saglanir (Patil ve Thakare, 1979).
ispat: g € S*(p, a) olsun.
et (M> — ipsinl
$(z) = —2L2
cosA

fonksiyonunu dahil edelim. Agiktir ki ¢(0) = p’dir ve

i1 (Zg'(Z)) — ipsind
psin 1 o (zg'(2)
_ g9(z) — ir (29
Re¢(z) = Re v v Re le ( 9@ )l >a



dogrudur. O halde g fonksiyonunun a mertebeden A —spirallike fonksiyon olmasi igin

gerek ve yeter kosul

il zg'(z)

= cosA P(z) + ipsinA
9(2) P

olacak sekilde bir P € P(p, a) fonksiyonunun mevcut olmasidir. Bu takdirde Lemma
1.15 ile (1.14) esitligi elde edilir.

Calismamizda, bir¢ok 6nemli alanda etkinligi olan %S) fonksiyonunu kullaniyoruz.

Burada g(z) yukarida tanimini verdigimiz S*(p, @) smifina ait olan analitik bir
fonksiyondur. Temel kaynak olarak, sirasiyla, Schwarz Lemmasi ve Sinirda Schwarz
Lemmas1’ni alarak, g(z) fonksiyonunun b, ; katsayis1 yukaridan degerlendirilecektir ve

zg'(z
9(2)

tirevinin modiiliiniin asagidan degerlendirilmesi neticesinde yeni esitsizlikler elde

) fonksiyonunun agisal

9(2) € S*(a,p) olmak iizere birim dairenin siir noktasinda

edilecektir. Baska bir degisle, S*(p, @) sinifina ait fonksiyonlar igin Smirda Schwarz
Lemmast’nin simifa uygun versiyonlarin1 yazmayi hedefliyoruz. Bu kestirimlerde g(z)
fonksiyonu i¢in genel hal, g(z) — zP fonksiyonunun sifirdan farkli sifiri olmamasi
durumu ve de g(z) — zP fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlarinin da olmasi durumu goz
oniine alinacaktir. Elde edecegimiz teoremlerimizde, g(z) € S*(p, a) fonksiyonunun
acisal limite sahip olmas1 kosulu mevcut olacaktir. Burada Julia-Wolff Lemmas: agisal
limitin mevcutlugu kosulu altinda agisal tiirevin varligin1 garanti etmektedir. Ayrica elde
edecegimiz kestirimlerin kesinliklerini de incelemeyi ve ¢alistigimiz sinifa ait fonksiyon

ornekleri vermeyi planliyoruz.
1.2 Amag

Bu c¢alismanin amaci birim dairede analitik olan fonksiyonlarin yeni bir sinifinda
fonksiyonun Taylor agilimindaki ikinci katsayi igin bir iist sinir tanimlamaktir. Ayrica bu
yeni sinifa ait g(z) fonksiyonu i¢in birim dairenin simnir noktasinda agisal limitin

zg'(z)
9(z)

degerlendirmeler elde etmektir.

mevcutlugu kosulu altinda oraninin agisal tiirevinin modiilii i¢in asagidan
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1.3 Onem

Kompleks analizin temel taslarindan olan Schwarz Lemmasi’nin uygulanabilirlik alani
cok genis oldugundan bu konu her zaman arastirmacilarin dikkat merkezinde olmustur.
Son yillarda uygulama alaninda da Schwarz Lemmasi ile ilgili ¢ok 6nemli sonuglar elde
edilmistir (Ornek ve Diizenli, 2018a, 2018b, 2019a, 2019b; Kursun vd., 2018; Ornek vd.,
2022a, 2022Db). Bu baglamda calismada elde edilen sonuglar Schwarz Lemmasi ile ilgili
caligmalara katki saglamasi ve de yeni uygulama alanlarina yol gosterici olmasi agisindan

Onem tasimaktadir.

1.4 Varsayimlar

Tezdeki hedef Zgg(—i)z) fonksiyonunun agisal tiirevi lizerinde ¢aligmaktir. Agisal tiirevden

bahsedebilmek ic¢in incelenecek olan sinifa ait g(z) fonksiyonunun agisal limitinin
mevcut oldugu varsayilacaktir. Boylelikle Julia-Wolff Lemma olarak isimlendirilen
yardimer teorem sayesinde agisal tiirevin mevcutlugu garanti edilecektir. g(z) — zP
fonksiyonunun z = 0’dan farkli sifirlarinin olmasi ve olmamasi varsayimlari ayri ayri ele

alinacak ve birbirleri ile kiyaslanabilen esitsizlikler elde edilecektir.
1.5 Simirhiklar

Tez ¢aligsmasi kapsaminda, ikincil kaynaklardan istifade edilmek suretiyle, konuya iligkin
basili eserler, teorik ¢ergeveye iliskin kitaplar, akademik tezler ve makaleler

kullanilmaktadir.
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2. TEMEL SONUCLAR

zg' ()
g9(2)

Bu bélimde g(z) € S*(p,a) olmak iizere fonksiyonunun birim g¢ember

tizerindeki bir ¢ noktasinda agisal tiirevinin modiiliiniin asagidan degerlendirildigi

esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 1.16’dan

: '(z) . p—(p—2a)p(2)
et sec A — iptanl =
9@ 7* e
oldugunu biliyoruz. Buradan, temel islemlerle h(z) = Z:Z;S) olmak iizere
p—h(2)

¢(z) = e (2.1)

e*h(z) + pe~i* — 2acosA
elde edilir. Agiktir ki ¢(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasi’nin kosullarini saglar. O halde
l¢’(0)| < 1°dir. Bu durumda

p+ @+ Dbp1z+ @+ 2)bpipz” + -

h =
(Z) 1 + bp+1Z + bp+2Z2 +

)

[P — P —bpy1z - (pr+2 - b1§+1)zz + ]
eil[p + bpyz + (pr+2 - b12;+1)22 + ] + pe~id — 2acosA

p(z) = e

bp+1Z + (pr+2 - b;_l_l)Zz + b
eil[p + bpyz + (pr+2 - b12;+1)22 + ] + pe~id — 2acosA '

— il

@) _ i bpe1 + (2bysz — bjaa)z + -
z em[P + bpi1z + (pr+2 - b12)+1)22 + ] +pe~ — 2acosd’
|bp1]|
"(0)| = . Ppril <1
l9"(0)] 2(p — a)cosd —

ve buradan da
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|byi1| < 2(p — @)cosa (2.2)

sonucuna ulagilir. (2.2) esitsizligi kesindir. Gerg¢ekten

7D
(1- Z)Z(p—a)cosle‘m

g9(z) =

olsun. Bu takdirde

Zp
(1- Z)Z(p—a)cosle‘m !

Zp + bp+1Zp+1 + bp+2Zp+2 + e =

1
1+bp+1Z+bp+ZZZ+'” = —iA

- (l_z)z(p—a)cos)le

1— (1 _ Z)Z(p—a)cosle‘m

bp+1Z + bp+222 + -

)

(1- Z)z(p—a)cos/le‘i’1

1—(1- Z)Z(p—a)cosle‘m

bpy1 + bpypz+ - = o Z)Z(p—a)cosle_m

aliir. Sonuncu esitlikte z — 0 kosulunda limite gegersek
|bp+1| =2(p — a)cosA (2.3)
bulunur. Boylelikle asagidaki lemmayi ispatlamis olduk.

Lemma2.1: g(z) € S*(a, p) olsun. Bu takdirde |b, 1| < 2(p — a)cosA elde edilir; dyle
ki (2.2) iliskisinde

Zp
(1-— Z)Z(p—a)cosle—m

g(z) =

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Teorem 2.2: g(z) € S*(a, p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

cg'(c) _ 2ipsinA+2acosl
9@ zet?

acisal limitine sahiptir ve seklindedir. Bu takdirde
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! ' —a)cos A
<Zg (Z)) ‘ > (r—a) 2.4)
g(Z) z=c 2
esitsizligi saglanir. (2.4) iligkisinde
7P
9(z) = (2.5)

(1 _ Z)Z(;o—oc)cosﬂte—i’1
fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.
ispat: g(2) € S*(a,p) oldugundan

p — h(z) hz) = zg(z)
elh(z) + pe~i* — 2acos A’ - g'(2)

p(z) = e

yazabiliriz. ¢ (z) fonksiyonu |p(z)| < 1,|z| < 1 ve ¢(0) = 0 kosullarin1 saglamaktadir.

cg' (o) r 2ipsinA+2acos A . .

¢ € T noktas1 ve h(c) = e ol icin

p — h(c)

_ |,ia
PO = e e*h(c) + pe~i* — 2a cos A

2ip sin A+2acos A
— |ei 2¢i4
ia 2ipsinA+2acos
e 2eil

+ pe~i* — 2a cos A

2pell—2ip sin 1-2a cos A
— |ei 2eit
ipsind+ acos A+ pe~it —2acos A

pe* —ipsinA —acos

ipsinA+ acos A+ pe~it —2acos A

pcosA+ipsind—ipsind— acos A

ipsinl —acosA+pcosA—ipsini

(p — a)cosA B
(p — a)cosA|
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esitligi saglanir. Boylelikle ¢ fonksiyonunun Sonug 1.6’nin kosullarini sagladigi goriliir.
Bu takdirde

1< |9’ (0] (2.6)
elde edilir.

o 5 —h(@(e*h(z) + pe ™ — 2acosA) — (p — h(z))e*h'(2)
92 =e (ei*h(z) + pe~i* — 2acos))?

ve

oo o —h(©(e?h(c) + pem™ = 2acosA) — (p — h(c))e™R'(c)
p'lc)=e (ei*h(c) + pe~i* — 2acos)?

o —h(©(pe ™ — 2acosA + pe™)
(ei*h(c) + pe~* — 2acosr)?

—h'(c)[2(p — a)cosA]
(ei*h(c) + pe~* — 2acosA)?

il

—h'(c)[2(p — a)cosA]

— pih ‘
(ipsind + acosA + pe~ 4 — 2acos))?

—2h'(c)
(p — a)cosA

_ il

oldugundan

2[h' ()|

lp'()] = m

(2.7)

bulunur. (2.7) esitligini (2.6) esitsizliginde goz oniine alirsak (2.4) esitsizligine ulasiriz.
Simdi (2.4) esitsizliginin kesinlik halini inceleyelim.

7D
(1— Z)Z(p—a) cos Ae~i1

g9(z) =

olsun. Logaritmik tiirev alalim. Bu takdirde
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zP
(1— Z)Z(p—a) cos le~i1

Ing(z) =1In
—id

= InzP —In(1 — z)?P-®)cos e

=plnz—2(p—a)cosle™*In(1-2),

9'@ p a1
=—+2(p—a)cosle M —
9@ —z TP -2
ve
_zg'(2) i Z
h(z) = 7 =p+2(p—a)cosle .
elde edilir. Buradan da
. 2(p—a)cosie
h'(z) = 1-27
ve
, (p—a)cos A
W (D) = ———
alinir.

Teorem 2.3: g(z) € $*(a,p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

cg'(c) _ 2ipsini+2acos
g 2eit

<Zg’(z)>’ - 2(p — a)?cos?A
9@ ) _ |~ 2(p— a)cosd + |bys|

acisal limitine sahiptir ve seklindedir. Bu takdirde

(2.8)

esitsizligi saglanir. (2.8) iliskisinde (2.5) fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Ispat: ¢(z) fonksiyonu (2.1)’deki gibi olsun. Agiktir ki ¢(z) Lemma 1.5’in kosullarini
saglamaktadir. O halde ¢(z) fonksiyonuna (1.6) esitsizligini uygularsak
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2|h'(c)|

——< |y’ = 2.9
1+ [@'(0)] o'l (p — a)cosA (2.9)
elde ederiz.
|Bp-1]
)] =7 —— 2.10
0O = 5 (2.10)
esitligi (2.9)’da goz Oniine alinirsa
2 - 2|h'(c)|
1+ lbp+1l T (p — a)cosA
2(p—a)cosA

ve son esitsizlik uygun sekilde yeniden diizenlenirse

2(p — a)?cos?A cg'(c)
, h(c) =—=
2(p — a)cosA + |byy] g(c)

| ()] =

elde edilir. Simdi gosterelim ki (2.8) esitsizligi kesindir. (2.5)’deki g(z) fonksiyonunu
g6z Oniine alalim. Teorem 2.1’in ispatindaki gibi g(z) fonksiyonuna logaritmik tiirev

uygulandiginda

W) =22 ;ficjjf o
tiirev fonksiyonunun elde edildigini biliyoruz. Buradan
(1)) = B0
elde edilir. Ayrica |bp+1| = 2(p — a)cosA esitligiyle
2(p — a)?cos?2 2(p — a)?cos?2

2(p — a)cosA + |bp+1| - 2(p — a)cosA + 2(p — a)cosA

_ 2(p — a)*cos*2
"~ 4(p — a)cosA
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2(p —a)?cos?’A _ (p — a)cosd
2(p — @)cosA + |byyq| 2

alinir.

(2.8) esitsizligi, g(z) fonksiyonunun agilimindaki hem birinci katsay1 b,,,.; hem de ikinci

katsay1 olan by, ., goz Oniine alinarak asagidaki sekilde kuvvetlendirilmistir.

Teorem 2.4: g(z) € S*(a, p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

cg'(c) _ 2ipsinA+2acosd
glo 2¢i

acisal limitine sahiptir ve seklindedir. Bu takdirde

(zg’(z))' ‘ . (p — a)cosA
9@ ) _ |~ 2

2
2(2(p — —
y <1 N ( 2(p a)cosd — |by41]) ' ) 2.11)
4(p — @)2c0s?A — |bps1|” + |2cosA(p — a)(2bp4, — b3y,) — €2, |

esitsizligi saglanir. (2.11) iliskisinde

Zp
(1- ZZ)(p—a)cosle—m

g(2) = (2.12)

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Ispat: ¢(z) fonksiyonu (2.1)’deki gibi olsun ve m(z) = z fonksiyonunu dahil edelim.
Her bir z € D i¢in maksimum prensibinden |¢(z)| < |m(z)| esitsizligi alinir.
¢(z)
t(z) =——=
(2) )
fonksiyonunu ele alalim. t(z) fonksiyonu D’de analitiktir ve |z| < 1i¢in |t(z)| < 1 olur.
(2.1)’den

bys1 + (2bp+z — bjia)z + -
e[p + bys1z + (2bps — b2, 1)z% + -+ | + pe~* — 2acosA

t(z) = —e*

yazilir.
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t'(z) = —e't {[(mez —bjyq) Ife?[p + bpz + (pr” _ bgﬂ)zz + o]+ pen = 2acosh)
[eM[p + bpy1z + (sz+2 - b§+1)z2 + ] +pe~* —2acosA]?
_eP[bpar + (2bprz = BEa)z +  |[byes + 2(2byep = bs)z + ]
[em[p + bpp1z + (sz+2 - bz%+1)z2 + ] +pe~ — 2acosA)?
oldugundan 6zel halde
|bp1]
1£(0)] 2(p — a)cosA @13)
ve

|2cosA(p — @) (2bysz — bjsq) — b4 |

1t'(0)] = 4(p — a)?cos?A

(2.14)

elde edilir. Ayrica Teorem 1.13’ten

co'(c)
¢(c)

c’(9) _
01(9)

=o' (9)]

esitligi dogrudur. Ayrica |@(z)| < |m(z)| oldugundan

1-lp@)| _ 1-Im@)
1—-|z| — 1-—|z|

yazilabilir. Son esitsizlikte agisal limite gecilerek

l9" ()] = [m'(c)]

sonucuna ulasilir. O halde

cp'(c) |’ (O , _|em’(0)| _ em'(c)
o0~ ~tr = o1 = [T =S
saglanir.
FEIORU]
1—-t(0)t(2)
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fonksiyonu D dairesinde analitiktir. Ayrica |z| < 1 i¢in |k(2)| <1, k(0) =0vec €T
icin |k(c)| = 1 kosullar1 saglanir. O halde Lemma 1.5’¢ gore

esitsizligi saglanir.

t'() (1102 + 10 @) () ~ 1(0)

k'(z) = — 5

(1 - t(O)t(z))

_ 2
1y (L0
(1 r t(O)t(Z))
ve

o @'(@m(c) —ple)m'(c)  @'(c) @lc)m'(c)
t'(c) =

m2(c) “m(c)  m2(c)

_c9'(©) o) cm'(c) ¢(c)
~ 9@ em(c)  m(c) em(c)

0@ . 9
— 1P @12~ '@ 22
() ,
-2 19 @1 - @)
oldugundan sirasiyla
_ 2
' (7)) = —— O o) (2.16)

11 -20)t()|”
ve
[t"()] = e’ ()] -1 (2.17)
esitlikleri elde edilir. (2.13) ve (2.14) esitliklerini asagidaki esitlikte géz oniine alirsak
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|t"(0)] _ |2cosA(p — a)(2bys, — bji1) — eilb§+1|

|k'(0)] = -
1—[t(0)]2 4(p — a)?c0s?A — |bpsa|”

(2.18)

bulunur. Bu takdirde (2.13), (2.17) ve (2.18) esitlikleri (2.15) esitsizliginde goz oniine

alinirsa
S St 11 ()1 G (A —[e(ODA + O],
O I I o N (R FO DG EO DI
_ 14 e@f o,
eronUAGIEEY
ve
2 2(p — @)cosA + |byy| [ 2|R(0)] "
1+ |2c052(p=@) (2bp+2—bps1)=ebpua| — 2(p — a)cosA — | by | {(p — a)cosA }

4(p—a)2coszl—|bp+1|2
elde edilir. Buradan da temel islemlerle

(p — a)cosA

()] =

y (1 N 2(2(p — a)cosA — |by44|)?
4(p — a)?cos?1 — |b1[,+1|2 + |2cosA(p — @) (2byy, — bji1) — e”b22,+1|

esitsizligine ulasilir.
(2.11) esitsizliginin keskin oldugunu gostermek i¢in

7D
(1- ZZ)(p—a)cos)Le‘i)l

g9(2) =

fonksiyonunu ele alalim. g(z) fonksiyonunun logaritmik tiirevini alalim. Bu takdirde

zP .
Ing(z) =In (1= 22)r-acoste D =plnz—(p— a)cosle™*in(1 — z?),
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9'(z) p i

9@z + 2(p — a)cosle T
ve

_zg9'(z) _ %

h(z) = @ p+2(p — a)cosle T
bulunur. Buradan da
’ _ _ —id
h'(z) = 4(p — a)cosAe =292

ve
|R' (D] = (p — a)cosA

elde edilir. Diger yandan

JA4
(1-— ZZ)(p—a) cos le~i1

g9(z) =

oldugundan

7P
22 + b, 7Pt 4+ p P2 = —
T Dpia + Dp+2 + (1= 72)-@cosie

zP

b 2 e ) =
d (1 bz + bpypz” + ) (1 — z2)@-® cos Ae~it’

1
(1- ZZ)(p—a) cosde—ih

bp+1Z + bp+2Z2 + ree =

)

1— (1 _ ZZ)(p—a) cos le~tt

bp+1 + bp+2Z + ree =

z(1 - ZZ)(p—a) cos le~t4
alinir ve son esitligin her iki tarafinda z — 0 kosulunda limite gegersek
|bp+1| =0

elde ederiz. Benzer sekilde
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1 — (1 _ ZZ)(p—a)cosAe_M

bp+222 + bp+3Z3 + e =

(1 _ ZZ)(p—Oc)cos/le—i’1

1— (1 _ ZZ)(p—oc)cos)Le“"1

2 see —_
z (bp+2 + bP+3Z + ) (1 _ ZZ)(p—a)cosAe_M

1— (1 _ ZZ)(p—a)cos/le‘M

bpio +bpyzz+ - = 22(1— ZZ)(p—a)cos)le‘M

alinir ve yine sonuncu esitlikte z — 0 kosulunda limite gegersek

|bp+2| = (p — a)cosA (2.20)
elde ederiz. (2.19) ve (2.20) esitlikleri (2.11)’de gz Oniine alinirsa esitligin saglandigi

goriiliir.

Teorem 2.5: g(z) € S*(a, p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

acgisal limitine sahiptir ve Cj(g) =4 Zipsmj;jaws'l seklindedir. Ayrica g(z) — zP

fonksiyonunun z = 0 disinda sifir1 olmasin ve by, > 0 olsun. Bu takdirde

(zg’(z))' ‘ - (p — a)cosA

9(2) 2
_ 2 bp+1
1 4(p — a)cosAby,qln (2@_“)605/1) 221)
b . :
4(p — a)cosAb,,q In (Z(p—l;;zos/l) — |2cosA(p — @)(2by4, — b2,1) — €2b2 |

esitsizligi saglanir.

Ispat: bp+1 > 0 olsun. (2.13)’ii ve g(z) — zP fonksiyonunun D’de z = 0 disinda sifira

sahip olmamasi varsayimint goz oniine alalim ve In t(z) ile

b1
In t(O) =In (m) <0

kosulu ile sinirlandirilmis logaritmanin analitik dalini isaretleyelim.

23



In t(z) — Int(0)
"~ Int(z) + Int(0)

r(2)

bileske fonksiyonu D dairesinde analitiktir. 7(0) = 0,z € D igin |[r(z)| < 1ve ¢ € T i¢in

|r(c)| = 1 saglanir. Gergekten

In|t(c)| + iargt(c) — In|t(0)| — iargt(0) B |In|t(0)| — iargt(c)| B
In|t(c)| + iargt(c) + In|t(0)| + iargt(0)|  |In|t(0)| +iargt(c)|

lr(c)| =
O halde Lemma 1.5 ile
— ! .

esitsizligi elde edilir.

LD (nt(z) + In t(0)) — tt’((—zz)) (Int(z) — Int(0))

r _ t(z)
@)= (Int(2) + n t(0))2
olmak tizere
) t'(c) |2 Int(0)] , —2Int(0)
7" (o) = s ={le'(Ol -1} 3 (2.23)
t(c)||Int(c) + Int(0)] In?t(0) + arg?t(c)
ve
, £'(0)
1" = |57
2t(0) Int(0)
|2cosA(p — @) @b,,,, — b2,) — emb,2,+1| 1
- 2(p — a)cosib bp+1 (2:24)
pH 2ln (Z(p—a)cos/l)
oldugu goriiliir. (2.23) ve (2.24) esitlikleri (2.22)’de yerlerine yazilirsa
1 -1 2|h"(c)
2 ilp2 = b -1
1— |2cosA(p—a)@bysr-b3,1)—e bp+1| 1 ln( p+1 ) (p — a)cosA
2(p—a)cosAbpiq 2 ln(z(pliz:gzosa) 2(p—a)cosi

ve buradan da gerekli diizenlemelerle |h'(c)| fonksiyonunun asagidan degerlendirildigi
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(p — a)cosA

h'(c)| =
W22
- 2(_bp+1
. 4(p — a)cosAby,qIn (2(p—a)c05/1)
b ,
4(p — a)cosAby,q In (ﬁ) — |2cosA(p — @) (2bp4, — b2,,) — €2, |

esitsizligine ulasilir. Bu da istenilen degerlendirmedir.

Teorem 2.6’da, Teorem 2.5’in ispatinda kullanilan (1.6) esitsizligi yerine (1.7) sonucu
kullanilarak (2.21)’den daha zayif fakat daha basit bir esitsizlik sunulmaktadir. Bu

esitsizlikte by, katsayis1 yer almamaktadir.

Teorem 2.6: g(z) € S*(a, p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

cg'(c) _ 2ipsinA+2acosd
gl 2eid

acisal limitine sahiptir ve seklindedir. Ayrica g(z) — zP

fonksiyonunun z = 0 disinda sifir1 olmasin ve by, > 0 olsun. Bu takdirde

zg'(z) ' (p — a)cosA 1 bp41
( 9(2) > Z=C’ = 2 [1 B Eln (2(p — a)cos/l)] (225)

esitsizligi saglanir.

Ispat: by+1 > 0 olsun. Teorem 2.5’in ispatindan hareketle (1.7) esitsizliinin saglandig

agiktir. O halde (2.23) esitligi 1 < |r'(c)| esitsizliginde gbz 6niine alinirsa

| < -2 < 2|h'(¢)] _1>
_ln( bp+1 )(p—a)cos/l '

2(p—a)cosi

In (L)( —a)cosA = —2[2|h'(c)| — (p — a)cosA]
2(p — a)cosA p - p ’

byss

I > _ _ 7 prr
4|h'(c)| = 2(p — a)cosA — In (2(p — a)cosh

> (p — a)cosA,

(0] > (p — a)cosA [1 B 1 ln( bpi1 )]

2 2 2(p — a)cosA

bulunur.
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Teorem 2.7°de, g(z) fonksiyonunun Taylor agilimindaki b,.; Ve b,,, katsayilari
arasindaki iliskiyi ifade eden bir esitsizlik sunulmaktadir. Bu esitsizlikteki ifade (2.11) ve
(2.21) esitsizliklerinde karsilagilan |2cosA(p — @)(2bp4, — biy1) — e™b2,, | ifadesidir ve

bu ifade yukaridan degerlendirilmektedir.

Teorem 2.7: g(z) € S*(a, p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

acisal limitine sahiptir ve Cj(s) = Zimin;;iawﬂ seklindedir. Ayrica g(z) — zP

fonksiyonunun z = 0 disinda sifir1 olmasin ve by, > 0 olsun. Bu takdirde

2cosA 2b b2 pz | <4 A by L bt 2.2
|2cosA(p — @)(2bp42 = bip1) — €?bli| < 4(p — a)cosh by In 20 = a)cosa (2.26)

esitsizligi elde edilir.

ispat: by+1 > 0 olsun. r(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasi’nin kosullarimi sagladigi igin

1 > |r'(0)] esitsizligi dogrudur. (2.24) son esitsizlikte gbz oniine alinirsa

1> [r'(0)] = -1 2c0sA(p — @) (2byy, — b2,1) — b2,
) Zln (Z(Z:I;ﬁ) 2(p — a)cosAbyq
ve

-1 2c0sA(p — @)(2bp4, — byq) — b2,y -

e 2(p — a)cosAb =1
21n (2(p—a)cos)l> p p+1

1 |2cosA(p — a)(2byy, — b2,1) — eizb§+1| -

e 4(p — a)cosAb =

n (Z(P—a)cos)l> p p+1

elde edilir. Son esitsizlik uygun sekilde diizenlenirse
02 bp+1
|2cosA(p — @) (2by4z — bjyy) — € bp+1| < 4(p — a)cosi |bp+1 In (—>|

2(p — a)cosA

bulunur.
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Asagidaki lemmada g (z) fonksiyonunun sifirdan farkli olan z, € D (k = 1,2, ..., n) sifirlar

g0z Online alinarak (2.2) esitsizligi kuvvetlendirilmistir.

Lemma 2.8: g(z) € S*a,p) olsun. z €D (k=1.2,..,n) noktalar1 g(z)— zP

fonksiyonunun z = 0 noktasindan farkli sifirlart olsun. Bu takdirde

|bp+1| < 2(p — @)cosA TRy |2 (2.27)
elde edilir. Esitlik hali

( "ot

-z
2(p—a)cosA 1—_kt
| [l

k
n t
il | | ~Zk
J e (1 -t l—ﬁt>
0 k=1

g(z) = zPe
fonksiyonu i¢in saglanir.
Ispat:
n
4 zZ—2z
B(z) = X
1—7,z
k=1
ile isaretleyelim ve
¢ (2)
w(z) =
(@) =% @

fonksiyonunu dahil edelim. ¢(z) fonksiyonunun ifadesini yerine yazarsak

bp117z + (pr+2 p+1)z + - 1
ep + byy1z + (2byyy — bf,ﬂ)z2 |+ pe~it — 2acosA [P,

Z—Zk

1-Zxz

elde ederiz. Ayrica
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Z
_ i1 bp+1 + (2bp+2 - b;_l_l)z + b 1
- i i zZ—2
e [p + bpi1z + (2bpsr — bZ,1)22 + - | + pe~* — 2acosA [T}, 1_Z_k"z
oranindan hareketle
, b, 1
W@l = e

2(p — a)cosA 1=y |zl

aliriz. ¢ (z) € M oldugundan w(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasi’nin kosullarini saglar.

O halde

|bps1] I & 1

w'(0)| = -
lw'(0)] 2(p — a)cosA [T} 4|zl

ve dolayisiyla
n
|bps1| < 2(p — @)cosa lekl
k=1

esitsizligine ulasiriz. Simdi esitlik durumunu inceleyelim.

z

g(z) = zPe

olsun. Logaritmik tiirevi kullanirsak

z n .
2(p—a)cos)l| | 1 Zk
k=1
n t
A 1- —Zk
e (1 t| | 1—zkt>
k=1

Ing(z) = lnzpe-}0 ,
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z n
t—Zk
r 2(p—a)cos)l| |k=11_ﬁt

el 1-t " _t__zik>
Ing(z) = InzP + In e-Jo < l_[k=11 Kt

Z

n
t—zp
2(p — a)cosA l_Lc=1 —

n
el (1 -t 1_[ L2k
joq 1-Zxt

= plnz + dt,

Z—Zk
g’(Z) p —ZiZ

n
Ll k=11
n

9(2) z ei’l(l—zl_[ z—zk)
k=1177kZ

2(p — a)cosA
4_

ve

n
_ zZ—2Zg
9'(2) 2(p — a)cosA (z l_[k=1 1—EZ>

VA =p +
R O =
k=1 1-Zyz

elde ederiz. Ayrica

n
Z—Zk
2(p — a)cosA (z Hk=1 1_ﬁz>
et (1 -z 1—[11 2% )
k=1 1-Zyz
n Z—Zk
2(p — a)cosA (z nk:l 1—5z>
n ]
eit (1—21_[ Z_Z">
k=117%kZ

n
2(p — a)cosA 1_[ 12_;‘2
= - k
bpi1 + (2bpsz — bjiy)z + o = e

e”(l—z| | Z_ﬁ‘)
k=1 1-Zyz

oldugundan z — 0 kosulunda limite gegersek |bp+1| = 2(p — a)cosAIIi=1lzx| elde

p+ byesz + (2Dye — b )2 = p +

bp+lz + (pr+2 - bZZH.l)ZZ + - =

ederiz.
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Teorem 2.9: g(z) € S*(a, p) olsun. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda g fonksiyonu g(c)

cg'(c) _ 2ipsinA+2acosd
gl 2eil

acisal limitine sahiptir ve seklindedir. Ayricaz, € D(k = 1,2, ...,n)

noktalar1 g(z) — zP fonksiyonunun z = 0 noktasindan farkli sifirlar1 olsun. Bu takdirde

<zg’(z)>' ‘Zw<1+ N LZ"IZM) (2.28)
zZ=C k=1

9(2) 2
esitsizligi saglanir. Burada

2
e 2@ = ocosA T2l = [Byl]
- : ,
2(p — @)cosA Ty |2eD? = [bpaa | + ezl IB]

n

B:=2(2bp1; — bj11)(p — @)cosA — bl e + 2(p — a)cosAby,, Z
=1

1—|zl?

Zk

Ayrica (2.28) esitsizliginde esitlik hali

(- " e

| 2(p—af)cosl<tl_['_ 1—zz:t>
=2 dt

JI ei)‘<1+t2 l_[ f:;:t)

0 i=1 (2.29)

fonksiyonu i¢in saglanir; burada z4, z,, ..., Z,, pozitif reel sayilardir.

ispat: 74,2y, ..., Zy Noktalar1 f(z) — zP fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlari olsun.

(2.1)’deki ¢ (z) fonksiyonunu ve

n
Z — Zy

B(z) =z —
1—-7,z
k=1
Blaschke g¢arpimini goz oniine alalim. Maksimum prensibine gore her bir z € D noktast

icin |@(z)| < |B(2)] esitsizligi saglanir.

_9@)

w(z) B@)

fonksiyonunu ele alalim. Agiktir ki
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®(2)
B(z)

w(z) =

i1 bp+1 + (pr+2 - b§+1)Z + 1
e[p + bpy1z + (2bysy — bgﬂ)z2 + | + pe~it — 2acosA [}, —=X

1-Zxz

seklindedir. w(z) fonksiyonu D’de analitiktir ve |z| < 1 igin |w(2)|] < 1 esitsizligi
dogrudur. Ozel halde

byis 1

— _ il
) = e~ cosd Ty (20

ve dolayisiyla

b 1
lw(0)| = B _
2(p — a)cosA TRzl
elde edilir.
n
v Z—Z
B(z) = =
1—7,z
k=1

ile isaretleyelim. O halde

<o - 1—|z|? S Z— 17,
re= <kz G =200 - m)) (l_[ = m)

veya

B()_Z — |z |? Z— Zj
(1-7z Z)2 1 1-2zz
=1,i#k

ve Ozel halde
=/ _ N 1—|z/? |n| _
B (0) - (k:l (_Zk) ><k=1( Zk))
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elde edilir. Bu takdirde

. 1— 2
2(p — a)cosA(2byyy — b3yq) — i e + 2(p — a)cosAby,, ( ;{lzlﬂ)

’ — _pid =
w'(0) = —e [2(p — a)cosA]? [Ti=1(—2)

ve

1—|zk|?

2(p — @)cosA(2by4y — biyq) — biiie™ + 2(p — a)cosAbyyq ( Ll—)

Zk
[2(p — a)cosA|* [Ti=1|zk|

lw"(0)] =

esitlikleri saglanir.

w(z) — w(0)

Y = e

fonksiyonunu dahil edelim. 1 (z) yardimc1 fonksiyonu D’de analitiktir. Ayrica 1(0) = 0
ve |z| < 1i¢in | (2)| < 1 kosullarini saglar. Bununla birlikte ¢ € T igin

lw(@) —w@)| = |w(@)-w@)] o) =-w@) _ |wl)-w@)] _

|1 - w@w(©)| lw©lo) -w®)| [we)=-w0)| lwc)-w®)] !

(ol =

alinir. Bu takdirde Y (z) fonksiyonu Sinirda Schwarz Lemmasi’nin kosullarini saglar. O
halde

2
o= (230

saglanir.

_ o' @0 lo0)P)

Y'(2) —— >
(1-w(0w(2)
oldugundan 6zel halde
L ()]
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ve
|’ (©)|(1=1w(0)[2)

lp' ()| = oA (2.32)
alinir. (2.32) esitligi (2.30)’da g6z niine alinirsa
2 1 - |w(0)|? 1 - |w(0)[?
o = WOl = ——— lw' ()] < — lw' ()]
O T @l T pOlw@
(1 -]owODA+ o@D, ,  1+]w)]
T a-kop O T T @h 299
elde edilir ve
(A)’(C) _ (pI(C)B(C) - QD(C)B’(C) _ QDI(C) r (p(C)BI(C)
. B?(c) " B(c) BZ%(c)
_cp'(c) p(c) cB'(c) p(c) (o) . ,
~ B(c) cB(c) p B(c) cB(c) ¢B(c) (o' = 18"
w'(c) =M(I ‘@l —=1B"(c)D (2.34)
cB(c) ¢ '
oldugundan (2.34) esitligi (2.33)’de yerine yazilirsa
2 1+|w(0)] i
TS T Tt (9@ - 18D (2:35)
olur. Ayrica
2(p‘“)c"s’l(vaﬂ‘b5+1)‘b5+1€i’1+2(p—a)coslbml(ﬂc%%)‘
['(0)] = ER .
o (Z(p—a)cosll'[ﬁﬂlzkl)
n |2(p — a)cosA(2by42—b2y1) — i€ + 2(p — a)cosAbypq TRy il
k (2.36)

= 1_[ Zy| - 2
k=1 2(p — @)cosATTjoq12i1)? = by
oldugu agiktir. w(0) degeri, (2.36) ve
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1 — |z, |2
B@I =1+ Y =

- lc — z|?

esitligi (2.35) esitsizliginde yerlerine yazilirsa

2
2
) [T7- 1)zl |2(p—a)cosA(2bp15~D2 1) ~bZ 41 e A +2(p-a)cosAby4 Z7I;L=11_|zzkk|
+
(2(-a)cosATIf—y|2k])” ~|bpaa|”
n

< 2(p — @)cosA[Tizqlziel + |bpsa| [ 2R (O] L. . \1- |z, |?
= 2(p — @)cosA TR o4l z| = |bpya| \ (P — @)cosA & lc — 2|2

2|0 - @)cosa ialzil)? = [y ||
(20 - @)cosATT} =11 2Zil)” = |bysa|” + TTFoylzilIB]

n
3 2(p — a)cosA[Troqlziel + |bpsa| [ 2IR'(0)] L. N\ 1=zl
= 2(p — a)cosA 14|zl — |bpss| \ (P — @)cosA & lc — z,|?

elde edilir. Buradan da basit islemlerle

_ 1= g2
(0] = (p — a)cosA 1+ 1— |zl A
- 2 k_1|C—Zk|2

esitsizligine ulasilir.

Simdi esitlik durumunu inceleyelim. z4, z,, ..., z, pozitif reel sayilar olmak tizere

n
t—-z;
2(p—a)cosl<t| | 11—Tlt>
=
T . dt
il 2| | —Zi
e <1+t . 1—z_lt>
0 =1

z

g(z) = zPe

olsun. Logaritmik tiirevle

z n
f z(p—a)cos);(tl_[' 1t—_zilit>
| — dt
J em<1+t2 l_[ f__—zil‘t>
0 i=1
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( "

2(p—a)cosi tl_[ 1t—_ziit

—| =1 g,
I

el 14¢2 " t__—zﬂ>
Ing(z) =InzP + Ine J ( l_Lll ¢

©2(p — a)cosA (t [Tk 11t Z"t)
=plnz — f elﬂ(1+t2 t— zk)

0 k11zt

dt,

g p 20— acosi (2l 2)
g(z) z elz(1+zzl—lklzzk) )

1-Zyz

g® p_Z(P—@CO”(ZZ o
9(2) ell(1+zzl_[k L= Z"")

1-Zpz

ve
2(p — a)cosA 1
h(z)=p————|1-
ell 1+2° Hk 1IZZZka

elde edilir. Buradan da

Z—Z
B (g) = 2(p — a)cosA (1 + 2% [[g=1 1 zkkz)
() = elid 7-2 \2
(1 + z2[[p-, )

1-Zyz

_2(p — aycosi |22 (e 725) + (Zher gyt (ke ) 22

et (1+Z2Hk 12 Zk)z

1-Zxz

_ n ~—1-z n 1—|zg| n —1-z
—2(p — a)cos 2( k=1 1+ﬁ) +( k=1(—1—zk)(1+ﬁ))( k=1 147,

)
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“1-zx [, (vn  @-lzgD@+]zg])
—2(p — a)cosA [k=1 1475 [ 2 ( k=1 (1421 (1425) )]

o0 (1+Hk = Zk)Z

1+Zz;

h'(-1) =

alinir. z;’larin (k = 1,2, ..., n) pozitif reel sayilar oldugunu goz oniine alirsak

1-z
2(p — a)cos |[lk=1 1+zk( + 2= 11+z)

h'(-1) = ol (1 o v Zk)z
k=1 142
ve
n
— alcosA -z
Ih'(—=1)| = P l ( Z ") (2.37)
+ Zy
k=1
elde edilir. Ote yandan
2(p — a)cosA 1
— h2 24 =y - 7
p + bp+1Z - (pr+2 bp+1)Z + p em 1- 1+ b2 Hk ] z—zZx |
1-Zxz
2 Z—Zg
2(p —a)cosA| “? [Tk- 17 72z
bp+12 + (2bpsz — bji1)2? + 0 = - o0 1422 [P, 22k |
k=1q_ —ZkZ
Z—Zy
2(p — a)cosA z[1k=1 1-Zz
bp+1 + (ZbIHZ - b127+1)Z +oe=- eid 1+ 22 [P Z—Zj
k=14_ —ZkZ

oldugu aciktir. Son esitlikte z = 0 kosulunda limite gegilirse |bp+1| = 0 elde edilir.
Benzer yoldan ilerlenirse |2b,,, — ba,,| = 2|p — alcosA [Tj=,|z | bulunur. Bu son iki
esitligi (2.28) esitsizliginde gbz Online alirsak (2.28) esitsizliginin sag tarafinin (2.37)’ye
esit oldugu goriilir. Bu da (2.28) esitsizliginde esitlik halinin (2.29) ile verilen g(z)

fonksiyonu i¢in saglandigini gosterir.
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3. ORNEKLER

Bu boliimde S*(a, p) sinifina ait fonksiyon 6rnekleri sunulmaktadir.

Ornek 3.1:

Zp
(1- Z)Z(p—a)cosle—m

g9(z) =

fonksiyonunu ele alalim. Teorem 2.2’den

zg'(z) iy -
@) =p+2(p—a)cosre T

oldugunu biliyoruz. g(z) € $*(a,p) oldugunu gosterelim. Tanim 1.14’ten hareketle

Re Ieﬂ <% — a)] >0 (3.1)

oldugunu gostermeliyiz.

et <zg @) - a) = el (p +2(p—a)cosde z a)

92 1-z
= (p — @)cosA (%) + isinA(p — @)
oldugundan
Re [eﬂ <Zgg;—g) - a)l — Re [(p — @)cosA (%) + isinA(p — a)]
— (p — a)cosARe (1 i j)

elde edilir. F(z) = g fonksiyonu birim daireyi sag yar1 diizleme tasvir ettiginden dolay1

Re (f (2)) pozitiftir. Ayrica0 < a <pve |1] < g oldugundan (3.1) esitsizliginin dogru
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oldugu goriiliir. Béylece g(z) € S*(a, p) oldugu ispatlanmis olur. Simdi bu sinifa ait

olan ikinci fonksiyon 6rnegini verelim.
Ornek 3.2:

Zp
(1- ZZ)(p—a)cosAe—i’1

g(2) =

fonksiyonunu ele alalim. Teorem 2.4’ten

zg'(2) o z?
= 2 — —-iA_=
@) p+2(p — a)cosie T

oldugunu biliyoruz. (3.1)’in saglandigin1 gdsterelim.

o (zg'(z . o z?
gid <—§(£)) — a) = eih (p + 2(p — a)cosde™ 1,2~ a)

2

1—2z2

1+z
=(p— a)cos/1< ) + isinA(p — a)

oldugundan

1 2
Re [e""L <zgg(_iz)) - a)l = Re |(p — a)cosA <%> + isinA(p — a)

1+ 22
= (p — a)cosARe T

)
elde edilir. Ornek 3.1°e benzer olarak (3.1) esitsizliginin dogru oldugu goriilir.

Ornek 3.3:

( "ot

-z
2(p—a)cosi 1——kt
| [l

k
[
eid 1—t| | —k
e-}o ( k=11_zkt>

fonksiyonunu ele alalim. Lemma 2.8’den

g(z) = z?
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n
_ Z—Zg
9'(2) 2(p — a)cosA (Z Hk=1 1—ﬁz)

z =p+
O )
k=1 1-Zgz

oldugunu biliyoruz. O halde

n
Z—Z
a (zg'(z) >_ o 2] | 5E)
e'\—=—a|=e"|p+ m

1L
k=117%kZ

1+ 1_[” =2k

SERT

= (p — a)cosi = + isinA(p — a),

z-zZ
1-z | | —k
k=1 1-Zz

[ |
Re Il(p — a)cosA + isinA(p — a)Jl

n
1+ Zl_[ 2%k
_ —Z,Z
= (p — a)cosARe 2_1 L
1 _ Zl_[ Z—Z
k=11 Zkz

2

1_
= (p — a)cosA - >0

bulunur.

Ornek 3.4:

z n
rz(p—a)cosl<tl_[' 1t—_zilit>
! . n“:_z' dt
JO em<1+t2 l_Lzll_Z_l‘t>

fonksiyonunu ele alalim. Teorem 2.9’dan
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2(p — a)cosA (z2 n_ ——k )

Zg,(z) —p— 1-Zgz
z) i1 Z-zZk
9(2) et (1 + z2 [[r=, 1—§z)

oldugunu biliyoruz. O halde

_ 2 n Z—Zg
i 2g'(2) Nl 2(p — a)cosA (Z h=1 1—ﬁz) ~
9(2) - P el (1 + 72 R, == )

k=1 1-Zgz

1— 22, 22k

k=1 1_ﬁz

Z—Zk
1+ z2[[7
+ Hk—l 1-Zxz

= (p — a)cosA + isinA(p — a)

elde edilir ve buradan da

Z—Zk
1— 222
[Tk=1 =

Z—Zy
1+ z2[[7.
+ Hk—l 1-Zxz

Re|(p — a)cosA + isinA(p — a)

1—z2[[n., =2k

k=1 1_2;2

= (p — a)cosARe

Z—Z
1+ z2[]7
=117
2
271N Z—Zk
1= |Z k=11_z.z
= (p — a)cosA 5
Z—Zk
1+ z2[[7
| + l_[k_l 1-Zxz

bulunur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada || < g ve o (0 < a < p) olmak lizere Re [e""1 (Zgg(—g) - a)] >0, z€D

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinift g6z 6niine alinmistir. Burada p pozitif tam sayidir

ve g(z) = zP + by,1zP*! + by,,zP*% + - seklinde verilen, birim dairede analitik olan
bir fonksiyondur. ¢ € T noktasinda g(z) fonksiyonunun agisal limitinin mevcut oldugu

zg' (z)

varsayilarak ( @

) J acisal tiirevinin modiilii asagidan degerlendirilmis ve orijinal
zZ=cC

sonuglar elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglarda, genel hal, g(z) — zP fonksiyonunun
z = 0 diginda sifira sahip olmamasi ve g(z) — zP fonksiyonunun z = 0 noktasindan
farkli sifirlara sahip olmasi durumlari ayri ayri ele alinmistir. Bununla birlikte g(z)
fonksiyonunun agilimindaki b,.,; Ve b, katsayillarini iliskileyen bir sonug elde
edilmistir. Elde edilen degerlendirmelerin bir kisminin kesinlikleri de gosterilmistir.

Ayrica ele alinan sinifa ait olan analitik fonksiyon 6rnekleri ile tez tamamlanmastir.
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