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1. GIRIS

1. GIRIS

Galois geometri, sonlu geometrinin Galois cismi tizerine kurulu, cebir ve geometri
branglarini igeren bir kolu olup kisaca sonlu cisim {izerine kurulu sonlu projektif

uzaylardir.

Asagida verilen genel bilgiler Stevenson (1972), Batten (1997) ve Kaya (2005)
gibi pek ¢ok temel kaynakta bulunabilir.

Nokta ve dogrularin belirli sartlar ya da aksiyomlari sagladigi bir sisteme bir uzay
denir. “Herhangi bir dogru en az iki noktaya sahiptir.” ve “Iki nokta en ¢ok bir dogru
tizerindedir.” aksiyomlarini saglayan bir uzay yaklasik lineer uzay ve bir yaklasik lineer
uzayda ikinci aksiyom yerine “Iki nokta bir dogru iizerindedir.” aksiyomu almnirsa bir
lineer uzay tanimina ulasilir. Sayet bir lineer uzay “Herhangi iki farkli dogru kesisir.” ve
“Herhangi ticli dogrudas olmayan dort nokta vardir.” aksiyomlarini sagliyorsa bu lineer
uzay bir projektif diizlem olur. Bir projektif diizlem sonlu sayida noktadan ve sonlu sayida
dogrudan olusuyorsa bu projektif diizleme sonlu projektif diizlem denir. Bir sonlu
projektif diizlemde bir dogru tlizerindeki nokta sayisinin bir eksigi ile mertebe kavrami
tanimlanir ve boylece diizlemden mertebeye bagli yeni bilgiler ortaya ¢ikar. Mesela,
herhangi bir noktadan gecen dogru sayisi, toplam nokta ve dogru sayilari mertebe

yardimiyla kolaylikla bulunabilir.

Sonlu cisimler, sinirlt sayida elemana sahip olan cebirsel yapilar1 ifade eder. Bu
cisimler tizerinde geometrik yapilar ve islemler tanimlanir ve sonlu cisimlerin cebirsel
ozellikleri geometrik sekillerle iliskilendirilir. Bu tezde projektif dizlem veya uzay

dendiginde sonlu oldugu anlasilacaktir.

Evariste Galois (1811-1832), p asal say1 ve r pozitif tam say1 olmak lizere F =
GF(p") Galois cismini tanimladi (Rotman 1998). Bir Galois cismi (zerine kurulan
projektif uzay PG(n,q) ile gosterilir. Burada “(n,q)” ifadesinde n boyutu, q ise
mertebeyi verir. PG(2,3), projektif dizlemde mertebenin 3 oldugunu ve PG(3,2) ise

projektif 3-uzayda mertebenin 2 oldugunu gosterir. PG(n,q)’nun n — 1 boyutlu alt
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uzayma ise hiperduzlem denir. Ayrica PG (n, q) uzay: ark, oval, kep ve benzeri yapilari

icinde barmdirir ve bu yapilar ile farkli alanlarla baglantilar kurulabilir.

Projektif duzlemden (yani 2 boyuttan) daha yiiksek boyutlu bir projektif uzayda
caligmak isteyen biri, herhangi iki boyutlu alt uzay1 bir projektif diizlem olan bir lineer
uzaya ihtiya¢ duyar. (n+ 1) boyutlu bir V vektér uzaymin sirali (n + 1)’lileri ile
orijinden gecen bir boyutlu alt uzaylar1 (yani dogrular1) noktalar kiimesi ve orijinden
gecen iki boyutlu alt uzaylar1 (yani diizlemleri) dogrular kiimesi alarak n boyutlu bir
projektif uzay kurmak mimkindir. V — {0} kiimesi tzerinde, ¢ sifirdan farkli olmak
uzere, X~Y:= (Y = cX) biciminde taniml bir denklik bagintis1 yardimiyla tiim denklik
smiflarinin olusturdugu kiime bir n boyutlu projektif uzayin noktalar kiimesi olarak
alinabilir (Hacisalihoglu 2010). Bu noktalar uzayin homojen veya projektif koordinatlar

olarak isimlendirilebilir.

Sayet bir sonlu GF(q) Galois cismi lizerine kurulu bir vektor uzayi ile ¢alisilirsa

bu vektor uzayimdan elde edilen projektif diizlemin mertebesi g dur.

Bir projektif diizlemin herhangi bir dogrusu atilarak elde edilen yapinin bir afin
diizlem oldugu bilinmektedir. Bu 6nermenin genellemesi ise bir projektif uzaydan bir
hiperdiizlem ¢ikarilirsa elde edilen yap1 bir afin uzaydir. Bu sebeple projektif uzaylar igin

bilinen kavramlarin ve sonuglarin benzerleri afin uzaylar i¢in de verilebilir.

Bu tez c¢alismasi, Galois geometrilerini inceleyerek ilgili bazi agik problemleri
tanitmak amaciyla yapilmaktadir. Tezin ana motivasyonu, Galois geometrilerinin temel
kavramlarini, sonuglarini ve bazi olasi uygulamalarini agiklayarak daha genis bir

anlayisina katkida bulunmaktir.

Tezin temel amaglar1 sunlardir:

» Sonlu afin ve projektif diizlemlerin bir incelemesini yapmak, temel sonuglari,
yapilar1 ve ozellikleri ele almak,
» Farkli mertebelerdeki projektif diizlemlerin inga siirecini arastirmak, insa

tekniklerine ve ilgili teoremlere odaklanmak,
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» Galois geometrileri ve ilgili uygulamalar1 incelemek i¢in giiglii araglar olarak
etkisi olan tzerinde bulunma matrisini ve latin kareleri analiz etmek,

> Ark, oval, hiperoval ve Galois projektif 3-uzay1 gibi Galois geometrinin yapisini
ve temellerini incelemek,

> Kodlama teorisininin Galois geometrileri baglamindaki uygulamalarini tartigsarak

katkilara odaklanmak.

Arastirma hedeflerine ulasmak icin, bu tezde sistematik bir yaklagim
benimsenecektir. Boliimler arasi baglantilarda kopukluk olmamasi adina tanimlar ve

teoremler ilgili kisimlarda verilecektir.

Galois geometrilerinin ana oOzellikleri ve sonuglart tarif edilecektir. Galois
geometrilerinin temel sonuglarini agiklamak ve olasi uygulamalarini tanitmak igin
matematiksel araclar ve teknikler kullanilacaktir. Tez, teorik aragtirmalarin yam sira

uygulama alaninda kodlama teorisi gibi pratik yonleri de igerecektir.

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir:

Béliim 1: Giris — Galois geometrisi tanimi verilip, Galois geometrilerine yonelik
motivasyonu, tezin amacini, arastirma hedeflerini, tezde kullanilan yontemleri ve

bolimleri agiklar.

Bolum 2: Kaynak Ozetleri — Temel bazi1 bilgiler verdikten sonra tarihi arka

plandan bahseder. Tezde kullanilan referanslar hakkinda bilgi verir.

Bolum 3: Projektif Geometri ve Galois Geometri — Farkli mertebelerdeki
projektif dizlemlerin insa siireci; insa tekniklerine ve ilgili teoremlere vurgu yapacak

sekilde aragtirilir.

Afin ve projektif diizlemlerin tanimlar1 ve 6rnekleri verilir. Mertebesi 2 ve 3 olan

projektif diizlemlerin otomorfizmalar1 incelenir. Bruck-Ryser Teoremi verilir.
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Galois geometrilerini ve ilgili uygulamalar1 incelemek igin kullanilan araglar

olarak etkisi olan tizerinde bulunma matrisinin ve latin karelerin analizi yapilir.

Galois geometride ark, oval, hiperoval gibi projektif diizlemlerin gesitli geometrik

alt yapilar1 ve projektif 3-uzay hakkinda arastirmalar yapilarak bu kavramlar incelenir.

BolUm 4: Galois Geometrinin Kodlama Teorisine Baz1 Uygulamalar: — Lineer
kodlarin tanimi1 ve bazi 6zellikleri verilir. Lineer kodlardan olan MDS ve NMDS kodlarin
tanimlar1 verilerek sonlu projektif diizlemlerdeki baz1 geometrik yapilar ve aralarindaki

baglantilar verilir.

Bolum 5: Sonuglar ve Oneriler — Tezde verilenler kisaca dzetlenerek hedef

koyar. Tlgili kisilere 6neri verir.
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Sonlu geometriler, Klein (1893), Poincaré (1903) ve Dembowski (1997) gibi
matematikgcilerin 19. ve 20. yiizyilda katkida bulundugu konulardan biri olmustur. Galois
geometrilerinin ¢alisilmast ise Evariste Galois'in temel cebir ve grup teorisi ¢calismalarina

dayanir ve sonlu cisimlerin geometriyle olan baglantisin1 ortaya koyar (Hirschfeld and

Thas 1991).

Bir projektif uzayin herhangi iki dogrusunun aymi sayida nokta kapsadigi
bilinmektedir. Bu sebeple bir dogru iizerindeki nokta sayisinin bir eksigi mertebe olarak
tanimlanabilir. Asal ve asal kuvvetlerindeki mertebelerde projektif diizlem oldugu
biliniyor. Bu konuda Bruck and Ryser (1949) bir adim daha atarak hangi mertebelerde
projektif diizlemin olmadig1 hakkinda bir teorem ortaya koymustur. Bu teorem 6nemli bir
yere sahip olup 4’e boliimiinden kalanin 1 veya 2 oldugu ve iki tam karenin toplami
seklinde yazilamayan 14, 22 gibi mertebelerde bir projektif diizlemin olmadigin
sOyllyor. 10. mertebeden bir projektif diizlemin olmadig: ise Lam et al. (1989) tarafindan
bulunmustur. Burada izerinde olma matrisi kullanilmig ve algoritmalarla durum sayisi

diigiirlilerek kalan olasi tiim durumlar bilgisayar yardimiyla hesaplanmistir.

Ayrica 6. mertebeden bir projektif diizlemin olmadigi ilk olarak Euler varsayimi
olarak da bilinen, birbirine dik 6 * 6’1k iki tane latin karenin olmadiginin gosterilmesiyle
ispatlanmig oldu (Tarry 1900). Bunu destekleyen Fisher and Yates (1934), Stinson (1984)
gibi birgok ¢alismanin yaninda son zamanlarda Betten (2021) tarafindan yapilan bir
calisma mevcuttur. Bu ¢alismada da latin kareler kullanilmistir. Euler ayrica varsayimin
q = 2 (mod 4),q = 6 i¢in de dogru oldugunu iddia etse de bunun dogru olmadig: ortaya
cikti. Bunu gercekleyen Bose et al. (1960), Frisinger (1981) caligmalar1 vardir.
Dolayistyla tizerinde olma matrisinin ve latin karelerin, projektif diizlemleri elde etmede

onemli yere sahip oldugu sdylenebilir.

Projektif duzlemlerde tzerinde olma matrisi elde etmede “Miikemmel fark
kiimesi” metodu Singer (1938) tarafindan olusturulmustur. Tablo, projektif dizlem

insasinda kullanilir. Burada olusturulan ilk satirdan sonra bu satirin kaydirilmasiyla diger
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satirlar meydana gelir. Béylece g. mertebeden bir projektif diizlem icin (g% + g + 1) =

(q% + q + 1)’lik bir iizerinde olma matrisi elde edilir.

Benzer bir metot “Miikemmel latin kare” adiyla tespit edilmistir. Burada birbirine
dik g — 1 adet latin kare i¢in kolay bir yontem vardir. Eger q * q’luk bir Mikemmel latin
kare olusturulabiliyorsa ilk satir sabit kalmak kaydiyla diger satirlarin alta dogru birer
kaymas1 sonucunda otomatik olarak birbirine dik g — 1 tane latin kare elde edillir ki bu
da projektif diizlemin o mertebede var oldugunu gosterir. “Miikemmel fark kiimesi”

metodu ile benzerlik gosterdiginden “Miikemmel latin kare” adi verilmistir.

Heniiz 12. mertebeden bir projektif diizlemin olup olmadig1 bilinmemekle birlikte

uzun zamandir ¢oziilemeyen (agik) popiler bir problem olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bagka c¢oziilemeyen problemlerden biri de asal kuvvetlerindeki projektif
diizlemlerde Dezargsel olmayan diizlemlerin sayisidir. Eric Moorehouse kendi web
sitesinde mertebelere gore diizlem sayisini su ana kadar bulunan sayiya gore vermektedir
(Anonymous 2023a). Bu konuda net bir sayr verilmemektedir. Ark, oval, ovoid
konularinda da ¢okga agik problem olup bu konuyla ilgilenen kisilerden biri Beniamino
Segre’dir. Ozellikle Segre’nin ii¢ problemi diye bilinen agik problemleri vardir. Bu
problemlerin bazi ¢6ziimleri Bruen et al. (1988), Ball (2012), Ball and De Beule (2012)
tarafindan cevaplanmigtir. Buna ragmen ark, oval, hiperoval, ovoid, kep ve projektif
diizlemlerin simiflandirilmas: gibi konularda ¢oziilemeyen problemler var oldugu gibi

¢ozulmesi durumunda yeni problemler getirecegi de asikardir.

9. mertebeye kadar olan 2, 3, 4, 5, 7, 8 mertebeli projektif dizlemler tektir
(Akpinar 2001). Fakat 9. mertebede Dezargsel diizlemin yani sira 3 tane de Dezargsel
olmayan Hall, Dual Hall ve Hughes diizlemleri vardir. Veblen and Wedderburn (1907)
bu konu lizerinde ¢alismiglardir. Olusturduklari yap: daha sonra Hughes (1957) tarafindan
genellestirilmistir. Ayrica Hall et al. (1959) 9. mertebede daha fazla diizlem olmadigin

goOstermislerdir.

Projektif diizlemlerde dogrular ve iizerindeki noktalari bulurken koordinatlama

yapilabilir. Herhangi bir mertebeden bir duzlemde koordinatlamay: farkli yollarla
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yapmak mimkiindir. Buna Stevenson (1972) ve Coxeter (2003) drnek verilebilir. ki
kitapta nokta ve dogru kiimeleri farkli sekilde kurulmus ve sonug itibariyle diizlem

sartlarini saglayan projektif diizlemler olusmustur.

Galois geometrisi ayrica, ilgi gekici cebirsel yapilart ve gesitli uygulamalari
nedeniyle arastirmacilarin ve matematikgilerin dikkatini ¢eken bir tir sonlu matematik
dali olarak ortaya c¢ikmigtir. Galois geometrileri, kodlama teorisi, sifreleme ve
kombinatoryal tasarimlar gibi ¢esitli alanlarda uygulama alani bulmustur (Etzion and

Storme 2016; Beutelspacher 1990; Hirschfeld et al. 1997).
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3. PROJEKTIF ve GALOIiS GEOMETRI

Bu boélimde Galois geometrinin afin ve projektif yapilarla olan iliskilerinden
bahsedilecektir. Afin ve projektif diizlem arasindaki iliski incelenecek, projektif
duzlemlerde mertebe, kolinasyon, koordinatlama, Uzerinde olma matrisi, latin kareler
kavramlar1 ele alinacaktir. Bu kavramlar1 daha anlasilir kilmak i¢in bilinen projektif
diizlemler 6rnek olarak kullanilacaktir. Daha sonra MlUkemmel latin kare ad:1 verilen bir
latin kare tanimlanacaktir. Bu tanim yardimiyla (birbirine) dik (ortogonal) latin kare
kiimesi elde edilir ki bu bir projektif dizlemin varlig: icin yeterlidir. Dizlemde ve 3-
uzayda ark, oval, kep benzeri kavramlar ele alinacak ve son olarak n-uzayda bazi kodlama

teorisi uygulamalarindan bahsedilecektir. A¢ik problemler ilgili yerlerde verilecektir.

3.1. Afin ve Projektif Dlzlemler

Bu kisimda verilecek temel bilgiler i¢in genel olarak Batten (1997), Kaya (2005)
ve Anonim (2023)’den faydalanilmistir. Afin ve projektif diizlem tanimlarina gegmeden

once asagidaki iki tanima ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tanim 3.1: N, elemanlar 4, B, C, ... gibi biiyiik harflerden olusan noktalar kiimesi
ve D, elemanlan a,b,c, ...,dq,d,, d3, ... veya AB,BC,AC gibi gosterimlerden olusan
dogrular kiimesi olsun. N; € N ve d € D olmak tzere; (N;, d) < NxD olup (N;, d) ikili
yapist, N; noktast d dogrusunun (zerindedir veya d dogrusu N; noktasindan geger
anlamina gelir. o ise 0 © NxD olan bir iizerinde olma bagintis1 olmak tizere (N, D, 0)
gl geometrik yapisi olusur. N; € N (i =1,2,3...) ig¢in N; o d saglaniyorsa, yani
noktalar d dogrusunun iizerinde ise bu noktalara dogrudas noktalar ve bu noktalarn

olusturdugu kiimeye de dogrudas kiime adi verilir.

Sekil 3.1. Dogrudas noktalar kiimesi

Sekil 3.1°de goriildiigii tizere N;, N,, N3 ve N, noktalari dogrudas noktalar olup

bu noktalar d dogrusu iizerindedir. {N;, N,, N5, N, } kiimesi de bir dogrudas kiimedir.

8
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Tanim 3.2: d,,d, € D ve d, # d, olsun. Eger N; o d; ve N; o d, olacak sekilde
hicbir N; € N yoksa d; ve d,’ye paralel dogrular denir ve d, |l d, ile gosterilir. d, ve d,
paralel dogrular degil ise d; ¥ d, ile gosterilir.

Simdi afin ve projektif dizlem tanimlar1 verilebilir.

3.1.1. Afin duzlem

Tanim 3.3: Asagidaki aksiyomlari saglayan A = (N, D, o) ti¢lii yapisina bir afin

dizlem denir.

A1-) Farkli iki noktayi birlestiren tek bir dogru vardir.
A2-) Bir dogruya iizerinde olmayan bir noktadan tek bir paralel dogru gizilebilir.

A3-) Dogrudas olmayan en az i¢ nokta mevcuttur.

Afin diizleme Oklid diizlemi 6rnek olarak gésterilebilir. Clinki;

Oklid diizleminde farkl1 iki nokta bir dogru belirttiginden A1, Oklid dizleminde
bir dogruya digindaki bir noktadan tek bir paralel dogru gizilebildiginden A2 ve Oklid

diizleminde dogrudas olmayan ¢ok sayida ti¢lii nokta oldugundan A3 saglanir.

Teorem 3.1: Afin diizlemde iki dogru ya paraleldir ya da tek bir noktada

kesisirler.

Ispat: d,,d, € D ve d; # d, olsun. Tanim 3.2 geregi;

> d; |l d,ise d, ile d, lizerinde ortak bir nokta yoktur.

> d, # d,ise Ny o dy ve N, o d, olacak sekilde bir tek N; € N vardir.

d, ¥ d, iken N; # N, olmak Uzere farz edelim ki N, o d; ve N, od, olacak

sekilde bir N, € N olsun. Al aksiyomu geregi farkli iki noktadan tek bir dogru
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gectiginden d; = d, olur ki bu durum bastaki kabul ile g¢elisir. O halde boyle bir N,

noktas1 yoktur, yani dogrularmn ortak tek bir noktasi (N;) vardir.

O halde afin duzlemdeki farkli iki dogru paralel degilse tek bir noktada
kesismeleri gerekir. Ayrica, dogrularin birden fazla noktada kesigmeleri halinde dogrular

cakisiktir sonucu ¢ikarilabilir.

Tamim 3.4: Afin diizlemde paralel olmayan farkli iki dogru tizerindeki noktaya
bu dogrularin ortak noktasi, kesisimi ya da arakesiti denir. Dogrulara a ve b dersek

kesigim noktasi ab veya a A b seklinde gosterilir, dogrulara da kesisen dogrular denir.

Teorem 3.2: Afin diizlemde bir dogru iizerindeki nokta sayist diizlemin
mertebesini verir. Dlzlemin mertebesi q olarak alinirsa A afin diizlemi i¢in su sartlar

saglanir:

I-) A’daki her dogru iizerinde g nokta bulunur.

ii-) A’daki toplam nokta sayis1 g2’dir.

ili-) A’daki her nokta tizerinden g + 1 dogru geger.
iv-) A’daki toplam dogru sayis1 g2 + g dur.

En kiigiik afin diizlemde mertebe 2 olup, nokta sayis1 4, dogru sayist 6, herhangi
bir nokta lizerinden gecen dogru sayis1 3 ve herhangi bir dogru iizerindeki nokta sayisi
2’dir. Bunun nasil elde edildigini gérmek i¢in afin diizlemin aksiyomlarindan yola

¢ikilmalidir.

A3 aksiyomu geregince dogrudas olmayan en az 3 nokta vardir. Bu noktalar 4, B
ve C olsun. Bu 3 nokta A1 aksiyomu geregince ikiserli olarak toplamda 3 dogru ile Sekil
3.2 (a)’daki gibi birleserek AB,BC ve AC dogrularimi olusturmaktadir. A2 aksiyomu
geregince A’dan gecgen ve BC’ye paralel olan bir dogru olmasi gerektiginden 4. nokta
olan E noktasi AE || BC olacak sekilde Sekil 3.2 (b)’deki gibi ilave edilmelidir.

Dolayistyla bir afin diizlemin en az 4 noktas1 olmak zorundadir.

10
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(@ (b)
Sekil 3.2. Afin dizlemde iki konfiglrasyon

Ayn1 mantikla B’den gecen AC’ye paralel bir dogru ve C’den gecen AB’ye paralel
bir dogru olmak zorundadir. Oncesinde A1l aksiyomu geregince E noktasini diger
noktalarla birlestirmemiz gerekir. Bu islemden sonra A,B,C,E noktalar1 ile
AB,AC,AE,BC, BE, CE dogrularin1 Sekil 3.3 (a)’daki gibi elde ederiz. Yeni bir nokta
ilave etmemek icin AC || BE ve AB |l CE kabul ederek aksiyomlar1 saglayacak sekilde
daha bilinen gorintisuyle Sekil 3.3 (b)’deki gibi en kiigiik afin diizlem olusur. Sekil 3.3‘te
AC ve BE dogrular kesigmemektedir.

A E A E
B c :E:::::>X<::::jl:
B c

(@) (b)

Sekil 3.3. 2. mertebeden afin diizlem

Sekil 3.3 (b)’den goriildiigii iizere ¢ = 2 mertebeli bir afin diizlemde her dogru
tizerindeki nokta sayis1 g = 2 olup her noktadan g + 1 = 3 dogru geger. Boylece toplam
nokta sayis1 g2 = 4 ve toplam dogru sayist da g2 + q¢ = 6 olur. Birbirinden farkli N;’ler

ve d;’ler igin;

N ={A,B,C,E} ve D ={dy,d,,d3,d,, ds, ds} 0lmak Uizere;

11
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di ={A,E},d, ={B,C},d; ={A,B},d, = {C,E},ds = {A,C},dg = {B, E}
oldugu goriiliir.

q = 3 i¢in afin diizlemin her dogrusu iizerinde 3 nokta olup, her noktasi {izerinden
4 dogru gecer. Toplam nokta sayist 9 ve toplam dogru sayist 12 olan afin diizlemi

olusturmak i¢in gereken nokta ve dogru kiimeleri icin;

N = {Nl,Nz,N3,N4_,N5,N6,N7,N8,N9} ve
D :{dl,dz,dg,d4,d5,d6,d7,d8,d9,d10,d11,d12} Olup birbirinden farkli Nl’ler ve

d;’ler icin;

dq = {Ny, N3, N3}, d; = {N4, N5, Ng}, d3 = {N7, Ng, No}, dy = {Ny, Ny, N7},
d5 = {NZ'NSINS}' d6 = {N31N6'N9}' d7 = {Nl'NS' N9}r d8 = {N3,N5,N7},
dg = {Ny, Ng, Ng}, d1g = {N3, Ny, No}, d11 = {N3, Ng, N7}, dy2 = {N3, Ny, Ng}

olacak sekilde segilirse afin diizlemin A1,A2,A3 aksiyomlari saglanmis olup 6rnek
gosterimi Sekil 3.4’deki gibidir.

Sekil 3.4. 3. mertebeden afin diizlem

12
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Afin diizlem ile ilgili verilen temel bilgilerden sonra projektif diizlemin tanimina

gegcilebilir.

3.1.2. Projektif dizlem

Tammm 3.5: Asagidaki aksiyomlar1 saglayan P = (N, D,o0) tgli yapisina bir

projektif diizlem denir.

P1-) Farkli iki noktay1 birlestiren tek bir dogru vardir.
P2—) Farkli iki dogrunun kesisimi tek bir noktadir.

P3—) Herhangi icli dogrudas olmayan en az dort nokta vardir.

Teorem 3.3: Bir P projektif diizleminin mertebesi g olarak alinirsa bu diizlem igin

su sartlar saglanir:

i-) P’deki her dogru lizerinde q + 1 nokta bulunur.

ii-) P’deki toplam nokta sayis1 g% + q + 1°dir.

iii-) P’deki her nokta iizerinden q + 1 dogru geger.

iv-) P’deki toplam dogru sayis1 g2 + g + 1°dir (Ball and Weiner 2011).

Ispat: Bir P projektif diizleminde bir noktadan gegen dogru sayisi ile bir dogru
tizerindeki nokta sayisinin ayni olduguna bakilacak olursa; d, P’de Uzerinde g + 1 tane
nokta bulunan bir dogru ve B ise P’de d lzerinde olmayan herhangi bir nokta olsun. d
Uzerindeki noktalarin her biri B noktasi ile P1 ve P2 aksiyomlar1 geregince ayr1 ayri dogru
olusturur. O halde B’den gegen dogru sayisi d iizerindeki nokta sayisina esit, yani q + 1
olmalidir. k, P’de d’den farkli bir dogru olmak tizere, B’den gecen g + 1 tane dogru k
ile g + 1 farkli noktada kesisir. Ayrica k iizerinde daha fazla nokta olmasi, P1 aksiyomu
geregi B’den gegen dogru sayisinin da fazla olmasini gerektirdiginden miimkiin degildir.
Dolayisiyla k Uzerinde tam olarak g + 1 nokta vardir. d ve k iizerinde esit sayida nokta
oldugundan ve k burada rastgele sec¢ildiginden P’deki her dogru iizerinde esit sayida

nokta olmak zorundadir.

13
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P3 aksiyomu geregince d iizerinde olmayan en az bir nokta daha vardir. Bu nokta
T noktasi olsun. T i¢in de B i¢in gegerli olan durum s6z konusu oldugundan T’den gegen
dogru sayist da g + 1 olmalidir. N ve T noktalari, d Uzerinde olmayan rastgele noktalar
oldugundan bu esitlik d tizerinde olmayan diger noktalar i¢in de gegerlidir. d, P’de
herhangi bir dogru oldugundan ve her dogru {izerindeki nokta sayis1 ayn1 oldugundan bu
durum P’de segilen tiim dogru ve noktalar i¢in gegerli olur. O halde, bir P projektif

diizleminde her dogru iizerinde g + 1 tane nokta varsa her noktadan da q + 1 tane dogru

geger.

Burada g sayisi P’nin mertebesidir ve P’deki toplam dogru ve nokta sayisi

hesaplanacak olursa soyle ifade edilebilir:

B, P’de herhangi bir nokta olmak (izere; B’den gegen dogru sayisi g + 1°dir. Bu
dogrularin her biri Gizerinde B hari¢ g tane nokta vardir. Bu noktalar birbirinden farklidir.
Aksi takdirde iki farkli dogru iki farkli noktada kesisir ki bu durum, P2 aksiyomu ile
celisir. Dolayistyla B hari¢ toplam nokta sayisi;

qlg+1)=q*+¢q

ve B ile beraber

qq+ 1D +1=qg*>+q+1

olarak bulunur.

Noktalar i¢in yapilan hesaplamaya benzer yolla dogru sayis1 bulunabilir. d, P’de
bir dogru olmak {izere, d lizerindeki nokta sayis1 ¢ + 1’dir. Bu noktalarin her birinden d
hari¢ g tane dogru geger. Bu dogrular birbirinden farklidir. Aksi takdirde farkl iki nokta
farkl1 iki dogru tizerinde olur ki bu durum, P1 aksiyomu ile ¢elisir. Dolayisiyla d harig

toplam dogru sayist;

qlg+1)=q*+¢q

14
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ve d ile beraber

g+ 1 +1=qg*+qg+1

olarak bulunur.

Teorem 3.4: Her afin diizlemin tamamlanisi ile bir projektif diizlem elde edilir.

Teorem 3.5: Herhangi bir projektif diizlemin herhangi bir dogrusu, lizerindeki

noktalar ile birlikte ¢ikarilirsa bir afin diizlem elde edilir.

Simdi, en kicuk projektif diizlem olan Fano dizleminin g = 2 mertebeli afin

diizlem Gzerinden nasil elde edileceginden bahsedilecektir.

Sekil 3.3’de elde edilen afin duzlemden projektif dizlem elde edilmesi icin

toplamda:

@+q+D)-(¢*+q=7-6=1

dogru ve

(@*+q+1)—(q*)=7-4=3

nokta ilave edilmelidir.

Zaten q = 2 icin projektif diizlemde bir dogru tizerinde 3 nokta oldugundan boyle
bir dogru aksiyom sartlarin1 saglayacak sekilde eklenmelidir. Burada afin diizlemde
paralel olan dogrularin projektif dizlemde kesismeleri gerekmesinden yola ¢ikilabilir. O
halde AE ile BC dogrusu F noktasinda, AB ile EC dogrusu G noktasinda ve AC ile BE
dogrusu H noktasinda kesissin. Eklenen bu 3 nokta bir d, dogrusu {lizerinde alinirsa tiim
dogrular kesigmis ve her noktadan 3 dogru ge¢mis olur. Ayrica, her dogru tizerinde 3

nokta olup, toplam nokta ve toplam dogru sayis1 7 olur. H noktasi rahat olmasi1 agisindan

15
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Sekil 3.5 (a)’daki gibi secilebilir. F ve G noktalar1 da dogrular kesismek suretiyle bulunur.
Sekil 3.5 (a) elde edildikten sonra gorsel olarak daha hos bir goriintii sunan Sekil 3.5 (b)
olusur ki bu diizlem projektif dizlemler icerisinde en ¢ok bilinen Fano diizlemidir.

(@ (b)
Sekil 3.5. Fano dizlemleri (N = {A,B,C,E,F, G, H} kimesi ile)

Boylece bu diizlem dogrulart;

d, = {A,E,F},d, = {B,C,F},ds = {A,B,G},d4 = {E,C,G},ds = {4, H,C},
de = {B,H,E},d, = {G,H,F)}

olarak elde edilmis olur.

Tamm 3.6: S bir projektif diizlemde noktalar ve dogrular ile ilgili bir ifade olmak
Uzere S’de nokta ve dogru kelimelerinin yeri degistirilerek elde edilen S* ifadesine S’nin

duali denir ve asagidaki aksiyomlar1 saglar:

S$1-) Farkli iki dogru ilizerinde bulunan tek bir nokta vardir.
$2—) Farkli iki noktay1 tizerinde bulunduran tek bir dogru vardir.

$3—) Herhangi ti¢ii ayn1 noktada kesismeyen en az dort dogru vardir.
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S1, P1’in; S2, P2’nin; S3, P3’ln duali olup projektif duzlemin duali de bir
projektif dizlemdir.

3.1.3. Fano duzlem ve kolinasyonlari

En kicUk mertebeli projektif dizlem olan Fano duzlemi Sekil 3.5 (b)’de
gosterilmisti. Bu noktalar Sekil 3.6’da oldugu gibi 1’den 7°ye kadar olan tamsayilarla da

gosterilebilir.

OI’I’IEK 31 N = {1,2,3,4‘,5,6,7} ve D = {dll dz, d3, d4, d5, d6' d7} Olmak Uzere,
d, ={1,2,3}, d, ={1,4,5}, d3 ={1,6,7}, d, = {2,4,7}, ds = {2,5,6}, d¢ = {3,4,6} ve
d, = {3,5,7} olsun. Bu durumda elde edilen Fano diizlemi Sekil 3.6’daki gibidir.

-

AN
; G. ;
ASEA

5

Sekil 3.6. Fano dizlemi

Burada dogrularin se¢iminden bagimsiz tek bir diizlem oldugu su teoremle ifade

edilir:

Teorem 3.6: 2. mertebeden tek bir projektif diizlem vardir.

Ispat: 2. mertebeden projektif diizlemde ya da Fano diizleminde 7 nokta bulunur.
Bu noktalar {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7} olmak (izere Teorem 3.3 geregi her noktadan 3

dogru gecer ve her dogru iizerinde 3 nokta vardir.
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Bu durumda; {1} noktasindan gecen dogrular aksiyomlar1 saglayacak sekilde
{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7} olsun. {2} noktasindan iki dogru daha gegcmesi gerekir ki bu
dogrular ayni iki noktayr bir araya getirmeyecek sekilde {2,4,7} ve {2,5,6} olarak
secilebilir. {3} ile {4} noktalar1 da bir dogru lizerinde olmas1 gerektiginden ve {4} noktasi
{1}, {2}, {5} ve {7} noktalar1 ile ayn1 dogru {lizerinde yer aldigindan bu noktalarin yanina
Uclinct nokta olarak sadece {6} noktasi eklenebilir. Bu durumda {3,4,6} dogrusu
zorunludur. Her noktadan {i¢ dogru gegmesi gerektiginden geriye kalan {3},{5},{7}
noktalar1 da bir dogru iizerinde olacak sekilde {3,5,7} dogrusunu olusturmak zorundadir.
Bu durumda her dogru {izerinde ii¢ nokta ve her noktadan ii¢ dogru gececek sekilde

toplam yedi nokta ve yedi dogru ile 2. mertebeden tek bir projektif diizlem elde edilir.

Peki bu dogrular Fano diizlemi iizerinde kag farkl sekilde yerlestirilebilir?

2. mertebeden projektif diizlemde birbirine denk ka¢ tane diizlem oldugunu
bulmak ve iistteki sorunun cevabi i¢in izomorfizm ve otomorfizm ifadelerinin tanimlarini

yapmak gerekir.

Tammm 3.7: P, ve P, iki projektif dizlem olmak (zere; P;’in noktalarmi ve
dogrularini sirastyla P,’nin noktalarma ve dogrularma gotiiren, ayrica iizerinde olma
bagintisin1 koruyan birebir ve orten bir fonksiyona P;’den P,’ye bir izomorfizm ve bu

duzlemlere izomorf diizlemler denir.

Eger bu fonksiyon P;’den P;’e, yani kendi Uzerine olursa bu izomorfizme
otomorfizm ya da kolinasyon adi verilir. P;’in tum otomorfizmleri, otomorfizmler

grubunu ya da kolinasyonlar grubunu olusturur ve G (P,) ile gosterilir.

Ornek 3.2: P diizlemi Ornek 3.1°deki gibi alinsin. &, P’de bir otomorfizm olmak

Uzere;

a(l) =2,a(2) =4,a(3) =7,a(4) =5,a(5) =6,a(6) =3,a(7) =1 vyada

7’li permditasyonu ile
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SIS
(o)} ¥) ]
w o
-
N——"

olarak belirtilen a otomorfizmi bosta nokta kalmayacak sekilde noktayr noktaya

gotiirdiigli gibi dogrular1 da bosta dogru kalmayacak sekilde asagidaki gibi dogrulara

goturdr.
{1,2,3}>{2,4,7} {1,4,5}>{2,5,6} {1,6,7}>{1,2,3}
{2,4,7}>{1,4,5} {2,5,6}>{3,4,6} {3,4,6}>{3,5,7}

{3,5,7}>{1,6,7}

Burada a otomorfizmi sonucu elde edilen dogrularin bastaki dogrular ile ayni
oldugu goriilmektedir. Bu ylzden elde edilecek sekil, Sekil 3.6 ile benzer ve izomorfik

olmak durumundadir.

Teorem 3.7: P, Fano dizlemi, yani PG (2,2) olmak lizere G (P) = 168°dir (Doyle
et al. 2015).

Ispat: Sekil iizerinden hareketle G (P) bulunabilecegi gibi permiitasyon gdsterimi
ile de sonuca ulasilabilir. Burada otomorfizm, dogrulari dogrulara gotiirmesi
gerektiginden dogrularin basta secilmis olmasi1 gerekir. O halde dogrular iistteki drnekte

oldugu gibi secilebilir.

d, ={1,2,3}, d, ={1,4,5}, d3 ={1,6,7}, d, = {2,4,7}, ds = {2,5,6},
d¢ = {3,4,6}, d; = {3,5,7} olmak tiizere sekil {izerinde dogrularin degismemesi sartiyla
kag farkli sekilde dizilim yapilacagi bulunursa G (P) bulunabilir.

a, P’de bir otomorfizm olmak Uzere, a otomorfizminin noktadan hangi noktaya

gittigini géstermek gerekirse;

(1234567

) permutasyonu icin;
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a(1), 1’den 7’ye kadar olan tamsayilardan herhangi birini alabilir, yani {1}
noktasi, noktalardan herhangi birine gidebilir. Birebir ve ortenligin saglanmasi igin a(2),
kalan 6 sayidan herhangi birini alabilse de {1} ve {2} noktalar1 ile ayn1 dogru iizerinde
bulunan {3} noktasinin gidebilecegi tek ihtimalli bir nokta kalir ki kendi iginden bir dogru
elde edilebilsin. Dolayisiyla a(3) tek bir deger almak zorundadir. {4} noktas1 da {1}, {2}
ve {3} noktalarinin herhangi ikisiyle bir dogru iizerinde bulunmadigindan geriye kalan 4
noktadan herhangi birine gidebilir, yani a(4), 4 sayidan biri olabilir. Fakat bundan sonra
durumlar sinirlanmis olur ve {5},{6} ve {7} noktalarmin {3} noktasindaki gibi bir
mantiktan hareketle tek bir ihtimal dahilinde gidebilecekleri noktalar belli oldugundan

burada durum sayis1 artmaz.

O halde otomorfizm sayisi;

G(P) =7 %64 =168

olarak bulunur. Bu otomorfizmlerden bir tanesi Ornek 3.2°de gosterilmisti.

Sekil 3.7 tizerinde gosterim ele alinacak olursa;

a(1) a(1) a(2)
@ (b) (©

Sekil 3.7. Fano diizlem igin otomorfizm segenekleri

Sekil 3.7 (a)’da a (1) icin 7 ihtimal var. 7 noktadan biri secilebilir. Sekil 3.7 (b)’de
«(2) icin 6 ihtimal var. Kalan 6 noktadan biri secilebilir. Boylece a(3) Un yeri bellidir.
Sekil 3.7 (c)’de a(4) icin 4 ihtimal var. Kalan 4 noktadan biri secildikten sonra
a(5), a(6) ve a(7) in yeri bellidir.
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O halde otomorfizm sayis1 yine G(P) = 7 * 6 * 4 = 168 olarak bulunur.

Farkl1 bir yoldan da otomorfizm sayis1 bulunabilir.

Fano diizleminde sekil iizerinden inceleme yapildiginda dogrularin dogrulara
gitme zorunlulugu olmadan bulunan toplam permiitasyon sayisinin, 7 noktanin projektif
diizlemin aksiyomlarini saglayacak sekilde olusturacagi farkli dogru gruplarinin sayisina
bolumi otomorfizm sayisini verir. Toplam permiitasyon sayisinin 7! oldugu asikardir.

Dolayisiyla kag farkli gruplama yapildigi bulunmalidir.

Ornegin; {1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,4,7},{2,5,6}, {3,4,6},{3,5,7} bir gruplama
olup benzer sekilde, {1,2,5},{1,3,6},{1,4,7},{2,3,4},{2,6,7},{3,5,7},{4,5,6} de bir
gruplamadir. Aksiyomlar geregi her ikili nokta sadece bir kiimede, her nokta toplamda ti¢
kiimede yer almalidir. Bu sartlar altinda “7 nokta ile 7 kiime ka¢ farkli sekilde elde

edilebilir.” in cevab1 bulunmalidir.

Herhangi iki nokta tam olarak bir defa ayn1 kiime iginde bulunacagindan {1} ile
{2} noktalar1 ele alinirsa iiclincii nokta olarak yanlarima {3},{4},{5},{6},{7}

noktalarindan biri gelebilir. Dolayisiyla 5 durum var.

{3} noktas1 kiimeye dahil olsun. Ilk kiime {1,2,3} olarak bulunur. {1} noktasindan
devam etmek kaydiyla {1} ve {4} noktalar1 birlikte ele alinirsa ii¢iincii nokta olarak

yanlarina geriye kalan {5}, {6}, {7} noktalarindan biri gelebilir. Dolayisiyla 3 durum var.

{5} noktas1 kiimeye dahil olsun. Ikinci kiime {1,4,5} olarak bulunur. Bu durumda
ucuncl kime {1,6,7} olmak zorundadir. Boylece {1} noktasi i¢in {i¢ kiime belirlenmis
oldugundan {2} noktasina gegilebilir. {2} ve {4} noktalar1 birlikte ele alinirsa tiglincii
nokta olarak yanlarina geriye kalan {6} ya da {7} noktalarindan biri gelebilir. Dolayisiyla

2 durum var.

{6} noktas: kiimeye dahil olsun. Dérdiincii kiime {2,4,6} olarak bulunur. Bu

durumda besinci kiime {2,5,7} olmak zorundadir. {3} noktasindan devam edip {3} ve {4}
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noktalar1 birlikte ele alinirsa t¢tincl nokta olarak {7} noktasi, {3} ve {5} noktalar1 birlikte
ele aliirsa {igiincli nokta olarak {6} noktas1 zaruridir. Boylece altinci kiime {3,4,7} ve

yedinci kime {3,5,6} olarak bulunur ve gruplama islemi tamamlanmis olur.

Bulunan durum sayilari ¢arpildiginda gruplama sayist,

5«3x2 =230

olarak bulunur.

Gruplamalar Cizelge 3.1°deki gibidir.

Cizelge 3.1. PG(2,2)’de gruplama (N = {1,2,3,4,5,6,7} ile)

{1,2,3} (1,2,3) {1,2,3}
/ (1,4,5) (1,4,6) (1,47} \
£1,6,7} {1,5,7} {1,5,6)

(2,46) (247 (2451 (247) (2,45] (246)
(2,57}  {2,56) (2,67} {256} (2,67} {257}
(347} {346 (347} {345) (3,46} {345}
(356} {357} (356} {367} (357} {3,6,7)
| | | | | |

|2 |2 |2
\ 2*3=6 /

-

{1,2,4}
{1,3,5}
{1,6,7}

(2.3,6)
(2,5,7)
(34,7
{4,5,6}

|

{2,3,7}
{2,5,6}
{3,4,6}
{4,5,7}

|

.

2*3=6

(1,2,4}

{1,3,6}

{1,5,7}
{2,355} (2,37}
{267}  {2,56}
{3,4,7} {3,4,5}
{456}  {4,67}

.|.

2

{4,5,7}
|

{1,2,4}
{1,3,7} \

{1,5,6}

{2,3,5} {2,3,6}
{2,6,7} {2,5,7}
{3,4,6} {3,4,5}
{4,6,7}

|

/
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Cizelge 3.1. (devam)

{1,2,5) (1,2,5} (1,2,5}
/ (1,3,4) (1,3,6) {1,3,7} \
{1,6,7) (1,47} {1,4,6}
23,60 {237} (2347 {237} (2341 (236)
(247}  (246) (2,67}  {2,4,6) (267} (247
(357  {356) (357}  {345) (356} (34,5)
(456  (457) (456 {567) 457} {567}
| | | |
Tz ITIz Tz
\ 2%3—=6 /
{1,2,6) (1,2,6) (1,2,6)

/ (1,3,4) (1,3,5) (1,3,7) \
{1,5,7} {1,4,7} {1,4,5}
235} {237} 234} {237} 2341 {235}
(247}  {2,45) (257} {245 (257} {247}
(36,77 {356} (3,67 {346} (35,6} {3,4,6)
(456 {467} (456} {567 (467} {567}
l'. .'I I', II|
L | , [,

\ 2%3=6 /
(1,2,7} 12,7} (12,7}

/ (1,34} {1,3,5) {1,3,6) \
(15,6} {1,4,6) {1,4,5)
(2351 {236} (234} {236} (234} {235)
(246  {2,45) (2560 {245} (256 {246}
(36,7  {3,5,7} (3,67 {347} (357} {347}
(4570 {467} 457 {567} (4,67} {567}
| | | | |
l, 15 I
\ 2*3=6 /
||I II|
II[I
6*5=30
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O halde toplam permiitasyon sayisint gruplama sayisina bolersek;

7!/30 = 5040/30 = 168

olarak bulunur. Bu deger 6nceden hesaplanan otomorfizm sayisidir. Gruplama yontemi
bize ayn1 sonucu daha uzun hesaplamada verir. Bu yontem ile daha blyiik mertebelerde

sonuca ulasmak zordur.

3. mertebeden projektif diizlemin otomorfizm sayis1 sekil iizerinden verilmeden
Once diizlem hakkinda bazi bilgiler verilecek ve mertebelere gére otomorfizm sayisi tablo

halinde gosterilecektir.

3.1.4. 3. mertebeden projektif diizlem ve kolinasyonlari

Afin diizlemin tamamlanisindan hareketle 3. mertebeden projektif dizlem
bulunabilir. Birbirine paralel olan dogrulari yeni bir noktada kesistirerek ve olusan yeni
4 noktay1 da yeni bir dogru iizerinde ele alarak 13 nokta ve 13 dogru ile aksiyomlar1

saglayacak sekilde elde edilir.

Ny3
Sekil 3.8. 3. mertebeden projektif diizlem (P;)
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d; = {N1, Nz, N3, N11}, dy = {Ny, N5, N, N11}, d3 = {Ny7, Ng, No, N11},
dy = {N1, Ny, N7, N13}, ds = {Np, N5, Ng, N13}, dg = {N3, Ng, No, N13},
d; = {N, N5, Ng, N1}, dg = {N3, N5, N7, N1}, dg = {Nq, N, Ng, N1o},
dio = {N2, Ny, No, N1}, d11 = {N3, Ng, N7, N1}, d1z = {N3, Ny, Ng, N1},
di3 = {N10, N11, N12, N13}

olacak sekilde P1,P2,P3 aksiyomlar1 saglanmis olup 3. mertebeden projektif duzlem
Sekil 3.8”deki gibi elde edilir. Bu diizlem P; diizlemi olsun.

Burada otomorfizm sayisi, dogrular1 dogrulara eslestirme mantigindan hareketle

bulunabilir. g, P;’de bir otomorfizm olsun.

(Nl N2 N3 N4- N5 N6 N7 N8 N9 N10 N11 N12 N13)

B =

permutasyonu icin d; = {N;, N,, N3, N;;} dogrusunu ele alalim:

Basta N; noktasi herhangi bir noktaya gidebileceginden S (N;), 13 farkli deger
alabilir. B(N) ise kalan 12 degerden biri olabilir. Farz edelim Ki;

B(N1) = N, ve B(N;) = N

olsun. Bu durumda N, ve Ns in iizerinde oldugu dogruyu elde edebilmek igin (N3), N

veya N;; olmak zorundadir. Yani, 2 deger alabilir.

B(N3) = Ng

olsun. Bu durumda 8(N;,) = N;; olmalidir. Simdi d4, = {N;, N4, N;, N;3} dogrusunu ele
alalim. B(N;) = N, olarak se¢ilmisti. 8(N,), B(N;) ve B(N;3) bulunmalidir. N, noktasi
kalan noktalarin hepsine gidebileceginden B(N,), 9 farkli deger alabilir. Mesela;

B(N,) = Ny
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olsun. Bu durumda; N, ve Ng’un iizerinde oldugu dogruyu elde edebilmek i¢in S(N;), N,

veya N, olmak zorundadir. Yani, 2 deger alabilir. Diyelim Ki;

B(N;) = N,

olsun. Bu durumda pB(N;3) =N;, olmalidir. Bundan sonraki durumlarda

B(Ns), B(Ne), B(Ng), B(No), B(N10), B(Ny2) igin tek bir ihtimal olup g permiitasyonu
elde edilebilir. Bu durum Sekil 3.9 ve Sekil 3.10 Gzerinden gorilebilir,

Sekil 3.9. 3. mertebeden P; projektif diizlemi i¢in otomorfizm secenekleri-1

Sekilde segili noktalar1 yerine koydugumuzda Ny ile Ny, ’in tizerinde oldugu dogru
ayrica N, ve Ng’i icermelidir. O halde L ve R, N, veya Ng olmalidir. Ayni mantikla Ny ile
N;o’un tizerinde oldugu dogru N5 ve N-’yi icermelidir. O halde L ve S, N; veya N,

olmalidir. Bu durumda L mecburi olarak N ; R mecburi olarak Ng ve S de N olur.

L, R ve S i¢in bulunan noktalar yerine konarsa Sekil 3.10 elde edilir.
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N, N Ne

Sekil 3.10. 3. mertebeden P; projektif diizlemi igcin otomorfizm secenekleri-2

Burada N,, N; ve N;, ile aym1 dogru iizerinde bulunan T noktast N; olmak
zorundadir. Ayni sekilde N,, Ng ve N5 ile ayn1 dogru iizerinde bulunan U noktas1 N;, ve

yine N,, N5 ve Ngile ayni dogru ilizerinde bulunan Y noktasi da N;3 olmalidir.
O halde P; igin tiim durumlar ¢arpilarak elde edilen otomorfizm sayist;
G(P;) =13%12%x2%x9x2 =5616
olarak bulunur.
Boylece noktalarin yerleri belli olup;
d, = {N1!N2:N3'N11}' d, = {N4; NS'NG'Nll}' d; = {N7'N81N9' N11}:
dy = {N1»N4; N7, N13}; ds = {NZ'NS'NS'NB}' de = {N3'N61N9' N11}:
d, = {N1»N5;N9; N12}; dg = {N3;N5,N7' N1o}' dog = {Nl'N6rN8'N10}r

dqip = {NZJN4' N9,N10}, di1 = {NziNe,N7'N12}, dqi; = {N3,N4' Ns:N12}'
dqiz = {N10»N11;N12;N13}
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olmak Gzere ilk ve son durum sirasiyla Sekil 3.11 ve Sekil 3.12°de verilmistir:

N11

Sekil 3.12. 3. mertebeden P; projektif duzlemi igin son durum
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Boylece noktay1 noktaya, dogruyu dogruya gétiiren § otomorfizmi, Sekil 3.11 ve
Sekil 3.12’den, yani ilk ve son sekilden bulunur.

'3:<N1 N, N3 N, Ns N¢ N; Ng Ng N;g Ny; Ny N13>
N, Ns N¢ N9 N; Ng N, N3 N; Ni; Ny Nizo Ny

Goriildugi tizere N;,, kendisine giden tek nokta olup dogrular i¢in doniisiimler

asagidaki gibidir:

dy = {Ny, N3, N3, N4}
dy = {Ny, N5, Ng, N11}
d3 = {N7, Ng, No, N1,}
dy4 = {Ny, Ny, N7, N3}
ds = {Nz, N5, Ng, N13}
de = {N3, Ng, No, N1}
d; = {Ny, N5, Ng, Ny} dyq = {Ny, Ny, N7, Nq3}

dg = {N3, N5, N7, N1} dy1 = {Nz, Ng, N7, Ny}

dg = {Ny,Ng,Ng, N1o} > dq = {N3, Ny, Ng, Ny}

d1o = {N2, Ny, Ng, N1o} > dy = {Ny, N5, Ng, N5}

di1 = {Nz,Ng, N7, N1} > ds = {Ny, N5, Ng, Ny3}

diz = {N3, Ny, Ng, N1} > dg = {N3, Ng, No, Ny3}

diz = {N10, N11, N1z, N13} 2 diz = {Nyo, N1, N1z, N13}

dy = {Ng, N5, Ng, N11}
d3 = {Ny, Ng, No, Ny}
dy = {Ny, N;, N3, N4}
dyo = {N2, Ny, No, Ny}
dg = {N3, N5, N7, Ny}
dg = {N1, Ne, Ng, N11}

N2 20N 2 2N N N 2

Goriildugii tizere d43 kendisine giden tek dogrudur.

Uzaylara gore otomorfizm sayilar1 Cizelge 3.2°de gosterilmistir:
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Cizelge 3.2. Uzaylara gore otomorfizm sayilari (Anonymous 2023a)

Uzayin ismi | Nokta sayis1 | Dogru sayis1 | Otomorfizm sayisi
PG(2,2) 7 7 168
PG(2,3) 13 13 5616
PG(2,4) 21 21 120960
PG(2,5) 31 31 372000
PG(2,7) 57 57 5630688
PG(2,8) 73 73 49448448
PG(2,9) 91 91 84913920
Hall(9) 91 91 311040

Dual Hall(9) 91 91 311040

Hughes(9) 91 91 33696
PG(2,11) 133 133 212427600
PG(2,13) 183 183 810534816
PG(3,2) 15 15 20160
PG(3,3) 40 40 73343

3.1.5. Bruck — Ryser Teoremi

Projektif diizlemlerin asal ve kuvvetlerindeki mertebelerde oldugu Cizelge
3.2’den de goriiliiyor. Peki bu konuya baska bir yaklagim olabilir mi? Bunun i¢in Bruck
and Ryser (1949) hangi mertebelerde projektif diizlemin olmadigi hakkinda bir fikir
beyan ediyor.

Teorem 3.8 (Bruck-Ryser Teoremi): g, iki tamsayinin kareleri toplam1 olarak
yazilamiyorsa ve ayrica ¢ = 1 (mod 4) veya q = 2 (mod 4) ise mertebesi g olan bir

projektif diizlem yoktur.

Ornegin; 6 sayisinin 4’e boliimiinden kalan 2 olup iki tam sayinin kareleri toplam1
olarak yazilamadigindan 6. mertebeden bir projektif diizlemin olmadig1 Teorem 3.8’den
sOylenebilir. Benzer sekilde 21 sayisinin 4’e boliimiinden kalan 1 olup iki tam sayinin
kareleri toplami olarak yazilamadigindan 21. mertebeden bir projektif diizlem yoktur.
Fakat 10 sayisinin 4’e bdliimiinden kalan 2 olup iki tam sayinin kareleri toplam1 olarak

yazilabildiginden (12+32=10) 10. mertebeden bir projektif diizlem olup olmadig:
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hakkinda Teorem 3.8 bize kesin bilgi vermez. Bruck-Ryser Teoremi ayrica 4’e
bolimiinden kalanin 1 veya 2 olmadigi 12, 15 gibi sayilar hakkinda da net bir sey

sOylemez.

Su ana kadar ki ¢alismalarda en 6nemli ilerleme Bruck-Ryser Teoremi olup 10.
mertebeden bir projektif diizlemin olmadigr algoritmalarla durum sayis1 diisiiriilerek
kalan olast tiim durumlarin bilgisayar yardimiyla hesaplanmasi ile Lam et al. (1989)

tarafindan bulunmustur.

12. mertebeden bir projektif diizlemin olup olmadigi ¢oziilemeyen bir problem

olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Acik Problem 1: 12. mertebeden bir projektif diizlem var mi1?

3.2. Projektif DUzlemlerin Olusturulmasi

2, 3,4, 5,7 ve 8. mertebeden birer tek projektif diizlemin oldugu bilinmektedir.
Bu bdliimde 5. mertebeden projektif diizlemin tekligi gosterilecek ve 9. mertebeden dort
farkli diizlemden bahsedilecektir. Projektif diizlemin cebirsel bir yapi ile nasil kuruldugu,
Dezarg ve Pappus Teoremleri, bazi temel kavramlar 1s1¢inda noktalarin ve dogrularin

nasil koordinatlanacagi ya da etiketlenecegi anlatilacaktir.

3.2.1. 5. mertebeden projektif dizlem

F = GF(5) cismi yardimiyla kurulan P,F diizleminin var oldugu bilinmektedir.

Bu diizlemin tek oldugunu gostermek i¢in 6nce asagidaki tanima ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tamm 3.8: q. mertebeden bir projektif diizlemde herhangi ii¢ii dogrudas olmayan
q + 1 nokta kiimesine oval denir (Akpinar 2001).

Teorem 3.9°un ispati Akpmar (2001)’da bulunmaktadir, ancak asagida verilen

ispat daha ayrintil1 olarak verilmistir.
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Teorem 3.9: 5. mertebeden tek bir projektif diizlem vardir.

Ispat: 5. mertebeden projektif diizlemde ya da farkl bir gosterimle PG(2,5)’de

bir oval herhangi ti¢li ayn1 dogru tizerinde olmayan g + 1 = 5 + 1 = 6 tane nokta igerir.
P’deki nokta sayis1 ve dogru sayist;
g?+q+1=52+5+1=31
olarak bulunur.

Bu dizlemin dogrulari bir ovali ya bir noktada ya iki noktada keser, ya da ikiden
fazla noktada kesmesi ovalin tanimiyla geliseceginden higbir noktada kesmez. Bir
noktada kesen dogrulara teget ya da tanjant dogrusu, iki noktada kesen dogrulara kesen
ya da sekant dogrusu ve hi¢c kesmeyen dogrulara da kesmeyen ya da passant dogrusu

denilecektir.

Ovaldeki herhangi bir nokta, diger bes nokta ile P1 aksiyomu geregi bir dogru
tizerinde bulunmak zorundadir. Ovalin tanimi geregi ovaldeki herhangi {i¢ nokta aym
dogru iizerinde olamayacagindan bu dogrular sekant dogrulari ya da diger ifadeyle

kesenlerdir. 6 noktanin 2’li kombinasyonu alinirsa;

(§-1s

tane kesen dogrusu bulunur. Dolayisiyla ovalin bir noktasi lizerinden 5 tane kesen
dogrusu gececeginden geriye kalan 6. dogru tanjant dogrusu ya da diger ifadeyle tegettir.
Ayni sekilde ovaldeki her bir noktadan bir teget gececeginden toplam teget sayist 6 dir.
Toplamda 31 dogru oldugundan geriye kalan;

31— (6+15) = 10
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tane passant dogrusu ya da diger ifadeyle kesmeyen dogru vardir.

Ovalin noktalar1 0, tegetlerin tizerindeki O’lar hari¢ noktalar T ve kalan noktalar

S tipli noktalar olsun.

b T Tz~

\le /
~ ‘5 -
/ Tl&'\ N 6 / Tos

Tse \.\“ - ;./ Tz
T14 / \ 25
\/ | | \/ !

Sekil 3.13. 5. mertebeden projektif diizlemde bir konfigirasyon

O’larin sayisinin 6 oldugu agiktir. Geriye 31 — 6 = 25 nokta kalir. Bir teget
uzerinde tek bir O olup geriye kalan 5 nokta T tiplidir. 6 tane teget oldugundan 5 * 6 =
30 eder. T’lerin sayist x alinip her bir T Uzerinden y tane teget gectigi varsayildiginda
toplamdaki 30 sayisi; x ile y’nin ¢arpiminin y’nin 2’li kombinasyonuna béliimiine esit

olur. Bu durumda;

XY 30 2Y 305 %
C(,2) y*YT—l -1

=15

olup x,y € Z* ve geriye kalan nokta sayis1 25 oldugundan x = 15 ve y = 2°dir. O halde
T tipli nokta sayisi 15 olup her T {izerinden 2 tane teget gecer Ve bu noktalar Sekil 3.13’de
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goriildigi tizere Ty, formatinda gosterilmistir. Burada m ve n, T tipli noktalarin indis

numarasidir. Geriye kalan;

31— (6+15) =10

nokta da tegetlerin higbiri iizerinde olmayan S tipli noktalardir.

Passant dogrular tizerinde O tipli noktalar olmayacagindan T ve S tipli noktalar
olacaktir. T tipli noktalardan bazilar1 Sekil 3.13’de goriildiigii gibi birlesmemistir. T,
noktasi ele alinirsa, T, nin birlesmedigi noktalar; T35, Tyg , T3¢ , Ts6 , Tas V€ T3y tUr. Tyo
ile T35’in P1 aksiyomu geregi ayni dogru {izerinde olmasi gerektigi diigtiniiliirse, T35’in
birlestigi T tipli noktalar artik secilemeyeceginden geriye sadece T, noktas: kalir ki bu
durumda tanjant dogrular1 disinda en fazla 3 tane T tipli nokta bir dogru iizerinde yer
alabilir. T;, tlizerinden halihazirda 2 tane teget dogrusu gectiginden 4 dogru daha bu
noktadan ge¢cmelidir. T;, nin birlesmesi gereken istteki 6 tane T tipli nokta oldugundan

bu 4 dogru ancak 2-2-1-1 ayrimiyla elde edilebilir. O halde;

1.T12,T35,Tas
2.T12,T36,Tas
3.T12,Tz4
4. T12 ’ T56

olacak sekilde T, ile ayni dogru iizerinde yer alacak noktalari segebiliriz. 1 ve 2 nolu
dogrularda bulunan 3 tane T tipli noktanin yanina (O tipli nokta koyulamayacagindan) 3
tane S tipli nokta eklenmelidir. Boylece passant dogrular elde edilir. Toplam 10 tane S
tipli nokta oldugu biliniyor. Bir passant dogrusu lizerinde 3 tane S tipli nokta oldugundan
ve toplam 10 passant dogrusu bulundugundan her S tipli noktadan gegen passant dogrusu

sayist;

(3%10) /10 = 3
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olarak bulunur. Tanimlanan sekliyle bir tanjant dogrusu tiizerinde S tipli nokta
bulunmadigindan geriye kalan 6 — 3 = 3 dogru da sekant dogrusudur. O halde 3 tane

sekant dogrusu bir S tipli nokta belirler.

3 ve 4 nolu dogrularin yanina birlesmedikleri O tipli noktalar gelmelidir. Bunlar
3’deki dogru i¢in 5 ve 6 indisli O tipli nokta, yani Og ve Og; 4’deki dogru igin 3 ve 4
indisli O tipli nokta, yani O5 ve 0,’dir. Bu durumda 3 ve 4 nolu dogrularin her birinin 2
noktas1 T tipli, 2 noktas1 O tipli ve geriye kalan 2 noktas1 da S tipli olmalidir. Boylece

sekant dogrular elde edilir.

1.Ty5,Tss,Tas,S,S,S
2.T12,Ts6,Tas,S,S,S
3.T12,T54,05,06,S,S
4.T43,Tss,05,0,,S,S

Bu sekilde 10 tane passant dogrusu ve 15 tane sekant dogrusu elde edilmelidir.

T;,’den sonra sirasiyla Ty 3, Tq4 , Tys , T1 noktalar: benzer bicimde ele alinacaktir.

T;3 ele alinirsa; T;3’iin birlesmedigi noktalar; Ty , Tys , Tog , Tys , Tae Ve Tse dir.
4’deki dogruda (T, icin) Tse sekant dogrusu iizerinde segildiginden burada (T;3 igin)
passant dogrusu lizerinde seg¢ilmelidir. Bunun nedeni, tekrar sekant dogrusu tizerinde
secilmesi durumunda sekant dogrulari tizerinde bulunan O tipli noktalardan biri ile
Ts¢’nin birden fazla dogru iizerinde yer alacak olmasidir. Yani, Tse (T;3 icin) sekant
dogrusu tizerinde alinirsa; T;3 Ve Tsg nin yanina O, ve 0, gelmelidir. Fakat 0,, zaten Tg¢
ile 4’deki dogru iizerinde yer almisti. P1 aksiyomu saglanmadigindan Tsq mechuren

passant dogrusu ilizerinde alinmalidir. Bu durumda dogrularin;

5.T13,T24,Ts6
6.T13,T25,Tus
7.T13,Ty5,0,4,05
8.T13,T45,0,,04
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olarak segilmesi zaruridir. Aynt mantikla T;,,T;s,T; noktalart ele alindiginda elde

edilen dogrular su sekilde olmak zorundadir:

9.T14,T23,Ts6 13.T15,T24,T36 17.T16, T23, Tus
10.T14, Ty, T3s 14.T45,T56 , T34 18.T16,To5, T34
11. Ty4 , Tys , 05, Og 15. Tys , Tys , 0, , O 19. T1g, Ty , 05, Os
12. T4, Tsg, 05, Os 16. Tys, Toe , 05,05 20. Ty, Tss, 04,0,

T tipli noktalardan ayni dogru iizerinde yer almayanlar ise O;’den gecen ve
yazilmayan 5 sekant dogrusu Uzerinde tek ihtimalli durum ile alinabilir. Bunlar su
sekildedir:

21. Tsy , Tsg , Oy , O,
22. Tye , Tas , 01 , O
23.Tys , Ts, 01, 0,
24. Tys , Tye , 01 , Os
25. Ty, , Tas , 01, 06

Boylece toplamda 15 sekant dogrusu ve 10 passant dogrusu igin T tipli noktalarin

dagilim1 yapilmis oldu.

3 tane sekant dogrusunun S tipli bir nokta belirledigi {istte bahsedilmisti. Bir
passant dogrusu Uzerindeki bir T tipli nokta 2 sekantin arakesitidir. Yani, bir passant
dogrusu, Uzerindeki T tipli bir noktada 2 sekant dogrusunu keser. Bu durumda bir passant
dogrusu, Uzerinde 3 tane T tipli nokta oldugu igin 3 * 2 = 6 sekant dogrusunu kesip
toplamda 15 sekant dogrusu oldugundan geriye kalan 15 — 6 = 9 sekant dogrusunu da S
tipli 3 noktada kesmelidir. Dolayisiyla bu noktalarin her birinden 9/3 = 3 tane sekant

dogrusu gecer.

Ustte numaralandiriimis ve kesismeyen Sekant dogrulari, Uizerlerindeki O tipli
noktalardan hareketle tigerli sekilde gruplanarak kesistirilmelidir. S tipli noktalar 1°den

10’a kadar numaralandirilabilir.
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Ornegin; 0, ve 0,’nin bulundugu 21°deki dogru, 05 ve 0s’in bulundugu 19°daki
dogru, 0, ve Og’nin bulundugu 15’deki dogru S; noktasinda kesisgsinler. Benzer sekilde
0; ve 0,’nin bulundugu 21’deki dogru, O3 ve Oy’ nin bulundugu 11°deki dogru, O, ve
0s’in bulundugu 7°deki dogru S, noktasinda kesigsinler. Fakat O; ve O, nin bulundugu
21°deki dogru ile O; ve O0,’in bulundugu 4’deki dogru zaten T;, noktasinda
kesistiklerinden buraya S noktasi atamasi yapilamaz. Bu sekilde devam ederek S noktalari

asagidaki gibi belirlenir:

(0, ve0,) N (03ve0s5) N (O,ve0g) 2> S;
(0, ve0,) N (0O3ve04) N (O,ve0s) > S,
(0, ve03) N (0,ve0,) N (OsveOg) > S3
(0,ve03) N (0,ve0s5) N (O ,ve0y) > S,
(0, ve0,) N (0O, ve03) N (OsveOg) > Sg
(0, ve0,) N (0, ve0g) N (O3ve05) > S¢
(0O,ve05) N (0,ve0,) N (O3ve04) > Sy
(01 ve05) N (0,ve04) N (O3ve0,) > Sg
(01 ve0g) N (O, ve03) N (O4ve0s5) > Sq
(01 ve0g) N (0, ve 05) N (0O3ve0,) 2> Sip

Sekant dogrulari tekrar yazilacak olursa asagidaki gibi olur:

3.T12,T34,05,06,S3,Ss 19. Ty6,T24,03,05,S1,Se
4. T12 'T56'03f04 fSB ,510 20. T16'T35'02'04 '53 ;57
7.T13,T26,04,05,S2, 5o 21.T34,Ts6,01,02,51,S,
8.T13,T4s5,02,06,56,Ss 22.Ty6,T4s,01,03,53,5,
11.T14,T25,05,06,S,, Sy 23.Tys5,T36,01,04,55,Se
12.T14,T36, 04, 05,84, S10 24.Ty3,T4s,01,05,S7,Sg
15. Ty5,T23,04,06, 51, Sy 25.Ty4,T35,01,06,Sg , S10

16. T15 !T46J02 ;03 PSS !59

Boylece sekant dogrularinin noktalar1 tamamiyla belirlenmis olup simdi passant

dogrular belirlenebilir.

37



3. PROJEKTIF ve GALOIS GEOMETRI

1. Ty ,T35,Tae,S,S,S passant dogrusunu ele alalim. Bu dogru; T;,’de 3 ve 4’deki
sekant dogrularini, T35 de 20 ve 25’deki sekant dogrularini, T,,’da 16 ve 24°deki sekant
dogrularimi keser. Bu 6 dogru tizerindeki S tipli noktalar; S5 ,Ss,S7,Sg,S9,S10 olup
geriye kalan noktalar S;,S,,S,,Se seklindedir. Bu dort noktanin ii¢ii alinmalidir.
S1,S2/ 51,54/ S1,Se noktalar: sekant dogrulari tizerinde zaten birlesmis oldugundan S;
alimamaz. Alindig: taktirde S, , S, veya Sg alinamaz. O halde S, , S, ve Sg alinmalidir. Bu

durumda 1’deki dogru;

1. T12,T35,T46 ,SZ 154- JS6

olmak zorundadir. Aynt mantikla diger passant dogrular1 da tek ihtimalle bulunur.

Bulunan dogrular su sekildedir:

1. T12 ,T35 ﬁT46 152 '54 156 10. T14-'T26 'T35 '51 155 '58
2. T12 ﬁT36 ,T45 151 '57 159 13. T15 'T24'T36 '52 153 '58
3. T13 ,T24,T56 '54 155 '57 14. T15,T26,T34, iS6 157 '510
6. T13 ;T25 ﬁT46 151 '53 1510 17. T16 'T23 'T4-5 lSZ '55 rSlO
9. T14-'T23 'T56 '53 156 '59 18. T16'T25'T34- '54- 'S8 '59

Sekil 3.13’de gorilen 6 tane tanjant dogrusu 26’dan baslayarak numaralandirilirsa

su sekilde olur:

26. 01 ’ T12 ) T13 ’ T14- ’ T15 ’ T16 29. 04— ’ T14- ’ T24- ’ T34- ’ T4-5 ’ T4-6
27.05,T12,T23,T24 , Tas , Tae 30. 05, T15, 25, T35, Tus , Tse
28. 03 ’ T13 ’ T23 ) T34 ’ T35 ’ T36 31. 06 ’ T16 ’ T26 ) T36 ’ T46 ’ T56

Boylece tiim dogrular asagidaki gibi bulunur:

1.Ti5,T35,Tae,S2,S4,Se (Pasl) 17.Ty6,T23 , Tus , Sz, S5, S10 (Pas9)
2.Ty5,T36,Tss ,S1,57,S9 (Pas2) 18. Ty, 25, 34,54 ,Sg , S (Pasl10)

3.Ti2, T34, 05,06, S, S5 (Sekl) 19.T16, 24, 03,05, Sy, S (Sek9)
4.Ti2,Ts6, 05,04, g S1o (Sek2) 20.Ty6,Ts5,0;, 04,3, 57 (Sek10)
8
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5.Ty3,T24,Ts6,S4,Ss,S7 (Pas3)
6. Ti3, o5, Ty, S1, 53,510 (Pasd)

13 T15 ,T24_ 'T36 ,Sz ,S3 '58 (PaS7)
14 T15 y T26 y T34_ '56 ,S7 ,510 (Pa88)

Ustte tanjant yerine Tan, sekant yerine Sek ve passant yerine Pas yazilmis, ayrica

ayni tipli dogrular ayn1 renge boyanmustir.

Her tanjant dogrusunun {izerinde 1 O tipli, 5 T tipli nokta; her sekant dogrusunun
Uzerinde 2 O tipli, 2 T tipli, 2 S tipli nokta; her passant dogrusunun iizerinde 3 T tipli, 3
S tipli nokta vardir, yani her dogru tizerinde 6 nokta vardir. 6 O tipli, 15 T tipli, 10 S tipli
olmak {izere toplam 31 nokta ve 6 tanjant, 15 sekant, 10 passant dogrusu olmak {iizere
toplam 31 dogru vardir. Bakildiginda; her bir nokta tam olarak bir defa diger noktalarla
ayni dogru iizerindedir ve herhangi iki dogrunun tam olarak bir ortak noktasi vardir. Her
bir O noktasindan 1 tanjant, 5 passant dogrusu; her bir T noktasindan 2 tanjant, 2 sekant,
2 passant dogrusu ve her bir S noktasindan 3 sekant, 3 passant dogrusu ge¢mektedir, yani

her noktadan 6 dogru gegmektedir.

Sonug olarak 5. mertebeden projektif diizlem, bir ovalin belirlenmesi ile tek ttrll

elde edilmistir.

3.2.2. Temel kavramlar

Projektif diizlem elde ederken kullanilan baz1 cebirsel yapilardan bahsedilecektir.

Burada referanssiz verilen tanimlar ve teoremler igin Tasc1 (2011) esas alinmustir.

3
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Tamm 3.9: A bostan farkli bir kiime olsun. * : A x A> A doniisiimiine A’da ikili
islem ve tizerinde ikili igslem tanimlanan A kiimesine de cebirsel yap1 denir ve (4,*) ile

gosterilir.

Tamim 3.10: *, A kiimesi tizerinde bir ikili islem olsun. Bu durumda;

I-)Hera,b € Aigina x b = b * a ise (4,*) cebirsel yapist degismeli,
ii-)Hera,b,c € Aigin (a*xb) *c =ax* (b *c)

ise (A,*) cebirsel yapisi birlesmelidir.

Tamim 3.11: (4,*) bir cebirsel yapi olsun. Her a € Aigina * e = a olacak sekilde
bir e € A varsa e’ye (A,*)’nin sag birimi denir. Benzer sekilde, e *x a = a olacak sekilde
bir e € A varsa e’ye (4,*)’nin sol birimi denir. Eger e, (4,*)’nin hem sag hem sol birimi

ise e’ye (A,*)’nin birimi denir.

Tanim 3.12: (4,*) bir cebirsel yapi, e, (4,*) cebirsel yapisinin birimi ve a € A
olsun. Eger a * b = e olacak sekilde bir b € A varsa b’ye, a’nin sag tersi; c xa = e
olacak sekilde bir ¢ € A varsa c’ye, a’nin sol tersi ve b = c ise b’ye veya c’ye de a’nin

tersi denir.

Tamm 3.13: (G,*) bir cebirsel yap1 olmak iizere G’ nin * islemine gore grup

olmasi icin asagidaki sartlari saglamasi gerekmektedir:

i-) Her a,b € G igin (a * b) € G (Kapalilik 6zelligi)

ii-) Her a,b,c € G igin (a * b) * ¢ = a * (b * c¢) (Birlesme 6zelligi)

ili-) Her a € G icin a * e = e * a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim eleman
varlig)

iv-) Her a € G icin a * b = b * a olacak sekilde bir b € G vardir. (Ters eleman

varlig)
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Tanmm 3.14: (G,*) grubunda her a,b € G icin a*b = b * a oluyorsa (G,*)

degismeli gruptur.

Tamm 3.15: G kiimesinin eleman sayisi sonlu ve q ise, (G,*) grubuna sonlu grup

veya gq. mertebeden grup; sonsuz ise (G,*) grubuna sonsuz grup denir.

Omegin; Z, Q, R, C kiimeleri adi toplama islemine gore birer degismeli sonsuz

grup teskil eder.

Tamim 3.16: (H, +,.) cebirsel yapisinda toplama (+) ve ¢carpma (.) olmak Ulzere
iki ikili islem tanimlansin. H’nin halka olmasi igin asagidaki sartlar1 saglamasi

gerekmektedir:

i-) (H, +) degismeli gruptur.

Ii-) (H, +,.)’daki ¢arpma islemi birlesme 6zelligine sahiptir. Yani, her a,b,c €
H igin (a.b).c = a. (b.c) olur.

iii-) (H,+,.) cebirsel yapisi carpma islemine gére kapalidir. Yani, her a,b € H
icina.b € H olur.

iv-) (H, +,.)’daki ¢arpma islemi, toplama islemine gére sagdan ve soldan dagilma
Ozelligine sahiptir. Yani, her a,b,c € H i¢in a.(b+c) =a.b+a.c ve (a+b).c =

a.c + b.colur.

Tamim 3.17: (H, +,.) halkas1 ¢arpmaya gore birime sahipse birimli halka olur.
Yani,hera € Higina.1ly = 1y.a = a olacak sekilde H’da bir 1 varsa (H, +,.) birimli

halka olur.

Tamm 3.18: (H, +,.) halkas1 carpmaya gore degigmeli ise degismeli halka olur.
Yani, her a,b € H ig¢in a.b = b.a oluyorsa (H, +,.) degismeli halka olur.

Omegin; (Z, +,.),(Q,+,.), (R, +,.), (C, +,.) birimli ve degismeli halkalardur.
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Tamm 3.19: Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin ikinci

isleme gore tersi mevcut ise bu halkaya cisim ad1 verilir.

Ornegin, adi toplama ve ¢arpma islemlerine gore Q, R, C birer cisimdir.

Teorem 3.10: Z,, bir cisimdir ancak ve ancak m bir asal sayidir (Bayraktar 2006).

Tammm 3.20: (H,+,.) cebirsel yapisinda asagidaki sartlar saglanirsa bir sol
yaklasik cisim olur (Bayar et al. 2016):

i-) H sonlu bir kiimedir.

ii-) (H, +) birim eleman1 0 olan bir gruptur.

iii-) (H\{0},.) birim eleman1 olan bir gruptur.

iv-) Her a € H icin 0.a = 0’dur.

v-) (H, +,.) daki ¢arpma islemi, toplama islemine gore soldan dagilma 6zelligine
sahiptir. Yani, hera,b,c € Higina. (b + ¢) = a.b + a.c olur.

vi-) a # b ozelligindeki her a, b, c € H i¢in (—a). f + b. f = ¢ olacak bigimde
bir tek f € H vardir.

Sag yaklasik cisim i¢in de benzer tanim gegerlidir.

Tamm 3.21: V, vektorlerin kiimesi, F bir cisim ve ayrica toplama ve skaler ile
carpma islemleri tanimlanmis olsun. Buna gore asagidaki aksiyomlar saglanirsa V’ye F

cismi lizerinde bir vektor uzay: denir:

i-) (V,+) degismeli bir gruptur.

ii-)a € Fvev eVigina.v € Vdir.

iii-)Hera e Fveheru,veVigina.(u+v) =a.u + a.volur.
iv-)Hera,8 € FveveVigin(a+18).v=av + R.volur.
v-)Hera,8 € Fvev € V igin (a.f3).v = a. (83.v) olur.

vi-) Her v € V igin 1. v = v olacak sekilde 1 € F vardir.
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Tamm 3.22: V, F cismi lizerinde bir vektor uzayr ve M € V bos olmayan bir
kiime olsun. M alt kiimesi V vektor uzay1 tizerindeki islemlere gore F cismi Uzerinde bir

vektor uzayi ise M vektor uzayima V vektdr uzayinin bir alt vektdr uzayi (alt uzayi) denir

(Gezer ve Bizim 2017).

Tanmim 3.23: Her p asal sayis1 ve r pozitif tam sayisi i¢in karakteristigi p olan p”
tane elemanli bir tek sonlu cisim vardir. Bu cisme mertebesi p” olan Galois cismi denir
ve GF(p" ) ile gosterilir. p" = m olmak (izere, bu cismin her eleman1 x™ = x denklemini

saglar (Gezer ve Bizim 2017).

Tamm 3.24: F bir cisim olmak Uzere;

F[x]=Zal-xi:aiEF,n20

n
=0

kimesine F tizerindeki polinom halkasi ad1 verilir. P(x) = Z?:o a;x' polinomu igin a,,
katsayist 1 ise P[x] polinomuna monik polinom adi verilir. a, # 0 i¢in n sayisina
polinomun derecesi denir. Pozitif dereceli bir P(x) € F[x] polinomu icin P(x) =
f(x)g(x) olacak sekilde dereceleri P(x)’in derecesinden kicik sabit olmayan
f(x),g(x) € F[x] polinomlar1 bulunabiliyor ise P(x) polinomuna F (zerinde
indirgenebilir polinom ad1 verilir. Aksi halde P(x) polinomuna F (zerinde indirgenemez

polinom denir (Gezer ve Bizim 2017).

Ornek 3.3:

i) p(x) = x* + 2x3 + 2x + 2 € Z3[x] polinomunun derecesi 4 olup p(x), Z5[x]
tizerinde indirgenebilir bir polinomdur. Cunkil p(x) = (x? + 1)(x? + 2x + 2) seklinde

carpanlarina ayrilabilir.

ii-) g(x) = x? + x + 1 € Z,[x] polinomunun derecesi 2 olup indirgenemez bir

polinomdur.
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Indirgenemez polinomlarin, sabit polinomlar ve kendisi disinda hicbir polinoma
boliinemeyen polinomlar oldugu anlasiimaktadir. indirgenemez polinomlarm bu ydniiyle

asal sayilara olan benzerligi vardir.

Teorem 3.11: p bir asal say1, p(x) € F,[x] derecesi n olan monik indirgenemez
bir polinom olsun. Bu durumda F,[x]/{p(x)) boliim halkas1 g = p™ mertebeli sonlu bir
cisimdir (Keskin 2017).

Teorem 3.12: Her p asal sayis1 ve her n € Z* igin g = p™ mertebeli bir sonlu

cisim vardir (Arikan ve Halicioglu 2015).

Ustteki teoremlerden hareketle cisim genislemesi ozellikle asal sayilarin
kuvvetlerinde kullanilacaktir. Mesela 9. mertebeden bir projektif diizlemin
olusturulmasinda F; cisminin genislemesi ile elde edilen GF(32) = GF(9) cismi
kullanilir. Bunun i¢in 9. mertebeden 4 farkli diizlemde gereken indirgenemez polinomlar

ve kullanilan denklemler GF (9) cismi ile elde edilirler.

Ornegin, 9 elemanl: bir cisim olusturmak igin F;[x] halkasinda derecesi 2 olan
monik ve indirgenemez polinomlar alinabilir. Bu polinomlar; (x% + 1), (x? + x + 2),

(x? + 2x + 2) polinomlar1 olup;

F3[x]/{x? + 1), F3[x]/{(x*+ x +2), F3[x]/{(x?+ 2x + 2)

boluim halkalarmin her biri 9. mertebeden bir cisimdir.

Tanmmm 3.25: E bir cisim ve F @ E olmak (zere F, E cisminden indirgenen
islemlere gore bir cisim ise F cismine E cisminin bir alt cismi, E cismine ise F cisminin

bir cisim geniglemesi denir ve F < E ile gosterilir (Cangul 2016).

Teorem 3.13 (Kronecker Teoremi): F bir cisim ve f(x) € F[x] sabit olmayan
bir polinom ise f(a) = 0 ve a € E olacak bicimde F cisminin bir E cisim genislemesi
vardir (Cangul 2016).
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Omegin, p(x) = (x> + x+ 1) € F,[x] polinomu F,[x] halkas1 iizerinde
indirgenemezdir. Kronecker Teoremi geregi, p(x) polinomunun bir t kokinl bulunduran
F, cisminin bir cisim genislemesi vardir. t, p(x) polinomunun F, cisminin bir

genislemesindeki kokii olmak tizere;

t?+t+1=0ve t?=-(1+t)=1+¢t

olarak bulunur. F,(t) cismi {a + bt | a,b € F,} bigimindedir ve bu cismin elemanlari

0,1,tvel+ t’dir.

Teorem 3.14: F bir cisimve P(x) € F[x] olsun. F[x]/P(x) kimesi, adi toplama
ve ¢arpma islemleri ile birlikte bir halkadir. Ayrica, F[x]/P(x) ’in cisim olmast i¢in gerek

ve yeter kosul P(x)’in F {lizerinde indirgenemez olmasidir (Arikan ve Halicioglu 2015).

Ormegin; R[x]/(x? +1) = ax + b:a,b € R halkasinda x? + 1 polinomu R
uzerinde indirgenemez olup bu halka bir cisimdir. x ile i karmasik sayisi eslestirilirse bu

cismin C karmasik sayilar cismi ile es yapili oldugu goriiliir.

Teorem 3.15: Verilen her F cismi ic¢in noktalar1 ve dogrulart bu cismin

elemanlariyla belirtilebilen bir afin diizlem ve bir projektif duzlem vardir (Kaya 2005).

Simdi Z, cismi lizerinde tanimli indirgenemez bir polinomdan iistteki teoremler
ve tamimlar geregi dort elemanh bir cisim, yani GF(2%) = GF(4) Galois cismi elde
edilebilir. Ayrica adi toplama ve carpma islemlerine gore elde edilen Z, halkasinin ve

GF (4) Galois cisminin tablolar karsilastirilarak aradaki fark goriilebilir.

Z,[x]/(x* + x4+ 1) = 0,1,x,1 + x halkas1 Teorem 3.11 geregi, (x> +x + 1)
polinomu Z, (izerinde indirgenemez oldugundan bir GF (4) Galois cismidir. x? = x + 1
esitligi kullanilarak toplamaya ve garpmaya gore olusturulan islemler Cizelge 3.3°de

verilmistir.
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Cizelge 3.3. GF (4)’deki toplama ve ¢arpma islemleri

dereceleri en fazla 1 olan polinomlar oldugu goriiliiyor. Ayrica bu elemanlar farkli olarak

+ 0 1 | x |1+x 0| 1 | x [1+x

0] 0]1 1+x 001 0] O0

1 | 0 |1+x]| X 01 1+x

X X |[1+x| O 1 0| x |1+x| 1

1+x | 1+x| X 0 1+x| 0 [1+x| 1 X
(@) (b)

ornegin Cizelge 3.4’deki gibi ikilik veya onluk diizende de yazilabilir.

Cizelge 3.4. GF (4)’iin elemanlarmin farkli gosterimleri

polinom | ikilik say1 | onluk say1
0 00 0
1 01 1
X 10 2
1+x 11 3

Bu yontemle 4 elemanli bir Galois cismi elde edilir. Bu cismin elemanlarinin

Polinomlar1 onluk diizende yeniden ifade ederek yazarsak, Cizelge 3.3’deki
islemler Cizelge 3.5 (a)’ya dontisiir. Z, halkasindan elde edilen islem tablolari ise Cizelge
3.5 (b)’de verilmistir.

Cizelge 3.5. GF (4)’lin ve Z,’\in toplama ve ¢arpma iglemleri

+/01 23] |.]01238W+|0123] [.|]0123

0/j0 1 23| (0j0 00 OO0 12 3] [0/000O00

11103 2| |1/0 1 2 3@1(1 2 3 0| |1(0 1 23

2230 1| (2102 3 182230 1| |2/02 0 2

33 210 [3/03 123|301 2] |3/0321
(@) (b)

Cizelge 3.5 (a) ve (b)’nin farkli oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.15 geregi her cisim iizerine kurulu bir projektif diizlem oldugundan
olusan Galois cisimleri tizerinde de kurulu projektif diizlemler vardir. Sonug olarak asal

ve asalin kuvvetleri mertebeden projektif duzlemler mevcuttur.
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3.2.3. Koordinatlama

Simdi afin ve projektif diizlemlerin noktalarinin ve dogrularinin bir cebirsel yap1
ile nasil koordinatlanabilecegi lizerinde durularak bu diizlemler arasindaki iligski ele

alinacaktir. Teorem 3.4 ve Teorem 3.15 geregi koordinatlama g6zlemlenecektir.

Afin ve projektif diizlem icin ayr1 ayr1 nokta kiimesi, dogru kiimesi ve lizerinde

olma bagintist tanimlanabilir.

N=F«F=(x,y):x,y €F,
D ={[m,b]l:m,b€eF} U {[a]l:a €EF}

(x,y)olmbj]®@y=mx+bve(x,y)ola] ®x=a

ile verilen (N, D, o) afin duzlemi ile

N, ={(x,y,):x,y € F} U {(1,y,0):y € F} U {(0,1,0)},
D, = {[m, 1,k]:m k € F} U {[1,0,k]:k € F} U {[0,0,1]},

(x,y,2) o, [m,1, k] © yr =xm+ zk

ile verilen (N,, Dy, 0,,) projektif diizlemi tanimlansin.

Burada afin diizlem i¢in diizlemde analitik olarak tanimlama yapilirken projektif
diizlem i¢in tanimlama bir {ist boyut olan 3-uzaydan yapilmistir. Orantili olan yani
birbirinin 1 (A € F) kat1 durumundaki {i¢lii noktalar diizlemde tek bir noktadir. Burada
GF (q) sonlu cismi lizerinde tanimli V (3, q) vektor uzayindan alinan birbirinin kati ti¢lii

noktalar (0,0,0) noktasi hari¢ projektif diizlemde tek bir noktayr gosterir.

Mesela, F;’de her 2 adet iiclii nokta diizlemde tek bir noktaya isaret eder. Yani,
(1,0,0), (2,0,0) birbirinin 2 kat1 oldugundan diizlemde ayn1 noktadir. (1,2,0) ve (2,1,0)

noktalar1 da ayn1 sekilde F3’de birbirinin 2 kat1 oldugundan yine diizlemde ayn1 noktadir.
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GF(4) Galois cisminde ise cismin elemanlart {0,1,t,1+t} oldugundan
V(3,GF(4)) vektor uzayindan alinan (1,t,1 4+ t) ile t kat1 olan (¢, 1 + t, 1) noktalar
yine diizlemde tek bir noktaya isaret eder. Dolayisiyla F’nin eleman sayis1 q ise (@ — 1)

tane Tliglii nokta diizlemde tek bir noktay1 gosterecektir. Buradan nokta sayisi;

@-1)/@-1)=q¢*+q+1

olarak bulunur ki zaten bu da q. mertebeden bir projektif diizlemdeki nokta sayisini verir.

Boylece (x, y, z) Ugliisu ve bu tigliiyle orantili olan biitiin ii¢liiler ayn1 nokta olacak
sekilde tanimlanirsa N,, nokta kiimesi; [m, 7, k] iigliisii ve bu iigliiyle orantili olan biitiin
ticliiler aym1 dogru olacak sekilde tanimlanirsa D,, dogru kiimesi bulunur. Bu kiimeler

projektif duzlemler (P,F) igin gegerlidir.

Simdi F; = GF(3) = {0,1,2} kimesinden hareketle A,F afin ve P,F projektif

diizlemlerinin noktalari ve dogrular1 bulunarak aralarindaki iliski gézlemlenecektir.

GF (3) cismi icin Cizelge 3.6’daki islemler gegerli olsun.

Cizelge 3.6. GF (3)’deki toplama ve ¢arpma islemleri
0 1 2 .10

= N O

N B OB

+
00 1 2 0
111 2 0 0
212 0 1 0

Once afin diizlem (A,F) ele alinsin. GF(3)’iin mertebesi 3 olup afin dizlemde
toplam dogru sayis1 12 ve toplam nokta sayis1 9’dur. Bir dogru lizerinde 3 nokta olup bir

noktadan gecen dogru sayist ise 4’tiir.

N =F xF = {(x,y): x,y € F} kimesinden hareketle noktalar asagidaki gibi

yazilir:
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N ={(0,0),(0,1),(0,2), (1,0), (1,1),(1,2),(2,0), (2,1), (2,2)}

D ={[m,b]:m,b € F} U {|a]: a € F } ve iizerinde olma bagintis1

(x,y)olm,b] & y=mx+b ve (x,y)ola] ©& x =a oldugundan

tizerinden gegen dogrular asagidaki gibi bulunur:

0,0)o[mb] & 0=m.0+b &

b=0ve(0,0)0[a] & a=0,

(0,1)o[mb] ©® 1=m.0+b
b=1ve(0,1)o[a] & a=0,

(02)o[m,b] & 2=m.0+b
b=2ve(0,2)o[a] & a=0,

(1,0)o[m,b] ©® 0=m.1+»b
b=1ve(1,0)o0[a] © a=1,

(L1)o[mb] & 1=m.1+b
b=2ve(1,0)o[a] & a=1,

(L2)o[mb] & 2=m.1+b
b=0ve(1,0)o[a] & a=1,

(20)0[mb] & 0=m.2+b
b=2ve(2,0)o[a] & a=2,

(21)o[mb] & 1=m.2+b
b=0ve(2,0)o0[a] & a=2,

(22)o[mb] & 2=m.2+b
b=1ve(2,0)ofa] & a=2

m=0ic¢inb =0,

m=20icinb =1,

m=0ic¢inb = 2,

m=0icinb =0,

m=0icinb =1,

m=0ic¢inb = 2,

m=0ic¢inb =0,

m=20icinb =1,

m=0ic¢inb = 2,
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m=1icinb =0,

m=1icinb =1,

m=1ic¢inb = 2,

m=1ic¢inb = 2,

m=1icinb =0,

m=1icinb =1,

m=1icinb =1,

m=1ic¢inb =2,

m=1icinb =0,

noktalarin
m = 2 i¢in
m = 2 i¢in
m = 2 i¢in
m = 2 i¢in
m = 2 i¢in
m = 2 i¢in
m = 2 i¢in
m = 2igin
m = 2 i¢in
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Buradan noktalar ve iizerinden gegen dogrular asagidaki gibidir:

(0,0): [0,0],[1,0], [2,0], [0]
(0,1):[0,1], [1,1], [2,1], [0]
(0,2):[0,2],[1,2],[2,2],[0]
(1,0):[0,0], [1,2], [2,1], [1]
(1,1):[0,1],[1,0], [2,2], [1]

(1,2):[0,2],[1,1],[2,0], [1]
(2,0):[0,0],[1,1],[2,2], [2]
(2,1):[0,1],[1,2],[2,0], [2]
(2,2):10,2],[1,0], [2,1], [2]

Dogrular ve tizerindeki noktalar agagidaki gibidir:

0]: (0,0, (0,1), (0,2)
1]: (1,0), (1,1), (1,2)
2]: (2,0, (2,1), (2,2)
0,0]: (0,0), (1,0), (2,0)
0,1]: (0,1), (1,1), (2,1)
0,2

[
[
[
[
[
[0,2]: (0,2), (1,2), (2,2)

Buradan Sekil 3.14 elde edilir.
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[1,0]: (0,0),(1,1),(2,2)
[1,1]: (0,1),(1,2),(2,0)
[1,2]: (0,2),(1,0),(2,1)
[2,0]: (0,0),(1,2),(2,1)
[2,1]: (0,1),(1,0),(2,2)
[2,2]: (0,2),(1,1),(2,0)
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[0] [1] [2]

[2,1] [1,2] [1,0]

[0.2]

[0.1]

[0.0]

22

Sekil 3.14. 3. mertebeden afin diizlemin kartezyen (ikili) koordinatlamasi

Burada Teorem 3.4’den afin diizlemin bir projektif diizleme tamamlanigi oldugu
biliniyor. 3. mertebede bu tamamlanis, Teorem 3.5 geregi, Uizerinde 4 nokta bulunan bir

dogru eklemekle gergeklesir. Afin duzleme [oo] dogrusu eklenirse dogrular kiimesi;
D, ={[m,b]l:m,b € F} U {[a]:a € F} U [0]

olur. N noktalar kiimesine ise [oo] dogrusu iizerindeki (0), (1), (2) ve (o) noktalar

eklenirse;

N,=F*F={(xy):x,yeF} U {(v):v € F} U ()

olur. Bu durumda o6nceki lizerinde olma bagintilarina agagidakiler eklenir:

I-) (x,¥) € [%0],
ii-) (v) € [m,b] & v=m, (v) €[], (v) & [a],
iii-) (o) € [a], (o) € [00], () & [m, b]
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Boylece eklenen 4 noktanin iizerinden gegen dogrular ve eklenen 13. dogru

tizerindeki noktalar asagidaki gibidir:

(0):10,01,10,11,10,2], [eo] [e0]: (0), (1), (2), (0)
(1):[1,0], [1,1], [1,2], [eo]
(2):[2,0],[2,1], [2,2]
]

(0): 0], [1], [2], [0

, [0]

Burada 13 nokta ve 13 dogru belli olup bu dogrular ve lzerindeki noktalar

asagidaki gibidir:

[0]: (0,0), (0,1), (0,2), () [1,0]: (0,0), (1,1), (2,2), (1)
[1]: (1,0), (1,1), (1,2), () [1,1]: (0,1), (1,2), (2,0), (1)
[2]: (2,0),(2,1),(2,2), () [1,2]: (0,2), (1,0), (2,1), (1)
[0,0]: (0,0), (1,0), (2,0), (0) [2,0]: (0,0), (1,2), (2,1), (2)
[0,1]: (0,1), (1,1), (2,1), (0) [2,1]: (0,1), (1,0), (2,2), (2)
[0,2]: (0,2), (1,2), (2,2), (0) [2,2]: (0,2), (1,1), (2,0), (2)
[0]: (0), (1), (2), ()

Boylece afin diizlem projektif dizleme Sekil 3.15°deki gibi tamamlanmis olur.

52



3. PROJEKTIF ve GALOIS GEOMETRI

[1,0]

(0)

[1,1] [2,0] S [2,2]

Sekil 3.15. 3. mertebeden projektif diizlemin kartezyen (ikili) koordinatlamasi

Simdi basta projektif diizlem i¢in verilen nokta ve dogrularin koordinatlamast ile
Sekil 3.15°deki projektif diizlem icin elde edilen nokta ve dogru gdsterimleri

karsilastirilabilir.

GF(3)’lin mertebesi 3 olup projektif diizlemde toplam dogru sayisi ve toplam
nokta sayist 13’tiir. Bir dogru tlizerinde 4 nokta olup bir noktadan gecen dogru sayisi ise

yine 4’tiir.

N, = {(x,y,1):x,y € F} U {(1,y,0):y € F} U {(0,1,0)} dogrultusunda ikili
koordinatlamadaki (o) noktast (0,1,0); (0),(1),(2) noktalar1 (1,x,0) ve
(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2) noktalar1 da (x,y,1) olarak

alinirsa noktalar asagidaki gibi bulunur:
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(00) 2 (0,1,0)
(0) = (1,0,0)
(1) 21,10
(2) >(1,20)

(0,1) > (0,1,1)
0,2) > (0,2,1)
(1,0) > (1,0,1)
(1,1) > (1,1,1)

(1,2) > (1,2,1)
(2,0) > (2,0,1)
21> (2,1,1)
(2,2) > (2,2,1)

(0,0) > (0,0,1)

D, ={[m,1,k]:m,k € F} U {{1,0,k]:k € F} U {[0,0,1]} dogrultusunda ikili
[0,0,1]; [0],[1],[2] [1,0,k] ve
[0,0],[0,1],[0,2], [1,0], [1,1], [1,2], [2,0], [2,1], [2,2] dogrulart da [m,1,k] olarak

dogrular

koordinatlamadaki [c0]  dogrusu

alinirsa noktalar asagidaki gibi bulunur:

[e0] = [0,0,1] [0,1] > [0,1,1] [1,2] > [1,1,2]
[0] = [1,0,0] [0,2] > [0,1,2] [2,0] > [2,1,0]
[1] > [1,0,1] [1,0] = [1,1,0] [2,1] > [2,1,1]
[2] = [1,0,2] [1,1] > [1,1,1] [2,2] > [2,1,2]
[0,0] = [0,1,0]

Ikili koordinatlamada dogrular ve iizerindeki noktalar bulunmustu. Simdi, Ucli
koordinatlamaya cevrilmis listte yazan koordinatlamayla (x,y,z) o, [m,1, k] © yr =

xm + zk tlizerinde olma bagintis1 kontrol edilebilir:

[0] dogrusu iizerinde (0), (1), (2), (o0) noktalar1 vardi. (1) noktasi ele alinip
ticlii koordinatlama iizerinden islem yapilacak olursa (1,1,0) noktasinin [0,0,1] dogrusu

tizerinde olup olmadig1 su sekilde kontrol edilebilir:

(1,1,0) 0, [0,0,1] & 1.0=1.0+01=0

oldugundan tizerinde olma bagintis1 burada saglanir.

Benzer sekilde tiim noktalar ve dogrular lizerinde olma bagintis1 yardimiyla

kontrol edilirse denklemin saglandig1 goriilecektir.
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3.2.4. Dezarg ve Pappus Teoremleri

Temel tanimlar ve teoremler igin Kaya (2005), Klein and Storme (2011) referans

alinmustir.

Tamim 3.26: Dogrudas olmayan {i¢ nokta A;, A,, A3 olsun. {A,, A, A3} kiimesine

bir Gcgen denir.

Tanim 3.27: {A,, A,, A3} ve {B;, By, B3} iki liggen olmak {izere birbirinden farkli
A1B;, A;B,, A3B; dogrulan bir C noktasinda kesisiyorsa C noktasina perspektiflik

merkezi, ti¢genlere de C’den perspektiftir, denir.

P4 Dezarg Aksiyomu: {A;,A,, A3} ve {B;, B,, B3} iki Ucgen olmak Uzere
birbirinden farkli A;B;, A;B,, A3B3 dogrulan bir C noktasinda kesissinler, diger bir

ifadeyle ¢genler C’den perspektif olsunlar. Bu durumda;

R12 = AlAZ N BlBZ y R13 = A1A3 N BlB3 , R23 == A2A3 n BzB3

olacak sekilde Ry,, Ry3, R,3 arakesit noktalar1 dogrudas olurlar (Sekil 3.16).

Burada R;,, R;3, R,3 noktalarmin bulundugu dogruya perspektiflik ekseni adi

verilir.
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Sekil 3.16. Dezarg konfigirasyonu

Dezarg teoremini saglayan projektif diizlemler oldugu gibi saglamayanlar1 da

vardir. Bu yiizden P4, projektif diizlemler i¢in yeni bir aksiyom olarak kargimiza ¢ikar.

Tamm 3.28: P4 Dezarg aksiyomunu saglayan projektif diizleme Dezarg diizlemi
ya da Dezargsel Diizlem denir. P4 Dezarg aksiyomunu saglamayan projektif diizleme ise

Dezargsel olmayan projektif diizlem denir.

Teorem 3.16: F bir cisim olmak lzere P,F projektif diizlemlerinin tamami

Dezargseldir.

Sonu¢ olarak projektif duzlemlerde asal mertebelerdeki tim dizlemler
Dezargseldir. Asalin kuvvetlerindeki mertebelerde ise cisim genislemesi ile kesin bir tane
Dezargsel diizlemin olmas1 yaninda Dezargsel olmayan diizlemler de olabilir. Mesela, 4.
mertebeden projektif diizlem tek ve Dezargsel olup 9. mertebeden projektif dizlem ise

dort tane ve bunlarin biri Dezargsel diger ii¢cli Dezargsel olmayan diizlemlerdir.
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Burada merak edilen bir agik problem sdyle ifade edilebilir:

Acik Problem 2: PG (2, gq)’da q asal iken Dezargsel olmayan diizlem var midir?

P5 Pappus aksiyomu: Ay, A,, A; ve By, By, B; birbirinden farkl alt1 nokta olup
bir projektif dizlemde d; N d,’den farkli olacak sekilde sirasiyla d; ve d, dogrulari
Uzerinde ise;

Cl = AlBZ N AZBI ) CZ = A1B3 N A3B1 ) Cg = A2B3 N A3B2

olacak sekilde C;, C,, C53 noktalart dogrudastir (Sekil 3.17).

Burada C;, C,, C3 noktalarinin bulundugu d; dogrusuna Pappus dogrusu adi

verilir.

Sekil 3.17. Pappus konfigirasyonu

Dezarg teoreminde oldugu gibi Pappus teoremini de saglayan projektif diizlemler
oldugu gibi saglamayanlar1 da vardir. Bu yiizden P5, projektif duzlemler igin yeni bir

aksiyom olarak karsimiza cikar.

Tanmim 3.29: P5 Pappus aksiyomunu saglayan projektif diizleme Pappus diizlemi

ya da Pappussel duzlem denir.

Teorem 3.17: F bir cisim olmak uzere P,F projektif diizlemlerinin tamami

Pappusseldir.
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Teorem 3.18: Bir projektif dizlemde P5 gecerli ise P4 de gecerlidir, yani her

Pappussel diizlem ayn1 zamanda Dezargsel diizlemdir.

Teorem 3.19: Bir projektif dizlemde P5 gecerli ise onun duali olan P5* de

gecerlidir.
3.2.5. 9. mertebeden projektif dizlem

9. mertebeye kadar var olan projektif duzlemler Dezargsel ve tek iken 9.
mertebede Dezargsel diizlemden baska Dezargsel olmayan Hall, Dual Hall ve Hughes
diizlemleri vardir. Bu kisimda 4 farkli diizlem i¢in islem tablolar1 ve Uzerinde olma

bagntilar: verilecek olup Dual Hall i¢in dogrular1 igeren bir ¢izelge gosterilecektir.
Farkli gosterimler, Cizelge 3.7°deki gibidir.

Cizelge 3.7. GF(9)’un elemanlarinin farkli gésterimleri

0050500 10919191 20929292
01>t >3>a 1191+t949b \ 21> 24t>5> ¢
022t 6 d 1291+2t979e \ 22> 242t > 8 > f

(Z3,+,.) cismi ve Z; Uzerindeki indirgenemez polinom f(z) = z% + 1 olsun.
a,b €Z; ve t & Z; olmak Ulzere Zs genisletilerek a + bt formunda ifade edilen 9
elemanl T={0+0t,1+0¢t,2+0¢t,0+ 1t,1+ 1¢,2 + 1¢t,0 + 2¢t,1 + 2¢, 2 + 2t}
kiimesi elde edilir. Cizelge 3.7°de goriildiigii tizere a + bt ifadesi ab seklinde
gosterilebilir ve bu durumda sadelik icin T = {00, 10,20,01,11, 21,02, 12, 22} olarak

alinabilir.

Simdi T tizerinde asagidaki @ toplama ve ® c¢arpma islemleri tanimlanarak dort
farkli (T, @, ©) cebirsel yapisi elde edilecektir:

(@a+th)® (c+td) = (a+c)+tb+d)
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islemi ile Cizelge 3.8,
(a +tb) ®, (c +td) = (ac — bd) + t(ad + bc)
islemi ile Cizelge 3.9 (a),

ac + t(ad), b = 0icin

(@+th) ©; (¢ +td) = {ac —b'd(a? +1) + t(bc — (a—1)d), b # 0igin

islemi ile Cizelge 3.9 (b),

ca + t(da), b = 0icin

(a+1tb) O3 (c +td) = {ca —db(a*+1) +t(cb—da), b#0igin

islemi ile Cizelge 3.9 (c),

{xy, x, Fy'da bir tam kare ise
X3y, x, Fy'da bir tam kare degilse

islemi ile Cizelge 3.9 (d) elde edilir.

Cizelge 3.8. T Uzerindeki @ islemi

@ |00|01|02/10(11|12|20|21|22
00/00{01{02]|10|11|12{20|21|22
01/01]{02|{00|11|12|10(21|22|20
02{02(00({01/12|10|11}22|20|21
10(10|11(12|20|21|22|00|01|02
11({11|12|10|21|22|20/01|02|00
12(12|10(11|22|20|21/02|00|01
20120|21122|00(01|02|10|11 |12
21121|22120|01(02|00|11|12|10
22(22120(21|02|00(01(12|10|11
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Cizelge 3.9. T Gzerindeki ®1, ®,, O3 ve O, islemleri

®,]00(01{02|10|11|12}20|21 |22 ‘()2 00/01|02(10|11|12|20|21 |22
00 |00|00|{00|00|00|00(00|0O0 |00 ‘00 00|{00|00(00|00|00|00|00 |00
01/00/20(10|01(21|11|02|22 1244J01 00[20|10(01|21|11|02|22 |12
02100/10(20|02(12{22|01|11 2144J02 00/10|20(02|12|22|01|11 |21
10 100(01|02]10|11}12|20|21 2244J10 00|01|02(10|11|12|20|21 |22
11|00|21/12|11|02|20|22|10 0144J11 00(12]21|11}20|02|22|01|10
12 100|11/22(12}20|01|21|02 1044J12 00(22|11]12|01|20|21|10|02
20100/02(01(20|22|21|10|12 1144J20 00(02(01]20(22|21|10|12|11
21100(22|11}21|10|02|12|01 2044l21 00(11}22]21|02|10|12|20|01
22 100(12(21}22|01|{10|11/20|02 ‘22 00(21(12]22|10|01|11|02|20

(@) (b)

(®5]00({01|02/10(11{12}20|21
00 |00|00|{00|00(00{00 00|00
01/00|20(10|01(12|22|02|11
02 |00(10(20|02|21|11/01 |22
10|{00|01/02|10(11|12|20|21
11|00|21/12|11}20|01|22|02
12 100|11/22(12|02|20{21|10
20100/02(01(20|22|21|10|12
21100(22(11}21|01|10|12|20 00(12(21]22|01|10|11|20|02
22 |100(12|21|22|10(02|11|01 0022|11(21|10|02|12|01|20

(©) (d)

00/01|02(10|11|12|20|21 |22
00|{00|00(00|00|00|00|00 |00
00/20|10(01|21|11|02|22|12
00(10(20(02|12|22|01|11|21
00(01(02]10(11|12|20|21|22
00(11}22]12}20|01|21|02|10
00(21]12|11(02|20|22|10|01
00(02(01]20(22|21|10|12|11

Boylece; (T, @, ®,) ile cisim, (T, ®, ®,) ile sol yaklasik cisim, (T, ®, ©3) ile
sag yaklasik cisim ve (T, ®, ©,) ile de Hughes sistemi elde edilir.

Simdi Bayar et al (2016)’a gore Hall diizlemi asagida verilen nokta, dogru ve
lizerinde olma matrisi bagintisina gore insa edilebilir. Cizelge 3.10 bu calismadan
alinmak suretiyle tekrar yazilmistir. Buradaki yéntem, Coxeter (2003)’in kitabinda 5.
mertebeden projektif diizlem elde etmek igin kullandigi yontemin 9. mertebeye

uyarlanigidir.

60



3. PROJEKTIF ve GALOIS GEOMETRI

Boliim 3.2.3’dekinin aksine koordinatlama asagidaki Ny, D, o, kimeleri dikkate

alinarak yapilacaktir:

Ny = {(x1,%2,%3): X1, X2, x3 € T, (X1, X2, x3) # (0,0,0), (%1, X2, x3)
= A(xq,%2,%3),AET,A#0},

D, ={[ay, a3 a3]:a1,a5,a5 €T, [ay,a;,a3] #[0,0,0],[ay,a,, as]
= Alay,a3,a3],A €T, A # 0},

(x1,%2,%3) 0p [aq,03,a3] & a;x; + azx; +azxz =0

ile verilen (Np,D,,0,) projektif dizlemi olup nokta ve dogru kiimesi BOIim

3.2.3’dekinden farkli olarak asagidaki gibi alinacaktir:

N, = {(x,y,1):x,y €T} U {(x,1,0): x € T} U {(1,0,0)},
D, = {[mk,1]:mk €T} U {[k,1,0]: k € T} U {[1,0,0]}

Burada; (1,0,0) formundaki nokta tek sonsuz noktasini temsil eder. (1,x,0)
formundaki nokta 9 noktay1 ve (x,y,1) formundaki nokta da 81 noktay1 temsil ederek

toplamda;

1+9+81=091

nokta elde edilmis olur. Benzer sekilde 91 tane dogru gosterimi mevcuttur.

Ornek olarak sol yaklasik cisim Gzerine kurulu olan Hall diizleminde dogrular ve
uzerindeki noktalar Cizelge 3.10 ile verilmistir. Cizelgede ilk siradaki dogru olan [1,0,0]
dogrusu ele alimarak xm + yn + zk = 0 ilizerinde olma bagintist ile dogru iizerindeki

noktalar bulunmus olur. Bu durumda;

[1,0,0] =
{(0,1,0),(0,0,1),(0,2,1),(0,3,1),(0,4,1),(0,5,1), (0,6,1),(0,7,1),(0,8,1), (0,9,1)} olup
dogru iizerindeki noktalar Cizelge 3.9°da gorildigi iizere; 2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, 65,

74, 83 numarali noktalardir.
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Cizelge 3.10. Hall diizleminde dogrular ve noktalar

Dogrular Noktalar Dogrular Noktalar

(1)[2,00] | 2 |11|20|29 (38|47 |56|65| 74|83 (47)[0,4,1]| 1 |47 |48 |49 |50 |51 (52|53 |54 |55
(2)[010] | 1 |11|12|13|14|15|16|17|18 |19 (48)[1,41]| 10|13 |27 (32|44 |47 (61|69 |82 |84
(3)[1,1,0] | 4 |11]|22|30|44|55|63|68|79 |87 (49)[2,4,1]| 6 |12 |25|35|41|47|63|73|78|85
(4)[2,1,0] | 3 |11|21|31|41|51|61|71|81|91 (50)[3,4,1]| 9 |14 |24 |30|40|47|64|70|81|89
(5)[3,1,0] | 5 |11|23|35|40|54|60|66|82|88 (51)[4,4,1]| 4 | 15|26 |36 |43 |47 |59 |66 |76 |91
(6)[410] | 6 {1124 |37 (43|49|62|72|77 |84 (52) [54,1]| 5 |16 22|33 |46 |47 (57| 71|77 |90
(7)[5,14,0] | 7 |11|25|36|46|50|58|69|75|89 (53)[6,4,1]| 7 |17 |28 |31|39|47|60|72|79|86
(8)[6,1,0] | 8 |11|26|32|39|52|64|67|78|90 (54)[7,4,1]| 8 |18 |21 |37 |42 |47 |58 |68 |80 |88
9)[710] | 9 |11|27|34|42|53|57|73|76 |86 (55)[8,4,1]| 3 |19|23|34|45|47 (62|67 |75|87
(10)[8,1,0] | 10 |11 |28 |33 | 45|48 |59 | 70 | 80 | 85 (56)[0,5,1] | 1 |56 |57 |58 |59 |60 |61|62]|63]|64
(11)[001]| 1|2 |3 |4|5|6|7|8|9]10 (57)[1,51]| 9 |13 |26 |33 |41|55|56|72|75|88
(12)[1,0,1]| 2 |13 |22 |31|40|49 |58 |67 |76 |85 (58)[2,5,1]| 7 |12 |23 |37 |44 |51 |56 |70 76|90
(13)[2,0,1] | 2 |12]21|30|39|48|57|66|75|84 (59)[3,5,1]| 6 |14 |22 |34 39|54 |56 |69 80|91
(14)[3,0,1] | 2 |14|23|32|41|50|59 (68|77 |86 (60)[4,5,1]| 8 |15|25|30|45|49 |56 |71 |82 |86
(15)[4,0,1]| 2 | 15|24 |33 |42 |51 |60 |69 |78 |87 (61)[5,5,1]| 4 |16 {28 |35|42|50 |56 |67 |81 |84
(16)[5,0,1]| 2 |16 |25 |34 |43 |52 |61 |70 (79|88 (62)[6,5,1] |10 |17 | 21 |36 |40 |52 |56 | 73 | 77 | 87
(17)[6,0,1] | 2 |17 |26 35|44 |53 |62|71|80|89 (63)[7,5,1]| 3 |18 |24 |32 |46 |53 |56 |66 |79 |85
(18)[7,0,1] | 2 |18 |27 |36|45|54 |63 |72|81|90 (64)[8,51]| 5 |19 |27 |31 43|48 |56 |68 |78 |89
(19)[8,0,1] | 2 |19 |28 |37 |46 |55 |64 |73|82|91 (65)[0,6,1]| 1 | 65|66 |67 |68|69|70|71|72|73
(20)[0,1,1]| 1 |29|30|31|32|33|34|35|36|37 (66)[1,6,1]| 5 |13 |25 |37 |39 |53 |59 |65 81|87
(21)[1,1,1]| 4 |13|21|29|46|54|62|70|78|86 (67)[2,6,1]| 8 |12 |27 |33 40|50 |62 |65|79|91
(22)[2,1,1] | 3 |12|22|29|42|52|59|72|82]|89 (68)[3,6,1] | 3 |14 |28 |36 |44 |49 |57 |65|78|88
(23)[3,1,1] | 5 |14 |26 |29 | 45|51 (58|73 |79 |84 (69)[4,6,1]| 9 | 15|23 |31 |46 |52 |63 |65|80 |84
(24)[4,1,1]| 6 | 15|28 |29 |40 |53 |61 |68 75|90 (70) [5,6,1] | 6 |16 |21 |32 | 45|55 |60 |65 |76 |89
(25)[5,1,1] | 7 |16 |27 |29|41|49 |64 |66 |80 |87 (71)[6,6,1] | 4 |17 |24 |34 | 41|48 |58 |65 |82 |90
(26) [6,1,1] | 8 |17 |23 |29|43|55|57(69|81|85 (72) [7,6,1] | 10 | 18 | 22 | 35|43 |51 | 64 | 65 | 75 | 86
(27)[7,1,1]| 9 |18 |25|29 |44 |48 |60 |67 |77 |91 (73)[8,6,1] | 7 |{19|26 |30 |42 |54 |61|65|77|85
(28)[8,1,1] |10 {19 |24 29|39 |50 |63 |71 |76 |83 (74) [0,7,1] 7475|7677 |78 |79 |80|81|82
(29)[0,2,1] | 1 [20]21|22|23|24|25|26|27|28 (75) [1,7,1] 13|24 (35|45|52|57|68|74|91
(30) [1,2,1] 13120|30(43|50|60|73|80|90 (76)[2,7,1]| 9 |12 |28 |32 |43 |54 |58 |71|74|87
(31) [2,2,1] 1220|3145 |53|64|69 |77 |88 (77)[3,7,1]| 10 | 14 | 25 |31 | 42|55 | 62 | 66 | 74 | 90
(32)[3,2,1]| 8 |14 |20 (35|46 |48 |61|72|76|87 (78)[4,7,1]| 5 | 15|21 |34 |44 |50 |64 |72 |74 |85
(33)[4,2,1] |10 (15|20 |37 |41 |54 |57 |67 |79|89 (79)[5,7,1]| 3 |16 |26 |37 | 40|48 |63 |69 |74 |86
(34)[5,2,1] | 9 |16 |20 (36|39 |51 |62 |68 82|85 (80)[6,7,1]| 6 |17 |27 |30 |46 |51 |59 |67 |74|88
(35)[6,2,1] | 5 |17 |20 |32|42|49|63|70|75|91 (81)[7,7,1]| 4 |18 |23 |33|39|49|61|73|74|89
(36)[7,2,1]| 7 |18 |20 |34|40|55(59|71|78 |84 (82)[8,7,1]| 8 |19 (22|36 41|53 |60 |70|74 |84
(37)[8,2,1] | 6 |19 |20 |33 |44 |52 |58 |66 81|86 (83)[0,8,1]| 1 | 83|84 |85|86|87|88|89|90|91
(38)[0,3,1] | 1 | 38|39 (40|41 |42 |43 |44 45|46 (84)[1,8,1]| 6 |13 |23 |36|42|48|64|71|79|83
(39)[1,3,1]| 8 | 13|28 |34|38|51|63|66|77]|89 (85)[2,8,1]| 10 |12 | 26 |34 | 46 | 49 | 60 | 68 | 81 | 83
(40)[2,3,1] | 5 |12 |24 |36|38|55|61 |67 |80 |86 (86)[3,8,1]| 7 |14 |21 |33|43|53|63|67|82|83
(41)[331]| 4 |14|27|37|38|52|60(71|75|85 (87)[4,8,1]| 3 |15|27|35|39|55|58 |70 77|83
(42)[431]| 7 |15]22|32|38|48|62|73|81|88 (88)[5,8,1]| 8 |16 |24 |31 |44 |54 |59 |73 (75|83
(43)[5,3,1] |10 |16 | 23 |30 |38 |53 |58 | 72|78 |91 (89)[6,8,1]| 9 |17 |22 |37 |45|50 |61 |66 |78|83
(44)[6,3,1] | 3 |17 25|33 |38 |54 |64 |68 |76 |84 (90)[7,8,1]| 5 |18 |28 |30 |41 |52 |62 |69 |76 |83
(45) [7,3,1] 18|26|31|38|50|57|70|82|87 (91)[8,8,1]| 4 |19|25|32|40|51|57|72|80|83
(46) [8,3,1] 19]21|35(38|49|59|69|79|90
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p asal, r pozitif tam say1 olmak iizere mertebesi p” formunda olan 9. mertebeden
projektif diizlemde ilgili yapilar gosterildi. Acaba p” formunda olmayan mertebe icin bir

yapt insa edilebilir mi? Burada bir agik problem sdyle ifade edilebilir:

Acik Problem 3: Mertebesi p” bigiminde olmayan projektif diizlem var midir?
Bunun icin bir denklem bulup dogru ve tizerindeki noktalar1 gosteren bir tablo olusturmak

mimkin mi?
3.3. Uzerinde Olma Matrisi ve Latin Kareler

Bu baslik altinda Gzerinde olma matrisi, Mikemmel fark kiimesi, latin kareler ve

Muikemmel latin kareler incelenecektir.
3.3.1. Uzerinde olma matrisi
Burada tanimlar ve teoremler icin Kaya (2005) ve Perrott (2016) esas alinmustir.

Projektif diizlemlerin bir bagka ifade edilme metodu iizerinde olma matrisleriyle
miimkiindiir. Satirlar dogrulari, siitunlar ise noktalari temsil eder. O halde q. mertebeden

projektif diizlemde tizerinde olma matrisi (¢ + q + 1) * (¢* + q + 1) biiyiikliigiindedir.
Tamm 3.30: P, q. mertebeden bir projektif dizlem ve

_ {1, [.dogru j.noktadan geciyorsa
% = o0, i.dogru j.noktadan gecmiyorsa

olacak sekilde (q* +q + 1) * (q* + q + 1) biiyiikliginde A = [a;;] matrisine P’nin

Uzerinde olma matrisi denir.
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Teorem 3.20: q. mertebeden bir projektif diizlemde, A lzerinde olma matrisi

olmak iizere asagidaki durumlar gegerlidir:

i-) Her satirda g + 1 tane 1 vardir.
1i-) Her slitunda g + 1 tane 1 vardir.
iii-) Iki farkli satirin ortak 1’e sahip oldugu tek bir siitun vardir.

iv-) Iki farkl1 siitunun ortak 1’e sahip oldugu tek bir satir vardir.

Burada her dogru iizerinde q + 1 nokta ve her noktadan gegen g + 1 dogru
oldugundan ilk iki durum asikardir. Iki dogrunun tek bir noktada kesismesi ve iki

noktanin tek bir dogru lizerinde olmasindan dolay1 da son iki durum anlasilabilirdir.

Fano duzlemi igin izerinde olma matrisi Cizelge 3.11°de A matrisi ile verilmistir.
Burada g = 2 oldugundan 7 * 7’lik bir matris elde edilir. Her satirda ve siitunda iicer adet
1 bulunur. A matrisinin satirlar1 ve siitunlar1 yer degistirilerek (denk matrisler) elde edilen
fazla sayida gosterimi olsa da ikinci mertebeden tek bir diizlem oldugundan iizerinde

olma matrisi de tektir.

Cizelge 3.11. Fano diizlemi igin bir tizerinde olma matrisi

1 11 0 0 0 O
/1001100\
|1000011|

A=10 1 0 1 0 1 O
0100101I
0011001/

0 01 0110

Teorem 3.21: A, q. mertebeden bir P projektif diizleminin tzerinde olma matrisi

ve u;’ler de matrisin satirlari olsun. Bu durumda;

_{1, [ # jise
YWl =g+ 1, [ =jise

olur.
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Ispat: i = j iken her satirda g + 1 adet 1 oldugundan i¢ ¢arpim;

@g+D)*(1x1)=q+1

olarak bulunur.

i # j iken iki satirin ortak tek bir noktast oldugundan (iki dogru tek bir noktada

kesistiginden) i¢ ¢arpim,;

1x1=1

olarak bulunur.

Teorem 3.21 dualite ilkesinden dolayi siitunlar i¢in de gegerlidir.

Teorem 3.22: A, q. mertebeden bir P projektif dizleminin izerinde olma matrisi
olmak tizere; AAT = gl + R olur. Burada 1, (g% + ¢ + 1) = (q® + q + 1) biiyiikliigiinde
birim matris ve R, tiim elemanlar1 1 olan (¢ + q + 1) = (g% + q + 1) biiyiikliigiinde bir

matristir.

Ispat: B = AAT olsun. A ile AT carpildig igin b;; degerleri aslinda A matrisinin .
satir1 ile j. stitununun ¢arpimi olarak hesaplanir. Teorem 3.21 geregi, i = j oldugunda yani
diyagonelde b;; = q + 1, i # j oldugunda yani diyagonel haricinde b;; = 1 olur. Boylece

AAT = gl + R yazilabilir.

Ornegin, Fano duzlemin Cizelge 3.11°deki (izerinde olma matrisi A ile A’nin

transpozu AT carpilirsa Cizelge 3.12°deki sonug (AAT = gl + R) elde edilir.
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Cizelge 3.12. AAT = gl + R isleminin gdsterimi

1110000 ,21 110000 3111111
(1001100\(1001100\/1311111\‘
100001 1|1 000011 1131111
|01010100101010:|1113111
010010 1flo10o0o010 1 11113 11
\0011001\0011001 \1111131
0010110 2Vo0T101T1SFO0 111111 3
10 000 00 1111111
(0100000\’[1111111\
001000O0| |1 11111 1]
:2|0001000|+|1111111|
0000100 1111111
\0000010/\1111111/
000 O0O0TO0 1 1111111

(g% + q + 1) * (¢ + q + 1) biiyiikliigiinde bir iizerinde olma matrisinin varlig1
q. mertebeden bir projektif diizlemin oldugu anlamina gelir. O halde g. mertebeden bir
projektif diizlemin var olup olmadigi (q% + q + 1) = (¢*> + q + 1) biiyiikliigiinde bir
tizerinde olma matrisinin varlig: ile alakadardir. Mesela 10. mertebeden bir projektif
diizlemin olmadigi biliniyor. Bu demek oluyor ki 111 * 111’lik bir Gizerinde olma matrisi
yoktur. Tabii ki burada olasi tiim durumlarin hesaplanmasi zor oldugundan 10 ve daha
biiyilk mertebeli projektif diizlemlerde cesitli algoritmalar yardimiyla matrisler
indirgenerek bazi sonuglara ulasilabilir. Nitekim g = 10 i¢in bdyle olmustur ve bir
projektif diizlemin olmadigi, Uzerinde olma matrisinde bazi indirgemeler yapilarak

bilgisayar taramasi ile bulunmustur (Lam et al. 1989).

3.3.2 Mukemmel fark kiimesi

Uzerinde olma matrisinin elde edilisi Fano diizlem igin kolay olsa da mertebe
biraz biiyliylince bu durum zor bir probleme donligmektedir. Dezargsel projektif
diizlemler i¢in iizerinde olma matrisi basit bir ayirma yontemi ile bulunabilir. Cizelge
3.13’de ilk satir1 yazdiktan sonra alttaki satirin dsttekinin bir saga kaydirilmasiyla
yazilarak iizerinde olma matrisi elde edilir. Bir tist baglikta bahsedildigi gibi bir matristen
satirlarin ve siitunlarin kendi i¢inde yer degistirmesiyle denk matrisler elde edilebilir.
Mikemmel fark kimesi ile Dezargsel bir projektif duzlem veren her tzerinde olma

matrisine denk bir matris elde edilir.
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Mikemmel fark kiimesi metodu Singer (1938) tarafindan bulunmustur. Cizelge
3.13’de p" mertebeyi, g nokta sayisini, Mikemmel fark kiimesi 0’dan baslayarak kaginci
siralara 1 koyulacagini, Mikemmel ayirma ise toplamlart g sayisim1 verecek sekilde

1’lerin arasindaki nokta sayisin1 verir.

Cizelge 3.13. Mukemmel fark kiimesi metodu

P"| q Mikemmel fark kiimesi Miikemmel ayirma
2 | 7 013 124
22| 21 01414 16 131025
23| 73 0137153136 54 63 124816518910
24 | 273 0137153163090 116 127 136 | 12 4 8 16 32 27 26 11 9
181 194 204 233 238 255 45 13 10 29 5 17 18
3|13 0139 1264
3|91 0139 27 49 56 61 77 81 126182275164 10
5|31 01381218 12546 13
7 | 57 01313 32 36 43 52 1210194795
0131220 34 38 81 88 94 104 1298144437615
11 | 133
109 24
13 | 183 01316232842768286 119 |12 1375143464 3318
137 154 175 17 21 8

Oncelikle Fano diizlemin tizerinde olma matrisi asagida verilen bir gruplamadan
olusturulup sonra Miukemmel fark kiimesi metoduyla tizerinde olma matrisi olusturularak

matrisler gozlemlenecektir.

{1,2,5},{1,3,4},{1,6,7},{2,3,6},{2,4,7},{3,5,7},{4,5,6} gruplamasindan yola
cikilirsa 1. satirda 1,2 ve 5 nolu siitunlara 1, digerlerine 0 yazilir. Benzer sekilde 2. satirda
1,3 ve 4 nolu siitunlara 1, digerlerine 0 yazilir. Matris bu mantikla hareket edilerek
olusturulur. Elde edilen tzerinde olma matrisi Cizelge 3.14 (a)’dadir. Mukemmel fark
kiimesi metodunda ise Cizelge 3.13’de gortildiigii iizere 1. satirda 1,2 ve 4 nolu siitunlara
1, digerlerine 0 yazilir. (Burada Cizelge 3.13’de goriinen 0,1,3 sayilarina bir eklenerek

1,2,4 sayilar1 elde edilir.) Kalan satirlar alta dogru bir saga kaydirilarak elde edilir.
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Mikemmel fark kiimesi metoduyla olusturulan tzerinde olma matrisi ise Cizelge 3.14
(b)’dedir.

Cizelge 3.14. Fano diizlemi i¢in Uzerinde olma matrisleri

110 0 1 00 1101 0 00
/1 011 00 0\ /0 1 1010 0\
|1 0 0 0 0 1 1| |00 1 1 0 1 0|
01100 10 0 001 1 01
01 01 0O 1I 1 0 0 011 0I
0 01 010 1/ 010 0 01 1/
0 001 110 1 01 0 0 0 1
(a) (b)

Her iki matriste satir ve siitunda ti¢ adet 1, herhangi iki satirin veya siitunun
kesisiminde bir adet 1 bulundugundan bu matrisler Fano diizlemi igin birer Gizerinde olma
matrisidirler. Satirlarin ve siitunlarin kendi iglerinde yer degistirmesiyle bir matrisin

digerine esit oldugu kolaylikla goriilebilir. Yani, iki matris birbirine denk matrislerdir.

3.3.3. Latin kareler

Burada verilen tanimlar ve teoremler igin genel olarak Colbourn and Dinitz (1996)

ve Vanpoucke (2012) referans alinmustir.

Tamim 3.31: Bir S kiimesinden alinan birbirinden farkli g elemanin her satirda ve
stitunda bir defa yer almasiyla olusan q * q biiylikliiglinde bir matrise q. dereceden latin

kare ad1 verilir.
Ornegin, S = {a, b} kiimesinden olusan 2 * 2’lik iki latin kare Cizelge 3.15"dedir.
Cizelge 3.15. 2 * 2’lik bir latin kare (S = {a, b} kimesi ile)

b
b | a

Diger bir 6rnekte Z; = {0,1,2} kiimesinden olusan 3 * 3’luk iki latin kare Cizelge
3.16°dadur.
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Cizelge 3.16. 3 = 3’10k latin kare drnekleri

0|12 11012
11210 0121
2 101 211]0

Tamm 3.32: ilk satir1 ve siitunu bir S kiimesinin elemanlarmin dogal sirasinda

olan latin kareye standart ya da indirgenmis latin kare denir.

§=1{0,1,2,3,....,5s — 1} icin standart latin kare Cizelge 3.17’dedir.

Cizelge 3.17. s elemanli bir kiime i¢in standart latin kare 6rnegi

0 1 . . ./ s—-2]|s5s-1
1 2 .. .1 s—1 0
s—2 | s—1 s—4 | s—3
s—1 0 s—3 | s—2

Teorem 3.23: Herhangi bir s pozitif tam sayisi igin s * s’lik bir standart latin kare

vardir.

Ispat: 0’dan (s — 1)’e kadar olan sayilar sirayla ilk satira yazilir. Sonrasinda her
bir satir iisttekinin sola bir déngiisel kaymasiyla diger satirlar elde edilir. ilk siitunda asag1
dogru 0’dan birer birer artinca s. satirin ilk siitunu (s — 1) olur. Bdylece, s * s’lik ilk

satir1 ve siitunu dogal sirasinda olan latin kare yani standart latin kare elde edilir.

Burada akla gelen bir soru da dereceye gore latin karelerin kag tane oldugudur.

S = {0,1} kumesi igin 2 * 2’lik latin kareler 2 tanedir. Bunlar Cizelge 3.18’dedir.

Cizelge 3.18. 2 * 2’lik latin kareler (S = {0,1} kiimesi ile)

01 1|0
1|0 01
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Lq, q. dereceden latin kare kiimesini, L ise q. dereceden standart latin kare

kiimesini gostermek Uzere Cizelge 3.19°da 10. dereceye kadar latin karelerin ve standart

latin karelerin sayilar1 verilmistir.

Cizelge 3.19. g = 10’a kadar latin ve standart latin karelerin sayilar1 (Vanpoucke 2012)

q |Lg] |Ls]

1 1 1

2 2 1

3 12 1

4 576 4

5 161280 56

6 812851200 9408

7 61479419904000 16942080

8 108776032459082956800 535281401856

9 5524751496156892842531225600 377597570964258816
10 | 9982437658213039871725064756920320000 | 7580721483160132811489280

Tamm 3.33: U = u;j ve Y = y;; q * q’luk ki latin kare olmak Uzere, u;; = k ve
yij = m olan tim (k,m) ikilileri birbirinden farkl1 ise U ve Y’ye (birbirine) dik latin

kareler denir.

Ornegin; S = {1,2,3} kimesi icin dik latin karelere bir ornek Cizelge 3.20°de

gosterilmistir.

Cizelge 3.20. 3 = 3’liik iki dik latin kare

Euler (1782) ilk olarak 6 * 6’lik dik latin karelerden iki tane bile olmadigini (Euler
varsayimi) iddia etmistir. 1900’de Tarry (1900) bunun dogru oldugunu ispatladi. Ayrica
Fisher and Yates (1934), Stinson (1984) gibi bir¢cok ¢alismanin yaninda Betten (2021)

tarafindan yapilan bir ¢alisma mevcuttur. Bu ¢alismada da latin kareler kullanilmistir.
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Fakat Euler daha da ileri giderek iddiasinin g = 2 (mod 4),q = 6 i¢in de dogru
oldugunu soyledi. Yani Euler’e gore ¢ = 10, 14, 18, ... mertebelerinde dik latin karelerin
olmadigidir. Bose et al. (1960), g = 2 (mod 4),q = 10 i¢in birbirine dik en az iki latin
karenin oldugunu kanitlayarak Euler’in bu konuda yanildigin1 ortaya koydular. Cizelge
3.21’de 10 * 10 i¢in dik iki latin karenin birlestirilmis hali var. Gorildiigii Uzere

birbirinin aynisi olan iki basamakli say1 yok.

Cizelge 3.21. 10 * 10’luk iki dik latin karenin birlesik hali (Frisinger 1981)

00 |47 118 |76|29 |93 8534|6152
86 |11 |57 |28 |70|39 |94 45|02 |63
95180 |22 |67 |38 |71|49 |56 |13 |04
59196 |81 (33|07 (48| 72|60 24|15
7316990 82|44 |17 |58 |01 |35|26
68 | 74 109 |91 |83 |55|27 |12 |46 | 30
37108 |75]119|92 |84 |66 |23|50]41
14 125|136 |40 |51 |62 |03 |77 |88 |99
213243 |54 |65|06|10 |89 |97 |78
42 153 |64 05|16 |20|31|98 |79 |87

E(q), q. dereceden maksimum birbirine dik latin kare sayis1 olmak {izere Teorem

3.24 su sekilde verilebilir:

Teorem 3.24: q. dereceden en fazla g — 1 tane birbirine dik latin kare vardir, yani
E(q) < q — 1’dir (Ball and Weiner 2011).

ispat: S ={1,2,...., q} kiimesini ele alalim. Birbirine dik latin karelerde her latin
kare kendi icinde permute edilerek (1,1) = 1 olacak sekilde ayarlanabilir. Bu diklige
engel olmayacaktir. O halde tiim latin karelerin ilk satirinin ilk siitunu 1 olsun. Bir latin
karede ilk satir ve siitun ¢ikarildifinda geriye (q — 1)? kadarlik kisima toplamda g — 1

tane 1 yerlestirilmelidir. O halde diklik saglanmasi igin;

E@*(@-1)<@-1?=>E@<q-1
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bulunur.

Teorem 3.25: q. dereceden g — 1 tane dik latin kare kiimesinin var olmasi igin

gerek ve yeter sart g. mertebeden bir projektif diizlemin var olmasidir.

Ispat: g. mertebeden bir projektif diizlemde X ve Y noktalarini ele alalm. d
dogrusu X ve Y’yi iizerinde bulundursun. d Uzerinde kalan g —1 tane nokta

Z1,Z3, ey Ly, oy Zg_q Olsun ve k. latin kare Z),’den olusturulsun.

X’den gegen d dogrusu disindaki dogrular 1, 2, ..., g ve yine ayni sekilde Y’den
gecen d dogrusu disindaki dogrular 1,2, ..., g olarak isimlendirilsinler. X’ten ve Y’den
gecen bu dogru ¢iftleri ayr1 ayr1 Sekil 3.18°deki gibi kesisirler. Bu noktalar X ten gecenler
[’yi, Y°den gegenler j’yi gostermek tizere H;; olarak adlandirilsin. d dogrusu iizerindeki
herhangi bir nokta bu kesisim noktalarinin tam olarak bir tanesiyle aym1 dogru

Uzerindedir. Burada H;;, tum latin karelerde i. satir ve j. siitunu gosterir.

Z noktalarindan d hari¢ gecen dogrular ise g tane sembolle dq, dy, ..., dp, ..., dq
olarak isimlendirilsin. Zj noktasindan gegen bir d,,, dogrusunun iizerinde q tane H;;
noktast vardir. Buradan, k. latin karenin ij noktalarinda d,, dogru sembolii vardir,
anlagilir. d,, dogrusu X’ten gegen i. ve Y’den gecen j. dogru ile bir daha
kesismeyeceginden d,,, sembolu k. latin karenin i. satir1 ve j. sitununda bir daha yer
almaz. Toplamda g tane H;; noktas1 oldugundan latin karenin her satirinda ve sitununda
bir adet d,,, sembolii olmasi zorunludur. Ayni1 durum Z;.’den gegen ve geriye kalan g — 1
adet d,,d,, ... dogru icin de gegerlidir. Buradaki her bir dogru k. latin karenin ij
elemaninin yerini gosterir ve k. latin kare olusur. Ayn1 mantikla Z;’den Z,_; ’e kadar olan
tiim noktalar i¢in ayr1 ayr1 latin kareler olusacagindan toplamda g — 1 tane latin kare elde

edilir.
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Sekil 3.18. g. mertebeden projektif dizlem icin bir konfigtirasyon

Buradan g — 1 tane birbirine dik latin kareden g. mertebeden bir projektif

diizlemin nasil elde edilecegi de anlagilmaktadir.

O halde var oldugu bilinen 5. mertebeden bir projektif dizlem icin 4 adet birbirine

dik latin kare bulunabilir. Bunlar Cizelge 3.22’de verilmistir.

Cizelge 3.22. Birbirine dik 5 * 5’1ik 4 adet latin kare

0/1/2(3|4 0/1(2]3|4 0/1(23|4 0/1(2]3|4
112|340 213401 3141012 4101123
213|4|0]|1 4101123 12340 314(0(1]|2
3141012 112|340 41011123 2131401
410(1(2]3 314(011|2 213|4(0]1 112|340

3.3.4. Mukemmel latin kareler

Birbirine dik latin kareler elde etme biiylik mertebeler i¢in zor bir durum teskil
eder. Bunun i¢in ¢esitli yontemler kullanilabilir. Bu yontemlerden biri de Mukemmel
latin kare elde ederek miimkiindiir. Olusturulan Mikemmel latin karenin ilk satir1 sabit
kalmak kaydiyla satirlarin bir alt satira dongiisel kaydirilmasiyla birbirine dik latin kareler

otomatik olarak olusur.
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Mikemmel latin kare tespiti icin uygulanacak 6zellikler sunlardir:

» q. mertebeden bir projektif dizlem igin g * q’luk bir matris olusturulur.

» Bu matriste 1’den q’ya kadar olan tamsayilar kullanilir.

» Bu matris ayni1 zamanda bir standart latin karedir. (1. satir1 ve siitunu 1’den q’ya
kadar sirayla olmalidir.)

» Cift mertebelerde 1’ler diyagonele yerlestirilir. Teklerde ise 1’ler 2. sttunda
(((g +1)/2) + 1). siradan baglar ve sag alta dogru ¢aprazlara 1’ler konarak
devam eder. Son satira geldiginde sagdaki siitunun 2. satirindan devam eder. Bu
kurala 1. satir ve siitun dahil degildir. Bunun sonucu olarak simetrik bir matris
elde edilir.

» 1’ler yerlestikten sonra diger sayilar cakisma olmadan Oyle yerlesmelidir ki latin
kare elde edilebilmelidir. 1 haricindeki sayilar sag alta dogru caprazlarda bir
artarak ilerler. Son satira geldiginde sagdaki stitunun 2. satirindan devam eder.
Ayrica, q’dan sonra (1’ler yerlesmis oldugundan) 2’ye doner.

» 2.sltundaki 1’in altindan baslayarak bu siitunda 1’in Ustline gelene kadar (1. satir
harig) alt alta olan sayilar arasindaki farklar birbirinden farkli olmali, ayrica alttaki
say1 Ustteki sayidan bir fazla olmamalidir. (Burada q. satirdan sonra 2. satira

donaliyor.)

Bu yontem Dezargsel diizlemleri verir. Mikemmel latin kare elde edildikten sonra
farkli kaydirma yontemleri ile Dezargsel olmayan diizlemler de elde edilebilir olsa da

burada bahsedilen yontem {izerinde durulacaktir.

Burada O6nemli olan 2. siitunu elde edebilmektir. Sonrasinda kalan kisimlar

otomatik olarak yerlesir. Mertebeler i¢in birden fazla latin kare bulmak miimkiindiir.

Bu sartlar altinda tek sayili mertebeler i¢in 9 * 9’luk ve 7 * 7°lik, cift sayil

mertebeler icin 8 * 8’lik Mukemmel latin kareler tizerinden ¢ikarimlar yapilabilir.

Cizelge 3.23’de 9 *9’luk bir Mukemmel latin kare icin Ustteki 6Ozellikleri
saglayacak sekilde etiketleme yapilmistir.
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Cizelge 3.23. 9 * 9’luk Mlkemmel latin kare igin bir etiketleme

2 3 4 5 6 7 8 9

a b c d 1 d+5|c+6|b+7
b a+1|b+1|c+1|d+1 1 d+6|c+7

c b+1|a+2|b+2|c+2|d+2 1 d+7

d c+1|b+2|a+3|b+3|c+3|d+3 1

1 d+1|c+2|b+3|a+4|b+4|c+4|d+4
d+5 1 d+2|c+3|b+4|a+5|b+5|c+5
c+6|d+6 1 d+3|c+4|b+5|a+6|b+6

O oI N OO0 B W IN|PF

b+7|c+7|d+7 1 d+4|c+5|b+6|a+7

(((9+1)/2) + 1) = 6 olup 1’in konacag kutu 2. siitunun 6. satiridir. 2. siituna
bakildiginda ayn1 harflerin oldugu kutular arasinda bir baglanti kurulabilir. Dongii 9’dan

2’ye devam ettiginden mod 8’e gore islemler yapilirsa;

bicin: (3,2) — (9,2) = -7 = 1 (mod 8)
cicin: (4,2) — (8,2) = —6 = 2 (mod 8)
d icin: (5,2) — (7,2) = =5 = 3 (mod 8)

olup b=4, c=9, d=8 segilirse 2. siitundaki elemanlar yukaridan asagiya
2,a,4,9,8,1,5,7,3 olup a = 6 bulunur. Burada 1’in altindan baslayarak 1’in istiine
gelene kadar alt alta olan sayilar arasindaki farklarin birbirinden ve birden farkli olmasi

gerektigi kontrol edilecek olursa;

5’den 7’ye 2 artis,
7’den 3’¢ 4 artis,
3’den 6’ya 3 artis,
6’dan 4’¢ 6 artis,
4°den 9’a 5 artis,
9’dan 8’¢ 7 artis
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olup tlim kutular artik doldurulabilir ve boylece Cizelge 3.24’deki Mikemmel latin kare
elde edilir.

Cizelge 3.24. 9 * 9’luk bir Mikemmel latin kare

11234 |5|6]|7|8]|09
2164|981 |5 ]|7]3
314|752 |9|1]|6]38
419|518 |6 |3 |2|1]|7
5826|9743 |1
61|93 |72 |8|5]4
7151124 /|8|3|9]6
8|76 |13 |5|9]4]2
9 (3|8 | 7|14 |6|2]|5

Ayni mantikla 7 * 7°1ik Mikemmel latin kare igin (((7 + 1)/2) + 1) =5 olup
1’in konacagi kutu 2. siitunun 5. satiridir. DONgu 7°den 2’ye devam ettiginden mod 6’ya

gore islemler yapilirsa;

(3,2) — (7,2) = =5 = 1 (mod 6)
(4,2) — (6,2) = —4 = 2 (mod 6)

olup (3,2) =6 ve (4,2) =3 secilirse 2. siitundaki elemanlar yukaridan asagiya
2,x,6,3,1,7,5 olup x = 4 bulunur. Burada 1’in altindan baslayarak 1’in iistiine gelene
kadar alt alta olan sayilar arasindaki farklarin birbirinden ve birden farkli olmasi gerektigi

kontrol edilecek olursa;

7’den 5’e 4 artis,
5’den 4’e 5 artis,
4’den 6’ya 2 artis,
6’dan 3’¢ 3 artis

olup tiim kutular artik doldurulabilir ve Cizelge 3.25’deki Mukemmel latin kare elde

edilir.
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Cizelge 3.25. 7 * 7’lik bir Mikemmel latin kare

1123|4567
21416 |31 |7]|5
3|16 |5 |7 4|12
4 13|76 2|51
S|14 2|7 |3]|6
6| 7|15 |3 2|4
715121643

Buradan tek sayili mertebeler i¢in su ¢ikarim yapilabilir:

q+1
((T +1),2)=1,

(B2 -(q.2) =1,
(42)-(@-12)=2,
(52)—-(q@-22)=3,

q—1 q+5 _q—3

Cizelge 3.26’da 8 * 8’lik bir Milkemmel latin kare i¢in ozellikleri saglayacak
sekilde etiketleme yapilmistir.

Cizelge 3.26. 8 = 8’lik Mukemmel latin kare icin bir etiketleme

2 3 4 5 6 7 8
1 a b C c+4 | b+5|a+6
a 1 a+1|b+1|c+1|c+5|b+6

b a+1 1 a+2|b+2|c+2|c+6

c b+1|a+2 1 a+3|b+3|c+3

c+4|c+1|b+2|a+3 1 a+4 | b+4

b+5|c+5|c+2|b+3|a+4 1 a+5

00 N[O |0 bW [IDN]|PEP

a+6|b+6|c+6|Cc+3|b+4|a+5 1
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I’in konacagi kutu 2. siitunun 2. satiridir. 2. siituna bakildiginda ayni harflerin
oldugu kutular arasinda bir baglant1 kurulabilir. DOngl 8’den 2’ye devam ettiginden

mod 7°ye gore islemler yapilirsa;

aicgin: (3,2) = (82) = -6 =1 (mod 7)
bigin: (4,2) — (7,2) = =-5=2(mod 7)
cigin: (5,2) = (6,2) = -4 =3 (mod 7)

olupa = 7,b =5, c = 4 segilebilir. Boylece 2. siitundaki elemanlar yukaridan asagiya
2,1,7,5,4,8,3,6 olur. Burada 1’in altindan baslayarak son satira gelene kadar alt alta
olan sayilar arasindaki farklarin birbirinden ve birden farkli olmasi gerektigi kontrol

edilecek olursa;

7°den 5°¢ 5 artis,
5’den 4’e 6 arts,
4’den 8’¢ 4 artis,
8’den 3’¢ 2 artis,
3’den 6’ya 3 artis

olup tum kutular artik doldurulabilir ve bdylece Cizelge 3.27°deki Mikemmel latin kare

elde edilir.

Cizelge 3.27. 8 = 8’lik bir Mikemmel latin kare

oI N OO DB WO | DN|F
D | W oo |~ |O1 N
AN/ OO |0 |F |
W o | N NN|F~ |0 O
N[O Wik | NNDIO| P>~
N PP W|IN|OT|O|OD
Al |, | B0 NN W|N
RN N|W|>~|O |0
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Buradan ¢ift sayili mertebeler i¢in su ¢ikarim yapilabilir:

(22) =1,
(B32)-(a.2)=1,
(42)—-(q-12)=2,
(512) - (CI - 2'2) =3,

q q q
(G+D - (G+DD) =5

Simdi bir 5 * 5’lik Miikemmel latin kare basta olusturulduktan sonra 1. satir harig
satirlarin bir alta ve en alt satirin ise 2. satira kaydirilmasiyla elde edilen 3 latin kare ile
birlikte toplamda 4 adet latin kare Cizelge 3.28’de gosterilmis olup tlm latin karelerin

birbirine dik latin kareler oldugu gézlemlenebilir.

Cizelge 3. 28. Mikemmel latin kare ile elde edilen dik 5 * 5’lik 4 adet latin kare
1 415 1121345 1

Wik | >jOoT|DN
RO NP> W
OO |IFL|DN
WA NI |O

3
5
4
1

Nl |w| >
SEECEEGEES
N R~ | o
alr, || w
Rlw|&~N
N o || w
alw|r | &
Al |loa|N
RN |w]| o

112
411
2|5
5|3

A IN|IFP W
Alw|IN| O

2 1
3 5
4 3
5 2

Olusturulan 4 adet dik latin kare, 5. mertebeden bir projektif diizlemin varligini

gOsterir.

3.4. Galois Geometride Baz1 Alt Yapilar ve Projektif 3-Uzay

Bu bolimde projektif diizlemlerde bazi alt yapilar incelenerek projektif 3-uzayda
karsiliklar1 tizerinde durulacaktir. Burada verilen temel tanimlar ve teoremler igin Thas

(2004), Gokgoz Gl (2013) ve Oztiirk (2016)’den faydalaniimistir.
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3.4.1. k-arklar ovaller hiperovaller

Tanmmm 3.34: PG(n—1,q)’da herhangi n tanesi ayni hiperdiizlem {izerinde

olmayan k noktali kimeye k — ark ad verilir.

Bolim 3.1.3’de verilen Sekil 3.6’daki Fano duzlemi altta tekrar verilerek Fano

diizlem tizerindeki 3 — ark’lar ve 4 — ark’lar Ornek 3.4’te anlatilacaktir.

-

JARN
o e
ASEA

3 5 7

Sekil 3.6. Fano dizlemi

Ornek 3.4: N = {1,2,3,4,5,6,7} ve D = {d,, d,,d3,d,4,ds,dg, d;} olmak (izere;
d, ={1,2,3}, d, ={1,4,5}, d; ={1,6,7}, dy ={2,4,7}, ds = {2,5,6}, d¢ = {3,4,6} ve
d, = {3,5,7} olsun. Bu durumda elde edilen Fano diizlemi Sekil 3.6’daki gibidir.

Fano diizlemin dogrudas olmayan 3 noktal1 kiimesi ve 4 noktal1 kiimesi mevcuttur.
{1,2,4} kiimesi bir 3 — ark ve {1,2,4,6} kimesi de bir 4 — ark belirtir. Bakildiginda
toplamdaki 7 noktadan herhangi bir dogru iizerinde bulunan 3 nokta ¢ikarilirsa bir 4 —
ark elde edilecegi gibi herhangi bir 4 — ark’tan herhangi bir nokta ¢ikarildiginda ise bir
3 —ark elde edilir. Dolayisiyla Fano diizlemde 4 — ark sayist (7 adet dogru
oldugundan) 7’dir. 4 — ark’tan herhangi bir nokta 4 farkli sekilde ¢ikarilabileceginden
7 x4 = 28 adet 3 — ark vardur.

Fano dizlemde bir 5 — ark bulmak ise miimkiin degildir.
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Tamm 3.35: q. mertebeden bir projektif diizlemde;

I-) herhangi {i¢ii dogrudas olmayan q + 1 tane nokta kiimesine oval,

Ii-) herhangi ti¢ii dogrudas olmayan q + 2 tane nokta kiimesine hiperoval
adi verilir.

q tek iken sadece oval varken, g ¢ift iken ilaveten hiperoval de vardir.

Tamim 3.36: Bir projektif diizlemde;

i-) bir dogru k — ark’t hi¢bir noktada kesmiyorsa kesmeyen veya passant
dogrusu,

ii-) bir dogru k — ark’1 tek bir noktada kesiyorsa teget veya tanjant dogrusu,

iii-) bir dogru k — ark’1 iki noktada kesiyorsa kesen veya sekant dogrusu

adi verilir.

Teorem 3.26: B noktast k — ark Uzerinde bir nokta olmak (izere, B’den gegen

tegetlerin sayist;

T(B)=q+2—-k

olur.

Ispat: B noktas1 k — ark iizerinde oldugundan B’den k — 1 tane kesen dogrusu
geger. B’den toplamda g + 1 tane dogru gectiginden geriye kalan sayi1 teget sayisini verir.

Buradan;

TB)=(@q+1)—(k—1)=q+2—k

olarak hesaplanir.
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Teorem 3.27: Bir projektif dizlemde k — ark icin toplamda kesmeyen dogru
say1s1 T, teget dogru sayisi 74, kesen dogru sayisi 7, ve bir B noktasindan gegen teget

sayist T(B) = t olmak Uzere;

_q(q—1)+t(t—1)

i-)19= > >
il_) Tl = kt

k(k—1)

iii—) 7, = —

esitlikleri vardir.

Ornek 3.5: 5. mertebeden projektif diizlemde, yani PG(2,5)’te bir ovalin bir
noktasindan gecen teget sayisini, kesen sayisini ve ovaldeki toplam teget, kesen ve

kesmeyen sayisini bulunuz.

Co6zim: g =5 tek oldugundan oval q + 1 = 6 noktalidir ve k — ark olarak

diistintildiigiinde k = 6’dir. Ovalin bir noktasindan gecen kesen sayist,

ve teget sayist;
q+2—k =54+2—-6 = 1=t(qtekikent = 1’dir.)
olarak bulunur. Ayrica ovaldeki toplam teget sayist;
Ty =kt=6%1=6,
kesen sayist,

k(k—1) 6(6—1)
T T T

82
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ve kesmeyen sayist,

=q(q—l)_{_t(t—l)=5(5—1)_|_1(1—1)=

to 2 2 2 2 10

olarak bulunur.
Burada q cift iken hiperovalde k = g + 2 olup
t=q+2-k=(q+2)—(q+2)=0
olarak bulunur.
Dikkat edilirse q tek iken t = 1, ¢ift iken ¢t = 0 olur. Yani, tek mertebeli projektif
diizlemlerde ovalin bir noktasindan bir teget gecerken, ¢ift mertebeli projektif

duzlemlerde hiperovalin bir noktasindan hi¢ teget gegmez.

PG(2,2)’de 3 — ark’larin ve 4 — ark’larin sayist bulunmustu. Tiim projektif

dizlemler igin 7 — ark’a kadar olanlarin sayisini veren formiiller Cizelge 3.29’dadr.

Cizelge 3.29. PG (2, q)’da k — ark sayilar1 (Kaplan et al. 2017)

k — ark Formuil

3 —ark %(q2 +q+D@* +9)q’

4 ark @+ a4+ D@+ )ada - P

5 - ark 2@+ + 1)@ + a*(a ~ 1(q* 5 +6)

6 —ark é(qz+q+1)(q2+q)q2(q2—5q+6)(q2—9q+21)
7—ark(qtekise) | 7(@+a+ D@+ Da*@ - D4 - 3)(q~5)

(47) (q* — 20g3 + 1482 — 468q + 498)

7-ark(qeitise) | A(@) ~ 755 (@ + 4+ D+ Da*q — 12
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Ornek olarak Fano diizlemdeki 3 — ark ve 4 — ark sayis1 6nceden 28 ve 7 olarak

hesaplanmist1. Cizelge 3.29’°dan kontrol edilecek olursa ayni sonuca ulagilir.

Fano dizlemdeki 3 — ark sayist;
1 1
3@ +a+ D@ +@q* =-*x7x6+4=28
ve 4 — ark sayist;

1 1
@ FHa+ D@+ @) (g -1 =57x7+6x4x1=7

olarak bulunur.

Tammm 3.37: PG(n,q)’da herhangi m + 1 noktast ayn1 hiperdiizlem (zerinde
olmayan fakat herhangi m noktas1 en az bir hiperdiizlem tzerinde bulunan k noktali

kiimeye (k,m) — ark adi verilir.

Dolayisiyla PG(2,q)’da (k,m) — ark, herhangi m + 1 noktas1 ayni dogru
uzerinde olmayan fakat icerisinde en az bir adet m noktali bir dogru barindiran k noktali

kimedir.

Ornek 3.4°de Fano diizlem igin verilen {1,2,4,6} kiimesi bir (4,2) — ark olup

bilinen 4 — ark demektir.
Teorem 3.28: M, PG(2,q)’da bir (k,m) — ark ise
k<(@+1)(m-1)+1

esitsizligi saglanir.
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Ispat: B, M’nin bir noktasi olsun. B’den gegen q + 1 tane dogru vardir. Bu
dogrularmn her biri M’yi en fazla B hari¢ m — 1 farkli noktada keser. Bu duruma B’yi de
dahil edersek;

k<(g@g+1)(m-1)+1

esitsizligi elde edilir.

Buradan yola ¢ikarak projektif diizlemde maksimal — ark’in tanimi verilebilir.

Tanim 3.38: M, PG(2,q)’da bir (k, m) — ark ve

k=@+1)(m—-1)+1

esitligi saglaniyorsa M’ye maksimal — ark denir.

Tamm 3.39: PG(n, q)’dabir k — ark, (k + 1) — ark tarafindan i¢erilmiyorsa bu

arka tam — ark denir.

PG(2,q)’da tim maksimal — ark’lar ayn1 zamanda tam — ark oldugu icin q

cift iken hiperovaller ve g tek iken ise ovaller, tam — ark’lara 6rnek olarak verilebilir.

Ornek 3.4°deki {1,2,4,6} kiimesi Fano dizlem igin bir (4,2) — ark olup aym

zamanda hiperoval ve bir maksimal — ark’tir.

Teorem 3.29: M, PG (2, q)’da bir (k, m) — ark ayn1 zamanda maksimal — ark

ise diizlemdeki her dogru M’yi ya hi¢ kesmez ya da m tane noktada keser.

Ispat: Diizlemdeki bir d dogrusu M’yi 1 < r < m araliginda r noktada kessin.
B, M’de ve d Uzerinde bir nokta olmak (izere, B noktasindan d hari¢ gecen dogru sayisi
q olur. Bu g adet dogrunun her biri en fazla B hari¢ M’nin birbirinden farkli m — 1
noktasini icerebilir. Burada M’deki toplam nokta sayisindan hareketle;
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k<r+qm-1)<m+q(m-1)

yazilabilir. M, maksimal — ark oldugundan

k=@+1)(m-1D)+1=m+q(m-—1)

esitligi saglanmalidir. k degeri esitsizlikte yerine koyulursa verilen araliktaki higbir r
degeri esitsizligi saglamaz. O halde, diizlemdeki bir d dogrusu M’yi ya hi¢ kesmeyecek

ya da m tane noktada kesecektir.

Hiperoval, k — ark ve (k,m) — ark ile ilgili ¢ok sayida agik problem olup

bazilar1 sunlardir:

Acik Problem 4: PG (2, q)’da q ¢ift iken maksimal — ark olan q + 2 noktadan

olusan hiperovalin varlig1 biliniyor. Diizlemde hiperovalleri siniflandiriniz.

Acik Problem 5: PG(2,q)’da q tam kare olmadiginda diizlemdeki ikinci en

buyik tam k — ark’m eleman sayisini bulunuz.

Acik Problem 6: PG(2,q)’daki en kiiglik tam k — ark’in eleman sayisin

bulunuz.

Acik Problem 7: PG(2, q)’daki en kigik tam (k, m) — ark’mn eleman sayisini

bulunuz.

Acik Problem 8: g tek iken tim 2 < m < q degerleri i¢in PG (2, q)’daki bir

(k, m) — ark’1n eleman sayisinin alabilecegi maksimum degeri bulunuz.

Acik Problem 9: g cift ve m, g’yu bolmedigi zaman tim 2 < m < q degerleri
icin PG (2, q)’daki bir (k,m) — ark’in eleman sayisinin alabilecegi maksimum degeri

bulunuz.
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3.4.2. Galois geometride projektif 3-uzay

Bu kisimda referans verilmeyen tanimlarda ve teoremlerde Boliim 3.4°de verilen

referanslara ilave olarak Oztlirk (2016)’ten faydalanilmistir.

GF (q) cismi lizerinde projektif diizlemde tanimlama bir {ist boyut olan 3 boyutlu
uzaydan yapilmisti. GF (q) sonlu cismi lizerinde tanimli V (3, q) vektor uzayindan alinan
ve orantili yani birbirinin 1 (AeGF(q)) kati durumundaki (0,0,0) noktasi hari¢ Ucliu
noktalarin projektif diizlemde tek bir noktayr gosterdigi anlatilmisti. Benzer durum

projektif 3-uzaylar igin de gecerlidir.

GF(q) bir cisimve V(n+1,q), GF(q) Uzerinde n + 1 boyutlu bir vektor uzay1
olmak Uzere, V’nin sifir vektort haricinde birbirinin A (AeGF (q)) kat1 olan vektorlerin
tek bir vektore tekabiil eden denklik smifina GF(q) Uzerinde PG(n,q), n boyutlu
projektif uzayr adi verilir. V vektor uzaymin diizlemleri PG (n, q)’da dogru, dogrulart ise
nokta olur. PG (n, g)’nun n — 1 boyutlu alt uzayima hiperdiizlem denir. Burada PG (3, q)
ele alinacak olup 3 boyutlu projektif uzayda asagidaki aksiyomlar saglanir (Kaya 2005):

Farkl1 iki nokta tek bir dogru belirtir.
Her dogru tizerinde g + 1 tane nokta vardir.

Her diizlem Gizerinde g + 1 tane dogru ve g2 + ¢ + 1 tane nokta vardr.

vV V V V

Bir dogru ve bu dogrunun iizerinde olmayan bir nokta veya dogrudas olmayan ii¢
nokta bir diizlem belirtir.

Farkli iki diizlemdes dogru tek bir noktada kesisir.

Diizlemde olmayan bir dogru diizlemi tek bir noktada keser.

Farkl1 iki diizlem bir dogru boyunca kesisir.

vV V V VY

Herhangi ti¢li dogrudas olmayan ve hepsi ayni diizlemde bulunmayan en az dort

nokta vardir.

PG (3, q) uzayinda asagidakiler gecerlidir:

» Uzayn her diizlemi projektif diizlemdir.

» Projektif diizlemde yapilan Dezarg tanim1 projektif 3-uzay igin de yapilabilir.
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Teorem 3.30: Projektif 3-uzayin her diizlemi Dezargseldir, yani uzaymn igine
yerlestirilebilen her diizlemde Dezarg aksiyomu gecerlidir (Kaya 2005).

Tamm 3.40: S = PG(3, @) uzayinin duali S* olsun. S’de gegerli olan teoremlerin
duali S*’de gecerlidir. S’de noktalarin duali diizlemler, dizlemlerin duali noktalar,

dogrularin duali yine dogrulardir.

PG(3,q)’da tamimlama PG (2, q)’ya benzer sekilde yapilir. Bu sefer (x4, x5, x3)
yerine (xq,x,,X3,%4) Ve [aq,a,,a3] yerine [aq,a,, a3, a,] alinarak nokta, diizlem

kiimeleri ile iizerinde olma bagintis1 yazilir.

Np = {(xl,xz,X3,X4_): X1,X2, X3, Xy € F, (xl,xZ, X3, X4,) * (0,0,0,0),

(%1, X9, x3,%4) = A(%1,X2,X3,%4),A €E F, 1 # 0}

nokta kiimesini,

Zy = {lay,az,a3,a4]: a1, a5,a3,a4 € F,[ay,a3,a3,a4] # [0,0,0,0],

[ai,a5,a3,a4] = Aaq, a,,a3,a4],4 € F, A # 0}

diizlem kiimesini ve

(x1,X2,X3,X4) 0p [A1,03,03,04] & a1X1 + X5 + azx3 + agx, =0

izerinde olma bagintisini verir.

Burada esitlik saglanmasi noktanin diizlem iizerinde oldugunu gosterir.

PG(2,q)’danoktalar (1,x,y), (0,1,z), (0,0,1) ve dogrular da [1, x,y], [0,1,z],
[0,0,1] formunda gosterilmisti. Benzer sekilde PG (3, q)’da noktalar;

(1,x,v,2),(0,1,m,n), (0,0,1, k), (0,0,0,1)
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ve dualite ilkesinden dizlemler:

[1,x,y,2],]0,1,m,n],[0,0,1, k],[0,0,0,1]

formunda yazilabilir.

Teorem 3.31: PG (3, q) uzaymnin her bir noktas1 g + q + 1 dogru iizerindedir.

Ispat: P, PG(3,q) uzaymin iginde bir projektif diizlem ve N noktas: da P nin
tizerinde olmayan bir nokta olsun. P’de bulunan g% + q + 1 noktanin her biri aksiyom
geregi N ile birleserek bir dogru belirteceginden ve projektif uzayda her dogru diizlemi

kestiginden N’den gegen dogru sayist g% + q + 1 olur.

Teorem 3.32: PG (3, q) uzayinda toplam g3 + g% + q + 1 tane nokta vardur.

Ispat: Teorem 3.31°den bir N noktasindan gegen dogru sayismin g% + q + 1
oldugu biliniyor. Her dogru lizerinde g + 1 nokta olduguna gore ve N ‘den ge¢en dogrular
tizerinden hesaplama yapilirsa bir dogru tizerinde N hari¢ g tane nokta vardir. Buradan

toplam nokta say1si;

g*(@*+q+1D)+1=q¢>+q*+q+1

olarak bulunur.

Teorem 3.33: PG (3, q) uzayinda her nokta g + g + 1 diizlem Gzerindedir.

Ispat: Teorem 3.31°den bir N noktasindan gegen dogru sayismin g2 +q + 1
oldugu biliniyor. Bu dogrularin her biri ayr1 bir diizlem belirttiginden N noktas1 gibi her

nokta g2 + g + 1 dlzlem lzerinde olur.
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Teorem 3.34: PG (3, q) uzayinda her dogru q + 1 diizlem Uzerindedir.
Ispat: P, PG (3, q)’da bir diizlem, d ise P’de bir dogru olsun. d (izerinde g + 1 ve
P’de olup d Uzerinde olmayan g? nokta vardir. Buradaki g2 nokta ile d dogrusu bir

duzlem belirtir. PG (3, q) uzaymda toplam q3 + g + g + 1 tane nokta oldugundan bir

dogru;

[(@®*+¢*+q+1)—(@+D]/q*°=q+1

diizlem Gzerinde bulunur.

Teorem 3.35: PG (3, q) uzayinda toplam g3 + g% + q + 1 tane diizlem vardr.

Ispat: P, PG(3,q)’de bir diizlem olsun. P’de toplamda g% + g + 1 tane dogru
vardir. Teorem 3.34’den her dogrunun q + 1 diizlem iizerinde oldugu biliniyor. Bu

dogrularmn her biri P hari¢ g diizlem {izerinde olup toplam diizlem sayist;

g*(@*+q+1)+1=¢*+ ¢*+q+1

olarak bulunur.

Teorem 3.36: PG (3, q) uzayinda iki farkli diizlem q + 1 noktada kesisir.

Ispat: PG (3, q) uzayinda iki farkl1 diizlem bir dogru boyunca kesistiginden ve bir
dogru lizerinde g + 1 nokta oldugundan g + 1 noktada kesisirler.

Teorem 3.37: PG(3,q) uzayinda toplam (g2 + 1) * (q®> + q + 1) tane dogru

vardir.

Ispat: P, PG (3, q)’de bir diizlem olsun. P’de toplamda g2 + q + 1 tane nokta ve
dogru vardir. N noktas1 P’nin i¢inde bir nokta olsun. Teorem 3.31 geregi N noktasindan
g + q + 1 tane dogru geger. Bu dogrularm g + 1 tanesi P diizleminde olup geriye kalan
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q* tanesi P diizlemini tek noktada keser. P’de toplam g + ¢ + 1 tane nokta oldugundan

q® * (q%> + g + 1) tane dogru eder. Buna P’nin icindeki g% + g + 1 dogru da ilave

edilirse uzaydaki toplam dogru sayisi;

@ +q+D)+ (@ +q+ D) =(@*+1)*(q*+q+1)

olarak bulunur.

Cizelge 3.30°da PG (3, g)’da toplam nokta, toplam dogru, toplam diizlem, bir

dogru iizerindeki nokta ve bir diizlem iizerindeki dogru sayilar1 gosterilmistir.

Cizelge 3.30. PG (3, q)’da nokta ve dogru sayilari

Toplam nokta Bir dogru Il?jlzreglrjélslr(?
veya duzlem Toplam dogru sayisi Uzerindeki dosru
sayis1 nokta sayisi &
sayis1
PG3,q9)| ¢*+q*+q+1| (@*+D*(q*+q+1) q+1 g?+q+1
PG(3,2) 15 35 3 7
PG(3,3) 40 130 4 13
PG(3,4) 85 357 5 21
PG(3,5) 156 806 6 31

Teorem 3.38: PG(3,q) uzayinda 4 farkli diizlemdes K(kq, ko, ks, ky),

L(ll, lz, l3, 14), M(ml, m,,ms, m4) ve N(nl, n,, ns, Tl4) noktalar1 tanimlansin. Bu

durumda;

esitligi saglanir.
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Ispat: K,L,M,N noktalarinin iizerinde bulundugu P dizlemi [py, p2, D3, P4l

olarak gosterilsin. Bu durumda iizerinde olma bagintisindan;

kip1 + kaps + kaps + kypy =0
Lipy + Lp, + l3ps + Lup, =0
mip; + Myp, + Maps + myp, =0
NP1+ Napy + N3Pz +nypy =0

olarak bulunan homojen denklem sistemi dort bilinmeyenli dort tane denklemden olusup

coziilebilirdir. Katsayilar matrisi Y,

ke ky, ki ki
L L I L

ng N N3 Ny

olupdet(Y) # 0iken [p1, P2, p3, 4] = [0,0,0,0] olacak sekilde tek asikar ¢oziimii vardir.
Fakat [0,0,0,0] g6steriminde (formunda) bir diizlem olmadigindan bu durum miimkiin

olmaz. Dolayisiyla det(Y) = 0 olmalidir.

PG (3,2), projektif 3-uzaydaki en kiigiik uzaydir. Bunu Fano diizleminin ii¢ boyuta
genisletilmis hali olarak diisiinebiliriz. Sekil 3.19°da goriilen PG (3,2)’nin bazi 6zellikleri

sunlardir:

Toplamda 15 nokta, 35 dogru ve 15 diizleme sahiptir.
Her noktadan 7 dogru ve 7 diizlem geger.
Her dogru tlizerinde 3 nokta vardir ve her dogrudan 3 diizlem gecer.

Her diizlem tizerinde 7 nokta ve 7 diizlem vardir.

vV V V V V

Her diizlem Fano duzlemi ile izomorfiktir.
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Sekil 3.19. PG (3,2) (Anonymous 2023b)

Bo6lim 3.1.3’de izomorfizm ve otomorfizm tanimlar verilerek Fano diizlemdeki
otomorfizm sayist 168 olarak verilmisti. PG(3,2) uzayinda ise bu say1 diizlemdes

olmayan 4 noktanin se¢imi ile hesaplanir. Buradan otomorfizm sayist,

15%x14 %12 %8 = 20160

olarak bulunur.

Bolum 3.4.1°de ark, oval ve hiperoval {izerinde durulmustu. Projektif 3-uzayda
ise benzer yapida olan kep ve ovoid kisaca tanimlanacaktir. Asagidaki tanimlar ve

teoremler i¢in Brown (2000) esas alinmistir.

Tanmm 3.41: PG(n,q) uzayinda herhangi iicii dogrudas olmayan k noktali
kiimeye k — kep denir.

Tamm 3.42: PG (3, q) uzayinda q > 2 icin (q® + 1) — kep’e ovoid denir.
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Teorem 3.39: 0, PG (3, q) uzayinda bir ovoid ve g > 2 olmak Uzere;

I-) N, O’nun bir noktas1 ise N’deki tiim tanjantlarin birlesimi bir diizlem verir.
ii-) PG (3, q) uzayindaki g% + 1 diizlem O ile tek noktada kesisirken geriye kalan

q3 + q duzlemin O ile kesisimi bir oval verir.

Teorem 3.40: Ovoid’ler i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir:

I-) Ovoid’ler PG (3, q)’nun tiim uzaylarinda vardir.
ii-) Ovoid’ler PG(3,q) uzayinda herhangi tli¢ii dogrudas olmayan maksimum

nokta kiimesidir.

k — kep ve ovoid ile ilgili agik problemler su sekilde verilebilir:

Acik Problem 10: k < g2 + 1 ve q # 2 icin PG(3, q) daki bir tam k — kep’in

eleman sayist maksimum ne olabilir?

Acik Problem 11: PG (3, g)’da g cift iken tiim ovoidleri siniflandirimiz.
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4. GALOIS GEOMETRININ KODLAMA TEORISINE BAZI UYGULAMALARI

Bu bolimde Dodunekov and Landjev (2000) ile Etzion and Storme (2016)

referans alinmstir.

Lineer (dogrusal) kodlar, hata diizeltme yetenekleri ve kodlama teorisi alaninda
onemli bir role sahiptir. Bu kodlar, iletisim sistemlerinde, veri depolama sistemlerinde ve

diger uygulama alanlarinda hata diizeltme ve veri biitlinliigli saglamak i¢in kullanilir.

Tammm 4.1: V, n boyutlu bir vektér uzayr ve F bir cisim olmak Uzere; V, F

uzerindeki n boyutlu vektorlerin kiimesidir.

Vektor uzayinin bazini olusturan lineer bagimsiz vektorlerin lineer (dogrusal)

kombinasyonlariyla lineer kodlar elde edilir.

C, bir lineer kod olmak (izere V vektor uzaymin bir alt uzayr olarak asagidaki

Ozellikleri tasir:

\4

C, F Uzerindeki n boyutlu vektorlerin bir alt uzayidir, yani C € V olur.

\4

C, V’nin bir alt uzay1 oldugu i¢in sifir vektoriinii igerir, yani 0 € C olur.

\4

C, vektor toplamasina ve skaler carpimina kapalidir, yani ¢, d € C ve @ € F igin
c+deCveac € Colur.
» C,bir baz kullanilarak lineer kombinasyonlarla ifade edilebilir, yani ¢ € C, C'nin

bir bazinda lineer bagimsiz vektorlerin lineer kombinasyonu olarak ifade

edilebilir.

Lineer bir kodun parametreleri, kodun boyutu ve hatay1 diizeltebilme kapasitesini

belirleyen 6nemli degerleri ifade eder.

Bu kisimdan sonra su ana kadar verilenin aksine simgelerden n, k ve d farkhi

sekilde tanimlanacaktir.
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Tanim 4.2: Lineer kodlarin temel parametreleri sunlardir:

i-) n (uzunluk): n, kodun vektor uzayimnda her bir vektoriin uzunlugunu ifade eder.
Dolayistyla, kodun her bir vektorii n uzunlugunda olacaktir.

ii-) k (boyut): k, kodun boyutunu ifade eder ve kodun lineer bagimsiz
vektorlerinin sayisini temsil eder. Yani, kodun boyutu k boyutunda olacaktir.

iii-) d (minimum uzaklik): d, kodun en kiigiik uzakligin1 ifade eder ve hatayi
dizeltebilme kapasitesini belirler. Minimum uzaklik, kodun herhangi iki farkli vektori
arasindaki en az hata sayisini temsil eder. Hata diizeltme yetenegi, d — 1 kadar hata
diizeltebilme anlamina gelir.

iv-) t (diizeltilebilir hata sayisi): t, kodun diizeltebilecegi maksimum hata sayisini

ifade eder. t = (d — 1)/2 formiilii kullanilarak sonug alttaki tamsay1 degere yuvarlanir.

Bu parametreler, lineer kodun temel 6zelliklerini belirlemektedir. Ornegin, n ve
k parametreleri, kodun boyutunu ve hafiza gereksinimini belirlerken, d ve t
parametreleri, hatayr diizeltebilme yetenegini ve giivenilirligi gosterir. Bu parametreler,
lineer kodlarin tasarimi ve analizi i¢in 6nemlidir ve farkli uygulama alanlarina gore

optimize edilir.

Tamm 4.3: Bir lineer kodun duali (dual kodu) kodun hedef uzaymin bir alt
uzayidir ve belirli bir i¢ carpim yapisiyla iliskilendirilir.

Matematiksel olarak, n uzunlugundaki bir lineer kodun duali, n uzunlugundaki

vektorlerden olusan bir baska alt uzaydir ve

Kt={veF"|v-c=0,Vc €K}

olarak ifade edilir.

Burada K+, K kodunun dualini temsil eder. F™, n uzunlugundaki bir vektdriin
alabilecegi tiim degerlerin olusturdugu vektdr uzaymi ifade eder. v-c, v ve c

vektorlerinin i¢ ¢carpimidir.
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Kodun duali, kodun hedef uzayinda her bir vektoriin ortogonal oldugu vektorleri
icerir. Yani, kodun duali, kodun hedef uzayinda ortogonal olan vektorlerin olusturdugu
bir alt uzaydir ve kodun hatay1 tespit ederek diizeltme yeteneklerini analiz etmek igin

kullanilir.

Tamim 4.4: ki vektor arasindaki uzakliga Hamming uzakligi denir ve Z|x;- y;|

olarak ifade edilir.

Burada x; ve y; vektorlerin i. pozisyonundaki bitlerdir. Iki vektor arasindaki
Hamming uzakligi, karsilastirilan bitlerdeki farklilik sayisini toplar. Yani, her bir bit

pozisyonunda farkli bir deger varsa bu pozisyon i¢in 1 Hamming uzaklig1 eklenir.

Ornek 3.6: a = 11001 ve b = 10111 olan iki vektdriin arasindaki Hamming

uzakligt:

I1—1|+[1—0|+[0—1|+|0—1|+|1—-1]=0+1+1+1+0=3

olarak hesaplanir. Burada her bir vektoriin uzunlugu (n) 5 ve kodun boyutu (k) 2°dir.

Hamming uzaklig1, hata tespiti ve hata diizeltme kodlarinda kullanilan 6nemli bir

ol¢iidiir ve kodlarin giivenilirligini degerlendirmek i¢in kullanilir.

Tanmm 4.5: Vektoriin i¢indeki sifirdan farkli bitlerin sayisina vektoriin agirhig

denir.

Yani, bir vektoriin agirhigi vektordeki sifirdan farkli bitlerin sayisidir.

Tanim 4.6: Lineer bir kodun herhangi iki farkli vektoriiniin farkinin agirliklarinin

en kiigiik olanina bu kodun minimum uzakligi (d) denir.

Yani, bir lineer kodun minimum uzakligi ayn1 zamanda kodun igindeki sifirdan

farkli tiim vektorlerin agirliklarinin minimum degeri ile aynidir, ¢linkii lineerlikten dolay1
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iki vektoriin farki da kodun igindedir.

Bu ozellik lineer kodlarin analizi ve tasarimi i¢in onemlidir. Minimum uzaklik,
hata diizeltme kapasitesini belirler ve kodun giivenilirligini ifade eder. Eger kodun

minimum uzaklig1 yeterince biiyiikse daha fazla hata diizeltme yetenegi saglar.

Tamim 4.7: Lineer bir kodun iirete¢ matrisi, kodun tanimini saglayan ve vektor

uzayini olusturan bir matristir.

Urete¢ matrisi, kodun tiim vektorlerini bir lineer kombinasyon olarak ifade etmek
icin kullanilir. n uzunlugundaki bir lineer kodun lrete¢ matrisi n * k boyutunda bir matris

olup su sekilde ifade edilir:

G=[g11921-19k]

Burada G Urete¢ matrisini ve g4, g,, ..., gk siitunlar1 da kodun tirete¢ vektorlerini
temsil eder. Her bir iirete¢ vektorli kodun bir bazini olusturur ve vektor uzayindaki tiim
kod vektorleri bu baz Uzerindeki lineer kombinasyonlar olarak ifade edilir. Lineer kodun
icindeki her bir x vektorii x = Gy olarak hesaplanabilir. Buraday = [yy, vy, ..., Vx], F¥
icindeki herhangi bir stitun vektorudir. Yani, x = y;g; + y,g9, + ...+ y3g5 olur.

Ureteg matrisi, kodun yapismi ve matematiksel o6zelliklerini yansitan bir
matematiksel aragtir. Kodun tirete¢ matrisi; kodun boyutunu (k), hedef uzayin boyutunu
(n) ve kodun lineer bagimsiz iirete vektorlerini igerir. Urete¢ matrisi, kodun analizini ve

kod kelimesi olusturma ile hata diizeltme islemlerini kolaylastirir.

Tamm 4.8: Lineer hata diizeltme kodlarinin parametreleri arasinda cebirsel bir

iliskiyi ifade eden bir sinirlamaya Singleton sinirlamasi denir.

Bu sinirlama, bir kodun minimum uzaklik (d) ve boyut (k) parametreleri arasinda

bir iliski kurar. Singleton sinirlamasi agsagidaki sekilde ifade edilir:
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d<n—-k+1

Burada d, kodun minimum uzakligini, n kodun uzunlugunu ve k kodun boyutunu
temsil eder. Bu simirlama, bir kodun en az d — 1 hata diizeltebilmesi igin gereken

minimum uzaklik miktarini belirler.

Singleton sinirlamasi, kodlarin kapasitesini sinirlayan bir iist sinirdir. Yani, bir
kodun minimum uzaklik degeri Singleton sinirlamasindan daha biiyiikse bu kod hata
diizeltebilme kapasitesini asabilir ve daha fazla hata dizeltebilir. Ancak, Singleton
sinirlamasindan daha kii¢iik bir minimum uzaklik degeri kodun daha fazla hatayi

diizeltemeyecegi anlamina gelir.

Bu sinirlama, kodlama teorisi ve hata diizeltme kodlarinin analizi i¢in 6nemlidir.
Bir kodun Singleton sinirlamast ile uyumlu olmasi, o kodun maksimum diizeyde hata
diizeltebildigi anlamina gelir. Ayrica, kodun parametrelerini optimize ederken Singleton

siirlamasi dikkate alinarak tasarim yapilabilir.

Singleton smnirlamasi, lineer kodlarin temel bir 6zelligini ifade eder ve hata
diizeltme kodlarinin analizi, tasarimi ve degerlendirilmesi sirasinda énemli bir referans

noktasidir.

Tammm 4.9: Singleton smirlamast lineer bir kodun uzaklignin alabilecegi
maksimum degerin n — k + 1 oldugunu sodyler. Bu degeri saglayan kodlara MDS
(maksimum uzaklikta ayrilabilir) kodlar denir.

MDS kodlar, hata diizeltme ve hata tespit yetenekleri yiksek olan bir tir hata

diizeltme kodu olup avantajlari su sekilde siralanabilir:

» MDS kodlar, verileri koruma amagli boliimlere ayirir ve her bir boliimii ekstra
bilgi (parite bitleri) ile birlikte depolar.
» Veri iletiminde ve veri depolama sistemlerinde kullanildiginda yararhdir.

> Bir veya daha fazla hata olustugunda hatalari tespit edebilme ve bazi durumlarda
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hatalar1 diizeltebilme yetenegidir. Bu, verilerin giivenilirligini artirir ve veri
kaybini 6nlemeye yardime1 olur.

» MDS kodlar farkli kodlama tekniklerini icerebilir. Bu kodlar, matematiksel
islemler kullanarak verileri boliimlere ayirir, hata diizeltme veya tespit yetenekleri
saglar ve gerektiginde verileri geri kazandirir.

» MDS kodlarinin uygulama alanlar1 olduk¢a genis olup veri iletiminde hata
diizeltme, veri depolama sistemlerinde gilivenilirlik, veri gilivenligi gibi bir¢ok

alanda yaygin olarak kullanilir.

MDS kodlar ile sonlu projektif uzaylardaki ark denilen geometrik yapilar es
kavramlardir. Oregin, C(n, k, d), F, cismi lzerinde n uzunluklu ve k boyutlu bir MDS

kod olsun. Bu durumda;

d=n—-k+1

olur. n = k boyutundaki G =[g:| 92| .| gx ] matrisi C kodunun Urete¢ matrisi olsun.
G matrisinin her bir satrmi F¥ vektér uzaymin bir elemani olarak gorebiliriz. C
kodundaki her x vektori F*>daki bir y = [y, V5, ..., Y& ] Vektori icin Gy seklinde yazilir
ve C’nin minimum uzakligt n—k+ 1 oldugu ig¢in C kodundaki herhangi bir x
vektoriindeki 0 olan bitlerin sayis1 k — 1°i gecemez. PG (k — 1, q)’da her nokta F*’da bir
dogruya denk geldiginden G matrisinin her bir satirim1 PG(k — 1, q)’nun bir noktasi
olarak diisiinebiliriz. Ote yandan Gy vektoriindeki 0 olan bitlerin sayis1 G nin y vektoriine
dik olan satirlarinin sayisina esittir. F*daki bir y vektoriine dik olan tim vektérler F*’nm
k — 1 boyutlu bir alt uzaym (hiperdiizlem) olusturur. F*’daki bir hiperdiizlem de
PG(k —1,q)’nun k — 2 boyutlu bir alt uzayidir, yani hiperdiuzlemdir. Sonu¢ olarak
G’nin n tane satirindan en fazla k — 1 tanesinin ayni hiperdiizlem icine distigi
sOylenebilir. Bu da G’nin satirlarinin PG(k — 1,q)’da bir n — ark olusturdugunu
gosterir. Bunun tersi de dogru olup satirlart PG (k — 1, q)’daki herhangi bir n — ark’in

noktalarindan olusan bir matrisin tirettigi lineer kod MDS’ dir.
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Ark ile baglantis1 olan MDS ile ilgili bir agik problem su sekildedir:

Acik Problem 12: (MDS varsayimi) 4 < k < g - 3 i¢in PG(k — 1, g)’daki bir
ark en fazla g + 1 noktaya sahiptir.

Oyle oldugu diisiiniilen bu varsayim da heniiz ispatlanamamus bir a1k problemdir.

Tammm 4.10: NMDS (yaklasik maksimum uzaklikta ayrilabilir) kodlar, MDS
kodlarmin yakin bir yaklasimi olarak benzer hata diizeltme yeteneklerine sahip olan ve

hata diizeltme kodlamasi alaninda kullanilan bir kodlama yontemidir.

(n, k, d) parametrelerine sahip lineer bir C kodunun NMDS olmasi i¢in minimum

uzaklhiginm n — k ve C* dual kodunun minimum uzakligmm k olmas: gerekir.

NMDS kodlar ile sonlu projektif uzaylardaki (n, k) —ark denilen geometrik
yapilar es kavramlardir. Ornegin; C(n, k, d), F, cismi Uzerinde n uzunluklu ve k boyutlu
bir NMDS kod olsun. Bu durumdad = n — k ve d* = k (dual kodun minimum uzaklig1)
olur. n x k boyutundaki G = [ g1 | g2 | ---| g ] matrisi C kodunun Grete¢ matrisi olsun.
C’nin minimum uzakligi n — k oldugu i¢in C kodundaki herhangi bir x vektoriindeki O

olan bitlerin say1s1 k’yi gegcemez.

PG(k — 1,q)’da her nokta F*°da bir dogruya denk geldiginden G matrisinin her
bir satirin1 PG(k — 1, g)’nun bir noktas1 olarak diisiinebiliriz. MDS kodlar ve arklar
arasindaki iligkiyi gosterirken kullandigimiz benzer argiimanlardan dolay:r G’nin n tane
satirindan en fazla k tanesinin ayni hiperdiizlem i¢ine diistiiglinii sdyleyebiliriz. Ayrica,
G’nin minimum uzakli§i n — k oldugu i¢in ayni hiperdiizlem i¢ine diisen k tane satirt
kesinlikle vardir. Diyelim ki u vektérti C* dual kodunun bir elemani olsun. Bu durumda
u’G = 0 olur. d* = k oldugu i¢in w’daki 0 olan bitlerin sayis1 n — k’dan fazla olamaz,

yani u’nun sifirdan farkli bitlerinin sayis1 k’dan biiyiik esittir.

Eger G’nin satirlarindan herhangi k — 1 tanesi lineer bagimli olsaydi u”G = 0

olacak sekilde F™’de sifirdan farkli bit sayis1 k — 1’den kiigiik olan bir u vektori
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bulunabilirdi ve ¢eligki olurdu. Dolayisiyla G’nin satirlarinin herhangi k — 1 tanesinin
lineer bagimsiz olmasi gerekir. Yani, G’nin herhangi k — 1 satir1 PG(k — 1,q)’da bir
hiperdizlem dretir. Bu da G’nin satirlarmin PG(k —1,q)’da bir (n, k) —ark
olusturdugunu gosterir. Bunun tersi de dogru olup satirlar1 PG (k — 1, q)’daki herhangi

bir (n, k) — ark’m noktalarindan olusan bir matrisin tirettigi lineer kod NMDS’dir.

NMDS kodlarinin uygulama alanlari genis bir yelpazede bulunur. Kablosuz
iletisim, hata diizeltme, veri aktarim1 glivenligi ve veri depolama sistemleri gibi alanlarda

hataya dayanikli ve yliksek performansli kodlama yontemleri olarak tercih edilirler.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Calismada genel olarak Galois geometri konusu ele alinarak konu ile ilgili bazi
acik problemler verilmistir. Bilinen en 6nemli problem, 12. mertebeden bir diizlemin var
olup olmadigidir. Konu yelpazesi genis tutularak temel yapilarin anlatilmasi amaglanmas,
Ozellikle Fano dizlem Uzerinden 6rneklerle daha anlagilir olmaya ¢aba gosterilmistir. 5.
ve 9. mertebeden projektif diizlemler i¢in ayr1 basliklar a¢ilarak diizlemlerin kurulumu ve
Dezargsel olmayan diizlemler hakkinda bilgiler verilmistir. Uzerinde olma matrisi ve
latin kareler anlatilarak n — 1 tane birbirine dik latin kare sayesinde n. mertebeden
projektif bir diizlemin varligi konusu tizerinde durulmustur. Ark, oval, hiperoval, ovoid,
kep anlatilmis, ayrica projektif 3-uzay i¢in projektif diizlemden yola ¢ikarak benzer
teoremler verilmistir. Arklar ile baglantilar1 bulunan MDS ve NMDS kodlar Galois
geometrinin bir uygulama alani olarak goriiniirken NMDS kodlar ile ilgili bir ¢aligma

stireci devam etmekte olup bu alanda ilerleme hedeflenmektedir.

Tezin konusu geometrinin zor bir alanina yonelik olsa da ayni zamanda
matematigin ilgili ¢ekici yanii da igerir. Bulmaca ¢6zmeyi seven kisilerin, hesap

yapmakla ve kod ile ugrasanlarin ilgi alanina girebilecek icerikler sunar.
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