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OZET

HEMEN HEMEN PARAKONTAK HEMEN HEMEN PARAKOMPLEKS
RIEMANN MANIFOLDLAR

Vildan KORUCU AKAN

Matematik Anabilim Dal

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Agustos, 2023
Danigsman: Prof. Dr. Senay BULUT

Bu tez galigmasinda hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks
Riemann manifoldlar1 ve bu manifoldlarin 6zel bir sinifi olan para-Sasaki benzeri
manifoldlar ele alinmigtir. Bu manifoldlarin simmiflandirmasi igin (0,3) tipinde temel
tensor alanmi kullanilmig ve bu tiir manifoldlar 11 temel siifa ayrilmistir. 3 boyutlu
Lie cebirleri iizerinde hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks Ri-
emann metrik yapisi incelenmis ve siniflandirmasi yapilmistir. Bundan hareketle 5-
boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde bu yapi irdelenmistir ve para-Sasaki benzeri,
para-Finstein benzeri ve para-Ricci benzeri soliton olup olmadigr aragtirilmigtir. He-
men hemen parakontak hemen hemen parakompleks Riemann metrik manifoldlar:
tizerinde genellegtirilmig simetrik metrik konneksiyonu ele alinmigtir. 3 boyutlu Lie
cebirleri ve 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri lizerinde genellestirilmis simetrik metrik

konneksiyonu diigtiniillmustiir.

Anahtar Sozciikler: ApapR manifold, Para-Sasaki benzeri Manifold, Para-Einstein

benzeri, Para-Ricci benzeri Soliton.
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ABSTRACT

ALMOST PARACONTACT ALMOST PARACOMPLEX RIEMANNIAN
MANIFOLDS

Vildan KORUCU AKAN

Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, August , 2023
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Senay BULUT

In this thesis, almost paracontact almost paracomplex Riemannian manifolds
and para-Sasaki-like manifolds which is a special class of these manifolds are discus-
sed. For the classification of these manifolds, the fundamental tensor field of type
(0, 3) is used and these manifolds are divided into 11 basic classes. Almost paracon-
tact almost paracomplex Riemann metric structure on three dimensional Lie algeb-
ras was examined and classified. From this point of view, this structure is examined
on five dimensional nilpotent Lie algebras and it is investigated whether there are
para-Sasaki-like, para-Einstein-like and para-Ricci-like solitons. Generalized sym-
metric metric connection on almost paracontact almost paracomplex Riemannian
metric manifolds is discussed. Generalized symmetric metric connection on three

dimensional Lie algebras and five dimensional nilpotent Lie algebras is considered.

Keywords: ApapR manifold, Para-Sasaki-like Manifold, Para-Einstein-like, Para-
Ricci-like Soliton.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: (2n + 1) boyutlu tiirevlenebilir manifold

: M manifodunun tanjant demeti

: M manifoldu tizerindeki vektor alanlar

: M — R tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzay1
: Metrik tensor

: g metrik tensoriine kargilik gelen tensor

: M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu
. Genellestirilmig simetrik metrik konneksiyonu
: (1,1) tipinde tensor alam

: Reeb Vektor alanm

: 1—form

: Lie Turev

: Ricci Tensorti

: Skaler Egrilik

: M tizerinde hemen hemen parakontak yapi

: M tizerinde hemen hemen parakontak metrik yapi



1. GIRIS

1976 yilinda I. Sato tarafindan hemen hemen parakontak Riemann manifoldlar,
hemen hemen kontak Riemann manifoldlarina benzer gekilde tanimlanmigtir [14].
Daha sonra S. Sasaki (p,q) tipinde hemen hemen parakontak Riemann manifold-
larim tammladi [20]. Ozel olarak p = ¢ = n olmasi durumunda (n,7n) tipindeki
hemen hemen parakontak Riemann manifoldlar1 2001 de M. Manev ve M. Sta-
ikova tarafindan incelenmistir [2]. Bu manifoldlar (2n+1) boyutludur ve parakontak
dagilim iizerine indirgenen hemen hemen carpim yapi izsizdir, yani hemen hemen
parakompleks yapidir. (0,3) tipindeki belli ézelliklere sahip temel tensor kullanilarak
bu manifoldlarin simflandirilmas: yapilmigtir [2]. Bu simflandirma ile bu tiir mani-
foldlar 11 temel smifa ayrilmistir. Dolayisiyla bu tiir manifoldlarin tiim simiflarinin
say1s1 24 dir.

Sasaki manifoldlar1 ise 1960 yilinda Japon geometri uzmam S. Sasaki ta-
rafindan tamtilmigtir [19]. O zamandan beri bir¢ok yazarin sayesinde fizik ve cebirsel
geometride Sasaki manifoldlar1 6nem kazanmigtir. Daha sonra I. Sato, T. Adati, T.
Miyazava 1977 yilinda hemen hemen parakontak manifoldlarin 6zel durumu olan
para-Sasaki manifoldlar tanimlamigtir [15-18,20]. Benzer sekilde hemen hemen pa-
rakontak hemen hemen parakompleks manifoldlarin 6zel bir sinifi olarak para-Sasaki
benzeri manifoldlar tanimlanmigtir [9].

Ricci soliton kavrami, 1982 de R. S. Hamilton tarafindan Ricci akig denkle-
minin bir 6zel kendine benzer ¢oziimi olarak tanimlanmigtir. Riemann Ricci soli-
tonlar calisildiktan sonra kontak Riemann geometride Ricci solitonlar, 2008 de R.
Sharma tarafindan c¢alisilmaya baglanmigtir. Daha sonra hemen hemen kontak met-
rik manifoldlarin farkl tipleri iizerinde Ricci solitonlarin geometrik ozelliklerinin
aragtirilmasi devam etmigtir [8,10]. Ricci soliton kavraminin genellegtirmeleri farklh
tiirdeki manifoldlar i¢in de tanimlanmigtir. Hemen hemen parakontak hemen hemen
parakompleks manifoldlarda g Riemann metrigine karsilik gelen g metrigi de kul-
lanilarak manifoldun yapisi ile uyumlu Ricci soliton kavraminin bir genellegtirmesini
tanmimlamiglar ve para-Ricci benzeri soliton olarak adlandirmiglardir [4,5,9]. Ozel du-
rumda para-Einstein benzeri manifoldunu tanimlamiglardir.

Bu tezde 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde farkl iki hemen hemen pa-



rakontak hemen hemen parakompleks Riemann yapilari ele alinmistir ve para-Sasaki
benzeri, para-Ricci benzeri soliton olup olmadiklar: irdelenmigtir. Dordiincii boltimde
[2] de verilen simflandirma dikkate alinarak verilen yapilarla hangi simiflara diisgtiikleri
aragtirilmistir. Verilen yapi ile para-Einstein benzeri manifold ve para-Ricci ben-
zeri olan 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri arastirilmistir. Ayrica besinci boliimde
5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde hemen hemen parakontak hemen hemen
parakompleks Riemann yapisi ile genellestirilmig simetrik metrik konneksiyonu ele
alinmigtir. Altinc1 béliimde [3] de 3 boyutlu Lie cebirleri iizerinde hemen hemen pa-

rakontak hemen hemen parakompleks Riemann yapisi ile siniflandirmasi yapilmisgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlara yer

verilmigtir [21,23].

Tanim 2.0.1. M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde tanmimly simetrik, non-
dejenere, sabit indeksli (0,2) tipindeki tensor alanmina metrik tensori denir.

M diferansiyellenebilir manifoldu bir metrik tensorle donatilabiliyorsa M ma-
nifolduna yari- Riemann manifoldu denir. Metrik tensori pozitif tanimls ise bu tirev-

lenebilir manifolda Riemann manifoldu denir.
Tanim 2.0.2. M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde V dontusumi her f €
S(M) ve V,IWW € x(M) igin

Vi x (M) x x(M) — x(M)

(D1) VyW, V ye gére §(M)-lineerdir.
(D2) VyW, W ya gére R-lineerdir.
(D3) Vy(fW) = (VW + fVyW (Leibnitz kosulu)

kosullarini saghyorsa V ya M tzerinde bir konneksiyon denir. VyW ya W nun V

yonundeki kovaryant tirevi denir.

Teorem 2.0.3. Bir M yari- Riemann manifoldu tizerinde asaqidaki 6zellikleri saglayan

tek tirli belirli bir V konneksiyonu vardir X,Y,Z € x(M) olmak tzere;
(D4) [X,Y] =VxY — Vy X (Sifr torsiyon ozelligi)
(D5) X[g(Y,2)| =g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (Metrik Uyumluluk Kosulu)

Bu konneksiyona M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir ve Kozsul

formiilti ile karakterize edilir [21]:

29(VXK Z) = Xg<Y7 Z) + Y9<Z7 X) - Zg(X7 Y)
—g(X, D/a Z]) +g(Y’ [Zv X]) +g(Z7 [X’Y])



Tamim 2.0.4. Bir H diferansiyellenebilir manifoldu ve bir (H,.) grubu verilmis

olsun.
HxH—H

(a,b) — a.b™!

seklinde tanimlanan donisim diferansiyellenebilir ise H 'ye bir Lie grubu denir.

Tanim 2.0.5. H bir Lie grubu ve a € H olsun.

L, : H—H

r — Lq(x) = ax
R, : H— H
r — Ry(x) =xa

seklinde tanimlanan L, ya sol oteleme dontusumi ve R, ya sag oteleme donisimai de-

ner.
L, ve R, doniigimleri tiirevlenebilir doniigimler olup diffeomorfizmdirler.

Tamm 2.0.6. H bir Lie grubu ve X € x(H) bir vektor alant olsun. Her a,b € H
$cin

(La)*<Xb) == Xab
kosulu saglamyorsa X wvektor alanina sol invaryant vektor alany denir.

H Lie grubu iizerindeki tiim diizgiin sol invaryant vektor alanlarimin kiimesi

X(H) kiimesinin lineer alt uzay1 olup Lie braket altinda kapalidir.

Tanim 2.0.7. b reel vektor uzayn olmak tzere

L] : bxbh—b
(X,Y) — [X,Y]

bilineer donusimiu her X,Y, Z € by i¢in
L [ X,)Y]|=—[Y, X] (Ters simetri ozelligi)
II. (X, Y, Z)|+[Y,[Z,X]]+ [Z,[X,Y]] =0 (Jakobi dzdesligi)

4



kosullar: saglwyorsa b ye bir Lie cebiri denir. Ayrica H Lie grubu tzerindeki butiin
sol invaryant vektor alanlariman Lie cebri H nin Lie cebiri olarak adlandirilir ve b

ile gosterilir.

Teorem 2.0.8. H bir Lie grubu ve e € H birim eleman olmak tzere ) — T.(H)

seklinde tanimlanan donisim vektor uzayr izomorfizmidir.

Yukaridaki teoremden dolay1 H Lie grubunun Lie cebri, H nin birimdeki tan-
jant uzay1 olarak diisiintilebilir.

b, H Lie grubunun Lie cebri olmak tizere her a,b € H, X,Y € b i¢in

gab<Xaba Yab) = gb(Xb, YZ)

kosulu saglaniyorsa H tizerinde g metrigi sol invaryant Riemann metrigi denir. Bu

durumda g Riemann metrigi § tizerinde x,y € b icin

<z y>=g(z,y)

seklinde bir metrik indirger. Tersine b Lie cebri tizerindeki her metrik H Lie grubu
tizerinde sol invaryant Riemann metrigi belirler. V, g metrigine kargilik gelen Levi-

Civita konneksiyonu olmak tizere her x,y € b i¢in V,y € b dir.

Tanim 2.0.9. b bir Lie cebri olmak tizere

b'=h2h>=[h,h' 20 =0 2... 00" =[h,h" "] D...

oluyorsa §y Lie cebrinin alt merkez serisi denir.

Tanim 2.0.10. h Lie cebri olmak tizere h™ = 0 kosulunu saglayacak sekilde bir m

dogal sainst varsa § Lie cebrine nilpotent Lie cebri denir.

Tanim 2.0.11. Baglantiy bir Lie grubu H olmak tzere H nin Lie cebri nilpotent

ise H Lie grubuna nilpotent Lie grubu denir.

23]



3. HEMEN HEMEN PARAKONTAK HEMEN HEMEN PARAKOMP-
LEKS RIEMANN MANIFOLDLAR

M, (2n + 1) boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun.

¢ =I-n®¢ nE)=1 (3.1)

kogullarii saglayan M manifoldu tizerinde (1, 1) tipinde ¢ tensor alani, £ vektor alani
ve 1 1—formu varsa (¢, &, n) ligliisit M manifoldu tizerinde hemen hemen parakontak
yapi olarak adlandirilir. Burada I, T'M tanjant demedi tizerinde birim doéniigtimdiir.
(3.1) ile tanimlanan (¢, &, n) yapisina sahip ve tr¢ = 0 olan (2n + 1)—boyutlu
tiirevlenebilir manifolda hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks ma-
nifold denir.
Ayrica (M, ¢,€&,n) hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks ma-

nifoldu

g(ox, py) = g(x,y) — n(x)n(y) (3.2)

kogulunu saglayacak sekilde manifoldun yapisi ile uyumlu bir Riemann metrigi ka-
bul ediyorsa (M, ¢,&,m,g) hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks
Riemann manifoldu olarak adlandirilir. Bu manifoldlar1 kisaca apapR manifoldu
olarak ifade edecegiz. Literatiirde bazen bu manifoldlar Riemann IT—manifoldlar
olarak isimlendirilir.

g metrigine karsilik gelen g metrigi

g(x,y) = g(x, py) + n(x)n(y) (3.3)

seklinde tanimlanir. g, (M, ¢, &, 7, g) ile uyumlu (n+1, n) imzasi ile bir yari-Riemann

metriktir.

Teorem 3.0.1. (M, ¢,&,n) dortlisi hemen hemen parakontak hemen hemen para-

kompleks manifold olmak tzere



egitlikleri vardur. [12]

Kanat. i. (3.1) denkleminden z € x(M) olmak tizere

11.

¢*(x) = v —n(x)¢ (3.4)

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte z = ¢ yazildiginda ve n(§) = 1 oldugu kul-
lanildiginda

¢*(€) =0
elde edilir. Esitligin her iki tarafina ¢ uygulandiginda

3(¢°(€)) = ¢°(§) = ¢"(6(¢)) = 0

bulunur. (3.4) esitliginde z yerine ¢(¢§) yazildiginda

0= ¢*(6(¢)) = (&) — n((£))¢

olup ¢(&) = n(p(§))E esitligi elde edilir. Kabul edelim ki ¢(§) # 0 olsun.

0= ¢%(€) = ¢(6(€)) = P(n(6€)€) = n(¢€)(¥€) = n(PE)n ()&

esitliklerinden (n(¢¢))%¢ = 0 bulunur. £ # 0 oldugundan 7(¢(£)) = 0 olur. Bu
durum ¢(&) = n(o(€))< esitliginden dolayr ¢(€) # 0 kabiiliimiiz ile geligir. O
halde ¢(§) = 0 olmalidur.

(3.4) denkleminde z yerine ¢(z) yazilirsa,

esitligi bulunur. Diger taraftan ¢ lineer oldugundan

¢*(x) = ¢ (¢x) = 6(¢*(2)) = oz — n(2)§) = d(x) — n(2)H(§)

elde edilir.



(7) den dolay1 ¢(§) = 0 oldugundan

¢ (2) = ¢(x) (3.6)

bulunur. (3.5) esitliginden n(¢(z))€ = 0 bulunur. Ayrica £ karakteristik vektor
alani sifirdan farkl oldugundan her x vektor alani i¢in n(¢(z)) = 0 olmahdir.

Dolayisiyla n o ¢ = 0 olur.

Teorem 3.0.2. (M, ¢,&,1,9) apapR manifold olmak izere
i g(9x,y) = g(x, dy)
ii. g(z,€) =n(x)
iii. g(¢,6) =1
w. (Vi) =0
esitlikleri vardwr. Burada V, g 'nin Levi-Civita konneksiyonudur.

Kanat.

i. (3.2) denkleminde y yerine ¢y aldigimizda;

9(z, ¢y) = g(dz, $°y) + n(x)n(dy)

esitligini elde ederiz. (3.4) kosulundan ve Teorem 3.0.1 (i7) ’den ve (3.2)’den
9(oz,§) = n(¢x) = 0 olup

g(z,0y) = glox,y —n(y)§)
= g(¢z,y) — n(y)g(oz,§)
= g(dr,y)

bulunur.

ii. (3.2) denkleminde y yerine ¢ aldigimizda;

9(z,8) = g(ox, p&) + n(x)n(&)

8



elde ederiz. Yukaridaki esitlikte Teorem 3.0.1 (7) ve (3.1) de verilen esitlikler yazihirsa
g(x,&) = n(x) bulunur.

iii. (3.2) denkleminde x ve y yerine & aldigimizda;

9(&, &) = g(o&, 6&) + n(&)n()

elde ederiz. Yukaridaki esitlikte Teorem 3.0.1 (7) ve (3.1) de verilen esitlikler yazihirsa
g(&,€) =1 elde edilir.

iv. Teorem 3.0.2 (ii) ’de z yerine V¢ yazilirsa

9(Va&, &) = n(Vag)

elde ederiz. Teorem 2.0.3 (D5) ’de verilen metrik uyumluluk kogulunda y = 2z = ¢

yazilirsa g(V,.£, &) = 0 elde edilir. Dolaysiyla n(V,£) = 0 bulunur. O

(M, 9,&,m, g) apapR manifold olmak iizere

F(x,y,2) = g((Va)y, 2) = 9(Vo0y — ¢V2y, 2) (3.7)

seklinde tammlanan F', (0, 3) tipinde bir tensor alamdir. F ile iligkili Lie 1-formlari,
p € M, T,M tanjant uzaymm {{ = eg,es,...,e2,} tabanina karsihk gelen g Ri-
emann metriginin (g;;) matrisinin ters matrisi (¢") olmak tlizere agagidaki esitlikler

ile verilir:
Q(ZE) - gijF(eiv ej?'T)ﬂ 0*(‘7:) = gijF(ezﬁ ¢ej7 x)7 w(a:) - F(éa f,.’E)
Kisaca F(e;, e, ex) = Fjjj, gosterimini kullanacagiz. F' tensori

F(z,y,2) = F(z,2,y) = —F(z, ¢y, oz) + n(y) F(z, &, 2) + n(z)F(z,y,£),
(Vxﬁ)y = g(vxfay) = _F($7¢y7§)a

(3.8)

egitliklerine sahiptir. Burada V, g Riemann metrigine karsilik gelen Levi-Civita kon-

neksiyonudur. (M, ®,&,n,g), apapR manifold olsun. x,y,z € x(M) olmak iizere



(1,3) tipinde egrilik tensori
R(x,y)z = V,Vyz2 =V, Vo2 — V[ 2 (3.9)

olur. Ayrica (0,4) tipinde kargilik gelen egrilik tensorii R(x,y, z, w) = g(R(z,y)z, w)
seklinde gosterilir. p € M, T,M tanjant uzaymm {{ = eg, ey, ..., e, } lokal orto-
normal catisina karsilik gelen Ricci egrilik tensorii ve skaler egrilik agagidaki sekilde

tammlanir:

Ric(x,y) = Zg (€5, 2)y, €1), (3.10)

scal = Z Ric(e;, e;) (3.11)

Ricci tensoriiniin sifirdan farkh bilesenleri i¢in Ric(e;, ej) = Ric;; gosterimini kulla-

nacagiz. [9]
Tamim 3.0.3. Bir X € x(M) vektor alamin diverjansi, {{ = eq, ey, ..., e9,} lokal
ortonormal ¢catr olmak tizere

divX =tr(VX) Zg Ve X, ei)

seklinde tanimlanar.

3.1. Para-Sasaki Benzeri Riemann Manifoldlar:

Tanim 3.1.1. (M, ¢,&,n,9) para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar:, apapR ma-

nifodlariman 6zel bir sinifadir dolayisiyla asagidaki kosullar, saglar:

(Ved)y = —g(z,9)§ —n(y)z + 2n(x)n(y)E,

(3.12)
= —g(oz, py) — n(y)d*x

[9]
Teorem 3.1.2. (M, g, $,&,n) para-Sasaki benzeri manifold olmak tizere
1. Vi€ =ox

i. (Van)(y) = g(z, ¢y)
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it R(z,y)§ = —n(y)z + n(z)y
. R(§,y)€ = ¢%y
v. Ric(z,€) = —2nn(x)
vi. Ric(€,€) =—2n
esitliklert vardir. Burada R egrilik tensorunt ve Ric Ricci tensorunt gosterir.

Kanat.

i. (3.7) ve (3.12) egitliklerinde 6zel olarak y = £ alinirsa;

—g(px, 9§)€ — n(§)d*r = V. (¢€) — ¢(V.E)

bulunur. Burada (3.1) ve Teorem 3.0.1 (i) geregince

P(9r) = ¢(Vat)

olup
V€ = ox
elde edilir.

ii. (3.8), Teorem 3.1.2 (i) ve Teorem 3.0.2 (i) geregi

(Van)y = 9(Va€,y)
= g(¢z,y)
= g(z, dy)

bulunur.

iii. (3.12) 'de z yerine y ve y yerine z yazilarak olusturulan yeni esitlik ile (3.12) taraf

tarafa cikarilarak

(Ve)y — (Vyo)r = —n(y)z + n(x)y

elde edilir.
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Buldugumuz esitligin sol tarafi Teorem 3.1.2 (i) , (3.7) ve (3.9) geregi

(Vad)y — (Vyd)z = Vi(dy) — ¢(Vay) = Vy(o1) + 6(V,7)
= Va(¢y) — Vy(¢r) — 6(Voy — V)
= V.V,£ =V, V& — Vi, yl¢
= R(z,y)§

olup R(x,y)§ = —n(y)x + n(x)y saglanr.

iv. (3.9) ve Teorem 3.1.2 (i) geregince

R y)E = VeV =V Vel — Vg€
= 0—9(Vey — V&)
= (V¢
= o(dy)

olup R(&,y)€ = ¢y elde edilir.

v. (3.10) denkleminde y = ¢ alinirsa Teorem 3.1.2 (i) geregince

Ric(z,&) = g(R

(R

€i, )¢, €;)

e1, )€, e1) + g(R(ez, )&, ea) + ... + g(R(ean, )&, €2n)
= g(=n(@)er +n(e1),er) + ... + g(=n(@)e2n + nlean), €2n)

= @) —n(@) — ... - ()

9(R(
g(R(
(
)
olup Ric(x, &) = —2n n(z) bulunur.

vi. Teorem 3.1.2 (v) 'de z = ¢ aldigimizda (3.1) geregince Ric(€,&) = —2n elde
edilir. ]

3.2. ApapR Manifoldlar: Uzerinde Genellegtirilmis Simetrik Metrik Kon-

neksiyonu

ApapR manifoldlar: iizerinde genellegtirilmig simetrik metrik konneksiyonlari
[24] de verilmigtir. Farkli tiirdeki manifoldlar iizerinde genellestirilmig simetrik met-
rik konneksiyonlar1 ¢aligilmigtir [22].

(M, ¢,€,m,9) apapR manifold olsun. M iizerinde V genellestirilmis simetrik
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konneksiyonu,

Voy = Vey + o{g(z,v)§ —n(y)z} + B{g(ox, y)§ — n(y)ox} (3.13)

sekilde tanimlanir. Burada V, Levi-Civita konneksiyonudur. V konneksiyonuna karsilik

gelen T torsiyon tensorii x,y € x(M) olmak lizere

T(z,y) = V.y—V,z— [z,

(3.14)
= ofn(x)y —n(y)z} + B{n(x)dy — nly)pz},

seklindedir. Burada « ve § tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Ayrica («, 5) = (1,0) ve
(o, B) = (0,1) aldigimizda genellestirilmisg simetrik konneksiyonu sirasiyla agagidaki

gibi semi-simetrik konneksiyon ve quater-simetrik konneksiyona indirgenmis olur.

Voy = Vay + g(z,9)€ — n(y)z

Voy = Voy +n(y)or — g(ox, y)§

Eger M iizerinde bir ¢ Riemann metrigi var éyle ki V konneksiyonu her z, 7, z €

X(M) igin

(V:vg)(y7 Z) - l’g(y, Z) - g(vav Z) - g<ya vxz) = O’ (315)

kosulunu sagliyorsa, V konneksiyonu genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu
denir. Aksi takdirde genellestirilmis simetrik metrik olmayan konneksiyon denir.
Simdi (M, ¢, &, 1, g) apapR manifoldu {izerinde genellegtirilmis simetrik metrik

konneksiyonunun varligin1 gosteren agsagidaki teoremi ifade edecegiz:

Teorem 3.2.1. (M, ¢,&,n, g) apapR manifoldu tizerinde (3.14) ve (3.15) kosullarina

saglayan tek bir lineer konneksiyon vardar.

Kamt. V asagidaki kosul ile belirli bir lineer konneksiyon olsun.

Burada H, (1,2) tipinde bir tensordiir. Simdi H tensor alanmi (3.14) ve (3.15)

kogullarim1 saglayacak gekilde belirleyelim. Torsiyon tensoriinii ve (3.16) esitligini
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kullanarak her x,y € x(M) igin

T(z,y) = H(v,y) — H(y,z),

esitligini elde ederiz. Buradan

g(T({E,y),Z) :g(H(.’I?,y),Z)—g(H(y,l’),Z). (317)

esitligine ulagilir. (3.15) de verilen esitligi kullanirsak

0=xg(y,2) — 9(Vay, 2) — 9(Vaz,y) = g(H(z,y),2) + g(H(x, 2),y).

bulunur. O halde

elde edilir. (3.17) ve (3.18) esitliklerini kullanirsak

9(T(x,y),2) + 9(T(2,2),y) + 9(T(2,y),x) = 29(H(z,y), 2). (3.19)

olur. Ayrica (3.14) ve (3.19) esitliklerinden

29(H(z,y),2) = 9(T(z,y),2) +9(T(2,2),y) + 9(T(2,y),z)

(3.20)
= 29(a(g(z,y)§ —n(y)x) + Blg(oz,y)§ — n(y)px), 2).
esitligi elde edilir. Yukaridaki egitlikten H tensori
H(z,y) = a{g(z,y)€ —n(y)z} + f{g(¢z,y)€ — nly)px}.
seklinde bulunur. O]

(3.12) ve Teorem 3.1.2 kullamlirsa agagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 3.2.2. M, genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu ile para-Sasaki

benzeri manifold olsun. Bu durumda her x,y € x(M) asaqidaki esitlikler vardur:

i. (Vaop)y = (8 —1{g(oz, dy)& +n(y)d* (@)} + a{g(z, ¢py)€ + n(y)ox}
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ii. Vp& = (1 - f)pxr — ag’s
iii. (Ven)y = (1= B)g(ox,y) — ag(pz, dy)

Kanat. i. (V,0)y = V,0y — ¢V,y denklemin sag tarafina Teorem 3.0.1, (3.13)
ve (3.12) esitlikleri kullamlarak yazilirsa;

(Ved)y = Vady — oVay
= Vudy +ofg(z, ¢2)§ — n(oy)z} + B{g(oz, dy)§ — n(dy)dx}
— ¢Vey — alg(z, y)o(€) — n(y)ox} — B{g(dz, y)o€ — n(y) ¢z}
= (Vud)y +a{g(@, dy)§ +n(y)ox} + B{g(dr, ¢y)€ + n(y)d*r}
= (8- 1{g(¢z,dy)§ +n(y)¢*x} + a{g(x, dy)& + n(y)pa}
elde edilir.

ii. (3.13) esitliginde y yerine ¢ aldigimizda (3.1), Teorem 3.0.2 (ii) ve Teorem
3.0.1 (i1) esitlikleri geregi;

Vel = Vi€ +afg(z,§)E —n(&)x} + B{g(dr,§)E —n(&)dr}
= o¢r+ofn(x)§ —x} — B(—¢x)
= (1-p)or — ap’s

esitligi bulunur.

iii. (Von)y = 2n(y) — nV,y denkleminin sag tarafim (3.13),(3.2), Teorem 3.0.2
(1),

Teorem 3.1.2 (i7) esitliklerinden faydalanarak agtigimizda;

(Vam)y = an(y) —nVwy — a{g(z, y)n(§) — n(y)n(x)}
= Blg(dz, y)n(&) — n(y)n(¢*x)}
= g(z, ¢z) — ag(ox, dy) — Bg(¢x,y)
= (1-0)g(¢z,y) — ag(¢z, ¢y)

esitligi elde edilir.
O

Onerme 3.2.3. (M, g,0,&,m), genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu ile (2n+

1)—boyutlu para-Sasaki benzeri manifold olsun. Bu durumda ¥V genellestirilmis si-
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metrik metrik konneksiyonun egrilik tensori ile V Levi-Chivita konneksiyonunun

egrilik tensori arasinda asagidaki iliski vardur:

R(z,y)z = R(z,y)z+x(a)g(y,2)¢ + (a — ab)g(y, 2)pz
—z(a)n(2)y +x(8)g(dy, 2)§ + (28 — B*)g(¢y, 2)px
—x(B)n(2)py + (& + B)g(y, 2)n(x)€ + aBg(dy, 2)n(w)E
—a’g(y, 2)z + (a® + B)n(y)n(z)z + (o — aB)g(dy, 2)z
+abn(y)n(z)or — y(a)g(z, 2)€ + y(a)n(z)z
—y(B)g(¢pz, 2)6 + (67 — 28) (o, 2)py + y(B)n(2)pz
—(@® 4 B)n(y)g(z, 2)€ — aBg(or, 2)n(y)E + a?g(x, 2)y
—(a? + Bn(x)n(2)y + (af — a)g(pz, 2)y
—apn(@)n(z)dy + (af — a)g(z, z)dy.

Kanit. R karsilik gelen egrilik tensériiniin

R(z,y)z = V,Vyz — V, V2 — Vp 2.

seklindeki taniminda (3.13) yazilirsa ve Onerme 3.2.2 kullamlirsa uzun hesaplama-

larla istenilen bulunur. O

a, B sabit fonksiyonlar ise R egrilik tensorii

R(z,y)z = R(x,y)z+ (o —aB)gly, 2)px + (26 — 8%)g(dy, z)px
+(a® + B)g(y. 2)n(x)§ + aBg(¢y, 2)n(x)§
—a?g(y, 2)z + (o® + B)n(y)n(2)x + (o — aB)g(¢y, 2)x
+abn(y)n(z)¢r + (62 — 28)g(dz, 2)dy (3.21)
—(a® + B)n(y)g(x, 2)¢ — afg(oz, 2)n(y)é + o*g(x, 2)y
—(a® + B)n(z)n(2)y + (@B — a)g(dz, 2)y
+(af — a)g(z, z)oy — afn(z)n(z)dy

(y
(z
seklinde verilir. Burada z = £ yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(z,y)& = an(y)pz + (6 — L)n(y)z — (8 — )n(x)y — an(z)dy. (3.22)
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esitligine ulasilir.

Ayrica yukaridaki esitlikte z = € yazilirsa

R(&y)E = (1—B)o*y — ad(y).

esitligi bulunur.
(M, ¢,€,m,9) apapR manifoldu iizerinde V genellestirilmis simetrik metrik

konneksiyonu alindiginda

F(x,y,2) = g(Va)y, 2) = g(Vady — ¢V, 2) (3.23)

seklinde tanimlanan F, (0, 3) tipinde bir tensor alamidir. Ayrica F' tensorii

Flx,y,2) = F(z,2,y) = —F(z,¢y,62) + n(y)F(2,&,2) + n(2)F(z,9,6),  (3.24)

egitliklerine sahiptir. (3.24) de verilen ilk esitligi kanitlayalim. Bunun i¢in Teorem

3.0.2 (i) de verilen esitlikten

zg(9y, z) = 2g(y, ¢2) (3.26)

seklinde yazihir. V konneksiyonu (3.15) esitligini sagladigindan (3.26) de bu kul-

lanmilirsa
9(Vaty, 2) + 9(0y, Vez) = g(Vay, 62) + gy, Va2) (3.27)

Diger taraftan agagidaki esitlikte (3.27) kullanilirsa

F(z,y,2) = 9(Vagy,2) — 9(¢Vay, 2)
= 9(y, Va92) — 9(¢y, V..2)
= gy, Vodz — ¢V,2)
= 9y, (V.0)2)
= F(x,z,y)
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elde edilir. Ayrica
zg(9z,§) = xg(z,¢¢) =0

oldugundan konneksiyonun (3.15) kogulundan

= xg(¢z,§) =g(vx¢z,€) +g<¢z>vx€) (3.28)
esitligi bulunur. Bu esitlik agsagida kullanilirsa

F(z,2,8) = (V02,8 — g(¢V.2,€)

= 9(Va02,8) (3.29)
= _g(¢z7vw£)
olur. Ayrica
F(z,y,6) = —g(¢y, Va€) = 9(Vady, £)) (3.30)

esitligi (3.28) ve (3.29) dan elde edilir. Dolayisiyla

F(z,¢y,02) = 9((Va0)dy, 92)
= 9(V.0?y, ¢2) — g(Vay, ¢°2)
= 9(Valy = n(®)§), 02) — 9(Vady, 2 — n(2)€)
= 9(Vay, 02) = n(y)9(Va, ¢2) — 9(Vaty, 2) +1(2)9(Vaty, §)
= 9(¢Vay — Vaty, 2) +n(y)F(z, 2,€) +n(2)F (2,9, €)
= —F(x,y.2) +0(y)F(z,2,€) + n(2)F(z,y,€)

esitligi (3.29), (3.30) esitliklerinden elde edilir.
(3.24) esitligi V konneksiyonunun (3.15) kosulundan ve (3.30) esitliginden ko-
laylikla dogrulanir.

Tamim 3.2.4. (M, ¢,£,1m,9) apapR manifoldu izerinde NV genellestirilmis simetrik
metrik konneksiyonu abmdiginda R(x,y,z,w) = g(R(z,y)z,w) ise M manifoldu-
nun her noktasindaki tanjant uzayiman {&, ey, ..., e} tabamina karsilik gelen Ricci

tensori Ric ve skaler egriligi scal asagqidaki gibidir:

Ric(x,y) Zg (es, 7)Yy, €) (3.31)
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2n
scal = " Ric(e;, ¢;) (3.32)
1=0

Tamim 3.2.5. (M, ¢,£,1m,9) apapR manifoldu tizerinde N genellestirilmis simetrik
metrik konneksiyonu alindiginda asagidaki egitlikleri saglayacak sekilde tek (a, b, c)

sabiti varsa M ye para-FEinstein benzeri manifold denir.

Ric(z,y) = ag(z,y) + bg(x,y) + en(z)n(y) (3.33)

Tanmim 3.2.6. (M, ¢,£,1,9) apapR manifoldu tizerinde NV genellestirilmis simetrik
metrik konneksiyonu albindiginda asagudaki esitlikleri saglayacak sekilde tek (N, p,v)

sabiti varsa M ye para-Ricci soliton benzeri denir.
X 1— N
Ric(z,y) = =5Leg(x,y) — Ag(z,y) — ng(z,y) — vn(z) @n(y) (3.34)

4. APAPR MANIFOLDLAR UZERINDE PARA-RICCI BENZERI SO-
LITONLAR

Bu boliimde apapR manifoldlar iizerinde para-Einstein benzeri manifoldlar ve

para-Ricci benzeri solitonlar ele alinmigtir [4].

Tanim 4.0.1. (M, ¢,&, 1, g) apapR manifoldu olmak tizere asagidaki esitligi saglayacak
sekilde a, b, ¢ sabitleri varsa M ye (a,b, c) sabitleri ile para-Einstein benzeri manifold

denir.
Ric(z,y) = ag(z,y) +bj(z,y) + en(z)n(y) (4.1)

Ozel olarak, b = 0 ise M ye n—Einstein manifold, b = ¢ = 0 ise M ye Einstein

manifold denir. para-Einstein benzeri manifoldlarin skaler egriligi
scal = (2n+1)a+b+c

oldugunu gosterelim: £ = ey olmak tizere (3.11) denklemini acarak Ric(e;, e;) degerlerini

(4.1) de yerine yazdigimizda (3.3) ve (3.1) geregi;
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scal = Ric(eg,eg) + Ric(ey,e1) + ... + Ric(eay, ean)

ag(eo, €o) + bg(eo, €o) + cnleo)n(eo) + ...
+ ag(€2na 6271) + b§(62na e?n) + CU(QQn)n(e2n)
ata+..+a+b+c

olup
scal = (2n+ 1)a+b+c

elde edilir.

Tanim 4.0.2. (M, ¢,&, 1, g) apapR manifold olmak iizere, asaqidaki sartlar: saglayacak
sekilde \, pu, v sabitleri varsa M ye & potansiyel vektor alani ve (X, p, v) sabitleri ile

para-Ricci benzeri soliton denir.

Ric(w,y) = —%Egg(fv, y) — Ag(z,y) — pg(r,y) — vn(r) @ n(y) (4.2)

Burada L¢g, { yoniinde g metriginin Lie tiirevidir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

Leg(x,y) = 9(Va&,y) + g(x, V,E)
(M, ¢,€&,m, g) manifoldu para-Ricci benzeri soliton ise M nin skaler egriligi
scal = —divE — 2n+ DA —p—v

oldugunu gosterelim: (3.11) deki denklemi agarak degerleri (4.2) de yerine yazdigimizda
& = ep olmak tizere (3.3) , (3.1) ve Tamum 3.0.3 geregi;

scal = Ric(eg,e9) + Ric(er,e1) + ... + Ric(ean, €2,)
1

1

+ __‘Cfg(e?m 6271) - /\9(62717 €2n) - M§(€2na 6271) - V77<62n)7](62n)

1

= ——[Legleo,€0) + ... + Leg(ean, €2,)] — 2n+ DA —p—v

1

_5[29(v60§7 60) ot 2g(v62n€’ 62”)] - (27’L + 1>/\ —H=V

Leg(eo, e0) — Agleg, eo) — ngleo, eo) — vn(eg)n(eo) + ...
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olup
scal = —divE — 2n+ DA —p—v

esitligi elde edilir. [4]

5. APAPR MANIFOLDLARININ SINIFLANDIRILMASI

(M, ¢,&,m, g) manifoldu i¢in simflandirma F' tensorii kullanilarak yapilmigtir
[2]. (3.8) kogullarini saglayan tiim F' tensorlerinin F vektor uzayi, bu manifoldlarm
yap1 grubuna kargilik ortogonal ve invaryant olan 11 F; (¢ = 1,...,11) alt uzaylaria
dekompoze olur. Bu dekompozisyon bu manifoldlar i¢in bir stmflandirma verir. Eger
F tensorii F; altuzayina ait ise apapR manifoldu F; simifina aittir, denir. Bu sekilde
bu siniflandirma Fi, Fo, ..., Fi; temel siiftan olusur. Temel simflarin arakesiti Fy
sinifi ile belirtilir ve F' = 0 kosulu ile belirli 6zel bir siiftir. Yani bu smif V¢ =
V¢ = Vnp = Vg = 0 sartlan ile tammlanir. Ayrica (M, ¢,£,n, g) manifoldu F;
sinifina aittir ancak ve ancak F' = F; esitligi gecerlidir, denir. F;, F; altuzayinda F

nin bilegenleridir ve agagidaki sekilde verilir:

Fi(e,y.2) = (96w, 00)0(6%) + g6, 62)0(6%)
— gl 6)0(62) — gz, 62)0(60)}

Fy(z,y,2) = 2{21’(&%7 %y, 9*z) + F(¢*y, 9°z, §*x) + F(¢*z, $*x, ¢*y)
- F(¢ya QbZ, ¢2Q§') - F(¢zv ¢ya ¢2,I’)}
- %{gwm, oy)0(¢°2) + g(pz, p2)0(dy)

— g(z, oy)0(d2) — g(z, p2)0(dy)}

Fy(,y,2) = {2 (6%, 6%, 0%2) — F(6%y, 6%, %) — (6%, 6%, 6%)

+ F(¢y, ¢z, ¢*x) + F(¢z, by, ¢°x)}

Fi(e..2) = 2 (g 0w, oupn(z) + a(or. 02)n(a)
Fs(x,y,2) = 9;—(5){9(9;, oy)n(z) + 9(x, 02)n(y)}
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Fy(z,y,2) = %{[F(&x, 0%y, &) + F(¢*y, d*x, &) + F(ox, ¢y, &) + F(oy, ox, &)|n(z)
+ [F(¢*w,¢%2,€) + F(9%2, 0°x,€) + F(dz, $2,€) + F(9z, 6, §)In(y)}
o¢) {9(ox, py)n(z) + g(dx, 9z)n(y)}

o)
- {9(z, py)n(2) + g(x, 92)n(y)}

2n

F7(x,y, Z) = i{[F(¢2x7¢2y7€) - F(¢2y7¢2$,§> + F<¢$7¢y7§) - F(¢y7¢xa§)]n(z)
+ [F(¢2x7¢227£> - F(¢2Z? ¢2.I',§) + F(¢I’,¢Z,£) - F(¢za¢$7£)]n(y)}

Fg(.’l',y, Z) = i{[p(¢2x7¢2y7€> + F<¢2y> ¢23},€) - F<¢x7¢y7§) F F(¢y7¢xuf)]n(2)
+ [F(¢2x)¢227§) + F(¢227¢2CL’,§> - F(¢I7¢Z7§) - F(¢z7¢xa§)]n(y)}

FQ(I7y7 Z) = %{[F(Qb%'L‘,Qbe,g) 3 F(¢2y7¢21‘,£> - F(Qb[L’, be,g) ni F(¢y7¢xa§)]n(z)
+ [F(¢2$,¢22,5) - F(¢2Z, ¢2.CL',§) - F(¢£L’,¢Z,€) + F(¢Z,¢$af)]77(y)}

Fio(x,y,2) = n(x)F (£, ¢y, ¢°2)

Fu(z,y,2) = n(z){n(y)w(z) + n(z)w(y)}
ApapR manifold iki yada daha fazla temel simiflarin direkt toplamina ait olabilir.
Yani, (M,¢,&¢,n,9) € F; & F; & --- dir ancak ve ancak F' tensorii, Fj, Fj,. .. lerin
toplamidir, ' = F; + [ 4 -+ -.

(M, ¢,€¢,m,9) apapR manifoldu iizerinde V genellestirilmis simetrik metrik
konneksiyonu alindiginda bu konneksiyona karsilik gelen F, (0,3) tipindeki tensor
alan (3.8) kosulunu saglar. Dolayisiyla F tensorii kullamilarak bir simflandirma
yapilabilir.

(2n + 1) boyutlu (M, ¢, &, n, g) apapR manifoldu asagidaki kogulu saglasin:

29(7, ¢y) = (Leg)(w,y) = 9(Ve&,y) + g(x, V,§). (5.1)
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Burada ¢ nin £ boyunca Lie tiirevi L¢g, V7 cinsinden asagidaki esitlige sahiptir.

(Leg)(z,y) = (Van)y + (Vyn)z.

Yukaridaki esitlikte (3.8) yazilirsa L¢g, F tensorii kullamlarak ifade edilebilir:

(Leg)(w,y) = —F(x, 9y,&) — Fy, 9z, §).

Eger (M, ¢,&,m, g) apapR manifoldu (5.1) kogulunu sagliyorsa bu manifolda para-

kontak hemen hemen parakompleks Riemann manifoldu denir.

Onerme 5.0.1. (M, 9,&,m) apapR manifold olsun. Bu durumda asagidaki egitlikler

saglanar:

a. (Leg)(x,y) = 0 ancak ve ancak (M, ¢,&,n,9) F1 & Fo® F3 & Fr & Fs © Fo

sinifina aittir.

j=a

- (Leg)(w,y) = —20(&)g(x, dy) ancak ve ancak (M, ¢, &, g) Fi simfindadur.

o

. (Leg)(z,y) = —%«9*(5)9(@:, oy) ancak ve ancak (M, ¢,&,n,g) Fs sinafindadar.

ISH

. (Leg)(z,y) = 2(Vun)y ancak ve ancak (M, ¢, &, n, g) Fs ® Fo stafindader.

e. (Leg)(z,y) = —n(r)w(dy)—n(y)w(pz) ancak ve ancak (M, ¢,&,n, g) Fi1 siafindader.

Ayrica L¢g = 0 oldugunda ¢ ye Killing vektor alam denir.

Sonug 5.0.2. (M, ¢,&,n) apapR manifoldunun & Killing vektér alanina sahip olmast
icin gerek ve yeter kosul (M, ®,&,n) manifoldunun F;, (i = 1,2,3,7,8,10) sinifina

ya da bunlarin direkt toplam sinifina ait olmasidar.

¢ nin Nijenhuis torsiyonu agagidaki gibi tanimlanir:

[0, 0] (z,y) = [¢z, py] + ¢°[x,y] — dloz,y] — o[z, Py] (5.2)

n nin dig tiirevi, dn asagidaki sekilde tanimlanir:
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(3.8) ’de tanimlanan esitligi (5.3) denkleminde yerine yazdigimizda dn, F' tensorii kul-
lanilarak su sekilde ifade edilebilir:

dn(z,y) = —F(z,¢y,§) + F(y, ¢z,§)

N(z,y) = ND(x,y) = [¢,¢](x,y) — dn(z, y)¢

(¢,&,m) yapisimn Nijenhuis tensorii olarak adlandiriir. N = 0 ise hemen hemen

parakontak yapiya normaldir, denir. N tensorii ters simetriktir.

(2,9) = [¢, ¢(z,y) — dn(z,y)¢
NO(z,y) = (Loan)(y) = (Loyn)(z)
NO(z,y) = (Leo)(x)

N (z,y) = (Len)(z)

tensorlerini tanmimlayalim.
(M, 9,&,m) (2n + 1) boyutlu hemen hemen parakontak hemen hemen para-
kompleks Riemann manifold olsun. N in yok olmasinin N® NG N® {in yok

olmasi demek oldugunu ifade eden teorem verilmistir:

Teorem 5.0.3. [1] (M, ¢,&,m,9) (2n+ 1) boyutlu hemen hemen parakontak hemen

hemen parakompleks Riemann manifold :
a) NV =0 dir ancak ve ancak yapr F1, Fo, Fu, Fs, Fs simaflarinda veya bunlarin

direkt toplamlarindadir.

b) N® =0 dir ancak ve ancak yapr Fi, ..., F, Fs, Fo, Fio stmflarinda veya bun-

larin direkt toplamlarindadar.

¢c) N® =0 dur ancak ve ancak yapr Fi, ..., Fr ssmaflarinda veya bunlarmn direkt

toplamlarimdadar.

d) N =0 dur yok olmus ancak ve ancak yapr F, ..., Fio stmflarinda veya bun-

larin direkt toplamlarindadar.

Teorem 5.0.4. [1] (M,¢,£,n,g) hemen hemen parakontak hemen hemen para-

kompleks Riemann manifold olsun. ¢ ‘nin Nijenhuis torsiyonu i¢in su sartlar saglar:
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a) (¢, ¢)(x,y) = 0 ise (M,¢,&,n,9) Fi (i =1,2,4,5,6,11) siufinda veya bunlarin
direkt toplamindadar.
b) [0, 0(x,y) = =2 {¢(Vpa®) Py + ¢(V220) 9y} ise (M, ¢,&,n,9) Fs sunafindadar.

[,
[
d) |
[
[

c) 6, ¢l(z,y) = =2(V.n)(y)§ ise (M, ¢,€,n,9) Fr suafindadar.
o, d)(x,y) = —2{n(x)V,E—n(y)V.,—(Van)(y)&} ise (M, $,&,n, g) Fs stafindadur.
6) ¢7 (ﬁ](l‘,y) _2{77( ) yg - U(y)vxf} ise (M7 ¢7£7nvg) f9 sszmdadzr.
o), y) =

—n(x)p(Ved)y +n(y)d(Veo) ise (M, ¢, &, n,9) Fio stmfindadar.

5.1. 5 Boyutlu Nilpotent Lie Cebirleri Uzerinde ApapR Yapis1

Tanim 5.1.1. H baglantis Lie grubu tuzerinde (¢,&,n) hemen hemen parakontak

hemen hemen parakompleks yapisi verilsin.

sartlary saglanwyorsa bu yapiwya H tuzerinde sol invaryant hemen hemen parakontak
hemen hemen parakompleks yapr denir. Eger H hemen hemen parakontak hemen
hemen parakompleks Riemann manifold ve h sol invaryant Riemann metrigi ise H
ye sol invaryant hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks Riemann

manifold denir.

Tanim 5.1.2. 0§, (2n + 1) boyutlu Lie cebiri, n, 1—form, ¢ € End(h), £ € b olmak

tizere her x,y € b i¢in

nE) =1, ¢’z=x—n)E gloz,oy) =g(z,y) —n(z)n(y)

egitlikleri saglanwyorsa (¢,&,1,9) yapist b Lie cebri tizerinde hemen hemen parakon-

tak hemen hemen parakompleks Riemann metrik yapidir, denir.

Lie cebirleri tizerindeki hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks
Riemann metrik yapilarin siniflar1 da benzer sekilde tanimlanabilir. H baglantili Lie
grubu sol invaryant hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks Riemann
metrik yapiya sahip ise bu yapi b Lie cebri iizerinde tek bir hemen hemen parakontak
hemen hemen parakompleks Riemann metrik yapi indirger. Yine b tlizerindeki bu

yapiyl (H, ¢,&,n, g) seklinde gosterecegiz.
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5—boyutlu nilpotent Lie cebirleri Dixmier tarafindan simflandirilmigtir [7]. Bu
smiflandirmaya gore abelyen olmayan alt1 nilpotent Lie cebiri vardir. {eq, es, ..., e5},
vektor uzaymin 5 boyutlu tabani olmak {izere, sifirdan farkli braketler g;, (i =

1,2, ...,6) Lie cebirinde su sekildedir:

g1 [61, 62] = €s, [63, 64] = €5

g2 [61, 62] = €3, [61, 63] = €5, [62, 64} = €5

g3 1 e, e = e, [ere3] = ey, [er,eq] =65, [ea,e3] = €5
g1 e, en] =es, [er,e3] = ey, [er1,e4] = €5

g5 le1, e2] = eq, [e1,e3] = es5

J6 le1, e2] = e3, [e1,e3] = eq, [e2,e3] = €5

Bu boliimde bu Lie cebirleri tizerinde hemen hemen parakontak hemen he-
men parakompleks Riemann metrik yapisi tanimlayip hangi sinifa diistiigiinii belir-
leyecegiz.

gleie)) =1, glese;) =0, i,j€{1,2,..,5} i#]

olacak gekilde g Riemann metrigi verilsin.

§=es5, ) =1,

(5.4)
Pler) = e3, oex) =eq, ¢Ples) =e1, dles) =€z, ¢(es) =0

seklinde tammh (¢,&,n, g) dortlist g;, @ € {1,2,3,4,5,6} lizerinde hemen hemen

parakontak hemen hemen parakompleks metrik bir yap: tanimlar.
Teorem 5.1.3. g, Lie Cebiri Fr sinifindadar.

Kanat. g1 Lie cebirinin sifirdan farkli braketleri {eq, s, ..., e5} taban i¢in

[617 62] = €5, [637 64] = €5

seklindedir.
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Sifirdan farkh kovaryant tiirevler Kozsul formiiliinden hesaplanir [21]:

1 1 1 1
Ve g = 565, Ve €5 = —§€2> Ve, €1 = —565, Ve, 5 = 561,
1 1 1 1
v6364 = 5657 v6365 = _5647 v64e3 = _5657 V6465 = 5637 (55)
1 1 1
Veser = 56 Vo = PR Vese3 = —56 Veseq = 563

(5.2) 'de x = y = ¢; , i = 1,2,...,5 yazildiginda Teorem 5.0.4 'de (¢) 'nin
sagladigimi gosterelim:

1 =11¢in ;
[per, per] + ¢?[er, e1] — @ler, er] — dler, gper] =0
(Vemer = er(ner) = n(Ve,e1) =0

1= 2i¢in ;
[pea, pea] + ?les, ea] — Ples, ea] — dlea, pes] = 0
(Vezn)€2 = 62(7762> > U(VQZGQ) =0

1 =3 i¢in ;
[¢€3, <Z5€3] + ¢2[€37 63] - ¢[¢€3, 63] - <Z5[€37 ¢€3] =0
(v€3n)e3 - 63(7763> - n(vegeg) =0

t =4 i¢in ;
[pes, pes] + ¢2[€47 es] — P[pes, es] — dles, des] =0
(Vesn)es = es(nes) —n(Veseq) =0

t =5 igin ;
[Ges, pes| + ¢*[es, e5] — loes, es] — dles, pes] =0
(Vesn)es = es(nes) —n(Veses) =0

Her i icin [¢, ¢](e;,e;) = 0 ve (Ve,;n)(e;) = 0 olup Teorem 5.0.4 ’de (c) deki

esitlik saglanir. ¢ # j , 4,5 = 1,2,...,5 durumunu inceleyelim. ¢ = 1, 7 = 2
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alindiginda [¢, ¢](e1, €2) = e5 ve (Ve n)es = —1 bulunur. Benzer sekilde i = 3, j =4
alimdiginda [¢, ¢](es, e4) = e5 ve (Ve,n)es = —% bulunur. Diger durumlarda i # j
icin [, ¢](ei,e;) = 0 ve (Ve,n)(e;) = 0 olur. Dolayisiyla Teorem 5.0.4 'de (¢) deki
esitliginin saglandigi {ey, ..., e5} ortonormal tabani i¢in gosterilmis olur. O halde g,

Lie Cebiri F7 smifindadir. O

g1 Lie cebirinin Ricci tensortintiniin sifirdan farkl bilegenleri

1
RiCll = RiCQQ = Rngg = R’iC44 = —5

RiC55 =1
seklindedir. Skaler egriligi de

5
scal = E Ric;j
i=1

= RiCu + RiCQQ + Rngg a5 RiC44 aF Ric55

111 1le
2 2 2 2
= —1

seklinde bulunur.

(4.1) esitliginin {ey, ..., e5} taban igin saglandigini gostermek yeterlidir.
(a,b,¢) = (—3,0,2) alindiginda (4.1) esitligi saglamr. O halde g, para-Einstein
benzeri manifolddur. Tim 4,7 € {1,2,...,5} degerleri i¢in (L¢g)(e;,e;) = 0 olup
g1 para-Einstein benzeri manifold oldugundan (4.2) esitligi saglanmig olup aym za-

manda para-Ricci benzeri solitondur.
Teorem 5.1.4. gy Lie Cebiri F1 ® Fo ® F3 D Fg ® Fio stnifindadar.

Kanat. [e1,es5] = e, le1, e3] = es, [ea, €4] = e5 braketleri kullanilarak sifirdan farkh

kovaryant tiirevler Kozsul formiiliinden asagidaki sekilde hesaplanir:
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1 1 1 1 1

Ve €2 = 563, Ve, e3 = —562 + 565, Ve €5 = —563, Ve,€1 = —5637
1 1 1 1 1
V62€3 = 561, V62€4 = 565, V@es = —564, ve;;el = —562 - 565,
(5.6)
1 1 1 1
Ve3€2 = 561, Ve3€5 = 561, Ve4€2 = —565, Ve4€5 = 562,
1 1
Veser = _5637 Ves€2 = —5647 Veses = 5617 Veseq = 562.
g0 icin (3.7) esitligi kullanilarak
1
Fiis = Figa = Fiyz = Fis1 = %,
Foos = Fosg = F14 = F341 = 5,
1
Fiig = Fig1 = F393 = F339 = ——,
Fys5 = Fas3 = Fays = Fysa = —57
Fo11 = Fsi1 = Frpp = 1,
Fys3 = Frag = Fsy = —1,
bulunur. F' tensorii baz1 z,y, z ler i¢in agagidaki gibi yazilabilir:
F(z,y,2) = F (inei, Zyjeja Z%%)
i j k
= inyjsz (ei,€j.ex)
i,k
1 1 n 1 n 1 n 1 n 1
= ——T1Y1%9 — —T1YoZ —T1Y3% —X1Ys 2 —X3Ys 2 —T3Y1 2
9 1Y122 9 1Y221 5 1Y324 5 1Y423 5 3Ys21 9 3Y124
1 1
+§I1y125 + §$2y225 + ToY121 — T2Y3z3 — §I3y325 — §$4y4Z5
n N 1 1 1 1 1
—T1Ys2 — X952y — —T3Yo23 — —XL3Ys23 — —TUYs2Zs — —T3Y3Z
9 1Ys521 5 2Y5%2 9 3Y223 5 3Ys523 5 4Y524 5 3Y3z2
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+T5Y121 + TsY222 — T5Y323 — T5Ya24.

1
Fy (55, Y, Z) = ;l(—1'11/122 — 2T9Yo2o — X3Y3Z2 — T5Y522 — T1Y221 — T3Y223
— T5Yazs + T1Ys23 + 2ToYsza + T3Ysz1 + T1Y324 + T3Y124)
1
Fy(z,y,2) = Z(2$2ylzl + Toyozo — 2TaY323 — 2TaYazs + 203Y1 24
+ 2w3y421 — 273Y223 — 2T3Y32%2 + Ts5Yazs + TsYs22)
1

Fi(z,y,2) = Z(_xlyle — T1Y221 + T1Y324 + T1Ya23 + 2T2Y121

— 2T9Y323 — T3Y1 24 + T3Y223 + T3YsZa — T3Ys21)

2 ( ) - 1 N 1 1 1 n 1
s\, Y,z) = 2!7019125 25529225 2$3y325 2904y42’5 2$1y52’1
n 1 1 1
2932?/522 2x3y523 2934?/524>

Fio(x,y, 2) = T5y121 + TsYaza — TsY323 — T5YaZs

seklinde oldugundan F' tensorii
F($,y,2’) = Fl(l',y,Z) + F2($ay>z) + F3(:an7z) + F8($7y7 Z) + Fm(x,y,z)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla bu da F' € F; @& Fo & F3 B Fg P Fip anlamina gelir.
go Lie Cebiri F; ® Fo @ F3 @ Fg @ Fip smifindadir. O

g2 Lie cebirinin Ricci tensortiniin sifirdan farkl bilegenleri

RiCn = R’iCQQ =1
1
Rngg = O, RiC44 = —5, RiC55 =1

olup skaler egriligi asagidaki gibi hesaplanir:
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5
scal = Z Ric;;
i=1
= RiCH + RiCQQ + RiC33 + Ri44 + RiC55
1
= —1-14+0—=+1
+0—-5+

3

2

(4.1) kogulunu saglayacak sekilde (a,b, c) sabitini {e;,...,e,} ortonormal tabanim
kullanarak bulunabilir. Ancak farkli taban elemanlar i¢in farkli (a, b, ¢) sabiti elde
edildiginden g, Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold degildir.

Tim 4,5 € {1,2,...,5} degerleri icin (Leg)(e;, e;) = 0 olup (4.2) den dolay1 g, para-

Einstein benzeri manifold olmadigindan para-Ricci benzeri soliton da degildir.
Teorem 5.1.5. g3 Lie Cebiri Fo ® F3 & Fg D Fig stnafindadar.

Kanat. [e1,es] = e, e1,e3] = ey, [e1,eq] = es5, [e2, e3] = e5 esitlikleri kullanilarak

sifirdan farkl kovaryant tiirevler Kozsul formiiliinden kolaylikla elde edilir:

1 1 1 1 1 1
Ve, €2 = 26 Ve €3 = 5% + 560 Veeq = 5 + 565 Ve 5 = 5%
1 1 1 1 1 1
Ve,e1 = 5% Ve,e3 = 561+ 56 Ve, 5 = 5 Ve = —5€2 = 5
1 1 1 1 1 1
Vesea = 5617 56 Veseq = D Veses = 52 V61 = —563 = 55
1 1 1 1
Ve,e3 = 5617 Ve,e5 = 561, V€1 = —564, Ve = —563,
1
Veseg = 562, V65€4 = 561.

(5.7)

(3.7) esitliginde verilen F' tensoriintin tanimi kullamlarak F' tensoriiniin bilegenleri

F114:F125:F134:F141:F143:F251:

)

F152:F215:F312:F314:F321:F341: )
1
F112:F121:F123:F132:F323:F332:_§7

N | =

31



1
F334:F343:F345:F354:F435:F453:_§a

Fo11 = Fyn = Fria = Fsn = 1,
Fosg = Fuzz = Frzq = Frug = —1,

seklinde hesaplanir. F' tensorii bazi x, y, z ler i¢in asagidaki gibi yazilabilir:
Fae) = 1 (Sae Yo o)
i j k

= Zﬂiiyjzkp (ei, €j.ex)

i,k
1 n 1 1 1 y 1 1
= ——2Y1%0 + =T i _ — — =
5 1Y1%22 5 1Y124 2$1y22’1 2x1y223 2$1y225 2$1y3Z2
1
+§x1y32’4 + §$1?J4Z1 + Toy121 — TaYy3z3 + §x1y423 + §$1?J522
1 1 1
+§x2y125 + 5-7329521 + 5-7539122 + 53331/124 + §x3y2z1 - 51’39223
1 1 n 1 1 1 1
— —X3Y3Zo — —T3Y324 + —T3Ys2] — —XL3Ys2y — —L3YsZs — —T
233132 23?/34 23y41 233/43 23y45 233/524
1 1
+T4Y121 — TaY323z — §x4y3z5 - §x4y5z3

+X5Y122 + Ts5Y221 — TsY324 — T5Ya23

1
Fy(z,y,2) = Z<—171Z/122 + 221Y124 — T1Y221 — 2X1Y223 — 2T1Y322
+ 2w1ys21 + T1Yazs + 202y121 — 2X2Y323 + 2T3Yy1 22 + 3T3Y124 + 2T3Y221

— 3x3Y223 — 3T3Y322 — 2T3Y324 + 3T3Ys21 — 23Ys23 + AT4Y121 — 4$4y3Z3)
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1
Fi(z,y,2) = Z(—$1y12’2 — T1Y221 + 221Y324 + T1Yaz3 + 2T2y121

— 2w9Y323 — T3Y124 + T3YaZs — TaY1 24 + T3Yozs + T3Ys2o — T3Ya21)

1 1 1 1 1

Fy(z,y,2) = §I1y225 + §$1y522 + §w2y125 + 5952@521 — §x3y425
1 1 1
— —X3Ys24 — —T4Y3ls — —TAYs 2
5 3Y524 5 4Y3<5 5 4Y5%3,

Fio(x,y, 2) = T5y122 + T5Ya21 — TpY32a — T5YaZs

esitliklerinden dolay1 F' tensori

F(x,y, Z) — F2<$,y, Z) + Fg(ilf,y, Z) 7 FS(xaya Z) + FlO(xaya Z)

seklinde yazilir. F' € F, & F3 & Fg & Fig olup g3 Lie Cebiri F, & F3 & Fs b Fio
smifindadar. ]

gs Lie cebrinin Ricci tensoriintin sifirdan farkl bilegenleri

3

Rz’cll = —%, RiCQQ = —1,
Rngg = —5, RiC44 = O,
RiC55 = 1,

seklindedir. Ricci tensortintin bilegenleri kullanilarak skaler egriligi

5
scal = E Ricy
i=1

= RiC11 + RiCQQ + Rngg + RiC44 + RiC55

S
2 2
= =2
bulunur. g3 Lie cebri para-Einstein benzeri manifold degildir. Ciinki {eq, ..., e5}

ortonormal tabam kullanilarak (4.1) esitligini saglayan tek bir (a,b,c) sabiti bu-
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lunamaz. Tim 4,5 € {1,2,...,5} degerleri i¢in (L¢g)(e;,e;) = 0 oldugundan (4.2)
egitliginden g3 para-Einstein benzeri manifold degildir. Dolayisiyla para-Ricci ben-
zeri soliton da degildir.

Teorem 5.1.6. g4 Lie Cebiri F1 & Fo @& F3 D F7r & Fs ® Fro stmfindadar.

Kanat. [e1, ex] = es, [e1, e3] = ey, [e1, e4] = e5 esitliklerinden sifirdan farkhi kovaryant

tiirevler Kozsul formiilii kullanilarak agagidaki gibi bulunur.

1 1 1 1 1 1
Ve €2 = 5637 Ve €3 = —562 + 564; Ve €4 = —563 + 565, Ve €5 = —5647
1 1 1 1
Ve, 01 = 9% Veye3 = DRk Vese1 = 5% T 5%
1 1 1 1 1
Veg€a = 561, Veg€q = 561, Ve,€1 = —563 5 565, Ve,€3 = 561,
1 1
V€5 = 561, V€1 = —5647 Ves€q = 561-
(5.8)
(3.7) esitliginde verilen F' tensoriiniin tensor bilegenleri
1
Fi1y = Fros = Fiza = Fin = Pz = Fs0 = %,
Fise = Fso1 = F319 = F314 = P31 = F3nn = 5
1
Fiig = Fio1 = Fiog3 = Fizg = F3o3 = Fi3a = — 7,
F334 = F343 = Fyzs = Fusz = Fs3a = Fruz = o
For1 = Fyn = —Fasg = —Fuzz = 1,
seklinde hesaplanir. F' tensorii bazi x, vy, z ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
F(x,y,2z) = F (inei; Zyjeja Z%%)
i j k
= inyjsz (ei,€j.ex)
irj,k
1 n 1 1 1 n 1 1
= ——X1Y122 + —X1Y124 — =T1Y221 — =T1Y223 + —T1Y225 — —XT1Y3%
5 1Y122 5 1Y124 5 1Y221 5 1Y223 5 1Y2%5 5 1Y3%2
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1
+§x1y324 + §x1y4z1 + Xoy121 — XT2Y323 + §I1y423 + 5901%22

1 1 1 1 1
+§x3y122 + 537334124 + §$3y221 - 5373?/223 — §$3y322 - §$3y32’4
1 1 1 1
+§x3y4z1 - 51‘31/423 T T4Y121 — TaY323 — 53343/325 — 59543/5Z3
n 1 n 1 1 1
21‘59122 2%?/221 2x5y324 2x5y423

Fi(z,y,2) = Z<_x1y122 — 2T9Y229 — T3Y322 — Ts5Ys22 — T1Y221
— X3Y223 — TaYozs + T1Y324 + 2T2Ysz4 + T3Y124 + T1Ys2s + T3Ys21)
1
Fy(z,y, 2) = 1(21'1%24 + T1Y221 — T1Yo23 + 2T1Y324 + 2T0Y2 2o
+ 3T1Yaz1 — T1Ya23 + ToY121 — TaY123 + Toyzz1 — 3ToY323 — 2ToYaZs
+ X3Yy221 — 2X3Y223 — 2X3Y322 — 2X3Y32s + T3Ysz — 3T3YaZs + 3TaY1 21
— Bx4ys2s + Tay3z1 + TaY1 23 + T5Ya2s + TsYs2o)
Fi(z,y,2) = Z<—$1y12’2 — 2T1Y221 — T1Y223 — 2X1Y322 — T1Y324 — T1Ya21 + 2T1Y423
+ 3xoy121 — XaY323 + 2T3Y1 20 + T3Y124 + T3Ya21 + T3Yaz1 + T3Ys2e
+ T3yazs + Tal1 21 — TaY32s + Tol123 — TaY123 — TaYs2 — LaY321)
1
F7($7 Y, Z) = Z($1y2z5 — TaY325 — T2Y125 + T3Yazs + T1Ys522

— T4Ys523 — TalYs521 + T3Y524)
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1 1 1 1 1

Fy(z,y,2) = Z$1y225 + Ziﬁlyszz + 13529125 + Zx2y521 - Z$3y4z5
1 1 1
— — L3524 — —Tal3Zs — —Tals 2
1 3Ys524 1 4Y325 1 4Y523,
1 1 1 1
Fio(z,y, 2) = 55122 + 5 TaY271 = 5T5Y3% — 5543

O halde F tensori

F(QT,y,Z) = Fl(x7ya Z)—{—Fg(l’,y, Z)+F3(l',y,2)+F7($,y,Z)"‘Fg(il?,y,Z)—l—Flo(l’,y, Z)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla F' € F; ® Fo B F3 D F7 D Fg D Fip olup g4 Lie Cebiri
F1® Fo @ F3 & F7r & Fg & Fyp sinfindadir. O

g4 Lie cebirinin Ricci tensoriiniin sifirdan farkl bilesenlerini Ricci tensortiniin

tanim kullanilarak agagidaki gibi elde edilir:

RiCH = _57 RiCQQ = —5
Rngg = R?:C44 =0

_ 1
RZC55 = 5

Skaler egriligi (3.11) esitliginden agagidaki sekilde hesaplanir:

5
scal = E Ricy
i=1

= Ricll + R’iCQQ + RiC33 + RiC44 + RiC55

= 51 +0+0+ L
B 3 2 2
T2
g4 Lie cebri para-Einstein benzeri manifold olabilmesi i¢in {ej, ..., e5} ortonormal

tabanina gore (4.1) sartim saglayacak sekilde tek bir (a, b, ¢) sabiti bulmaliyiz. Fa-

3 5 1 3
kat gerekli kontroller yapildiginda (—5, 0,=) ve (—=,0, 5) seklinde iki farkli sabit

2 2
bulundugundan g, Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold degildir.
Tim 4,7 € {1,2,...,5} degerleri icin L¢g(e;, e;) = 0 olup (4.2) den dolay1 g4 para-

Einstein benzeri manifold olmadigindan para-Ricci benzeri soliton da degildir.
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Teorem 5.1.7. g5 Lie Cebiri F1 ® Fo ® F3 D Fg ® Fio stnifindadar.

Kanat. [e1,e5] = ey, [e1,e3] = es braketleri kullamlarak sifirdan farkli kovaryant

tiirevler Kozsul formiiliinden hesaplanir

1 1 1
veleQ = 5647 vele?) = 565; vele4 = _562, V61€5 = —563,
1 1 1
Ve2€1 = —5647 V6264 = 5617 vegel = —5657 Ve3€5 = 5617 (5-9)
1 1 1 1
ve4€1 = _5627 v€462 = 5617 vesel = _5637 Vese?; = 561,

g5 igin (3.7) esitliginden F' tensoriiniin bilesenlerini agagidaki gibi hesaplayabiliriz:

1
F115:F151:F212:F221:F414:F441:§>

1
F234:F243:F335:F353:F423:F432:_§7

F144:F511:_F122:_F533:]-

F' tensori bazi x,y, z ler igin agagidaki gibi yazilabilir:
Fae) = 1 (Sae Yoo o)
i j k

= ZﬂiiijkF (ei, ej.er)

ik
1 1 1 1
= §x1y125 — T1Y222 + T1Ya24 + 5951%21 + 5@912’2 + §$2y221

1 1 1 1
2352932’4 2x2y423 2$393Z5 25753?4523

+1 1 1 + 1
—XAY124 — —TalYoZ3 — —T4Y32 —TaYs?
24y14 24y23 24y32 24y41

+T5Y121 — TsY323
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1
Fi(z,y,2) = 1(2-%13/121 + Tayaz1 + T3ysz1 + Tayaz1 + T5Ys21 + Tay1 2o
+ x3Y123 + TaY124 + TpY125 — ToYaZs — T3Y123 — TalYaZ3)
— 221Y323 — TalY3zy — T3Y321 — T4Y322)
1
Fy(z,y,2) = 1(—21‘11/222 + 201424 — 204Y3220 + 24Ys21 + 204124 — 224223
— 2T1Y121 — TsYs521 — TsY125 + 23519323)
1
Fi(z,y,2) = ;1(—211713/222 + 221y424 + Toy122 + TaYa21 — T2Y324
— ToyaZ3 + TaY3Zs — TaYaZ1 — TaY12a + Talas)

1

Fy(z,y,2) = 5351912’5 = 59533/325 a 53339523 + 5951?/521

Fio(z,y,2) = 51121 — T5Y323

F' tensoriiniin F(ZE,y,Z) = Fl(ZL‘,y,Z) + F2($7y7z) + Fg(ZE,y,Z) + FS(I7y7Z) +

F10<x7 Y, Z)
seklinde yazilabildigini kolaylikla gorebiliriz.Dolayisiyla g5 Lie Cebiri F; ® Fo B F3®
Fs @ Fip siifindadir. O

g5 Lie cebirinin Ricci tensoriiniin sifirdan farkl bilegenleri Ricci tensoriiniin

tanimi kullanilarak su sekilde elde edilir:

RiCH = -1
. . 1
Ricyy = Ricsz = —3

RiC44 = RiC55:

DO | —

Ricci tensoriiniin bilegenlerini kullanarak skaler egriligini asagidaki gibi bulabiliriz:
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5
scal = E Ric;;
i=1

= Riciy + Ricos + Ri033 + Ricyy + Ric55

o111
B 2 2 2 2
- 1
g5 Lie cebirinde {ey, . .., e5} ortonormal tabana gore (4.1) esitligini saglayacak sekilde

tek bir (a,b,c) sabiti bulunamaz dolayisiyla g5 Lie cebiri para - Einstein benzeri
degildir.i, j € {1,2,...,5} degerleri i¢cin L¢g(e;, ej) = 0 olup (4.2) den dolay: g5 para-

Einstein benzeri olmadigindan para-Ricci benzeri soliton da degildir.

Teorem 5.1.8. gg Lie Cebiri F1 @ Fo @ F3 DB Fr D Fs ® Fio stnafindadar.

Kanat. [e1,e5] = e3, [e1,e3] = ey, [ea, €3] = e5 egitlikleri kullamlarak sifirdan farkh

kovaryant tirevler agagidaki gibidir:

1 1 1 1
Ve €3 = 563, Ve e3 = —56’2 + 564, Ve €4 = —5637
1 1 1 1 1 1
Ve,€1 = —563, Ve,e3 = 561 + 565, Ve,65 = —5637 V63€1 = —562 - 564,
1 1 1 1 1
V€3€2 = 561 - 5657 v6364 = 561, Ve3€5 = 562; ve4€1 = —5637
Vv L Vv Vv
e €3 = =€1, Ve €9 = ——€3, V. €3 = —€9.
4C3 9 1 562 2 3 563 2 2

(5.10)

g6 icin (3.7) esitligini kullnanarak

F114:F134:F141:F143:F215:F251:

)

F312:F314:F321:F341:F512:F521: )
1
F112:F121:F123:F132:F323:F332:__a

N | =

F334:F343:F345:F354:F534:F543:_§a
F211:F411:_F233:_F433:1
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bulunur. F' tensori baz1 z,y, z ler i¢in agagidaki gibi yazilabilir:
Fae) = 5 (Sae Yo Tae)
i j k

= Za:iyjsz (€i,ejex)

ik
_ 1 n 1 1 1 1
= 2$1y122 2x1y124 2x1y2z1 2$19223 2$1?J322
1 1
+§$1y32’4 + 5351?/42'1 + Toy121 — XT2Y323 + §$1y423
n b 1 . 1 L 1 4 1 1
— oY1 2 — X952 —T3Y1 2 —X3Y1 2 —X3Yo2] — —T3YaZ
22y15 22951 23?/12 23y14 23y21 23?J23
1 1 4 1 1 1 1
5 3Y3%2 2$3?/3Z4 2x3y4z1 2x3y4 3 2x3y4z5 29€3y524

+X4Y121 — T4Y323

1 1 1

—1—511:53/1,22 + §$5y221 — 51'53/324 - 53753/423

1
Fi(z,y,2) = Z(—$13/122 — 2T9Y220 — T3YsZe — TrYs22 — T1Y221
— T5Y22s + T1Y324 + 2X0Ysza + T3Y124 + T1Ya2s + T3Yaz1)

1 3
Fy(z,y,2) = 1(21'1%24 — 2w1Y223 + 5 T1Ys% + 3x1ysz1 + 2x2y121 — 3x2Yy323

3

3
+ 2x3Yy221 — o TsY2%s — 5TsYsZ2 — 2x3Yy324 + S TsYa?1 — 3x3Y423

5
+ 3T4Y121 — 3TaY323 — T3Y122 + TaY123 + 5T1Y221 + T1Yys22 + STz

5
- §$1?J4Z3 — 537334124 + 200y229 — 2X9Ys2s + T5Ys2e + TsYa2s)
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1
Fi(x,y,2) = Z(—$1y122 — 221Y221 — XT1Y223 — 2T1Y322 — T1Y324 — T1Y421
+ 2x1yaz3 + 3T2y1 21 — TaY323 + 2T3Y122 + T3Y124 + T3Y221
— 2x3Y223 + XT3Y322 + 2T3Ya21 + T3Ya23 + TaY121 — Tal323
+ Tol1 23 — TaYr 23 — TaY321 — TalY3?1)
1
Fr(v,y,2) = Z(x2y125 — T3YaZs — T1YaZ5 + TaY32s + TalYs21
— T3Ys524 — T1Y522 + T4Ys23)
FS(xv Y, Z) ~ Z(m2y125 — T3YaZs + T1Y225 — T4Y325 + T2Y521

— T3Ys24 + T1Y522 — TaY523)

1 1 1 1

Fio(z,y,2) = 5 TaY172 + 3 TsY221 — 5TsYsZa — 5T5Ua%s

F tensori F({L" Y, Z) = F1<l',y, Z)+F2(ZL‘,:I/, Z)+F3($,y, Z)+F7(ZE, Y, Z)+F8(x7 Y, Z)+
Fio(z,y, 2) seklinde yazlabilir.Bu da gg Lie Cebirinin F; & Fo & F3 ® Fr & Fs ® Fio

sinifinda oldugunu gosterir. m

g¢ Lie cebirinin Ricci tensoriiniin bilegenleri sifirdan farkli degerleri igin su

sekilde yazilabilir:
RiCH = R’iCQQ =-1

1
Rngg = —=

2 1
RiC44 = R’iC55:§

Skaler egriligini de (3.11) esitligini kullanarak agagidaki gibi hesaplayabiliriz:

5
scal = E Ric;;
i=1

= Rz’cu + RiCQQ + Rngg + RiC44 + RiC55
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ge Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold olup olmadigini anlayabilmek icin
{e1,...,e5} ortonormal tabana gore (4.1) sartim saglayacak sekilde tek bir (a, b, c)
sabiti bulmaliyiz.Fakat (—1,0,2) ve (3,0, 0) seklinde iki farkli sabit bulundugundan
g6 Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold degildir.
i,j € {1,2,...,5} degerleri igin L¢g(e;, e;) = 0 olup (4.2) den dolay1 g¢ para- Einstein
benzeri manifold olmadigindan para-Ricci benzeri soliton da degildir.

Simdi farkl bir apapR yapisi alarak Lie cebirlerinin hangi siniflara ait oldugunu

aragtiralim.

ivj S {1727 75} ,g(ei,€i> = 17 i #.] g(ei7€j> =0
olacak gekilde g Riemann metrigi verilsin.

52617 77(5)21

(5.11)
ple1) =0, odles) =e3, olea) =eq, d(es) =e5, dles) = e

seklinde tanmimh (¢, &, n, g) dortlisi g1, go, 93, 94, 95, 96 Uzerinde hemen hemen para-

kontak hemen hemen parakompleks metrik bir yapidir.
Teorem 5.1.9. g; Lie Cebiri F1 ® Fo ® F3 D Fg D Fog ® Fio stnfindadar.

Kanat. Bir onceki yapida hesapladigimiz kovaryant tiirevler bu yapida da Kozsul
formiilii ile hesaplanarak ayni degerde bulunur. Dolayisiyla bu yapidaki g; Lie ceb-
rinde (5.5) ’daki kovaryat tiirevler kullanilir.

g1 igin (3.7) esitligindeki F' tensor tammindan agagidaki egitlikler elde edilir:

F145:F154:F213:F231:F325:

b

Fy50 = F514 = Frog = Fr30 = Fry =

Y

N | =

1
Fio3 = Figo = I3y = F3u3 = Frys = Fipy = 5

Fiz3 = —Fys5 = 1
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F' tensori bazi x,y, z ler igin agagidaki gibi yazilabilir:

F(z,y,2)

F (inei, Zyjej, szek>
i j k

inyjsz (€i,ejexr)

Z‘?j?k
1 1 n 1 n 1 + 1 n 1
——X1YpZ3 — —T1Y3%Z — — — —
5 1Y273 5 1Y3%2 2x1y425 2171952’4 2$2y123 21‘29321
1 1 1
+§$3y225 - §$3y32’4 — §x3y423 + 55173.%2’2 + T4Y323 — T4Y525
L b 1 n 1 L 1 1 1
—XT5Y1 2 —X5Yo 2 —T5Y32 - — = - =
5 54124 5 5Y2%3 5 5Y3%2 5 5Y421 2x5y4z5 2:1:5y524

1
Fy (337 Y, Z) = Z(—$1y124 — T1Y421 + T3Y225 — T3Y324 — T3Y423 + T3Ys522

+ 224Y220 + XT5Y223 + T5YsZo — T5YaZs — T5Ys2a)

1
Fy(z,y,z2) = Z(2$3y522 + T4Y323 — 3T4Y525 + TsY223 — T5Ya2s

— 205Y524 + TaY325 + T1Y124 + T1Ya21 + T3Yazs — 204Ys20)

1
Fi(x,y,2) = 1(21'3922’5 — T3Ys522 — T3Y324 — 2T3Ya23 + 3TaY323

— T4Ys25 + TsYsze + TsYsza — T2Y325)

1

Fo(x,y, 2) = =(22ys321 + TsYaz1 + Tayo21 + TaYs21 + Lol 23
4

+ Tsy1 24 + T3Y1 22 + TaY1 25)
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1
Fo(z,y,2) = Z(x2y3zl + T5Ys21 — T3Ya21 — TaYs21 + T2Y173

+ T5Y124 — T3Y122 — TaY1 25)

1 1 1 1
Fio(z,y,2) = —§x1y223 — §$1y32’2 + 5%1?/425 + §x1y5z4

F tensoric F(x,y,2) = Fi(z,y,2) + Fa(x,y,2) + F(z,y,2) + Fo(z,y,2) +
Fy(x,y, z) + Fio(x,y, z) seklinde yazilabilir. Dolaysiyla g; Lie Cebirinin F; & Fo &
F3 @ Fg b Fg & Fip smifinda oldugu goriiliir. O

Teorem 5.1.10. gy Lie Cebiri Fo ® F4 D Fg D Fo B Fio stnifindadar.

Kanit. Kozsul formiilii ile hesaplanan (5.6) ’deki benzer kovaryant tiirevler kul-
lanilir.

go Lie cebirinde F' tensor bilegenleri (3.7) esitligi kullanilarak su sekilde hesaplanir:

F134:F215:F225:F251:F252:F313:F314:

’

N N | —

F331:F341:F423:F432:F143:F515:F551:

9

1
Flos = Fisy = Fozy = Foyz = Fius = Fyss = o
Fiss = Isop = —Fizg = =I5 = 1
F tensori baz x,y, z ler i¢in agagidaki gibi yazilabilir:
F(r,y,z) = F (Zﬂfiei, Zyjeja szek)
i j k
= Z%‘yjsz (i, j.ex)
ijk
1 1 1
= —§$1y225 — 12x1y323 + 55519324 + §x1y423 + §:r;1y522 + T1Y525
+1 n 1 1 1 N 1 n 1
—TolJ1 25 + —XolYoZs — —Xol324 — —Tols23 + —XLolYs2] + —Tals2
5 2Y125 5 2Y225 5 2Y3%4 5 2Y423 5 2Ys5%21 5 2Y5%2
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1 1 1 1 1

+-X3Y123 + TX3Y124 T S T3Y321 + TX3YaZ1 T S T4Y223 + —X4aY320

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1
—53643/42’5 — §x4y5z4 + 53753/125 + T5Y22o — TsYazs + 556511521
1 1 1 1 1
Fy(z,y,2) = 5172.@22’5 - §$2y324 - §x2y423 + §$2y52’2 + §$4?/223
+ 53:4343,22 - §$4y42’5 — §5U4y524 + XT5Y229 — T5Y4s24,

1
Fy(z,y,2) = Z($2y221 + T3y321 + Tayaz1 + TsYs21 + Tay1 22
+ 23y123 + Talr 24 + T5Y125),
1
Fs(z,y,2) = 1(33534521 + ToYs21 + T3Y3z1 + T3YaR1 + TsY22
+ T4y321 + T5Y125 + T2Y125 + T3Y123 + T3Y124
— T5Y120 + Tyl 23 — Tole21 — TaYsZ1 — ToY122 — Tal124),
1
Fy(z,y,2) = Z($2y52’1 + T3Ys21 — T5Y221 — TaY321 + ToY125

+ T3y124 — TsY122 — TaY123),

1 1 1 1

Fio(x,y,2) = —§$19225 — T1Y3z3 + §x1y324 + =X1Ya23 — ZT1Ys522 + T1Y525

2 2

Bu bulduklarimizdan dolay1 F' tensorii

F(x,y,z) = FQ(x7y7 Z) + F4($7y7 Z) + F6($5y7z) + Fg(l’,y,Z) + FlO(xay7Z)

seklinde yazilabilir. Bu ' € Fo @ F, @ Fg ® F9 & Fio anlamina gelir dolayisiyla go

Lie Cebiri Fy & F4 @ Fg B Fg b Fip simfindadir.

Teorem 5.1.11. g3 Lie Cebiri F1 ® Fo ® F3 D Fe B Fo D Fio sinifindadar.

Kanat. Bu yapida da (5.7) ile benzer kovaryant tiirevler kullanilir.
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g3 'de (3.7) esitliginden faydalanarak agsagidaki F' tensor bilesenlerini elde ederiz:

1
F145:F154:F215:F251:F312:F314:%
F321:F323:F332:F341:F413:F415:%7
F431:F451:F512:F521:F525:F552:5

1
Floz = Fizg = Fyy5 = Fi54 = Figq = Fry3 = 5
Foss = —Fo33 =1
F' tensori bazi x,y, z ler i¢in agagidaki gibi yazilabilir:
Flaa:) = F (z e z)
i j k
Zl‘iyjsz(@i,ej,ek)
1,5,k
1 1 N 1 n 1 N 1
— —T1YoZ3 — —T1Y329 + =T Y25 + = - —
5 1Y273 9 1Y3%2 B 1Y425 2171y52’4 2x2y125 T2lY3z3
1 1 1 1
+=Tols521 + ToYs25 + <T3Y122 + —X3Y124 + ZT3Y221 + ZT3Y223
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
+§x3y322 + §$3y4z1 - 51’39425 - 5%9524 + 53349133 + 51’49125
N n 1 N 1 N 1 N 1 1
—TyY32] + =TaYs2] + =Ty 2 —TslYo2] + —T5Yazs — —TsYs2
24y31 24y51 5 5Y122 5 5Y221 5 5Y225 5 5Y3%24
1 n 1
2x5y42’3 2$5y522

1
Fi(z,y,2) = 1(2$2y222 + T3ysz2 + TsYsze + TaYa2z + TsYa2s

— 29Ys2y — T3Y524 — TpY3Za — T5Ya23 — T3YaZs)

1
Fy(z,y,2) = 5(—x2y323 + ToYsz5 — T5Y3z4 — T5Ya23 + T5Y22s
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+ TpYs520 — ToYaZo — ToYaZa)
1
Fy(x,y,2) = Z(—2$2?J3Z3 + 229525 + T3Ya23 + T3Y322 — T3YaZs
— X3Ys524 + TsY3Za + TpYaZs — T5YaZs — T5Ys22)
1
Fs(x,y,2) = Z<2l’2ysz1 + T3Y221 + 2x3ys21 + 204Y321 + Tays 21
+ 2w5Yy221 + Xoy321 + TsYaz1 + 2T2Y1 25 + T3y1 22
+ 2x3Y1 24 + 2T4y1 25 + Tay125 + 2X5Y1 22 + Tay1 23 + T5Y124)
1
Fy(z,y,2) = Z(I3yzz1 + T4Ys521 — ToY321 — TsYa2r

+ T3y129 + T4Y125 — T2Y123 — TaY174)

1 1 1
Fio(z,y,2) = —§$1y223 — §$1y322 + 5:1:13/425 + §x1y5z4

F' tensori F({L" Y, Z) = F1<l',y, Z)+F2(ZL‘,:I/, Z)+F3($,y, 2)+F6(x7 Y, Z)+F9(ZE, Y, Z)+
Fio(z,y, 2) olup g3 Lie Cebiri tanimlanan yapiya gore J; @& Fo @ F3 B Fg B Fo D Fig
siifindadir. O]

Teorem 5.1.12. g, Lie Cebiri Fg ® Fg ® Fio9 stnafindadar.

Kanat. Kozsul formiilii ile hesaplanan kovaryant tiirevler degismez. Dolayisiyla (5.8)
‘deki ayni egitlikler kullanilir.
(3.7) esitligini kullanarak g4 Lie i¢in F' tensor tanimindan agagidaki esitlikleri bulu-

ruz: |
Fiys = Fisy = Foi5 = Fos1 = Fy19 = Fy1y = 5

F321:F341:F413:F415:
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F' tensori bazi x,y, z ler igin agagidaki gibi yazilabilir:
Fae) = 1 (Sae Yo o
i j k

= Zmiyjsz (€i,ejex)

ik
B 1 1 N 1 + 1 n 1
= 2x1y223 2951932’2 21’1y4z5 2x1y5z4 2x2y125
—I—1 + L + L + L + L
2532.%21 2$3912’2 2933?/124 2x3y221 2x3y4z1
1 i = S ; = L + L + L
2x4y123 235429125 2:E4y321 21’41/521 2375y122 295529221

1
Fs(z,y,2) = Z(2$2y521 + T3Y221 + 2x3Yys21 + 2T4Y321 + Tays21
+ 25Y221 + Xay321 + TsYaz1 + 2X2Y1 25 + T3Y122

+ 223Y1 24 + 204y1 25 + Tay125 + 2X5Y1 22 + Tay1 23 + T5Y124)

1
Fy(z,y,2) = 1@39221 + T4Ys521 — T2Y321 — TsYaZ1 + T3Y122

+ Tay125 — ToY123 — T5Y124)

1 1 1 1
Fio(z,y,2) = —§$1y223 — §I1y32’2 + §x1y425 + 51‘19524

F tensoriinii su sekilde ifade edebiliriz; F(z,y, z) = Fg(z,y, 2)+Fo(x,y, 2)+Fio(x, y, )
Dolayisiyla F' € Fg @ Fg B Fig olup g4 Lie Cebiri Fg @ Fg B Fio stifindadir. O

Teorem 5.1.13. g5 Lie Cebiri Fg ® Fio stnfindadar.

Kanat. Gerekli hasaplamalar yapildiginda (5.9) ile aymi kovaryant tiirevler geldigi

goriilmektedir.
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g5 Lie cebirinde agagidaki sifirdan farkli F' tensor bilegenlerini (3.7) esitligini kulla-

narak bulabiliriz:
Fy19 = Fygy = Fy13 = F33; =

)

F414:F441:F515:F551:

)

N —N | —

F144:F155:_F122:_F133:1

F tensorii baz1 z,y, z ler icin agagidaki gibi yazilabilir:
Fae) = 1 (Sae Yoo o)
i j k

— Z:Ciyjsz (€i,ejexr)

i’j)k

1
= —X1Y222 — T1Y323 + T1Ys2s + T1Y525 + §x2y1z2 + §$2y221

1 1 1 1 1
+§$3ylz3 + §$3y321 + 59049124 + 59049421 + §x5y125 + 55135?/521
1 1 1 1
Fs(z,y,2) = 5T2Y172 + 5 T2Y221 + 2 TsY1%3 + 5T3Ys

1 1
+ §x4y1z4 + 59549421 + 51’5%25 + §$5y52’1

Fio(,y,2) = —213222 — T1Y323 + T1Ya2s + T1Y525
F tensori F(z,y,z) = Fs(x,y,2) + Fio(z,y, 2) olup tammlanan bu yapiya gore gs
Lie Cebiri Fg b Fig smifindadir. O

Teorem 5.1.14. gg Lie Cebiri Fy ® Fo @ F3 b Fo B Fo B Fio swnifindadar.

Kanat. Bir onceki inceledigimiz metrik yapidaki ayni kovaryant tiirevler geldiginden
(5.10) ’daki degerler kullanilir.
g Lie cebiri i¢in (3.7) esitliginden faydalanarak F' tensoér tamimindan F' tensor

bilegenlerini su sekilde elde ederiz:
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1
Fizg = Fluz = Fus = Fisa = Fori5 =

117251 =3
F319 = F314 = F31 = F3o3 = F339 = ?7
F341 = Fus = Fys1 = Fros = Frso = 5
Fia3 = Fio5 = Fi3p = Fiso = —%,
F345 = F354 = F34 = Fru3 = 5

F255:_F233:1

bulunur. F' tensorii baz1 z,y, 2 ler i¢in agagidaki gibi yazilabilir:
F(x,y,z) = F (ineia Zyj€j7 Z%%)

= inijkF (€i,€j.ex)

i7j7k
r 1 1 1 b 1 b 1 N 1
= 2x1y223 2$1y322 2$1y2z5 2:1:1y324 2x1y423 2$1y4z5
1 1 1
—59619522 + 5%9524 + §$2y125 — ToYy3zz + §x2y521 + T2Ys525
+1 + L + L + + L + L
—T3Y1 2 —T3Y1 2 —X3Ya 2 —X3YoZ —X3Y32 —T3YsZ
23y12 23y14 23921 23y23 23y32 23941
1 1 " 1 N 1 . 1 1
2x3y4z5 2x3y5z4 25549125 2$4y521 29€5y225 25559324

—=X5Y4s23 + =T5Ys52
5 54423 9 54522
1
Fi(z,y,2) = 1(25529222 + T3Y322 + TsYs22 + T3Y223 + T5Ya 25
— 209Ya2y — T3Ys24 — T5YsZs — L3Ya2s + T5Ya?s3)

1
Fy(z,y,2) = 5(—902.@323 + XoY525 — T5Y324 — T5Ya23 + T5Y225

+ T5Ys22 — ToYaze + TaYaZs)
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1
F3(93, Y, Z) = Z(—2$2y323 + 222y525 + X3Y223 + T3Y32e — T3YaZs
— T3Ys24 + T5Y32a + TsYa2s — 2T5Y225 — 2X5Y522)
1
Fo(z,y,2) = Z<5E2y5z1 + T3Y221 + T3Ya21 + TaYs521 + TsY221 + ToYs321
+ T4Y321 + TsYaz1 + T2y125 + T3Y122 + T3Y124
+ Tay125 + Tsy1 22 + LoY1 23 + Tay1 23 + Ty 2a)
1
Fo(z,y,2) = Z(I2y521 + T3Y221 + T3Ys21 + TaYs521 — TsY221 — T2Y321
— XT4Y321 — XTsY421 + T2Y125 + T3Y122 + T3Y124

+ TaY125 — T5Y122 — TY123 — L4Y123 — .T5y124)

P ( ) B 1 1 1 n 1
10\, Y, %) = 2$1y223 2%9322 2x1y225 251019324
. " 1 1 . 1
—X1Ys 2 —X1Ys2s — —T1Ys2 —X1Y52
211943 21?945 9 1Ys22 21y54

Benzer sekilde F}, F5, I3 de hesaplanabilir.

F(ZE, Y, Z) = Fl(x7 Y, Z)‘f‘FQ(CC, Y, Z)—f-Fg(l’, Y, Z>+F6(x7 Y, Z>+F9(ZE, Y, Z)+F10(CC, Y, Z)
seklinde yazilabildiginden gg Lie Cebiri F; ® Fo ® F3D FgD Fo D Fio sinifindadir.

Sonug 5.1.15. (5.11) metrik yapisinda alindiginda g1, g2, 93, 84, 95, 96 Lie cebirleri-

nin (4.1) ve (4.2) esitliklerine gore incelendiginde para-FEinsten benzeri manifold ve

para-Ricci benzeri soliton olmadiklary gorilir.

Sonug 5.0.2 kullanilarak agagidaki sonuclar1 ¢ikarabiliriz:

Sonug 5.1.16. (5.4) yapwsi igin i = 1,...,6 , g; Lie cebirinde & vektor alany Killing

vektor alanidar.

Sonug 5.1.17. (5.11) yapise igin i = 1,...,6 , g; Lie cebirinde bazr Leg degerleri

sifirdan farklh oldugundan & Killing vektor alant degildir.
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6. GENELLESTIRILMIS SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONU ILE
3 BOYUTLU LIiE CEBIRLERI UZERINDE APAPR YAPISI

£ 3—boyutlu reel baglantili bir Lie Grubu ve [ onun Lie Cebri olsun. [
'deki sol invaryant vektor alanlarin tabani {eg, e, es} ise hemen hemen parakon-
tak hemen hemen parakompleks yapi (¢, &, n) ve g Riemann metrigi agagidaki gibi

tanimlanabilir:

peg =0, o¢e; =ey, ey =e1, &= e,
nleo) =1, nler) =nlez) =0,
9(61‘,6]‘) - 52]7 Z)] € {07 172}7

Teorem 6.0.1. (£,0,&,n,9) manifoldu Fs (s € 1,4,5,8,9,10,11) temel sinifina

aittir ancak ve ancak karsilik gelen U Lie cebiri asagidaki komiitatorler ile belirlidir.

510 [eo,e1] =0, [eo,ea] =0, [e1,es] = aeq — bey
4 [0, €1] = aea, [eg,ea] = aey, le1,e3] =0

S5 : [eo, €1] = aeq, [eg,ea] = aes, [e1,e3] =0

Ss : [eo, €1] = aea, [eg, ea] = —aey, er,es] = 2ae
So : [eo, €1] = aey, [eg,ea] = —aeq, [e1,e5] =0
S0 : [eo, e1] = —aeq, [eq, e2] = aeq, [er,es] =0

S11 : [eo, e1] = aeg, [eg, e2] = beg, [e1,e2] =0

Burada a ve b keyfi reel parametrelerdir.
Teorem 6.0.1 ’den dolay1 agagidaki su sonucu elde ederiz:

Sonug 6.0.2. (£, ¢,£,n,g) manifoldu para-Sasaki benzeri manifolddur ancak ve an-

cak karsilik gelen | Lie cebri asaqidaki komutatorler tarafindan belirlenir.

[607 61] = —é€g, [607 62} = —é1, [617 62] = 0.

Teorem 6.0.3. [3] (£,0,£,n,9) temel bir §, , s € {1,4,5,8,9,10,11} sinafina ait
olsun. s = 10 ise (£, ¢,&,m, g) dizdir. Fakat s # 10 iken (£, ¢,&,n,q9) dizdir ancak
ve ancak £ , Fo-manifolddur. Ikinci durumdaki manifold icin sifirdan farkli R , Ric

ve scal degerleri asagidaki gibidir:

52



i
Ss:
s -
Ss -
S -
Su

1
Ri9120 = —Ricy; = —Ricgy = —Escal = a2+ b2

1
Roi01 = Rogo2 = —Ri212 = —iRlCoo = —=scal = a*
1 1 1
Roi01 = Ro202 = Ri212 = — 7 Ricyg = — s Ricyy = — - Ricyy = ——scal = a’
2 ) 2 2 6
Roi01 = Ro202 = —Ri212 = —§R1'000 = _iscal = —a?
1. 1
Roio1 = Rogo2 = —Ri212 = —§R1000 = —§SCCLZ = a?

N R0101 == —RiCH == (12 5 RiCOO == §SCCLZ == —(a2 + b2)

_ 3 _ _ . _ 12
Ro102 = —Ricia = ab , Rogp2 = —Ricoy = b

Teorem 6.0.4. §, , F1 ® Fy ® Fg senifindadar.

Kanat. §1 icin sifirdan farkh kovaryant tiirevleri hesaplandiginda

Ve €0 = —aey — Bey, Ve 61 = —aes — aeg, Ve es = aeq + Peg,

Ve,0 = —aey — ey, Ve,e1 = bey + Bey, Ve,ea = —bey + ey,

esitlikleri elde edilir. §; icin sifirdan farkli F tensor bilesenleri (3.23) esitligini kul-

lanarak

Fio1 = Fiio = Fag2 = Fago = 3,
Fios = Fio0 = Fag1 = Fayo = &,
Fi1 = —Fip = 2a,
Fagy = —Fy11 =2b
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seklinde bulunur. F tensorii bazi x, vy, z ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
Pl = (Sne Y Ta)
i j k

= inyjzkf (€i,ejex)

igk
= +0x1Yoz1 + ax1Yo2z2 + Br1y120 + 2a21Yy1 21
+az1Y220 — 2ax1Y222 + T2y + Brayoza

—2bx2y1 21 + axoy1 20 + Brayaz0 + 2002Y220

F tensorii F(.’L‘, Y, Z) = Fl(x> Y, Z) + F4(£7 Y, Z) + FG(£> Y, Z)
seklinde yazilabildiginden F € F; @& Fy ® Fs anlaminda olup §1 , Fi ® Fa @ Fs
simifindadir. O

$1 icin egrilik tensor bilesenlerini

Rijkl = g(ﬁ(ei, 6j)€k, 61) (61)
esitligini kullanarak
Rigio = —Rio = 2603
Euoz = —Emzo = 2af3
Rigiy = —Rigon =a?>+b +a?— 52

seklinde elde ederiz. §; 'in Ricci tensor bilegenlerinin sifirdan farkh degerleri agagidaki
gibidir:

R_icn = mm:—a?—bQ—i—ﬁz—oﬂ

o4



Ricc tensoriinti kullanarak skaler egriligini su sekilde bulabiliriz:

2
scal = Z Ricy
i=0
= RiCoo + Ricn + RiCQQ
= —2a% —20* 4+ 2/3? — 202

§1 'in para-Einstein benzeri manifold olup olmadigini inceledigimizde (3.33) esitliginin
{ep, €1, €2} tabani i¢in saglayacak sekilde tek bir (a,b,c) sabiti bulmaliyiz. Gerekli
kontroller yapildiginda tek bir (a,b,c) = (—a® — b* + 3% — a?,0,a* + b* — 32 + o?)
sabiti bulundugundan §; para-Einstein benzeri manifold olur.

i,7 € {0, 1,2} degerleri i¢in Lie tiirevleri agagidaki gibi hesaplanir:

Legin = Legor = —2a
Z§912 = Z5921 = —20

Legoo = Legor = Legor = Legio = Legao =0

(3.34) den dolay1 tek bir (\, i, v) = (a+a?—B2+a*+b?%, 3, —a—a*+32—a?—b?) sabiti
bulundugundan §; para-Einstein benzeri manifold oldugundan para-Ricci benzeri

solitondur.
Teorem 6.0.5. 54 , F4 D Fg stnafindadar.

Kanat. §4 icin sifirdan farkh kovaryant tiirevlerini Kozsul formiilii kullanilarak

Ve €0 = —aey — ey — Bey, Ve €1 = aeg, Ve ea = aey + PBeg,

v@@o = —ae; — aey — fPey, v5261 = aeg + ey, v@@z = Qey,
seklinde elde edilir. §, icin F tensor bilesenleri (3.23) esitliginden faydalamlarak

bulunabilir:
Fi01 = F110 = Fag2 = Fago = a4+ 5,

Fioe = Fi90 = Fa01 = Fa190 = «,
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F tensorii baz1 z,y, 2 ler icin agagidaki gibi yazilabilir:
Pl = 7(Sne Y Ta)
i j k

= inyjzkf (€i,ejexr)

ik
= +(a+ B)r1yoz1 + ax1yoze + (a + B)x1y120 + ax1Y220

+Oé.f(72y021 + (CL + /B)nyOZQ + QaT2Y120 + (CL + 6)I2y220

F tensorii F(z,y, 2) = Fy(z,y, 2)+Fg(x, y, 2) seklinde yazilabildiginden §, , F4@Fg
siifindadir. ]

§4 igin egrilik tensoriiniin sifirdan farkli bilegenleri (6.1) esitligi ile su sekilde

bulunur:
Rown = —Rono = Rosge = —Ropao = @* + af3
Rowz = —Roi20 = Roz2o1 = —Ro210 = aw
Rigtg = —Rigo = —a?+a®— % —2a8

$§4 ’in Ricci tensoriintin sifirdan farkli bilesenleri

moo = —2&2 — 2@5
mn = mQQZGB‘i‘ﬁQ—OzQ

R’iClg = RiCQl = —ac

olarak bulunur. Boylece skaler egriligi yukaridaki esitliklerden faydalanarak bulabi-
liriz:
2
scal = ZR_ZC“
=0
= RiCOQ + RiCu + RiCQQ
= 2P -t )
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4 'in {eq, e1, €2} tabani igin (3.33) sartini saglayacak gekilde tek bir
(aa b> C) = (aﬁ + 62 - 0527 —aaq, _3046 - 52 + CY2 + 2&2)

sabiti bulundugundan §, para-Einstein benzeri manifold olur.

i,7 € {0,1,2} degerleri i¢in Lie tiirevleri su sekildedir:

Legin = Legan = —2a
Z5912 = Z5921 = -2

Zsgoo = Z‘5901 = Zggoz = Z5910 = Z5920 =0

(3.34) den dolay1 tek bir (A, u,v) = (a + a® — 8% — af3, B + aa, 2a* + 2af3) sabiti

bulundugundan §4 ayni zamanda para-Ricci benzeri solitondur.
Teorem 6.0.6. 35 , F4 D F5 ® Fg senafindadar.

Kanat. §5 icin sifirdan farkl kovaryant tiirevleri agagidaki sekildedir:

Ve €0 = —ae; —aey — Bey, Ve €1 = aey+ aeg, V. es = Pey,

Ve,0 = —aey — aey — fley, Ve,er = feg, Ve,ez = aeg + aep,
(3.23) esitliginden faydalanarak §s icin F' tensér tammu ile sifirdan farklh F

tensor bilesenleri
Fio1 = Fr10 = Fao2 = Fao = 6,

Fio2 = Fia0 = Fao1 = Fa10 = a + «,
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seklinde bulunur. F tensorii bazi x, vy, z ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
Pl = 7(Sne Y Ta)
i j k

= inyjzkf (€i,ejexr)

ik
= friyoz1 + (@ + a)r1yoze + Briy120 + (a + a)x1Y220

+(a + a)xayoz1 + Brayoze + (a + ) xay120 + Brayazo

F tensorii F(x,y,2) = Fulx,y,2) + Fs(z,y, 2) + Fg(z,y,2) toplamlarindan elde
edilebildigi goriilmektedir. Dolayisiyla §5 , Fy & F5 b Fg smifindadir. O

§5 sifirdan farkl egrilik tensor bilegenlerini (6.1) esitligi ile hesapladigimizda

il D ) _ D _ 2
Roion = —Roto = Ro202 = —Ro0 = a” + ac
Rowe = —Ro120 = Ro201 = —Ro210 = af
Rzt = —Rips=a*+ao?— 2 +2
1212 = 1221 = a” + a” — 3 4 2ac

elde edilir. §5 ’in sifirdan farkl Ricci tensor bilesenleri

Ricgy = —2a®—2aa
mll = mgg = —2(12 — Oé2 + 52 — 3ax

Riclz = R’iCQl = —Cl,ﬁ

seklinde hesaplanir. Buldugumuz Ricci tensor bilegenleri ile skaler egriligi agagidaki

gibi hesaplayabiliriz:

2
scal = Z Ricy
i=0
= RiCOO + Ricll + RiCQQ
= 2(-3a® — daa — a® + %)

§5'de (3.33) kosulunu saglayacak sekilde (a, b, ¢) sabitini {ep, e1,e2} ortonormal ta-
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banin kullanarak bulunabilir. Tek ttirli
(a,b,c) = (=2a® — a® + B — 3ac, —af, o — B + aa)

sabiti bulundugundan g5 para-Einstein benzeri manifold olur.
i,j € {0,1,2} degerleri i¢in Lie tiirevlerini hesapladigimizda agagidaki esitlikler

bulunur:
Legin = Legro = —2a — 2

Z5912 = Z5921 = —2p
Legoo = Legor = Legor = Legio = Legoo =0

(3.34) den dolay tek bir
(A i, v) = (20 +a* + 3ac — % —a — o, —a* —aa+ B +a+a, B(1 +a))

olup §s para-Ricci benzeri solitondur.

Teorem 6.0.7. §s , F4 D Fg ® Fg stnifindadar.

Kanat. §g icin sifirdan farkh kovaryant tiirevler Kozsul formiilii kullanilarak

Ve €0 = —aey — ey — Bey, Ve e1 = aeg, Ve ea = aey + PBey,

V€0 = aey — aey — fey, Ve,e1 = —aeg + feg, Ve,e0 = e,

bulunur. (3.23) esitliginden faydalanarak §s icin sifirdan farkhh F egrilik tensor

bilesenleri

Fio1 = Fr10 = a+ 5,
Fagy = Fag = —a + f3,

Fioa = Fi90 = Foo1 = Fa19 = .
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seklinde elde edilir. F' tensorii bazi x,y, z ler icin agagidaki gibi yazilabilir:
Pl = 7(Sne Y Ta)
i j k

= inyjzkf (€i,ejex)

ik
= +(a+ B)ryoz1 + ar1yoze + (a + B)x1y120 + ax1Y220

+awayoz1 + (—a + B)xayoze + axayizo + (—a + B)x2y220

F tensorii F(x,y,2) = Fy(z,y,2) + Fe(z,y, 2) + Fg(x,y, z) toplami ile ifade edile-
bildiginden §s , F1 ® Fs & Fs smifindadir. O

§s egrilik tensorlerinin sifirdan farkh bilegenleri (6.1) esitligi ile agagidaki sekilde

bulunur:
Ryion = —Roio = —a*+af
Rozo = —Roe = a*+af
f_30102 = —ﬁomo = —R0201 = f_%(mo = ax
Rizia = —Rigo = a*+a? — 32

S5 ’in Ricci tensor bilegenlerinin sifirdan farkl bilesenleri

mgo = 2(12
mn = —CLﬁ + 62 —a?
%22 = CLﬂ + ﬁQ - 062

mm = R_z'c21 = —ax
olarak bulunur. Ricci tensor bilegenlerini kullanilarak skaler egrilik
2
scal = ZR_zc“
i=0

= RiCoo + RiCn + RiCQQ
= 2(8%—a®+a?)

seklinde elde edilir. (3.33) esitligini { ey, €1, €2} ortonormal tabammni saglayacak gekilde
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tek tirlii (a, b, ¢) sabiti bulunamadigindan §g para-Einstein benzeri degildir.

i,7 € {0,1,2} degerleri i¢in Lie tiirevleri su sekildedir:

Legii = Legar = —2a,
Z5912 = Z5921 = —28,

Z§900 = Zggm = Z5902 = Zgglo = Zggzo = 0.

(3.34) esitliginden dolay tek tiirlii (A, p, v) sabiti bulunamadigindan §g para-Ricci

benzeri soliton degildir.
Teorem 6.0.8. §y , F4 D Fg ® Fy senifindadar.

Kanat. §g icin sifirdan farkh kovaryant tiirevler

Ve €0 = —ae; —aey — Bey, Ve e1 = aey+ aeg, Ve es = Peg,

Ve,e0 = aey — aey — fler, Ve,e1 = feq, Ve,ea = —aeg + aeg,
seklinde bulunur. (3.23) esitligi ile asagidaki F' tensor bilesenleri Fg icin bulunabilir:

Fio1 = Fi10 = Foga = Fag = 5,
Fipp=Fi10=a+a,

Fao1 = Fy19 = —a + a.

F tensorii baz1 z,y, 2 ler icin agagidaki gibi yazilabilir:
Pl = T (Sne Yo Tae
i j k

= Zx@-yjzkf (i, ejex)

7:7j7k:

= Priyoz + (a + @)r1yoz2 + Briy120 + (@ + @)x1y220

+(—a + a)zayoz1 + Srayozs + (—a + a)xayr 2o + Sray220

61



F tensoril, F(x,y,2) = Fy(z,y,2) + Fe(z,y,2) + Fo(x,y, z) toplamlarindan elde
edildiginden §g , Fy ® Fg © Fy sinifindadir. n

To'da (6.1) esitligindeki F egrilik tensér tammindan faydalanarak sifirdan

farkli F' egrilik tensor bilegenleri

Roijn = —Ro10 = a® + aa

R0202 = —Romo =a* —aa

R0102 = —Eomo = —E0201 = EOQlO =af
Rizia = —Ryg = —a®>+a*— 3>

seklinde bulunur. §9 'in Ricci tensortintin sifirdan farkh bilegenleri

R_iCOO = —2CL2
Ric;;, = —a2+ B? — aa
R_iCQQ = —CY2 + 52 + ax

R_i012 = mzl = —af
olarak hesaplanir. Skaler egriligi (3.32) esitligine gore agagidaki gibi hesaplanir:
2
scal = ZR_ZC“
i=0

= RiCog + Rz’cn + RiCQQ
= 2(—a*—-a®+ 3?)

§o ’in para-Einstein benzeri manifold olup olmadigini inceledigimizde {eg, e, es}
ortonormal tabana gore (3.33) sart1 saglayacak sekilde tek bir (a, b, ¢) sabiti buluna-
madig1 goriilmektedir. Dolayisyla §9 para-Einstein benzeri manifold degildir.

i,7 € {0, 1,2} degerleri i¢in Lie tiirevleri agagidaki gibi bulunur:

Zggn = —2a— 2«
Zgggg = 2a— 2«
Z5912 = 25921 =28

Zggoo = Z5901 = Zggoz = Z§910 = Z5920 =0

(3.34) den dolay1 tek tiirlii (\, p, v) sabiti bulunamadigindan §9 para-Ricci benzeri

62



soliton degildir.
Teorem 6.0.9. 1o , Fi1 D Fg D Fio stnfindadar.

Kanat. §1p i¢in sifirdan farkl kovaryant tiirevleri su sekilde hesaplanir:

Veoel = —aeq, Vele() = —we|p — ﬁ@g, Velel = (€, Veleg = Beo,

Veoea = ae1, Ve,eg = —aes — ey, Ve,er = feg, Ve,ea = aey,
(3.23) esitliginden faydalanarak o icin sifirdan farkli F' tensor bilesenleri

Fi01 = F110 = Faga = Fago = B,
Fioe = Fi90 = Fao1 = Fa10 =

Foi = —Foae = 2a

seklinde bulunur. F tensorii bazi x, vy, z ler icin agagidaki gibi yazilabilir:
Pl = T (Sne T Ta)
i j k

= inyjzkf (ei, ej.er)

1,5,k
= +px1y021 + ar1Yoz2 + Br1y120 + 2ax0y121 + QT1Y220

—2ax0Y222 + axoyoz1 + Brayoze + axay120 + Bray220

F' tensoru

F(l‘,y,Z) = F4(ZL‘,’(I/, Z) +F6(x7ya Z) +F10(l’,y72)

toplami olarak yazilabildiginden F € Fi & Fs® Fio olup S0 , Fa @ Fs @ Fuo

simifindadar.

O

10 igin (6.1) esitligine gore sifirdan farkli egrilik tensor bilegenlerini hesap-
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ladigimizda
EOlOl == _EOHO = _ROZOQ = E0220 = _2a5

Riziz = —Ripo =a’ — 3
degerleri elde edilir. §1p 'un Ricci tensortintin sifirdan farkli bilegsenleri asagidaki gibi

hesaplanir:
Ricii = 2aB+ B> —o?
m22 = —2a5 + 62 - 042

Ricci tensor bilesenleri yardimiyla skaler egrilik

2
scal = ZR_ZC”
=0
= RZ.C()O + RiCH + RiCQQ
= 2% — 202

seklinde bulunur. §;9 para-Einstein benzeri manifold degildir. Ciinkii {eg, e, es}
ortonormal tabanima gore (3.33) esitligini saglayacak sekilde bir (a, b, ¢) sabiti bula-
mayiz.

i,j € {0,1,2} degerleri i¢in Lie tiirev bilegenleri su sekildedir:

Legii = Legor = —2a,
Z5912 = Z5921 = —28,

Zggoo = Z5901 = Z5902 = Zgglo = Zggzo = 0.

(3.34) den dolay1 tek tirlii (A, p, v) sabiti bulunamadigindan §¢ para-Ricci benzeri
soliton degildir.

Teorem 6.0.10. §11 , F4 D Fg D Fi1 stnafindadar.

Kamit. §11 icin sifirdan farkh kovaryant tiirevleri agagidaki gibi

V€0 = —ae; — bey, Vee1 = aey, Ve ea = beg,
v6160 = —ae; — fey, ve161 = ey, v6162 = fey,
Ve2€0 = —aey — Pey, Ve2€1 = Bey, V62€2 = €y,
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hesaplanir. §y; 'de (3.23) esitligi kullanilarak F tensor bilegenleri su sekilde

FIOI = Fno = F202 = F220 =0,
sz = F120 = F201 = Fmo = Q,
7001 = 7010 =b

Foo2 = Foxo =a

bulunur. F tensérii baz1 z, y, 2 ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
Flop:) = F (z e z)
i j k

= inyjzkf (ei, ej.er)

1,5,k
= +b$0y021 + axolYoz2 -+ bxoylzo + aroyYa2<o
= +0x1yoz1 + ar1Yo22 + Br1y120 + AT1Y220

= Fazayoz1 + Brayorze + axsyizo + Bray22o

F tensorii F(x,y,2) = Fu(x,y,2)+Fg(x,y, 2) + F11(z, y, z) toplamlar ile elde edilir.
Dolaysiyla §11 , Fu & Fg ® F11 smifindadir. O

(6.1) esitligi ile §1; sifirdan farkl egrilik tensor bilegenlerini agagidaki gibi

ROlOl = —Eono = (12

E0202 == _EOQQO = b2

f_%0102 = —R)mo = §0201 = —f_fozm = ab

R0112 = _E0121 = _ROZIO = R0221 =—ab+af
}_%1212 = —E1221 =a’— 52
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bulunur.§;; 'in Ricci tensortintin sifirdan farkh bilegenleri su sekildedir:

mgo = —(12 - b2
%11 = —a2 + ﬁz - (12
mgg = —b2 + B2 - 062

Wm == mm:bﬁ—a&
mgg = mggzaﬂ—ba

Ricios = Ricy = —ab

$11 'in skaler egriligi asagidaki gibi

2
scal = Z Ric;;
=0
= RiCOO + R’iCH + RiCQQ
= —2a° = 2b” + 2832 — 207

bulunur. {eg, e1, €2} ortonormal tabana gore (3.33) sartin1 saglayacak sekilde tek bir
(a, b, ¢) sabiti bulunamadigindan §;; para-Einstein benzeri manifold degildir.

i,7 € {0,1,2} degerleri i¢in Lie tiirevleri agagidaki gibi

Legin = Legor = 20
Z5912 = Z5921 =-2f
Zggm = Zgglo = —a
Z5902 = Zggzo =-b
Legoo = 0

hesaplanabilir. (3.34) den dolay1 tek tiirlii (A, u,v) sabiti bulunamadigindan §1;

para-Ricci benzeri soliton degildir.

7. GENELLESTIRILMIS SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONU ILE
5 BOYUTLU NILPOTENT LIE CEBIRLERI UZERINDE APAPR
YAPISI

Bu béliimde (5.4) yapisina gore genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu

ile 5 boyutlu nilpotent Lie cebirlerin hangi sinifta oldugu incelenmistir.
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Teorem 7.0.1. gy Lie Cebiri Fy & Fg & Fr sunafindadar.

Kamit. g, Lie Cebiri i¢in sifirdan farkhi kovaryant tiirevleri

— 1 — — 1

Ve 2 = ze5, Ve 65 = —=ey — ey — Bes, Ve,€1 = ——eés,
2 2 2

_ 1 — 1 — 1

V62€5 = 561 — ey — 5647 V63€4 = 565, Ve3€5 = —564 — ez — 5617

__ 1 __

Ve4€3 = —565, Ve4€5 = 563 — aeyq — Pea,

V61€3 — vegel = v62€4 = V6462 — 5657

Velel = v€262 - v6363 = ve4e4 = Q€s,

_ 1 — 1 — 1 — 1

Ve5€1 = —562, Ve5€2 — 561, Ve5€3 = —5647 V65€4 = 563

seklinde hesaplanir. g; Lie cebiri i¢in (3.23) esitligi kullanilarak F tensoriiniin sifirdan

farkli bilegenlerini elde edilir:

Fus = Fisa = Fagp5 = Fso = %7
Foss = Fas3 = Faus = Fusy = —%,
Fii5 = Fi51 = Fag5 = Fosy = 3,
Fsg5 = Fas3 = Fags = Fusa = 5,
F153 = F135 = F315 = F351 =,

Fosy = Fogs = Flyos = Fyso =
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F tensorii baz1 z,y, 2 ler icin agagidaki gibi yazilabilir:
Pl = F(Soe Y Ta)
i j k

= inyjzkf (€i,ejexr)

Z‘?j?k

1 1
= +Bx1y125 + ar1Y325 + §x1y4z5 + Br1ys21 + aryszs + §x1y5z4

1 1
+Bx2y225 — §$2y325 + aoyszs + Proysze — 5352?/523 + aToy524

1 1
+arsyi125 + §$3y225 + Brsyszs + Braysz + §5U3y522 + PBrsyszs

1
51 + azay225 + Brayszs — 5 TaYs21 + azys2e + Braysza

Fy(z,y, z) = B(x19125 + Tay225 + T3Ys2s5 + TaYazs + T1Ys521 + T2Ys22

+ T3Ys23 + T4Ys524)

«
Fe(x,y,2) = Z(4$1?J3Z5 + 4xoyszs + 4x3y1 25 + 4woyszs + 4T1Y523

+ dxoyszy + Ax3ysz + 2x0Ys2o + 2X4Y524)

1
Fr(z,y,2) = §(x1y425 — XoY325 + T3Y225 — T4Y125 + T1Y524
— T2Y523 — x4y521)

g1 Lie cebrinin F tensorii F(x,y,2) = Fyu(x,y,2) + Fe(z,y, 2) + Fr(z,y, 2) toplami
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla g; Lie Cebiri Fy & Fg & F7 smifindadir. O
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g1 Lie cebrinin Ricci tensortintin sifirdan farkl bilegenleri su sekildedir:

T 1
Ricll = RiCQQ = Ri033 = RiC44 = 52 + —302 — 5
Ricss = 1

oy 3

Ricia = Ricy = Ricsy = Ricyz = _g

mlg = Rngl = Ric24 = RiC42 = —2045

Riciy = Ricy =3

Ricyy = Ricyy =—3

Ricci tensorlerin toplami ile elde edilen skaler egrilik agagidaki gibi

5
scal = Z Ric;;
=1
= Rz’cn i R’iCQQ r Ri033 + RiC44 + RiC55
1
= 4(f*+ —3a% - 5) +1
= 482 —12a% -1

hesaplanir. g; Lie cebri para-Einstein benzeri manifold olup olmadigini inceleye-
ledigimizde {ey,...,e5} ortonormal tabanina gore (3.33) sartim saglayacak sekilde
tek bir (a,b,c) = (5% —3a? — %, —2a3, — 82+ 302 + g) sabiti bulundugundan g; Lie
cebri para-Einstein benzeri manifold olur.

i,7 € {1,2,...,5} degerleri i¢in hesaplanan Lie tiirevleri asagidaki

Z5911 = 25922 = Z5933 = Z5944 = —«

Legis = Legar = Legos = Legar = —23
Zgglz = Z5921 = Z«5934 = Z5943 = Z5955 =0
Legia = Lega = Legoz = Legzo =0

1 1
bulunur. (3.34) den dolay1 tek bir (\, u, v) = (—52+3a2+a+§, —62—1—3042—1—5—1—5, —-1)

sabiti bulundugundan para-Ricci benzeri solitondur.

Teorem 7.0.2. gy Lie Cebiri F1 @ Fo ® F3 D Fu D Fg D Fs ® Fro stmfindadar.
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Kamit. go Lie Cebiri i¢in sifirdan farkli kovaryant tiirevleri su sekilde

_ 1 — 1 1 — 1
Ve1€2 = 563, Ve1€3 = —562 + 565 + fes, Ve1€5 = —563 — aey — Pes,
Veser = — 263, Veses = w1, Viges = nes +

€1 = 2637 e €3 = 2617 e €4 = 265 €5,
_ — 1 1 — 1
Ve,65 = —5€1— aer — pey, Veser = gl T et pes, Ve,ea = Sen
_ 1 _ 1 — 1
Ve,e5 = Se1—aey — Ber, Veeo = —ges+ pes, Ve,e5 = 562 —ae — pea,
velel = vezez = veges 66464 = Qé€s,
_ 1 - 1 — 1 —
Ve€1 = —5¢3 Ve €2 = —564 Ve,e3 = €1 Veses = 562

hesaplanir. g, icin (3.23) esitligi kullanilarak agagidaki gibi sifirdan farkh F tensor

bilegenleri bulunabilir:

Fuos = Fuss = Foua = Fo = 5,
Fr1o = F191 = Fp3 = Fi33 = —%,
Fii5 = Fis1 = Fags = Fo5o = % + 5,
Fygs = Fasy = Fags = Fusy = —% + 5,
F153 = F135 = F315 = F351 =,

Fosy = Foys = Fags = Fuso = «,

F211 = F511 = F522 = 17
F233 = F533 = F544 = _17

F tensoril baz1 z,y, z ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
F(% y,z) = F (in€¢7 Zyj€j7 sz€k>

= inyjzkf (€i,€j.ex)

i7j7k
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1 1 1 1
= —55612112’2 + (5 + B)x1y125 — §x1y221 + 59513/324 + ar1Y32s

1 1 1
+§x1y423 + (5 + B)T1Yys521 + awysz3 + Tay121 + (5 + B)xays25

1 1
—ToY323 + AT2Ys25 + (5 + B)xoysze + aToys24 + §$3y124

1 1

1 1
+axsy 25 — §5U3y223 — 53339322 + (—5 + B)xsyszs + 53333/421

1 1
+ax3ysz + (—5 + B)x3ys23 + axsYazs + (—5 + B)xayazs

1
+arys2zo + (_5 + B)Tays24 + TsY121 + T5YoZa — TsY3zs — T5YaZa

g1 'de hesapladigimiz gibi g, Lie cebiri icin F tensorii

F(z,y,2) = F1(s,y, 2)+Fal, y, 2)+ Fs (2, y, )+ Fa(w, 9, 2)+ Fo(, y, 2)+ Fs(w, , 2)+
Fio(z,y, z) toplami seklinde yazilabilir. Bu F € F; @ Fo @ F3 B Fa ® Fo D Fs ® Fio
anlamina gelir. Dolayisiyla g, Lie Cebiri F; @& Fo @ F3 & Fi D Fg D Fs D Fio
sinifindadir. O

g2 Lie cebirinin (3.31) esitligine gore sifirdan farkl bilegenleri i¢in Ricci tensorleri

su sekildedir:

Ricy = m22=—1—3a2+52+§
R_’iC33 = —3@24—62 —g
Ri = (24 302 ---°C
1C44 pB* + —3a 575
R_iC55 - 1
R_icl3 = mm = —%7 R_iC24 = R_iC42 = —«

RiCQ5 = RiC52 = —5, Ri034 = RiC43 = —62

(3.32) esitligi ile elde edilen skaler egriligi
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5
scal = E Ric;;
i=1

= Riciy + Ricos + Ri033 + Ricyy + Ric55
3
= —]_2042 -+ 4/82 — 5

seklinde hesaplanir. (3.33) esitliginde {ej,...,e5} ortonormal tababan kullanarak
tek bir (a, b, ¢) sabiti bulmaliy1z. Gerekli kontroller yapildiginda farkl (a, b, ¢) sabit-
leri bulundugu goriilmektedir. Boylece go Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold
degildir denir.

i,7 € {1,2,...,5} degerleri i¢in hesaplanan Lie tiirevleri agagidaki

Legin = Legor = Legaz = Legu = —20
Z5913 = Z5931 = 25924 = Z5942 = —2p
Legiz = Legor = Legsa = Legaz = Legss =0
Legia = Lega = Legos = Legzo =0

gibidir. (3.34) egitligini saglayacak sekilde tek tiirlii (A, u,v) sabiti bulunmalidir.

Fakat farkli sabitler bulundugundang, para-Ricci benzeri soliton degildir.
Teorem 7.0.3. g3 Lie Cebiri Fo @ F3 D Fu D Fg D Fg ® Fio stnifindadar.

Kanat. g3 Lie Cebiri i¢in sifirdan farkl kovaryant tiirevleri su sekilde

_ 1 — 1 1 — 1 1
v6162 = 5637 v6163 = _562 + 564 + 565, v31€4 = —563 + 565,
_ — 1 — 1 1
Verts = T T e fes, Veer = 5% Ve,e3 = 561t 5%
_ 1 — 1 1

Ve2€5 = —563 — aey — fBey, V63€1 = —562 - 564 + fes,

—= 1 1 — — 1

Ve362 = 561 - 565, es€4 = Z€1, Ve3€5 = 562 — ae3 — PBeq,

— 1 1 — 1 — 1

Ve4€1 = —563 - 565, Ve4€3 = 563, Ve4€5 = 561 — aey — Pey,
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velel = v62€2 = v63€3 = V6464 = 05657

bulunur. (3.23) esitligini kullanarak gs icin sifirdan farklh F tensor bilesenleri agagidaki
gibi

F153 = F135 = Fa15 = F'351 = q,
F254 = F245 = Fyo5 = Fus0 = «,
an = F512 = F521 =1,

F233 = F534 = F543 =—1,

hesaplanabilir. F' tensorii baz1 x, vy, 2 ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
Flops) = F (z e z)
i j k

= inyjzkf (€i,ejex)

i7j7k
L -I—1 +p L L +1
= ——x1Y1Z —T1UY1 2 T1Y125 — —T1Y221 — —T1Y2Z —x
5 1Y1%22 5 1Y1%4 1Y1%5 5 1Y221 5 1Y2%3 5 1Y225

73



1 1
—§x1y3z2 + 5331932’4 + ar1y3zs + 53513/421 + §x1y4z3 + friysz

1 1
+—l’1y522 —+ Qax1Ys23 + TolY121 + —T2Y1%5 + 61323/225 — T2Y3Z3

2 2
1 1
+axoyszs + §$2y521 + Broysze + aToys24 + §$3y122 + §$3y124
1 1 1
+ax3y 25 + 5%9221 — §€E3y22‘3 - §$3y322 — 590319324 + Ba3yszs
1 1 1
+§$3y421 — 5-733942’3 — §x3y4z5 + az3ysz1 + Brsyszs — 55533/524
1 1 1 1 1
—|—§x4y121 + 51743/123 + aTqY225 — §x4y321 — 53343/323 — §$4Z/325

1
+BT4yszs + axays2e — §$4?J523 + B4Ys24

+X5Y122 + Ts5Y221 — TrY324 — T5Ya23

g1 icin yapilan hesaplamalar ile benzer sekilde yapildiginda g icin F' tensoriiniin
F(2,,2) = Fal, g, )+ Fa(w,y, 2)+ Fa(e,y, 2)+ Fol, y, 24+ Fa(w,y, 2)+ Fro(w, 3, 2)
seklinde yazilabildigi goriiliir. Dolayisiyla bu F € Fo & F3 @ Fu & Fo © Fs ® Fuo
anlamina gelir. gz Lie Cebiri Fo @ F3 ® Fy B Fg D Fg P Fip siifindadir. O

g3 Lie cebirinin Ricci tensoriinii sifirdan farkh bilegenleri su sekilde

B 3
Ricy; = —3a%+ % — 3
Ricyy = —1—3a%+ 32
i B 1
Ricss = Ricy = —30% 4 5% — 4
Ricss = 1
i 3
RiCl4 = RiC41 = R?;ng — Ri032 — _70“/
1Co4 1C49 1 af + 5
m% = m52 = —R_7:C34 = _R_7;C43 — /B
_ - 197 /6
1Cy5 1Cs4 5 5



bulunur. Ricci tensori toplamlar ile elde edilen skaler egrilik agagidaki gibidir:

5
scal = Z Ricy
=1
= Ri011 + RiCQQ + Ri633 + RiC44 + RiC55
= —12a%+482 -2

g3 Lie cebirinin para-Einstein benzeri manifold olup olmadigini inceledigimizde
{e1,...,es} tabanm kullanilarak (3.33) sartini saglayacak sekilde tek bir (a, b, ¢) sabiti
bulamayiz.Dolayisiyla gs Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold degildir.

i,7 € {1,2,...,5} degerleri i¢in

Legin = Legor = Legaz = Legu = —2a
Z5913 = Z5931 = Z5924 = Z5942 = —2f
Legie = Legor = Legsa = Legas = Legss =0
Z5914 = Z5941 = Zgé]23 = Z5932 =0

(3.34) esitligi geregi tek tiirli (A, p, ¥) bulunamadigindan gz para-Ricci benzeri so-
liton degildir.

Teorem 7.0.4. g4 Lie Cebirt F1 ® Fo ® F3D Fu D Fg D Fr D Fs D Fro stnafindadar.

Kanat. g4 Lie Cebiri i¢in sifirdan farkl kovaryant tiirevleri agagidaki

i I s 1 1 - 1 1

v6162 = 563’ v31€3 = _562 + 564 + Befn V8164 - _563 + 5657

Vi 1 = R 1

VEIGS B _564 et~ 563, v62€1 - _5637 Veze3 - 5617

v L, _1 o 1 S 1 o 11
Vegel = —562 - 564 + /865, veSGQ = 561’ v€364 e 561, v€4el — _563 _ 565,
= 1 — 1 — —

Ve4e3 = 563, Ve4e5 = 561 — ey — ﬁ€27 v8264 = v34€2 — 665,

— 1 _ _ - o o

Ve5€1 = _564; v6564 = —é€q, Velel = V6262 — vegeB — ve4€4 = aes,
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bulunur. (3.23) esitligi kullanilarak g4 Lie cebiri icin F tensor bilesenleri su sekildedir:

F114:F125:F134:F141:

Y

F143:F152:F512:F521:

Y

|
DO | N | O | =

F312:F314:F321:F341:

seklinde hesaplanabilir. F tensorii baz1 «, y, 2 ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
Flogs) = F (z e z)
i j k

= inyjzkﬁ (€i,€j.ex)

i,k

B 1 +1 5 1 1 +1

= 23313/122 2:1:1y124 T1Y1%s 2331?/221 23513/223 23319235
1

1
—536119322 + §$1Z/3Z4 + axr1ys3zs + 533131421 + 51’121423 + Br1ysz1

1
+§$1y522 + AT1Ys523 + T2Y121 + 6$2y225 — T2Y323 + AT2Ys 25

1 1
+§$3?/122 + 59039124 + ar3y125 + §x3y221 — Effsyzzza - §x3y322
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1 1 1

—5TsYsza Brsyszs + STsYa21 — ST3YaZy T ST+ STz
1 1 1
Fargy225 — §x4y321 — 533431323 — §$4Z/325 + Brayszs + ar4ys2e
1 1 1 1
—53349523 + Brayszs + §x5y122 + 51‘59221 — 51‘5?;324 - §x5y423

g1 'deki gibi benzer sekilde hesaplandiginda g4 Lie cebiri icin F tensorii

Fz,y,2) = Fi(a,y, 2)+Fa(2,y, 2)+ Fa(w,y, 2)+Fa(x,y, 2)+ Fo(x, y, 2)+Fr(a,y, 2)+
Fs(,y, 2) + Fio(z,y, 2) seklinde yazilabilir. Boylece g4 Lie Cebirinin Fy & Fo ® F3 @
Fi® Fe D Fr @ Fg @ Fip smifinda oldugu goriiliir. O

g4 Lie cebirinin sifirdan farli Ricci tensoriiniin bilegenleri (3.31) esitligine gore

su sekildedir:

— 3

RiCH = —062 - ﬁQ — 5

S 1

RiCQQ = —2()[2 —= %

mgg = —2042 - Z ,

m44 = —062 + BQ - 4_1

_ 1

RlC55 = 5

%12 = RiCQl = Ri625 = RiC52 = —Ri034 = —R_iC43 = E

N N 1 N N
Ricl?) = Ric31 = -+ OKB, RiC14 = RiC41 = —%

mlS — R_iC51 = Z, mgzl = R_iC42 = —20[5
Ricys = Ricsy = —

o™

R

g4 Lie cebirinin skaler egriligi asagidaki gibi

5
scal = E Ricy
i=1

= RiC11 + RiCQQ + RiC33 + RiC44 + RiC55
3

== —6&2 + 2/82 — 5

hesaplanabilir. (3.33) esitligini saglayan tek (a, b, ¢) sabiti {ey, ..., e5} tabanina gore
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bulunabilmelidir.Fakat farkli sabitler elde edildiginden g, Lie cebiri para-Einstein
benzeri manifold degildir.

i,7 € {1,2,...,5} degerleri i¢in

Legn = Legu = —20

25913 = Z5931 = Z5924 = Z5942 = -0

Legie = Legn = Legsa = Legas = Legss =0
Legis = Legn = Legas = Legsz =0

Z5922 = Z»55]33 =0

(3.34) esitligini saglayacak sekilde tek tiirlii (A, p, v) sabiti bulunamadigindan gy

para-Ricci benzeri soliton degildir.
Teorem 7.0.5. g5 Lie Cebiri F1 & Fo & F3 D Fi D Fg D Fs D Fig sinifindadar.

Kanat. g5 Lie Cebiri i¢in sifirdan farkli kovaryant tiirevleri agagidaki gibi

— 1 — 1 — 1 — 1

Ve 2 = €4, Ve 3= €5+ fes, Ve g = —-€a, Vo5 = —-e3 — ae; — fes,
2 2 2 2

_ 1 — 1 — 1

Ve, €1 = —5647 Ve,e4 = 561 + fes, Ve,e1 = —565 + fes,

_ 1 — 1 — — 1

Veges = 561 — aez — fBey, Ve4€1 = —5627 Ve4€2 = 561 + fes, Ve5€1 = —5637

v6563 - 5617 velel - v8262 - Vege?) - v6464 = «é€s;,

bulunur. gs icin (3.23) esitliginde verilen F' tanimi kullanilarak elde edilen F' tensor

bilegenleri su sekildedir:

— — — — 1
Fog = Foo1 = Fy1a = Fun =

— — — — 1
F234=F243=F423=F432:—§7

— — 1
F115:F151:§+/6a
_ _ 1
F335=F353=—§+57
Faos = Fuys = 3,
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Fis3 = Figs = F315 = F351 = a,
Fous = Fyos = a,

Fiy=Fs51=-Fipp=—Fs3=1

F tensoril baz1 z,y, z ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
F(l} Y, Z) = F (Z%Gi, Zyjejv sz€k>
i j k

= inyjzkf (i, €j.ex)

i7j7k

1 1
-~ +(§ + B)T1Y125 — T1Y222 + QT1Y325 + T1YaZs + (5 + B)x1ys521

1 1 1
+axiyszz + %2y 22 + 5 2Y221 + Broyszs — 5T2Y321 — 5T2Yss

1
+axoyszs + axzyzs + (—5 + B)x3ys2s + axsys

1 1 1
+(—§ + B)xsyszs + o TaY17a — STaYaZs + aT4Y225

1

1
—51343/32’2 + §$4y421 + BraYazs + TsY121 — T5Y323

g5 icin hesaplamalar yaptigimizda F' tensorii F(z,y, 2) = Fi(z,y, 2) + Fo(z,y, 2) +
Fs(z,y,2) + Fy(z,y, 2) + Fe(z,y, 2) + Fs(z,y, 2) + Fio(x,y, 2) seklinde yazlabilir.
Dolayisiyla bu da F € Fi @ Fo ® F3 ® F4 © Fo © Fs @ Fio olup g5 Lie Cebiri
FileFo D Fz3 D Fy® Fe D Fs ® Fip smufindadir. n

g5 Lie cebirinin Ricci tensoriinii sifirdan farkli bilegenleri su sekilde hesaplana-

bilir: 5
%11 = —1—a2—|—52+§
S— 1
RiCQQ = —2&2 — 5
— 1 15}
Rican — —— _o21p32_"
1C33 5 o+ B 9
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S 1
RiC44 = —2&2 + 5
- 1

RZC55 = 5 .
Riciy = Ricyy = —

2
%24 = mn = —261//8

(3.32) esitligine gore Ric toplamu ile elde edilen skaler egrilik asagida goriildiigii gibi

bulunur. .
scal = Z Ricy;
i=1
= RiCH + RiCQQ + R?;033 + RiC44 + RiC55
= —6a*+23*—1
Para-Einstein benzeri manifold olabilmesi i¢in g5 Lie cebirinde {ey, ..., e5} ortonor-

mal tabanina gore (3.33) sartin saglayan tek bir (a, b, ¢) sabiti bulunamadigindan
g5 Lie cebiri para-Einstein benzeri manifold degildir.

i,7 € {1,2,...,5} degerleri i¢in Lie tiirevleri su sekilde bulunur:

Z5911 = Z5933 = 2o

Z5913 = Z5931 =25

Legia = Legor = Legsa = Legas = Legss =0
Legia = Legn = Legas = Legso =0

Leger = Legaa = Legos = Legao =0

(3.34) esitliginden dolay1 tek tiirlii (A, u, v) sabiti bulunamadigindan gs para-Ricci

benzeri soliton degildir.
Teorem 7.0.6. gg Lie Cebirt F1 ® Fo ® F3D Fu D Fg D Fr D Fs® Fro stnafindadar.

Kanat. gg Lie Cebiri i¢in sifirdan farkli kovaryant tiirevleri agagidaki gibi hesapla-

nabilir.
= | 1 1 — 1
Ve 3 = 2 Ve €3 = T3¢ + 561 + Bes, Veeq = 5%
Vi I = 1 J—
Veser = 5% Veye3 = 561t 56 V€5 = —5€3 — o€ — Beu,
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1 1 = 1 1 — 1

vegﬁ = —562 - 564 + fes, Ve,e0 = 561 - 5657 Ve,e4 = 561,
_ 1 1 — 1

Ve,e5 = 562 —ae3 — per, Ve = —563 Vet = ge1,

_ _ _ 1 — 1

v€2€4 = fes, Ve4€2 = Bes, Ve5€2 = —563, ve5€3 = 762

Ve 1= Ve,ea = Vees = Ve,eq = aes,

g6 'da (3.23) esitliginden F tensor bilesenleri su sekilde

Fipg = Fygo = Fy34 = Fags = —,
Fsyy = Frug = Fyus = Fiysg = 5
Fl15 = Faso = Fag5 = 5,
Fsg5 = Fuus = Fiz3 = 3,
Flgs = Fas = Fap5 = a,
Foys = Fos = Fazy = a,

7211 = F411 = _F233 = _F433 =1

bulunur. F tensérii bazi x, 7, z 'ler icin asagidaki gibi yazilabilir:
F (Z’, Y, Z) = F (Zwieia Zyjeja sz€k>
i j k

= inyjzkf (€i,ejex)

i7j7k
1 + 1 5 1 1 1
= ——=I1Y12 —T1Y1 2 — = - = - =
5 1Y122 5 1Y124 T1Y125 29619221 21:13/223 296119322
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+§x1y324 + ax1y3zs + §x1y4z1 + 5-%1942’3 + Toy121 + §~T291Z5

1
+Bx2y225 — ToYszs + QToYszs + —Toys21 + Brays 22 + aTays2

2

+ - - 41 ! !

—T Z —XT Z. axr z —T 21 — =X 2 — =T Z

23912 23y14 3Y1%5 23y21 23y23 23y32

1 1 1
—§$3y32‘4 + Br3yszs + §I3y421 — §$3y423 - §m3y4z5 + ar3ys21
1 1

+Bx3ys23 — §x3y5z4 + Tay121 + Qx4Y225 — T4Y323 — 55134,0335

1 1 1 1
+B4yazs + §$5Z/122 + §x5y2z1 — 5365211324 - 533511423

g, Lie cebirinde hesapladigimiz gibi g¢ Lie cebiri icin F' tensorii

F(z,y,2) = Fi(z,y, 2)+Fa(z,y, 2)+ Fa(z, y, 2)+ Fa(, y, 2)+Fo(, y, 2)+Fr(2, y, 2)+
Fs(x,y,2) + Fio(z,y,2) toplami biciminde yazlabilir. Dolayisiyla gg Lie Cebiri
F1B Fo® F3® Fy® Fg D Fr® Fg ® Fip siufindadir. [

ge Lie cebirinin sifirdan farkl Ricci tensor bilegenleri su sekildedir:

Ric;y = —1-—2a?
Ricyy = —1—a?+ p?
Ricss = —% —a® +
Ricy = 1 — 202
Ricss = g

Riclg = RiCQl = —Ri625 = —RiC52 = §

R’iC34 = RiC43 = R?:C45 = RiC54 = —5

Riclg = Rngl = —O.//B

_ S 1
Ri015 = RiC51 = —=

__ 4
Ri023 = RngQ = —5
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Skaler egriligi (3.32) esitligi kullanilarak agagidaki gibi

5
scal = E Ricy
i=1

= Ricyy + Ricgy + Rngg + Ricaa + RiC55

3
= —6a*+208%— -
2
bulunur.gg Lie cebirinde {ey, ..., e5} ortonormal tabani kullanilarak (3.33) esitligini

saglayacak sekilde tek bir (a,b,c) sabiti bulunamaz. Bu sebeple gg Lie cebiri para-
Einstein benzeri manifold degildir.

i,j € {1,2,...,5} degerleri i¢in Lie tiirevlerini su sekilde hesaplayabiliriz:

Legry = = Legss = —20

Z5913 = Z5931 = Z5924 = Z5942 =0

Z5912 = Z5921 = Z5934 = Z5943 — Z5955 =0
Legia = Legn = Legas = Legsa =0

Legii = Legaua =0

Buldugumuz Lie tiirrevlerinden (3.34) esitliginde farkl (A, p, v) sabitleri

bulundugundan gg para-Ricci benzeri soliton degildir.
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8.SONUC

Bu tezde apapR manifoldlarinin simiflandirmasi incelenmis ve bu manifoldlar
11 temel sinifa ayrilmigtir. 3—boyutlu apapR yapisi ile Lie gruplarinin siniflandirmasi
yapilmigtir. Bundan hareketle 5—boyutlu nilpotent Lie cebirleri tizerinde apapR
yapilart diigtiniilmiis ve hangi smifa diistiigii belirlenmistir. Para-Einstein benzeri
manifold ve para-Ricci benzeri soliton olup olmadiklar: aragtirilmigtir. Ayrica bu ma-
nifoldlar tizerinde genellestirilmig simetrik metrik konneksiyonu ele alinmisg, bu kon-
neksiyona kargilik siniflandirmasi incelenmistir. 3—boyutlu apapR yapist ile Lie grup-
lar1 iizerinde genellegtirilmis simetrik metrik konneksiyonu ele alinmig siniflandirmasi

yapilmigtir. Son ti¢ boliimiinde yapilanlar tezin orjinal kismini olusturmaktadir.
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