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X ve Y herhangi iki (ayrik) bostan farkli kiime ve T(X,Y) kiimesi de X kiimesinden
Y kiimesine tanimli tiim d6niistimlerin kiimesi olsun. Sabitlenmis herhangi bir 6: Y — X doniisimii
icin T(X,Y) kiimesi lizerinde " * " sandvig islemi her @, € T(X,Y) elemanlar i¢in

axB=acBhof

olarak tanimlanir. O zaman T (X,Y) kiimesi bu tanimlanan " * " sandvig islemi ile bir yarigrup olup
bu yarigruba genellestirilmis doniisiim yarigrubu denir ve bu yarigrup T' (X, Y; 0) ile gosterilir.

Bu tezde T(X,Y; 6) nin doguray kiimeleri ve ranklar1 hakkindaki 6nemli sonuglar igeren bazi

calismalar1 derleyecegiz ve bunlari arastirmacilarin bilgisine sunacagiz.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis doniisiim yarigruplari, doguray kiimesi, rank.
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ABSTRACT

Let X and Y be two non-empty (disjoint) sets and let T (X,Y) denote the set of all (full)
transformations from X to Y. For any fixed transformation 8: Y — X define a sandwich operation
"x"onT(X,Y) by

axf=ao0fof
foralla,f € T(X,Y). Then, the set T(X, Y) together with the sandwich operation " = " is a semigroup
which is called a generalized transformation semigroup, and it is denoted by T(X,Y; 0).

In this thesis we will compile some studies that contain important results about generating

sets and ranks of T'(X,Y; 8) and present them to the information of the researchers.

Keywords: Generalized transformation semigroups, generating set, rank.
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1. GIRIS

Bu tezde genellestirilmis doniisiim yarigruplart T'(X,Y; ), hakkinda izomorfizm, doguray
kiimesi ve rank ile ilgili 6nemli sonuglar iceren baz1 ¢caligmalar1 derleyip arastirmacilarin bilgisine
sunacagiz.

Bu tezde bahsedilmeyen yarigrup teorinin terminolojisinde yer alan tanim ve teoremler i¢in
Ganyushkin and Mazorchuk (2009) ve Howie (1995) kitaplar1 temel alinmigtir.

n € Z* olmak lizere eger X kiimesi n elemanli sonlu bir kiime ise izomorfizme gore
X = X,, = {1,2, ..., n} seklinde kabul edilebilir ve bu durumda Ty ve Sy yerine genel olarak T;, ve S,,
gosterimi kullanilir.

Bu tezde genellestirilmis doniisiim yarigruplart hakkindaki ¢alismalarn 6zellikle Symons
(1975), Ayik ve Abusarris’ in (2022) ¢alismasinda bulunan sonuglari derleyecegiz.

a,f € T(X,Y) olmak tizere T (X, Y) kiimesi iizerindeki ¢carpmay1

a*ﬁ:aogoﬁ

olarak tanimlarsak (T'(X,Y),*) bir yarigrup olup bu yarigruba genellestirilmis doniisiim yarigrubu
ve " x" islemine sandvi¢ islemi denir. Ayrica genellestirilmis doniisiim yarigrubu (T(X,Y),*)
yarigrubu T(X,Y; ) yada GT (X,Y; 0) seklinde gosterilir.

Eger X =Y ise 0 zaman T(X,Y;0) yerine T(X;0) yazilir. Eger 6 € T(X) doniisimii
X tizerinde birim dontisiim ise T'(X; 0) = T(X) olur. Genel olarak T(X,Y; 6) yarigrubunun regiiler
olmadigin1 Magill (1966) galismasinda gosterdi.

S bir yarigrup olmak iizere a, S yarigrubunun bir sabit elemant olsun. Vx,y € S i¢in " *,

sandvig iglemi
X*gy=x"a-y
olarak tanimlanirsa (S,*,) bir yarigrup olup bu yarigruba a elemanina gore S yarigrubunun
varyant1 denir ve S¢ ile gosterilir.
X #@Q,Y # @ iki ayrik kiime ve Z = X UY olmak iizere T(Z) kiimesi Z iizerindeki tim

dontistimlerin kiimesi olsun.

T(Z,Y)={a€T(Z):im(a) €Y}



olarak tanimlayalim. T(Z,Y) kiimesi, T(Z) yarigrubunun bir alt yarigrubu olup bu T(Z,Y) alt
yarigrubuna kisitlanmis imaj ile doniisiimler yarigrubu (semigroups of transformation with
restricted range) denir.

1967, 1967a, 1967b makalesinde Magill, T(X,Y,0) yarigrubunu, alisilan doniisiim
yarigrubu T (X) yarigrubunun genellestirilmisi olarak g6z oniinde bulundurdu. Bu yarigrup Sullivan
tarafindan da g¢alisildi. Magill, 8 nin 6rten olmast durumunda otomorfizmleri ve T(X,Y,0) nin
izomorfik oldugu yarigrubu tanimladi.

T(Z,Y) yarigrubu Symons (1975a, 1975b) calismasinda tanitilmustir. T(Z,Y) yarigrubu
regiiler yarigrup degildir.

F(Z,Y)={a €eT(Z) :im(a) = Ya}

kiimesi T (Z,Y) yarigrubunun igerdigi en biiyiik regiiler alt yarigruptur.
T =T(X,Y;0) olmak iizere a, § € T i¢in ¥, r, d bagintilarini sirasiyla

o aff & 0a=06p
o arf & ab =p0o
o adfi & 6ab =06

olarak tanimlayalim.

Herhangi bir aff alalim. aff © 0a = 6 < (6a)6 = (0B)0 olacagindan adf olur.
Benzer sekilde arf < af = 0 < 0(af) = 8(B6) olacagindan adf olur. O halde £ S d ve
7 € d elde edilir. &, ¢, » bagintilar1 T (X, Y; 8) lizerinde birer kongriianstir.

Symons (1975) g¢alismasindaki Theorem 1.7 de T(X,Y;0)/d =T(Y;0) oldugu
gosterilmisgtir.

Sullivan (1975) caligmasinda

>
I DexuY

Yu{ah, Y|z [X]

kiimesi i¢in T(Z), Z iizerindeki tim doniigiimlerin kiimesi ve w € T(Z) olmak lizere T(X,Y; 8)
yarigrubunun bir T(Z)® yarigrubunun igine gomiilebilecegini gosterdi. Burada S = T(Z) igin
S =T(Z)® olarak alinirsa T (Z)® yarigrubunun, @ elemanina gére T(Z) yarigrubunun varyanti
oldugunu hatirlayalim.

Bostan farkli (ayrik) herhangi iki X,Y kiimeleri i¢in Z = X UY olmak iizere Z kiimesi

tizerindeki tiim doniistimler yarigrubu T'(Z) yi géz 6niinde bulunduralim. O halde



T(Z,)Y)={a €eT(Z):im(a) €Y}

kiimesi T(Z) yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Bu T(Z,Y) yarigrubuna kisitlanmig imaj ile
doniistimler yarigrubu denir. Bu yarigrup hakkindaki ¢alismalara 6rnek olarak Fernandes ve ark.
(2016), Sanwong ve ark. (2020), Sun ve ark. (2016) ¢alismalarin1 verebiliriz. T(Z,Y) yarigrubu
Symons (1975a,1975b) calismasinda tamtilmuistir. T(Z,Y) yarigrubu regiiler yarigrup degildir.
Ancak

F(Z,Y)={a eT(2):im(a) = Ya}

kiimesi T (Z,Y) yarigrubunun icerdigi en biiyiik regiiler alt yarigrubudur. Ayik ve Abusarris (2022)
T(X,Y;0) yarigrubunun T(X UY,Y) icine gomiilebilecegini gosterdi. Eger 6:Y — X birebir bir
doniisiim ise T'(X,Y; 0) yarigrubu, T (X,im@) yarigrubuna izomorfiktir. Ozel olarak 6 doniisiimii,
hem birebir hem de orten ise T'(X,Y; 0) yarigrubu, T (X) yarigrubuna izomorfiktir. Eger |X| > |Y]|
ise T(X,Y;0) = T(X,im(p))° olur.

Doniistim yarigruplariin rankinin ve minimal doguray kiimesinin bulundugu ¢aligmalara
ornek olarak Ayik ve ark. (2018), Fernandes ve ark (2014) ve Sommanee ve ark. (2013) caligmalari
verilebilir. |Z] =m ve |Y| =n ve Y c Z olmak tizere T(Z,Y) yarigrubunun rankin1 Fernandes ve
ark (2014) ¢alismasinda hesaplamistir. Fernandes ve ark (2014) ¢alismasinda S(m,n) ikinci tip

Stirling sayis1 olmak iizere
rank(T(Z, Y)) = S(m,n)

olarak bulmuslardir. Ayrica Sommanee ve ark. (2013) ¢alismalarinda |Z| = m ve |Y| = n olmak

tizere 2 <n <m-—1igin
rank(F(Z, Y)) =nmn
olarak hesaplamislardir.
Son boliimde genellestirilmis donilisiim yarigruplarmin doguray kiimeleri ve ranklari

hakkindaki Ayik ve Abusarris’ in (2022) caligmasinda bulunan sonuglart derledik.
Bir S yarigrubunun bostan farkli bir T alt kiimesi igin

T? = {st:s,t € T}



olsun. Bostan farkli ayrik X ve Y kiimeler olmak tizere 6:Y — X doniistimiiniin im(6) kiimesinin
sonlu oldugunu kabul edelim. Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e |im(60)| = r € N olarak alacagiz.

|im(8)| = r € N olmak tlizere

T(X,Y;0)? ={a € T(X,Y;0):/im(0)| <1}

oldugu Ayik ve Abusarris (2022) calismasinda gosterildi.
Eger 0 doniisiimii ne birebir ne de érten ise T(X,Y;0)\ T(X,Y;0)? kiimesi T(X,Y;0)
yarigrubunun minimum doguray kiimesidir.

Eger 6 doniisiimii ne birebir nede drten ise S(m, k) ikinci tip Stirling sayis1 olmak tizere

min(m,n) | S( k)
ns(m,
rank(T(X, Y; 9)) = Z W
k=r+1 '

Eger 0 orten fakat birebir degil (yani r = m < n) ise
n
rank(T(X, Y; 9)) = (m)

oldugu Ayik ve Abusarris’ in (2022) ¢alismasinda gosterildi.

Eger 6 birebir fakat orten degil (yani r =n < m)ise T(X,Y; 0) = T(X,im8) oldugundan,
S(m,n) ikinci tip Stirling sayis1 olmak iizere

rank(T(X, Y; 9)) =S(m,n)

oldugu Fernandes ve ark. (2014) calismasinda gosterildi.

Son olarak 6 birebir ve 6rten olsun. Dikkat edilirse 8 birebir ise T(X,Y;6) = T(X,im6) ve
0 orten ise T(X,Y; 8) = T(X) olacagindan

rank(T(X, Y; 9)) = rank(T(X)) =3

oldugu elde edilir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde genellestirilmis doniisiim yarigruplarindaki 6zellikleri anlayabilmemiz igin
ihtiya¢ duydugumuz, yarigrup teorideki ve doniisiim yarigruplarindaki temel kavramlari agiklayarak
kullanacagimiz teoremleri bir araya toplayacagiz. Bu tezde bahsedilmeyen yarigrup teorinin
terminolojisinde yer alan tanim ve teoremler igin Ganyushkin and Mazorchuk (2009) ile Howie

(1995) kitaplar1 temel alinmustir.

2.1. Yangruplar ve Temel Ozellikleri
Tamm 2.1.1. S bostan farkli bir kiime olmak tizere S X S den S ye tanimli herhangi bir fonksiyona
S tizerinde ikili islem denir. (S, ¢) sirali ikilisi ise grupoid olarak adlandirilir.

(S,¢) bir grupoid ve ¢ ikili islemi S tizerinde birlesme O6zelligini sagliyorsa, yani

Va,b,c € S olmak tizere

((a,b)g,c)p = (a, (b, )p)e

ise (S,¢) ikilisine bir yarigrup denir. Dikkat edilecek olursa, yukaridaki esitlikte donisiim,
sembollerin saginda belirtilmistir. Va,b € S i¢in (a, b)¢ yerine a - b yazilirsa yukarida yer alan
ifade

(ab)-c=a-(b-c)

birlesme 6zelligi bigimine doniisiir. Bu durumda (S, ¢) yerine (S,-) yazilir. Genellikle islemin ne
oldugu belli ise (S,") yerine sadece S ve a - b yerine de kisaca ab yazilabilir.

Tammm 2.1.2. S bir yarigrup olmak ftizere her a,b €S igin ab = ba oluyorsa S yarigrubuna
degismeli yarigrup denir.

Tanmim 2.1.3. S bir yarigrup olmak {izere Ve € Sigin e - e = e oluyorsa e elemanina S yarigrubunun
idempotent elemamn denir. Bir S yarigrubundaki tim idempotent elemanlarin kiimesi E(S) ile
gosterilir.

Tamim 2.1.4. S bir yarigrup olsun. Eger her a € S igin e - a = a olacak sekilde bir e € S eleman1
varsa e elemanina bir sol birim eleman denir. Eger her a € S igin a - f = a olacak sekilde bir
f € S eleman varsa f elemanina bir sag birim eleman denir. Eger e hem sag hem de sol birim
elemani ise e ye birim eleman denir.

Onerme 2.1.5. S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun birim elemani varsa tektir.

ispat: S yarigrubunun iki birim elemam1 e ve & olsun. e birim eleman oldugundan eé = & ve benzer
bicimde € birim eleman oldugunda eé = e olmasindan e = & olur. O

Bir S yarigrubunun birim elemani 1 veya 1 ile gosterilir.



Tanim 2.1.6. Birim elemanl: bir S yarigrubuna bir monoid denir. Ayrica S yarigrubunda her eleman
bir idempotent oluyorsa S yarigrubuna bir band denir. Buna ek olarak olarak degismeli bir
S yarigrubu band ise S yarigrubuna yarilatis denir.

Tamm 2.1.7. Bir S yarigrubunda Va € Sve her n € N i¢in

a.a..a=a"
N e’
n tane

olarak tamimlanir. Ayrica |S| kardinal sayisina S yarigrubunun derecesi denir. |S| kardinal sayisi
S yarigrubunun eleman sayisini gosterir.

Tamm 2.1.8. S bir yarigrup olsun.

i. Va€Siginza = z olacak sekilde bir z € S elemani varsa z elemanina S yarigrubunun bir
sol sifir eleman denir.

ii. Vac€Siginaz = z olacak sekilde bir z € S elemani varsa z elemanina S yarigrubunun bir
sag sifir elemani denir.

iii.  Eger z hem sag hem de sol sifir eleman ise z elemanina S yarigrubunun sifir elemam denir.

Onerme 2.1.9. S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun sifir elemani varsa tektir.
Ispat: S yarigrubunda iki sifir eleman b ve b’ olsun. b nin sifir eleman olmasindan bb’ = b ve aym
yolla b’ niin sifir eleman olmasindan bb’" = b" olup b = b’ olur. O

Bir S yarigrubunun sifir elemani 0 veya 0 ile gosterilir.
Tamm 2.1.10. S sifir elemanini igeren bir yarigrup olsun. Sayet a € S i¢in a™ = 0 olacak sekilde
n € N varsa a elemanina bir nilpotent eleman denir. Bu kosulu saglayan en kiigiik n pozitif
tamsayisina da S yarigrubunun nilpotentlik derecesi denir.

Tamm 2.1.11. S bir bostan farkli kiime olsun.

i. S lzerindeki ¢carpma her a,b € S igin ab = a ise S bir yarigrup olur ve S yarigrubuna
sol sifir yarigrup denir.
ii. S tzerindeki carpma her a,b € S i¢in ab = b ise S bir yarigrup olur ve bu S yarigrubuna
sag sifir yarigrubu denir.
iii.  Stizerindeki ¢arpmahera,b € S ve 0 € Sicinab = 0ise bu S yarigrubuna sifir yarigrubu

denir.

Tamm 2.1.12. S bir yarigrup olsun. Eger bir a € S i¢in axa = a olacak sekilde bir x € S varsa
a €S elemanina regiiler eleman denir. Eger bir S yarigrubunun her elemani regiiler ise

S yarigrubuna regiiler yarigrup denir.



Tanim 2.1.13. S bir yarigrup olsun. Eger Vb € S i¢in Sh = S ve bS = S oluyorsa S yarigrubuna bir
grup denir.

Tamim 2.1.14. S bir yarigrup olsun. Eger Vb € S i¢in
eb=Db veab = e (veyabe = b ve ba = e)

olacak sekilde e, a € S elemanlar1 varsa S yarigrubuna bir grup denir.

S bir grup ise herhangi bir b € S elemani igin
ab=ba=1

olacak sekilde tek bir a € S vardir. Bu a elemanima b nin tersi denir ve b~1 ile gosterilir.

Tanim 2.1.15. S bir monoid olmak tizere b € S elemanini alalim.

i. Eger a-b =1 kosulunu saglayan bir a € S eleman1 varsa a elemanma b elemaninin
sol tersi denir.
ii.  Egerb - c = 1kosulunusaglayan bir ¢ € S elemani varsa c elemanina b elemaninin sag tersi
denir.
iii.  Eger b elemaninin hem sag hem de sol tersi varsa b ye bir birim denir.

S monoidinin tiim birimlerinin kiimesi U(S) seklinde gosterilir.
Tanim 2.1.16. S bir yarigrup ve T, S yarigrubunun bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

i) T2 €T ise T kiimesine S yarigrubunun alt yarigrubu denir ve T < S seklinde
gosterilir.

i) ST c T ise T kiimesine S yarigrubunun sol ideali denir.

iii) TS < T ise T kiimesine S yarigrubunun sag ideali denir.

iv) ST S TveTS cTise T kiimesine S yarigrubunun ideali denir ve T 2 S seklinde

yazilir.
Tamm 2.1.17. Sile T iki yarigrup ve y: S = T bir fonksiyon olmak iizere V a, b € S igin
(a-b)y = (ay) - (byh)

ise Y doniisimiine S den T ye bir (yarigrup) homomorfizm denir.



Tanmim 2.1.18. S ile T iki yarigrup ve ¥:S — T bir yarigrup homomorfizmi olsun. Sayet

e ) birebir ise Y doniistimiine bir monomorfizm,
e 1 Orten ise Y doniisiimiine bir epimorfizm,
e 1 birebir ve orten ise ¥ doniisiimiine bir izomorfizm,

e S =T isey ye bir endomorfizm,

S =T ve  birebir ise 1 doniisiimiine bir otomorfizm denir.

Sayet S den T ye birizomorfizm varsa S ile T ye izomorfik yarigruplar denirve S = T
seklinde ifade edilir.
Tamim 2.1.19. S ve T iki yarigrup olmak tizere V (a, b), (c,d) € S X T igin

(a,b)(c,d) = (ac, bd)

seklindeki ikili islem ile S X T kartezyen c¢arpimi bir yarigrup olur ve bu yarigruba S ile T nin
direkt ¢arpim yarigrubu denir.
Tamm 2.1.20. S, T iki yarigrup ve i: S = T bir homomorfizm ise

. imy = {sy: s € S} kiimesine 1 doniisiimiiniin goriintii (imaj) kiimesi
. ker ¢y = {(a,b) € S X S: ap = b P} kiimesine Y doniisiimiiniin ¢ekirdek (kernel)

kiimesi denir.

2.2. Doniisiimler Yarigruplari
Tamm 2.2.1. X bostan farkli bir kiime olmak {izere herhangi X X X kartezyen ¢arpiminin her alt
kiimesine bir bagint1 denir.

X tlzerindeki tiim bagmtilarin kiimesi By ile gosterilir. By {izerindeki ikili islemi

a,f € X igin

aof ={(x,y): 3z€ Xicin (x,z) € a ve (z,y) € B}

seklinde tanimlayalim. By kiimesi " o " islemi ile bir yarigrup olur ve (By, o) ikilisi olarak yazilir.

By yarigrubuna tiim bagintilar yarigrubu denir.



Ornek 2.2.2. X, = {1,2} olsun.

X, xX,={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},
By, =10, X, x X, {(1L,D}{(1,2)}, {(2, 1)}, {(2,2)}, {(1, 1), (1, 2},{(1, 1), (2, D},
{(1,1D),(22)},{(1,2),(2,1D},{(1,2), (2,2} {2 D, (22)}{(11),01,2), 2D}
{(1,1),(1,2),22)3{1, D), (2,1),22)}{(Q1,2),(2,1),(22)}}

seklinde olur.
Yukaridaki Ornekten yola ¢ikarak; |X| =n ise |X x X| =n? olup X x X kartezyen
carpiminin tiim alt kiimelerinin sayisi 2n’ olacagindan |By| = 2™ olur.

Ornek 2.23. X, ={1,2} olmak iizere a,B € By, bagmtilart a ={(1,1),(1,2)} ve
B ={(2,1),(2,2)} olsun.

(1,2)ea,2,1)ep »(L,L)Ea-p
1,2)ea,(2,2)ef - (1,2)Eacp

olacagindan
aep ={(1,1),(1,2)}
elde edilir.
2,Dep, (1,2)eEa—>(2,2)ELca
2,Dep, Q,Dea—>R1ELea
olacagmdan
Bea=1{22),(21}
elde edilir.

Ayrica f o a(x) = f (a'(x)) ve x(Boa) = ((x)ﬂ)a olduguna dikkat edelim. Ornegimize
dikkat edecek olursak a o § # B o a oldugu goriilmektedir. O halde (By,° ) bir degismeli yarigrup
degildir.



Tanim 2.2.4. a € By olsun.

dom(a) ={x € X: 3y e Xicin(x,y) €a} € X
im(a)={yeX: 3xeXicin(x,y)€ea} X

seklinde tanimlanan X in alt kiimelerine sirasiyla a nin tanim (domain) ve goriintii (imaj) kiimesi
denir.

Tamm 2.2.5.Vx € X ve her @ # Y € X icin xa ve Ya kiimeleri

xa={y€eX:(x,y) €a}

Ya = Uxa

XEY

olarak tanimlanir.

Yukaridaki tanimdan dolay1 x € dom(a) olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun xa # @ oldugu
aciktir. Dikkat edilecek olursa x ¢ dom(a) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul xa = @ olmasidir.
Tamm 2.2.6. a € By olsun. Eger x € doma € X icin |[xa| = 1 ise @ bagintisina X {izerinde bir
kismi doniisiim denir.

Buna denk olarak asagidaki tanim da kullanilabilir.
Tamm 2.2.7. a« € By olsun. Eger Vx € X i¢in |xa| < 1 ise a bagintisina X tizerinde bir kismi
doniisiim denir. X tizerindeki tiim kismi doniisimlerinin kiimesi Py ile gosterilir.
Onerme 2.2.8. Py, By yarigrubunun bir altyarigrubudur.
Ispat: @, € Py olsun. a o 8 € Py oldugunu gdsterelim. dom(aepf) =@ ise ao B, (¥) bos
baginti olup @ o § € Py dir. O zaman dom (a o ) # @ olsun. Herhangi bir x € dom( «a o ) alalm.
[x(a o B)| = 1 oldugunu gosterirsek a o § € Py olur. O zaman x € dom( a o ) ise (x,y) € aof
olacak sekilde y € X vardir. (x,y) € a o fisedz € X i¢in (x,z) E a Ve (z,y) € B dir. (x,u) €«
isSe a € Py oldugundan |xa| = 1 olacagindan u = z olmalidir. (z,v) € § ise € Py olacagindan
|zB| = 1ise v = y olmalidir. O halde x(a o B) = {y} olup |x(a o B)| = 1 dir. Béylece @ o § € Py
dir. Py, By yarigrubunun bir alt yarigrubudur. O

Py alt yarigrubuna X {izerindeki kismi doniisiimler yarigrubu denir.

Tanim 2.2.9. a € Py i¢in
kera = {(x,y) € X X X : x,y € dom(a) ise xa = ya veya x,y ¢ dom(a)}

kiimesine a bagmntisinin ¢ekirdek kiimesi denir.
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Tanmm 2.2.10. a € Py olsun. Eger dom(a) = X ise a bagntisina bir tam doniisiim denir.
X tizerindeki tim (tam) dontigiimlerin kiimesi Ty ile gosterilir.

Onerme 2.2.11. Ty, Py yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Ispat: a,f € Ty alalim. doma = domp = X dir. Ayrica Vx € X i¢in |xa| = |xf| =1 dir.
dom(a o B) = X oldugunu gosterirseck a o f§ € Ty olur. dom(a o f) € X oldugunu biliyoruz.
X € dom( @ o B) oldugunu gostermeliyiz. Herhangi bir x € X alalim. a € Ty olup x € doma = X
dir. x € doma olup (x,y) € a olacak sekilde y € X vardir. y € dompf = X olup (y,z) € B olacak
sekilde z€ X vardir. (x,y) €Ea ve (y,z) €S olup (x,z) Eaof olur. (x,z) Eacf ise
x € dom( @ f)olup X € dom( « o B) elde edilir. O halde X = dom( a o ) olup @ o B € Ty olur.
Ty, Px in bir alt yarigrubudur. O

Ty yarigrubuna X tizerindeki tam doniisiimler yarigrubu denir.

Tamm 2.2.12. a € Ty olsun.

i) ima = X ise a donilisiimiine érten doniisiim,
i) Vx,y € X igin
xa=ya=>x=y
oluyorsa a dontistimiine birebir (1-1) doniisiim,

iii) Eger @ hem 6rten hem de birebir ise @ doniisiimiine X {izerinde bir permiitasyon denir.
X tizerindeki tiim permiitasyonlarin kiimesi Sy ile gosterilir.

Onerme 2.2.13. Sy, Ty yarigrubunun bir alt yarigrubudur.
ispat: a, 8 € Sy ise a, 8 birebir ve orten olup a o B doniisiimii de birebir ve értendir. Boylece
a o f3 € Sy dir. Sy, Ty yarigrubunun bir alt yarigrubudur. O

Dikkat edilirse

olur.
Onerme 2.2.14. X = X,, = {1,2, ..., n} olsun.

o |X,XX,|=n?
o |By|=2"

o Ty |=n"

o [P |=(m+D"

o [Sx|=n!

11



X = X, ={1,2,...,n} seklinde bir sonlu kiime oldugunda By, Px,, Tx,, S, yerine kisaca
B, P, T,,, Sy, yazilabilir.
Not 2.2.15.

12 .n :
v, v, . Yn) seklinde yazariz.

e € Bjalalim. 13,Y,,...,Y; € X, icin a elemanin1 & = (
e a=1{(1,2),(14),22),23),44)}€eB, ise Y, ={24}, Y, ={23}, Y =0,Y, ={4}

2 3

4
23} 9 {4}) olarak yazariz.

olmak tizere @ = ({214} (

e qa€P,ise Vx € doma igin |xa| = 1 oldugundan yukardaki Y; kiimelerine ihtiyac yoktur.
Budurumda a = (5 2 ") seklinde yazilr.

e Egerx ¢ doma ise xa yerine — yazilir.

e a=1{(1,2),022),44)}isea= (; ; 3 i) seklinde yazilir.

e a€T,isea=(} 7 = ) olarak yazlr.

e a€S, ise a, birebir ve orten oldugundan ima, n nin siralanist olacagindan

a= (L 2 ") olarak gosterilir.
Tamm 2.2.16. Bir a: X;, = X,, doniisiimii Vx,y € X,, i¢in
x < yikenxa < ya

oluyorsa a doniisiimiine sira koruyan doniisiim denir.
Tiim sira koruyan doniisiimlerin kiimesini O,, ile gosterelim.
Teorem 2.2.17. 0,,, T,, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.
Ispat: a, § € 0,, olmak iizere eger x < y ise a € 0, oldugundan xa < ya olur. 8 € 0, oldugundan
xa < ya ise (xa)f < (ya)p olur. O halde x <y ise (xa)B < (ya)B olup af € 0,, elde edilir.
0,, T, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.O
Teorem 2.2.18. |0,| = (*7 7, ) = (*"~") olur.
Ispat: Sira koruyan doniisiim yarigrubunun eleman sayisim bulahm. Herhangi bir a € 0,, alalim.

a= (11a zza - n’;) olarak gosterelim. Dikkat edilirse a € 0,, oldugundan 1a < 2a < --- < na dir.

Burada
la dan x; tane, 2a dan x, tane, -+, na dan x,, tane

olmak tlizere
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X1 +x,++x,=n (x; =0)

olur. O halde x; + x, + -+ x, =n (x; = 0) denkleminin ¢éziim sayist kadar O, yarigrubunun
elemani vardir. O halde kombinatorik hesaplardan yukaridaki denklemin (ntff)) =t

¢Oziimii olup

o =" =050

oldugu elde edilir. Buradan

(o) ey
olup
on=(521)=(" )
elde edilir.

Ornek 2.2.19. n = 3 i¢in |05| = (2'32_1) = (;) = 10 olarak hesaplanir. Ayrica

0 {(123) (123) (123) (123) (123) (123) (123) (123) (123) (123)}
3=1\111/°\222/’\333/’\122/’\112/’\133/’\113/)’\223/’\233/’\123
olur.

Dikkat edilirse 05N S; = (5 22) olup genel olarak 0, NS, =

12 .n -
123 . n) olacagindan

12.
|0, N S,| = 1 olur. Bazen 0,, yarigrubunun elemanlar1 sayilirken S,, yarigrubunun elemanlari hari¢
tutulur ve bu durumda |0, = (**-") — 1 ya da |0, = (*7") — 1 seklinde yazilir. Yani bazen
12 ™) ¢ 0, kabul edilir.
Tamm 2.2.20. Bir a: X,, = X,, doniisiimii, Vx € X,, i¢in xa < x kosulunu sagliyorsa a doniisiimiine
sira azalan doniisiim denir.
Tiim sira azalan doniisiimlerin kiimesini D,, ile gosterelim.

Ornek 2.2.21. Dikkat edilirse

D _{(123) (123) (123) (123) (123) (123)
7M1 /7\w12/7\121/)°\122/)°\113/°\123 }
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seklindedir.

Teorem 2.2.22. D,, bir yarigruptur.

ispat: a, 8 € D, olsun. Vx € X i¢in xa < x, xf < x olur. Vx € X,, i¢in x(aB) = (xa)B < (x)B < x
olup x(aB) < x dir. O halde af € D,, olup D,, bir yarigrup olur. O

Teorem 2.2.23. |D,,| = n! olur.

Ispat: Sira azalan doniisiim yarigrubunun eleman sayisini bulalm. Herhangi bir a € D,, alalim.

a € D, ise
(12 .n-1n
a= (5"
—> n tane durum
n-1 tane durum

L > 2tanedurum
1 tane durum

olup |IDp]l =n(n—1)--1 = n!elde edilir. O
Dikkat edilirse a € D, ise 1a = 1 olur. Ayrica D, N S, = {(; 3 ™) } dir. O halde hem 0,,

hem de D,, de permiitasyon olan bir tek i ; - Z) birim donistimi vardir.

Teorem 2.2.24. Bir a:X, —» X, dontsimi, Vx € X, ic¢cin x < xa kosulunu sagliyorsa
a doniistimiine sira arttiran doniisiim denir.

Tiim sira arttiran dontisiimlerin kiimesi D;, ile gosterelim. D;, bir yarigruptur.

Omek2225.05 ={(122),(1 23,023,223 (2 o
Teorem 2.2.26. |D,;| = n! olur.

Ispat: Sira arttiran doniisiim yarigrubunun eleman sayisim1 bulalim. Herhangi bir a € D;; alalim.

a € Dy, ise Vx € X,, i¢in xa = x olup

G

' n tane durum

n-1 tane durum

2 tane durum
—> 1 tane durum

olup |D;;| = n! elde edilir. O
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C, ile X, izerindeki hem sira azaltan hem de sira koruyan doniisiimlerin kiimesini

gosterelim. Yani C, = 0, N D, olsun.

Ornek 2.2.27. Dikkat edilirse

C—{(123> (123) (123) (123) (123)}
7 M\111/°\122/’\112/’\113/)°\123

seklindedir.

Ayrica |C,| = L3

—5(n ) = % nZ_nl oldugunu Ayik ve arkadaslarinin (2011) ¢aligmasindan

dolay1 biliyoruz. Bu say1 n inci catalan sayisi olup

seklinde yazilir.

Bir doniisiim yarigrubunda bir tek sabit doniigiim varsa o sabit doniisim sifir elemandir.

D,, ve C,, de bir tane sabit doniisiim G i " 111) olup bu eleman ayni1 zamanda sifir elemandir. Dikkat

(123)(123)_(123)¢(123)
111/\222) \222 111

olur. Ayrica T,, de birden fazla sabit doniisiim oldugundan T, yarigrubunun sifir eleman1 yoktur.

edilirse

T,, yarigrubunun sabit doniistimleri T;, yarigrubunun sag sifir elemanidir.
C, = 0, N D;, ile sira koruyan ve sira arttiran doniisiimleri gosterelim. C;; = C,, oldugunu

Ayik ve arkadaslarinin (2011) ¢alismasindan dolay1 biliyoruz. D;, ve C, yarigruplarimin sifir elemani

vardir ve (11”21 Z) dir.

Onerme 2.2.28. P,, T,,..1 yarigrubunun bir alt yarigrubuna izomorfiktir.

Ispat: @ € P, olsun. a* : X1 — X, doniisiimiinii x € X,,,, i¢in

xa* _{ xa, x € doma € X,
T ln+1, x € doma

olarak tanmimlayalim. a* iyi tanimli ve Vx € X, i¢cin tanimli olup a* € T}, dir.

¢: P, = Ty41 doniisiimiinii her @ € P, i¢in ¢p(a) = a” olarak tanimlayalim. ¢p bir homomorfizmdir.

S = ¢(P,), Tyyq In bir alt yarigrubuna izomorfik oldugunu iddia ediyoruz. (¢ orten olmak
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zorunda degildir.) VYo, € B, i¢in @ = B & a* = * oldugu aciktir. O halde ¢ iyi tamimh ve
birebirdir. O
Tammm 2.2.29. a € P, olmak lizere Vx,y € dom(a) i¢in x <y iken xa < ya oluyor ise
a dontisiimiine kismi sira koruyan doniisiim denir.

Tiim kismi sira koruyan dontisiimler kiimesini PO,, ile gosterelim.

Dikkat edilirse « € PO,, ise a* € 0,4 olmak zorunda degildir. Yani ¢ = 1 2 i) € P05 ise

ar=(G23De0,olr

Ornek 2.2.30. PO, kiimesini yazalim.

PO, ={(C2).G2)G2)CHCEHDEDGEN

olur.

Teorem 2.2.31. PO, | = X7_o()(* 1) = Zro(B) ("1 olur.

n—-1
Ispat: PO,, nin elemanlarinin sayisini bulahm. PO,, nin elemanlarmin sayisini bulmak igin

a € PO, elemaninin doma kiimesinin eleman sayisini diistinelim. a € PO, ise

|dom(a)| =n = |0,| tane a varyani x;+x, + -+ x, =n (x; =0)

|dom(a)| =n—1= (,",) tane se¢im igin x;+x, + - + X, = n-1 (x; = 0)

|[dom(a)| =2 = (721) tane se¢im i¢in X +x, + -+ x, = 2 (x; =2 0)
|[dom(a)|=1= (711) tane se¢imi¢in x;+x, + -+ x, =1 (x; =0)

|[dom(a)| =0 = (g) tane se¢im i¢in X +x, + -+ x, =0 (x; =0)

elde edilir. Tiim bunlar toplanirsa

POy | = (Z) (Znn_ 1) * (n ﬁ 1) (Znn—_lz) o (121)

olur. Boylece
S nm-—1+k S n/m—1+k
'Pon'=z(k)( k )=Z(k)( n—1 )

k=0 k=0

elde edilir. O
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Ornek 2.2.32. |PO,| ve |POs| sayilarimni hesaplayalim.

PO = k() =@ @+ O O+ Q) =1+4+3=8olur
PO = Zi-o()C™) =@ @+ O O+ Q) G+ () (5) =38 olur.

Bazen PO,, den (1 ; Z) atilarak PO,, eleman sayisinin yazildigina dikkat edelim.
Tamm 2.2.33. X,, = {1,2, ..., n} kiimesinin bir Y alt kiimesi |Y| = r olmak lizere a:Y — X,, birebir
(1-1) bir dontisiim ise a doniistimiine kismi birebir doniisiim denir.

Tiim kismi birebir doniisiimlerin kiimesini I,, ile gosterilir. I,, donisiimlerin bileskesi
islemiyle bir yarigruptur.
Teorem 2.2.34. |I,] = ¥, (*)*r! olur.
Ispat: Tiim kismi birebir (1-1) doniisiimlerin yarigrubu I, nin eleman sayisin hesaplayalim. a € I,,
ve a:Y € X, = X,, olmak tizere |Y| = r olsun. X,, kiimesinin (:f) tane r elemanl Y alt kiimesi
vardir. Her bir Y i¢in P(n,r) = (Z)r! tane a dontisiimii tanimlanabilir. Boylece r < n ve |[Y| =r
olmak tlizere Y kiimesinden X,, ye 1-1 doniisiimlerin sayis1 P(n,r) = (:}) r! dir. Dolayisiyla

Il = (7)) Py + (" ) Pun—1) + -+ (1) P(n, 1) + () P(n,0)

ve P(n,r) = (Z) r! oldugundan

n n

=Y () rn =3 ()= ()

r=0 r=0 r=0

elde edilir. O

Ayrica belirtmek gerekirse S(n,r) = (7) olarak gbsterilir. P(n,7) = (7)r! oldugundan
|| =Xr=o S(n,r)P(n,r) elde edilir. I, B, yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Dikkat edilecek
olursa S,, < I, < B, olur.

X, ={12,..,n}ve1l <r <n—1olmak iizere
Kny={a €T, : |ima| <r}

olarak tamimlanir.

Teorem 2.2.35. Ky, - , T, nin bir alt yarigrubudur.
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Ispat: a, € K, ise im(aB) S imp oldugundan [im(aB)| < [im(B)| < rise [im(aB)| < r olup

af € K, , dir. Boylece K, , , T;, nin bir alt yarigrubudur. O

1 < k < r olmak iizere |ima | = k olacak sekilde kag¢ tane a € K, vardir? Yani |Kn,r | i
bulmak i¢in su adimlari hesaplayahm. Y € X,, , |Y| = k olacak sekilde (2) tane Y alt kiimesi vardir.

X, denY kiimesine k! (2) = k! S(n, k) tane orten fonksiyon vardir. Boylece a € K,, ;- igin,

lima| = Y| = Lise (7)1!(7) tane a,

lima| = Y| =2 ise (5)2! (3) tane a,
lima| = |Y| = ise (f)r! (f) tane o

vardir. Tiim bunlar toplanirsa

|m”=§:G ()= s@kPmk)
k=1

N k
k=1 stmk) Pk

T

N—

|

olarak elde edilir. O

Ayrica

oldugunu biliyoruz.

Tamm 2.2.36. S bir yarigrup ve A ise S tzerindeki bir bagint1 (A € S x S) olsun. Eger Vs € S ve
V(p,q) € Aigin

o (sp,sq) € Aise A bagmtisina sol uyumlu baginti,
e (ps,gs) € Aise A bagintisina sag uyumlu baginti,
o V(p,q)(b,d) € Aicin (pb,bd) € A ise A bagintisina uyumlu (compatible) baginti

denir.
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Tanmim 2.2.37. S bir yarigrup olmak iizere S tizerinde sag (sol) uyumlu bir A denklik bagintisina sag
(sol) kongriians denir. S tizerinde uyumlu bir denklik bagintisina kongriians denir.

Tanmim 2.2.38. S bir yarigrup ve § da S iizerinde bir kongriians olmak iizere V up,vp € S/§ igin
(ud)(wd) = (uv)é

seklindeki ¢arpma iglemiyle S/ (8 denklik siniflarinin kiimesi) bir yarigruptur. S/§ yarigrubuna

boliim yarigrubu denir.
a € T, ve ima = {x1, x5, ..., X, } € X, olsun. Bu durumda 1< i < m olmak {izere
A =xat={x€X,:xa=ux}

olarak tanimlansin. Dikkat edilirse x; € ima olup A; # @ olur. a iyi tanimli olup i # j ise x; # x;
olacagindan 4; N A; = @ dir. Vy € X, i¢in ya = x; olacak sekilde bir x; € ima vardir. Béylece
Vy € X, eleman1 y € 4; dir. Vy € X, icin y € 4; olup X,, = U2, 4; dir. O halde (44,4,,...,Ap)

strali m lisi X;, nin bir pargalanisidir. Ayrica kera = U, A; X 4; dir. Boylece a doniigiimii

(Ai A,y ... Am)
a =
X1 Xy o X

seklinde ifade edilir.

2.3. idempotent Elemanlar ve idempotent Elemanlarin Sayisi

Tamm 2.3.1. Bir S yarigrubunda a? = a ise a € S elemanina idempotent eleman denir.

Tanmmm 2.32. a €T, ve =Y S X,, olsun. B : Y = X,, doniisimii Vy € Y i¢in yf = ya olarak
tanimlanis ise B € T,, olup f doniisiimiine, @ dontisimiiniin Y kiimesine kisitlamasi1 denir. Bu
durumda a|y = B seklinde yazilir.

Onerme 2.3.3. a € T, olsun. a doniisiimiiniin idempotent olmast igin gerek ve yeter kosul a|ipq
kisitlamasinin ime tizerinde birim doniisiim olmasidir. ( Yani Vy € ime i¢in ya = y olmasidir.)
ispat: (=) a idempotent eleman olsun. Yani a? = a olur. Herhangi bir y € ima igin ya = y

oldugunu géstermeliyiz. O zaman xa = y olacak sekilde x € X,, vardir. a? = a oldugundan
ya = (xa)a = (x)a? =xa =7y

olup ya = y olur. Boylece a|jy, doniisimii imea tizerinde birim doniisiimdiir.
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(€) a|ime doniisiimii ima iizerinde birim déniisiim olsun. Her x € X,, a? = a oldugunu
gosterelim. &|jpyq doniisimii ima tizerinde birim doniisim olup her y € ima igin ya =y dir.

Dolayistyla her x € X,, i¢in xa € ima olup
xa? = (xa)a = xa

olur. O halde a? = a olup a idempotenttir. O

S yarigrubundaki tim idempotent elemanlarinin kiimesi E (S) ile gosterilir.

Tammm 2.3.4. T,, tim dondsiimler yarigrubu, S, de permiitasyonlar grubu olmak iizere
ST, = Sing,, = T, \ S,, olarak tanimlanan ST,, kiimesine tiim singiiler doniisiimler kiimesi,

ST,, kiimesinin elemanlarina da singiiler doniisiimler denir.

Onerme 2.3.5. |E(ST,)| = Yzt (7; )r™=" olur.
Ispat: a € E(ST,) ve |im(a)| =r olsun. Dikkat edilirse a € ST, olup 1<r<n-—1 ve

X, \ ima # @ olur. Boylece

a| x,\ima :Xn \ iIma - ima

bostan
farkhidir.

seklinde bir fonksiyondur. Ayrica a idempotent olup a@|ijn, doniisimii ima {izerinde birim

doniisimdiir. Yani iy, : ima = ima birim dontisimiidiir. Boylece ima =Y ve |Y| = r ise
aly: Y=Y

birim doniisiim ve
a’|xn\y P Xp\Y oY
bir doniisiimdiir.
Tersine Y, X,, nin r elemanli bir alt kiimesi 1 < r < n — 1 olmak {izere
B:Y—>Y birim donlisimi ve 6: X, \Y =Y bir donlisim ise a: X, = X, donisimiinii

Vx € X,, i¢in

X, XEY

x“:{xe,xey

olarak tanimlanirsa @ € E(ST,,) dir. Gergekten de
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x €Yisexa? = (xa)a = xa

x & Yise xa? = (xa)a = (x0)a = x0 = xa

olup a bir idempotenttir.
Boylece 1 < r < n — 1 olmak iizere X,, kiimesinin her r elemanl Y alt kiimesi i¢in ST,, de
ima = Y olacak sekilde r™~" tane idempotent eleman vardir. Her farkli v elemanl1 Y alt kiimesi i¢in

bulunan idempotentler farkli olup goriintiisiinde r eleman bulunan idempotentlerin sayist (f )r”_r

olur. 7 nin her se¢imi i¢in tiim idempotentlerin sayis1 Y r'=1 (Z )r"‘r seklinde elde edilir. Sonug
olarak

n-1

n
— n-—-r
ESTOI= ) ()

r=1

elde edilir. O

Sonu¢ 2.3.6.  |E(Ty)| = |E(ST)| + |E(S,)I
|E(T)l =202t (F)r™ ™ +1,
BT = 32y (0 )rnT

2.4. Green Denklik Bagintilar:
Tamim 2.4.1. S bir yarigrup Ve p, q € S olmak {izere

pLqg © S'p = S1q seklinde tanimlanan £ bagmntisina sol Green
pRq & pS! = qS? seklinde tanimlanan R bagintisina sag Green
pdq © S1pSt = 51qS? seklinde tanimlanan J bagintisina J —Green

bagintis1 denir.

Onerme 2.4.2. S bir yarigrup ve p,q € S olsun.

i) pLg© p=xq ve q=7yp olacak sekilde x,y € ST vardir.
ii) pRq© p=qx ve q =py olacak sekilde x,y € ST vardr.
iii) pJq © p = xqy ve q = upv olacak sekilde x,y,u,v € ST vardr.

ispat: Howie (1995), Onerme 2.1.1. e bakimz. O
Onerme 2.4.3. Bir S yarigrubu iizerinde yukaridaki sekilde tanimlanan £ ve R Green bagntilarini

ele alalim.
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i) L bir sag kongriianstir.

i) R bir sol kongriianstir.

Ispat: (i) £ bir denklik bagintisi olup £ nin sag uyumlu oldugunu gostermeliyiz. (p,q) € Lves € S
alalim. (p, q) € L ise S'p = S1q olur. Buradan S1pS = S¢S elde edilir. Béylece (ps, gs) € L olup
L sag uyumlu olup bir sag kongriianstir.

(ii) Simdi (p,q) € R alalm. (p,q) € R ise pS* = qS* olur. Buradan SpS* = SqS?* elde
edilir. Boylece (sp, sq) € R olup R sol uyumlu olup bir sol kongriianstir. O
Onerme 2.4.4. L ile R degismelidir. (Lo R =Ro L)
Ispat: (p,q) € L o R alalim. (p,c) € L ve (c,q) € R olacak sekilde ¢ € S vardir. (p,c) € L ise
c =2xp, p=yc olacak sekilde x,y € ST ve (c,q) ER ise q =cu, ¢ =qv olacak sekilde

u,v € St vardir. d = ycu alirsak pu = ycu = d ve

dv = (ycu)v =y(cu)v =yquv =yc =p
olup (p,d) € R elde edilir.
yq=ycu=dvexd=x(ycu) =x(yc)u=xpu=cu=»>

olup (d, q) € L elde edilir. O halde (p,d) € R, (d,q) € Lolup (p,q) EReLoOlur. LoRES RoL
elde edilir. Benzer sekilde R o L € L o R oldugu gosterilir. Boylece L e R = R o Lolur. O
Tamm 2.4.5. S bir yarigrup L ve R de S {izerinde sag ve sol Green bagintilart olsun. H = LN R
olarak tamimli denklik bagintisina H —Green denklik bagintis1 denir. £ ve R yi igeren en kiigiik
denklik bagintisina D —Green denklik bagintis1 denir. D = LV R seklinde ifade edilir.

S bir yarigrup ve p € S olmak tizere p yiiceren £, R, J, H ve D —Green denklik simiflarini
Ly, Rpy Jp, Hyp Ve Dy, ile gosterecegiz.

Denklik siniflarinin ayrik olmasindan D —Green denklik sinifi, ayrik R —Green denklik
smiflarinin (ve ayrik £ —Green denklik siniflarinin) birlesimidir.

pDq olsun. Oyleyse (p,q) €D = Lo R olup (p,c) € L ve (c,q) € R olacak sekilde ¢ € S
vardir.c € L, ve ¢ € R, olur.Ohalde ¢ € £, N R, dir. Oyleyse L, N Ry, # @ dir.p € D olmak

lizere }[p Green denklik sinifim alirsak

qEH, @@ EH=LNR & (p,q) ELVe(p,q) ER
© qel,veqER,

S qeL,NR,
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oldugundan },, = L, N R, dir.
Boylece D —Green denklik smnifi bir yumurta kutusu (egg box) seklinde olup her bir satir
R —Green denklik simifini, her bir siitun £-Green denklik sinifini, her bir hiicre ise H —Green
denklik sinifin1 gosterir.
Tablo seklinde gosterirsek bir D- Green sinifi asagidaki yapidadir.
L;
D;:

R; H;

Sekil 2.1. D- Green Denklik Sinifi Tablosu (Egg Box)

Teorem (Green Teoremi) 2.4.6. S bir yarigrup p,q € S olmak lizere

e (p,q) €ERiseps = q Ve qt =p olacak sekilde s, t € S* vardur.

6s: Ly, — L, 62 Ly = Ly

X = XS y -yt

seklinde tanimlanan &, ve §; fonksiyonlari 1-1 ve Orten fonksiyonlardir. Ayrica &; ve &;

fonksiyonlar1 birbirlerinin tersidir. Bu fonksiyonlar bir # —smifini yine bir H —simnifina gotiirir.

e (p,q) € Lisesp = qvetq = p olacak sekilde s, t € S* vardur.

bs: R, > Ry Pr:Rqg > Ry
X = SX y -ty
seklinde tanimlanan ¢¢ ve ¢, fonksiyonlar1 1-1 ve Orten fonksiyonlardir. Ayrica ¢, ve ¢,
fonksiyonlari birbirlerinin tersidir. Bu fonksiyonlar bir # —smifini yine bir H —simnifina gotiirir.

ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1. ve Lemma 2.2.2. ye bakimz. O
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Onerme 2.4.7. a, B € T,, olsun.

0] alfB < im(a) = im(p).
(i) aRp < ker(a) = ker(B).

(i) aDB < |im(a)| = [im(B)].

ispat: a, f € T, olsun. Bu durumda

o = (A1 Az .. Am)’ g = (31 By .. gr)

ip Iz i Ji Jz2 e Jr

olacak sekilde X,, kiimesinin (Ay, ..., Ap,), (B, ..., B;-) pargalaniglari ve (iy, ..., iyn), G, ey Jirr) € Xn
alt kiimeleri vardir.

(i) (=) aLB olsun. Ba = B ve AB = a olacak sekilde 8,1 € T, vardir.
(Hatirlatma: im(af) € im(B) ve ker(af) 2 ker(a) oldugunu biliyoruz.) Buradan

im(a) = im(4f) € im(f) = im(fa) S im(a)
olup im(a) = im(f) elde edilir.
(e¢)im(a) =im(B) olsun. m=r ve {j,...im} = i1, im} olur. Ayrica

jl <]2 < e <]m ve il < iz < < lm O|Up il :jll i2 :jz, ,im :]m 0|UI‘

ki € Ay, ky, € A,,... k,, € A, olmak lizere

o (B1 B, .. Bm>
T \ky ky ok

olarak tanimlanirsa

9 (B1 B, .. Bm) (Al Ay ... Am> (B1 B, .. Bm) (B1 B, .. Bm> 8
a = . , =\. . . =\{. . . =
ki ky o kp/ \ip iy iy ip iy o im J1 J2 o Jm

elde edilir. Boylece 8a = 8 olup istenilen ispatlanmis olur.

Benzer sekilde ¢4 € By, 5 € By, -+, £, € B, olmak iizere

1= (A1 Ay .. Am)
N\, by

olarak tanimlanirsa
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=a

A A, ... Am> <B1 B, .. Bm)

2B = ( (A1 Ay ... Am)
1 €y o b/ \j1 Jo i Jm

Ji Jz = Jm
elde edilir. Ba = g olur. O halde aLp ispatlanmis olur.

(i) (=) aRp olsun. a8 = B, fA = a olacak sekilde a, 8 € T,, vardir.
ker(a) = ker(f4) 2 ker(B) = ker(af) 2 ker(a) olup ker(a) = ker(f) olur.

(&) ker(a) = ker(B) olsun. Bunun anlami (4; = B;) @ ve B nin pargalanist aynidir.

0: X, = X,, donlisimii

— jk' X = ik € {ilf'"fim} =K
xG—{ X, X€X, — K

seklinde tanimlanirsa

p (Al A, ... Am> (il i .. im> (Al Ay ... Am> (Al Ay .. Am> s
ab =\ . . . . =1. . . = (" . =
i 2 U J1 J2 - Jm Ji Jz = Jm

J1Jz - Jm
olur. Benzer sekilde B4 = a olacak sekilde A € T,, tammlanir. aRf ispatlanmis olur.
(iii) (=) aDB olsun. D = L o R oldugundan a L ,0RpB olacak sekilde 8 € T,, vardir.
ORB = Kker(0) = ker(B) = |[im(8)| = |im(B)]|
olur.
alf = im(a) = im(0) = |im(a)| = |im(6)|
olur. O halde [im(8)| = |im(a)| = [im(f)| elde edilir.

(&)lim(a)| = |lim(B)| olsun. r = m olur. aLl, ORP olacak sekilde 6 € T,, tanimlayalim.
(Sonugta aDp olur.)

0 = (31 ?2 Bm)
i1 Iy iy

25



alirsak im(a) = im(0) olup a L6 ve ker(B) = ker(8) olup 8RS olur. Boylece a L6 ve BR[ olup
aDp elde edilir. O

Ornek 2.4.8. T; yarigrubunun Green denklik smiflarin yapisini gosteren tablo asagidaki gibidir.
Imaji {1,2,3}olan tiim déniisiimler D; simfini, imaji {1,2},{1,3},{2,3} olan tiim doniisiimler
D, smnifini, imaj1 {1},{2},{3} olan tiim doniistimler D; sinifin1 olusturur. Siitunlar L siniflarini,
satirlar R smiflarii gdstermek kosulu ile D siiflarinin tablolari, yukaridaki teoremi kullanarak
asagidaki gibi olusturulur. Dikkat edilecek olursa Dz sinifi simetrik grup S3 grubunun

elemanlarindan olusur.

D3:
L1,2,3
(123)(123)(123)
123/°’\132/’\213
Ri;3
(123)(123)(123)
231/°\312/’\32 1
Ds:

L1,2

L

(1 2 3) (1 2 3) (1 2 3)
Ry 23 122’211 133/
R (123) (123) (123)
12,3 112/)'\22 1 113/)

(123) (123) (12 3
Ry3, 121/'\2 12 131

3

123)
322

T
BRI
< <

123) (123) 123)
313 232/°'\323

Dl: Ll L2 L3
(123) (123) (123)
Ri23 111 222 333

Sekil 2.2. T5 yarigrubunun D siniflari

26



Teorem 2.4.9. a, 8 € B, olsun.

i) alf < im(a) = im(p)
i) aRfp < ker(a) = ker(B)

Ispat: i) (=)aLp olsun. O zaman Aa =f ve uf = a olacak sekilde A, u € P, vardir
im(a) = im(up) € im(B) = im(Aa) € im(a) olup im(a) = im(p) elde edilir.

(&) im(a) = im(pB) olsun. a, B € B, olup im(a) = im(B) = {xy, ..., x5} olmak tizere

a= (A1 Ay .. Ay Am+1)
X1 Xg oo Xy —

_ (Bl B, ... By, Bm+1)
X1 Xg e Xy —

seklindedir. Her 1 < i < m igin y; € 4; elemanim segelim. A € P, doniistimiinii

1= (Bl .. B Bm+1)
Yi - Ym —

olarak tanimlanirsa

o = (B1 B, ... By Bjsa ) (Al A, . Ay Am+1) _ (B1 By ... By Bjsa ) _p
yl yz ym - xl xZ xm - x1 X2 Xm -

elde edilir. Dikkat edilirse A,,+1, Bm+1 bos kiime de olabilir. Benzer sekilde uf8 = a olacak sekilde
U € P, tamimlanir ve boylece aLf elde edilir.

i) (=)aRp olsun. ad = f ve Bu = a olacak sekilde A, u € B, vardir. Boylece

kerf = keral 2 kera = kerffA 2 kerf

olup kera = kerp elde edilir.
(<) a,B € P, igin ker(a) = ker(f) olsun. ker(a) = ker(B) olup

o= (A1 A,y ... Ay Am+1)
X1 X wo X -

g = (A1 A,y .. Ay Am+1)
Yi Y2 Ym —
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seklindedir. Y = X, \ {xy, x5, ..., X, } olmak tizere 1 € B, doniisiimii

A—(Xl Xy oo X Y)
Y1 Y2 Ym —

olarak tanimlanirsa

al = (A1 Ay .. Ay Amaq ) (X1 Xy oo Xom Y) _ (A1 Ay .. Ay Am+1) _p
X1 X2 e Xm T Vi V2o Ym — Vi Y2 e Ym  —

olur.
Benzer sekilde fu = a olacak sekilde u € B, mevcut olup aRf elde edilir. O

Bir a: X,, = X,, doniisimii Vx,y € X,, i¢in
x < yiken xa < ya
oluyorsa a doniisimiinii sira koruyan doniisiim olarak tanimlandigimizi ve tim sira koruyan

doniisiimlerin kiimesini 0, ile gosterdigimizi hatirlayalim. O, T,, yarigrubunun bir alt yarigrubu

oldugunu biliyoruz. Ayrica 0,, yarigrubunun eleman sayisinin

10 l_(Zn - 1)_(2n—1>
"o \n-1/ n
oldugunu gosterdik.

0,, yarigrubunun Green denklik bagintilarini bulalim.

Tanimm 2.4.10. 1 <r; <1y < -+ <13, < n olmak lizere,

Al = {1,2, ...,1"1}
A2 = {Tl + 1,T1 + 2, ...,rz}

Ap1={rmo+ 1,2+ 2, .., "1}

Ap ={rm_1+L1rpm_q1 +2,...,n}

ise X,, alt kiimelerinden olusan (44, A5, ..., A,,) pargalanisina sirali konveks parcalanms denir.
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Egera € 0, ise iy < iy <+ < I, olmak tizere

(A1 A,y ... Am)
a=\. . ,
1 Iy o Iy

seklindedir. x € A, ve y € Ag,q olsun. Bu durumda xa =i, <ixy1; = ya olur. Eger y < x
olsaydi ya < xa olup i, 41 < i) celiskisi elde edilirdi. Boylece x € Ay, y € Ax4q icin x < y elde
edilir. O halde a € 0, ise

seklinde olup X,, kiimesinin alt kiimelerinden olusan (4, ..., 4,,) bir sirali konveks parcalanis

Ay Ay . Ay

i i lm) olacak sekilde X,, nin sirali konveks parcalanist

vardir. Sonug olarak, @ € 0, ise @ = (

A, . A Vel <i, <i, <:-<Ii, <nsayilar vardir.
1 m 1 2 m y

Onerme 2.4.11. a, 8 € 0, olsun.

() alf © im(a) = im(p).
(i) aRf  ker(a) = ker(f).
(i) aDB & [im(a)| = [im(B)].

ispat: (i) (=) yonlii ispatlar 0,, € T,, oldugu i¢in T,, yarigrubunda oldugu gibidir.

(<) im(a) = im(B) olsun.

(A1 Ay ... Am)

a=\. . .

1 Iy o Iy
_ (B1 B, .. Bm)
AN P P A

olacak sekilde X,, kiimesinin alt kiimelerinden olusan (A4, ...,4,,), (By, ..., By) sirali konveks
parcalanisive 1 < i; < iy < -+ < iy, < n sayilar1 vardir.
Her 1 < k < m igin j, € Ay segelim. (A4, ..., Ay,) sirali konveks pargalanis oldugundan

J1 <Jjz <+ <jmolup
g = (31 B, .. Bm)

Ji Jz2 - Jm
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olarak tammlanirsa 8 € O,, ve 8a = f§ olur. Benzer sekilde Aff = a olacak sekilde A € O,, vardir.
fa = B ve AB = a olacak sekilde 6,1 € O, olup aLg dir.
(i) (&) ker(a) = ker(p) olsun.

(A1 Ay ... Am)
a=\. . .
i1 Iy v iy
_ (A1 A,y ... Am)
Ji J2 o Jm

olacak sekilde X, kiimesinin alt kiimelerinden olusan (44, ...,A,,) sirali konveks pargalanis ve

1< <ip < <ip<nvel<j <j, <+ <j, <nsayilar vardir. Boylece

B1 = {1,2, _— ll}
BZ - {ll + 1, il G 2, ...,iz}

By = {im1+ Limq1+2,.,im}
Bpi1 =X, \{1,2,...,1}

olmak tizere 6 doniisiimiinii

o= (B1 B, ... By Bm+1)
Ji J2 o Jm M

olarak tamimlayalim. X, kiimesinin alt kiimelerinden olusan (By, ..., By, Bjms1) sirali konveks

pargalanisi ve j; < j, < -+ < j,, < nsayilari olup 6 € O, elde edilir. O halde

A A, ... Am> (Bl B, ... By Bm+1) _ (Al A, ... Am) _p

a9:( L, , . .
J1 J2 - Jm T J1 J2 - Jm

ip Iy o iy
olur. Benzer sekilde f4 = a olacak sekilde A € O,, vardir. a8 = B, fA = a olacak sekilde 8,4 € O,

olup aRp elde edilir.

(iii) (&) |im(a)| = |im(B)] olsun.

(A1 A, ... Am)
a=\. . .
i1 Iy v iy
_ (31 B, .. Bm)
Ji J2 o Jm
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olacak sekilde X, kiimesinin alt kiimelerinden olusan (Aq, ..., 4;), (By, ..

parcalanislart ve 1<i; <ip, < <i, <n, 1<j;<j, < <j, <n saylarn vardir. Bu
Bm>
Im

olarak alinirsa 8 € O,, elde edilir. Ayrica dikkat edilirse kera = kerf, ima = im8 olup 6R[ ve a L0

,B,) sirali konveks

durumda 6 dontisiimiinii

B, B, ..
9=(.1 2
i iy ..

olur. Boylece D = L o R oldugu hatirlanirsa a£68 ve R olup aDp elde edilir. O

X, # @ bir kiime olsun. X,, kiimesinden X,, kiimesine tanimli tiim kismi birebir (1-1)
dontisiimlerin kiimesini I, ile gosterdigimizi ve I, < B,, S, <P, ve I, \ S, 21, oldugunu
hatirlayalim.

Teorem 2.4.12. a, 8 € I,, olsun.

i)
i)

alf © im(a) = im(p) dir.
aRpB < dom(a) = dom(B) dir.

Ispat: i) (=) aLpB olsun. Aa = B ve uf = a olacak sekilde A, u € I, vardir. a, 8 € I,, € P, olup
P, yarigrubu i¢in yapilan ispata benzer sekilde islemler yapilirsa im(a) = im(f) oldugu agiktir.

(&) im(a) = im(p) olsun. [im(a)| = mise

. <x1 Xg o Xy {1, ...,xm}t>
Y1 Y2 Ym -
_ <21 Zy o Zpy {24, ...,Zm}t>
Y1 Y2 Ym -
olacak sekilde {xy,..,xn}, W1 -¥mt . {21, ..,2,} alt kimeleri vardir. Burada

{x1, 0, X}t = X, \ {x4, ..., X, } anlanmuindadir. A € I,; déniisiimii

Zy Zy ..
A=
X1 X .

Zm {21, oz}t

Xm

)

olarak tanimlanirsa Aa = £ elde edilir. Benzer sekilde 8 = a olacak sekilde 6 € I, vardir. O halde

aLp elde edilir.

31



ii) Herhangi bir

Xq Xy oo Xy {2}
a=(1 2 m{L})eIn
Y1 Y2 Ym —

elemant igin

ker(a) = {(x,x) : i € {1,2, .., m}} = {(x;, x;) : x; € doma }
olur. ker(a) nin denklik smiflari, {[x;] : x; € dom(a )} olur.

(=) aRp olsun. a, 8 € I, © P, olup ker(a) = ker(f) yani dom(a) = dom(g) elde edilir.

(&) dom(a) = dom(p) olsun. |[dom(a)| = m ise

A (xl X o Xy {xi}t>
Vi Y2 Vm —

8= <x1 Xp e Xy {xi}t>

Z1 Zg e Zyy —

olacak sekilde X, kiimesinin m elemanl {x;}{%; , {y;}{2;, {z}{Z, alt kiimeleri vardir. Boylece

A € [, doniigiimii

~
Il

<y1 V2 o Ym {Yi}t>

Z1 Zy e Zyy —

olarak tanimlanirsa

. <x1 Xy e Xy {xl-}t> _p

71 Zy e Zp —

elde edilir. Yani ad = B, A € I,, olup @ = BA~1 olur. Bdylece aRf elde edilir. O

Teorem 2.4.13. a, B € I,, olsun.

i) aHp © im(a) = im(f) ve dom(a) = dom(B) dir.
i) aDpf & |im(a)| = [im(B)| dir.
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Ispat: i) H sinifinin tanimindan agiktir.

il) (=) aDp olsun. D = L o R oldugundan aLA, AR olacak sekilde A € I,, vardir. O zaman
im(a) = im(4) ve dom(A) = dom(p) dir. A € I, birebir olup |dom(A1)| = |im(4)| dir. Buradan
lim(a)| = [im(4)| = |dom(4)| = |[dom(B)| = |im(B)| olup |im(a)| = |im(pB)]| elde edilir.

(€) lim(@)] = [im(B)] =m olsun. o = (% %2 2m &07) g — (W1 b2 tm 07 genfindedir.

Y1 Y2 Ym — V1 V2 .. Um

_(ug upy . uy {udt .
A= (y1 Y2 o Ym ) € I igin

im(4) = im(a) = afA
dom(4) = dom(f) = ARp

olacagindan aDp elde edilir.

Ornek 2.4.14. I, i¢in D simflarinin yapisini inceleyelim.
Dy: } ;), (; i) elemanlarindan olusmaktadir. Dy: (i E) = @ seklinde olup tek elemanlidir.

Satirlar1 R sinifi, siitunlan L smifi olarak diizenlenen D, sinifinin tablosu asagidaki gibidir.

Dl:
Ly L,

. (2) ()
" £5) (C2)

Sekil 2.3. I, yarigrubunun D siniflari

Yukarida bulunan Dy, D4, D, siniflarinin eleman sayilar1 toplanarak I, yarigrubunun eleman
sayist |I,| = 7 elde edilir.
Ornek 2.4.15. n = 3 igin I3 yarigrubunun D smiflarmi belirleyelim.
D5 sinift S5 simetrik grubunun elemanlarindan olusur. Boylece D3 =S; ve D3| = |S3]|=3!=6
123

olur. Ayrica Dy smifinin ( )= @ seklinde bir tek elemani vardir. Satirlari R sinifi,

stitunlan L sinifi olarak diizenlenen D; ve D, smifinin tablosu agagidaki gibidir.
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o (2 202 2002

Sekil 2.4. I3 yarigrubunun D siniflari

Yukarida bulunan Dy, D4, D,, D3 siniflarinin eleman sayilar1 toplanarak I3 yarigrubunun

eleman sayisi

Il =6+18+9+1=34

elde edilir.
Dikkat edilirse I, yarigrubunun D smiflarinin sayist n + 1 dir. Her bir £ sinifinda ve
R smifinda esit sayida eleman vardir. Goriintiisiinde r tane eleman olan doniistimlerin kiimesi

D, olmak iizere D- Green denklik sinifi ile gosterelim.

n n\2
. (r) kadar £ sinifi ve R sinifi vardir. (r) kadar H sifi vardir.

* Bir H sinifinda r! tane eleman vardir. Yani r elemanli bir kiimeden r elemanl bir kiimeye

birebir (1-1) ve 6rten doniisiimlerin sayis1 ! dir.

* Dolayistyla her bir £ sinifinda ve R sinifinda P(n,r) = (Z) r! tane eleman vardir.
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2.5. Doguray Kiimeleri ve Ranklar

Tamim 2.5.1. S bir yarigrup ve @ = B € S olsun. S yarigrubunun, B alt kiimesini i¢eren en kiigiik
alt yarigrubuna B tarafindan dogurulan altyarigrup denir. B tarafindan dogurulan altyarigrup (B)
seklinde gosterilir. Eger S = (B) ise B kiimesine S yarigrubunun bir doguray kiimesi denir.
Tamm 2.5.2. S bir yarigrup ve @ # B S S igin S = (B) olsun. Eger B € S sonlu bir kiime ise
S yarigrubu sonlu dogurayhdir denir.

Tanim 2.5.3. Eger S yarigrubu bir tek x € S tarafindan doguruluyorsa S ye tek dogurayh yarigrup
denir ve S = (x) seklinde gosterilir.

Tamm 2.5.4. Eger S yarigrubu sadece idempotent elemanlardan olusan bir B alt kiimesi tarafindan
doguruluyor ise bu B kiimesine S yarigrubunun bir idempotent doguray kiimesi denir.

Tanim 2.5.5. S bir sonlu dogurayl: yarigrup olsun. Bu durumda
min {|B|: S = (B) ve B sonlu}

pozitif tamsayis1 mevcut olup bu sayiya S yarigrubunun ranki denir ve rank(S) seklinde yazilir.
Tamim 2.5.6. S yarigrunun rank(S) elemanli bir doguray kiimesine minimal doguray kiimesi denir.

Tanim 2.5.7. S bir sonlu idempotent dogurayli yarigrup olsun. Bu durumda
min {|X|: S = (B), B € E(S) ve B sonlu}

pozitif tamsayist mevcut olup bu sayiya S yarigrubunun idempotent ranki denir ve idrank(S)
seklinde yazilir.
Tamm 2.5.8. p € §,, olsun. pq, P, ..., pr € X;, farkli elemanlar olmak tizere her j = 1,2, ...,r — 1
i¢in
PjP = Pj+1s PrP = pP1VeE
vV x € Xy\{ p1, P2, .., pr }i¢in xp = x

ise p ya bir r-devir denir ve p = (p1p, - py) seklinde yazilir. (p1p,) seklindeki 2-devire ise
transpozisyon denir.
Tamim 2.5.9. i,j € Z* olmak iizere {py, py, ..., pi} Ve {01, 05, .., aj} iki ayrik kiime ise (p105 = px)
ve (0,0, -+ a;) devirlerine ayrik devir denir.

S, yarigrubunun (permiitasyon grubunun) her elemani ayrik devirlerin ¢arpimi olarak

yazilabilir. (i1i; -+- i,.), S, yarigrubunun bir deviri ise

(iglp - ip) = (G Gp—q) (poq br—z) o (i3 02) (2 ip)
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transpozisyonlarinin (uzunlugu 2 olan devir) bir ¢arpimi olarak yazilabilir. O halde S,, yarigrubunun
her elemani transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazilabilir.
a = (123---n) ve f = (12) olsun. a™ elemaninin birim permiitasyon oldugunu biliyoruz.

Ozamanl1l <i<n i¢in

an—iﬁai — ana—iﬁai — (Ol_l)iﬁai

olur.a = (123--n)isea ! = (n n—1 --- 2 1) oldugunu biliyoruz.

1234.n—1n
aBa=(nn—1..21)(12)(12..n) = « = (1 o n) = (23)
=m0 o

(a—l)n—Zﬂan—z — (n -1 n)

elde edilir. Boylece (12), (23),(34),...,(n — 1 n) € (a, B) olur.

Teorem 2.5.10. n > 3 i¢gin S,, = (a, B) ve rank(S,,) = 2 olur.

Ispat: i,j € X,, icin i # j olsun. (ij) = (ji) oldugundan i < j kabul edebiliriz. Eger j = i +1 ise
(i i +1) € (a, B) oldugunu yukarida gosterdik. |j — i| > 1 oldugunu kabul edebiliriz.

D=Gi+DE+1i+2)(=2-DG-1)(+1i+2)({i+2)

olup (ij) € (a,B) olur. Herhangi bir permiitasyon A € S,,, transpozisyonlarimin ¢arpimi olarak
yazilabildiginden A € (a, B) olur. O halde S,, = («, 8) elde edilir.

S, devirli olmadigindan S,, nin herhangi bir doguray kiimesi, en az iki elemanhdir. S,, nin
{a, B} iki elemanl: bir doguray kiimesi oldugundan rank(S,,) = 2 olur. O

rankT,, > 3 olmalidir. Clinkd rank(S,) = 2 ve T, \ S, # @ dir. rankT,, = 3 oldugunu

123 ..n-1n
223 .n-1n

g (L2t femy _(j, x=i
iJ_(lZ...j...j...n)_{x, X #

olarak tanimlayalim. 6; ; = 6 olduguna dikkat edelim. Vi, j = 3 igin

gosterelim. 6 = = [[12][ olsun. Ayrica 6; ; doniisimutni
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12 .i—-1ii+1..n
)=9i2

(11)090(11)=(12 Wwili—=12i+1..1n

12..j—-1jj+1..n
27)o08 o 2:( ):9
@0 @0 j2..j—1jj+1.n L

o o 12...i—1ii+1...j—1jj+1...n>
1i)o(2))000(2))0(1i) = —p. .
Ae2j)e82)eAD) (12...i—1ji+1...j—1jj+1...n 2

elde edilir. Béylece 6, ; € (o, 8, 6) olur.

Teorem 2.5.11.n = 3 i¢in T, = {a, 8, ) ve rank(T,,) = 3 dir.

Ispat: Herhangi bir a* €T, alam. |im(a*)|=n ise a* €S, olup a* € (o p) dir.
lim(a*)| <n—1isez € X, \im(a") olacak sekilde en az bir z € X,, vardir. Ayrica |im(a*)| < n
olup a* birebir degildir. O halde a* birebir degilse ia* = ja* olacak sekilde bir i # j olmak iizere

(ij) cifti vardir. a”": X,, — X,, déniisiimii Vx € X,, i¢in

xa _{ Z, x=1
xa®, X #£ i

A

olarak tamimlayalim. ia* = ja* olup a* = 6, ; a” elde edilir.

Ayrica |im(a")| = [im(a*)| + 1 dir. Egera” € S, ise
6,;a" =a* €(a,p,0)

elde edilir. a” ¢ S, ise benzer sekilde a” tanimlanirsa

im (")

A

= [im(a")|+1ve a" = 6;,a"

olacak sekilde k,l € X, ve a" € T,, vardir. Goriintii kiimesinin eleman sayisi her defasinda

1 arttigindan sonlu adim sonunda
a*=0;;0k;..0,,a"  €(ap,0)
oldugu goriiliir. Herhangi bir a* € Ty, i¢in a* € (o, 8,60) olup T,, = (a, B, 0) dir. rank(S,) = 2,

T, # S, ve S, € T, olup rankT,, = 3 olmalidir. O halde T, yarigrubunun 3 elamanli bir doguray

kiimesi {a, 8, 6} mevcut oldugundan rankT;,, = 3 elde edilir. O
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Simdi ST,, = Sing,, = T,, \ S, i¢in doguray kiimesi bulalim. a € ST, ise |im(a)| <n—1
dir. Kp,={a €T,: |[im(a)|l =7} olarak tamimlayalim. Dikkat edilirse K, =S, Ve
UPZi K, = ST, olur.

Onerme 2.5.12. Eger bir X € ST, alt kiimesi i¢in Kpn-1 € (X) ise ST, = (X) olur.

Ispat: Bir X © ST, alt kiimesi i¢in Ky n—1 € (X) olsun. Herhangi bir a € ST,, elemanin1 alalim.
ST, = U'-1K;, olup a€ ST, elemam a€K,,, olacak sekilde 1<r <n-—2 vardir.
(r=n-1olsaa€ K;,_; € (X) oldugundan ispat biter.)

O zaman bir 1<r<n-2 i¢in a €K, oldugundan i #j olmak iizere Dbir
(ij) € X, X X, ¢ifti igin ia = ja ve bir y € X, \ im(a) vardir.

Teorem 2.5.11. in ispatinda bahsedildigi iizere a”": X,, — X,, déniisiimii Vx € X,, i¢in

A (Y x=1I
& {xa, X+
olarak tanimlanirsa a = 6; jaA ve |im(aA)| = |lim(a)| + 1 olur. Benzer sekilde bu isleme

Aer

a € K,,_; olanakadar devam edilirse

A

e
a= Bi,jgk,l "'Bp,q a

seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse 6; 0y ... 0,4 € Kpin—q Ve a" e Kpin_y olup a € (K;; 1)
elde edilir. a € (K;,_4) € (X) olur. O halde a € (K;,_,) € (X) olup a € (X) olur. Bdylece
herhangi bir a € ST, elemanini i¢in olup ST,, S (X) olur. Ayrica X < ST, alt kiimesi i¢in (X) < ST,
oldugu aciktir. O halde ST,, = (X) elde edilir.O

Boylece ST,, nin herhangi bir X alt kiimesi, goriintiisii n — 1 elemanl olan dontistimleri
doguruyorsa bu X kiimesi ST,, kiimesini de dogurur.

Sonlu yarigruplarda H smiflart ve ] smiflart ayni oldugunu hatirlayalim. Herhangi bir
D smifin1 [im(a)| = r ise D, ile gosterdigimizi hatirlarsak D,, sinifinin elemani olan a@ € D,, igin
lim(a)| = n olacagindan simetrik grup S,, grubunun elemanlarindan olusur.

D; siifinin her @ elemani igin |im(a)| = 1 olacagindan sabit dontisiimlerin kiimesidir.

D,,_; smifinin her a elemam i¢in |im(a)] =n—1 olacagindan la = 2a olmasi

n

2) tane R smifi olur ve asagidaki gibi D,,_4 tablosunu elde

durumunda [1,2] ifadesini kullanirsak (

ederiz.
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R siiflar

[1,2] [1,3] [n—1,n]

ima = {1,2,..,n—1}
ima={12..n—2,n}

L siniflar1

ima ={2,3,...,n}

Sekil 2.5. D,,_; smifi

Tamim 2.5.13. a € T,, olmak iizere, Fix(a), Shift(a), Defect(a)

kiimeleri ve eleman sayilar1 sirasiyla,

Fix(a) = {x € dom(a) : xa = x}, fixa = |Fix(a)|
Shift(a) = {x € dom(a) : xa # x}, shift(a) = |Shift(a)|
Defect(a) = X,, \ im(a), defect(a) = |Defect(a)|

olarak tanimlanir. Bazen kisaca Defect(a) yerine Defa ve defect(a) yerine kisaca defa olarak
yazacagiz.

Teorem 2.5.14 ve Teorem 2.5.16 ilk ispat1 J.M. Howie (1966) ¢aligmasinda yer almaktadir.

Teorem 2.5.14. Her a € D,,_; elemani (n = 2) defecti (noksanligi) 1 olan idempotentlerin ¢arpimi
olarak yazilabilir.
Ispat: a € D,_; ve shift(a) =7 olsun. n =2 ise D; = { 1 i), (; ;)} olup D; kiimesindeki
elemanlarin hepsi idempotent oldugundan sonu¢ agiktir. n >3 olsun. Ayrica r=1 ise
a € E(D,,_q) olur. Yanir = 1ise a, D,,_; kiimesinde bir idempotent eleman olur. O zaman r > 2
olsun.

Genelligi bozmadan a elemaninin r tane shift elemani olsun.

_(1 2 3...rr+1...n)
*= a, a; az..a, r+1 ..n

Dikkat edilirse V1 < i < r igin a; # i olur. a € D,,_; oldugundan defect(a) = |Defect(a)| = 1

olacagindan Defect(a) = {z} olacak sekilde bir z € X,, elemani vardir. O zaman z € {1,2, ..., r} olur.

O halde 4 farkli durum vardir ve bunlar asagidaki gibidir.
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l. Herl1< i<rigina; €{1,2,..,7},a; = a, & {1,2}, z ¢ {1,2}
1. Herl1<i <ri¢inaq; €{1,2,...,7},a; =a, € {1,2},z=1
I1. ar=r+1,z€{1,2,..,r—1}

V. a-=r+1,z=r.
I. Durum:
o= (1 23 n)
" \113..n
_(1 23 ..rr+1 n)
\a;2a3 ..a,r+1..n
olarak tanimlanirsa
1 2 3 .rr+1..n
0p = ( ) =«
a,ay a3 ..rr+1..n
elde edilir.
Il. Durum:

6—(1 2...n)
“\ay 2 ..n
_(123...r r+1...n>

l1laz ..a, r+1 ..1n

olarak tanimlanirsa

po =

I
S

(1 2 3 .7 r+1...n)
aa, a3 ...t r+1..n

olur.

1. durum:

9_(1...1"—1 r r+1...n>
“"\1l..r—=1r+17r+1..n
(1 2...r—1r...n)

g Ay oo Ap_q4 T ... M

olarak tanimlanirsa
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I
Q

1 2 .r—=1 r r+1...n>
a; Qy .0 v+1 r+1 .10

9ﬁ=< (1 2 .r—=1r r+1...n>

ay 0y . Gpq1 ap 7+1 .n

olur.
IV. Durum:

12.r—-1 r r+1..n
0:(12...r—1r+1 r+1...n)
12 .r=-1rr+l..n
ﬁ_(r Ay o Opq TT+1 . n)

_(1 2.r—1r r+1...n)
§= 12.r—1a r+1..n

olarak tanimlanirsa

1 2 .r—1 r r+1...n) (1 2 .r—1r r+1...n>
— =a
a ay ..o—q v+l r+1..n

( 1 2 r—1 T
a a e e a 1 I 1 W n

Ozetle, buradaki 4 durumda da 6, ¢ elemanlar1 D,,_, de idempotent elemanlar, g € D,_; ve
shiftf = r — 1 (|[FixB| = |Fixa| + 1) olmak tizere

a=6pg,
a = 0,
a=06p,
a=0p¢

seklinde yazilabilmektedir.

Sayet shiftf =r —1 =1 ise f idempotent olup a defecti 1 olan idempotentlerin ¢arpimi
olarak yazilmis olur. Eger shift(f) = r — 1 > 2 ise benzer adimlar f i¢in yapilarak; her defasinda
shift(a) bir azalacagindan sonug elde edilinceye kadar devam edilir. O

S bir yarigrup olmak iizere S deki tiim idempotent elemanlarin kiimesi E (§) ile gosterildigini
hatirlayalim.

Tanmm 2.5.15. S bir yarigrup olsun. Eger bir S yarigrubu idempotentler tarafindan doguruluyorsa
S yarigrubuna idempotent dogurayh yarigrup denir ve bu durumda kisaca IG -yarigrup yazilir.
Teorem 2.5.16. Her sonlu yarigrup bir sonlu regiiler /G-yarigrup i¢ine gdmiilebilir.

ispat: S sonlu bir yarigrup olsun. S* kiimesi de S ye eger gerekli ise bir birim eleman eklenerek elde

edilen yarigrup olsun. X , S* kiimesini igeren en az iki tane ekstra elemani olan sonlu bir kiime olsun.
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X\ St deki herhangi bir elemani segip sabitleyelim ve kabul edelim ki bu eleman z olsun. Vs € S

icin pg doniisiimiinii pg: X — X olmak lizere V x € X i¢gin,

xS, x €St

x%z{z x€X\S!

olarak tamimlanirsa def(ps) = 1 dir. Dikkat edilirse p; € ST, = T, \ Sy S T, olur.
@:S > ST,

doniigiimiinii Vs € S igin s — p, olarak tanimlanirsa ¢ doniisiimii, birebir (1-1) bir homomorfizm
olur. Boylece S kiimesinden ST, kiimesine birebir bir homomorfizm mevcut oldugundan S kiimesi
ST, kiimesinin i¢ine gdmiilebilir.

Teorem 2.5.14 dan dolay1 ST, idempotent dogurayl olup ST,, sonlu IG yarigruptur. ST, nin
regiiler oldugunu gosterelim. Herhangi bir @ € ST, alalim. ¢ doniisiimii t € im(af) ve
&: X — X olmak lizere

xa~t, x € Xa

Xf:{ t, x€eX\Xa

olarak tanimlayalim. ¢ € ST, aéa = a olup a € ST, elemani regiilerdir. ST,, nin her elemani regiiler
olup ST, regiilerdir. ST,,, sonlu regiiler IG-yarigruptur. O halde her sonlu S yarigrubu bir sonlu
regiiler IG -yarigrup ST, i¢ine gomiilebilir. O

Onerme 2.5.17. a,f € T, ise def(af) = def(a), def(B) olur.

Ispat: im(af) € im(B) = def(ap) = def(a) oldugu aciktir. a, § € T;, elemanlarim

(A1 A, ... Am)
a =
X1 X3 oo Xy

_ (B1 B, ... Bm)
Vi Y2 Yr

olarak gosterelim. Bu durumda

AL Ay . Ay ) (B1 B, ... Bm)
X1 X2 e Xm /S \Y1 Y2 -0 Y

aﬁ=(

olur. Ornegin; x; , x, ayn1 B; kiimesine ait ise
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(A1UA2 Ay ... Ap )
all =
X1 x3B ... xpf

olur. Bu durumda (4; X A,) U (A4 X A,) € (A UA,) X (A UAy)olur.

a daki durum af daki durum

Boylece
ker(a) € ker(B) = |im(apf)| < |im(a)| = def(aB) = def(a)

elde edilir. O

Onerme 2.5.18. a € T,, ve def(a) = 1 olsun. Eger & = aj ... a,,, olacak seklide defecti 1 olan a;
doniistimleri mevcut ise def(a) = def(a,,) ve ker(a) = ker(a,) olur.

Ispat: @ € T, ve def(a) = 1 olsun. @ = a; ...a,, olacak seklide defecti 1 olan a; doniisiimlerinin

carpimi olarak yazilabiliyor olsun. (i, j) € ker(a;) alalim. Eger (i, j) € Kera; ise

ia; =ja, = (la)ayas ..y = (Ja)azas ...ay,

=ia =ja = (i,j) € ker(a)

olur. O halde ker(a,) S ker(a) elde edilir. def(a;) = def(a) = |im(a;)| = |im(a)| = n — 1 olur.
O halde ker(a;) < ker(a) ve |im(a;)| = |im(a)| olup ker(a;) = ker(a) elde edilir.

Xna = Xp(a1ay ... aty) = (Xn( @z ... 1))@ S Xnam
oldugundan
im(a) € im(a,,)
elde edilirr. O halde im(a) < im(a,,) oldugundan def(a,,) S def(a) olur. Boylece
def(a) = def(a,,) = 1 ve def(a,,) S def(a) olup def(a,,) = def(a) elde edilir. O

P, nin doguraylarini bulalim.

=(t23-")ep olsun.Ozaman V 2 < i < n icin
1 -23.n n ¢

12.i—1ii+1..n
)=fi

(1§01 = (1 2. i—-1—i+1.n

olarak tanimlayalim.
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Teorem 2.5.19. rank (P,) = 4 diir.

ispat: @ € By olsun. @ = (41 42 4m Ame1 ) sekindedir.

X1 Xp o Xm
B = (ﬁi ‘;i ‘;1’: ﬁz:i ) , 0= (31 ﬁ; EZ A"l“) olarak tanimlanirsa 6 = « elde edilir.
(Dikkat edilirse Vx € Ay U ...U 4,, i¢in x6 = x dir.)
Eger Ay =@ ise 8 =1, olup B = a olur. Eger Apyq # @iseyani  Aypq = {iy, iz, o0, i}
ise, 0 =¢&; &, ...& olur. Boylece & &, ...&; f=a elde edilir. a; =(12), a; =(12-n),
az = |112]| = (3 27) ve ay = & olsun. Dikkat edilirse 8 € (ay, @y, a3) Ve & € (ay, ay, ay) olup
a € (@q, ay, a3, a,) olur. O zaman A = {a,, a,, a3, a,} almirsa P, = (A) elde edilir. |[A| = 4 olup
rankP, < 4 dir. Ayrica T, <PB,, SP, =P, \T, 2P, verankT,, = 3 oluprankP, >3+ 1 =4

tiir. Yani rankP, < 4 ve rankB, > 4 oldugundan dolay: rankP, = 4 olarak elde edilir. O
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3. GENELLESTIRILMIS DONUSUM YARIGRUPLARI

Bu boliimde genellestirilmis doniisim yarigruplart hakkinda yapilan tim calismalar
derleyecegiz. Herhangi bir X # @ kiimesinden yine kendisine tanimli tiim déniisiimlerin kiimesinin
T(X) ya da Tyx olarak gosterilir. T(X) regiiler yarigrup oldugundan her yarigrubun T (X)
yarigrubunun i¢ine gémiilebilecegini hatirlayalim. X ve Y iki kiime olmak tizere X kiimesinden
Y kiimesine tanmimli tiim doniigiimlerin kiimesini T (X, Y) ile gosterelim. Ayrica aksi belirtilmedikce
X #= @, Y # 0 olmak lizere X, Y iki ayrik kiime ve 6:Y — X herhangi bir doniisiim olarak kabul

edecegiz.

3.1. Genellestirilmis Doniisiim Yarigrubu
Bu boliimde genellestirilmis doniisiim yarigruplar1 hakkinda Symons (1975) ¢alismasinda
bulunan sonuglar1 derleyecegiz.

Tamm 3.1.1. ¢, 8 € T(X,Y) olmak iizere T(X,Y) kiimesi lizerindeki carpmay1

a*ﬁ:aogoﬁ

olarak tanimlarsak (T (X,Y),*) bir yarigrup olup bu yarigruba genellestirilmis doniisiim yarigrubu
ve " x" islemine sandvi¢ islemi denir. Ayrica genellestirilmis doniisim yarigrubu (T(X,Y),*)
yarigrubu T'(X,Y; 8) yada GT (X,Y; 8) seklinde gosterilir.

Eger X =Y ise 0 zaman T(X,Y;0) yerine T(X;0) yazilir. Eger 6 € T(X) doniisimii
X tizerinde birim doniigiim ise T (X; ) = T (X) olur. Genel olarak T(X,Y; 6) yarigrubunun regiiler
olmadigimi Magill (1966) calismasinda gosterdi.

Tanim 3.1.2. S bir yarigrup olmak {izere «, S yarigrubunun bir sabit elemant olsun. Vx,y € S i¢cin

*, sandvig islemi
X*gy=Xx-a-y
olarak tanimlanirsa (S,*,) bir yarigrup olup bu yarigruba a elemanina gore S yarigrubunun
varyant1 denir ve S¢ ile gosterilir.
Tamm 3.1.3. X # @, Y # @ iki ayrik kiime ve Z = X U Y olmak iizere T'(Z) kiimesi Z {izerindeki

tiim doniisiimlerin olusturdugu yarigrup olsun. Ayrica

T(Z,Y)={a€eT(Z):im(a) S Y}
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olarak tanimlayalim. T(Z,Y) kiimesi, T(Z) yarigrubunun bir alt yarigrubu olup bu T(Z,Y) alt
yarigrubuna Kisitlanmis imaj ile doniisiimler yarigrubu (semigroups of transformation with
restricted range) denir.

T(Z,Y) yarigrubu Symons (1975a,1975b) calismasinda tamitilmistir. T(Z,Y) yarigrubu
regiiler yarigrup degildir.

F(Z,Y)={a eT(2):im(a) = Ya}

kiimesi T (Z,Y) yarigrubunun igerdigi en biiyiik regiiler alt yarigrubudur.

S(m,n) ikinci tip Stirling sayis1, 2 < n < m — 1 olmak iizere

S(m,1) =S(m,m) =1
Smin)=Sm-1,n—-1)+n.S(m—-1,n)

olarak tanimlanir. Dikkat edilecek olursa m elemanli bir kiimeden n elemanli bir kiimeye n! S(m, n)
tane o6rten fonksiyon vardir.

T(X,Y; 0) olmak iizere a, § € T i¢in ¢, 1, d bagintilarini sirastyla

o aff & 0a=06p
o arf & ab =0
o adf & 8ab =66

olarak tanimlansin. Herhangi bir aff alalim. aff © 6a = 6B & (6a)6 = (0B)0 olacagindan

adf olur. Benzer sekilde arff © af = 0 < 0(af) = 6(F6) olacagindan adf olur. O halde

£ € d ver S d elde edilir.

Lemma 3.1.4. 4, ¢, 7 bagintilar1 T (X, Y; 8) tlizerinde birer kongriianstir.

Ispat: Kongriiansin sag ve sol uyumlu denklik bagintis1 oldugunu hatirlayalim. &, €, 7~ bagmtilariin

denklik bagintisi oldugu agiktir. &, €, 7 bagmtilarinin sag ve sol uyumlu oldugunu gosterelim.
Oncelikle d bagintisinin sag ve sol uyumlu oldugunu gosterelim. adf ve V3§ € T(X,Y;0)

icin, § * @ d § * [ oldugu gosterilirse & nin sol uyumlu oldugunu géstermis oluruz. 4 bagintisinin

tanimindan adff < 6af = 60 oldugunu biliyoruz. Béylece V3§ € T(X,Y; 0) igin

S§o(@oaoh)=50(0of0H)

olur.§ * a d § * B oldugunu gostermek i¢in 6(5 * )0 = 0(6 * B)0O oldugunu gostermek yeterlidir.
bo(Boaof)=2780(00f0o80)oldugundan
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0(6 * )0 = 6(56a)0 = 6(56a8) = 6(56B0) = 6(56B)6 = 6(5 * B)O

olup 6(6 * @)8 = 0(5 = B)O elde edilir. O halde § *a & § * B olur. Boylece &, sol uyumlu bir
denklik bagintisidir. Benzer sekilde adff = a * § 4 8 * & oldugunu gosterelim. adfS = 6ab = 656
olupv é € T(X,Y;0) i¢in (6af)d = (646)6 olur. Boylece

0(a x50 = 0(af5)0 = (0abS)O = (865)6 = 6(B * 6)6

olup @ * 6 d B * § elde edilir. Boylece & sag uyumlu denklik bagntisidir. O halde 4 hem sag hem
de sol uyumlu denklik bagintist olup & uyumlu denklik bagintisi olacagindan & bir kongriianstir.

£ bagmtisinin sag ve sol uyumlu oldugunu gosterelim. aff olsun. aff < Oa = 6 olur.
VS eET(X,Y;0) icin 66a = 60 oldugu agiktir. § * )€(6 * ) oldugunu gosterirsek £ denklik
bagintisinin sol uyumlu oldugunu gostermis oluruz. § *a £ § * f oldugunu gdstermek igin

0(5 * a) = 6(6 * B) oldugunu gostermeliyiz.

0(6 * ) = 0(66a) = 6(568) = 8(5 * )

olup & * @ £ § = B olacagindan ¢ sol uyumludur. Benzer sekilde a * § € § * § oldugunu gosterirsek

£ denklik bagitisinin sag uyumlu oldugunu gostermis oluruz.
O(a* ) =6(abd) = (6a)06 = (0B)85 = 0(BOS) = 6(B *95)
olup a * § £ § = § olacagindan ¢ sag uyumludur. € sag ve sol uyumlu denklik bagintisi olup € bir
kongriianstir.
Son olarak 7~ bagmtisinin sag ve sol uyumlu oldugunu gosterelim. a7 alalim.
arf & ab = B0 olur.v§ € T(X,Y;0) igin (6 * a)7 (8 * B) oldugunu gosterelim.
(6 * )8 = (60a)0 = 60(ab) = 56(BO) = (60B)6 = (5 * )6
olup 7 sag uyumludur. Benzer sekilde @ * § 7 8 * § oldugunu gosterelim.

(a*6)0 = (aB6)0 = (aB)60 = ()66 = (O5)6 = (B *6)0

olup a = § » B * § olacagindan #~ sag uyumludur. #~, sag ve sol uyumlu bir denklik bagintisi olup

7~ bir kongriianstir. O
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£ ve 7 bagintilarimin daha pratik bir yorumu su sekilde verilebilir. 8: Y — X olmak iizere
Va,BET i¢in T(X,Y;0) olsun. O zaman aff olmasmnin anlami fa = 68 ve Vy €Y ic¢in
(y0)a = (y0)pB olacagindan Y8 iizerinde « ile § aymi etkiye sahiptir.

arf3 olmasinin anlami af = B0 = Vx € X i¢in (xa)f = (xf)6 olacagindan a ve S,
X kiimesinin her bir elemanini 6 nin ayni pargalanis sinifina gotiirtir.

adf olmasmin anlamn Oaf = 60 => Vy €Y igin y(fab) = y(66) olacagindan
a ve 8, Y8 kiimesinin her bir elemanin1 6 nin ayni pargalanis sinifina gotiiriir.

Boylece her d smifi YO — Y\ 60071 eslemesi seklinde olup |YO| =|Y \ G071
olacagindan T(X,Y;0) yarigrubu |Y6|Y0! tane & simifina, |Y|¥0! tane ¢ simifina ve |Y8|*! tane
7~ sinifina sahiptir.

Teorem 3.1.5. £ ve 7 kongriianslar1 degismelived = o7 = 7 0of = £V 7 olur.
Ispat: 4 = ¢ o oldugunu gosterelim.

(=) £ or S d oldugunu gosterelim. Herhangi bir (a,8) € € o 7 elemanini alalim. Yani

a(fer)B olsun. (a,B) € Lor olup (a,6) € ve (8,B) € » olacak sekilde § € T(X,Y;6)

vardir. £ ve 7~ bagmtilariin tanimindan

(a,6) et =0a =066
(6,B)er =660 =p6

olur. 8ab = (Ba)0 = (05)6 = 6(60) = 6(BO) = OB6 olacagindan (a,B) € 4 yani adf elde
edilir. Boylece £ o # S d olur.

(&) d S £or oldugunu gosterelim. adf ise 8ab = 0B oldugunu hatirlayalim. Bu

durumda 6 doniisiimii 6: X — Y olmak tizere

5= {xﬁ, x €YO ise
X0 = xa, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Dikkat edilirse § dontisiimiiniin tanimindan Vx € X i¢in x8 € Y6 < X olup
(x60)6 = (x60)B (€Y)

oldugu goriiliir. 68 = af oldugunu gosterelim
Eger x € YO ise x = y0 olacak sekilde y € Y vardir. Béylece x € Y6 olup

x 60 = xB60 =y 0B6 = yO ab = xab
€Yo F&? 7
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olup 66 = af elde edilir.
Eger x ¢ Y0 ise § doniisimiiniin tanimindan x§ = xa olup x86 = xa6 elde edilir. Her iki

durumda da 66 = a8 olur. Boylece

05 =08 = (5,8) € £ = 548

60 =a0 = (6,a) €Er => dra= ard

olur. O halde a6 ve §¢B olup (a, B) € € o yani a(€ o »)p elde edilir. Boylece & < £ o 7~ olur.

O halde & = ¢ o 7 oldugu ispatlanmis olur.
d=dt={or)yt=rlotl=rot

elde edilir. Boylece d =for = wof =4V olur. £ ve » degismeli kongriianslar olup
£ o = £V # olur (Clifford ve Preston 1967, Lemma 1.4). O

Green denkliklerini iceren pek ¢ok basit sonug bu denkliklerin kongriians olma 6zelliginden
ve D = L o R esitliginden elde edilmistir. Clifford ve Preston (1967, Lemma 1.4) ¢alismasindaki
benzer teoremler mevcut olup ispatsiz olarak Green Denklikleriyle ilgili bazi teoremleri yeniden
ifade edecegiz.
Teorem 3.1.6. R bir 7~-sinifi ve L de bir £-sinifi olmak tizere R ile L nin ¢akisiyor olmasi igin gerek
ve yeter kosul R ile L nin ayn1 d-sinifi tarafindan igeriliyor olmasidir. O
Teorem 3.1.7. T(X,Y; 8) yarigrubunun herhangi bir #~-sinifi ve £-siifinin (x a gore) kiime ¢arpimi
daima bir d simifi tarafindan igerilir. O

Bu teoremler herhangi bir yanigruptaki L,R,D Green denklikleriyle, T(X,Y;0)
yarigrubunun £, 7, d denkliklerinin benzerlikleri mevcut olup ayrica ifade edilebilir. Daha once
yapilan Green Lemma asagidaki gibi ifade edilebilir.

a €T(X,Y;0) igin L, ile a y1 igeren T(X,Y;60) yarigrubunun € sinifin1 gosterelim.
B € T(X,Y;0) olmak iizere G(a, B): L, — Lg doniisiimiinii, § € L, i¢in

o6y Yo = by Yo

8G(a, ﬁ)/X e =

olarak tanmimlayalim.

L,={6 €TX,Y;0): Oa =06}

- {5 ETXX,Y;0): %fyy = 5/1/0}
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oldugundan G («, £) doniistimii birebir (1-1) ve ortendir.

Ustelik benzer sekilde G(B,a) tammlanirsa G(a,B) ile G(B,a) birbirlerinin tersidir.
Boylece |L,| = |LB| olup T(X,Y;0) yarigrubunun her £-sinifinin eleman sayisi aynidir.

Eger ar B ise G(a, f) doniisimii #~-siniflarini korur. & € L, olsun. 6" = §G(a, B) alalim.

Eger x € YO ise

x6'0 =x6G(a,B)0 = (xB)O =x (&Q
X€EYH arp

olur. Ayricax € Y0 ve @/, 0 = S/YH oldugundan
x8'0 = xaf = x66

elde edilir. Eger x & Y0 ise x6' = x& olur. O halde 6’0 = §6 olup 6’76 elde edilir. Benzer sekilde
G (B, @) dontigimi #~-siniflarin korur ve |H,| = |HB| elde edilir. Boylece asagidaki teoreme elde
edilir.

Teorem 3.1.8. T(X,Y; 6) nin tiim [ siniflarinin kardinalitesi (eleman sayisi) aynidir ve bir r-smifi
tarafindan icerilen iki h-sinifi ayn1 kardinaliteye sahiptir. O

Clifford ve Preston (1967) calismasinda bahsettigi (sayfa 55-56) Green bagmntilari ile
buradaki bagintilar paralellik gosterir. Green bagintilarinda oldugu gibi D sinift icindeki tiim
H simflar1 ayni kardinaliteye sahiptir.

Tamm 3.1.9. S iizerindeki A bagintisim1 "Vx € S igin xa = xb ise aAb" olarak ve p bagintisin
"Vx € S igin ax = bx ise apb" olarak tanimlayalim.

Eger §, AU p tarafindan dogrulan kongriians ise 5//1 sol indirgemeli, S/p sag indirgemeli
ve S / 5 ise hem sag hem sol indirgemelidir. T = T(X,Y;0) yarigrubunda A = ¢, p=7rve § =d
oldugu agiktir.

T =T(X,Y;0) yarigrubunun sol (sag) indirgemeli olmasi igin gerek ve yeter kosul
her £ () sinifin eleman sayisinin 1 olmasi gerektigini biliyoruz. Ayrica her £ (#) simifin eleman
sayisinin 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul 6 doniisiimiiniin 6rten (68 donlsiimiiniin birebir)
olmasidir.

Teorem 3.1.10. T = T(X,Y; ) yarigrubu i¢in agsagidakiler birbirine denktir.
(i) T = T(X,Y; 0) yarigrubu zayif indirgemelidir,

(ii) Her bir h-sinifi tek eleman igerir,

(iii) 8 donligiimii ya birebirdir ya da 6rtendir. O
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123)=

Ornek 3.1.11. X =Y = {1,2,3} olsun. (1 23 123

i k) = (ijk) seklinde yazacagiz. 6 = (
(122) olmak tizere T =T(X,Y;60) =T(X,0) yarigrubu igin ¢,7,d simflarim hesaplayalim.
Yukaridaki bilgiler dogrultusunda x6 = {1,2} olup T = T'(X,0) yarigrubunun |x8|*¢l = 22 = 4
— (11} 23
)= (@&,

YO = {1,2} olmak iizere A:Y8 — {i6~1} yani A:{1,2} > {{1}, {2,3}} doniisimityle hesaplanir.

tane d-sifi vardir. Her d-smifi 6:Y - X igin 6 = (1 ; 2) = (191_1 292_1

Burada adf © xa,xB € xA, x € X6 oldugunu biliyoruz.
A={1,2} » {{1}, {2,3}} olmak tizere ¢, 7, 4 siniflar1 agagidaki gibidir.

dy: 1 - {1} ve 2 - {2,3} igin

1-1 1-1
2-2 2—-3
(123)(123) (123)(123)
3 5 (2,3) 122 123 132 133
(123) (123)
3-{1} 121 131
d,: 1- {23} ve2 - {1}i¢in
1-2 1-3
2-1 2-1
(123)(123) (123)(123)
35 (2,3} 212/°\213 312 313
(123) (123)
3 - {1} 211 311
ds;: 1 - {1} ve2 - {1}i¢in
1-1
2-1
(1 2 3) (1 2 3)
3 5 (2,3) 112 113
(123)
3- {1} 111
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d,: 1-{2,3} ve2 - {2,3}icin

1-2 1-2 1-3 1-3
272 2-3 272 2-3

G2d) | G2 | G2 | 32
25| Gss) | Gas) | s
. 221 | Gsd) | G2 | Gsd)
3 - {1} (

Sekil 3.1. T (X, 8) yarigrubunun & sinifi

3-{2,3}

Dikkat edilirse €, 7, 4 siniflarinin sayis1 asagidaki gibidir.

d simflari £ smifi sayist 7~ smifl sayist

1- {1}

: 2 2
! {2 - {2,3}
1- {2,3}

: 2 2
i { 2 - {1}
1- {1}

: 1 2
’ {2 - {1}

_{1 - {2,3} 4 2
25 {23})

TOPLAM 9 8

Sekil 3.2. T(X, 8) yarigrubunun £ ve 7~ siniflarinin eleman sayisi

Dikkat edilirse € simfi sayist |Y|Y0l = 32 = 9 ve 4~ siiflariin sayis1 |[YO|X! =23 =8
olarak hesaplanir.
Ornek 3.1.12. X = Y = {1,2,3,4} olmak iizere = (;igj olarak tanimlayalim.

A:Y0 - {i6~1} olmak iizere A:{2,3,4} - {{1},{3},{2,4}} olur. O halde

|Y9|Y8l = 33 = 27 tane d simifi vardir. A ddniisiimiiniin

o dy:2-{1},3->{3},4- {24}
o d,:2-{24},3 {24}, 4 {24}

eslemelerine karsilik gelen T = T(X,Y; 0) = T(X, 8) yarigrubu i¢in &, Ve d,, d-smiflarin1 bulalim.
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d.:2 - {1},3 - {3}, 4 - {2,4}

2-1 2-1

3-3 3-3

4 -2 4 -4

15 {1} (1234) (1234)
1132 1134

15 {3} (1234) (1234)
3132 3134

(1234) (1234)

2132 2134

1-{2,4} (1234) <1234)
4132 4134

d,:2-{24},3->{24},4 - {2,4}

252 2-3 252 2-3 1-3 1-2 1-3 1-3
252 22 252 1-3 1-3 1-3 1-3 1-3
2-2 2-3 2-1 1-3 1-3 1-3 1-3 1-3

252 (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234)
1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444

252 (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) <1234)
1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444
(1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) <1234)
1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444
252 (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234) (1234)
1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444 1444

Sekil 3.3. T(X, 0) yarigrubunun ¢, Ve d,, d-smiflart

Her bir 4 siifinda satirlar 7~ sinifin1 ve siitunlar € sinifin1 gosterir. Her bir hiicre 7~ sinifi ve
£ simifinin ortak elemanlarini, yani T = T(X,Y; 8) = T(X, 0) yarigrubunun h-sinifinin elemanlarini
gosterir.

Ornekte dikkat edilirse ayni & smifindaki h siniflart aym kardinaliteye sahiptir.

3.2. Genellestirilmis Doniisiim Yarigrubunun izomorfik Oldugu Yarigruplar

Bu boliimde genellestirilmis doniigiim yarigruplarinin izomorfik oldugu yarigruplar
hakkindaki Symons (1975), Ayik ve Abusarris (2022) ¢alismasinda bulunan sonuglari derleyecegiz.
Teorem 3.2.1. T(X,Y;0)/d = T(Y;6) dir.
Ispat: Symons (1975) calismasindaki Theorem 1.7.” ye bakiniz. O
Teorem 3.2.2. |Xa| sonsuz olmak tizere |Xa| > |YO| ve a € T(X,Y;6) ise |H,| > 1 olur. Daha da

Otesi |Xa| = |Xa'| olacak sekilde @ # a’ € H, eleman1 vardir.
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Ispat: Symons (1975) calismasindaki Theorem 1.9.” a bakiniz. O

Teorem 3.2.3. Eger ¢:T(X,Y;0,) - T(X,Y;60,) izomorfizm ise ¢ donisimii T(X,Y;60;)
yarigrubunun € ( 77, d, h) -siniflarinin her biri ile T(X, Y; 6,) yarigrubunun ¢ ( 7, &, h) -siniflarinin
her birini birebir ve 6rten olarak esler.

Ispat: Symons (1975) ¢alismasindaki Theorem 2.1.” e bakiniz. O

Teorem 3.2.4. ¢: T(X,Y;6;) = T(X,Y; 8,) dontisiimii bir izomorfizm ve

p:(T(X,Y)0;,°) > (T(X,Y)6;,0)
A: (6:T(X,Y),0) = (6,T(X,Y),0)

doniigiimleri sirastyla
(ab1)p = apb, (Vab, € T(X,Y)0;)

olarak tanimlansin. O zaman p ve A doniistimleri birer izomorfizmdir ve

T(X,Y)0; = T(X,YV)6,,
0,T(X,Y) = 6,T(X,Y)

olur.
Ispat: Symons (1975) ¢alismasindaki Theorem 2.2.” ye bakiniz. O
Lemma 3.2.5. Y; ve Y, sirasiyla X; ve X, kiimelerinin en az 3 eleman igeren alt kiimeleri olmak

lizere
(T(Xy,Y1)0) = (T(Xy,Y1)0) © X1\ V1| = |X; \ Yo, [V1]| = |V, dir. O

Teorem 3.2.6. T(X,Y;6;) = T(X,Y; 68,) olmasi igin gerek ve yeter kosul g € Sy ve h € Sy olmak
lizere 6, h = g6, olmasidir.

Ispat: Symons (1975) ¢alismasindaki Theorem 2.5.” e bakiniz. O

Sullivan (1975) galigmasinda

X X| =y
Z:{ ufal, IXIz]Y]| 22 XUY

Yufa}, [Y]=|X]

kiimesi i¢in T (Z), Z tizerindeki tiim doniigiimlerin yarigrubu ve w € T(Z) olmak iizere T(X,Y; 0)

yarigrubunun bir T(Z)® yarigrubunun igine goémiilebilecegini gosterdi. Burada S = T'(Z) igin
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S*=T(Z)?® olarak alimirsa T(Z)® yarigrubu, w elemanina gore T(Z) yarigrubunun varyanti
oldugunu hatirlayalim.
Bostan farkli (ayrik) herhangi iki X,Y kiimeleri i¢in Z = X UY olmak iizere Z kiimesi

tizerindeki tiim dontisimler yarigrubu T'(Z) yi g6z 6niinde bulunduralim. O halde

T(Z,)Y)={a €eT(Z):im(a) €Y}

kiimesi T'(Z) yarigrubunun alt yarigrubudur. Bu T'(Z, Y) yarigrubuna kisitlanmig imaj ile doniigiimler
yarigrubu denildigini hatirlayalim. Bu yarigrup hakkindaki ¢alismalara drnek olarak Fernandes ve
ark. (2016), Sanwong ve ark. (2020), Sun ve ark. (2016) ¢aligmalarini verebiliriz. T(Z,Y) yarigrubu
Symons (1975a, 1975b) ¢alismasinda tanitilmustir. T (Z, Y) yarigrubu regiiler yarigrup degildir.

F(Z,Y)={a €eT(Z):im(a) = Ya}

kiimesi T (Z,Y) yarigrubunun icerdigi en biiyiik regiiler alt yarigrubudur. Ayik ve Abusarris (2022),
T(X,Y;8) yarigrubunun T(X UY,Y) icine gomiilebilecegini gosterdi. Bu boliimde genellestirilmis
dontisiim yarigruplarimin izomorfik oldugu yarigruplar hakkindaki Ayik ve Abusarris (2022)
calismasinda bulunan sonuglar1 derleyecegiz.

Lemma 3.2.7. T(X,Y; 0) yarigrubu, T(X U Y; Y) yarigrubunun igine gomiilebilir.

Ispat: Z = X UY olsun. Her bir & € T(X,Y;6) olarak tanimlanan @ € T(Z,Y) déniisiimiinii goz

oniinde bulunduralim. Herhangi a, § € T(X,Y; 6) igin

@ p=asp
oldugunu gosterelim. Herhangi x € Z alalim. x € X ise

x(@+B) = x(a 500 B) = ((xa)8)p = (xa)f = (x@)f = x(@ o f)
olur. x € Y olsun. x& = (x8)a oldugundan

x(m) = x(a 0o ﬁ) = (x0)(aeoBop)
= (((x0)2)8) = ((xa)6)p
— @) = x(a )

elde edilir. Her iki durumda da a*pB =d&cf oldugu gorilir. T(X,Y;6) yarigrubundan,

T(X UY;Y) yarigrubuna birebir bir homomorfizm tanimlayalim.
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Y:T(X,Y;0) > T(Z,Y) doniisimii « € T(X,Y; 0) i¢in

ap =a

olarak tanimlansin. 1 donisiimiintiin birebir (1-1) bir homomorfizm oldugunu gostermeliyiz .
a,B €T(X,Y;0) icin ap = ise @ =p olur. Vx €Z icin x@ = xf olur. Ozel olarak
x€X (Z=XUY)igin x&@ = xf ise xa = xf8 olur. Béylece her x € X i¢in xa = xf olup a =
elde edilir. Boylece 1 doniisiimiiniin birebir doniisiim oldugu gosterilmis olur.

Y doniistimiiniin homomorfizm oldugunu gostermek i¢in , § € T(X,Y; ) olmak iizere

(ax B = ap o By

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde

(@«B)p=axB=acf=apopy
oldugundan 1 bir homomorfizmdir. Béylece v birebir bir homomorfizmdir. Oyleyse T'(X,Y; 6)
yarigrubu, T(X U Y;Y) yarigrubunun igine gémiilebilir. O

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e |X| = |Y| oldugunu kabul edelim.
Teorem 3.2.8. Eger 0:Y — X birebir bir dontisiim ise T'(X,Y; 6) yarigrubu, T(X,im@) yarigrubuna
izomorfiktir. Ozel olarak 8 doéniisiimii, hem birebir hem de érten ise T(X,Y; 8) yarigrubu, T(X)
yarigrubuna izomorfiktir.

ispat: ¢: T(X,Y;0) » T(X,im@) doniisiimiinii her a € T(X,Y; 6) icin

ap=ac0

olarak tamimlayalim. ¢ iyi tamimhdir. ¢ doniisiimiiniin  birebir oldugunu gosterelim.

a,B ETX,Y;0)icin ap = B¢ olsun. O zaman

ap=Fp >acf=F080
olur. Boylece her x € X igin

aocf=po0=(xa)d =(xp)O
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ve 6 doniistimii birebir olup
(xa)8 = (xB)0 = xa = xf

olacagindan a = f elde edilir. Béylece ¢ doniisiimii birebir olur.

¢ dontistimiiniin homomorfizm oldugunu gosterelim. a, 8 € T(X,Y; 6) elemanlar igin

(a*B)¢ = (ag) ° (BP)
oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ doniisiimiiniin tanimindan
(axB)p=(axB)eb=(acbof)ot=(acb)o(Bo08) = (ad)e°(BP)
olup ¢ dontistimi bir homomorfizmdir. Boylece ¢ birebir bir homomorfizm olup T(X,Y;0),
T(X,im#) igine gomiilebilir.

6: Y - im@ S X doniisiimiinii her y € Y eleman: igin y = y# olarak tanimlayalim. Dikkat

edilirse @, birebir ve 6rtendir. Her bir 8 € T(X,im@) i¢cin B o 61 € T(X,Y; 0) ve
(Bob)p=(Bob")o0=PLolimg =4
olup ¢ ortendir. ¢ , birebir drten bir homomorfizm olup
T(X,Y;0) = T(X,im6)
elde edilir. Ayrica eger 8 hem birebir hem 6rten ise im@ = X olup
T(X,Y;0) = T(X,X) = T(X)

elde edilir. O

Her x € im#@ igin xf~1 C Y alt kiimesini gdz 6niinde bulunduralim. Se¢gme aksiyomundan
dolay1 y, € x8~1 elemanim alip sabitleyelim. Y; = {y,:x € im8} |X| > |Y| ve |V;| = |imd|
oldugundan |X \ im@| = |Y \ ;| olup bir

p1:Y\Y, = X\imé

birebir dontistimii vardir. p: Y - X dontisiimii her y € Y igin

57



X, Y=Y X € imf
V1, diger durumlarda

yp = {
olarak tammlayalim. p,, birebir oldugundan (p doniisiimiiniin tanimindan) p doniisiimii birebirdir.

Ayrica imf < imp olur. Her bir ¢ € T(X,Y; 0) i¢in & € T(X) doniisimiini her bir x € X i¢in
xd = (xa)p

olarak tanimlayalim. Dikkat edilirse & € T(X,imp) dur. Dahasi, herhangi bir 6 € T(Y,X) i¢in

X € im(@) elemani segelim ve sabitleyelim. Her x € X i¢in

20 = {(xp_l)e, X € imp
B xo,  diger durumlarda

olarak tanimlanan © € T'(X) doniisiimiinii g6z 6niinde bulunduralim. Dikkat edilirse im8 S imp

oldugundan © € T(X,im(p)) olur. Yukaridaki notasyonla asagidaki teoreme sahibiz.

Teorem 3.2.9. Eger |X| = |Y] ise T(X,Y; 0) = T(X, im(p))° olur.
Ispat: Ayik ve Abusarris (2022) ¢alismasinda Theorem 2.3’ e bakiniz. O

3.3. Genellestirilmis Doniisiim Yarigrubunun Ranki

S bir sonlu dogurayli yarigrup olmak {izere S yarigrubunun rankinin
rank(S) = min{|B|: S = (B) ve B sonlu}

oldugu ve rank(S) elemanl bir doguray kiimesine minimal doguray kiimesi dendigini hatirlayalim.
Heseplanabilir cebirde en 6nemli arastirma alanlarindan birisi doniisiim yarigruplari gibi bazi 6nemli
cebirsel yapilarin rankini ve minimal doguray kiimesini bulmaktir. Doniisiim yarigruplarinin
rankinin ve minimal doguray kiimesinin bulundugu ¢alismalara 6rnek olarak Ayik ve ark. (2018),
Fernandes ve ark (2014) ve Sommanee ve ark. (2013) ¢alismalar: verilebilir. |Z| = mve |Y| = n ve
Y ©Z olmak iizere T(Z,Y) yarigrubunun rankini Fernandes ve ark (2014) c¢alismasinda
hesaplamustir.

S(m,n) ikinci tip Stirling sayis1, 2 < n < m — 1 olmak {izere

S(m,1) =S(m,m) =1
Simn)=S(m—-1,n—-1)+nS(m—-—1,n)

olarak tanimlanir. Fernandes ve ark (2014) ¢alismasinda S(m, n) Stirling sayis1 olmak tizere
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rank(T(Z, Y)) = S(m,n)

olarak bulmuslardir. Ayrica Sommanee ve ark. (2013) ¢alismalarinda |Z| = m ve |Y| = n olmak

iizere 2 <n <m—1i¢in
rank(F(Z, Y)) = nmn
olarak hesaplamiglardir.
Bu boliimde genellestirilmis doniisiim yarigruplarinin  doguray kiimeleri ve ranklari
hakkindaki Ayik ve Abusarris (2022) ¢alismasinda bulunan sonuglari derleyecegiz.
Bir S yarigrubunun bostan farkli bir T alt kiimesi i¢in

T? = {st:s,t €T}

olsun. X ve Y bostan farkli ayrik kiimeler olmak tizere 8:Y — X doniisiimiiniin im(6) kiimesinin

sonlu oldugunu kabul edelim. Aksi belirtilmedik¢e |im(0)| = r € N olarak alalim.
Teorem 3.3.1. |im(6)| = r € N olmak tizere
T(X,Y;0)? ={a € T(X,Y;0):|im(0)| < 1}
olur.
ispat: im(0) = {x1,x,,--,x,} ve T = {a € T(X,Y;6): [im(0)| < r} olarak alahm. Bu durumda
T(X,Y;0)% = T oldugunu gosterecegiz. a, f € T(X,Y; 0) igin
lim(a * B)| = |lim(a e 8o )| < [im(@B)| <r
oldugundan

axBETX,Y;0)>=>axBeETX,Y;0)2CT

olur. T € T(X,Y; 6)? oldugunu gosterelim. Herhangi bir a € T alalim. Kabul edelimki 1 <s <r

olmak iizere im(a) = {y;, ¥, -, ¥s} Ve 4; = y;a~ 1 igin
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()

olsun. O zaman her bir 1 < i < s icin bir tek z; € x;0 1 elemanim secelim ve

B=X \ {xl, X, xs_l} olmak tizere

(A1 Aso1 A _(¥1Xs-1 B
B - ) Yy =

Zy1 "t Zg—q1 Zg

dontisiimlerini goz oniinde bulunduralim. 8,y € T(X,Y; 6) oldugu agiktir. xg € B oldugundan

a:ﬁo@oy:ﬁ*)/ET(X,Y;e)z

olup T € T(X,Y; 6)? elde edilir. Béylece T = T(X,Y; 8)? ispatlanmus olur. O

1 < s <r+ 1 olmak tizere

Dy, ={a €T(X,Y;0):|im(0)| = s}

olarak tanimlansin.

Onerme 3.3.2. (i) Eger 6 déniisiimii birebir degil ise 0 zaman her 1 < s < r — 1 i¢cin Dy € D2, dir.

(i) Eger 6 doniisiimii birebir ve orten degil ise o zaman D, € D2, ; dir.

Ispat: Ayik ve Abusarris (2022) ¢alismasinda Onerme 3.2” e bakiniz. O

Herhangi bir S yarigrubunun herhangi bir A doguray kiimesi S\ $2 kiimesini igermek

zorundadir. Eger @ # S\ S? kiimesi S yarigrubunun bir doguray kiimesi ise S\ S? kiimesi

S yarigrubunun minimum doguray kiimesi olur.

Teorem 3.3.3. Eger 6 doniisiimii ne birebir ne de orten ise T(X,Y;0)\ T(X,Y;6)? kiimesi

T(X,Y;6) yarigrubunun minimum doguray kiimesidir.

Ispat: Herhangi bir « € T(X,Y; 6) elemanmi alalm. « € T(X,Y;6) \ T(X,Y;0)? ise ispat biter.

Eger a € T(X,Y;0)? ise Teorem 3.3.1." den dolay: |im(a)| <7 olur. 1 <s <r olmak iizere

a € Dy ise Onerme 3.3.2.” den a € D2, olur. Béylece @ = § * &' olacak sekilde §, 5" € Dy, vardir.

Bu prosediire §;, 65, *+,8; € D,-,4 olmak lizere

a =01 %0y x4
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olana kadar devam edilebilir. Yani bir 1<i<t igin &8, ¢ T(X,Y;6)? olur. Bdylece

a €E<T(X,Y;0)\ T(X,Y;6)? > olur. Ve

T(X,Y;0) =<T(X,Y;0)\ T(X,Y;6)% >

elde edilir. Dikkat edilirse T(X,Y;0)\ T(X,Y;6)? kiimesi T(X,Y;0) yarigrubunun minimum
doguray kiimesidir. O

m,n,r € Nigin |X| =m, |Y| =nve |[imf| =rolsun. 8:Y — X olmak tizere 6 orten degil
ise |[imf| = r < m ve @ birebir degil ise r < n oldugu agiktir.

Teorem 3.3.4. Eger 8 doniisiimii ne birebir ne de orten ise S(m, k) ikinci tip Stirling sayis1 olmak

uzere
min(m,n) 'S( k)
n:s(m,
rank(T(X, Y; 9)) = Z m
k=r+1 '
olur.

Ispat: @ orten degil ise |imf| = r < m ve @ birebir degil ise r < n oldugundan a € T(X,Y;8)
elemani igin |[ime| = min(m,n) olur. Eger 6 doniisimii ne birebir ne de Orten ise
Teorem 3.3.3.” den dolay1r T(X,Y;0)\ T(X,Y;8)? kiimesinin T(X,Y;8) yarigrubunun minimum

doguray kiimesi oldugunu biliyoruz. O zaman
rank(T(X,Y;6)) = |T(X,Y;0) \ T(X,Y;6)?|
sayisinit hesaplamaliyiz. Teorem 3.3.1.” den dolay1 |im(8)| = r € N olmak {izere
T(X,Y;0)? ={a € T(X,Y;0):|im(0)| <1}
oldugunu biliyoruz. O halde
TX,Y;0)\ T(X,Y;0)> ={a € T(X,Y;0):|lim(0)| =7+ 1}
olur. Boylece

TX,Y;0)\ T(X,Y;0)> ={a € T(X,Y;0):|im(8)| = + 1}
min(m,n)

T(X,Y;0)\ T(X,Y;6)? = U {a eT(X,Y;0):|lim(8)| = k}

k=r+1
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elde edilir. v + 1 < k < nigin P (Y) ile Y kiimesinin k elemanli tiim alt kiimelerinin kiimesi olsun.

Her bir U € P,(Y) igin X kiimesinden U kiimesine k!S(m, k) tane orten fonksiyon vardir.

[P ()] = (Z) oldugundan

rank(T(X,Y;0)) = [T(X,Y;0)\ T(X,Y;6)?|

min(m,n)
rank(T(X,v;0)) = | | ] (e eTC0Y;0):1im(0)] = k)
k=r+1
min(m,n)
rank(T(X,Y; 6)) = Z l{a € T(X,Y;0): |im(6)] = k}|
k=r+1
min(m,n)
rank(TCCY; 0) = Y () kSOm k)
k=r+1
min(m,n) 'S( k)
n: m,
rank(T(X, Y; 9)) = W

k=r+1

elde edilir. O

Teorem 3.3.5. Eger 6 orten fakat birebir degil (yani r = m < n) ise

rank(T(X, Y; 9)) = (:l)
olur.
Ispat: Ayik ve Abusarris (2022) ¢alismasinda Teorem 3.6” ya bakiniz. O
Teorem 3.3.6. Eger 6 birebir fakat orten degil (yani r =n <m) ise T(X,Y;60) = T(X,im6)

oldugundan
rank(T(X,Y;0)) = S(m,n)
olur.
Ispat: Fernandes ve ark. (2014) calismasindaki Teorem 2.3.” e bakiniz. O
Son olarak @ birebir ve 6rten olsun. 6 birebir ise T(X,Y;60) = T(X,im60) ve 0 orten ise
T(X,Y;0) = T(X) olacagindan

rank(T(X, Y; 9)) = rank(T(X)) =3

elde edilir.

62



4. SONUC

Bu tezde genellestirilmis doniisiim yarigruplar1 hakkindaki bazi ¢alismalar1 6zellikle de
Symons (1975) ve Ayik ve Abusarris (2022) calismasinda bulunan sonuglar1 derleyecegiz.
a,f € T(X,Y) olmak tizere T(X,Y) kiimesi tizerindeki ¢arpmay1

a*ﬁ:aoeoﬁ

olarak tanimlarsak (T'(X,Y),*) bir yarigrup olup bu yarigruba genellestirilmis doniisiim yarigrubu
ve " x" islemine sandvi¢ islemi denir. Ayrica genellestirilmis doniisiim yarigrubu (T'(X,Y),*)
yarigrubu T'(X,Y; 60) yada GT (X,Y; 0) seklinde gosterilir.

Eger X =Y ise 0 zaman T(X,Y;0) yerine T(X;0) yazilir. Eger 6 € T(X) doniisimii
X tizerinde birim dontisiim ise T'(X; 0) = T(X) olur. Genel olarak T(X,Y; ) yarigrubunun regiiler
olmadigini Magill (1966) calismasinda gosterdi.

S bir yarigrup olmak iizere a, S yarigrubunun bir sabit elemani olsun. Vx,y € S i¢in " *,

sandvig iglemi

X*gy=Xx"ay

olarak tanimlanisa (S,*,;) bir yarigrup olup bu yarigruba a elemanina gore S yarigrubunun
varyant1 denir ve S¢ ile gosterilir.
X #@Q,Y # @ iki ayrik kiime ve Z = X UY olmak iizere T(Z) kiimesi Z iizerindeki tim

doniisiimlerin kiimesi olsun. Buradan

T(Z,Y)={a €T(Z):im(a) €Y}

olarak tanimlayalim. T(Z,Y) kiimesi, T(Z) yarigrubunun bir alt yarigrubu olup bu T(Z,Y) alt
yarigrubuna, Kisitlanmis imaj ile doniisiimler yarigrubu (semigroups of transformation with
restricted range) denir.

T(Z,Y) yarigrubu Symons (1975a,1975b) ¢alismasinda tamtilmistir. T(Z,Y) yarigrubu
regiiler yarigrup degildir. Ayrica

F(Z,Y)={a €eT(Z) : im(a) = Ya}

kiimesi T (Z,Y) yarigrubunun igerdigi en biiyiik regiiler alt yarigrubudur.

S(m,n) ikinci tip Stirling sayisi, 2 < n < m — 1 olmak lizere
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S(m1)=S(m,m) =1
Simn)=S(m—-1,n—-1)+n.S(m—-1,n)

olarak tamimlanir. Dikkat edilecek olursa n!S(m,n) tane, m elemanh bir kiimeden n elemanh bir
kiimeye Orten fonksiyon vardir.

T(X,Y;0) olmak iizere a, f € T igin £, r, d bagintilarin sirasiyla

° a{’ﬁ & Oa = 9,8
o arf & af =po
e adf © 6ab =06p0

olarak tanimlayalim.

Herhangi bir affB alalim. aff © 0a = 6B < (6a)6 = (0B)0 olacagindan adf olur.
Benzer sekilde arf & af = 6 < 0(af) = 6(B6) olacagindan adf olur. O halde £ < d ve
7 € d elde edilir.

d,?,r bagintilar1 T (X, Y; 8) lUzerinde birer kongriianstir.

Symons (1975) ¢alismasindaki Theorem 1.7 de T(X,Y;0)/d =T(Y;0) oldugu
gosterilmistir.

Sullivan (1975) ¢aligmasinda

>
Z={XU{“}' X = Y] LEXUY

Yufa}, Y] =I[X]

kiimesi i¢in T(Z), Z tizerindeki tiim doniistimlerin kiimesi ve w € T(Z) olmak tizereT (X,Y; )
yarigrubunun bir T(Z)® yarigrubunun i¢ine gomiilebilecegini gosterdi. Burada S = T(Z) igin
S =T(Z)?® olarak aliirsa T(Z)® yarigrubu, w elemanma gore T(Z) yarigrubunun varyanti
oldugunu hatirlayalim.

Bostan farkli (ayrik) herhangi iki X,Y kiimeleri i¢in Z = X UY olmak iizere Z kiimesi

tizerindeki tiim doniistimler yarigrubu T (Z) yi géz oniinde bulunduralim. O halde

T(Z,)Y)={a €eT(Z):im(a) €Y}
kiimesi T (Z) yarigrubunun alt yarigrubudur. Bu T(Z, Y) yarigrubuna kisitlanmis imaj ile dontistimler
yarigrubu oldugunu hatirlayalim. Bu yarigrup hakkindaki ¢aligmalara drnek olarak Fernandes ve ark.

(2016), Sanwong ve ark. (2020), Sun ve ark.(2016) ¢alismalarimi verebiliriz. T(Z,Y) yarigrubu
Symons (1975a,1975b) ¢alismasinda tanitilmustir. T'(Z, Y) yarigrubu regiiler yarigrup degildir.
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F(Z,Y)={a €eT(Z) : im(a) = Ya}

kiimesi T(Z,Y) yarigrubunun icerdigi en bilyiik regiiler alt yarigrubudur. Ayik ve Abusarris (2022)
T(X,Y;0) yarigrubunun T(X UY,Y) icine gomiilebilecegini gosterdi. Eger 6:Y — X birebir bir
doniisiim ise T(X,Y; 6) yarigrubu, T(X,im#@) yarigrubuna izomorfiktir. Ozel olarak 8 doniisiimii,
hem birebir hem de orten ise T(X,Y; 8) yarigrubu, T(X) yarigrubuna izomorfiktir. Eger |X| > |Y]|
ise T(X,Y;0) = T(X, im(p))@ olur.

Doniistim yarigruplariin rankinin ve minimal doguray kiimesinin bulundugu c¢aligmalara
ornek olarak Ayik ve ark. (2018), Fernandes ve ark (2014) ve Sommanee ve ark. (2013) caligmalari
verilebilir. |Z] =m ve |Y| =n ve Y c Z olmak iizere T(Z,Y) yarigrubunun rankin1 Fernandes ve
ark (2014) ¢alismasinda hesaplamistir. Fernandes ve ark (2014) ¢alismasinda S(m,n) ikinci tip

Stirling sayis1 olmak iizere
rank(T(Z, Y)) = S(m,n)

olarak bulmuslardir. Ayrica Sommanee ve ark. (2013) ¢alismalarinda |Z| = m ve |Y| = n olmak

tizere 2 <n <m-—1igin
rank(F(Z,Y)) = n™™"

olarak hesaplamiglardir.
Son bolimde genellestirilmis doniisiim yarigruplarmin doguray kiimeleri ve ranklari
hakkindaki Ayik ve Abusarris (2022) ¢alismasinda bulunan sonuglari derledik.

Bir S yarigrubunun bostan farkli bir T alt kiimesi igin
T? = {st:s,t € T}

olsun. Bostan farkli ayrik X ve Y kiimeleri olmak tizere 6: Y — X doniisiimiiniin im(60) kiimesinin
sonlu oldugunu kabul edelim. Aksi belirtilmedik¢e |im(8)| =r € N olarak alalim.
lim(8)| =7 € N olmak iizere T(X,Y;0)? ={a € T(X,Y;0):|im(8)| <r} oldugu Ayik ve
Abusarris (2022) caligmasinda gosterildi.

Eger 6 doniisiimii ne birebir ne de &rten ise T(X,Y;0)\ T(X,Y;8)? kiimesi T(X,Y;8)

yarigrubunun minimum doguray kiimesidir.
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Eger 6 doniisiimii ne birebir nede 6rten ise S(m, k) ikinci tip Stirling sayis1 olmak {izere

min(m,n) | S( k)
n.s(m,
rank(T(X, Y; 9)) = Z rk)'
k=r+1 '

eger 6 orten fakat birebir degil (yani r = m < n) ise

rank(T(X» Y; 9)) = (77:1)

oldugu Ayik ve Abusarris (2022) calismasinda gosterildi.
Eger 6 birebir fakat 6rten degil (yani r = n < m) ise T(X,Y;08) = T(X,im#0) oldugundan

ve S(m,n) ikinci tip Stirling sayisi olmak tizere
rank(T(X, Y; 9)) = S(m,n)
oldugu Fernandes ve ark. (2014) calismasinda gosterildi.
6 doniisimiiniin burada bahsedilen 6zellikleri disindaki 6zelliklerine bagli olarak T'(X,Y; 0)

genellestirilmis  doniisiim  yarigruplarimin  benzer Ozellikleri bundan sonraki ¢aligmalarda

incelenebilir.
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