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OZET

INTEGRAL SINIR SARTLI SINGULER PERTURBE PROBLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI

TEMEL, Zelal
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Musa CAKIR
Eyliil 2023, 125 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, iki integral siir sartina sahip singiiler pertiirbe 6zellikli
problemler ve integral smir sartina sahip singiiler pertiirbe 6zellikli Volterra integro
diferansiyel problemler olmak tizere iki farkli tipteki problemler ele alinarak niimerik
¢Oziimler ortaya konulmaktadir.

Genel olarak, tez sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ele alinan
problemin tarihsel olarak ortaya ¢ikist ve hangi bilim dallarinda kullanildigi
verilmektedir. Ikinci boliimde, kaynak bildirisleri sunulmaktadir. Ugiincii boliimde, tez
icin yararlanacagimiz meteryal ve yontemler belirtilmistir.

Dordiincii boliimde, singiiler pertiirbe lineer ve lineer olmayan simir deger ve
baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimiinde kullanacagimiz bazi temel tanimlar
verilmistir.

Besinci boliimde, bir nimerik metod kurularak ikinci mertebeden lineer singiiler
pertiirbe probleminin ¢dziimii verilmistir. Oncelikle, singiiler pertiirbe problemin ¢oziimii
i¢in agik sinirlar olusturulmustur. Ayrica, Bakhvalov (Diizgiin olmayan) sebekesinde bir
fark semasi1 kurulmustur. Daha sonra, maksimum normdaki pertiirbasyon parametresi
gozoniinde bulundurularak bu fark semalarinin diizgiin yakinsamasi kanitlanmistir.
Ayrica yontemin etkinligi, 6rnekler iizerinde gosterilmistir.

Altinci boliimde, lineer olmayan singiiler pertiirbe probleminin hesaplanabilmesi
icin Bakhvalov sebekede bir fark semasi kurulmustur. Fark semasinin diizgiin
yakinsakligi ispatlanmigtir. Kullanilan metodun etkinligini gostermek igin iki 6rnek
verilerek tablo ve grafikler sunulmustur.

Yedinci bolimde, integral sinir sarth lineer singiiler pertiirbe Volterra integro-
diferansiyel problemini ¢dzmek igin fark semasi verilmistir. Oncelikle, singiiler pertiirbe
problem igin agik sinirlar olusturulmustur. Ayrica, fark semasi bir diizgiin sebekede
kurulmustur. Daha sonra, pertiirbasyon parametresi g6zoniinde bulundurularak
maksimum normda bu fark semalarinin diizglin yakinsamasi kanitlanmistir. Son olarak,
yontemin etkinligi 6rnekler lizerinde gosterilmistir.

Sekizinci boliimde, lineer olmayan singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel
problemi g6zoniine alimmistir. Bu problem ve tiirevi igin Once agik smirlar
olusturulmustur. Ayrica, Shishkin sebekesinde fark semasi verilmistir. Son béliimiinde,
iki ornek {lizerinde yontemin etkinligi gosterilmistir ve problemin tablo verileri
sunulmustur.

Bu tezin son bdliimiinde, singiiler pertiirbe 6zellikli problemler ile yapmis
oldugumuz caligmalar ile ilgili literatiire yapilan katkilar ve daha Once yapilmis
calismalar ile karsilagtirmalara yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: Bakhvalov sebeke, Diizgiin sebeke, integral smnir sarta sahip sinir
deger problemleri, Shishkin sebeke, Volterra integro-diferansiyel denklem






ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF SINGULARLY PERTURBED PROBLEMS
WITH INTEGRAL BOUNDARY CONDITIONS

TEMEL, Zelal
Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Musa CAKIR
September 2023, 125 pages

In this thesis, two different types of problems, namely singularly perturbed
problems with two integral boundary conditions and singularly perturbed Volterra integro
differential problems with integral boundary conditions, are considered and numerical
solutions are presented.

Overall, the thesis consists of eight chapters. The first chapter presents the
historical emergence of the problem and the disciplines in which it is used. In the second
chapter, source statements are presented. In the third chapter, the materials and methods
that we will use for the thesis are stated.

In the fourth chapter, some basic definitions that we will use in solving linear and
nonlinear boundary value and initial value problems of singularly perturbed are given.

In the fifth chapter, the solution of the second order linear singularly perturbed
problem is given by establishing a numerical method. First of all, clear boundaries are
established for the solution and derivative of the singularly perturbed problem. Also, a
differential scheme has been established in the Bakhvalov (nonuniform) mesh. Then, the
smooth convergence of these difference schemes is proved by considering the
perturbation parameter at the maximum norm. In addition, the effectiveness of the method
has been demonstrated on examples.

In the sixth chapter, a difference scheme in the Bakhvalov mesh is established to
calculate the nonlinear singularly perturbed problem. Uniform convergence of the
difference scheme has been proven. Tables and graphs are presented by giving 2 examples
to show the effectiveness of the method used.

In the seventh chapter, the difference scheme for solving the linear singularly
perturbed Volterra integro differential problem with integral boundary condition is given.
First, clear boundaries are established for the singularly perturbed problem. Also, the
difference scheme is set up in a smooth mesh. Then, by considering this perturbation
parameter, the smooth convergence of these difference schemes at the maximum norm is
proved. Finally, the effectiveness of the method is demonstrated on examples.

In the eighth chapter, nonlinear singularly perturbed Volterra integro differential
equation is considered. For this problem and its derivative, firstly, clear boundaries are
established. Also, the difference scheme in the Shishkin mesh is given. In the last part,
the effectiveness of the method on two examples is shown and the tables data of the
problem is presented.

In the last part of this thesis, the contributions to the literature and comparisons
with the previous studies are given.

Keywords: Bakhvalov mesh, Boundary value problems with integral boundary
condition, Shishkin mesh, Uniform mesh, Volterra integro-differential equation
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1. GIRIS

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler, en yiiksek mertebeden tiirevlerin oldugu
ve katsayilarinda bir pozitif kiiciik parametrenin var oldugu problemler olarak
bilinmektedir. Bu tiir problemler i¢in, kiiciik parametrelere sahip olunmasi, uygun
niimerik ¢6ziim bulmada oldukga biiyiik sorunlar olusturmaktadir.

Bu pozitif kii¢iik parametrenin varligindan dolay singiiler pertiirbe problemlerin
¢oziimleri, tanim bolgesinde sinir kati olarak bilinen ince gecis katlarinda oldukca
diizensiz ve hizli bir sekilde degisirken, diger tanimli bolgelerde genellikle ¢ok diizenli
ve yavas degisir. Burada var olan bu diizensiz durum, singiiler pertiirbe problemlerdeki
¢Oziim i¢in, tamim bolgesinde sinirsiz tiirevlere sahip olmasina neden olmaktadir. Bu
durumda, bu sekildeki denklemlerin ¢6ziimlerinde ciddi sorunlar bas gostermektedir. Bu
ortaya ¢ikan zorluklar, niimerik ¢6ziimlerde de var olmaktadir. Bu nedenle, sebeke
adimlarinin giderek kiigiik degerler almasiyla yaklasik ¢6ziim genellikle kesin ¢6ziimden
iraksamaktadir. Genel olarak kullanilan metodlar, sinir katlarinin bulundugu ¢6ziimiin
davranigini taklit edemez ve bu nedenle kesin ¢oziimlerle karsilastirildiginda daha biiyiik
hatalara neden olmaktadir. Dolayisiyla, singiiler pertiirbe 6zelliklere sahip problemleri
¢ozmek i¢in uygun niimerik metotlarin kurulmasi biiyiik 6neme sahiptir.

Genel olarak klasik niimerik metotlar, problemin ger¢ek ¢oziimii i¢in uyumlu
niimerik sonuglar vermediginden dolay1 ayn1 zamanda bu tez calismasindaki gibi, bu tiir
problemleri ¢6zmek i¢in & parametresine gore diizgiin yakinsaklik sonucuna sahip sonlu
fark metodu gibi etkili niimerik metotlar kullanilmaktadir.

Bu singiiler pertiirbe 6zellige sahip denklemlere iligkin ilk ¢alismalar 1900’lerden
beri galigilmaya baglanilmistir. Singiiler pertiirbe problemler, miithendislik alaninda, tip
biliminde, fen bilimlerinde, 151k yayan dalgalar, iletisim hatlari, aerodinamik, osinografi,
meteoroloji, manyetik dinamik, kiitlenin hareketi, akiskanlar mekanigi, yayma teorisi,
kimyasal reaktor, elektrik akimi, plazmadaki elektron plazma dalgalari, reaksiyon-
difiizyon, aritilmis gaz dinamik, iyon akustik dalgalari, plazma dinamik ve bazi fiziksel
modellemelerde ortaya ¢ikmaktadir (Nayfeh, 1973; Doolan vd., 1980; Kevorkian ve Cole,
1981; O’ Malley, 1991; Miller vd., 1996; Farrel vd., 2000; Roos vd., 2008).

Singitiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel denklemlerin uygulamasi, bir¢ok

aragtirmaci tarafindan hem teorik hem de sayisal yonlerin incelendigi literatiirde son



zamanlarda ¢ok sayida ¢alisilmistir (Amiraliyev vd., 2007; Yapman vd., 2019; Liu vd.,
2020; Temel ve Cakir, 2023).

Gergek hayat durum problemlerini modelleyen ¢ogu diferansiyel ve integral
denklemin analitik ¢oziimlerinin bilinmedigi iyi bilinmektedir. En az karmagsik
problemler i¢in bile analitik ¢oziimleri hesaplamak zor bir istir. Sayisal yaklagimlar
boylece bu tiir problemlere yaklagmak icin en iyi alternatifi saglar. Ancak, bu
problemlerin ¢6ztimleri hizli salinimlar (katmanlar) ile karakterize edilen diferansiyel ve
integral denklemler i¢in klasik sayisal yontemler, bunlar1 verimli bir sekilde ¢cozemez.

Bu uygulama alanlarinin ¢esitliliginden dolay1, integral sinir sartlarina sahip
singiiler pertiirbe sinir deger problemlerini birgok arastirmaci ¢alismistir (Cannon, 1963;
Chegis, 1991; Adzic, 2000; Borovykh, 2002; Jankowski, 2002; 2004; Cakir ve
Amiraliyev, 2005; 2007; Amiraliyev vd., 2006; 2007; Cen ve Cai, 2007; Das ve Natesan
2013a; 2013b; Henderson vd., 2016; Cen vd., 2021; Debela ve Duressa, 2019; 2023; Liu
ve Yang, 2021).

Lineer ve lineer olmayan singiiler pertiirbe problemleri igin, farklar metodundan
yararlanilarak niimerik ¢6ziimler sunulmaktadir. Daha agik bir sekilde ifade edilir ise, bu
iki farkli yaklagim verilmektedir:

) Diizgiin sebekede tistel katsayili fark semalarinin kurulmast;
i) Sinir katlar1 i¢in kurallarla belirlenmis olan diizgiin olmayan sebekenin
tercihine gore olusturulan fark metotlaridir.
Iki tip yaklastmda amag, singiiler pertiirbe problemlerin ézelliklerini daha iyi bir sekilde
aksettirebilecek niimerik metodlarin olusturulmasidir.

Boylece, bu tez calismasinda asagidaki bi¢imde tanimlanan integral sartl singiiler
pertiirbe sinir-deger ve baslangi¢ deger problemleri ¢alisilmistir.

Bu tezdeki ilk ¢alismada, asagidaki iki integral sinir sarth ikinci mertebeden singiiler

pertiirbe 6zellikli diferansiyel problemi tizerine galisilmaktadir:

Lu = eu”(x) + a()u'(x) — b(x)ulx) = f(x), x € (0,1) (1.1)

l
u(©) = [ g:@udx+ 4 2)
0



l
1KD=£gAﬂu&Mx+R (L.3)

burada, 0 < € «< 1 singiiler pertiirbasyon parametresidir. A ve B verilmis sabitlerdir.
g1(x) ve g,(x) fonksiyonlar1 [0,l] araliginda siirekli fonksiyonlar, a(t) = a > 0,
b(t) = B > 0 ve f(t) fonksiyonlar1 yeterince diizgiindiir. Bu sartlar altinda, (1.1)-(1.3)
probleminin sadece bir tek ¢6ziimii elde edilir. € un kiigiik degerleri i¢in u(x) ¢oziimiiniin
genelde x = 0 civarinda bir sinir kat1 vardir.

Ikinci calismada, asagidaki iki integral smir sartli ikinci mertebeden singiiler

pertiirbe 6zellikli lineer olmayan sinir deger problemi iizerine ¢alisilmaktadir.

Lu = eu”(x) + a()u'(x) — f(x,u(x)) =0, x€(0,D), (1.4)
!
u(©) = [ g:@u@dx +4 (15)
0
!
u® = [ g:(Iu@dx + B, (L6)
0

burada 0 < € «< 1 singiiler perttirbasyon parametresi, A ve B verilen sabitlerdir. g, (x)
ve g,(x) fonksiyonlart [0,l] araliginda siirekli fonksiyonlar, a(x)=>a >0 ,
fonksiyonlar1 [0,1] ’de ve f(x,u) fonksiyonu (x,u) € [0,!l] X R araliginda yeterince
diizgiin fonksiyonlar olsun. Bu sartlar ile (1.4) - (1.6) probleminin sadece bir tek ¢oziimii
elde edilir. e’un kiigiik degerleri i¢in u(x) ¢6ziimiiniin genelde x = 0’da bir sinir kati
vardir.

Uciincii calismada, asagidaki integral sartli birinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe

ozellikli Volterra integro-diferansiyel problemi ele alinmaktadir:

t

Lu=¢eu'(t) + a()u(t) + f K(t,s)u(s)ds = f(t),
0

tel=(0,T], (L.7)



T
u(0) = f c(s)u(s)ds + 4, (1.8)

burada 0 < £ « 1 singiiler pertiirbasyon parametresidir. I = [0, T] olsun ve A verilmis
bir sabitdir, a(t) = a >0, c(t), f(t) ve K(t,s) fonksiyonlar1 sirasiyla I ve I X1
araliginda yeterince diizgiindiir. Bu sartlar altinda (1.7)-(1.8) problemi bir tek ¢6ziime
sahiptir. €’un kiigiik degerleri i¢in u(x) ¢éziimii genelde x = 0 civarinda bir sinir kat:
vardir.

Dordiincii ¢alismada, asagidaki sekilde integral sartli birinci mertebeden lineer
olmayan singiiler pertiirbe ozellikli Volterra integro-diferansiyel problemi ele

alinmaktadir:

Lu=eu'(t) + f(t,u(t)) + ftK(t, S,u(s))ds =0,
0

tel=(0,T], (1.9)

T
u(0) = f c(s)u(s)ds + 4, (1.10)
0

burada 0 < € « 1 singiiler pertiirbasyon parametresidir. I = [0, T] olsun ve A verilmis

bir sabittir. c(s), f(t,u) ve K(t,s,u) fonksiyonlar1 sirasiyla I, I xR ve I X I X R
araliginda yeterince diizglindiir. Ayrica Z—i > a > 0 olarak ifade edilmektedir. Bu sartlar

altinda (1.9)-(1.10) problemi sadece bir tek ¢oziime sahiptir. €’ nun kii¢iik degerleri igin,
u(x) ¢oziimiiniin genellikle x = 0 civarinda bir sinir kat1 vardir.

Genel olarak, bu calismanin amaci, pertiirbasyon parametresine birinci
mertebeden diizgiin yakinsakliga sahip (1.1)-(1.3), (1.4)-(1.6), (1.7)-(1.8) ve (1.9)-(1.10)
problemleri igin sonlu fark semasi1 kurmak ve yakinsaklik analizi vermektir.

Fark semalariin birinci mertebeden diizgiin yakinsamasi kanitlanmigtir. Kurulan
nlimerik yontem, her bir alt aralikta tek tip bir ag iizerinde yeni bir fark operatorii igerir.
Fark semasu, iistel temel fonksiyonlarin kullanimi ve agirlik ve kalan terimleri integral

formda olan ifadelerden olusturulmaktadir.



Bu kullanilan yontem, klasik yontemlere kiyasla ¢cok daha diisiik tam ¢oziim
tirevleri igeren bir yerel kesme hatasiyla sonuglanir ve dolayisiyla yakinsamanin
incelenmesini kolaylastirmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda, bildigimiz kadariyla su ana kadar ¢cok az sayida integral sinir
sartl singiiler pertiirbe 6zellikli problemler i¢in Bakhvalov (diizgiin olmayan), diizgiin ve
Shishkin (pargali diizgiin) sebekelerde fark semasi kurulmaktadir. Kullandigimiz
yontemin bir¢ok avantaji vardir, ¢linkli problemimizin tahmini i¢in daha az diizgiin sart
gereklidir. Dolayisiyla, niimerik metotlarin ¢oziimii igin kolay olmayan integral sinir
sartinin var olmasi ve ayni zamanda singiiler pertiirbe 6zellikte olmasi problemlerin
¢6zliimii i¢in kullanilan sonlu farklar metodu genellikle kullanishi ve etkilidir. Dolayisiyla,
yontem iyi sonuglar vermektedir.

Bu tezde yapilan ¢alismalardan yola ¢ikarak, integral sinir sartlari ile karigik tipten
ve lokal olmayan sarta sahip daha karmasik tipteki sartlar1 igeren singiiler pertiirbe
diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli singililer pertiirbe oOzellikli diferansiyel
denklemler de calisilabilir. Ayrica bu tiir problemler i¢in yakinsaklik orani ikinci

mertebeye cikarilabilir.






2. KAYNAK BILDIRISLERI

Singiiler pertlirbe diferansiyel denklemler iizerine son yillarda c¢ok sayida
caligmalar yapilmaktadir. Singiiler pertiirbe problemler, miihendislik alaninda, tip
biliminde, fen bilimlerinde, iletigsim hatlari, 151k yayan dalgalar, aerodinamik, meteoroloji,
manyetik dinamik, akiskanlar mekanigi, yayma teori, kimyasal reaktor, elektrik akimu,
plazmadaki elektron plazma dalgalari, osinografi, reaksiyon-difiizyon, kiitlenin hareketi
aritilmis gaz dinamik, plazma dinamik, iyon akustik dalgalari ve bazi fiziksel
modellemelerde ortaya ¢ikmaktadir (Kevorkian ve Cole, 1981; O’ Malley, 1991; Miller
vd., 1996; Farrel vd., 2000; Roos vd., 2008).

Kopteva ve O.Riordan (2010), pargali diizgiin Shishkin sebekesinin &nemli
ozelliklerinden bazilarini ele almiglardir. Niimerik analizde yer alan merkezi analitik
teknikler, belirli bir singiiler pertiirbe diferansiyel denklemler sinifi araciligiyla
aciklanmistir. Shishkin tarafindan tanitilan niimerik yaklasimin genelligi vurgulanmistir.

Samoilenko ve Martynyuk (1991), integral sinir kosullarina sahip diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin yaklasik olarak olusturulmasi ve arastirilmasi i¢in sayisal-
analitik bir ardisik yaklagim yonteminin uygulanmasi igin bir gerekce sunmustur.

Henderson vd. (2016), baz1 pozitif sabitler igeren Riemann-Stieltjes integral sinir
kosullar1 ile lineer olmayan ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemini
incelediler. Schauder sabit nokta teoremini ve iliskili Green fonksiyonlarinin bazi
Ozelliklerini kullanarak, bu problemin yeterince kiigiik sabitler i¢in en az bir pozitif
¢Ozliimii oldugunu gosterdiler. Daha sonra, pozitif ¢oziimlerin olmamasi icin yeterli
kosullar1 verdiler.

Ahsan vd. (2023), singiiler pertiirbe problemlerini baslangig, sinir, iki nokta,
integral ve ¢ok noktali integral sinir kosullar1 gibi ¢esitli sinir kosullari ile lineer olmayan
diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in daha yiiksek dereceli bir Haar dalgacik yaklagimi
gelistirdiler. Ayrica, yontemin teorik yakinsama ve hesaplama kararliligin1 sundular ve
lineer olmayan durumda, bir yari lineerlestirme teknigi benimsemislerdir.

Bu uygulama alanlarinin gesitliliginden dolayi, integral sinir sartlarina sahip sinir
deger problemleri birgok arastirmaci ¢alisilmistir (Prandtl, 1904; Nakhushev, 1985;
Smith, 1985; Sapagovas ve Chegis, 1987a; 1987b; Shishkin, 1990; Chegis, 1991;
Petrovic, 1991; Savin, 1995; Roos, 1998; Lin3 ve Stynes, 1999; Borovykh, 2002;
Jankowski, 2002; Nicoud ve Schonfeld, 2002; Linf3, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2005;



2007; Cen ve Cai, 2007; Nayfeh, 2011; Das vd., 2013a; 2013b; Henderson vd., 2016;
Sekar ve Tamilselvan, 2019a; 2019b).

Integral simir sarth singiiler pertiirbe problemleri i¢in varlik ve teklik konusunda
birgok g¢alisma yapilmistir (Cannon, 1963; Borovykh, 2002; Jankowski, 2004; Cen ve
Cai, 2007; Das ve Natesan, 2013a; 2013b).

Bir¢ok arastirmaci, integral sinir kosullari ile singliler pertiirbe diferansiyel
denklemler i¢in sayisal yontemler tizerinde ¢alismistir (Bakhvalov, 1969; lonkin 1977;
Kevorkian ve Cole, 1981; Chegis, 1988; Byszewski, 1991; Herceg, 1990; Herceg ve
Surla, 1991; Benchohra, 2000; Dunne vd., 2007; Kopteva, 2007; Andreev ve Kopteva,
2008; Kellogg vd., 2008; LinB3 ve Stynes, 2009; Cakir, 2010; Das ve Natesan, 2013a;
2013b; Arslan, 2017; Kudu, 2018; Kudu vd., 2018; Yapman vd., 2019; Kumar ve Kumar;
2020; Cen vd., 2021; Kumar ve Vigo Agular J, 2022; Liu ve Yang, 2022; Debela ve
Duressa, 2019; 2023).

Cakir (2016), integral smir kosullu singiiler pertiirbe yar1 lineer problemleri
pargali diizgiin bir sebeke (Shishkin tipi sebeke) ilizerinde sonlu bir fark yontemi
sunmustur ve yontemin ayrik maksimum normda bagimsiz olarak birinci dereceden
yakinsak oldugu kanitlamistir.

Cakir ve Amiraliyev (2005), lokal olmayan sarta sahip singiiler pertiirbe 6zelikli
sinir deger problemleri i¢in diizgiin sebekede fark semasini kullanarak niimerik ¢oziimler
gelistirmislerdir.

Amiraliyev ve Cakir (2002), integral sinir sarth singiiler pertiirbe simir deger
problemleri i¢in sonlu fark metodunu gelistirmislerdir.

Arslan (2020), singiiler pertiirbe ¢ok noktali sinir kosullarini i¢eren lineer olmayan
problemin en iyi yaklasgimini bulmak icin sonlu farklar yontemini sunmustur. Ayrica
Bakhvalov sebekesini kullanarak sonlu farklar semasi olusturdu ve hata tahminine
dayanarak, bu yontemin birinci dereceden, ayrik maksimum normda diizgiin yakinsak bir
yontem oldugunu kanitlamistir.

Munyakazi ve Kehinde (2022), lineer olmayan singiiler pertiirbe konveksiyon-
difiizyon problemlerini ¢d6zmek ic¢in niimerik bir yaklasim sundular. Yontemin,
logaritmik faktor disinda tekil pertiirbasyon parametresinden bagimsiz olarak, ayrik

maksimum normda birinci dereceden yakinsak oldugunu kanitlanmistir.



Debela ve Duressa (2019), integral sinir sartli singiiler pertiirbe gecikmeli
diferansiyel denklemi ¢6zmek icin iistel olarak yerlestirilmis sonlu farklar yontemi ele
almmuistir. Integral siir sartin1 ele almak i¢in Simpson kurali uygulamislardir ve énerilen
yontemin kararliligi ve diizgiin yakinsakligi kanitlanmstir.

Sekar ve Tamilselvan (2019b), integral sinir sartina sahip konveksiyon difiizyon
tipi liciincli mertebeden singiiler pertiirbe gecikmeli diferansiyel denklemler sinifi ele
almiglardir. Ayrica Shishkin sebeke lizerindeki sonlu farklar semasina dayanan sayisal bir
yontem sunulmustur ve Onerilen yontemin hemen hemen birinci dereceden yakinsak
oldugunu gostermislerdir.

Liu vd. (2020), lineer olmayan birinci mertebeden singiiler pertiirbe integral sinir
kosuluna sahip bir diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimiinii ele almiglardir. Yontem, bir
Euler formiilii ile tiretililmistir ve sebeke elde edilmistir.

Liu vd. (2021), integral sinir kosuluna sahip yari lineer singiiler pertiirbe
problemin sayisal ¢oziimil ele alinmistir. Diferansiyel denklemi ayriklastirmak igin,
Euler formiiliinii kullanarak ve integral sinir kosulu i¢in dikdortgen formiilii ile diizgiin
olmayan sebeke iizerine insa etmislerdir. Kesme hatasi analizi ve sebeke, esit dagilim
ilkesine dayali olarak, uyarlanabilir bir sebeke elde etmek igin uygun bir yontem
gostermislerdir.

Bildigimiz kadariyla, singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel problemler
icin sadece birkag arastirmaci sayisal yontemleri tartismiglardir. Ornegin, Kudu vd.
(2016), lineer birinci dereceden singiiler pertiirbe Volterra gecikmeli-integro-diferansiyel
problemler i¢in bir Shishkin sebeke iizerinde bir sonlu fark semasi olusturmustur.

Yapman ve Amiraliyev (2021), lineer olmayan bir singiiler pertiirbe gecikmeli
Volterra integro-diferansiyel problemler i¢in bir sonlu fark metodu sundular ve
pertiirbasyon parametresinde birinci dereceden diizgiin yakinsayan bir sebeke lizerinde
uygun bir fark semasi énerdiler.

Yapman ve Amiraliyev (2021), birinci mertebeden singiiler pertiirbe Volterra
diferansiyel denklemini ¢6zmek i¢in ikinci dereceden homojen (hibrit olmayan) tip fark
semastyla ilgilendiler ve yontemin diizgiin yakinsamasi gosterdiler.

Yapman ve Amiraliyev (2020), diizgiin olmayan sebeke tizerinde sonlu bir fark
semasi sundular ve semanin pertiirbasyon parametresinden bagimsiz olarak ayrik

maksimum normda birinci dereceden yakinsak oldugunu kanitladilar.



Kumar ve Kumar (2022), lineer olmayan singiiler pertiirbe Volterra integro
diferansiyel denklemini ele alarak, diizgiin olmayan bir sebeke tizerinde bir sonlu farklar
semasiyla ayriklagtirmiglardir. Sema, tiirev terimi igin ortiik bir fark operatoriinden ve
integral terimi icin uygun bir dikdortgen metodundan olusturmuslardir. Ayrica kii¢iik
pertiirbasyon parametresinde, diizgiin bir sekilde diizgiin fark semasi igin hata tahminleri

olusturmuslardir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Giris ve kaynak bildirisleri boliimlerine bakilirsa eger literatiirde integral sinir
sartli singiiler pertiirbe Ozelikli problemler ve integral sinir sartli singiiler pertiirbe
Volterra integro-diferansiyel problemler ile alakali etkili birgok calismanin oldugu
gozlemlenmektedir.

Bu tezde, meteryal olarak diisiiniilen bazi ¢alismalar, tezin kaynaklar kisminda iki
integral sinir sartli singiiler pertiirbe ve integral sartli singiiler pertiirbe Volterra integro-
diferansiyel problemleri igin verilmistir ve tez konusunda gegen bazi temel bilgileri
kapsayan kitaplar gosterilmistir.

Bu tez, 1. Giris, 2. Kaynak Bildirisleri ve 3. Materyal ve Yontem boliimleri ile
birlikte dokuz bolimden olusmaktadir.

Dordiincii  boliimde, tez c¢alismasinda g6zoniine aldigimiz siir deger
problemlerini ¢6zebilmek igin kullanacagimiz metodlarla ile ilgili bazi temel tanim, ve
lemmalar verilmistir.

Besinci boliimde, integral sartli ikinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe
diferansiyel problemleri igin fark semasmin kurulmasi, yakinsakligi ve hata
degerlendirmesi yapilmaktadir. Ayrica Bakhvalov sebekede fark semasi kurulmustur.

Altinct boliimde, integral sartli ikinci mertebeden lineer olmayan singiiler
pertiirbe diferansiyel problemi igin 6nce fark semasi kurularak, diizgiin yakinsamasi ve
hata degerlendirmesi yapilarak sonlu fark metodu sayesinde sonuglar elde edilmektedir.
Daha sonra, Bakhvalov sebekede fark semas1 kurulmustur.

Yedinci boliimde, integral sartli birinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe
Volterra integro-diferansiyel problemi i¢in fark semasi kurularak ardindan diizgiin
yakinsakligin1 ve hata degerlendirmeleri sonlu fark metodu yardimiyla yapilmaktadir.
Diizgiin sebekede fark semas1 kurulmustur.

Sekizinci boliimde, integral sinir sartli birinci mertebeden lineer olmayan singiiler
pertiirbe Volterra integro-diferansiyel problemi i¢in fark semasi kurularak diizgiin
yakinsamast ve hata degerlendirmesi yapilarak sonlu fark metodundan
yararlanilmaktadir. Daha sonra, Shishkin sebekede fark semasi1 kurulmustur.

Tezin son boliimde ise tezimizde yaptigimiz bu dort ana baglik altinda verdigimiz integral

siir sartli singiiler pertiirbe problemlerinin sonuglarini, literatiire etki edecek faydalarini



ve daha Once yapilmig literatiirde yer alan bazi ¢alismalarin karsilagtirilmasi

yapilmaktadir.
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4. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdliimde, fark semasmin olusturulmasinda faydalanilan, siirekli bolgede
tanimlanmis fonksiyonlar i¢in bazi temel tanimlar ve yardimci teoremler detayli bir

sekilde ele alinmaktadir.

Tanim 4.1 Diizgiin Sebekede Fark Tiirevleri

0 araligindaki v(x) fonksiyonunun diizgiin sebeke icin fark tiirevleri asagidaki

sekilde verilmistir (Samarskii, 2001).

a) vy = % esitligine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

b) vz = % esitligine birinci mertebeden geri fark tiirevi,

Vi —V;_ odqews o . . o . .
C) Vi = %h‘l esitligine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

Vit1—2V+tv;_ STy ool .. . g
d) veri = % esitligine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

Tanim 4.2 Diizgiin Olmayan Sebekede Fark Tiirevleri

0 araligimdaki v(x) fonksiyonunun diizgiin olmayan sebeke icin fark tiirevleri

asagidaki sekilde verilmistir.

Vi+1—V; . . o . . . . oe .
a) v,;=——— ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,
i+1

Vi—Vj— . . . . . . . .
b) wvg; = ‘h—‘l ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi,
i

VxitVzi . . . . . . ve .
C) Vgi= % ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,
VyitV%i - - g ¢ . o . .
d)  vezi = % ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

i

Ayrica, by = x; — x;_y Ve h; = "2 bigimindedir (Samarskii, 2001).



Tanim 4.3 Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

a) 2 araliginda sonlu sayida noktadan olusan pargalanisina bir sebeke denir. Bu sebekede

tanimlanan fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir.

b) 2 araliginda tanimlanan
w = {xi|0 = Xp <x1 <x2 < e < Xn—1 < Xy = l} (41)

ayrik noktalar kiimesine £2°da tanimlanan diizgiin olmayan sebeke denir. x; noktalarina

ise diigim noktalar1 veya sebeke diigiimleri denir. h; = x; — x;_; sebeke adimidir.

c) Diizgiin olmayan sebekede tamimlanan v; = v(x;) fonksiyonuna x; diigiim

noktalarindaki sebeke fonksiyonu denir (Amirali ve Amirali, 2023).

Tanim 4.4

v(x), 2 araliginda taniml1 herhangi bir siirekli fonksiyon olsun.
a) ™ () ifadesine 2 araliginda x ’e gore n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar kiimesi denir.
b)

n = < <
V]| 0.2 g)gg;cllv(x)l, 0<x<lI 4.2)

ifadesine 02 araliginda siirekli fonksiyonlar i¢in maksimum norm denir (Amirali ve

Amirali, 2023).

Tanim 4.5 Kararlilik

Lineer

Lu=f(x), x€G (4.3)
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denkleminin

lu = p(x), x €T (4.4)

kosuluna (sinir sartt veya baslangi¢ sart olabilir) uygun bir ¢6ziim bulunacagini
diistinelim, ayrica f(x), u(x) fonksiyonlari belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonlart), [
belirli bir lineer diferansiyel operatdr olsun. G = G U T bolgesinde herhangi bir w, =
wp U 1, sebekenin kuruldugunu varsayarsak, burada wy, -i¢ sebeke, [, -sinir sebeke
(sebeke smir noktalar1 kiimesi), h ise sebeke diigimleri i¢in yogunlugu ifade eden

parametredir (sebeke adimi). (4.3)-(4.4) problemine karsilik
Lyy = @n x € wp, (4.5)

lhy = Xn, x €1y (4.6)

fark problemi olsun.

(4.3)-(4.4) fark problemi, belirli siniflardan olusan her bir ¢, X; baslangi¢ veri
fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiigiilk h < hy i¢in bir tek ¢6ziim var oldugunu diistinelim.
(4.3)-(4.4) probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlar1 @), X, olan ¢oziimiinii y olarak
verelim.

Eger , h’a bagli olmayan C;, C, sabitleri var ise, yeteri kadar kiigiik h < hy igin
7= ¥lli < Cillén — @nllz + Co[|Xn = Xal|, @4.7)

esitsizliginin sagladigini varsayalim, O halde (4.5)-(4.6) fark semasi sag tarafina ve sinir

(veya baslangic) sartina gore kararhidir denir (Samarskii, 2001).
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Tanim 4.6 Yakinsaklik

u, problemin bir kesin ¢oziimii ve y ise herhangi bir sebekedeki ele alinan
probleme uygun fark probleminin bir ¢6ziimii olsun. z = y — u, hata fonksiyonu olarak
verilmektedir.

Varsayalim ki, h = 0 oldugunda ||z|| o = ||y — ul|l; = 0 ise bu durumda y

fark problemin ¢6zliimii u probleminin ¢dziimiine yakinsiyor denir (Samarskii 2001).

Tanim 4.7 Diizgiin Yakinsaklhik

u(x) diferansiyel problemin ¢6ziimii, y; uygun fark probleminin ¢6ziimd, ||. || ise

belli bir sebeke normu olsun. Eger £’dan ve h’dan bagimsiz bir C sabiti i¢in
ly —ull< Ch?, p >0 (4.8)

seklinde bir esitsizlik s6z konusu ise, bu durumda yaklasik ¢dziim kesin ¢oziime

O (hP) hiziyla &’a gore diizgiin yakinsaktir denir (Amirali ve Amirali, 2023).

Lemma 4.1 Farz edelim ki, v(x), v(x) € C[0,1] n C?(0,1), Lv(x) =0 (0 < x < I),
v(0) = 0, v(l) = 0 ifadelerini saglayan fonksiyon olsun. Boylece v(x) =0 (0 < x <

D) olur.

Ispat. Aksini ispatlayalim. Eger, v(x,) = 0, v(l) = 0 olduguna gére dyle x, ve x;
noktalar1 vardir ki v(xy) =0, v(x;) =0, v(x) <0 (xy < x < x;7) >dir. Boylece, bir

& € (xp, x1) noktast vardir Ki,

V(x1) - 277((x0 + X1)/2) + V(xo) >0
(Cer — %0)/2)? = (4.9)

v'(§) =

olur. Bu durumdan ve v(§) < 0 olmasindan dolay1 Lv(¢) < 0 olur. Béylece Lemma 4.1

ifadesi ile gelismis olur (Amirali ve Amirali, 2023).
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Tanim 4.8

€ = 0 sart1 i¢in P, probleminin ¢6ziimii i¢in, bagka bir bi¢gimde L(uy,0) =
0 esitligiyle tanimlanan problemin ¢6ziimii, u, oldugunu varsayalim. P, problemine

uygun indirgenmis problem denir.

Dolayisiyla, P, indirgenmis problemi, verilen problemlerle ayni bigime ve ayni
mertebeye sahip ise, ayni zamanda her iki problemin de bir tek ¢Oziimii var ise P,
problemine regiiler pertiirbe olmus problem, aksi takdirde singiiler pertiirbe olmus
problem denir (Amirali ve Amirali, 2023).

Tanim 4.9 Sitmr Kati

Singiiler pertiirbe problemlerinin ¢dziimlerinin ¢ok hizli degisebildigi herhangi bir
secilen sinir noktasinin komsulugu, bu smir noktasinin bir smir kati olarak tanimlanir.
Sinir katinin var oldugu durumlar disindaki stel kiigiik degerleri olan fonksiyonlara ise
siir kat1 fonksiyonu denir. Baslangig-deger problemleri i¢in kullanilan sinir katina ise
baslangic kati1 denir (Amirali ve Amirali, 2023).

Boyle bir ikinci mertebeden singiiler pertiirbe reaksiyon-difiizyon-konveksiyon

problemi verilsin;

eu" (x) + p)u' (x) + qg()ulx) = f(x) (4.10)

u(@) =0, u(b)=1 (4.11)

Burada singiiler pertiirbeli diferansiyel denklemin sinir kati1 durumlari agsagidaki tablo da

verilmistir (Kadalbajoo ve Gupta, 2010).
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Cizelge 4.1 Singiiler pertiirbe diferansiyel denklemin sinir kati durumlari

p(x)’in durumu Coziimde goriilen
degisim
p(x) # 0 p(x) <0 x = a noktasinda sinir
kat1
p(x) #0 p(x) >0 x = b oktasinda sinir
kat1
p(x) =0 q(x) >0 xX=avex=»
noktalarindaki sinir kati
p(x) =0 q(x) <0 Hizli salinimli ¢6ztim
p(x) =0 dgg(izt)i; iliirr:; Klasik doniim noktasi
Sinir kat1 yok ya da
! ! y y
p (x) # q(x) p'(0) <0 x = 0 da i¢ smir kati
var
p(0)=0 p'(0) >0 X = avex = b desmir

kati var x = 0 daig
sinir kat1 yoktur.

Tanim 4.10 Bariyer Fonksiyonu

Diferansiyel problemlerin ¢oziimlerini degerlendirebilmek igin problemlerin
baslangic verilerini ele alarak maksimum prensibi ile kullanilan fonksiyonlara bariyer

fonksiyonu denir (Doolan vd., 1980).
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Tanim 4.11 Kuadratiir Formiilleri

Problemin ¢6ziimii i¢in olusturulan fark semalarinin olusturulmasi ve incelenmesi
icin asagidaki sekilde kuadratiir formiilleri ele alinacaktir (Amiraliyev ve Mamedov,
1995; Amirali ve Amirali, 2023).

b b
f p(0)f(x)d = U p(x)dxl {of(b) + (1 - o)f(a)}

b
+ f(a;b) f (x — x@)p)dx + R(). (4.12)

Burada, o reel bir parameter olsun, p(x) € [a, b] araliginda bir agirlik fonksiyonu olarak

tanimlanmaktadir.

b b
R(f) = f dxp(x) f £ (E) Ky (x, E)dE, f € CT,

n = 1lveya?2, (4.13)

_ b b

R == [ dw'@ [ fOOK O, fecnn

=1lveyan=2 (4.14)

_ b b
RN == [ e [ FOOK O, f € Clab) (4.15)

Ayrica,

Ko(a,§) = Ko(b,§) =0, (4.16)
Kl(a: f) = Kl(b’ E) = Kl( X, a) = Kl(x' b) = 0 (417)
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ve
Kl(x’ E) = Kl(fl X) (418)

oldugu kolayca goriilebilir.
b a+b_ (b .
| peareodx = rE [ e+ R, (@.19)
a a
burada

b b
R*(f) = f dxp(x) f £ Ky (x, ) de

+ (n—1)f(a; b) Lb (x — #)p(x)d(x), n

=1lveyan=2, (4.20)

K8 =Tt -9 - T (32 ~¢)

+(b—a) (b —&)F (QTH’ - x>, s=0,1. (4.21)

Tanim 4.12 Dikdortgen Metodu

[a,b] araliginda {x; =a+ih, i=0,1,..,n; h=(b—a)/n} digimlerini
verelim. Genellestirilmis dikdortgen formiilii asagidaki sekilde verilir (Amirali ve

Amirali, 2023):
fa Fodx = hif (%1) + RO (4.22)

ve
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n h3 n
R(f) = Z Ri(f) =2 Zf”(ru) (4.23)

Tanim 4.13

Landau gosterimi denen o ve O gosterimini (“biiylik oh” ya da “genis oh”™)
tanitalim: f ve g reel (veya kompleks) sayilar kiimesinin bir D € X — Y alt kiimesi
tizerinde bir fonksiyon olsun. X =Y = R. A’y1 D bdlgesinin bir alt kiimesi olarak alalim
(Nayfeh, 1973).

Eger, |f(x)| < M|g(x)|, Vx € A igin M > 0 sayilar1 varsa, bu durumda f’ye
A tizerinde g mertebesinden denir ve onu f(x) = 0(g(x)) ile gosteririz. g ’nin
mertebesi, A iizerinde g ile asimptotik olarak daha kiiglik veya esit diisiiniilebilen tam

fonksiyonlarin siniflaridir. Esdeger olarak, g(x), A iizerinde sifirdan farkl: ise,

f(x)
g(x)

Sup
XEA

< o, (4.24)

yani |§| , A tuzerinde sinirhidir (Nayfeh, 2011).

Ornek 4.1

_ Sinx
lim——=1 (4.25)

x>0 X

oldugundan x — 0 i¢gin sin(x) = O(x) olarak gosterilir.

Tanim 4.14 Herhangi € > 0 igin X,

z€U.NA=|f(2) <elg(2)] (4.26)
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olacak sekilde U, un 2z, komsulugunuda igeriyorsa, 0 halde A c X, i¢in de z — z,
olursa f’e g’nin kiigiik mertebesi denir ve z — z, iken f(z) = o(g(2)) olur. Aym

bigimde, eger g, z, yakininda sifirdan farkli ise ve z, € A i¢in f(z,) = 0 oldugunda

lim @ _
1I = 4.27
" 9 2
yazilabilir (Nayfeh, 1973).
Ornek 4.2
I sinx| 0
ey —| > (4.28)

oldugundan x — 0 i¢in sin(x) = o(1) olarak gosterilir.

Tanim 4.15 Integral Denklemler ve Siniflandirilmast

A bir parametre olacak sekilde,

B(x)
u(x) = f(x)+ 4 J K(x, u(t)dt (4.29)

a(x)

bigiminde yazilabilen denklemlere integral denklem denir. Burada K(x,t)
fonksiyonu ¢ekirdek fonksiyonudur ve a(x) ve f(x) integral simrlari olarak
adlandirilir. Bu integral denklemler gesitlerine gore siniflara ayrilir.

1. Homojen olmayan lineer Volterra integral denklemi asagidaki sekilde verilir;

u(x)=fx)+ 1 f K(x, yu(t)dt. (4.30)

2. Homojen lineer Volterra integral denklemi asagidaki sekilde gosterilir;
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X
() = 2 f K (x, Du(o)d. (4:31)
a
3. Lineer olmayan Volterra integral denklemi asagidaki bigimde verilebilir;

uG) = £G) + 4 | Kt u(de (4.32)

Ayni zamanda, 6zelliklerine gore integral denklemler, birinci gesit ve ikinci gesit
denklemler olacak bi¢imde gosterilir. Ikinci ¢esit Volterra integral denklemi asagidaki

sekilde verilir;
u(x) =f(x)+ 2 f K (x, yu(t)dt. (4.33)

Birinci cesit Volterra integral denklemi asagidaki bicimde verilebilir;

0=f(x)+1 f K(x, u(t)dt; (4.34)

(Wazwaz, 2010).

Tanim 4.16. Gronwall Egitsizligi

y; = 0 fonksiyonu

j

yisa+t Tz{akyk + b Yi-1fk} (4.35)
k=1

Yosa (4.36)
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esitsizlikleri saglansin. Bu durumda

y; < aP; +TZ 11— Pk, j=12,.. (4.37)

olur.

Eger, ayrica a;, = ¢, = sht, b, = ¢; = sbht ise, 0 zaman

yj < aexp

(co + c1)t; Z foex (ot c)tji c1)tj-
1 —1¢ 1—TC L T p— 1—1'60 J

=12,.. (4.38)

olur (Amirali ve Amirali, 2023).
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5. IKi INTEGRAL SINIR SARTLI LINEER IKINCIi MERTEBEDEN
SINGULER PERTURBE OZELLIKLi SINIR DEGER PROBLEMI

Burada ki ¢alismada asagidaki sekilde iki integral sinir sarth singiiler pertiirbe

Ozellikli sinir deger problemi ele alinmaktadir.

Lu = eu'"(x) + a(x)u'(x) — b(x)u(x) = f(x), x € (0,D), (5.1)

l
wm=fguﬂwww+A, 5.2)

l
uo=fgxwmmw+3. 5.3)

0

burada 0 < € «< 1 singiiler pertiirbasyon parametresi, A ve B verilen sabitlerdir. g, (x)
ve g,(x) fonksiyonlar [0, [] araliginda siirekli fonksiyonlar, a(x) > a >0, b(x) =
B >0, f(x), g1(x) ve g,(x) fonksiyonlar1 [0,l] bolgesinde yeterince diizgiin
fonksiyonlar olsun. Bu sartlar ile birlikte (5.1) - (5.3) problem sadece bir ¢6ziime sahiptir.

€ ‘un kiigiik degerleri i¢in u(x) ¢6ziimiiniin genellikle x = 0 bolgesinde ¢éziimii vardir.

5.1 Siirekli Problem

Burada (5.1) - (5.3) problemini ¢6zebilmek i¢in bazi degerlendirmeler verecegiz.
Bu degerlendirmeler sonraki boliimlerde kullanacagimiz uygun niimerik ¢oziimlerin

analizinde yardimer olmaktadr.

Lemmab5.1 a(x), b(x), f(x) ve g(x) € C[0, ] alalim ve u(x) fonksiyonu, (5.1) - (5.3)

probleminin ¢éziimii olsun ve

l
r = [10@l +1g:0hdx <1 (5.4)
0



sart1 saglansin. O zaman asagidaki esitsizlikler saglanir:

[ull, < Co, (5.5)

ve

, 1 _ax
|u(x)|SC 1+-e €, 0<x<l (5.6)
€
burada C, asagidaki sekilde elde edilir,
Co = (1=y)71(1Al + 1B + @ Ifll)Ju]|_ < Co. 5.7)

Ispat. 11k olarak, (5.5) esitsizligini ispatlayacagiz. Burada (5.1) - (5.3) problemi igin
Lemma 4.1’den maksimum yontemini gozoninde bulunduracagiz. (5.1)’de L bir
diferansiyel operatér ve ve C2[0,1] olsun. Eger 0 <x <! icin v(0) =0, v(l) =
Ovelv<0ise 0 zaman 0<x <! igin v(x) =0 olur. (5.1)-(5.3) problemi igin

maksimum prensibi kullanilirsa

lu@)| < [u()| + [uDl +a ' Iflle, x€[0,1] (5.8)

esitsizligini aliriz. Daha sonra (5.2)-(5.3) sinir sartlarindan

l
[u(0)] < |A] + j 192 (O ()l dx (5.9)
0

ve

l
()] < 1B] + j 192 (O u(x)ldx (5.10)
0

yazabiliriz. (5.9) ve (5.10) esitsizliklerini (5.8) da yerine yazarsak,

26



lu()| < |4l +|B|

L l
; f 191 (0 |u(x)|dx + f 192 dx + @ If [l
0 0
l
< 141 +181 + marlu@) [ lgy@ldx
’ 0
l
+maxlu@! [ 1g:0ldx + @ If L.
’ 0
l
<Al + 1Bl + ||u||mj 19100 dx
0

l
el f 192(O1dx + aIf I (5.11)
0

elde edilir. Boylece,

l l
(1—f Igl(x)ldx—j |92(0)1dx) lullew < A+ 1Bl + @ HIflle
0 0

l l -1
lulle < <1 - (f |91 (x)[dx +f Igz(X)Idx)> (1Al + |B]
0 0

+ a7 Iflle)
<@A-»7UAI+ Bl +a lIflle) (5.12)

esitsizligini buluruz. Burada y asagidaki bi¢gimdedir:

l
y = j (192G + 1920 Ddx < 1. (5.13)
0

Boylece (5.5)’i ispatlamis oluruz. Simdi ise (5.6)’nin ispatin1 verelim: (5.1)

denklemini asagidaki gibi yazabiliriz:

eu’ (x) + a()u'(x) = F(x). (5.14)
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Burada F (x)’i asagidaki sekilde verebiliriz:
F(x) = f(x) + b(x)u(x). (5.15)

(5.14) denkleminden u'(x) = v(x) alirsak,

v’ (%) + a(x)v(x) = F(x) (5.16)

yazabiliriz. (5.16) denkleminden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

_1x 1r* 1
v(x) = v(0)e e *O 4 = jo F(§)e el 4% g, (5.17)
Buradan,
u'(x) = ur(o)e—%f;a(‘r)d‘r +1 xF(f)e_%ffxa(T)deE
4 A (5.18)

bulunur. (5.18)’deki u'(0) o0zdesligi igin bir degerlendirme sunacagiz. (5.18)

esitsizliginin [0, [] bolgesinde integrali alinirsa,

l l
- [ guedr + [ gouedx+5 -4
0 0
l 1 x
= u'(O)J e "eho AT gy (5.19)
0

1 l rx _l x
’ _j j F(§e el O dedx
€Jo Jo

elde edilir. (5.19)’dan u'(0) ’1 ¢ekersek,

u'(0) = (5.20)
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B 1 ! 1 —%f;a(‘r)dr
B—A+ [, g1(x)u(x)dx + [ go(x)u(x)dx s Jo Iy F(©e dédx

I8 emEh T gy
0
esitligini buluruz. (5.20)’deki integralleri sirastyla degerlendirelim. ilk énce paydadaki

integrali ele alalim

=5e (6%0e>0,  a=maxlat)) (5.21)

esitsizligi elde edilir. Simdi ise (5.20)’deki pay kismindaki integralleri degerlendirelim.

Bu integrallere ortalama deger teoremini uygularsak,

1t” L
o[ | Fe ek O agax
0 Y0
l rx 1 x l rx
g—”F”‘”jj e‘Eff"‘defde—”F”ij e s dgdx
e Jo Jo € Jo Jo

Flloe ! _ax
S&—j [1—e s]dx
e al,

1tor* —%fxa(‘r)dr
<[ 1 Ir@eek O agax

: _ax
=a 1”F”°°j; [1—e S]dx

< a 2ellFllo (1-7%) < IFllC < G, (5.22)

ve

l

l
j 91 ) dx + f 92 (Oux)dx
0 0

l l
< j 19200 lu(x)ldx + f 192 (0 lu()ldx
0 0
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l l
Sma]xlu(x)l< f 1920 ldx + f |g2<x)|dx)

[0]

l l
< ||u||oo<f Igl(x)ldx+f Igz(x)ldx>
0 0

<, (5.23)

esitsizliklerini bulmus oluruz. (5.21), (5.22) ve (5.23) bagmtilari, (5.20)’de yerine

yazilirsa,

|[Al+|Bl+ C2+|IFllooCy
Se

[u'(0)] <

G
=-,
&

(5.24)

esitsizligi bulunur. (5.18) esitliginin mutlak degeri alinirsa,

1 x 1 X 1 x
lu'(x)| < |u'(0)|e—§fo a(r)dt +EJ IF()|e eff a(‘t:)d‘rdf
0

C 1x 1 X 1x
< 2Tl F, [ e kg
& & 0

ax 1 X a
ZeTT 4Pl [ e7F O
€ € 0

=Ze T +C (5.25)

elde edilir. (5.25) esitsizligi (5.6) esitsizligini saglar. Boylece Lemma 5.1’in ispati

tamamlanmis olur.

30



5.2 Fark Semasinin Kurulmasi
Bu boliimde, (5.1)-(5.3) singiiler pertiirbe 6zellikli problem igin bir sonlu fark
semas1 verecegiz. Simdi, [0,[] bolgesinde asagidaki sekilde bir wy diizglin olmayan
(Bakhvalov) sebekenin tanimini verelim:
(UN = {0 < x1 < xZ < e < xN_l < xN = l, hi = xl' _xl'_l, i = 1,2, ,N} (526)
ve
Burada, (5.1) ve (5.3) singiiler pertiirbe 6zellikli problemi ¢dzebilmek icin diizglin

olmayan (Bakvalov) sebeke iizerinde tanimlanan sonlu bir fark metodu kullantyoruz.

Bakvalov sebeke mantig1 asagidaki dogruda gosterildigi gibidir,

Sekil 5.1 Bakhvalov sebeke gosterimi

N sayist i¢in, Bakhvalov sebeke [0, 0] araliginda zﬁ—i_ 1 noktaya ve [o,(]

araliginda zﬂ + 1 noktaya boliiniir. Burada,

0 = min {é,a‘lsllnel}, (5.28)

bir gecis noktasi olarak verilir.

(5.1)-(5.3) probleminin  u(x) yaklasik ¢o6ziimii Bakhvalov sebekede
hesaplanacaktir. [o, [] aralig1, ikiye boliinebilen bir pozitif tamsayr olan N igin iki alt
araliga [0,0] ve [o,l] boliniir. Dolayisiyla, sirasiyla [0,0] ve [o,l] 'de h; adim

boyutunu belirtirsek, sebeke noktalar1 agagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
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x; € [0,0]:x; = —a”leln [1 -(1- e)%i , =0, ...,g, (5.29)
o< é durumu igin,

al :
x; = —a leln [1 - (1 - e_E> 2] , 1=0, ,E (5.30)
N 2

! ..
o= durumu igin,

5 € llixy=o+({—-Dh i=2+1..,N (5.31)
ve
__2(l-0)
h=—— (5.32)
(5.1) denklemi i¢in fark metodunun yaklagimi asagidaki 6zdeslikle baslayacagiz:
i Xi+1
h;” f Lu()y;(x)dx
Xi-1
R FEOW (Y, i =12,.,N -1 (5.33)
Burada y; (x) asagidaki gibi tanimlanan baz fonksiyonlaridir:
lIJi(l)(X), Xi—q1 < x < Xxi,
Wi (x) = 1|Jl-(2)(x), X <X < Xjpq, (5.34)
0, X & (Xi-1,Xi41)-
Burada L|Jl-(1) (x) ve LIJi(Z) (x) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin
¢Ozlimleridir:

P;"(x) =0, x4 <x<x;, (5.35)

Wi(xi-1) =0, Yi(x) =1 (5.36)
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ve
P;"(x) =0, x; <x<xi41, (5.37)
Yi(x) =1, Pilx41) = 0. (5.38)
LlJi(l) (x) ve LlJi(Z) (x) fonksiyonlari

U0 =5 P == (5-39)

seklinde acik bir sekilde ifade edilmektedir. Ayrica,
R WP @dx + @ (0dx = 1 (5.40)
oldugu goriilmektedir. (5.33) bagintisinda, Lu yerine (5.1) denklemi yazilirsa,
R e QO () dx + T [ aGou (0 () dx
—n; 7t f;‘ bG)uC)Y; (x)dx = h; ™t f;‘iij FOOW;(x)dx, i=12,..,N—1 (5.41)

esitligi elde edilir. (5.41)’de ki esitligin sag tarafindaki birinci integrale kismi integrasyon

uygulayarak ve diger integraller yeniden diizenlenirse,

Xit

xi ! 1 !
—eh; J ' COY Y () dx — ekt J u GO (x)dx
xi_l pe

i

Xi
+a;h; 7t J u' GO P (x)dx
Xi-1
1 Xi+1 Xi
ran [ WP 0odx b | un® (dx
Xi Xi—1

Xi+1
+ b7t f u()Y; P (x)dx
X
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= fily ™t [2 i(6)dx - R®, i=12,..,N-1 (5.42)

elde edilir.

Ri(l) kalan terimi asagidaki bigimde tanimlanmaktadir.

R =n [ a() — aGe) b (0w (dx, i =12,..,N = 1. (543)

(5.21)’de ki integrallerin her biri igin (x;_q, x;) ve (x;, x;4+1) araliklarinda Tanim

4.11” de ki kuadratiir formiilleri uygulanir ise,

Xi Xit+1
—Ehi_luii + aiuf,ihi_lf llJi(l) (x)dx + aiux_ihi_lj llJi(z) dx + Ehi_lux’i

Xi-1 Xi

— b = f; = R{” = R® — R,
Elgz; + auy; — b = fi—RP —RP —RP i=12,.,N-1 (544
bagintisi elde edilir. Burada Ri(z) ve Ri(3) asagidaki sekilde ifade edilir:

Ri(Z) — hi_l f;‘:l[b(x)u(x) — b(x)u(x;)] P;(x)dx

= h [ dx i) [0 (bu+ ) = ToGa = Odg,  (545)
RS = —h, [T de W) [7 ! () Ko Cx, ), (5.46)
Koi(x,§) =To(x=¢), i=12..,N-1 (5.47)
ve
£ 1=0
T,(1) = { » A20 (5.48)
0, A <0.
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(5.44) denkleminden yararlanarak, (5.1) denklemi i¢in asagidaki fark yaklagimini

ele alabiliriz:

lul- = EUxz,i + aiu;’i - biui = fl — Ri ,i=12,..,N —1. (549)
Burada R; asagidaki sekilde verilir:
R =RY +R® + R®. (5.50)

(5.2)-(5.3) sinir sartlarina uyumlu bir yaklagim bulabilmek i¢in Tanim 4.12’den
sag tarafli dikdortgen kuralini kullaniyoruz. Bu kullandigimiz dikdortgen kuralindan
asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

Uy = DLy higuy —r + A (5.51)
ve

uy = X, higou; — 1, + B. (5.52)

Burada r; ve r, kalan terimleri,
n= T 0 (o= 2o o (91 (00u(o) ) dx (5.53)
ve
r,=YN, f;ii_l(x —Xi_1) % (g2 ()ux))dx (5.54)
bi¢imindedir.
(5.49), (5.50) ve (5.52)’da sirasiyla verilen R;, 1, ve 1, terimlerini ihmal edelim, o

zaman, (5.1)-(5.3) singiiler pertiirbe 6zellikli problem i¢in asagidaki sekilde bir fark

semasi kurulabilir:
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lyi=eyezitaye, —byi=fi, i=1...N—-1, (5.55)
Yo = Xt higriyi + 4, (5.56)
YN = 2ieq higaiy: + B. (5.57)
5.3 Metodun Diizgiin Yakinsakhg ve Hata Degerlendirmesi
[k olarak kullandigimiz metodun diizgiin yakinsakligini inceleyecegiz. Burada,

zi=y;—u;, 0<i<N araliginda bir hata fonksiyonudur. Ayrica asagidaki fark

probleminin ¢6ziimidiir:

lZl- = EZxzi + ainC"i — bizi = Ri ,i=1,....,N—1, (558)
Zg = ML higrizi + 11, (5.59)
Zy = Nieq higaizi + 15 (5.60)

Burada R;, ryve r, kalan terimlerini, sirasi ile (5.50), (5.53) ve (5.54) 6zdeslikleri

ile verebiliriz.

Lemma 5.3.1 Eger a(x), b(x), g(x)ve f(x) € C1[0,1] olsun. Boylece R;, river,

kalan terimleri asagidaki esitsizlikleri saglar:

IRllco0y < CN7H, (5.61)
Ir,] < CN71 (5.62)
Ir,] < CN71, (5.63)
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Ispat.

Burada, R;, r; ver, kalan terimleri sirasiyla [0,0] ve [o,l] araliklarinda

degerlendirilecektir. Boylece asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:
IRl < 77" [ a(x) — a(Tw! () i (x)dx

+h [ g () — g Gl () i), (5.64)
R; kalan terimdeki fonksiyonlara ortalama deger teoremi uygulanirsa
la(x;) — a(x)| < Ch;, (5.65)
lg(x) — g(x:)| < Chy (5.66)
esitsizlikleri bulunur. Ayrica, J;(x) < 1 oldugundan
R [ (0 dx < Chy (5.67)
ifadesini yazabiliriz. Bu esitsizlikleri, |R;| kalan teriminde yerine yazilirsa,

IR;| < Ch; (5.68)

degerlendirmesi bulunur.

Ik durumda o < é icin agagidaki ifadeyi ele alabiliriz:

Xi_1 = a leln [1 —(1-¢) 20— 1)],

N

h; = aleln [1 —(1-¢ %] —a leln [1 —(1-¢ z(i_l)]. (5.69)

N

h; ifadesine ortalama deger teoremi uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir:
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hy = a le 20N oyt (5.70)

1-2i(1-e)N~1 —

Dolayistyla R; asagidaki sekilde bulunur:

IR <CN7L, i=01,..,7. (5.71)

2(l-0o)

Simdio = —a~lelneve h; = durumlarini goz dniine alalim. Once (5.61)

esitsizligini ispatlayalim:

Rl.(l) de ki a(x) fonksiyonu igi ortalama deger teoremi uygulanir ise,
la(x) —alx)| = 1a"(Ollx — x|, & € [xi—1,xi44]
< max|a'(x)||x — x;|
<Ch, i=1,..,N—-1 (5.72)

bulunur. Asagidaki esitsizlikten

1 Xit+1
IR®| <c f POl ()ldx,
X

i-1

(5.72) ve |U;(x)| < 1’1 (5.43)’de dikkate alirsak,

Xi+1
|RM| < cj lu’ (x)|dx

Xi-1

aXi—1 AXit+1

SC{hi+a‘1(e e +e ¢ )}

<2a”'(1-¢)N71
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<CN-! (5.73)

esitsizligi elde edilir.
b € C0,1] ve |P;(x)| < 1’1 (5.45) de dikkate alirsak,

RP]<c [ asw@na

Xi-1

<CN! (5.74)

esitsizligi bulunur.
Ri(3) icin (5.46) kalan teriminden ve (5.73)-(5.74) esitsizlikleri ile benzer sekilde,

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

RO <[

Xi-1

<CN™ L. (5.75)

Ikinci durumda, o < é icin asagidaki ifadeyi ele alabiliriz:

20—1
xXi_4 = a teln [1 — (1 — e_%) (LN )],

h; = ateln [1 — (1 - e_z%) %] —a teln [1 - (1 - e_z%) 2(;1)] (5.76)
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h;, ifadesine ortalama deger teoremi uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir:

h; =ale 7 <CN7L (5.77)
1—2i(1—e‘ﬁ)1v—1
Dolayistyla R; asagidaki sekilde bulunur:
IR <CN7L, i=Z+1,.,N. (5.78)

Simdi, o = é ve o = é < —a~lelne durumlarini gdzoniine alalim. Once (5.61)
esitsizligini ispatlayalim: x; € (a,1) icin ve h = 2(l —0)/N = /N ifadesinden [0, o]
siir katinda asagidaki ifadeleri elde edebiliriz:

al 2¢~1

maxypcey [, ze Fdx Sh el <X—=2¢7laTICNTL (5.79)

al
(5.43)’den,
1 2 -
IR <ci+N?
<CN™! (5.80)
esitsizligini elde ederiz.
Benzer sekilde R;® ve R;® i¢in yapilabilir. Sonug olarak,
IR <CN7Y i=Z+1,..,N (5.81)
elde ederiz. Boylece (5.61) ifadesi tamamlanmais olur.

Daha sonrar; ve r, kalan terimlerini degerlendiriyoruz. (5.62) ve (5.63) agik

ifadelerinden asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

Il < TS (o= xim0) = (g:(u()|dx, i=12,.,N  (582)
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ve
i d .
I <3N, f}:_l(x — Xi_1) |E (gz(x)u(x))| dx, i=12,..,N. (5.83)
(5.6) esitsizligi ile birlikte asagidaki degerlendirmeyi elde ederiz:

i 1 — .
1] < 1911l §V=1hif;‘i_1(1+;e e )dx, i=12,..,N. (5.84)

(5.84)’den ve (5.53) esitliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

N N
i=5+1 =3
2 Xi 1 ax 2 Xi 1 ax
| <C hlf (1+—e 8>dx+CZ hl-f (1+—e €>dx
i=1 Xi-1 i=%+1 Xi-1
N/2 . ..
<c N—1+Zhif <1+—e e)dx
Xi €
i=1 -1
N/2
axi_q1 ax;
<C N‘1+a‘12hi(e e +e ¢)
i=1
N/2
<cIN14 z h,
i=1
<CN™ L. (5.85)

Benzer sekilde 1, i¢in asagidaki gibi bir degerlendirme alabiliriz:

7l < llgolles By [ (14+2e7 )dx, i=12,..,N. (5.86)

(5.86)’dan ve (5.54) esitliginden asagidaki degerlendirme sonucuna variriz:
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<CN%. (5.87)
Boylece, (5.1)-(5.3) probleminin yakinsaklik sonucunu ifade edebiliriz.

Lemma5.3.2 z;, (i = 0,1, ..., N) (5.58)-(5.60) fark probleminin bir ¢6ziimii olarak kabul
edelim. ¥V, h; (|g1'l-| + |g2,i|) < 1 olsun. Buradan asagidaki bagint1 dogrudur:

1l < C(@ IRl oy + Ira] + [71): (5.88)

Ispat. Burada (5.58) - (5.60) problemi i¢in Lemma 4.1°den maksimum prensibini

kullanacagiz. (5.58)’de L diferansiyel operatdr ve ve C2[0, 1] olsun. Eger 0 < x < [ i¢in

v(0)=0, v()>20velLv<0ise 0 zaman 0<x <1 i¢in v(x) =0 olur. (5.58)-
(5.60) problemi i¢in asagidaki esitsizligi elde ederiz:

Izlleomy < 120l + 1zn| + @ IR 0,00y (5.89)

(5.59)-(5.60) sartlarindan,
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|20] < Iri| + XLy b goillzil, (5.90)
lzy| < Il + X4 hilgz,illzil- (5.91)
(5.50)-(5.51) esitsizlikleri (5.49) esitsizliginde yerine yazilirsa,

Izl @y < @ IRl wy + I71l

N N
£ hilguillzl + 1l + Y ilgy iz
i=1 i=1

N
< @ Ry + 1131 + 1721+ By (gil + |92l

=1

N
< @ MRl + ]+ o] + max |zl D e (lgail + g2
o i=1

N
< @ Ry + 113+ 115] + 2l D B (9] + |92

i=1
[1 =2 ki (90| + |92 DIzllwzy < @ IRy + I7al + 172l (5.92)
esitsizligi elde edilir. Boylece
1Zllo0,zy < (1= 1) (@ M IRl oy + I71l + I721) (5.93)
esitsizligine ulagilir.

Boylece Lemma 5.3.2 ispatlanmis olur.

43



Teorem 5.3.1 u, (5.1)-(5.3) probleminin bir ¢6ziimii ve y ise (5.55)-(5.58) fark
probleminin bir ¢6ziimii olarak verilsin. O halde Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.3.1 sartlari
altinda, asagidaki esitsizlik saglanir;
ly — ullooz, < CN7™. (5.94)

Ispat. Onceki iki lemmadan Teoremin ispat1 ortaya ¢cikmaktadr.
5.4 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

Burada, (5.1)-(5.3) problemi ve Bakhvalov sebekede kurulan (5.55)-(5.57) fark
semasi i¢in niimerik sonuglar verilmektedir. Fark semasimin ¢oziimii i¢in sayisal sonuglar

tablolar ile gosterilmistir.

Ornek 5.4.1 Asagidaki test problemini ele alalim:
eu''(x) + (1 + g) u'(x) —4u(x) +arctanh(x +u) =0, 0<x <1, (5.95)
u(0) = fol 2x?%sinxu(x)dx + 1, (5.96)

u(l) = f01 3tanh x u(x)dx + 2. (5.97)

Bu problemin ¢oziimii bilinmemektedir. Bdylece, hesapladigimiz problemin,
coziimlerindeki olusan hatalar1 ve bu ¢6ziimden elde ettigimiz yakinsaklik oranlarini
degerlendirmek icin ¢ift sebeke yontemi uygulariz. Dolayisiyla, hesapladigimiz
¢oztimleri ikiye boliinmiis bir ¢ift sebekede ki ¢oziimlerle karsilastiriyoruz (Farrell vd.,
2000; LinB, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2007; Roos vd., 2008). Bu yontemle

olusturdugumuz hata degerlendirmesi,

ey =max|y/" — 52" (5.98)
wN
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ile verilmektedir. Burada yf‘ZN, Wyy = {xi/z: i = O,ZN} sebekesinde ilgili metodun

XitXit1

yaklagik ¢oziimiidiir ve i = 1, N — 1 i¢in X;4q/,= . Uygun yakinsaklik oranlar1

el
In( 2N)
es

pl = (5.99)

ile hesaplanmaktadir.

Cizelge 5.1 (5.32)-(5.34) problemi i¢in &’un azalan ve N’ nin artan degerlerinin, wy

Bakhvalov sebekesinde hesaplanmis e hata degerleri ve pN yakinsaklik

oranlari
€ N =16 N =32 N =64 N =128 N =256 N =512

2-10 0.033023 0.116023 0.058333 0.029137 0.014051 0.007009
0.97 0.99 1.00 1.00 1.00

2712 0.230496 0.116093 0.058346 0.029115 0.014008 0.007001
0.98 0.99 1.00 1.05 0.99

2714 0.230540 0.116110 0.058349 0.029112 0.014559 0.007102
0.97 0.99 1.00 1.07 1.08

2716 0.230549 0.116116 0.058351 0.029111 0.014531 0.007102
0.98 0.99 1.00 1.00 1.03

2718 0.230548 0.116125 0.058331 0.029112 0.014499 0.007106
0.98 0.99 1.00 1.00 1.02

2720 0.230559 0.116150 0.058287 0.029140 0.014359 0.007001
0.98 0.99 1.00 1.02 1.03

eN 0.230559 0.116150 0.058351 0.029140 0.014559 0.007009

pN 0.98 0.99 1.00 1.02 1.08

Ornek 5.4.2 Asagidaki test problemini ele alalim:

eu"(x) + (1 + x)u'(x) — 2u(x) = arctanh(x), 0 <x <1 (5.100)

u(0) = fol cos(mx) u(x)dx + 2, (5.101)
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u(l) = fol sin(mx) u(x)dx + 3. (5.102)

Bu problemin ¢6ziimii bilinmemektedir. Boylece, hesapladigimiz problemin,
cOziimlerindeki olusan hatalar1 ve bu ¢oziimden elde ettigimiz yakinsaklik oranlarini
degerlendirmek icin ¢ift sebeke yontemi uygulariz. Dolayisiyla, hesapladigimiz
¢oziimleri ikiye boliinmiis bir ¢ift sebekede ki ¢oziimlerle karsilastiriyoruz (Farrell vd.,
2000; LinB, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2007; Roos vd., 2008). Bu yontemle

olusturdugumuz hata degerlendirmeleri,

el =max|y" — y7V| (5.103)
wN
ile verilmektedir. Burada yf’ZN, Woy = {xi/z: i = O,ZN} sebekesinde ilgili metodun
yaklagik ¢oziimiidiir ve { = 1, N — 1igin X;41/,= xi+§i+1. Uygun yakinsaklik oranlari
eN
ln(e%—gN)

(5.104)

ile hesaplanmaktadir.
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Cizelge 5.2 (5.32)-(5.34) problemi i¢in £’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

Bakhvalov sebekesinde hesaplanmis e hata degerleri ve pN yakinsaklik

oranlari
€ N=16 N=32 N = 64 N =128 N =256 N =512

2-10 0.228121 0.116023 0.058333 0.029137 0.014051 0.007009
0.97 0.99 1.00 1.00 1.00

2712 0.230496 0.116093 0.058346 0.029115 0.014008 0.007001
0.98 0.99 1.00 1.05 0.99

2714 0.230540 0.116110 0.058349 0.029112 0.014559 0.007102
0.97 0.99 1.00 1.07 1.08

2716 0.230549 0.116116 0.058351 0.029111 0.014531 0.007102
0.98 0.99 1.00 1.00 1.03

2718 0.230548 0.116125 0.058331 0.029112 0.014499 0.007106
0.98 0.99 1.00 1.00 1.02

2720 0.230559 0.116150 0.058287 0.029140 0.014359 0.007001
0.98 0.99 1.00 1.02 1.03

eN 0.230559 0.116150 0.058351 0.029140 0.014559 0.007009

pN 0.98 0.99 1.00 1.02 1.08

5.5 Sonuclar

Bu ¢alismada iki integral sinir sartli ikinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe
ozellikli problem gdzoniine alinmaktadir. Burada, Bakhvalov sebekede sonlu fark
semalar1 kullanilarak bu tiir problemlerin ¢6ziimii i¢in diizgiin yakinsak bir niimerik
yaklasim verilmistir.

Ik olarak burada £’na gore diizgiin yakinsak bir niimerik metod verilmistir. Bu
metod i¢in problemin ¢éziimii ve tlirevi ig¢in asimptotik degerlendirmeler yapilmistir ve
bu asimptotik degerlendirmeler niimerik metodun analizinde kullanilmistir. Boylece, bu
problemler i¢in diizgiin olmayan sebeke iizerinde fark semas1 kurulmustur. Ayrica lineer
baz fonksiyonlar1 kullanilmistir. Bu problemin kararlilik analizi ve hata degerlendirmeleri
yapilmistir. Son olarak problemin diizgiin yakinsakligini gésteren bir teorem verilmistir.

Sonug olarak sundugumuz metodun etkinligini ve kesinligini 6l¢mek i¢in 6rnekler

tizerinde test edilmektedir ve hesapladigimiz sonuglar, verilmis teorik sonuglarla uyumlu
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oldugu gozlenmektedir. € ’nun kiiclilen degerleri ve N 'nin biiyliyen degerlerine gore
buradaki yakinsaklik metodun yakinsakliginin birinci mertebeden oldugu gosterilmistir.
Elde ettigimiz sonuglar birinci mertebeye yakin oldugu gozlemlenmistir. Dolayisiyla

hesaplanan sonuglar teorik sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir.
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6. IKi INTEGRAL SINIR SARTLI LINEER OLMAYAN IiKINCi
MERTEBEDEN SIiNGULER PERTURBE OZELLIiKLi SINIR DEGER
PROBLEMI

Bu boliimde, iki integral sinir sartli singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan sinir

deger problem asagida ki sekilde gézoniinde bulundurulacaktir.

Lu=cu"(x) + alx)u'(x) — f(x,u(x)) =0, x € (0,0), (6.1)
u(0) = [, g: ()u(x)dx + 4, 6.2)

u(l) = fol g>()u(x)dx + B, (6.3)

burada 0 < € «< 1 singiiler pertiirbasyon parametresi, A ve B verilmis sabitlerdir. g, (x)
ve g,(x) fonksiyonlart [0,l] araliginda siirekli fonksiyonlardir. a(x)=>a >0

fonksiyonu [0,1] ’de ve f(x,u) fonksiyonu (x,u) € [0,l] X R araliginda yeterince
diizgiin fonksiyonlardir. |Z—£| > [ > 0 olsun. Bu sartlar ile (6.1) - (6.3) smir deger

problemi sadece bir tek ¢6ziime sahiptir. € ’un kiigiik degerleri igin u(x) ¢Ozimi

genelde x = 0 civarinda sadece bir sinir kat1 vardir.
6.1 Coziimiin Genel Ozellikleri

(6.1) - (3.3) smir deger problemi igin bazi degerlendirmeler ve baz1 6zellikler
sunacagiz. Burada ki degerlendirmeler problemin ¢oziimii igin sonraki boliimlerde

kullanacagimiz niimerik ¢6ziimlerin analizinde gerekli olacaktir.

Lemma 6.1.1 Eger a(x), g1(x), g,(x) € C[0,1], f(x,u) € C'[0,1] ve LEL > g >

0 ise asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

[Jull, < €, (6.4)

ve



—ax

Weo|scfi+ie} 0sx<t (6.5)
Burada C, ve y asagidaki sekildedir:

Co =0 -,7UAl+ B+ a HIflle) (6.6)
ve

l
¥ = J,Ug1(Ol + g2 () Ddx < 1. (6.7)
ispat.
(6.1) denkleminde, f(x,u) lineer olmayan fonksiyon i¢in ortalama deger teoremi

uygulanirsa, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

flx,u) = f(x,0) + g—i(x, uJu, u, =yu, 0 <y <1. (6.8)

Buradan asagidaki lineer denklemi elde ederiz:
eu" (x) + a(x)u'(x) — b(x)u(x) = F(x). (6.9)
Burada, F(x) = f(x,0) ve b(x) = Z—i(x, u,), b(x) = B > 0 yeterince diizgiin
fonksiyonlardir. (6.1) - (6.3) smur deger problemi i¢cin Lemma 4.1°den maksimum
prensibi uygulanacaktir. (6.1) denkleminde L diferansiyel operator olarak gosterilir
ve ve C2[0,1] olsun. Eger 0 < x <[ i¢in v(0) =0, v(l) =0 ve Lv < 0 ise 0 zaman

0<x<l!l i¢in wv(x)=>0 olur. (6.1)-(6.3) problemi i¢in maksimum prensibi

kullanilirsa,
lu@)| < [u@] + lu +a fllo,  x€[0,1], (6.10)

esitsizligini buluruz. Daha sonra (6.2)-(6.3) sinir sartlarindan

u(0)] < 141 + f1g1 () Ju(x)ldx (6.11)
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ve

I < Bl + f,19>(0)llu(x)ldx (6.12)

yazabiliriz. (6.11) ve (6.12) esitsizliklerini (6.7) da yerine yazarsak,

l l
lu(x)| < Al + |B| +f Igl(x)IIU(x)ldX+J 192 lu()]dx + a™ I f]le
0 0

l l
< 141+ 181+ maxlu(@)| [ 1g:)ldx + maxlu@)] [ 1g.00ldx + a1l
! 0 ’ 0

< A1+ 1Bl + llullo 191 (O1dx + lullo filgo(Oldx +aMIflle  (6.13)

elde edilir. Boylece,

l l
(1—f |gl(x)|dx—j 192001d) lulle < [4] + 1B] + @Il
0 0

-1

l l
lulleo < <1—(f Igl(x)ldx+f Igz(x)IdX)> (4l + Bl + a Iflle)
0 0

< A=y Al + Bl + a7 HIfle) (6.14)
bulunur. Burada y asagidaki sekilde verilmektedir:

v = [1(1g: 001 + [g2(0)Ddx < 1. (6.15)

Boylece, (6.4) esitsizligini ispatlanmis olur. Simdi ise (6.5)’in ispatin1 verilsin:
(6.1) denklemi asagidaki gibi yazilabilir:
eu (x) + a()u (x) = d(x). (6.16)
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Bu elde edilen denklem ile beraber, ®(x)’i asagidaki sekilde verebiliriz:

D(x) = f(x) + b(x)u(x). (6.17)
(6.16) denkleminden u'(x) = v(x) alinir ise,

ev'(x) + a(x)v(x) = P(x) (6.18)

yazabilmektedir. (6.18) denkleminden asagidaki esitlik verilebilir:

_ —lfgc (@dr | 1 x —%fxa(‘r)dr
v(x) = v(0)e e @ + gfo D(&)e =% d¢.  (6.19)

Buradan
1 rx 1 X
u'(x) = u'(0)e b 4O 4 2 [ @(g)e e P gg (6.20)

bulunur. (6.19)’de ki u'(0) i¢in baz1 degerlendirmeler vermemiz gerekmektedir. (6.19)

esitligine [0, ] araliginda integral uygulanir ise,
l !
—j g1(x)u(x)dx + j g2(X)u(x)dx+B — A
0 0

1,rx 10X
= u'(0) fye eh x4 L[ [Fo(©el O dgax  (6.21)
elde edilir. (6.21)’den u'(0) gekilir ise,

u'(0)

l ! 1.l 0x X awadr
_ B=A+[) g1()u(x)dx+ [y g2 (u(x)dx— [y [y (e €% d&dx

(6.22)

1x
Iée—gfo a(r)drdx
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elde edilmis olur. (6.22)’deki integralleri sirasiyla degerlendirelim. ilk énce paydadaki

integrali ele alinir ise:

l 1 ,.x l 1 -x_
f e ehoa@drgy 5 f e edo 39T gy
0 0

L ax € al € al
=f erdr=——(eTr—1)=Z(1-¢77
0 a a
= 0¢ (6 #0e>0, a= %c%]xla(xﬂ) (6.23)

esitligi elde edilmis olur. Simdi ise (6.22)’deki pay kismindaki integralleri

degerlendirelim. Bu integrallere ortalama deger teoremi uygulanir ise,

1 l X 1 .x 1 l X 1 -x
—ff D(&)e e “DT gy s—f[f |0(&)|e ek “ag)dx
€Jo Jo €Jo Jo

12l (* (% 2%
ST‘DJJ e el “Tadyx, (a(x) = a > 0)
0 Y0

() l
e [ -0
€ JoJo

® !
< ” ”°°£f [1 - e_%] dx
e al,

— oo, [ [1-e¥]ax
0

al
< aelo] (1-e7F)
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<@l ¢ =c (6.24)

ve

l l
f g1 U dx + f 92 (Ou)dx
0 0

l l
< f 19200 luC)ldx + f 192 (0 lu()ldx
0 0

0,1

l l
Sr[na]xm(xn( fo 19200 ldx + fo |g2<x)|dx)

1 l
< IIuIIOC,(f Igl(x)ldx+f Igz(x)ldx>
0 0

< llulle Cllgally + llg21l1)
< (llgalls + llg21l1)Co
< Cy, (6.25)
esitsizlikleri bulunur.
(6.23), (6.24) ve (6.25)’de yaptigimiz bu degerlendirmeler (6.22) esitliginde

yazilirsa,

[Al+|B|+ 0—’_11”@“00"'(”91||1+||92||1)C
Se

[u'(0)] <

<t
&

(6.26)

esitsizligi bulunur.

(6.20) esitliginin mutlak degeri alinir ise,
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1x 1 X _1 x
|u’(x)| < |u’(0)|e_5f° a(t)dr +Ef |CD(E)|e gff a(T)def
0

Sge—%ffadr_i__l”q)” fxe_%f?adrdf
€ € ® J

C _ax ||®f_ _axy
s + (1 —e ¢ )ea
=Sev e (6.27)

elde edilir. (6.27) esitsizligi (6.5) esitsizligini saglar. Boylece Lemma 6.1.1 ispati

tamamlanmis olur.
6.2 Ayrik Problem
Bu boliimde, (6.1)-(6.3) sinir deger probleminden yararlanarak sonlu fark
semasini olusturacagiz. [0, [] kapali araliginda asagidaki sekilde wy diizgiin olmayan
(Bakhvalov) sebekenin tanimi1 verilmektedir:
wy={0<x; <x, < <xy_1<xy=1 h; =x; —x;_4, i=12,..,N—1},
Burada, (6.1) ve (6.3) probleminin ¢6ziimii i¢in diizglin Bakvalov sebeke iizerinde

tanimlanan sonlu bir fark metodu kullaniyoruz.

Bakhvalov sebeke mantig1 asagidaki dogruda gosterildigi gibidir,

55



Sekil 6.1 Bakhvalov sebeke gosterimi

N sayist igin, Bakhvalov sebeke [0,0] araliginda §+1 noktaya ve [o,l]

araliginda zﬂ + 1 noktaya boliiniir. Asagidaki bi¢imde o gecis noktasidir:

0 = min {é,a‘lellnel}. (6.29)
(6.1)-(6.3) probleminin  u(x) yaklasik ¢6ziimii Bakhvalov sebekede
hesaplanacaktir. [o, [] araligi, ikiye boliinebilen bir pozitif tamsayr olan N igin iki alt

araliga [0,0] ve [o,l] boluniir. Dolayisiyla, sirasiyla [0,0] ve [o,l] 'de h; adim

boyutunu belirtirsek, sebeke noktalar1 asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
x; € [0,0]:x; = —a~leln [1 -(1- e)%i , 1=0, ...,%, (6.30)
o< é durumu i¢in

_al\ o

x; = —a leln [1 - (1 —e 28>—], {=0,..,
N

g

(6.31)

ele alinir.

l ..
o= durumu igin,

x; € (0,1]:x; = a+(i—§)h, i=%4+1,...,N, (6.32)

h=2(-0)/N
ifadeleri ele alinmaktadir.
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(6.1) denklemi i¢in fark metodunun yaklasimi asagidaki 6zdeslikle baslayacagiz:

R I LuCow; (dx =0, =12, N =1,

Burada y; (x) asagidaki gibi tanimlanan baz fonksiyonlaridir:

P, o <x < x,
Lpi(X) = llJi(Z)(x)l X <x< Xi+1
0, x & (Xi—1, Xi+1)-

(6.33)

(6.34)

Burada L|Jl-(1)(x) ve LIJi(Z)(x) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin

coziimleridir:
eP" () —ai P’ (x) =0, x4 <x<x,
Pilxi-1) = 0, () =1

ve
Ell)i”(X) - ail.pi,(X) =0, X <X < Xit1,

bi(x) =1, W(xjyq) = 0.

L|Jl-(1)(x) ve L|Ji(2)(x) fonksiyonlari

aj(x=xj_1) ai(Xj4q=%)
(1) _ e &€ -1 (2) _ 1—e &£
Ui () = —am— Vi) =
e € —1 l1-e ¢

gibi acik bir sekilde ifade edilebilir. Ayrica,
hi_l f;t_l L|Ji(1) (x)dx + hi—l f;i+1 lIJi(Z) (x)dx = 1

oldugu goriiliir. (6.33) bagintisinda Lu yerine denklemi yazarsak,
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(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)



R [ T ) + @G @) — f ) dx =

i-1

Xi+1 Xi+1
At eu” ()P (x)dx + b~y J a()u’ )W, (x)dx
X

Xi-1 i-1

—h T S Ui ()dx = 0, i =12, N =1 (6.41)

esitligi elde edilir. Birinci integrale integrasyon uygulayarak ve ikinci integralin (6.41) 'in

sag tarafl yeniden diizenlenirse,

Xi ’ _ Xi+1 I}
ehxi f w WY (Odx + e iy f uw (O (0 dx

Xi—1 Xi

Xi Xi+1
fah g j W WD) dx + ah j ' (P @ () dx
pe

Xi-1 i
—f(xi,ui) — Ri = O, i = 1,N -1 (642)

elde edilir. Burada R; kalan terimi

R = el xi" fxm[a(x) — ;] ()u’ (x)d(x)

T LA [ FGuOK D (649

bigimindedir.
(6.42) daki integrallerin her bir (x;_1,x;) ve (x;,x;+1) alt araliklarina Tanim

4.11’den kuadratiir formlar1 uygulanirsa (Amiraliyev ve Mamedov, 1995),

Xi
—eh Mug + aiuf,ihi_lf U P () dx

Xi-1
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+auy f;m U@ dx - flx,u; —R) =0. (6.44)
Buradan
gugg; +auy; — flopu)—R=0,i=12,..,N-1 (6.45)
bagintisi elde edilir. (6.45)’den (6.1) denklemi igin
lu; = ebugg; + auy; — fOu) +R; =0, i=12,..,N—-1 (6.46)

fark yaklasimi bulunur. Burada 6; katsayis1 asagidaki sekildedir:

{ aihi ai(hi+1)
| ah hit1le € —1)+hil 1-e £
i'ti
0. = { 2¢ aih; aithit )\ |’
L hit1le € —1|-h;l 1-e £
Lll ai o 0

(6.2)-(6.3) sinir sartlarina uyacak bir yaklasim olusturmak i¢in genellikle Tanim
4.12’den sag tarafli dikdortgen metodu uygulanmaktadir:

Up =YL higyus—1 + A (6.48)
ve
uy =X, higsiu; — 1, + B. (6.49)

Burada r; ve r, kalan terimleri,

m =X, f;ii_l(x — Xi-1) % (g1 ()u(x))dx, (6.50)

=T [ Go— %) - (92(0u))dx (651)
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bi¢imindedir. (6.46), (6.48) ve (6.49) bagintilarinda ki R;, r; ve r, kalan terimleri ihmal
edilir ise, (6.1)-(6.3) smir deger problemi ile asagidaki sekilde bir fark semasi

olusturulmaktadir:
lyi = €0yzzi t aiye, — flxpy) =0,i=12,..,N-1, (652
Yo = 2iti higiiyi + A (6.53)

ve
YN =2y hig,,y: + B. (6.54)

6.3 Diizgiin Yakinsakhk ve Hata degerlendirmeleri

Burada, kullanilan metodun yakinsamasini incelemek igin, z; = y; —u;, (i =

0,1, ..., N) hata fonksiyonu ile asagidaki fark problemi olusturulmaktadir:
€0izze; + aizy; — [f O y) — f(qpu)d)] =R;, i=12,..,N—1, (6.55)
Zy = ZIiV=1 hig1iz; — 1y, (6.56)
N = Zliv=1 higz,iz; — 1>. (6.57)

Burada, R;, r, ver, kalan terimlerini biz sirasiyla (6.16), (6.50) ve (6.51)

bagintilar1 ile vermekteyiz.

Lemma 6.3.1 z;, (i=0,,..,N) (6.55)-(6.57) fark probleminin ¢6ziimi olsun.
N hi(| gl,i| + | gz,iD < 1 sart1 saglasin. O halde asagidaki esitsizlik dogrudur:

1Zllco,zy < C(@ IRl oy + 71l + I721). (6.58)

Ispat. (6.43)-(6.46) fark problemi asagidaki bigimdedir:
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lz; = €025 + @iz;; — bz =R;, i=12,..,,N—1 (6.59)
Lz=2zy=X higrizi— 1. (6.60)
Lz:=zy =Y~ 1hig2:2 — 1o (6.61)

Burada b; asagidaki bigimde verilmektedir:
bi=L(xu+nz), 0<y<i (6.62)
(6.59)-(6.61) fark problemine Lemma 4.1’den maksimum prensibi uygulayacagiz.
(6.59) de [ diferansiyel operatdr ve ve C2[0,1] olsun. Eger 0 < x < i¢in v(0) = 0,

v() =0 velv<0iseozaman 0 < x <! i¢in v(x) = 0 olur. (6.59)-(6.61) problemi

i¢in maksimum prensibi kullanilirsa,
zllomy < 120l + lzn] + @™ IRl o,y (6.63)

esitsizligi elde edilir.

(6.37)-(6.38) sartlarin1 kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:
|20] < Iral + 2y hilgaillzil (6.64)
Ve
|zy| < Iro| + 20y hil g2, 12 (6.65)

(6.64)-(6.65) esitsizlikleri (6.63) esitsizliginde yerine yazilirsa,

N N
12wy < @ RNy + 112l + ) hilguillzel + 172+ ) hil gl
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N
MRl 1+ (Y il + o)

i=1

N N
< @ Ry + 113 + [15] + maxizid > hulgni] + maxizil > hilg)
i=1 i=1

N N
< @ MRy + 1131+ 172) + 12l D Bilgus] + elloosy ) hilgad

[1 =21 hi(|gui] + |92:D]1zll @y < @ M IRIlcowy + 72l + 12| (6.66)

esitsizligi elde edilir.

Boylece
Zlleozy < (1 =1) " (@ M IRllwwy + 71l +1721)  (6.67)

esitsizligine ulaslir.

Boylece Lemma 6.3.1 ispatlanmis olur.

Lemma 6.3.2 Eger a(x), b(x) € C1[0,1] ve f(x,u) € C[[0,]] X R] ise, 0 zaman

R;, rve r, kalan terimleri asagidaki esitsizlikleri saglar:

IRlco,0y < CN7H, (6.68)
| < CN7Y, (6.69)
I, < CN7L (6.70)

Ispat.

Burada R; kalan terimi
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Ry = eh, "y f " lat) — algiow (0d(),

—h T L () [ fE K (e dE, (6.70)

bicimindedir. Dolayisiyla asagidaki esitsizligi alabiliriz:

5f(f.u(€)+ﬂdu(€)|df}

Xi+1
R;|<C -
IR {e[max 1"“”'+L_1 e

Xi—1Xi+1

< C{hy + hipy + (1 = [/ (©Dg . (6.72)
(6.5) ile beraber asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
1 i G
IRl < C{hi + hisy + [eed() } (6.73)
Boylece,
|R;| < Ch; (6.74)

esitsizligi elde edilir.

2(l-o0)

l _ . e
Burada o < 5 0=—a lelneve h; = durumlarin1 g6z Oniine alalim.

Asagidaki esitlikleri verelim
x;_1 = a leln [1 -(1-9 %] (6.75)
ve

h; = aleln [1 —-(1-¢ %] —a teln [1 -(1-¢ Z(il\:l)]. (6.76)

63



h; ifadesine ortalama deger teoremi uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir,

209N oyt (6.77)

1-2i(1-e)N~1 —

h; =a e

Sonug olarak

Ri<c | T+ e @Dde

Xi—

aXi—1 axi+1)}

<c{h+aie s +e ¢
<C{h+a N1},

IR}] <CN7L, i= 0,...,%

(6.78)
esitsizligi bulunur.

2(l-o0)

l _ e
Burada o = 5 0=-—a lelneve h; = durumlarin1 goéz Oniine alalim.

Asagidaki esitlikleri verelim:

xi_1 = a leln [1 — (1 — e_%) %] (6.79)

ve

h; = a leln [1 — (1 — e_%) %] —aleln [1 — (1 — e_%) Z(il\;l)]. (6.80)

h; ifadesine ortalama deger teoremi uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir:
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hy = a le20Z¢ PN oyt

a
1-2i(1—-e 2e)N~1

Sonug olarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Ri<c| Tt @D

<C {h + oc‘l(ewc&i_1 +e axsm)}
<C{h+a N1}
Boylece,
IR <CN7L i=2+41,..,N

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla asagidaki esitlikleri verebiliriz:

ve

IR,| <Ch < CN™1.

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.68) ifadesi tamamlanmis olur. Daha sonra r kalan terimini tahmin ederiz. (6.69)

ve (6.70) acik ifadelerini olusturuyoruz:
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Ir] < XN 1["’ —Xii1) o (gl(x)u(x))dx i=12,..,N (6.87)
ve
IRl < T ) G- ) (g @ue))dx, =12 8. (6.89)
(6.5) esitsizligi ile birlikte asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

Il < llgalleo Ty i [ (1477 )dx, i=12,.,N.  (689)

(6.89) esitsizliginden
l—¥+1 N . .
ax ax
| <C Z hlf <1+ e £>dx+C z hlf <1+—e_?>dx
i=1 =N 1 Xi-1 £

2

{N1+ih1f (1+ e‘%>dx}

i=1 Xi-1

<CN! (6.90)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde 7, i¢in de ayni yol izlenir,
< Noh S (1427 )dy, i =12 6.91
Il < llgolles Bs b [ (14+2e7%)dx, i=12,.,N (691)
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bdylece bu esitsizlik elde edilir. (6.51) esitliginden asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

i=N 41 N
2 Xi 1 oax 2 Xi 1 ax
Il <C Z hlf (1+—e e)dx+c 2 hlf (1+—e £>dx
i=1 Xi-1 i=%+1 i-1
Al Xi 1 ax
<C N‘1+Zhif <1+—e S)dx
i=1 Xi-1
N
axi_q ax;
<C N‘1+a‘12hi(e e +e e)}
i=1
N
<C {N‘l + Z hi}
i=1
<CNT, (6.92)

Sonug olarak, (6.1)-(6.3) sinir deger probleminin yakinsakligini elde ederiz.

Teorem 6.3.1 u, (6.1)-(6.3) sinir deger problemi igin bir ¢6ziim ve y ise (6.52)-(6.54) fark
problemi i¢in bir ¢dziim oldugunu varsayalim. Boylece, Lemma 6.1.1 ve Lemma 6.3.2
ile birlikte asagidaki esitsizlik dogrudur:

ly — ullooz, < CN~. (6.93)

Ispat. Onceki iki lemmadan teoremin ispati ortaya ¢ikmaktadir.
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6.4 Niimerik Sonuclar
Bu boliimde, (6.1)-(6.3) smir deger probleminin, Bakhvalov sebekede kurulmus
olan (6.52)-(6.54) fark problemi i¢in niimerik sonuglar sunulmaktadir. Fark semasinin

¢Ozimi igin sayisal sonuglar tablo ve grafikler ile gosterilmistir.

Ornek 6.4.1 Asagidaki test problemini ele alalim:

su” (x) + (Pzr—x) u'(x) —tan(x+u)+ul—ex=0 0<x<1, (6.94)
u(0) = fol sin(2mx) u(x)dx + 1, (6.95)
u(l) = fol cos(mx) u(x)dx + 1. (6.96)

Bu problemin ¢6ziimii bilinmemektedir. Boylece, hesapladigimiz problemin,
¢oziimlerindeki olusan hatalar1 ve bu ¢oziimden elde ettigimiz yakinsaklik oranlarini
degerlendirmek i¢in ¢ift sebeke yontemi uygulariz. Dolayisiyla, hesapladigimiz
¢oztimleri ikiye boliinmis bir ¢ift sebekede ki ¢oztimlerle karsilastirtyoruz (Farrell vd.,
2000; LinB, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2007; Roos vd., 2008). Bu yontemle

olusturdugumuz hata degerlendirmesi,
el =max|y?" — y2"| (6.97)
wN

ile verilmektedir. Burada yf'z"’, Wyy = {xi/z: i = O,ZN} sebekesinde ilgili metodun

XitXi4q
2

yaklagik ¢oziimiidiir ve i = 1, N — 1igin x;41/,= . Uygun yakinsaklik oranlari

(6.98)

ile hesaplanmaktadir.
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Cizelge 6.1 (6.30)-(6.32) problemi i¢in £’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

sebekesinde hesaplanmis e hata degerleri ve p" yakinsaklik oranlari

£ N =16 N =32 N = 64 N =128 N =256 N =512

272 0.02075619 0.01066801 0.00540788 0.00272253 0.00136592 0.00068404
0.9625 0.9814 0.9908 0.9954 0.9977

27%  0.01697993 0.00868855 0.00439879 0.00221330 0.00111013 0.00055586
0.9688 0.9833 0.9915 0.9958 0.9979

27 0.01647393 0.00831395 0.00419396 0.00210888 0.00105763 0.00052955
0.9889 0.9885 0.9925 0.9960 0.9980

278 0.01652099 0.00830367 0.00416198 0.00208599 0.00104531 0.00052333
0.9950 0.9978 0.9972 0.9971 0.9982

2710 0.01652118 0.00830620 0.00416490 0.00208531 0.00102838 0.00051379
0.9945 0.9972 0.9987 0.9994 1.0005

el 0.02075619 0.01066801 0.00540788 0.00272253 0.00136592 0.00068404

pN 0.9625 0.9814 0.99908 0.9954 0.9957
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Sekil 6.2 € = 27* ve N = 64 i¢in yaklagik ve kesin ¢6ziim grafik egrisi
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Sekil 6.3 ¢ = 278 ve N = 128 i¢in yaklasik ve kesin ¢6ziim grafik egrisi
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Ornek 6.4.2 Asagidaki test problemini ele aliyoruz.

eu"(x) + (1 + x)u'(x) + exp(—u) + uTZ =0, 0<x<1, (6.99)
problemini ele alalim. Burada

u(0) = fol sin(mx) u(x)dx + 1, (6.100)

u(l) = fol tan ("?x) u(x)dx + 1. (6.101)

Bu problemin ¢6ziimii bilinmemektedir. Bdylece, hesapladigimiz problemin,
¢oziimlerindeki olusan hatalari ve bu ¢oéziimden elde ettigimiz yakinsaklik oranlarini
degerlendirmek i¢in ¢ift sebeke yoOntemi uygulariz. Dolayisiyla, hesapladigimiz
¢ozlimleri ikiye boliinmiis bir ¢ift sebekede ki ¢ozliimlerle karsilastirtyoruz (Farrell vd.,
2000; LinB, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2007, Roos vd., 2008). Bu yontemle

olusturdugumuz hata degerlendirmesi,
el :%?Vx|yf"v — 72N (6.102)

ile verilmektedir. Burada yf'z"’, Wyy = {xi/z: i = O,ZN} sebekesinde ilgili metodun

yaklagik ¢oziimiidiir ve { = 1, N — 1igin X;41/,= % Uygun yakinsaklik oranlar

(6.103)

ile hesaplanmaktadir.
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Cizelge 6.2 (6.30)-(6.32) problemi i¢in £’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

sebekesinde hesaplanmis e hata degerleri ve pN yakinsaklik oranlar

£ N =16 N =32 N =64 N =128 N =256 N =512

272 0.056424 0.030112 0.001555 0.007963 0.004024 0.002068
0.84 0.89 0.95 0.97 0.98

274 0.058452 0.030321 0.001554 0.007951 0.004016 0.002035
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

27 0.059015 0.030213 0.001550 0.007864 0.004013 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

278 0.059015 0.030124 0.001551 0.007834 0.004008 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2710 0.059013 0.030985 0.001549 0.007829 0.004005 0.001995
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2712 0.059013 0.030988 0.001549 0.007827 0.004005 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2714 0.059014 0.030986 0.001550 0.007827 0.004006 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

el 0.059024 0.030988 0.001555 0.007963 0.004024 0.002035

pN 0.85 0.89 0.95 0.97 0.99
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Sekil 6.4 e = 27* ve N = 64 i¢in yaklagik ve kesin ¢oziim grafik egrisi
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Sekil 6.5 & = 278 ve N = 128 igin yaklasik ve kesin ¢oziim grafik egrisi

6.5 Sonuclar

Bu ¢alismada integral sinir sartl singiiler pertiirbe 6zellikli problem ele alindi. Bu
sekildeki problemleri ¢ozebilmek i¢in Bakhvalov sebekede sonlu fark semalarindan
faydalanarak diizgiin yakinsak niimerik yaklasim verilmektedir.

Burada, € ’a gore diizgiin yakinsak bir niimerik metod verildi. Bu metod igin
problemin ¢ézliimii ve tiirevi i¢in asimptotik degerlendirmeler yapildi ve bu asimptotik
degerlendirmeler niimerik metodun analizinde kullanildi. Daha sonra bu problem ig¢in

diizgiin olmayan sebeke tizerinde fark semasi kuruldu. Burada lineer baz fonksiyonlari
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kullanildi. Bu problemin kararlilik analizi ve hata degerlendirmeleri yapildi. Son olarak
problemin diizgiin yakinsakligin1 gésteren bir teorem verildi.

Sonug olarak sundugumuz metodun etkinligini ve kesinligini 6lgmek i¢in 6rnekler
tizerinde test edildi ve hesapladigimiz sonuglar, verilmis teorik sonuglarla uyumlu oldugu
gozlenmektedir. €’nun kiiclilen degerleri ve N nin bliyliyen degerlerine gore buradaki
yakinsaklik metodun yakinsakliginin birinci mertebeden oldugu gosterildi. Elde ettigimiz
sonuglar birinci mertebeye yakin oldugu goézlemlendi. Dolayisiyla hesaplanan sonuglar

teorik sonuclarla uyumlu oldugu goriilmektedir.
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7. INTEGRAL SINIR SARTLI LINEER SINGULER PERTURBE VOLTERRA
INTEGRO DIiFERANSIYEL DENKLEMI

Bu calismada asagidaki birinci mertebeden integral sartli singiiler pertiirbe

ozellikli Volterra integro-diferansiyel problemi ele alinmaktadir:

Lu = eu'(6) + a(Ou(t) + f Kt s)u(s)ds = £(0)

tel = (0,T], (7.1)

T
u(0) = f c(s)u(s)ds + A, (7.2)
0

burada 0 < & « 1 singiiler pertiirbasyon parametresidir. I =[0,T], A verilen bir
sabit, a(t) = a > 0, c(t), f(t) ve K(t,s) fonksiyonlar: sirastyla I ve I X R aralifinda
yeterince diizgiindiir. Bu sartlar altinda (7.1)-(7.2) probleminin bir tek ¢oziimii
vardir. €’nun kiigiik degerleri i¢in u(t) ¢oztiimii genelde t = 0 civarinda sinir katina

sahiptir.
7.1 Siirekli Problemin Coéziimii icin Baz1 Degerlendirmeler

Burada (7.1)-(7.2) singiiler pertirbe problemini ¢6zebilmek igin bazi
degerlendirmeler vermekteyiz. Bu degerlendirmeler gelecek boliimlerde niimerik
¢oziimlerin analizinde gerekli olacaktir.
Lemma 7.1.1. a(t), c(t), f(t) € C[0,T], K(t,s) € C*[0,T]? olsun. u(t) fonksiyonu

(7.1)-(7.2) probleminin ¢oziimiidiir.

Burada,
¥ =Tlicll + a7 'KT < 1 (7.3)

sart1 saglansin. O zaman asagidaki esitsizlikler dogrudur:



[ufl,, < C,. (7.4)

ve
, 1 -at _
|uaﬂsc1+ges ,  tel (7.5)
burada
Co= (1 =) "HIAl + @ YIf o e KT, (7.6)
ve
K= maxo<e<r|K (¢, ). (7.7)

Ispat. (7.1) denkleminden asagidaki ifadeyi alabiliriz:

eu'(t) + a(®)u(t) = F(t), tel, (7.8)
T
u(0) = f c(s)u(s)ds + A. (7.9)
0
Burada,
l
PO = 0 - [ K(tshu@s)ds (7.10)
0
seklindedir.

Burada (7.8) - (7.9) problemi igin Lemma 4.1’den maksimum yontmini
kullanacagiz. (7.1)’de bir L diferansiyel operatér ve ve C1[0,1] olsun. Eger 0 < t <
T i¢in v(0) >0, Lv>0ise 0 zaman 0 <t <T igin wv(t) =0 olur. Buna gore

maksimum prensibini kullanirsak, (7.8) - (7.9) probleminden
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[u®l < [u(®] + a*IFllo

t
+ & maxoerer K (6, )| f u(®)ldt
0

esitsizligini aliriz. Daha sonra (7.2) sinir sartindan

lu(0)| < |A] +f lc(s)u(s)lds
0

yazabiliriz. Bu esitsizligi (7.8) esitsizliginde yerine yazarsak

T
lu(®] < |A] +f le(®)uls)lds + a™IFlle
0

¢
+a‘1l?j lu(t)|dt
0

< A + Tlicllollulle + @ IFlle + @™ Kllull oo

esitsizligini elde ederiz.

Boylece
I
lu(®)| <6 + a"lKj lu(t)|dt
0

esitsizligini elde ederiz. (7.14) ifadesinden
lu(t)| < 5a KT
esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikten

lullo < (Al + Tlicllollulle + @™ IFllw)a™ KT
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1 _
lulleo < — (|A] + a”|F|lw)a KT
1—T|c|lwa-'KT (7.16)

ifadesini buluruz. Bu ise (7.4) sartinin ispatin1 vermektedir. Simdi ise (7.5)’iin ispatini

verelim: (7.8)’in bir kez tiirevini alirsak
ev' () +al®)v(®) =G(), tel (7.17)
esitligini buluruz. Burada
u'(t) = v(0),
, ) ta
6O = £ ® ~dOu©) ~KEouw = | TREIEs  (118)
seklinde verilir. (7.1) denkleminden

1
(O] < Z{la(®]u(0)] + £ (0)}

m |

(7.19)

IA

yazabiliriz.
Ayrica K = max ¢ erlK(t,s)| ve |u(t)| < C durumlarindan dolayr G(t) igin

asagidaki esitsizligi alabiliriz:

9
—K(, s)| u(s)|ds

t
0

601 < |7 @+ | @] w1+ K Ol + |

=C. (7.20)
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(7.18) esitliginden

1 1t 1t
v(©) = vl 1O 4 2 [ (e kg (7.21)
0

elde edilir. Buradan asagidaki esitligi alabiliriz:
/ / —lfta(x)dx 1t —1fta(x)dx
[ ()] < ' ()¢ e O 1 ~ [ [G(§)le ¥ ag (7.22)
0

(7.19), (7.20) ve (7.21) degerlendirmelerinden,

C _at C (b _at=9
Iu’(t)IS;e e + Ef e ¢ dé&
0

¢ _at 10 (1 _at
< — - —
=ze e +a ( € 8) (7.23)

esitsizligi bulunur. Buradan (7.5) esitsizligini elde ederiz. Boylece Lemma 7.1.1

ispatlanmistir.
7.2 Ayrik Problem
Bu kisimda (7.1)-(7.2) singiiler pertiirbe problemine uygun sonlu fark semasini

verecegiz. Ilk olarak, [0, T] bolgesinde asagidaki sekilde bir w,, diizgiin sebeke tanimi

verecegiz:

wp = {ti = ih, i=12,..,N; h= _} (724)

Herhangi bir g(t) fonksiyonu i¢in g; = g(t;) olarak ayarladigimiz gosterimi
basitlestirirsek, g;, g(t)’ nin bir yaklasim1 oldugunu gosterir. Burada
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9z =757 19l = 19l = maxosiew|gil (7.25)

bigiminde verilir.

(7.1) denklemi i¢in fark metodunun yaklasimi asagidaki 6zdeslikle baslayacagiz:

t; t;
xi PR Lu@u@dt =x R f(O(D)de, i

ti—1 ti—1

=12,..,N. (7.26)
Burada ys; (t) asagidaki gibi tanimlanir,

_ai(ti—t)
Yi(t)=e & tig <t<t;. (7.27)

Ayrica y; asagidaki gibi yazabiliriz,

L fiE 1—e %P h
Xi=nh . Wi ()de = .. i P=7 (7.28)
; (t) asagidaki problemin ¢oziimiidiir,
—eP'(0) +aPi(6) =0, t_1 <t<t, (7.29)
vi(t) = 1. (7.30)

(7.26) denklemi diizenlenirse asagidaki ifadeyi buluruz

82



t;

Xt [ew' () + a@®u®]yi(D)dt

ti—1

+x 'R ) ft[K(t; s)u(s)ds] P;(t)dt

ti—1

it [ Fo v (7.31)

ti—1

Birinci integrale kismi integrasyon uygulayarak ve ikinci integralin (7.31) 'in sag

tarafi yeniden diizenlenirse,

7]

xitht | [ew (0 + a@®u®)]y;(D)dt

i1
t
+x;th?t su'(t) P (t)dt

ti—1
t

=x ' h7la; f u(t) gy ()dt + RV (7.32)

ti—q

elde edilir. Burada R™" kalan terimi

t

RY = 7 h7t | [a(t) — a;Ju(t) wi(t)dt (7.33)

ti—1

bi¢imindedir.
(7.32) daki integrallerin her bir (t;_4, t;) araligina, Tanim 4.11’de ki (4.6) ve (4.7)

kuadratiir formlar1 uygulanirsa,

&

ti
X[ e Ow@de+ e [ e wode
t

i-1 ti—q

+ Ri(l) = eQuz; + a;u; + Ri(l) (7.34)
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esitligini elde ederiz. Burada 6; ve p asagidaki bi¢imdedir:

0, ap —aip . h
i T _e-an® p=— (7.35)
(7.22) denkleminin sag tarafindaki integral igin
5 @
(PR fOW®dt = fi + R (7.36)
ti—g
esitligini elde ederiz. Burada Ri(z) asagidaki sekilde verilir:
@) y
RZ =xi" 7t | [fFO-filw:(®at. (7.37)
ti—q

Tanim 3.11°de ki uygun interpolasyon kuadratiir formlarin1 ve Tanim 3.12°de

verilen sag tarafli dikdortgen kuralini uygulayarak asagidaki ifadeyi elde ederiz:

ti t ti
xithl dtlj}ij K(t,s)u(s)ds = x;* h"lj K(t;, s)u(s)ds f; + Rl.(3)
0 0

ti—q

i
j=1
Burada
© ! "9
R® =y ht | dty; (t)( a_fK(E’ S)u(S)dS> g, (7.39)
tiq 0
ve

i

ti
RV == | -t

4

d

3¢ (K (&, $u(§)ds) (7.40)

j=1"ti-1
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esitlikleri bulunur.
(7.34), (7.35) ve (7.36) esitliklerinden (7.1) denklemi i¢in asagidaki fark semasini

yazabiliriz:

l
eBiuai + a;u; + hz Kl]u] + Ri = fl , i = 1,2, ,N (741)
j=1

burada kalan terim

R;= R - R?+ R+ R (7.42)

seklinde ifade edilir.
(7.2) sartina uygun bir yaklasim elde etmek i¢in Tanim 4.12’den sag tarafli
dikdortgen kuralin1 kullantyoruz. Buradan asagidaki ifadeyi elde ederiz:

ds=h iUi .
foc(s)u(s) s ;cu +r (7.43)

Elde edilen r kalan terimi,

N o ¢

i d
r=- | -t g (cum)ar (7.44)

i=1 " ti-1

bi¢imindedir. Sonug olarak

N
Uy = hz cu; +r+A4 (7.45)

=1

ele alabiliriz.
(7.41) ve (7.45) de R; ve r terimleri ihmal edilirse, (7.1)-(7.3) singiiler pertiirbe

Ozelikli problem i¢in asagidaki sekilde bir fark semast bulunur:
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i
ly; = €6y + aiy; + hz Kijy; = fi, i=12..N, (7.46)
=1

N
Yo = hz ciu; + A. (7.47)
i=1
Burada 6; katsayisi (7.35) bagintisiyla tanimlanmaktadir.

7.3 Diizgiin Yakinsaklik ve Hata Degerlendirmeleri

Bu metodun yakinsaklig1 hakkinda bazi degerlendirmeler verecegiz, z; = y; — u;,

0 < i < N hata fonksiyonunu asagidaki fark problemi seklinde ele aliyoruz:

i
lZl- = EHiZf‘i + a;z; + hz KUZ] = _Ri ) i = 11N (748)
=1
N
Zy = hZCizi+A—r.
£ (7.49)

R; ve r kalan terimleri (7.42) ve (7.44) bagntilariyla verilmistir.
Lemma 7.3.1. Eger a(t), c(t), f(t) € C*[0,T] ve K(t,s) € C'[0,T]? ise 0 zaman R;
ve r kalan terimleri asagidaki esitsizlikleri saglar:
IRl 0,0y < Ch (7.50)

ve

|r| < Ch. (7.51)
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Ispat. Burada Rl-(k)(k = 1,2,3,4) durumlarim gz &niine alalim. Once (7.50) esitsizligini

ispatlayalim:

ti
RO <xtrt | 12’ @Il —tllu@®| g (Ddt, &

ti—1
t
€ [ti—1,t] < Chy;* A1 Y;(t)dt < Ch. (7.52)
ti—1
Aym sekilde Ri(z)terimi icinde alinabilir:
|R,?| < ch. 759

(7.37) ifadesinden, Z—I; ve |u(t)| < C sartlarindan asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

|R§3)|sft
0

Ve son olarak (7.23) ifadesinden

oK
FE 9)|lu(s)lds < ch (7.54)

RO =Y [ (6~ 50) gy (ke )| as
=1t

T .
= hf { M‘ [u()I + IK(ti,f)IIu’(E)I}df (7.55)
0 9

esitsizligi elde edilir. (7.4) ve (7.5) esitsizliklerinden asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz

|R§‘”|§Chf

! 1« _ar
(1+—e S)df SCh{T+a‘1<1—e e)}
0

€ (7.56)

< Ch.

Bu degerlendirmelerden dolay1 asagidaki ifade yazilabilir:
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|IR;| <Ch, i=1,..,N. (7.57)

Boylece (7.50) ifadesi tamamlanmis olur. Daha sonra r kalan terimini tahmin

ederiz. (7.51) acik ifadesini asagidaki sekilde olusturuyoruz:

N

=Y [ - i@ + cow @l

i=1 " ti-1

t

N

ti
<hy [ 0@l
i=1 "ti-1
+ [c(O[uW'()[}dt. (7.58)
(7.4) ve (7.5) esitsizliklerinden asagidaki ifadeye ulasabiliriz:

N t;

Ir| < Chz:j (1+ [/ (O)dt < Ch (7.59)

i=1 " ti-1
Boylece (7.1)-(7.2) probleminin yakinsaklik sonucunu ifade edebiliriz.

Lemma 7.3.2 K, a ve c¢'nin Lemma 7.1.1'deki varsayimlari saglansin. Ayrica

lclloz,e® K7 <1 (7.60)

sartt saglansin. z;, (7.48)-(7.49) nin ¢oziimleridir. Bu sartlar altinda asagidaki ifade

dogrudur:

lell., <c{IRIl,, +) 761
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Ispat. Farz edelim ki, [ (7.48)-(7.49) de bir fark operatorii olsun. Eger v bir sebeke

fonsiyonu ise vy =0, lv; >0 ise 0 zaman 0 <t < T igin v; = 0 olur. Buna gore

Lemma 4.1’den maksimum prensibini kullanirsak,
i
lell,. 5, < |7o] + @t IRIL,, +ah ) |Kyllz)
j=1
esitsizligini elde ederiz.

Daha sonra (7.49) sartindan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

N
120l < h Y leillz] + 7.

]

(7.62) ve (7.63) esitsizliklerinden

N i
lell,,, = 1+ aIRI,,, +8) lgllz]+ah )y |Kyllz),
j=1 j=1

N
<F+a'Rh) ||
j=1

ifadesini elde ederiz. Burada

N
§=Irl+aR],, +h) gl
j=1

olarak tanimlanir.

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.64) esitsizligine Gronwall esitsizligi uygulanirsa asagidaki ifadeyi elde ederiz:

|z;] < Se® 'Kti,
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Dolayisiyla biz asagidaki esitsizligi yazabiliri

i
7 < {Irl+a R, +h ) |gllz]fe
j=1

i
< |r|+a‘1||R||OO'wh+max1SjSN|cj|h2|Zj| pa KT
=1

< |[Irl+ a7 R| e@ KT +hN||c|| - e“_ll?T”z” .
R, R, R0

(7.67)
Sonug olarak,
(1 _ hN”C”oo,a)hea_liT) ||z||oo@h{|r| + a_lllR”oo’wh}ea—ll?T
1 e
Izll,, 5, = — {lrl +a!|R|| }e“ KT (7.68)
POV 1 — AN [lell g, €% KT o

esitsizligini elde ederiz. Boylece Lemma 7.3.2 ispatlanmig olur.
Teorem 7.3.1 u, (7.1)-(7.2) probleminin ¢6ziimii ve y de (7.46)-(7.47) fark probleminin

¢oziimii oldugunu varsayalim. O halde, Lemma 7.1.1 ve Lemma 7.3.2 kosullar ile

beraber, asagidaki sekilde bir esitsizlik saglanir:

ly — ullw,m, < Ch. (7.69)

Ispat. Onceki iki lemmadan Teoremin ispat1 ikar.
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7.4 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda (7.1)-(7.2) stirekli problemi i¢in diizgiin sebeke lizerinde kurulan
(7.46)-(7.47) fark semasi i¢in niimerik sonuglar verilmektedir. Fark semasinin ¢6ziimii

icin sayisal sonuclar tablolar ile gosterilmistir.

Ornek 7.4.1

su'(t) + (1 +u(t) + i tu(s)ds =

10 J,
_t £ " t | ot 12 . 01
— = _ el =
te ¢ (1+t)2+ +10[€( es)+n , t (0,1), (7.70)
ls 1
u(0) = J Eu(s)dt =3—¢e(1+¢&)e+e%2—1In2 (7.71)
0

problemi gozoniinde bulundurulsun. Burada problem igin kesin ¢oziim,

1

t
u(t) =e e+ 1_+t (7.72)

seklinde elde edilir.
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Cizelge 7.1 (5.29)-(5.30) problemi i¢in £’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

sebekesinde hesaplanmis e hata degerleri ve pN yakinsaklik oranlar

£ N =16 N =32 N = 64 N =128 N =256 N =512
272 0.02075619 0.01066801 0.00540788 0.00272253 0.00136592 0.00068404
0.9625 0.9814 0.9908 0.9954 0.9977
274 0.01697993 0.00868855 0.00439879 0.00221330 0.00111013 0.00055586
0.9688 0.9833 0.9915 0.9958 0.9979
276 001647393  0.00831395  0.00419396 0.00210888  0.00105763 0.00052955
0.9889 0.9885 0.9925 0.9960 0.9980
278 0.01652099 0.00830367 0.00416198 0.00208599 0.00104531 0.00052333
0.9950 0.9978 0.9972 0.9971 0.9982
2710 0.01652118 0.00830620 0.00416490 0.00208531 0.00102838 0.00051379
0.9945 0.9972 0.9987 0.9994 1.0005
eN 0.02075619 0.01066801 0.00540788 0.00272253 0.00136592 0.00068404
pN 0.9625 0.9814 0.99908 0.9954 0.9957
Ornek 7.4.2. Asagidaki test problemini ele alryoruz:
T
f(© + aOu® + [ Ko su@)ds = £, tel=(.1] 773
0
_t
® ®= (-2
alt) =t+1, f(t =—+t+<e s)(——),
f 2 2 (7.74)
K(t,s)=t+s (7.75)
ve
11
u(0) =1+ f Ecos(ns) u(s)ds. (7.76)

0

Bu problemin ¢6ziimii bilinmemektedir. Boylece, hesapladigimiz problemin,

cozlimlerindeki olusan hatalar1 ve bu ¢6ziimden elde ettigimiz yakinsaklik oranlarini

degerlendirmek i¢in ¢ift sebeke yontemi uygulariz. Dolayisiyla, hesapladigimiz

¢oztimleri ikiye boliinmiis bir ¢ift sebekede ki ¢oziimler ile karsilastiriyoruz (Farrell vd.,
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2000; LinB, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2007; Roos vd., 2008). Bu yontemle
olusturdugumuz hata degerlendirmesi,
N ~£,2N|

_ eN
es! =maxly;” -7, (7.77)

ile verilmektedir. Burada ;*" , @,y = {x;/5: i = 0,2N} sebekesinde ilgili metodun

XitXiyq

yaklagik ¢oziimiidiir ve { = 1, N — 1igin x;41/,= . Uygun yakinsaklik oranlari

ln(i
DN = ez (7.78)
€ In2

ile hesaplanmaktadir.

Cizelge 7.2 (7.29)-(7.30) problemi i¢in £’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

sebekesinde hesaplanmis e hata degerleri ve p" yakisaklik

oranlari
£ N=16 N =32 N = 64 N =128 N = 256 N =512
272 0.056424 0.030112 0.001555 0.007963 0.004024 0.002068
0.84 0.89 0.95 0.97 0.98
274 0.058452 0.030321 0.001554 0.007951 0.004016 0.002035
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
276 0.059015 0.030213 0.001550 0.007864 0.004013 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
278 0.059015 0.030124 0.001551 0.007834 0.004008 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
2710 0.059013 0.030985 0.001549 0.007829 0.004005 0.001995
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
2712 0.059013 0.030988 0.001549 0.007827 0.004005 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
2714 0.059014 0.030986 0.001550 0.007827 0.004006 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
eN 0.059024 0.030988 0.001555 0.007963 0.004024 0.002035
pN 0.85 0.89 0.95 0.97 0.99
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7.5 Sonuclar

Bu calismada integral sartli singliler pertiirbe oOzellikli Volterra integro-
diferansiyel baslangi¢ deger problemi ele alindi. Boyle problemler icin elde edilecek
¢oziimler icin, diizgiin sebeke iizerinde sonlu fark semalar1 kullanilarak diizgiin yakinsak
analizler yapilmaktadir.

Burada, €’na gore diizgiin yakinsak bir niimerik metod verildi ve bu metod i¢in
problemin ¢oziimii ve tlirevi i¢in asimptotik degerlendirmeler yapildi ve bu asimptotik
degerlendirmeler niimerik metodun analizinde kullanildi. Daha sonra bu problem ig¢in
diizgiin sebeke ilizerinde fark semasi kuruldu. Burada lineer baz fonksiyonlar1 kullanildi.
Bu problemin kararlilik analizi ve hata degerlendirmeleri yapildi. Son olarak problemin
diizgiin yakinsakligini gésteren bir teorem verildi.

Sonug olarak sundugumuz metodun etkinligini ve kesinligini 6l¢mek i¢in drnekler
tizerinde test edildi ve hesapladigimiz sonuglar, verilmis teorik sonuglarla uyumlu oldugu
gbzlenmektedir. €’nun kiiciilen degerleri ve N nin biiyiiyen degerlerine gore buradaki
yakinsaklik metodun yakinsakliginin birinci mertebeden oldugu gosterildi. Elde ettigimiz
sonuglar birinci mertebeye yakin oldugu gozlemlendi. Dolayisiyla hesaplanan sonuglar

teorik sonuclarla uyumlu oldugu goriilmektedir.
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8. INTEGRAL SINIR SARTLI LINEER OLMAYAN SINGULER PERTURBE
VOLTERRA-INTEGRO DiFERANSIYEL DENKLEMIi

Bu c¢alismada asagidaki sekilde integral sinir sartli lineer olmayan singiiler

pertiirbe Volterra integro-diferansiyel problemleri gézoniinde bulundurulmaktadir:

t
Lu =eu'(t) + f(t,u(t)) + f K(t, s,u(s))ds =0, 6
0 .

te I=(0,T]

T
u(0) = f c(s)u(s)ds + A, (8.2)
0

burada 0 < € « 1 singiiler pertiirbasyon parametresidir. A verilen bir sabittir. f(t,u) ve

K(t,s,u) fonksiyonlar: sirastyla I = [0,T]’de I X Rve I x I X R araliginda yeterince

V>a>0 yazilabilir. Bu sartlar

g_

diizgiindiir. c(t) < 0 bir siirekli fonksiyondur. Ayrica

altinda (8.1)-(8.2) probleminin bir tek ¢oziimii vardir. € ’nun kiigiik degerleri igin

u(t) ¢oziimii genelde t = 0 civarinda sinir kat1 olusturmaktadir.

8.1 Tam Coziim icin Bazi Degerlendirmeler

Burada (8.1) - (8.2) singiiler pertiirbe problemini ¢ozebilmek igin bazi
degerlendirmeler vermekteyiz. Bu degerlendirmeler gelecek boliimlerde nilimerik

¢ozlimlerin analizinde gerekli olacaktir.

Lemma 8.1.1 f € C[0,T] ve ‘::—f € C'[0,T], m = 0,1 olsun, u(t) fonksiyonu (8.1)-

(8.2) probleminin ¢6ziimiidiir.

Burada,

§=a1G|clle* T < 1 (8.3)



sart saglansmn. Burada G (t,s) = Z—I:L (t,s,1i(s)) olarak verilsin. O zaman asagidaki

esitsizlikler dogrudur:

ve
|u'(t)|sc{1+%e_7at}, tel
burada
Co= (1= &) H{IAl+a A+ el Nl } 2T,

ve

G = max |G(t,s)l.

(t,s)EIXI

Ispat. (8.1) denkleminden asagidaki ifadeyi alabiliriz:

t

eu'(t) + a(®)u(t) + j G(t,s)u(s)ds = F(t), tel.

0

Buradan asagidaki esitlikleri alabiliriz:

0
a(t) = %(t,ﬁ(t}), u(t) = pu(t), 0<p<1,
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G(t,s) oK (t,s,1(s)) ii(s) (s) 0<n<1
) = \LS ) = nuls), ,
du b 1 (8.10)

ve

t

F(t) =—f(t0) —f K(t,s,0)ds. (8.11)

0

Burada (8.8) denkleminden u(t) igin asagidaki esitligi alabiliriz:

_ —lfta(r)dr 1t —lfta(r)d‘c
u(t) = u(0)e e’ +E F(é€)e €% dé
0

(e L [fa@ar
- fo UO G(E,s)u(s)dSle elee@dTge (1)
(8.12) ve (8.2) sinir sartindan

A+ [ e, F(E)e s “D ge1qy

u(0) = T¢
1-— fOT c(t) e sl 2@ar gy

LT e [ 66 sulsras] e O ag]

1.t
1- [ c(t) e el ® gy

(8.13)

esitligini elde ederiz. Boylece, (8.13)' nin payi su sekilde verilebilir:
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1" ‘ —%fta(r)dr
‘A+E.[;c(t)[j; F(&)e ek “@8 gz gy

1" s —%fta(r)dr
+‘E,f0 c(t){j; U; G(f,s)u(s)dsle ¢ df}dt

T _at
S|A|+a‘1IIF||oof Ic(t)l(l—e e)dt
0

_ T _at
+a‘1G||u||oon ()| (1 —e e)dt
0

T T
< |A] +a_1”F”oof |C(t)|dt+a_lG_T”u”oof le(®)at
0 0

_ 1= 8.14
< 1Al + @ Ylell IF Nl + @ *GT el lutlloo. (8.14)

(8.13)’lin paydasi alttan 1 ile sinirlidir. Buradan asagidaki ifadeyi elde

ederiz

[u(0) < |Al + a™ iclly (IFlleo + GTlIulloo)- (8.15)

Daha sonra maksimum prensibinden Lou = eu'(t) + a(t)u(t) ve (8.8)

formundan agagidaki ifadeyi yazabiliriz:

t
lulles < (O] + a*IF |l + a‘léj lu(s)lds
0
<Al + a el (IF e + GTllulle)

t
ra U |Flle + a1G j [u(s)lds. (8.16)
0

Burada,
Y =lAl+ a HIFllw + a el (IFlle + GTlullo0) (8.17)

olarak segilir ise, boylece
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uEol ¥+ a6 [ lu(s)lds (6.18)

esitsizligini elde ederiz.

(8.18) esitsizligine Gronwall esitsizligini uygularsak

llullo, < ye® 6T (8.19)
ifadesi bulunur.

Yukaridaki esitsizlikten asagidaki ifade bulunur;

_ -1g
lulle < [1AI + @™ (2 + llcllDNIF llo]e® 4T
15 -1
+a G Tlulleo)e® T liclly

< (1= 8)IAl + a1 (1 + llclDIIF I o]e® €T, (8.20)

Burada,

§=a 1GT|lc|l,e% T < 1 (8.21)
sart1 saglanir.

Bu da (8.4)’lin ispatin1 verir. Simdi ise (8.5)’iin ispatini yapalim: (8.8) denklemini

asagidaki gibi yazabiliriz:

eu' () +a®u'(t) = (), tel (8.22)

burada

() =—f'(t,0) — K(t,t,0) — Jtz—f(t, 5,0)ds — G(t, t)u(t)
0

_ fot%(;(t, s)u(s)ds — a’' (t)u(t). (8.23)
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lul < ¢y, G= (tr%a%( ilG(t’ s)| ve Lemma 8.1.1 ifadelerinden asagidaki
,S)EIX

esitsizligi verebiliriz:
lp(®)] < C. (8.24)

Boylece, (8.1) denkleminden asagidaki ifadeyi alabiliriz:

C
HOIES (8.25)

(8.22), (8.24) ve (8.25) degerlendirmelerinden,

1.t 1 t _l t
|ul(t)| S |ul(0)|e_gfoa(f)d‘[+ ;j- |(p(§)|e gffa(r)d‘rdf
0
C _at C (b _at=9
[
0

<—e ¢+ —
& &

C _at _at=9
<ce s+a‘1C<1—e £ ) (8.26)

esitsizligi bulunur. Buradan (8.5) esitsizligini elde ederiz. Boylece Lemma 8.1.1

ispatlanmugtir.
8.2. Fark Semasinin Analizi

Bu kisimda (8.1)-(8.2) singiiler pertiirbe 6zellikli problem i¢in sonlu fark semasi
verecegiz. Singiiler pertiirbe problemin davranisina 6rnek olarak asagidaki grafik

verilebilir:
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Sekil 8.1 Parcali diizgiin (Shishkin) sebeke

Bu tarz problemlerin ¢oziimleri i¢in farkli sebekeler kullanilabilir. Parcali diizgiin

(Shishkin) sebeke mantig1 asagidaki dogruda gosterildigi gibidir (Nayfeh, 1993):

Sekil 8.2 Parcali diizgiin (Shishkin) sebeke gosterimi

Ik olarak, [0,T] bolgesinde asagidaki sekilde bir, wy, parcali diizgiin sebeke
tanimi1 verelim:

(J)N={0<t1<t2<"'<tN—1<tN=T'
T, =t;—t_1i=12,..,N}, (8.27)

Sebeke noktalarini agagidaki gibi secebiliriz:

N N
ti=o0+ (i — 5) @, = >+ 1,...,N, t;€[o,T] (8.28)

ve
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T(l) — ZO-N_l’ T(Z) = Z(T —_ O')N_l, T S TN_I,

TN 1<1@ < 2TN1, W 4+ 7@ = 27N,
(8.29)

Simdi burada, (8.1) ve (8.2) problemini bir diizgiin olmayan sebeke tizerinde sonlu
fark yontemi ile uygulayacagiz. Diizgilin olmayan sebekeyi, N pozitif tamsayist i¢in [0, T']
araligini iki alt araliga [0, o] ve [o, T] ayirarak ifade ederiz. Genellikle o <« 1 olarak

alinir, burada o asagidaki gibi belirlenen gegis noktasidir:

(T
0=mln{5,a slnN}. (8.30)

(8.1) denklemi i¢in fark metodunun yaklasimini asagidaki 6zdeslikle verecegiz:

t; t;
it f gu'(t)dt +7;7* f(t,u)dt
@

i-1 ti—1

T J:l U:K(t, s,u(s))ds] dt = 0. (8.31)

Kuadratiir kurallarindan yararlanarak ilk terime integrasyon uygulanirsa ve ikinci

terim yeniden diizenlenirse,

t ti
T{lj eu'(O)dt + 771 [ f(t,wdt = eug; + f(t;,u;) + RY (8.32)
t

i-1 ti—q

elde edilir. Buradan biz asagidaki kalan terimi bulabiliriz:

t; P
RY = —71| (¢ _ti—l)a_ff(f'u(f))df- (8.33)

ti—1

(8.31) de ki terimlerin her bir (t;_4,t;) araligina, Tanim 4.11’de ki (4.9) ve (4.10)

kuadratiir formlar1 uygulanir ise asagidaki ifadeyi yazabiliriz:
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Tt ftl Utl{(t, s,u(s))dsl dt

t; t t
= Ti_lj; dtj; K(t, s,u(s))ds = fo K(t, s,u(s))ds + Rl.(z). (8.34)
i-1
Burada Ri(z)asagldaki sekildedir:

R® = g1 " (& -t )iftl((f s u(s))ds dé
i i i-1 65 o ’ ! (835)

ti—1

(8.34)’te ¢ekirdek fonksiyonu igeren terim i¢in Tanim 4.12’den orta dikdortgen

kural1 uygulandiktan sonra asagidaki esitligi elde ederiz:

t; t
f K(t;, s, u(s))ds + Ri(z) = Z 7;K;; (ti, tj, uy) + Ri(3) + Rl.(z) (8.36)
0 .
j=1

Burada Ri(3) asagidaki sekilde verilir:

i ¢ d
RO=D[ (- 1) g7 K (60 & u()ds. (8.37)
j=1 i1

(8.32) ve (8.36) ifadelerinden (8.1) denklemi igin asagidaki fark semasini

alabiliriz:

i
eug; + f(tiw;) + Z 7Kt 4, w) + R, i=0,N. (8.38)
j=1

Burada elde edilen kalan terim asagidaki gibidir:

Ri= RM + R® + R®, (8.39)
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(8.2) sinir kosuluna uyumlu bir yaklasim olusturmak i¢in igin Tanim 4.1’den sag

tarafli dikdortgen kuralini kullaniyoruz. Boylece asagidaki ifadeyi buluruz:

N

Ug = Z Ticiu; +A+r. (8.40)

i=1
Burada r kalan terimini asagidaki gibi aliriz:

N ¢

t d
r=Y | -5 (c@u)de (641)

i=1 " li-1

(8.38) ve (8.40) deki R; ve r terimleri ihmal edelim, o halde (8.1)-(8.2) problemi

icin agagidaki sekilde bir fark semasi olusturabiliriz:

i
Lyy; = eyg; + f(Liyi) + Z T:K;;(t, tj,y;) =0, i=12,..,N, (8.42)
j=1
N
Yo = Z Ti¢iy; + A (8.43)
i=1

8.3 Hata Analizi ve Diizgiin Yakinsakhk

Bu boliimde metodun yakinsakligini degerlendirmek icin, z; = y; —u;, 0 < i <

N hata fonksiyonunu asagidaki bi¢imdeki fark problemi seklinde aliyoruz:

Lyz; = ezg; + [ty yi) — (0 u)]

2
+ Z wil Kij (6t 3;) = Ky (t, 6, )] = =Ry, (8.44)
j=1
(8.45)
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Burada verilen R;ve r kalan terimleri sirasiyla (8.39) ve (8.41) esitliklerinde

tanimlanmustir.
Lemma8.3.1 a(x) ve f(x) € C1[0,T] sartlar1 var ve Lemma 8.1.1 deki sartlar1 gdzoniine
alindiginda, R; ve r kalan terimleri Shishkin sebeke iizerinde asagidaki sekilde
esitsizlikleri saglar:

IR 00,00y < CN~lInN (8.46)

ve

|r| < CN~tinN. (8.47)

Ispat. Burada Ri(k)(k = 1,2,3) durumlarim gz &niine alalim. Once (8.33) esitsizligini

ispatlayalim:

R.W| < 1 5 — ¢ i d . .
| i | =T (f tl—l) f(f'u(f) f, f € [tl—lftl]
ti—1 0¢
ti
<7 ¢
ti—q

d d ' d
5/ (6 u() + 30 FEuON @) dg

—ti—1)

ti
et [ G-t +uw(©)Ndg

tiq

< C{njti Iu’(f)ldé}. i=12..,N. (8.48)

i-1
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Ayn1 sekilde Ri(z) terimi igin |g_1;| < C ve |u(x)| < C, sartlar1 altinda asagidaki

ifadeyi yazabiliriz:

IR®| < 7! (E —ti—1)

ti—1

€ [ti—1, t;]

ds, §

f K (&,s,u(s))ds

1]
= Ti_1 (& —ti-1)

ti—1

f %Kl(f, s,u(s))ds|d

Kl (E' t, U(t))

t
< Cr;? € —ti—)I1 +u'(§)]dé

ti—1

ti

< C{Tif Iu’(f)ldf} < Cry, i=12,..,N. (8.49)
ti—q

(8.37) kalan terim ifadesinden, Z—I; ve |u(t)| < C sartlar1 altinda asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

R(3)|<Z t- 1)

ST ACEAG) I

tl 1
€ [ti—1, ti]
i
< G
j=1 ti—1
400 [ K6 6,u(©) + 50K (66,0 ©)|
< C max Li_lll+u’(€)ld€
ti
S C i ! d S C ir ':1,2,...,N.
{r f @) f} T, (8.50)
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Bu (8.48), (8.49) ve (8.50) degerlendirmelerinden dolay1 biz asagidaki esitsizligi
elde ederiz:

ti
IR;| < C{Tif Iu’(f)ldf}, i=1,..,N. (8.51)
t

i-1

Buradan elde ettigimiz sonuglardan dolay1 ve Lemma 8.1.1 de ki (8.5) esitsizligi

ile agsagidaki sonuca varmis oluruz:

1t _at .
IR;| < C Ti+§j; e edty, i=1,..,N. (8.52)

i-1

Boylece (8.46) ifadesi tamamlanmis olur. Simdi, ilk durum i¢in hata

yaklagimlarin1 Shishkin sebekenin diigiim noktalarina gore tahmin ediyoruz. Ik olarak,
o =§ durumunu ele aliyoruz. Daha sonra, ES atelnN, T =7t@ =7 =TN1

durumlarini ele aliyoruz. Sonug olarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
IR{| < C{N"'+ & 'TN 1} < C{N~' + a " 'N~tInN}. (8.53)
Buradan, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

IR;| < CN~InN, i=12,..,N. (8.54)

Ikinci durum igin o = a”lelnN ve a N~ lInN Sg degerlendirmelerini ele

alalim. [0, o] ve [o, T] araliklan iizerinde R; kalan terimlerini tahmin ediyoruz. [0, o]

siir kat1 bolgesinde, (8.52) esitsizligi asagidaki ifadeye indirgenir:

2a telnN

IR < CA+e D i<sc+e™d) N

(8.55)

Buradan asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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IRi| < C}1@ +at e_até_l — e_aTti i= N
| < , s N. (8.56)

Boylece, asagidaki ifadeye varmis oluruz:
|R;| < CN~linN. (8.57)

Daha sonra r kalan terimini tahmin ederiz. (8.41) agik ifadesini olusturuyoruz ve

asagidaki gibi bir degerlendirme alabiliriz:

N o4 d
<y f (¢~ timy) o (cCOU(DNE
1= y ti
< ; 1 / d
<;r ft (@I + Ol @D
< Ch Y (1 + e (®)Dde (©58)

(8.4) ve (8.5) ifadelerinden asagidaki esitsizligi alabiliriz,
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T 1 _a_t
SCT(l)f (1+—e s)dt
o £

T

1 at
+ CT(Z)f (1 + —e‘?) dt
0 &

at

T 1
<c@®W + r(z))f (1 + Ee_?> dt
0

aT
< (W +1@) <T +at (1 - e_T)>

< C(t®W +1t@) < cNLinN. (8.59)

Boylece (8.42)-(8.43) probleminin yakinsaklik sonucunu ifade edebiliriz.

Lemma 8.3.2

Asagidaki fark problemini ele alalim:

v =evgi+ai+v,=F, i=12.,N, (8.60)

vy = A (8.61)

109



Burada, |F;| < F; ve F; azalmayan bir fonksiyon olsun. O halde (8.60) ve (8.61)

icin asagidaki degerlendirme dogrudur:

lv;| <Al +a”'F;, i=01,..,N. (8.62)

Ispat. Lemma’nin ispat1 kaynaklarda verilen ¢alismayla benzerdir. Bknz (Kudu vd.,
2016).

Lemma8.3.3 ¢, K ve f, Lemma 8.3.1.'deki varsayimlar1 gegerli olsun. Ayrica,

il mye® €7 <1 (8.63)

olsun. z;, (8.44)-(8.45) nin ¢ézlimleridir. Bu sartlar altinda asagidaki ifadeyi alabiliriz:

lell, < IR, , +Irl} 8564

Ispat. (8.44) ve (8.45) yeniden yazilirsa asagidaki ifadeleri elde ederiz:

gztl+azl+ZT] l]] l: i=1l"'IN' (865)

ZN: T,C;Zi —T. (8.66)

j=1

Burada,

of
a;=—-(tw +nz'), 0<n<1, (8.67)

ve
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0K
Gij =—(ti,tjUj+r]_Z]N), 0<I1< 1
ou ™"~ (8.68)

esitliklerini verebiliriz. Dolayisiyla,
i i
z 7;Gizj| < éz 72| (8.69)
J=1 J=1

esitsizligi verilir.

(8.65) ve (8.66) den asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

i
121 < [z0] + @RI, + a6 ) gl (6.70)
j=1

Daha sonra (8.66) sartindan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

N

170l < ) glglla] + Irl. 6.71)

=1
(8.70) ve (8.71) esitsizliklerinden

|zi| < || + a_1||R||oole
N i
+er|cj||zj|+a‘1521j|zj|, i=1,..,N,
j=1 j=1
N
<8+a”d) gla (8.72)
=1

ifadesini elde ederiz. Buradan
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N
5=lrl+a R, + > 5ol
N e (8.73)

elde edilir.
(8.72) esitsizligine Gronwall fark benzeri esitsizligi uygulanirsa asagidaki ifadeyi

elde ederiz:

|2;| < Se® Gt (8.74)

Dolayisiyla, biz asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

j=1

i
2 < {lrl +aIRl,,,, + erlcj||zj|}ea1GT

< {Irl + a‘1||R||Oo’wN

i
+ max15j51v|cj| folzjl}ealcT' (8.75)

j=1

Buradan asagidaki esitsizligi bulabiliriz:

l2ll,, . < [Ir1+ @RI, Je= o7

-1~
+TN”(;”00@N80! GT”Z”oo’a)h. (8.76)
Sonug olarak,

(1 =eNllell,,, e ) llell,, o, {1+ IRIL,,, Je 67

1

el <
' 1 —TN||c||OoE)Ne“ GT

{rl+a Rl Je< ™7 gm)
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esitsizligini elde ederiz. Boylece Lemma 8.3.3 ispatlanmis olur.

Teorem 8.3.1 u, (8.1)-(8.3) probleminin bir ¢6ziimii olsun ve y ise (8.42)-(8.43) fark
probleminin bir ¢6ziimii olmak tizere, Lemma 8.2.1 ve Lemma 8.3.2 kosullar1 altinda,

asagidaki ifade saglanir:
ly = ulleo, 5, < CN~tInN. (8.78)
Ispat. Onceki iki lemmadan Teoremin ispatlandigin1 gorebiliriz.

8.4. Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, (8.1)-(8.3) singiiler pertiirbe problemi i¢in Shishkin (pargali diizgiin)
sebekede kurulan (8.42)-(8.43) fark semasi i¢in niimerik sonuglar verilmektedir. Fark

semasinin ¢oziimii i¢in sayisal sonuglar tablolar ile gosterilmistir.

Ornek 8.4.1

su'(t) + u?(t) + 2u(t) + ftuz(s)ds = f(t),t e 1 =(0,T], 679)
0 .

_2t _t ¢ _Zt
ft)=e ¢ +e s+§(1—e 8),

(8.80)
1 1
u(0) + f su(s)ds =1—e(1+ €)=+ €2,
0 (8.81)
Problemin kesin ¢dziimii

O =es

u(t) =e ¢
(8.82)

seklinde elde edilir.
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Cizelge 8.1 (8.23)-(8.24) problemi i¢in £’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

Shishkin sebekesinde hesaplanmis el hata degerleri ve pN yakimsaklik

oranlari
€ N =16 N =32 N = 64 N =128 N =256 N =512

272 0.004013 0.002108 0.001083 0.000549 0.000276 0.000139
0.9354 0.9640 0.9786 0.9884 0.9938

27 0.005270 0.002711 0.001509 0.000800 0.000413 0.000210
0.9586 0.8785 0.9275 0.9527 0.9750

276 0.008103 0.004249 0.002184 0.001109 0.000559 0.000210
0.9399 0.9616 0.9779 0.9880 0.9989

278 0.010661 0.005648 0.002929 0.001496 0.000756 0.000380
0.9269 0.9471 0.9692 0.9837 0.9914

2710 0.012812 0.006959 0.003642 0.001868 0.000947 0.000477
0.8806 0.9340 0.9645 0.9798 0.9892

el 0.012812 0.006959 0.003642 0.000800 0.000947 0.000477
pN 0.8806 0.8785 0.9275 0.9527 0.9750

Ornek 8.4.2 Asagidaki test problemini ele aliyoruz:
t
eu'(t) + 2 + coshu(t) + f sinhu(s)ds =0, tel=(0,T], (8.83)
0
1
u(0) + f eSu(s)ds =2
0 (8.84)

problemini ele alalim.
Bu problemin ¢oziimii bilinmemektedir. Bdylece, hesapladigimiz problemin,

cOziimlerindeki olusan hatalar1 ve bu ¢oziimden elde ettigimiz yakinsaklik oranlarini

degerlendirmek icin ¢ift sebeke yontemi uygulariz. Dolayisiyla, hesapladigimiz

¢oziimleri ikiye boliinmiis bir ¢ift sebekede ki ¢oziimlerle karsilastiriyoruz (Farrell vd.,

2000; LinB, 2003; Cakir ve Amiraliyev, 2007; Roos vd., 2008). Bu yontemle

olusturdugumuz hata degerlendirmesi,
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el = n(})ax|yf’N — 52|
N

(8.85)

ile verilmektedir. Burada ;*" , @,y = {x;/5: i = 0,2N} sebekesinde ilgili metodun

yaklagik ¢oziimiidiir ve { = 1, N — 1igin x;41/,= % Uygun yakinsaklik oranlar1

(8.86)

ile hesaplanmaktadir.

Cizelge 8.2 (8.23)-(8.24) problemi i¢in €’un azalan ve N’nin artan degerlerinin, wy

Shishkin sebekesinde hesaplanmis e} hata degerleri ve pN yakinsaklik

oranlari
€ N=16 N=32 N = 64 N =128 N =256 N =512
272 0.056424 0.030112 0.001555 0.007963 0.004024 0.002068
0.84 0.89 0.95 0.97 0.98
274 0.058452 0.030321 0.001554 0.007951 0.004016 0.002035
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
276 0.059015 0.030213 0.001550 0.007864 0.004013 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
278 0.059015 0.030124 0.001551 0.007834 0.004008 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
2710 0.059013 0.030985 0.001549 0.007829 0.004005 0.001995
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
2712 0.059013 0.030988 0.001549 0.007827 0.004005 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
2714 0.059014 0.030986 0.001550 0.007827 0.004006 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99
eN 0.059024 0.030988 0.001555 0.007963 0.004024 0.002035
pN 0.85 0.89 0.95 0.97 0.99
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8.5 Sonuclar

Bu calismada integral sinir sartl singiiler pertiirbe 6zellikli problem ele alind1. Bu
tirden problemler igin ¢oziim, pargali diizgiin (Shishkin) sebekede sonlu fark
semalarindan faydalanilarak diizgiin yakinsak bir niimerik yaklasim verilmektedir.

Burada €’na gore diizgiin yakinsak bir niimerik metod verildi. Bu verilen metod
icin problemin ¢o6ziimii ve tlirevi i¢in asimptotik degerlendirmeler yapildi ve bu
asimptotik degerlendirmeler niimerik metodun analizinde kullanildi. Daha sonra bu
problem i¢in pargali diizgiin (Shiskin) sebeke tizerinde fark semasi kuruldu. Burada lineer
baz fonksiyonlar1 kullanildi. Bu problemin kararlilik analizi ve hata degerlendirmeleri
yapildi. Son olarak problemin diizgiin yakinsakligin1 gésteren bir teorem verildi.

Sonug olarak sundugumuz metodun etkinligini ve kesinligini 6lgmek i¢in 6rnekler
tizerinde test edildi ve hesapladigimiz sonuglar, verilmis teorik sonuglarla uyumlu oldugu
gozlenmektedir. €’nun kiigiilen degerleri ve N nin bliyliyen degerlerine gore buradaki
yakinsaklik metodun yakinsakliginin birinci mertebeden oldugu gosterildi. Elde ettigimiz
sonuglar birinci mertebeye yakin oldugu gozlemlendi. Dolayisiyla hesaplanan sonuglar

teorik sonuclarla uyumlu oldugu goriilmektedir.
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9. TARTISMA VE SONUC

Lineer ve lincer olmayan singiiler pertiirbe 6zellikli problemler bir ¢ok alanda
kullanimi, giris boliimiinde ve literatiir bildirislerinde detayli bir sekilde verilmistir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler, en yiiksek mertebeden tiirevlerin oldugu
ve Katsayilarinda bir pozitif kii¢iik parametrenin var oldugu problemler olarak
bilinmektedir. Bu tiir problemler i¢in, kii¢iik parametrelere sahip olunmasi, uygun
niimerik ¢6ziim bulmada oldukga biiyiik sorunlar olusturmaktadir.

Bu pozitif kiiciik parametrenin varligindan dolaytr bu tiir singiiler pertiirbe
problemlerin ¢ozlimleri, tanim bélgesinde sinir kat1 olarak bilinen ince gegis katlarinda
oldukga diizensiz ve hizl bir sekilde degisirken, diger tanimli bolgelerde genellikle ¢ok
diizenli ve yavas degisir. Burada var olan bu diizensiz durum, singiiler pertiirbe
problemlerde ki ¢6ziim i¢in, tanim boélgesinde sinirsiz tiirevlere sahip olmasina neden
olmaktadir. Bu durumda, bu sekildeki denklemlerin ¢6ziimlerinde ciddi sorunlar bas
gostermektedir. Bu ortaya ¢ikan zorluklar, niimerik ¢oziimlerde de var olmaktadir. Bu
nedenle, sebeke adimlarinin giderek kiigiik degerler almasiyla yaklasik ¢6ziim genellikle
kesin ¢6ziimden 1raksamaktadir. Genel olarak kullanilan metodlar, sinirlarin bulundugu
¢Oziimiin davranigini taklit edemez ve bu nedenle kesin ¢oziimlerle karsilastirildiginda
daha biiyiik hatalara neden olmaktadir. Dolayisiyla, singiiler pertiirbe 6zelliklere sahip
problemleri ¢6zmek i¢in uygun niimerik metotlarin kurulmasi biiyiik 6neme sahiptir.

Bu “Integral Sinir Sartli Singiiler Pertiirbe Problemlerin Niimerik Coziimleri” tez
calismasinda su ana kadar ¢ok az sayida integral sinir sarth singiiler pertiirbe 6zellikli
problemler i¢cin Bakhvalov ve diizglin sebekelerde fark semalar1 kuruldu. Ayrik
maksimum normdaki pertiirbasyon parametresine gore fark semalari birinci mertebeden
diizglin yakinsamasi kanitlanmistir. Niimerik sonuglar boliimiinde algoritma ile elde
edilen sonuglarin, teorik sonuglar ile uyustugu goriilmistiir. Niimerik sonuglarda
problemin kesin ¢6ziimii ile yaklasik ¢oziimii arasindaki karsilagtirmalar grafik ve
tablolar ile verilmistir.

Bu calismada ele aldigimiz dort problem igin sirasiyla asagidaki degerlendirme
sonuclar1 verilebilir:

Birinci ¢aligsmada, integral sinir sarli ikinci mertebeden lineer singiiler pertiirbe
problemini ¢6zmek igin niimerik metod verilmistir. Ik olarak, problemin ¢dziimii ve

tirevi i¢in acik simirlar olusturuldu. Daha sonra, Bakhvalov sebekede fark semasi



olusturulur. Ayrik maksimum normdaki pertiirbasyon parametresine gore bu fark
semalariin diizgiin yakinsamasi kanitlanmistir. Ayrica yontemin etkinligi iki 6rnek
tizerinde gosterilmistir. Bu 6rnekler i¢in N nin degerleri, partiirbasyon parametresinin
degerleri, maksimum hata sonuglar1 ve yakinsama oranlar1 verilmistir. N igin artan,
epsilon azalan degerler aldiginda diizgiin yakinsama oranlarinin monoton olarak bire
yakinsadig1 goriilmiistiir. Elde ettigimiz sonuglar tablolar ile verilmistir.

Ikinci calismada, integral sinir sarli ikinci mertebeden lineer olmayan singiiler
pertiirbe problemini ¢dzmek igin niimerik metod sunulmustur. Oncelikle, problemin
¢Oziimii ve tlirevi i¢in agik sinirlar olusturuldu. Daha sonra, Bakhvalov sebekede fark
semasi olusturulmustur. Ayrik maksimum normdaki pertiirbasyon parametresine gore bu
fark semalarinin diizgiin yakinsamasi kanitlanmigtir. Ayrica yontemin etkinligi iki 6rnek
tizerinde gosterilmistir. Bu ornekler i¢in N nin degerleri, partiirbasyon parametresinin
degerleri, maksimum hata sonuglar1 ve yakinsama oranlar1 sunulmustur. N i¢in artan,
epsilon azalan degerler aldiginda diizgiin yakinsama oranlarinin monoton olarak bire
yakinsadigr goriilmiistiir. Elde ettigimiz sonuclar tablolar ve grafikler ile ayrintili bir
sekilde verilmistir.

Calismanin {iglincii problemi igin, integral sinir sarli lineer birinci mertebeden
singiiler pertiirbe Volterra integro diferansiyel problemini ¢6zmek icin niimerik metod
verilmistir. Oncelikle, problemin ¢dziimii ve tiirevi igin agik sinirlar olusturuldu. Daha
sonra, Diizgiin sebekede fark semasit kurulmustur. Ayrik maksimum normdaki
pertiirbasyon parametresine gore bu fark semalarinin diizgiin yakinsamasi kanitlanmistir.
Ayrica yontemin etkinligi iki ornek iizerinde gosterilmistir. Bu ornekler i¢in N nin
degerleri, partiirbasyon parametresinin degerleri, maksimum hata sonuglar1 ve yakinsama
oranlar1 sunulmustur. N artan, epsilon azalan degerler aldiginda diizglin yakinsama
derecesi birinci mertebeden oldugu ispatlanmistir. Elde ettigimiz sonuglar tablolar ile
ayrintili bir sekilde verilmistir.

Tezin son probleminde, integral smir sarli lineer birinci mertebeden singiiler
pertiirbe Volterra integro diferansiyel problemini ¢6zmek i¢in niimerik metod verilmistir.
Oncelikle, problemin ¢6ziimii ve tiirevi igin agik smirlar olusturuldu. Daha sonra,
Shishkin sebekede fark semasi kurulmustur. Ayrik maksimum normdaki pertiirbasyon
parametresine gore bu fark semalarinin diizglin yakinsamasi kanitlanmistir. Ayrica

yontemin etkinligi iki 6rnek tizerinde gosterilmistir. Bu 6rnekler igin N nin degerleri,
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partiirbasyon parametresinin degerleri, maksimum hata sonuglar1 ve yakinsama oranlari
sunulmustur. N artan, epsilon azalan degerler aldiginda diizgiin yakinsama oranlarinin
monoton olarak bire yakinsadigi goriilmiistiir. Elde ettigimiz sonuglar tablolar ile ayrintili
bir sekilde verilmistir.

Yontemimiz, her bir alt aralikta tek tip bir ag lizerinde yeni bir fark operatorii
icerir. Fark semasi, iistel temel fonksiyonlarin kullanimi ve agirlik ve kalan terimlerin
integral formda enterpolasyonlu kareleme kurallar1 ile integral kimlikler yontemiyle
olusturulur. Bu, klasik yontemlere kiyasla ¢ok daha diisiik tam ¢6ziim tiirevleri i¢eren bir
yerel kesme hatasiyla sonuglanir ve dolayisiyla yakinsamanin incelenmesini kolaylastirir.

Kullandigimiz yontemin birgok avantaji vardir, ¢iinkii problemimizin tahmini i¢in
daha az diizgilin kosul gereklidir. Bu nedenle yontem daha kullanisglidir ve iyi sonuglar
Verir.

Dolayistyla, niimerik metotlarin ¢6ziimii igin kolay olmayan hem integral sinir
sartli hem de singiiler pertiirbe 6zellige sahip bu tiir problemler i¢in ele alinan sonlu fark
metodu oldukga etkili ve kullaniglidir. Bu yapilan ¢alismalardan yola ¢ikilarak integral
siir sartlart ile karisik tipten ve lokal olmayan daha karmasik tipteki sartlari iceren
diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler ¢alisilabilir. Ayrica

yakinsaklik orani ikinci mertebeye cikarilabilir.
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