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Onsoz

Bu yiizyilin baginda Maurice Fréchet tarafindan tanimlanan metrik uzaylar ilk
tanimlanan topolojik uzay tiiri olmustur. Genel topolojinin pek ¢ok 6zelligi onlarin,
ozellikle Oklid uzaylarinin 6zelliklerinin soyutlagtirilmasi ya da genellegtirilmesi yo-
luyla tanimlanmigtir. Dolayisiyla genel topolojinin geligimi 1920 ve 1930’larda metrik
uzaylarin ve 6zellikle ayrilabilir metrik uzaylarin gelisimine ¢ok sey borgludur. Ik
kez 1920’lerin basinda ortaya atilan bir bagka temel soru ise metriklenebilme sorusu-
dur. Bir (X, 7) topolojik uzayi ne gibi topolojik 6zelliklere sahip olursa, T topolojisi
X {izerinde tanimml uygun bir d metrignin belirledigi 74 topolojisine esit olabilir? Bu
kogulu gercekleyen 7 topolojisiyle donatilmig bir topolojik uzaya metriklenebilir
denir. 1951 yilinda kanitlanan Nagata & Smirnov Teoremi, 6rnegin, ancak ve yalniz
o-yerel sonlu bir tabana sahip diizenli Hausdorff uzaylarinin metriklenebildigini
soylerken 1950 yihinda Bing tarafindan kamitlanan bir bagka iinli teorem ise an-
cak ve yalmiz parakompakt Moore uzaylarimin metriklenebildigini soylemektedir.
Parakompakt uzaylarin tanimlams: gergekten topolojide metriklenebilme konusunda
yeni geligim ve yontemlerin ortaya ¢ikmasina yol agmistir.

Bu tez calismas: klasik ve iinli 12 metriklenebilme teoreminin, onlarin kavra-
nabilir olmas: i¢in gerekli hemen tiim kavram ve sonuglarin ayrintih bigimde an-
latildigz ve bu teoremlerin yine ayrintih bir bicimde kamtlandigi, kendi iginde yeterh
bir biitiinliige ve anlatima sahip bir derleme niteligindedir. Ayrica metriklenebilme
konusunda sorulan ve aslinda bir matematik mantik sorusu oldugu ortaya atiligindan
35 yi1l sonra anlasilan Jones ongoriisiine iligkin yeterince aydinlatici ve kapsamh bir
boliime de yer verilmektedir.

Bu tez caligmasimin gerek hazirhk asamasinda ve gerekse yazilmasi sirasinda
bana yardime: olan saym hocam Prof Dr.Nurettin Ergun’a ¢ok tegekkiir ediyorum.
Ayrica bilgisayara yazihm sirasinda yardimer olan arkadasim Arag.Gor.Halidun
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(“)zet

Metriklenebilme Teorisinden Sonugclar

Metrik uzaylar (ve normlu vektér uzaylar1), Maurice Fréchet'nin 1906 yilinda
yayinladig: iinli ve tarihsel doktora tezinde tanimlandigindan bu yana topolojinin ve
dogal olarak analizin en temel uzaylan arasinda yer almigtir. Genel Topoloji, 6zel-
likle aymlabilir metrik uzaylarin 6zellikleriyle uzun yillar boyunca yogun bicimde
ugragmistir. Fakat ondan daha fazla ilgi ¢ceken ve ugragilan bir bagka temel konu
metriklenebilme sorusu olmugtur. Hangi topolojik uzaylar metriklenebilirdir? Ki-
sacast hangi topolojik o6zelliklerle donatilmig bir X topolojik uzaymnin topolojisi,
X fiizerinde tamimlanmig bir metrigin belirledigi topolojiye esit olabilir? 1920’lerin
baginda ortaya atilan bu soruyla o tarihten giiniimiize degin ugrasilmigtir. 1923
yilinda kanitlanan tinli Urysohn Metriklenebilme teoremi 6rnegin, bu konuda ¢ok
kullanigh bir yeter kogul sunmaktadir.

1944 yilinda parakompaktlik’in tanimlanmasi ve dort yil sonra her sézdemetrik
uzaym parakompakt oldugunun kamitlanmasinin ardindan metriklenebilme konu-
sunda ilging pek c¢ok karakterizasyon verilmigtir. Derleme niteligindeki bu tez calig-
masinda, aralarinda Alexandroff & Urysohn Metriklenebilme Teoremi, Bing Metrik-
lenebilme Teoremi ve Nagata & Smirnov Teoremi’nin yer aldig: en inlii oniki metrik-
lenebilme teoremi ayrintih bir bicimde kamitlanmaktadir. Ayrica, bu konudaki en
uinli ve gii¢ sorulardan birisi olan Jones 6ngorisinin bir matematik mantik sorusu
oldugunun kamtlamisina da baghbasina bir boliim ayrilmistir. Gerekli tiim bilgilerin
Girig bolimiinde verildigi bu tez caligmasi kendi iginde yeterli bir biitiinlige sahiptir.
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Summary
Results From The Metrization Theory

Metric spaces and normed vector spaces has taken their first rank and funda-
mental status in topology after their definition by Maurice Fréchet in 1906. General
Topology had especially worked on separable metric spaces since then. But more im-
portantly, metrization problem has been one of the most challenging and interesting
question of topology. Which topological spaces are metrizable? In brief whenever
the topology of a topological space X coincide with the topology defined by a metric
on X, i.e. which topological conditions on X does guarantee such a coincidence. It
has been worked intensively with this question since 1920’s. The famous Urysohn
Metrization Theorem, for instance, gives a very useful sufficient condition for solu-
tion.

After introducing of paracompactness in 1944 and proving the basic fact that
every pseudometrizable space is paracompact, it has been given several interesting
characterisations on metrization. It is given complete detailed proofs the most well
known twelve metrization theorems in this thesis with a survey character where the
Alexandroff & Urysohn Metrization Theorem, the Bing Metrization Theorem and
the Nagata & Smirnov Theorem are some of them. Additionally a whole chapter
is devoted to the proof of the fact that Jones Conjecture which is one of the most
well known and difficult problem of this topic, is actually nothing but a question of
mathematical logic. This thesis has a sufficient wholeness where all the necessary
knowledge is given in the introductory chapter.
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I.Giris

TEMEL BILGILER

Bu kisa boliimde bu tez cahgmas icin gerekli baz: bilgiler kisaca gozden geci-
rilecektir.

X kiimesi verildiginde, her z,y, 2 € X icin
d(z,2) =0, d(z,y)=d(y,2), d(z,2)<d(z,y)+d(y,2)

kosullarim gergekleyen bir d : X x X — IR fonksiyonuna, X kiimesi iizerinde tanimh
bir s6zdemetrik(pseudometric) denir. Daima 0 < d(z, y) gergeklenir. Herbir z € X
noktas: icin B, = {S4(z,¢€) : 0 < €} ailesinin esas civarlar oldugu topoloji kisaca 74
ile gosterilir. Bu topolojide, bog olmayan bir A alt kiimesi i¢in

Si(Ae)={zeX:dz, A) <€ , SfAel={zecX:d(z A)<¢}

kiimeleri sirasiyla acik ve kapalidir; burada d(z, A) = inf{d(z,e) : @ € A} yazilmstir.
(X, 74) uzayi hem normal hem tiimiiyle diizenlidir; ¢iinkii KjveKy kapah kiimeleri
aytik ise sirasiyla onlan kapsayan

oo

61 = U (ati1, ) - Sulka, 1)

n=1

=) (Sd(Kz, 7%) — SulK1, %])

n=1
aqgk kiimeleri ayrik olur ciinkii n ve m dogal sayilan ne olursa olsun

1

1 1 1
Si(K1, =) — SalKz2, =] ve Sa(Ks, —)— SalKy,
n n m

]
agk kiimeleri aymktir. Dikkat edilirse , sabit ve bog olmayan bir A alt kiimesi
sayesinde tanimlanan

VeeX igin f(z)=d(z, A)
gercel degerli f fonksiyonu siirekli (hatta | f(z) — f(y) |< d(,y) nedeniyle diizgiin
siirekli) oldugundan, bu uzaymn normal olusu daha kisa ve yahn bigimde

{z € X :d(z,K) < d(z,K2)} ve {ze€X:d(z Ks)<d(z, K1)}

ayrik kiimelerinin agik oluglan ve sirasiyla K; ve K2 kiimelerini kapsamasindan da
elde edilebilirdi. Bu uzayda zo ¢ 4 ise

d(a:, :80)
hz) = d(z, zo) + d(z, A) (z € X)




bigiminde tanimlanan siirekli Urysohn fonksiyonu h(zg) = 0 ve h(4) = 1 gergekler.
Eger X iizerinde d sdzdemetriginden ayri olarak bir 7 topolojisi tanimlanmissa,
X X X carpim uzayinda tanimh d’nin siirekli olmas: icin gyk 74 C 7 ger¢eklenmesi,
bagka bir deyimle 74 nin kaba olmasidir. Gercekten d siirekli ise, bir zg € X veril-
diginde fny(z) = d(z, zo) bigiminde tammlanan siirekli ve gercel degerli f,, fonksi-
yonu cinsinden

Sa(zo,€) = fl(l—ee)) €T (0<e)
nedeniyle kolayca 74 C 7 elde edilir. Yeterlilik kolayca gosterilir. Ancak ve yalmiz
7 = T4 gerc¢eklendiginde 7 topolojisine d s6zdemetrigi ile s6zdemetriklenir denir.
Eger d bir metrikse, yani s6zdemetrik kogullarindan son iki kogulun yanisira birincisi
yerine daha giicli olan

d{z,y) =0 icingyk z=1y

kogulunu gerceklemigse, bu kez 7 topolojisine metriklenebilir ya da metriklenir
denir.

Bir X topolojik uzayinda tammh bir A = {Aq}aca alt kiimeleri ailesine, her
noktanin, bu ailenin en fazla sonlu tane iiyesi ile kesigebilen bir esas civar tanimliysa,
yerel sonlu aile (loca,lly finite famely) denir. Yerel sonlu bir aile, iistelik her farkh
a ve 3 indisleri icin Aq N Aﬂ = ) gercekliyorsa kesikli(discrete)aile adin alir. A
ailesinin kesikli olabilmesi i¢in gyk , uzayin her noktasinin bu ailede en fazla bir iiye
ile kesigebilen bir esas civarinin var olmasidir. Eger A ailesi yerel sonlu ise

U Aa = U A_a
acA

acA

kogulu gercklenir, yani A ailesi kapanig korur(closure preserving); gercekten sol
yandan alinan herhangi bir z € X i¢in, uygun bir sonlu elemanh A, C A alt indis
kiimesi ve z noktasinin uygun bir G, esas civari sayesinde GNJ{A4q : @ € A—A;} =
@ gerceklendiginden

g€ J{4a:aeA} —J{4a:a e A— AL}

C | HA4a: €A} -—-U{A_a:oz € A}
ve dolaysiyla sonucta
UA4ac U 4a

acA acA
bulunur, oysa ters kapsama daima gecerlidir. Her yerel sonlu ailenin noktasal sonlu
olacag (her noktanin, ailenin en fazla sonlu sayida iiyesine ait olabilecegi) apagiktar.

Oysa dikkat edilirse ]Rl bir boyutlu Oklid uzaymnda, tim

]n gn’n"'"l_“[ ) ]_n 2n: n+1+2n[ 3 ].,%1.1'_2%’

St=

+ Al

acitk arahiklarindan (n € IN) olugan G ailesi bir noktasal sonlu acik ortilistir, oysa
yerel sonlu degildir.



Bir topolojik uzay, ancak ve yalniz, sayilabilir iiyeli ve kesikli her kapali kiimeler
ailesinin tyelerini ikigerli ayrik agik kiimelerle ayrilabilirse normal olabilir. Gergek-
ten X normal uzayinda X = {K, : n € IN} kapali kiimeler ailesi kesikli ise, birinci
adimda

K SWi W, CX - |J K
i<n
gergekleyen bir W, acik kiimesi vardir ve tiimevarimla n+1-nci adimda

Knpi CWonn SWoncX—| U WU |J Ke
1<k<n nt+l1<k

gergekleyen Wyi1 acik kiimesi vardir. W = {W, : n € IN} agk kiimeler ailesi
aranandir. Ustelik aranan acik kiimeler ailesini kesikli bile alabiliriz, ¢iinkii normallik
geregi var olan ve

Uk=UK.cUCUcUyw= DW,,
n=1 n=1

gercekleyen U acik kiimesi yardimyla tanimlanan {W, NU : n € IN} acgik kiimeler
ailesi hem K, kiimelerini ikigserli ayirir ve hem de kesikli bir ailedir.

Bir X topolojik uzayinda siirekli ve gergel degerli bir f : X — IR! fonksiyonu
icin kisaca Z; ya da Z(f) ile gosterilen f~}(0) = {z € X : f(z) = 0} kiimesine f
fonksiyonunun sifir kiimesi denir. Herhangi bir s6zdemetrik uzayinda her kapah
kiime bir sifir kiimesidir. Gercekten bog olmayan K kiimesi (X,74) sozdemetrik
uzaymda kapah ise, fx(z) = d(z, K') biciminde tammlanan siirekli ve gergel degerli
fx fonksiyonu sayesinde K = fz*(0) gecerlidir. Eger f ve g gercel degerli fonksiy-
onlan siirekli ise {z € X : f(z) < g(z)} kiimesi de bir sifir kiimesidir ¢iinkii bu
kiime Z((g — f) A 0)dir; bu kiime kisaca [f < g] isareti ile gosterilir. Sonlu hatta
sayilabilir sifir kiimesinin kesisimi de bir sifir kiimesidir, gercekten

Z(f)nz@)=z(fl+1gl)

oo B ooi. lfnl
”Q1Z(fn)‘z(n:12n 1+Ifn|)

kolayca gozlenir. (Toplam fonksiyonun siirekliligi icin agagiya bakimz.) Eger f ve g
gercel degerli fonksiyonlar: siirekli ise , benzer bi¢imde [f < g] kiimesinin [g < f]
sifir kiimesinin tiimleyeni oldugu apagiktir. Bu tiir kiimelere tiimleyen sifir kiime
denilir. Dikkat edilirse

x-2()=x-2070=U[z<If]=U[<i1]

n=1 n=1



gergeklestigi kolayca gozlenir. Yetkin normal uzaylarin ilging bir ozelligi , bu u-
zaylarda her acik kiimenin bir tiimleyen sifir kiimesi olmasidir. Gergekten boyle bir
uzayda K bog olmayan kapal kiimesi bir G's kiimesi oldugundan, uygun bir {G,}2;
acik kiimeler dizisinin kesigimidir ve sonucta

InK)=0 , fa(X-Gp)=1 (neNN)

gercekleyen f, Urhsohn fonksiyonlan sayesinde tamimlanan
Ty
n=1

gercgeklesir; burada kolayca goriilebilecegi gibi f fonksiyonu siireklidir, ¢iinkii z ve y
eleman ¢ifti ve n dogal sayis1 ne olursa olsun

HOR f(y)l<Z|fk($) fe)] +2- sz

k>n

1
"Zlfk(x - k@)1 + on

gecerlidir.

Bir X topolojik uzayimin s(X) ile gosterilen Souslin say1si1 (Souslin number)
bu uzaydaki, tiyeleri, bogtan farkli ve ikigerli ayrik agik kiimeler olan ailelerin kardi-
nalitelerin supremumu; buna karsilik e(X ) ile gosterilen uzanim sayisi (extent) ise
bu uzaymn kapali ve kesikli alt kiimelerin kardinalitelerinin supremumudur. Metrik
bir uzayda bu iki say: egittir; ¢linki A alt kiimesi boyle bir uzayda kapali ve kesikli ise
yani A’ = @ ise herbir z € A i¢in 0 < §, = 3d(z, A — {«}) pozitif sayilan sayesinde
tammlanan G = {S4(z, §,) : z € A} agik yuvarlar ailesinin yuvarlan ikiserli ayriktir
ve sonucta e(X) < s(X) gecerlidir. Bu esitsizlik, bu uzaylarin ayni zamanda Der-
lemsel Hausdorfl olmas: geregi s(X) < e(X) gerceklegsemeyecegi nedeniyle kolayca
gozlenecektir. Bu iki sayinin metrik uzaylarda esitliginin kanitlanmas: icin En-
gelking’in dordiinci bolimiindeki Teorem 4.1.15’e bagvurulmalidir. Ayrilabilir bir
metrik uzayda s(X) = e(X) < Ng gerceklesir.

Bir X topolojik uzayini , yogun bir alt uzay kabul eden herhangi bir tikiz uzaya
X in bir tikizlagtirma uzay1 ya da kisaca tikizlagtirmasi denir. Eger X timiiyle
diizenli(completely regular) bir Hausdorff uzay1 ise , Eduard Cech’in 1938 yihnda
gozledigi gibi , X uzaymndan , tikiz olan ve Tikhonov kiibii olarak bilinen

x= 11 Ir
Fec(X,I)
carpim uzayina
h(z) = {f (%)} recx.n)

biciminde tanimlanan fonksiyona degerlendirme fonksiyonu(evaluation map) de-
nir ve bu fonksiyon siireklidir ¢iinkii herbir f € C(X,I) i¢in 7y o h = f gergeklesir;



burada I ile alisilagelen [0, 1] tikiz uzay1 anlagilmaktadir ve C' (X, I) ise X uzaymndan
bu araliga tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir. X bir
tumilyle dizenli T} uzay1 oldugu icin h fonksiyonunun bire-bir oldugu ve  : X —
h(X) fonksiyonunun da kapah bir fonksiyon oldugu kolayca gozlenir. h(X) C X*
tikiz X* uzaymdaki kapamsina X uzayimn Stone-Cech tikizlagtirmasi denir ve
bu uzay kisaca

BX = kapx-h(X)

isareti ile gosterilir. X ile A(X)’in esyapili olduklar ve X’in topolojik kopyas: olan
h(X)'in BX tikiz Hausdorff uzaymnda yogun oldugu acikca goriiliir. X uzaymin
temel ozelliklerinden bir tanesi X ten herhangi bir tikiz uzaya tanimlanan her siirekli
fonksiyonun SX uzayna en az bir siirekli genislemesinin var olmasidir. Bunu ve
genelde bu tez caligmasinda agikca gésterilmemis tiim temel ozellikleri ii¢ temel
bagvuru kitab: olan Engelkind, Dugundji ve Willard’dan bulabilirsiniz. Her boliim
icin gerekli tiim yeni kavramlar, o boliimiin baginda verilecektir.

Uyari: Acikca sdylenmedikge, bu tez ¢aligmasinda, topolojik uzaylarm herhangi bir
ayirma aksiyomunu gergeklemedikleri varsayilmaktadir. Ozellikle, acik¢a vurgulan-
madikga diizenli, normal ve yetkin normal uzaylarin T) ya da T, ayirma aksiyomunu
gergeklemeleri gerekmemektedir.




II.Bolum 1
BAZI ORTULUS OZELLIKLERININ ONEMI

1920’]lerin baginda topolojik uzaylarda yigilma noktalarinin varhgmnin ve 6zellik-
lerinin aragtirlmasiyla birlikte ortiiliis 6zellikleri de genel topolojinin giindemine
girmigtir. Belirli tir agik Ortiiliiglerden belirli tiir alt ortiiliigler ya da incelmeler
elde edebilme bicimindeki 6zelliklere topolojide kisaca ortiiliig 6zelligi(covering
property) denir. Topolojinin hi¢ kuskusuz en iinlii értiiliis 6zelligi, bir topolojik
uzaym her acik ortiilisiinden sonlu dyeli bir alt ortiiliig elde edebilmesi 6zelligi olan
tikizhiktir. Pavel Alexandroff 1924'de ancak ve yalmz, sonsuz noktali her A alt
kiimesinin en az bir tam y1gilma noktasi’na sahip olabildigi (kisaca en az bir
z € X noktasimn her G, agginmn |G, N A| = |A| kogulunu gercekledigi) bir X
uzaymn tikiz oldugunu kamtladi. Jean Dieudonnenin 1944 yihnda tamimladig
daha zayif bir ortiiliig tirii olan parakompakthk’in metriklenebilme teorisindeki
inanilmaz 6nemi ise 1948'de anlagilmugtir. Japon usta Kiiti Morita ise, aym: yil,
herhangi bir topolojik uzayin ¢ok 6zel bazi agik Ortiiliglerden ”normal bir agk
incelmeler dizisi” elde edebilecegini kamitlayarak gercekten sagirtici bir sonug elde
etmigtir. Parakompaktlik bir sonraki béliimde incelenecektir.

Qimdi gegitli incelme tiirlerini tanmimlayalim. Bir X topolojik uzaymda G bir
acik ortiilisg olsun. Bir U agik ortiiliisiine

YU el , HGUGQ ; UgGU

kogulunu gergeklerse G ortiiliigiiniin bir incelmesi(refinement) denir. Daha giigli
bir kosul olan
VzeX , 3G,€G ; st(z,U)C G,

kogulu gerceklendiginde ¢’ya G'nin barisantrik incelmesi ve daha da glicli olan
YWeld , IGyeg ; st(U,U)CGy

kogulu gerceklendiginde ise yi1ldiz incelmesi denir, bu son durum kisaca U < g
igareti ile gosterilir. Burada, herhangi bir A ailesi ve herhangi bir E C X alt kiimesi

icin
st(E,A) = J{A€ A: ANE # @}

kiimesine, E’nin A ailesine gore yildizil kiimesi (ya da y1ldiz kiimesi) denir.
ord(E, A) =card{A€ A: ANE # @}

kardinal sayisina ise E’nin A ailesine gore derecesi denir. Bir G acik ortiiliigiine,
herbir G € G i¢in ord(G, G) < R kosulu gercekleniyorsa yildizil sonlu ortiiliig
denir. Bir {G,}32 ; agk ortiilisler dizisine ise, ancak ve yalmz,

Vn€IN igin Gpi1 < Gn



kosulunu gercekliyorsa normal bir agik &rtiilligler dizisi denir. Bu kavramn
onemi Bolim.4 'te kanitlanacak olan Alexandroff & Urysohn Metriklenebilme Teo-
reminde acikca goriilecektir. Bir G = {Gq}aca acik ortiiliigtiniin, ayn1 indis kiimesini
kullanan ve her a € A i¢in U, C G, gercekleyen U = {Uq }aen acik incelmesine tam
incelme(precise refinement); eger her o € A igin daha giiclii olan U, C G, kogulu
gercekleniyorsa bu kez U incelmesine G ortiliigiiniin bir tam biiziilmesi(precise
shrinking) denir. Iyi bilindigi gibi bir topolojik uzayda ancak ve yalmiz kapams
kiimeleri kapalidir. Ozel olarak acik kiimelerin kapamslarina esit olabilen (ya da
egdeger olarak kendi iglerinin kapaniglarina egit olabilen) 6zel kapali kiimelere diizen-
li kapali (regularly closed) kiime denir. Bu temel kavramlarn tanimlarindan sonra,
bolimiin sonuglarna gecebiliriz.

Teorem: Herhangi bir topolojik uzayda tumleyensifir kimelerin sayilabilir dyeli her
ortulisuniun yerel sonlu bir agik incelmesi vardr.

Kanitlama: U = {U, : n € N} acik ortiiliiglintin diyeleri X uzayinda birer
tiimleyensifir kiimesi olsun.O halde

YneN icm K,=X - U Up

1<k<n

kapali kiimeleri birer sifir kiimesidir, azalirlar ve kesigimleri bogtur. Oysa X — K,
bir timleyensifir kiimesi oldugundan

oo oo
VneN igin X —Kp=|J Grm= | Fom
m=1 m=1

Gom C Fam © Gn,m—l—l (n, m € IN)

kogullan gergeklenecek bigimde G, acik ve F,,, kapal kiimeleri vardir. Simdi, bog
indis kiimeleri iizerinden birlesimlerin bog kiime oldugunu unutmadan

VneN ign Wo=Up— |J Fin

1<k<n

acgik kiimelerinin olusturdugu W = {W,, : n € IN} ailesinin aranan yerel sonlu acik
incelme oldugunu gosterelim. Herbir n € IN ve k£ < n i¢in

FmCX-Ke=|JUic U U
1<i<k 1<i<n
nedeniyle
VnelN i¢in U, - U U, cw,
1<i<n
gerceklegtiginden herbir z € X i¢in n, = min{n € N : z € U,} tammlayarak
kolayca W ailesinin bir agik ortiilis ve sonucgta U ailesinin bir incelmesi oldugu

anlagihr. Ustelik n+m < N ise F kiimelerinin ikinci alt indisler fizerinden arttigim
kullanarak

Gem S Fum CFnS |J Fin S | Fin S X - Wx
1<k<n 1<k<N



n+m< N ise GpuNWy=0

bulunur. Bu ise

00
UUGm =X - N Kn=X
n m n=1
gerceklestigi kisacasi {Gy, : n,m € IN} acik kiimeler ailesi bir ortiliis oldugu icin
W ailesinin yerel sonlu oldugu sonucunu verir. (g.e.d.)

Lefschetz Teoremi: Bir uzayin normal olabilmesi i¢in gyk her noktasal sonlu ag¢ik
ortuligunin bir tam duzenli kapaly buzilmeye sahip olmasidar.

Kanitlama: Gereklik: X normal uzayinda, indis kiimesi iyi siralanmig A indis
kiimesi olan G = {Ga}aca noktasal sonlu acik ortiiliigii verilsin. minA = aq ise
normallik kogulunun geregi olarak

X— | Ga T Weoy C Wy € Go

o<

gergeklenecek bicimde bir Wy, agik kiimesinin var oldugunu biliyoruz. O halde

WooU |J Ga=X

ap<o

elde edilir. Simdi |A| = & olmak iizere, herhangi bir a < & verildiginde

V8<a idgn (JW,ulUG, (¥
r<p B<y

Yu< B icin W,CG,
gercekleyen acik W), kiimelerinin tanimlanms oldugunu varsayahm. Simdi bu aga-
mada oncelikle G*(a) = {Wp : 8 < a} U {G, : o < v} acik kiimeler ailesinin X
uzayinda bir ortiiliis oldugunu gosterelim. Herhangi bir € X alinsin. Varsayalim
ki z ¢ L{Gy: a < 7} gerceklegsin. A, = {a € A : v € G4} alt indis kiimesinin
varsayim geregi sonlu elemanli oldugunu biliyoruz. Bu iyi siralanms kiimenin ele-
manlar
a1(z) < ag(z) < -+ < ap(z)

geklinde siralanmig olsun. Yukarida z elemam i¢in yaptigimiz varsayim geregi zorunlu
olarak a,(z) < a gergeklesir ve dolayisiyla (x) nedeniyle, orada § = a,(z) alarak,

g ¢ HGy:an(z) <7} ve ze|HW,:p< an(2)}

bulunur. Demek ki G*(a) ailesi X uzayinda bir acik ortiiligtiir. O halde yine daha
once yapildigr gibi
X=UwsuJG,uG,
B<e aly
nedeniyle bu kez

X‘-(UWﬂUUny)gWag_W/;gGa )

B<a a<y



X = UWﬂUUG’Y (**)
B<La a<y
gercekleyen W, acik kiimesinin tanimli oldugu anlagilir. Sonugta sonludtesi tiime-
varimla, her o € A i¢in W, C G, gercekleyen W, acik kiimeleri tanimlanmis olur.
W = {W, : a € A} ailesinin bir ortiiliis oldugu, herhangi bir z € X alindiginda
an(z) indisi i¢in (**) bagntisinin kullamlmasiyla anlagilacaktir.

Yeterlik: Noktasal sonlu acitk ortiiliiglerden diizenli kapal bir tam biiziilme elde
edebilen bir X uzayinda G acik kiimesi K kapahl kiimesini kapsiyorsa {G, X — K}
sonlu iiyeli (ve dogal olarak noktasal sonlu) actk ortiiliigiiniin, W; C G ve W3 C
X — K gergekleyen {W;, W5} tam incelmesi sayesinde, kolaylikla

KCX-WoCX-WoCW:CQG
elde edilir ve X uzaymin normal oldugu anlagilir.(q.e.d.)

Morita Teoremi: Normal bir uzaymn noktasal sonlu ve sayilabilir her agik ortali-
sunun yldizl sonly ve saylabilir bir agik incelmesi vardsr.

Kanitlama: X normal uzayimmda noktasal sonlu ve sayilabilir iyeli i = {U,: n €
IN} agik ortiiliigi verilsin. Lefschetz teoremi nedeniyle her n € N i¢in K, C U,
gerceklenecek bicimde bir £ = {K, : n € IN} kapah tam biiziilmesi vardir. Uzayin
normalligi nedeniyle, her £ € IN igin

K CG(k,n) CG(k,n) CGlk,n+1)CU, (neN)
gerceklenecek bicimde G (k, n) acik kiimeleri tiimevarim yéntemiyle tanimhdir. Simdi

Wi =G(1,2)

Win=Gk,n+1)— |J Gi,n-1) (2<n,k<n)
1<i<n

olmak lizere W = {Wp,, : 1 < k < n,n € IN} acik kiimeler ailesinin agagidakileri
gercgekledigini gosterelim:

U G(,n) cyw (n € IN) (0.1)
1<i<n
n+3<m ise Wien N Wim =@ (0.2)

Tiimevarimla gdsterilecek olan (0.1) iddias1, G(1,1) C G(1,2) = W1 nedeniylen =1
icin dogrudur ve bu iddia 7 igin dogru oldugunda, herhangi bir 1 < k < n + 1 i¢in
kolayca

G(k,n+1) CG(k,n+2)

_ (G(k,n+z> - g a@m aa,n)) 0 (a<k,n+z> U G@n))

1<i<n
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C WinriU |J G(i,n) W

1<i<n

elde edileceginden, n + 1 i¢in de dogru olacaktir. (0.2) iddias1 da kolayca gosterilir,
cinkii n + 3 < m ise

Win C Glk,n+1) C Gk, n+2) CG(k,m — 1)

c U Glim-1)CX~-Wip
1<i<m
gecerlidir. O halde W ailesindeki herbir liye aym ailede en fazla sonlu sayida iye
ile kesigebilir. Ustelik /C bir ortiilis oldugundan (0.1) bagntisi nedeniyle W bir
ortiiliigtiir ve U nun bir incelmesidir.(qg.e.d.)

Uyari: Her yildizil sonlu acik ortiliis apagiktir ki yerel sonludur. Yukanidaki teo-
remden kolaylikla elde edilebilecek olan ve yine Morita'ya ait olan asagidaki sonug
ise, dikkat edilirse yukandakinden farkl bir sey soylemektedir. C.H.Dowker bu
sonucun ardindan 1951 yilinda yazdig: inlii bir makalede her normal Hausdorff
uzaymin, her sayilabilir iiyeli agik ortiiliigiinden (noktasal sonlu olsun omasm), yerel
sonlu bir acik incelme elde edebilecegini (kisacas: her normal Hausdorff uzaymin
sayilabilir parakompakt oldugunu) 6ngérdii. Cagdas genel topolojinin biiyik us-
tas1 Amerikah Mary Ellen Rudin bu ilging ve zorlu 6ngoriiniin yanhs oldugunu
1970 yilinda kamtlamstir. Sayilabilir parakompakt olmayan normal Hausdorff uzay-
larnna giiniimiizde kisaca Dowker uzay1 denilir. Bu nitelikteki uzaylar: inga etmek
olaganiistii giictiir. Son otuz yillikk donemde Rudin’in 6rnegi ile birlikte degigik
nitelikleri olan yanhzca ii¢c Dowker uzay1 tanimlanabilmigtir. Birinci sayilabilir bir
Dowker uzayimin varligi sorusu ise heniiz ¢oziime kavugturulamamigtir.

Teorem: Normal bir uzayda her noktasal sonlu saylabilir agik ortilisun yerel sonly
bir tam agik incelmesi vardar.

Kamtlama 1: Yukanda ele alinan Y = {U,} N acik Ortiliigii noktasal sonlu
ne

oldugundan, yukanida varhg kamtlanan yildizil sonlu (ve dolayisiyla yerel sonlu) W
acik incelmesinin herbir liyesinin yalmzca sonlu tane U, iiyesi tarafindan kapsandig
apaciktir. Dolayisiyla W’nin, herbir U, € U tarafindan kapsanan tiim iyelerinin
birlegim kiimesi W;! ile gosterilecek olursa, {W,; : n € IN} acik kiimeler ailesi hem
yerel sonludur ve hem de her n € IN icin W} C U, gerceklestigi icin bir tam in-
celmedir.

Kanitlama 2: U ortiiliiginiin Lefschetz teoremi geregi var olan ve her n € IN
icin G, € G, C U, kosulunu gercekleyen bir {G, : n € IN} agik incelmesinden
yararlanarak tamimlanan

Un— |J GrineN
1<k<n

sayilabilir tiyeli acik kiimeler ailesinin istenen nitelikteki yerel sonlu tam incelme
oldugu kolayca gozlenir.(q.e.d.)
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Teorem : Bir barisantrik incelmenin barisantrik incelmesi yildiz incelmedir.

Kamitlama: B ortiilligii A 'nin ve C 6rtiiliigli de B ’'nin birer barisantrik incelmesi
ise

{st(C,C): CeC} < {st(z,B) : € X} < A

gercgeklenir, ¢iinkii herhangi bir Cy € C ve herhangi bir zq € Cy segilirse, agagidaki
kapsama zincirinde kullanilan herbir z¢ noktasi C N Cy kesigsiminden alinmak {izere
st(Co,C) = WH{C € C: CNCo # B} C U{st(zc,C) : CNCo # B} C st(xo, B) elde
edilir.(q.e.d.)

Sonug: Bir uzayda her agik oOrtiiliigiin yildizil bir acik incelmesinin var olabilmesi
icin gyk her agik ortiiliiglin barisantrik bir acik incelmesinin var olmasidir.

Béliim ilizerine Notlar:

K.Morita’nin bu bélimde yer alan ii¢ teoremi de 1948 yihnda yayimlanan [Mor]
makalesinde gosterilmigtir. Lefschetz’in sonucu ise, cebirsel topolojinin bu biiyiik
ustasinin 1942 yilinda basilan Algebraic Topology kitabinda yer alir. Son teorem
J.Tukey tarafindan, onun 1940 yilinda yaymmlanan ve bir sonraki bolimde sozii
edilecek olan kitabinda gosterilmigtir.




II.Bolum 2
PARAKOMPAKT UZAYLARIN ONEMI

Cagdas topolojinin tartigmasiz en {inli 6rtiiliis uzay tiiri olan parakompaktlik,
en temel Ozellikleriyle bu bélimde incelenecektir. Her acik ortiiliigiinden yerel
sonlu (sirasiyla noktasal sonlu) bir agik incelme elde edebilen topolojik uzaylara
parakompakt(sirasiyla metakompakt) denilir. Parakompakt uzaylar 1944 yihnda
Fransiz usta Dieudonne, metakompakt uzaylar ise 1950 yilinda Amerikali matem-
atikciler Arens ve Dugundji tarafindan tanimlanmigtir. Oysa her ikisinden daha 6nce
1940 yilinda Amerikali John Tukey tarafindan tanimlanan bir bagka 6nemli ortiiliis
uzayl tiird ise bitiniyle normalliktir. Bir topolojik uzaya, her agk ortiiliigiin-
den barisantrik bir agik incelme elde edebiliyorsa biitiiniiyle normal(fully normal)
uzay denir. Kesikli herhangi bir kapal kiimeler ailesinin tiyelerini ikigerli ayrik acik
kiimelerle ayirabilen topolojik uzaylara ise derlemsel normal(collectionwise nor-
mal) denir.

Normal uzaylarin, noktasal sonlu ve sayilabilir iiyeli acik 6rtiiliiglerinden acik ve
barisantrik (hatta yildiz) incelmeler elde ettiklerini biliyoruz. Tukey, her s6zdemetrik
uzaym biitiiniiyle normal, Bing ise, her biitiiniiyle normal uzaymn derlemsel nor-
mal oldugunu gostermigtir. Her tikiz(kompakt) uzay ve her biitiiniiyle normal
uzay ise parakompakttir. Her parakompakt uzay ise kolayca goriilebilecegi gibi
metakompakttir. Bu tiirler arasindaki iligkiler bir sonraki boliimde incelenecek-
tir. Bir topolojik uzayda bir kiimeler ailesine, ancak ve yanhz, herbiri yerel sonlu
olan sayilabilir sayida ailenin birlesimi olarak yazlabiliyorsa o-yerel sonlu aile
denir. Her sozdemetriklenebilir uzaymm bu nitelikte bir tabana sahip oldugu ileride
kamitlanacaktir. Apaciktir ki ikinci sayilabilir uzaylar da o-yerel sonlu bir tabana
sahiptirler.

Tukey Teoremi: Her sozdemetrik vzay butiniyle normaldir.

Kanitlama: (X, d) s6zdemetrik uzayinda G herhangi bir acik 6rtiiliig olsun. O halde
her z € X igin S4(z,8,) C G, € G gerceklenecek bigimde bir 0 < §, < 1 vardir.
W = {Sd (:n, éf) rxeX } actk ortiilligliniin G'nin barisantrik incelmesi oldugunu
gorelim. Sabit bir zg € X i¢in st(zg, W) C Gg gergekleyen uygun bir Gy € G 'nin

varhgim gostermek icin
bz
Ey=z€ X :20€ 54 a:,z

2
5 sup 6, < 6, < sup 0,
3 zcEo z€Eo

kiimesini ve

gercekleyen y € Fy elemanini tanimlarsak bu eleman yardimiyla herbir z € Ey igin

s Ly
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Sa(z, %) C Sa(y, 6,) gergeklendigini ve sonucta

bz
U Sd z,— )= St(mo,W) g Sd(yyay) g Gy S g
z€Eg 4

bulunacagmi gézlemek gii¢ degildir.(q.e.d.)

Stone Teoremi: Her sozdemetrik uzay parakompakttar.

Kanitlama 1: (X, d) sozdemetrik uzayinda G = (Ga)aea acik Ortiiliisii verilsin.

A indis kiimesinin iyi siralandigim varsayiyoruz. Herbir o € A ve n € IN igin, bu
kanitlamada "

Kaan_Sd(X_Gaa§>
kapali kiimelerini tanimlayalim. Kolayca

KalgKaZQ"'gKangKa,n+lg"‘gGm

= o0
Ga=UKen ve X=JUKam
n=1

acA n=1
gerceklendigini gozleyebiliriz, ¢iinki herhangi bir z € G, i¢in
1 1
0<2—m<d(a:,X—-Ga) ve x¢Sd(X-Ga,————)

9mo
olacak bigimde bir ng dogal sayisimin varhiga apagiktir. Ustelik her o € A ve her n €
IN igin 1
2_'n S d(Kom,X r Ga)a
y 1
Vz € X — Kon i¢in  d(z,X — Gq) < on
kolayca gozlenir. Ayrica herbir # € X — Kg 4 icin

1 1 1
d(Kan, 117) Z d(Kan,X et Ga) - d(:L',X bt Ga) Z 2_n —_ W = -2,"’—_!_1

nedeniyle

1
_<_ d(Kam X - Ka,n+1)y Sd (Kan, W) g Ka,n+1

2n+l

bulunur. Simdi, herbir o € A ve n € IN icin

1
Aan = Kan - pU Kﬂ,n+1: Wan = Sd (Aan: W)
<o

kiimelerini tanimlayalim. W,, kiimelerinin agik oldugu ve

1 1
Wen © i (Aam 377 ) € 54 (Koms 777 ) € Kanin € G
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gergeklendigi apagiktir. O halde
Wop={Wan:aecA} , W=JW,

tanimlarsak, W agik kiimeler ailesinin G'nin bir incelmesi oldugu apaciktir, ¢iinki
herbir z € X icin

Ar={acA:IneN icin z € Ka,}

alt indis kiimesini ve a; = min A, indisini tanimlayarak, kolayca uygun bir n dogal
say1s: sayesinde z € A, 5, Ve sonugta

X cUU4an cUUWan € X
cC n a n

gerceklendigi goriilir. Simdi sunlan gozleyelim:

) 1
a#p ise P < d(Aan, Apn)
olur, ciinkii 6rnegin a < G ise

Aﬂn g X - U K'y,n+1 g X - Ka,n—l—l )
¥<B

1

d(Aa'na Aﬂn) > d(Kana X - Ka,n+1) > ﬁ

bulunur, ¢iinki bilindigi gibi kiimeler ” biiytidiik¢e” uzakhik ”kiiciilir”. Sonugta bu
son egitsizlikten yararlanarak herhangi bir (sabit tutulan) n dogal sayisi icin,

1 1 1
d(Wan, Wgn) = d (Sd (Aan, W) ) Sd (Aﬂn, 2?5)) 2 onr3

gerceklegecegi igin, herbir W,, agik kiimeler ailesinin kesikli oldugu anlagilir, ¢iinkii
apaciktir ki herbir z € X igin Sy (a:, ﬁ) acik yuvari bu ailede en fazla bir iiye
ile kesigebilir. O halde s6zdemetrik bir uzayda her agik ortiiliiglin o-yerel sonlu bir
acitk incelmesi var oldugu anlagilir. Teorem, agagida gosterilen Micheal Teoreminden
kolayca elde edilir.(qg.e.d.)

Kanitlama 2: Bu daha kisa ve dolaysiz kanitlamada s6zdemetrik bir uzayda her
acik ortiiliiglin yerel sonlu ve o-kesikli bir acik incelmesinin varligi gosterilecektir.
Simdi yine indis kiimesi iyi siralanmig olan herhangi bir G = {Gq}aca acik ortiilisi
ele alinsin. Herhangi bir @« € A ve n € IN i¢in (n sayilan tizerinden tiimevarimla),

i)iﬂ €Ga— U Gg
B<a
ii) Sa(z, =) C Ga

e 0 (50n)

k<n \v€A
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kogullarim gergekleyen z € X elemanlarinin kiimesi olan A,y (eger bog degilse)

1
Uan = U{sd (a:, 27) 1T € Aam}
acgik kiimesi tanimlansin. ii) nedeniyle kolayca
Aon € Uan € Ga

gerceklenir. Simdi, oncelikle

1

B # v igin d(UﬂmU'rn)Z'z'; (%)

gerceklendigini gozleyelim. Gergekten y; € Ug, ve ya € Uy, ne olursa olsun, sozge-
limi g < + varsayarak,

1 3
Y1 € Sd. (ygy %) g Sd (yi’ 2_n) g Gﬂ )

1
Y2 € Sq (’y'z, ﬁ)

gercekleyen y] € Ag, ve y, € Apn(C Gy — U G, C X — Gp) sayesinde
p<y

d(y1,y2) > d(yy, v3) — (d(y1, ¥1) + d(¥5, y2))

gecerlidir. Simdi de
Up={Uam:a €A} , U= Uu,,,
n=1

acik kiime ailelerini tanimlayalim. Herbir U, ailesinin kesikli oldugunu ve U/ ailesinin
yerel sonlu bir ortiilis oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir £ € X ahndiginda
z € G4 gergekleyen en kiiciik a € A belirlensin. Yeteri kadar buyik n dogal sayisi
igin ii) kosulu gerceklegsin. Eger iii) kogulu gergeklenmezse, uygun bir m < =n

yardimiyla
S U Uam g UUUan )
«

acA n

yok eger gerceklenirse bu kez de z € Ann C Upyyp bulunur. Demek ki, ¢/ agik ailesi
bir ortiiligtiir ve apagiktir ki G ailesini inceltir. U ailesinin z noktasim ihtiva eden
iiyeleri arasinda en kiiciikk birinci indisli @ olsun ve sozgelimi z € Ul,, olsun. O
halde S4(z, 51;;) C Uam gergeklenecek bigimde k dogal sayist vardir. Simdi son olarak
Sa(z, 5&;) acik yuvarimin, numarasi k + m < n gercekleyen U, ailelerinin higbir
iyesi ile kesigmedigini; numarasi n < k + m gercekleyen U, ailelerinden en fazla bir
iye ile kesigebildigini gosterecegiz. Gergekten n > k + m ise, § € A ne olursa olsun

1 1 1
Sq (27, 2_,"":’;) nUgnI U (Sd (:U, QT"_"'”—) NSy (y, ﬁ)) =0

?IeAﬂn
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gegerlidir, ¢iinkii herhangi bir y € Ag, i¢in, n > m kullanarak,

ve U (U Um-) 2 Uam 2 84 (2, 55

i<n \a€A

ve dolayisiyla 2% < d(=z,y) gecerli oldugundan, yukaridaki birlesime katilan kesigim-
lerin tiimiiniin bog oldugunu, {iggen esitsizligi ve olmayana ergi yontemi yardimiyla
kolayca gozleyebiliriz. Eger n < m+-k ise, yukarida bulunan (x) esitsizligi yardimiyla
bu kez ZT#TI < 2% gecerli oldugundan

1 1
Sd(a:,w)ﬂUgnaé@ = Sd(x’él—c+_m)nU'7n=®
elde edilir, kamitlama biter.(q.e.d.)

Kanitlama 3: Iddia Tukey teoremi ile Bolim 3’teki ilk teoremin dogal bir sonu-
cudur.(q.e.d)

Kamtlama 4: Son olarak K.Nagami'ye ait bir bagka yahn kamtlamay1 gorelim.
Indis kiimesi iyi siralanmig olan G = {Gy}aca agik Ortiligi verilsin, Simdi

1
Kon=Go— (84X —Go, =)U | JGp) (a€AneNN)
L B<a
kiimelerini tamimlayalim; bu kiime ashnda
1
Ga—Sg(X — Gg,—) ve X — U Gg
n B<a

kapah kiimelerinin kesigimidir ve kolayca

X=U UEKe ,

€A
nelN ¢

1 1
Kon N Sd(X — Ga, ;) =0 ) ; < d(Kan’X - Ga)

gegerlidir. Ustelik o # B ve érnegin B < o ise, Kon € X — G nedeniyle
1
. < d(Kﬁn,X — Gﬂ) < d(Kan, Kﬁn) (n € IN)

bulunur. O halde herbir n € IN i¢in U, = {Sq(Kan, 5) : @ € A} ailesi kesiklidir ve
istelik Sy(Kan, ;1;) ile X — G4 ayrik oldugundan Sy3(Kap, 3_175) C G, gegerlidir. Simdi
verilen sozdemetrik uzayda

Un = Uu'n, = U Sd(Kana
ach

1
37

agik (ve tiimleyen sifir) kiimelerinin olugturdugu sayilabilir tiyeli agik ortiiliigtin, bir
onceki bolimin ilk teoremi nedeniyle {W,, : n € IN} gibi yerel sonlu bir tam acik
incelmesi var oldugundan, sonucta

1
W = {Wu Su(Kan, 5-) 1 € A,n € N}
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agik Ortiiliigii G'nin aranan bir yerel sonlu agik incelmesidir.(q.e.d.)

Uyar: Ileride, ancak cok Ozel parakompakt uzaylarin metriklenebilir oldugu ka-
nitlanacaktir. Bu boliimi, sirasiyla Micheal ve Bing'in parakompakthiga iligkin cok
onemli ve o denli iinli iki teoremi ile siirdiiriiyoruz.

Micheal Teoremi: Dizenli bir uzaywn parakompakt olabilmesi i¢in gyk her acik
ortuligunun o-yerel sonly bir agik incelmesinin var olmasidar.

Kamitlama: Gereklik apagiktir. Simdi bir X diizenli uzaymin yeterlik hipotezini
gercekledigini varsayalim. Bu uzaym herhangi bir G agik ortiliigii ile onun o-yerel

o0
sonlu Y = |J U, agk incelmesi goz 6ntine almsin. X uzay1 diizenli oldugundan,
n=1

W < W < U gercekleyen W aqk incelmesinin
Wo={WeW:aU e, ,WCU} (n eN)

alt ailelerini tanimlayalim. W, ailelerinin herbiri yerel sonludur ve dikkat edilirse

w=U- U (UM):neN,U e}
1<k<n
acik kiimeler ailesi G'nin istenen acik ve yerel sonlu incelmesidir, ¢iinkii dikkat
edilirse ¢/ 'nun tanimi geregi
o0
x = (Uth)

n=1

oldugundan, herhangi bir £ € X i¢in, uygun bir n = n, € IN sayesinde

selUth— U (Uue) U - U UWe:U ethn)

1<k<n 1<k<n

gerceklegir. Ustelik benzer bigimde

o0

n=1
gecerli oldugundan ve herbir U, ailesi yerel sonlu oldugundan U* ailesi yerel son-
ludur.(q.e.d.)

Sonucg: Diizenli Lindel6f uzaylarn parakompakttir.

Teorem: Bir uzayn parakompakt olmasi igin her agik ortiliginin yerel sonlu bir
kapaly incelmesinin varolmas: yeterlidir.

Kanitlama: Yeterlik hipotezini gergekleyen bir X uzayinda, indis kiimesi iyi sira-
lanmisg olan bir G = {Ga}aea acik Ortiiliginiin 6ncelikle, herbir a € A icin K, C G,
gerceklenecek bicimde bir X = {K,}aeca kapal ve yerel sonlu bir tam incelmesi
vardir; ¢iinkii G'nin varolan yerel sonlu bir X' incelmesindeki her K € K’ igin

a(K)=inf{la € A: K C G,}
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tanimlayarak herbir o € A i¢in
Ko=|HK €K' :a(K)=a}

kapali kiimesini tanimlamak yeterlidir; bu yeni X = {Kq}aeca ailesinin yerel sonlu
oldugu kolayca gozlenecektir. Simdi, herbir sonlu elemanli A’ C A alt indis kiimesi
icin

UAN)=X - H{Ka:aeA—A"}
agik kiimelerinin ailesi bir acik 6rtiliistiir. O halde tipki yukaridaki gibi, her A’(C A)
sonlu alt indis kiimesine karsihik F'(A") C U(A’) gergeklenecek bigimde bir {F(A’)}
kapali tam incelme(ortiiliig) vardir. Kolayca

a¢N ise FIA)NK,=0,
Ko CWo=Gq— | J{F(N):FA)NK,=08} (a€A)

gergeklenir. Sonugta W = {Wy}taea agk ortiiliisii G'nin acik bir incelmesi olur. Bu
aile tistelik yerel sonludur; ¢linki herbir z € X igin oyle uygun bir N (z) dogal says1
ve An(1 < n < N(z)) sonlu indis kiimeleri vardir ki

z €ig| J{F(An): 1 <n < N(2)}

gergeklesir ve sonugta
A:c = U An
1<n<N(x)
yazilirsa bu i¢ kiimesi herbir @ € A — A, indisi ile indislenen W, ile ayniktir, ¢iinkd
boyle bir « indisi igin
ic | F@n) S UHFW):FIA)N Ky =0}
1<n<N(x)

gerceklesmektedir. O halde W incelmesi G o6rtilligliniin aranan yerel sonlu acik
incelmesidir.(q.e.d.)

Sonug: Diizenli bir uzaym parakompakt olabilmesi icin gyk her agk ortiliginiin
kapal1 ve yerel sonlu bir incelmesinin var olmasidir.

Bing Teoremi: Her parakompakt Hausdorff uzay ve her butunuyle normal uzay
derlemsel normaldir.

Kamitlama: X, Hausdorff uzay: parakompakt olsun. Bu uzay herseyden once
diizenlidir, ¢iinki K kapali ve 7y ¢ K ise herbir z € K noktasinmn zg ¢ W, olacak
bicimde bir W, acgik civan vardir. G agik ortiiliigi, {W,: 2z € K} U{X — K} agik
ortiiliiglintin yerel sonlu bir incelmesi ise, kolayca

st(zo, G) N J{Wz:2€ K} =0

gerceklegeceginden st(zg, G) ve X — st(zo, G) aynk agk kiimeleri sirasiyla o noktas:
ve K kapah kiimesini ayirirlar. Simdi X uzayinda kesikli bir £ = {K,}aea kapah
kiimeler ailesi ahnsin.
U={X - |JKp:aeA}
pa
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acik ortiiliigiiniin ¢/* gibi acik ve yerel sonlu bir incelmesi ve onun da W < U*
gercekleyen bir W yerel sonlu agik incelmesi vardir. Simdi herbir o € A igin

Wa={WeW: U el \ WU CX - | Kg}
B

alt ailesi tamimlanirsa ve kisaca Wy, = (JW,, yazilirsa, bu alt aile yerel sonlu oldugundan

Wa=UW:WeW,cX-JKs (a€A)
pia

ve ilistelik X = | {W, : a € A} gecerli olur. Dikkat edilirse

KoCWo (@€A) , WonNKg=0 (a#0)
nedeniyle
KaCX—|JWs=W, (a€A]),
pa
W;nW;,“:X—(UWpUUW»,):@ (e # 6)
p#o v#£B

gerceklegtiginden W* = {W} : a € A} acik ailesinin ikigerli ayrik tyeleri K kesikli
ailesinin iiyelerini ayirirlar. Daha da genel olarak herhangi bir biitiiniiyle normal
X uzaymda, kesikli bir £ = {Ka}aeca kapal kiimeler ailesi verildiginde, yukarnida
tanimlanan U agk ortiiliiglintin bu kez, var olan W gibi acgik ve barisantrik incelmesi
sayesinde, st(K,, W) acik kiimelerinin ikigerli aynk olarak K, kiimelerini ayirdigim:
gozlemek kolaydir.(q.e.d.)

Uyar1: Yukaridaki kanitlama sirasinda agagidaki teoremin de kanitlandig: 6zellikle
gozlenmelidir:

Teorem: Dizenli bir parakompakt uzay derlemsel normaldir.

Uyarr: Normal olmayan metakompakt Hausdorff uzaylarimin var oldugu ileride
goriilecektir. Boylelikle parakompakthgin metakompakthktan daha giiclii bir ortilis
uzay1 tiiri oldugu anlagilir. Simdi bu béliimde son olarak, metakompakthigim tikizlik
karakterizasyonlarinda ne denli 6nemli oldugunu vurgulayan iki {inli sonucu gore-
lim.

Arens & Dugundji Teoremi: Ancaek ve yalniz saylabilir kompakt, metakompakt
uzaylar kompaktter.

Kanitlama: Yeterlik apagiktir. Tersine metakompakt ve sayilabilir kompakt bir
X topolojik uzayinda her noktasal sonlu G agik ortiligiiniin Gy gibi minimal(hicbir
dyesi atilamayan) bir alt ortiilisii vardir. Gergekten noktasal sonluluk hipotezi
geregi, G'nin atilabilir tiyelerinden olugan alt ailelerinin (bir A C G alt ailesinin
atilabilen iiyelerden olugmas: demek G — A ailesinin hala ortiiliis olmas: demektir)
olugturdugu T toplulugundaki herhangi bir artan {A4}aca zincirinin supremumu
vardir ve T topluluguna aittir; gercekten sup,cp Aa = Uaepr Aa € T olur. Ciinkil
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herhangi bir £ € X elemanim igeren sonlu sayida iyeler Gi(z)(1 < k < n(z)) ise,
en az bir k indisi i¢in

Gr(z) €G— | Aa
acA

gergeklenmeseydi, herbir £ indisi i¢in uygun o € A indisleri yardimiyla Gg(z) € Aq,
olur ve zincir kogulu nedeniyle 6rnegin

Aal - Aa2 c---C Aczn(g)

gecerli olacagindan sonucta

z ¢ U(g - 'Aan(w)) ve 'Aan(w) ¢ T

celigkisi dogardi. Demek ki Zorn Lemmasi geregi G'nin Gy gibi minimal bir alt
ortiilligii vardir. X sayilabilir kompakt oldugu igin Gy sonlu iiyelidir; ¢inkii Gy’1n en
az sayilabilir sonsuz sayida tiyesi varolsaydi, bu tiyelerin herbirisinden 6teki iiyelere
ait olmayan bir seckin nokta segerek tamimlanan dizinin, X uzayinda higbir wg-
limit noktas1 var olmazdi, ¢iinkii kolayca goriilebilecegi gibi herbir G € Gy i¢in
z(G) ¢ U(Go — {G}) gergekleyen en az bir iyi tammlanmig z(G) € G seckin noktas
vardir. (g.e.d.)

Wicke & Worrell Teoremi: Ancak ve yalniz saylabilir kompakt, zagpf altmeta-
Lindelof vzaylar kompakttur.

Kanitlama: Hipotezde soylenen sudur: Sayilabilir tikiz X uzayimnim herhangi bir G
acik ortiiliigiinin

VeX dn,elN , 0O<ord(z,G,) <N

kosulu gergeklenecek bicimde, sayilabilir tane acik G, ailesinin birlegimi olarak yaz:-
labilen bir G* = U, G, alt ortiiliigii varolsun. Bu alt ortiiligiin uygun sonlu sayida
iyesinin uzay1 orttigini gostermek istiyoruz; bunun igin G*'m sayllabilir sayida
liyesinin uzayi orttigiini gostermek yeterlidir.

A, ={z € X :0 < ord(z,Gn) < No} (n € IN)

alt kiimelerinin birlegiminin X oldugu apaciktir. Simdi, S(G*) ailesi, uzayin, say1-
labilir sayida G* iiyesi ile ortiilebilen tiim alt kiimelerinin olugturdugu aileyi goster-
mek tizere X ¢ S(G*) varsayilmasi durumunda bir celigkiye varmak istiyoruz. Bu
varsayim altinda varolan ve A, ¢ S(G*) gercekleyen en kiigiik indisli A,, kiimesinin
indisi n; olsun. Simdi, tiimevarimla, dyle bir monoton artmayan ve iiyeleri bogtan
farkli bir kapah kiimeler dizisi {K} ' nin varhgim gosterecegiz ki, kesin artan ng
dogal sayilar1 sayesinde

U&EenN4n) =0 , KeNAn ¢5G") (%)

n<ng

gerceklesecektir. Tum An(n < n;) kimelerinin S(G*) iyesi olmalari nedeniyle,
uygun bir sayilabilir iiyeli G*(1)(C G*) alt ailesi yardimyla

U 4. € 6*(1)

n<ny
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gergeklegir. X ¢ S(G*) varsayimi nedeniyle K; = X — [JG*(1) kapah kiimesi bog
degildir, iistelik

U(KlnAn):Q ’ KlnAnl¢S(g*)

n<ng

gerceklestigi goriiliir. (x) kogullarim gergekleyen K, kapah kiimesi ve n;, dogal sayist
tamimbh olsun. Eger K —UG,, ¢ S(G*) gergeklesmeseydi, uygun bir sayilabilir tiyeli
Go € G* alt ailesi igin K — UGn, € UGo gegerli olurdu. Oysa

(Kkn Ank.) - Ugo

alt kiimesi G, acgik kiimeler ailesi tarafindan kapsandigimdan iinli Zorn Lemmas:
yardimm ile

M g (Kkﬂ Ank) — Ugo g St(M,gnk)
ve VzeM icin st(z,Gp)N(M—{z})=0

kogullar: ger¢eklenecek bigimde bir maksimal M kiimesi vardir. Fakat uzay sayilabi-
lir tikiz ve M C K —UGo € UGn, oldugu igin, hi¢ bir wo-limit noktasi varolamayan
M kiimesi zorunlu olarak sonlu noktahdir; istelik M C A, oldugundan

KN Ap, €| JGoU st(M,Gn,)

kullamlarak, sonugta Ki N A4,, € S(G*) celigkisi dogardi. Demek ki zorunlu olarak
Kk - Ug'n.k ¢ S(g*)

gerceklegir. Bu son kiimenin en az bir A4, ile kesigimi de S(G*) iiyesi olamaz; bu
nitelikteki en kiiciik indisli A, kiimesinin indisini ng; ile gdsterirsek, (*) nedeniyle,
oncelikle ng < ngyq gerceklesir ve istelik

U BenA,) <G (k+1)

n<Ng11

olacak bicimde sayilabilir iiyeli bir G*(k + 1)(C G*) alt ailesi vardir. Simdi

Kii1 = K — (JGn, VUG (K +1))(C Ki)

bosgtan farkh kapali kiimesini tanimlayacak olursak, kolayca

U (Kk-l-l N An) - @ y Kk+]. n Ank+1 ¢ S(g*)

N<NE 41

gerceklegtigi gozlenebilecektir. O halde tiimevarimla istenen nitelikte, iiyeleri bogtan
farkh olan ve monoton artmayan { Ky}, kapal kiimeler dizisinin tamim bitirilmig
olur. X sayilabilir tikiz oldugundan bu dizinin kesigim kiimesi bogtan farkl olmahdir

o D(ﬁKknAn)g G(U(KkﬂAn)):Q

n=1 \k=1 m=1 \n<nm

nedeniyle bu kesigim bostur; bu geligki kanitlamay1 bitirir.(qg.e.d.)
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Scott & Watson Teoremi: Bir Tikhonov uzayimmin kompakt olabilmesi igin gyk
sozdekompakt ve metakompakt olmasidar.

Kanitlama: Bkz. Engelking, sf.350

Boliim tizerine Notlar:

Parakompakthk 1944 yilinda Jean Dieudonne tarafindan [Die] makalesinde tanim-
landi. Bu Fransiz usta bu makalesinde her parakompakt Hausdorff uzayinin normal,
her sayilabilir kompakt ve parakompakt Hausdorff uzaymin kompakt, her ikinci sa-
yilabilir metrik uzaymn ve her yerel tikiz metrik uzayimn ise parakompakt oldugunu
kamtlamigtir. Her metrik uzayin parakompakt olup olmadig: sorusunu ilk soran kigi
de odur. Bu soru A.H.Stoneun 1947 deki tarihsel doktora ¢ahgmasinin, bkz.[Sto], bir
bakima baglangi¢ noktasi olmugtur. Bitiniyle normallik kavram ise John Tukey'in
1940 yalinda basilan Convergence and Uniformity in Topology baghkh kitabinda ay-
rintili olarak incelenmigtir, bkz.[Tuk]. Micheal Teoremi ise EE.Micheal’in 1953 yilinda
yaymnlanan [Mic 1] makalesinde yer alir. Bing'in {inli makalesinden ise ileride yeteri
sikhkta s6z edilecektir. Metakompakthk kavram ve Arens & Dugundji Teoremi bu
ikilinin 1950 yiinda basilan [ArDu] makalesinde yer alir. Bu teoremi biiyiik 6lgiide
genellegtiren Wicke & Worrell teoremi ise bu ikilinin 1976 yilinda yayinlanan [WiWo]
makalesindeki ilk teoremdir. Scott & Watson Teoremi ise bu gen¢ matematikciler
tarafindan bagimsiz olarak sirasiyla 1979 ve 1980 yillarinda yayimlanan [Sco] ve
[Wat] makalelerinde kanitlanmugtir. Kamtlama igin Engelking’in kitabma ya da
sozi edilen makalelere bagvurulmahdir.




IV.Bolum 3
A.H.STONE’UN TARIHSEL MAKALESI

Arthur Stone 1947 yilinda tamamladigi ve 1948 yilinda yayimlanan doktora
cahigmasinda, 1940 larin baginda sirasiyla John Tukey ve Jean Dieudonne tarafindan
tanimlanan, bitiiniiyle normallik ve parakompaktlik kavramlarimin Hausdorff
uzaylarinda ¢akigtigini ve genelde her biitiinliyle normal uzaym parakompakt oldu-
gunu kanitladi. Boylelikle bu Ingiliz usta her szdemetrik uzayin parakompakt oldu-
gunu ilk gozleyen matematik¢i oldu. Topolojide ve Manifold Teorisinde bu sonucun
ardindan tam anlamiyla yeni bir dénem agilmigtir. Ama Stone daha da Gnemlisi
biitiinliyle normal bir uzayda, her agik ortiiliigiin o-kesikli ve yerel sonlu bir acik
incelmesinin varhgimi kanitlayan yontemiyle metriklenebilme teorisinde yepyeni bir
yontemin ve yaklagimin yaraticisi olmustur. Heiki Junnila’ya gore bu makale cagdasg
genel topolojinin baglangicidir. Stone bu 6nemli caligmasinda ayrica, metrik uzay-
larin ¢arpim uzayinin, ancak ve yalnz, carpima katilanlar arasinda tikiz olmayanlarin
en fazla sayilabilir tane olmast durumunda normal olabilecegini kanitlamigtir.
Tarihsel onemi olan bu olaganiistii makale [Sto], R.H.Bing’in 1951 makalesiyle bir-
likte metriklenebilme teorisinin iki temel tagi niteligindeki makalesinden birisidir.
Bu boliimde bu makalenin yukarida sézu edilen iki 6nemli sonucu ele alinacaktir.

Teorem: Bitiuntyle normal bir uzayda her agik ortulugin o-kesikli ve yerel sonly
bir agik incelmesi vardsr.

Kanitlama: Biitiiniiyle normal X uzayinda Uy = {Ua}aer agik Ortiiliigi verilsin.

Uy ortiiliigiintin bir U, barisantrik acik incelmesi vardir. Timevarmmla her n € IN
icin U, agik ortiliigtintin U, ,; gibi bir barisantrik actk incelmesi tanimhdir. Simdi
kisalik i¢in herhangi bir A alt kiimesi igin

(4,n) =st(AU,) , (A4,—-n)=X —st(X — A Uy)
yazilsin. O halde sirasiyla ve kolayca
(A4,—n)=X —(X —A,n)={z € X : st(z,U,) C A}

((4,—n),n) = Jst(z,Un) : z € (4, —n)} C 4,
((A,n+1),n+1) = HU € Uny1: U N st(A,Uns) # O},
(A,n+1),n+1) C(4,n)

esitlik ve kapsamalan elde edilir. (A, —n) kiimesinin daima kapali, (4, n) kiimesinin
ise agik oldugu goriilmektedir. A indis kiimesinin iyi siralandigim ve en kiigik ele-
maninin, Stone’un 6zgiin kamtlamasinda oldugu gibi 1 ile gosterildigini varsayabili-
riz. Simdi

Vo€l igin V)= Uy -1 , V2= (V"n)
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tanimlarsak tiimevarimla
vnelN icin VI C(VMn)=Vrlcu,
gorebiliriz. O halde V, = U{V : n € IN} C U, ve ayrica kolayca

x=UUw=U%V ,
elN

acA acA
n

t€V, igmgyk ImeN, (z,n)CV,
gerceklendigini gozleyebiliriz. Bundan sonraki agamada
Ky = (V1,—n)
Kna=Va— |J Kng,—n)  (a €A)
B<a
kapal1 kiimelerini ve
Kn={Kna:a €A} (ne€NN)
ailesini tanimlayalim. Bu aile kesiklidir ¢iinkii bir U € U, i¢in eger U N Kpq # D ise

Ug(Knaan)gVa_ U Knﬂgx— UKnﬂ
B<a B<a

gergeklestiginden, kolayca gozlenebilecegi gibi bu U kiimesi K, ailesinde Kpe'dan
bagka tiim oteki iiyelerle ayrik olacaktir. Ustelik

IC=UlCn={Km:n€IN,a€A}

n=1

ailesi bir ortiilistiir ¢iinki herhangi bir ¢ € X eleman1 alindiginda z € V,, gergekleyen
en kiiciik o indisi belirlenirse uygun bir n € IN yardimiyla (z,n) C V, olacaktir.
Dikkat edilirse bu n igin

(z,n)N | Knp=9

B<a

olmasaydi, uygun bir § < a yardimiyla (z,n) N Kng # @ olur ve sonugta

z € (Kpg,n) CVg— U Kny C Vg
<P

celigkisi dogardi,demek ki

(2,n) CVa— |JKng ve z€Kpa
B<a

elde edilir. Simdi de

Fn= U St(K”a’ un+3) ) Gra = St(Kna,un+2)

acA



25

kiimelerini tammlayalim. Tipk: yukarida gosterildigi gibi U,43 Ortiiliigiiniin her-
hangi bir iyesi {st(K pa, Un+s) : @ € A} ailesinde en fazla bir iiye ile kesigebildiginden
bu aile kesiklidir ve sonugta F, kiimeleri kapalidir. Simdi son agamada

Wia=Gia , Wna=Cma— |J Fr (n>1)

1<k<n

acik kiimeleri ve

Wp={Wne:a€A} , W= Uan{Wm:(n,a)eleA}

n=1

aileleri tanimlansin. W ailesi bir ortilistiir, ¢linkii her n € IN i¢in

Fo € U (Knasn+3),n+3) € |J (Knayn+2) = | Cra
acA acA acA

gegerlidir ve iistelik
o0
x=U (U Gm)
n=1 \acA
nedeniyle herhangi bir z € X icin 2 € U{Gna : @ € A} gercekleyen n dogal

sayilarmin en kic¢ligi n ise, uygun bir ¢ € A yardimiyla z € W,, elde edilecek-
tir. Ayrica

Wia € Gra © (Knasn +2),n+2) € (Kpa,n) C Vo C Usg

nedeniyle W ailesi verilen Uy agik ortiiligiinin incelmesidir. Ustelik herhangi bir
z € X verildiginde uygun bir a € A ve belirli bir n, € IN sayesinde z € Kpq
oldugundan, her m > n, ve her 8 € A igin

(z,n+3) C (Kpayn+3) CigF, C X — Wy

gerceklesir; kisacas: (z,n + 3) agk kiimesi herbir m > n igin W, ailesindeki hicbir
iiye ile kesigmez. Buna karsilik herhangi bir ¥ < n = n, i¢in (z,n + 3) kiimesi eger
Wi ile kesigirse Wy ailesinin tiim 6teki iiyeleri ile kesigemez ¢iinkii

T c (Wkﬂ,n+3) C (Wkg,k+3) C (Gkﬂ,k—l—?)) - (Kkﬂ,k+2)

olur ve ayrica {(Kyo, k + 2) : @ € A} ailesi kesikli ve dolayisiyla iiyeleri ikigerli
ayriktir. Demek ki W ailesi hem o-kesiklidir ve hem de yerel sonludur. (q.e.d.)

Sonug: Sézdemetriklenebilir bir uzayin herhangi bir acik ortiiliigiiniin hem o-kesikli
hem de yerel sonlu olan bir agik incelmesi vardir.

Teorem: Hausdorff uzaylarinda parakompaktlsk ve butiniyle normallik kavramlar:
esdegerdir.

Kamitlama: X Hausdorfl uzay1 parakompakt olsun. U = {U,}aea bu uzayda
acik bir ortiiliig olsun. Genelligi bozmaksizin bu ortiiliigiin yerel sonlu oldugu-
nu varsayabiliriz. Bu ortiiliis noktasal sonlu ve X uzay1 normal (hatta derlem-
sel normal) oldugu igin Lefschetz teoremi nedeniyle, her o € A igin W, C U,
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gercekleyen bir W = {W,}aea incelmesi vardir; bu incelme dogal olarak yerel son-
ludur. Herbir z € X igin 6yle uygun bir AL(C A) sonlu indis kiimesi vardir ki
z€X—H{Uqs:a€ A~ A} gergeklegir. Sirasiyla simdi Ap(1) = {a € Az : z € Uy}
ve Az(2) = Ay — Az(1) alt indis kiimelerini ve

Ge= () Ua— U UaU {J W

ach(1) aghq achx(2)

actk kiimesini tammlayahm. G = {G,: ¢ € X} ailesinin bir acgik ortiiliig oldugu ve
U ailesinin incelmesi oldugu apaciktir. Herhangi bir 2o € X verildiginde z¢ € Wq,
gergekleyen herhangi bir W,, € W sayesinde st(xo,G) C Uq, gergeklenecektir, ¢iinki
zo € Gy ise @ # G,N Wy, C G, NU,, nedeniyle ag € A, ve ag € A,(1) olur ve
sonugta G, C U,, elde edilir. Demek ki parakompakt bir Hausdorff uzaymda her
acik ortiliigiin barisantrik bir agik incelmesi vardir. (q.e.d.)

Uyari: Ashnda (Bing'in gozlemledigi gibi) her biitiiniiyle normal uzay derlemsel
normaldir ve iyi ammmsanacag: gibi bu gercek Boliim 2’de kanitlanmigtir.

Boliim tizerine Notlar:

Diferansiyel Topolojinin biiyiik ustas1 Amerikali R.H.Bing’in metriklenebilme teori-
sine iligkin herbiri ayr tarihsel 6neme sahip olan ii¢ makalesi vardir. Onun bu
bélimde, baglarda ve son uyarida sozii edilen ¢aligmasi bu konudaki ikinci cahgmasi
olan ve 1951 yihnda yayimlanan iinli [Binl] makalesidir. Bu olaganiistii makale,
tipk1 A.H.Stone’un 1948 makalesi gibi ytzlerce atif almigtir. Bing'in ileride Bolim
6 ve Bolim 8’de gosterilecek olan tiim sonuglari bu makalede yer alirlar. 1960
yihindaki galigmasi[Bin2] ise bir bakima Franklin Tall'un iinlii doktora ¢aligmasi igin
esin kaynag olugturan cahgmalarin baginda gelir, bkz.[Tal].



V.Bolum 4
ACINIR UZAYLARIN ONEMI

Bir X topolojik uzayinda bir d sézdemetrigi tammhysa, kolayhkla, G, = {Sq4(z,2™™) :
z € X} aqk ortiilugleri yardimyla, herbir z € X icin

st(z,Gn) = | HSa(¥,27™) : y € Su(z,27™)} = Sa(Sa(=,27™),27™)

- Sd [m 3 22—11.]

gerceklendigi ve dolayisiyla, bir 0 < € verildiginde, log2% < n gercekleyen n dogal
sayis1 yardimiyla st(z,G,) C S4(z,€) olacag: gozlenir. Demek ki (X, 74) uzaymda
yukaridaki agik ortiiliigler yardinmyla her bir € X noktasi i¢in {st(z,G,) : n € N}
ailesi bir yerel tabandir. Bing 1951 yilinda bu 6zelligi genellegtiren topolojik uzaylara
ozel bir isim verdi. Bir X topolojik uzayina, ancak ve yalnz, asagidaki kogul gercek-
lenecek bigimde bir {G,}52 ; acik 6rtiiliigler dizisine sahipse aginir uzay(developable
space), bu agk ortiiliigler dizisine ise bu uzaym aginimi(development) denir; bu
kosul gudur: Her z € X noktas: icin B,y = {st(z,G,) : n € IN} ailesi bu uzayda
bir yerel tabandir. Bu tiir uzaylarin 6zel bir simfinin metriklenebilme teorisindeki
onemi ilk kez Alexandroff & Urysohn metriklenebilme teoreminde gozlenmigtir. Bu
teorem, ancak ve yalmz gok 6zel aginir uzaylarin s6zdemetriklenebildigini sdylemek-
tedir. Bu ozel aginim tanimlarina ge¢meden once sunu gozleyelim. Herhangi bir
{Gn}2, aciumu igin, genelligi bozmaksizin

Gn+1 < On (n € ]N)

kosulunu gecerli varsayabiliriz. Gercekten

Gi=6G1 , Gnii=G.AGny1 (nelN)

bigiminde tammmlanan {G}}3°, acik ortiiliigler dizisi apaciktir ki, yukanda yazih
incelme kogulunu gercekler ve tstelik bir agimimdir; burada G ve G* herhangi iki
actk ortilish igin, onlarin ortak incelmeleri olan {GNG* : G € G,G* € G*} acik
ortiiliigti kisaca G A G* igareti ile gosterilmektedir.
Bir {gn}de acinimina, ancak ve yalniz

n

i) Her n € IN igin G, 11 V) G, kogulunu gerceklerse normal aginim;
il) Gy, Gg € Gpy Uyeleri kesigiyorsa G; U Go C G gerceklenecek bigimde bir
G € G, vardir (n € IN) kogulunu gergeklerse diizenli aginim;
iii) Bir z € X noktasmin bir W, aqg icin st(U,, G,) C W, gerceklenecek bi-
¢imde z noktasinin bir U, agig1 ve n € IN vardir kosulunu gergeklerse giig-
li aginim

denir. Bu ii¢ kogulun aslinda egdeger olduklar1 bu bélimde kamtlanacaktir.
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Teorem: Bir aginir uzayda i) her kapal kime bir G5 kumesidir, ii) tek elemanh
iki kimenin kapaniglart ya egit ya ayrikter, 4i) Ikinci saylabilirlik ve Lindeloflik
egdegerdir.

Kamtlama: i) {G,}3°; acinimna sahip bir topolojik uzayda herhangi bir A alt
kiimesi i¢in

A= n st(A,Gn)
n=1

gerceklendigini kolayca gozleyebiliriz, ¢iinki her n € IN igin daima A C st(4, G,)
gegerlidir ve iistelik A N st(z,G,) # @ ile z € st(4,G,) iddialan egdegerdir. ii)
Agcimir bir uzayda z ve y elemanlar: ne olursa olsun

ya ye [)st(e,6,) yada y¢ [)st(z,6n)
n=1

n=1

gerceklendigi apagiktir. Birinci durumda, her n € IN igin hem y € st(z, Gn) ve hem
z € st(y,Gn) ve dolayisiyla kolayca {z} = {y} bulunur. Ikinci durumda bu nedenle
hig bir z € X elemaninin

oc

{z} n{y} = [ (st(z,Gn) N st(y, Gn))

n=1

kesigimine ait olamayacag apagiktir. iii) Yukaridaki agmir uzay bir Lindelof uzay:
ise acimm dizisindeki herbir G, acik Ortiilistiniin G gibi sayilabilir iiyeli bir alt
ortiliigh vardir ve kolayca gozlenecegi gibi sayilabilir iiyeli B = UJ{G* : n € N} acik
kiimeler ailesi bu agimir uzay igin bir tabandir.

Bing Teoremi: Bir a¢inar uzayda her agik ortuligun bir o-kesikli kapals incelmesi
vardar.

Kamitlama: {G,}2, agimmina sahip bir topolojik uzayda U = {Ua}aer acik
ortiiliigli verilsin. A indis kiimesi izerinde < iyi siralanmasi tanimh olsun. G acik
ortiiliigii ve A alt kiimesi icin (bir dnceki boliimde tammlandig: gibi) K (4, G) kapah
kiimesi,

X —st(X —A,G)={z € X :st(z,G) C A} (C A)

kiimesinin kisa yaziligi olsun. Simdi

Vn € N,Va € A igin Kno=K({Ua, Gn) — |J Us
B<a

kapali kiimeleri ve
e )
Kn={Kna:a€A} , K=|JKn
n=1
aileleri tapimlansm. K kapal kiimeler ailesinin istanilen incelme oldugunu gostere-
lim.
Kpno C K(Ua, Gn) € Ua
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gerceklendiginden ve herhangi bir z € X ahndiginda uygun bir « € A ven € N
sayesinde

t€Us— |JUs ve st(z,Gn) CUs Ve %€ Kng
B<a

gecerli oldugundan K kapah kiimeler ailesi #’'nun bir incelmesidir. Simdi s_{z.bit her-
hangi bir n € IN i¢in K,, ailesinin kesikli bir aile oldugunu gosterelim. Oncelikle
sunu gozleyelim: bir m > n igin

Sz, Gm)NKpa #0 = =z €U,

gerektirmesi gecerlidir, ¢linkii bu kesigime ait bir y € X sayesinde z € st(y, Gm) C
st(y, Gn) C Uq gecerlidir. Bu nedenle herhangi bir z € X alindiginda

a:EUao— U Uﬁ
B<ap

olacak bicimde bir o € A indisi belirlenirse, uygun ve var olan bir m > n sayesinde
st(z, Gm) C Uy, gercekleneceginden, yukaridaki gozlem nedeniyle

Y<ap igin st(z,Gm) N Kpy =0

bulunur. Ustelik
ag <y igin st(z,Gm) NKny =90

gecerlidir, ¢iinkii bu son kesigime ait bir y € X elemani var olsaydi, zorunlu olarak

Yy € st(z,Gm) CUs , YEKCX— |JUsCS X —U,g
B<ap

celigkisi dogardl. Demek ki herbir ,, ailesi kesiklidir. (g.e.d.)

Teorem: Aginir bir uzayda surekli ve sinirl bir sozdemetrik tansmbider.

Kanitlama: X uzaymda {G,}32, acik ortiiliigler dizisi bir aginim olsun. Herhangi
z,y € X elemanlan igin

y ¢ st(z,Gy) ise 8(z,y) =1

y € 51(z,Gn) — st(5,Gnrr) B0 B(zy) =

y € ﬁ st(z,Gn) ise 8(z,y) =0
n=1

biciminde negatif olmayan §(z,y) 0zel diadik sayilar: tanimlansin. Kolaylikla §(z, z)
= 0 ve y € st(z,G,) icin gyk z € st(y, Gn) olusu nedeniyle 6(z,y) = 6(y, z) gercek-
lendigi gozlenecektir. Ayrica uzay acnir oldugundan 6(z,y) = 0 gergeklenebilmesi
icin z ve y elemanlarinin herbir G,, acik ortiiliigiinde ayni bir {iyenin igine diigmelerinin
gerek ve yeter oldugu kolayca goriilecektir. Ayrica

1 .
6(5[": y) < "27 icin gyk y € St(wi g'n+1)
gegerlidir. Simdi herhangi bir o € X ve 0 < € i¢in
Ugle) = {z € X : 6(z, z0) < €}
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kiimesinin X uzaymnda agik oldugunu gozleyelim. Gergekten 1 < € ise Uy (e) = X
oldugu ayrica U, (2™) = st(zo, Gni1) gergeklendigi ve 27" biciminde olmayan ve
0 < € < 1 gercekleyen bir pozitif € sayis icin, lnz(-i-) porzitif gercel sayisinin tam kism
ne olmak tizere Uy, (€) = st(zo, Gn.+1) ger¢eklendigini gézlemek kolaydir. Simdi artik
son agamada X iizerinde

d(z,y) = inf{6(z, 1) + 6(z1, z2) + - - - + 8(z0,¥)}

bicimindeki d s6zdemetrigini tamimlayahm. Burada infimum sonlu {z1, 2, ..., Zs}
kiimeleri lizerinden alinmaktadar.

0 < d(z,y) =d(y,z) < 8(z,y) <1
apaciktir. Ustelik {z1,22,...,20} ve {y1,¥2,...,ym} alt kiimeleri ne olursa olsun
d(z,y) < (8(z, 21) + 6(z1, %2) + -+ -+ 8(zn, 2)) + (8(2,y1) +6(y1, 92) + -+ + 6(ym, ¥))

gecgerli oldugundan kolayca, ard arda infimum alarak
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

elde edilir. Ustelik

Sa(zo,€) = {z € X : d(z, z0) < €}
kiimesi X uzayinda agiktir; ¢linkii yo € Sa(zo, €) ise d(zo, yo) +€o < €—eg gercekleyen
bir 0 < € < 1 var olacagindan, kolayca y € Uy(eo) icin d(zg,y) < d(zo,y0) +
6(yo,y) < € ve sonucta Uy,(€p) C Sa(wo, €) bulunur, yani 74 topolojisi X tizerindeki
topolojiden kabadir ve dolayisiyla d sdzdemetrigi siireklidir. (q.e.d.)

Aleksandroff & Urysohn Metriklenebilme Teoremi: Agagidaki onermeler bir
X wuzaiy igin egdegerdir:

i) X sozdemetriklenebilirdir.

it) X uzayinda normal bir aginem varder.

iii) X uzaywnda duzenli bir aginum vardsr.

Kanitlama: i) iddias: gecerliyse G, = {S4(z, ) : ¢ € X} acik ortiiliigler dizisi
normal bir agimimdir ¢inki z € X ve n € IN ne olursa olsun

1 1
st (Sd ((l?, W) ,gn+1) Q Sd (Z', 2_71.)

ve dolayisiyla G, 1 2 G, gercgeklegir, ¢iinki
1 1 1 1
Sa (y, W) N Sa (iﬂ, W) #9D =54 (y, 27+3) C Sa (9?, 2—n)

gerceklendigi, bu kesigime ait bir noktanin varhg nedeniyle licgen esitsizligi kul-
lamlarak kolayca gozlenir. Her normal acimim diizenli bir agcinim olugundan ii)=
ili) gerektirmesi apagiktir ¢inki

G1,G2€Gn1 igin Gi1NG2#D ise G1UG2 C st(G1,Gn11) € G3
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gercekleyen bir G3 € G,, vardir. Son olarak iii) dogru oldugunda, bir 6nceki teoremde
tamimlanan ve {G,}5° ; diizenli acinimi tarafindan belirlenen § fonksiyonunun iistelik

8(z,2) < 2(8(z,y) v 8(y, 2))

gercekledigini gozleyebiliriz. 6§(z,2) = 0 ise bu egitsizlik apagiktir. O halde 0 <
8(2, z) durumu irdelenmelidir. Bu durumda ise §(z,y) ve 8(y, z) diadik sayilarmin
(her ikisinin birden sifir olmalan kesinlikle olanaksiz oldugundan) pozitif ve birden
kiiciik olduklari durumu incelemek yeterlidir. Sézgelimi 6§(z,y) =2™",6(y,2) = 2™
ven < molsun. O haldez,y € G, € G, vey, z € G, € Gy, olur. Gy, < G, nedeniyle
Gm C G, gergekleyen bir G}, € G, var ve y € G, N G, nedeniyle ve aginimin diizenli
olugu geregi {z,y,2} C G,UG} C G\—1 € Gp1 olur ve dolayisiyla 6nce istenen
5(@,7) < g = o = 2(6(2,0) V 6(4,2))

esitsizligi ve bunun yardimiyla sirasiyla
b(z, 2) < 26(z,y) +26(y,2) ,
8(z,y) < 26(z, z1) + 46(z1, z2) + - - - + 46(Tp—1, Tn) + 26(zn,y)

(@) < d@,y) < 6(z,9)

esitsizlikleri ve bunlarn sonucu olarak da, her z € X, her n € IN i¢in gegerli olan

5t(x, Gni1) € Sa (w, 2%) C st(z, Gn-1)

kapsama zinciri elde edilir. Herhangi bir £ € X noktasinin X uzayindaki yerel
tabam {st(z, Gn)}32,; ile (X, 74) sézdemetrik uzayindaki yerel tabam {Sa(z, 7=)}32,
nin iyelerinin i¢ ige gectigini séyleyen bu sonug nedeni ile X uzaymin topolojisi ile
74 topolojisi cakigir. (q.e.d.)

Moore Metriklenebilme Teoremi: Asagidaki onermeler bir X wzay igin egde-
gerdir:

i) X uzay sozdemetriklenebilirdir.

i) X uzaymda her z € X elemam igin B, = {st?(z,Gn)}, ailesinin yerel
taban oldugu bir {G,}52, agimima varder.

1) X wzayinda gicli bir aginam vardar.

Kanitlama: i) iddias1 dogru ise G, = {Sa(z, 5=) : = € X} agik értiiliigler dizisi

z € X ven € IN ne olursa olsun

1
st*(z, Gni1) = st(st(%, Gni1), Gni1) € Sa (x, ;)

gecerli oldugu kolayca gozlenecektir, ¢linkii ¢ € Sg (y, 2,,%) ve Sy (y, 5,%) NSy (z, 5,—,1+—1)

# @ ise d(y, 2) < & ve d(z,z) < Z nedeniyle

1 3 2 1
Sd (Z, %) g Sd (CL', ﬁ’ﬁ) - Sd (iL', 2_,,,") g Sd (.'17, ;)
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.s

elde edilir; dolayisiyla ii) gecerli olur. Eger ii) dogru ise, ii) kogulunda sbzi gegen
aginimin giigli bir agimim oldugu ve dolayisiyla iii) kogulunun gegerli oldugu kolayca
gozlenir. Simdi son olarak iii) dogru olsun. X uzaymn topolojisini 7 ile, giicli
acimmim ise {G,}52; ile gosterelim. X uzaymda herhangi bir actk ¥ = {Ua}aea
acik ortiiliigl verilsin.

W={Wer:3(n,a) EINxA;W CG € Gy st(W,G,) CU,}

bi¢iminde tanimlanan agik kiime ailesinin ¢/’nun bir barisantrik incelmesi oldugunu
gosterelim. Herhangi bir W € W i¢in tanmimda s6zii gegen (n, o) ikililerinin birinci
bilegenlerinin en kii¢igi n(W) dogal sayis1 ile gosterilsin. O halde

Vr € X icin n(z) =min{n(W):z e W € W}

tammlamirsa, z € W € W ise n{x) < n(W) ve W C G € Guw) Ve Gaw) < Gn(a)
nedeniyle

st(z, W) C | Hst(z,Gn) : n > n(z)} C stz, Gn(a))

bulunur. Sonugta bu z elemam igin, n(z) = n(Wy) ve z € Wy € W gercekleyen Wy
yardimyla

St(:l:,W) Cc St($; gn(w)) c St(WO, gn(Wo)) C Uy

gerceklenecek bicimde bir ag € A indisinin varhg apaciktir. Demek ki iii) iddiasim
gergekleyen bir X uzaymnda her agik 6rtiiliiglin bir barisantrik incelmesi ve dolaysiyla
bir y1ldiz incelmesi vardir. G,, acik ortiiliglerinin yi1diz incelmeleri G, ile gosterilmek
iizere tiimevarimla

Gi" =G » Gmi1 <G NGn' (n € IN)

tanimlanmirsa X uzay1 icin {G*}2° ; agik ortiliisler dizisinin bir normal aginim oldugu
kolayca gozlenecektir. O halde AUM Teoremi nedeniyle X sozdemetriklenebilir olur.
(q.e.d.)

Jones Metriklenebilme Teoremi: Bir X uzayinin sozdemetriklenebilir olabilmesi
icin gyk asagrdaki kogsulu gercekleyen bir {Gn}2 , aginima sahip olmasidur:

"Her tikiz K alt kimesi igin B = {st(K,Gn)}2, ailesi bu kimenin bir yerel ta-
bamder.”

Kamitlama: Gereklik: (X,d) sozdemetriklenir uzaymda, G, = {Si(z, ) : = €
X} acik ortiiliiglerinin belirledigi agimmn, kolayca istenen nitelikte oldugu goriliir
clinkii bir K tikiz kiimesi G acik kiimesi tarafindan kapsanirsa

d(K,X — G) = d(z0,X — G) = 6> 0

gercekleyen bir g € K elemaninin varlig iyi bilindiginden, 27" < §g gergekleyen n
dogal sayisi1 sayesinde
st(K,Gn+1) C Sa(K,8) C G

elde edilir.
Yeterlik: Yeterlilik hipotezini gergekleyen acimim icgin B, = {st?(z, G,)}2., ailesinin
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z € X noktasinda bir yerel taban oldugunu gosterelim. z noktasinin herhangi bir
U, civari alindiginda

Vn e N igin st’(z,Gp) U,

olsaydi, sonugta
VneIN icin @ #st(z,G,) NGy, ve G, ZU,

gergekleyen bir Gy, € Gy, varolurdu. O halde herbir n € N icin z € G}, ve GENG, #
@ gergekleyen G}, € G, sayesinde ,, € GNG, noktalar: tammlansin. Dikkat edilirse
K = U, N {x,z1,xy,- -} kilmesi tikizdir ¢iinkdi {zy : k > n} C st(z,G,) ve uygun
bir ng € IN sayesinde st(z,Gn,) C U, gegerli oldugundan {z, %ny, Tngt1,- -} € K
gergeklenmektedir. Oysa her n > ng igin G, C st(K,G,) ve her n dogal say1s1 igin
st(K,Gn) C U, nedeniyle yeterlilik hipotezine aykini diisiilmiig olurdu. (q.e.d.)

Béliim Uzerine Notlar:

Agmr uzaylarm kisa tarihgesi icin Engelking’in kitabina bagvurulabilir. Acik¢a ad-
landirilmadan aginim kavrami 1919 yihndan beri kullamlmaktadir. Bu kavrama bu
ad11951 yihindaki iinli {Binl] makalesinde Bing vermistir. A¢inir uzaylarda siirekli ve
simirh bir s6zdemetrigi tanimlayip iinlii Alexandroff & Urysohn Metriklenebilme Teo-
remini 1923 yilinda fransizca yazdiklar iinlii [AlUr] makalesinde kanitlayan Alexan-
droff ve Urysohn ikilisi ise, P.S.Urysohn’un 1926 yilinda gen¢ yasta beklenmedik ve
trajik olimiine degin, gerek birlikte ve gerekse ayr olarak onlarca makale yazarak
(Polonya Topoloji Okulu ile birlikte) Genel Topolojinin geligimini biiyiik Sl¢iide
gerceklegtirdiler. Pavel Sergeyevi¢ Alexandroff ise 1960’larin sonuna degin Rus
Topoloji Okulunun temel diregi olmay: siirdiiriip, aralarinda A.Arhangelskii, B.Sa-
pirovskii, V.Ponomarev ve B.Efimov’un bulundugu ¢ok sayida iistiin yetenekli geng
matematikciyi yetigtirmigtir. AU Metriklenebilme Teoremi metriklenebilme teo-
risinin bilinen ilk 6nemli karakterizasyonudur. Moore Metriklenebilme Teoremi
ise biiyiikk Amerikah usta Robert Lee Moore tarafindan 1935 yilinda (degigik bir
bigimde)[Moo] makalesinde verildi. Jones Metriklenebilme Teoremi ise 1958 yilinda
[Jon2] makalesinde gosterildi.

TCY.. . |
DOKGi -



VI.Boluim 5
OZEL TABANLARIN ONEMI

Bu kisa bolim , 6ncelikli olarak 1951 yilinda Japon J.Nagata ve Rus M.Smirnov
tarafindan bagimsiz olarak kanitlanan ve biiyiik usta Urysohn’un iinli metriklenebil-
me teoremini genellestiren ve ancak ¢ok 6zel tabanlara sahip diizenli uzaylarin
sozdemetriklenebildigini soyleyen Nagata & Smirnov teoremine ayrlmigtir. Ayrica
A.Arhangelskii'nin benzer nitelikli bir sonucu da elde edilecektir. Bolim 1’de ta-
nimlandigy gibi, bir X uzayinda noktasal sonlu bir A ailesi ve z € X i¢in kisaca
ord(z, A) = card{A € A : z € A} yamlacaktir, bu elbette bir dogal sayidir. Ayrica
tiyeleri ikigerli ayrik olan bir aileye bu bdliimde kisaca ayrik aile denilecektir.

Nagata & Smirnov Teoremi: Bir X uzaywnin sozdemetriklenebilmesi icin gyk
o-yerel sonlu bir tabans olan duzenli bir uzay olmasider.

Kanitlama: Gereklik: (X, d) sdzdemetrik uzaymda her n € N icin G, = {Su(z, ) :
z € X} acik ortiiligiiniin Micheal Teoremi nedeniyle

o0
U Bnm -< g’ll
m=1

biciminde o-yerel sonlu bir agik incelmesi var oldugundan, kolayhkla
B= UUBnm
n m

ailesinin bu uzayda o-yerel sonlu bir taban oldugu gozlenir.
o0

Yeterlik: X diizenli uzaymin B = |J B, gibi o-yerel sonlu bir tabani olsun. Uzay
n=1

yetkin normal oldugu icin, herhangi n € IN alindiginda, yerel sonlu, By, = {Bpa :
a € A,} ailesine ait herbir By, iiyesine karsilik

Bna=f3'((0,1]))  (a € An)

gerceklenecek bicimde bir f, Urysohn fonksiyonu vardir. Bunlar yardimiyla tanim-
lanan

dn(z,y) = Y |falz) = faly)]  ((z,y) € X x X)

atAn

fonksiyonunun X iizerinde bir sozdemetrik oldugu ve istelik siirekli oldugunu gozle-
yebiliriz, ¢iinkii Wpa = (Bpa X X) U (X X Bpe) olmak iizere, herhangi bir (zo, yo) €
X x X noktasinin Wy, = {Wye : o € Ay} yerel sonlu agik kiimeler ailesinde uygun
sonlu iiye diginda tiim tiyelerle ayrik olan bir esas civar: vardir ve ayrica

(37: y) ¢ Wpo ise fa(x) = fa(y) =0 (€ An)
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gergeklesir, dolayisiyla bu uygun esas civara ait herhangi (z, y) ikilisi icin

ldn(z,y) = dn(@0, y0)| < D (fa(®) = falz0)| + |fa(y) = falyo)l)

a€cl,

gerceklenir ve burada I, = In(zo,y0)(C An) alt kiimesinde yalmzca sonlu indis
bulunmaktadir. Simdi bu sayilabilir tane siirekli d,, sozdemetrigi yardimiyla bu kez

d(ac,y):ill—/\dsz(mﬂ ((z,y) € X x X)

sozdemetriigini tanimlayalim. Dikkat edilirse d}(z,y) = 1 A d,(z,y) yazarak her-
hangi N dogal sayis1 icin

1
|4z, y) — d(z0,90)| < 3 ldp(@,9) — dr(@aryo)l + 3 o7
n<N N<n

gergeklegtiginden d sézdemetrigi siireklidir ve dolayisiyla X uzaymmin topolojisini 7
ile gosterecek olursak 74 C 7 gerceklesir. Simdi de son olarak 7 C 74 gerceklegtigini
gosterelim. Bu amagla herhangi bir 4 C X alt kiimesi icin {z € X : d(z, 4) =0} C
A yani

X-AC{zeX:0<d(z A}
kapsamasinin gegerli oldugunu gostermek gerekli ve yeterli olacaktir. Herhangi bir
r € X — A alindiginda, uygun bir ny dogal sayis1 ve £ € Bpya, gercekleyen Brgas €
B, sayesinde

D = Bpgaa N A = f;cl((()’ 1]) nAa

ve dolayisiyla her a € A icin fo,(a) = 0 bulunur. Bu nedenle

Va€A ign dp(z,0) = Y. fal@) > foo(a)

a€hpn,

ve sonucta

foo(2)
d(.’L‘, A) > —2_'”7— >0
bulunur. Demek ki yukarida tamimlanan d metrigi gercekten uzaymn topolojisini
metriklemektedir. (qg.e.d.)

1A dpy(z,a) S fao()
9mo = o

d(z,0) >

Sonug: Bir uzaym metriklenebilmesi i¢in gyk o-yerel sonlu bir tabam olan diizenli
bir Hausdorff uzayi olmasidir.

Urysohn Metriklenebilme Teoremi: Tkinci sayplabilir her duzenli Hausdorff
uzayr metriklenebilirdir.

Kanitlama: Sayilabilir iiyeli bir taban agikardir ki o-yerel sonludur. (g.e.d.)

Uyar1: Bir sonraki boliimde ancak ve yalmiz o-kesikli bir tabana sahip Hausdorff
uzaylarimin metriklenebildigi kanitlanacaktir. Baska bir deyigle Hausdorff uzay-
larinda o-yerel sonlu bir tabana sahip olmak koguluyla o-kesikli bir tabana sahip
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olmak kogulu egdegerdir. Bu bolimii bu kez, s-noktasal sonlu tabanlarin metrik-
lenebilme teorisindeki 6nemini vurgulayan iinlii bir teorem ile bitirelim.

Arhangelskii Metriklenebilme Teoremi: Bir uzayin metriklenebilmesi igin gyk
o-noktasal sonlu bir tabana sahip yetkin normal ve derlemsel normal bir Hausdorff
uzayt olmasidar.

Kamtlama: Gereklik agikardir. Bir yetkin normal ve derlemsel normal uzay kali-
timsal olarak derlemsel normal oldugundan, yeterlik, Nagata & Smirnov Teoremi ile

agagida yer alan Aull Lemmalarindan elde edilir. Bu lemmalar yazilig sirasinda
okunmahdir:

Lemma: Bir X uzaymnda U agik kumeler ailesi noktasal sonlu ise oyle bir A =
o 1 Ay ailesi varder ki
i) herbir A,, ailesi uygun bir G, agik kumesinde kesiklidir,
it) x € U €U ise uygun bir A € A igin x € A C U gergeklesir,
#ii) herbir A € A uyesiniU ailesinde en fazla sayrda uye kapsar.

Gergekten herbir z € YU igin U, = {U € U : z € U} yazlsin, burada U ailesinin
ortiilig olmasi gerekmedigine dikkat edilmelidir. Simdi de

z~y icingyk U,=U,
biciminde bir egdegerlik bagintisi ve A, = {y € X : = ~ y} esdegerlik simflan
tamimlansin. Herbir n € IN igin
Xp={ze|JU :ord(z,U) =n} , An={4::2¢€ X,}
yazilsin. Eger
Ge=(WU€eU:4,CU} , G,=|JG.:7€ X}

tanimlanacak olursa A = {J;2; A, ailesi ve G,, kiimeleri, kolayca gozlenecegi gibi
istenen tiim kosullan gergekler.

Lemma: Kakiimsal bir derlemsel normal uzayin o-ayrik bir tabaninin varhgs icin
gyk o-noktasal sonlu bir tabaninin var olmasidar.

Gereklik apagik oldugundan yeterligi gosterelim. X uzay: kahitimsal olarak derlemsel
normal olsun ve tistelik B = |J3 ; B, gibi o-noktasal sonlu bir tabana sahip olsun.
Bir 6nceki lemmadaki U olarak B, ailesini alip A, ailelerini tanimlayahm. Bu lemma
nedeniyle, herbir A € A, i¢cin A C W4 gerceklenecek bigimde, ikigerli ayrk iiyelerden
olusan W, = {W4 : A € A,} agik kiimeler ailesi vardir. Simdi de herbir A € A,
icin
Wi(A)=(KWanB:AC B e B,}

tamimlayahm, kesisime katilan B € B, iiyeleri, yine yukandaki lemma nedeniyle
sonlu sayida oldugundan, bu kesigim kiimesi agiktir.

o0
Wi={Wi(A): A€ A} ve W =W,
n=1
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yazilirsa, W* ailesinin X uzay: igin bir o-aynk taban oldugunu, yine yukandaki
lemmamnin kogullari yardimyla gozlemek gii¢ degildir.

Lemma: o-ayrik bir taban: olan yetkin normal bir uzayin o-kesikli bir tabans vardsr.

Gergekten yetkin normal bir X uzaymn B = |J, B, gibi o-ayrk bir tabam var
ise, yetkin normallik geregi, herbir n € IN icin

o ] (> o)
UB - U Gum = U Gom
m=1 m=1
gerceklenecek bigcimde G, agik kiimeleri vardir ve sonucta

B,.,={BNGun,: B € B,}

ailesinin X uzayinda kesikli bir aile ve iistelik

o0 o0
B* = U U Bom,
n=1m=1
ailesinin X uzay: i¢in bir taban oldugunu gézlemek kolaydir. Bu lemmalarm ardin-
dan Arhangelskii teoreminin kamtlamas: biter. (g.e.d.)

Boliim Uzerine Notlar:

Nagata & Smirnov teoremi bagimsiz olarak Nagata [Nag2| ve Smirnov [Smi] tarafin-
dan sirasiyla 1950 ve 1951 yillarinda kanitlanmigtir. Bu boliimde verilen kanitlama
ana hatlariyla Nagata’ya aittir. Topolojinin en iinli metriklenebilme teoremlerinden
birisi olan Urysohn Metriklenebilme Teoremi ise, bu bilyiik usta tarafindan 1925
yihnda {inlii [Ury] makalesinde kanitlanmigtir. Urysohn, her ikinci sayilabilir diizenli
Hausdorff uzayinin klasik Hilbert kiipii olan [0, 1]“° icine gomiilebildigini kamtla-
migtir. Smirnov’un 26 yil sonraki kanitlamasi, bu yoéntemi, l5(R,,) icine yapilan bir
gémme fonksiyonuna genigletmektedir. 1963 yilinda kanitlanan Arhangelskii [Arh]
teoreminin daha sonra, daha kisa kanitlamalari verilmigtir. Amerikah C.Aull, bu-
rada verilen li¢ lemmay1 [Aul] makalesinde 1971 yihnda kamtlamgtir.



VII.Bolum 6
DERLEMSEL NORMAL UZAYLARIN ONEMI

Bu boliim derlemsel normal uzaylarin metriklenebilme teorisindeki onemlerini
vurgulayan tarihsel sonuclara ayrilmistir. Bu tiir uzaylarda parakompakthk ve
metakompakthik kavramlar cakigir. Bu iki 6rtulis tiirii ayrica diizenli ve ayrilabilir
uzaylarda da egdegerdirler. Bu bélim ayrica, Moore uzaylarinin metriklenebilme
teorisindeki 6nemini de aqga gikaracaktir. Bilindigi gibi diizenli acmr Hausdorff
uzaylarma, bu tir uzaylan ilk kez ele alip inceleyen Amerikah usta Robert Lee
Moore'un amisina Moore uzay: denilir. Agagidaki teoremin iv) kogulunun ise Na-
gata & Smirnov teoreminin daha zayifi oldugu gozlenmelidir.

Bing Metriklenebilme Teoremi: Bir X Hausdorff uzay igin asagidakiler es-
degerdir:

i) X metriklenebilirdir.

ii) X parakompakt bir Moore uzayder.

iii) X derlemsel normal bir Moore uzayidar.

i) X duzenli bir vzaydur ve o-kesikli bir taban: vardur.

Kamtlama: iii) kogulunu gercekleyen X Moore uzayimn a¢imim {G,}2 , ise Béliim
4’teki Bing Teoremi nedeniyle, herbir G, ortiiligtintn {J;,_; K.m bigiminde kapah ve
o-kesikli bir incelmesi vardir. X derlemsel normal oldugundan herbir IC,,;, kesikli,
kapah kiimeler ailesi igin Ky, < Wi < G, gergeklenecek bicimde kesikli bir agik
Wi ailesi vardar.

B = YUWar

allesinin X uzayi icin o-kesikli bir taban olugturdugunu X uzayimnn agimirhgm kul-
lanarak gozlemek artik kolaydir. Simdi de iv) kosulunun 1) kosulunu gerektirdigini
uzun ve teknik bir kanitlamayla gosterelim. X uzaymda B = |J;2 ; B, gibi o-kesikli
bir taban var olsun. Uzay diizenli oldugundan

B,.(n) = {B € By, : 3B* € B,,B C B*}
ailesi iyi tanimlidar. Bu aile bog degilse
Knm =\ J{B: B € Bn(n)} (CUBn)

kapah kiimesi iyi tanunh ve bogtan farkhidir. Bog olmayan By,(n) ailelerini yeniden
dogal say1 ciftleri ile indisleyebilecegimizden, bu aileleri daha bagtan bostan farkh
varsayabiliriz. Simdi

fﬂm(X) - [Oa 1] ) fnm(Knm) =1 ve fnm(X — UBn) =0
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gergekleyen f,,, Urysohn (siirekli) fonksiyonlarindan yararlanarak

d(a:, y) _ EZ lfnm(x) + 6nm(x’ y) - fnm(y)l

2n+m

tammlayalhm. Herhangi bir z € X ve n € IN i¢in ord(z, B,,) sayisimn ya 0 ya da 1
olduguna dikkat edilmelidir. Yukaridaki toplamda kullanilan epsilon sayilar: ise

) -1 5 yest(z,B,)
Gnm(ZFa y) - { 1 sy ¢ St(.fv, Bn) == Enm(y, $)

olup, kisalik ve kolaylik amaciyla

'rnm(m’ y) = |fnm($) + 6'n/n'l,(aﬂ"a y) ° fnm(y)l

yazilacaktir. Dikkat edilirse 0 < 7, < 2 gerceklegir. Cesitli irdelemeler yaparak
Toam(Z,Y) < Tnm(Z, 2) + Tum(2,y) oldugunu ve dolayisiyla d’nin iiggen esitsizligini
gercekledigini gozlemek kolaydir. Simdi bir ¢ € X alindiginda, eger st(zo, Bn,) #
@ ise uygun bir mg € IN sayesinde @ # st(zg, Bm,) C st(zg,Bp,) olur. O halde
z0 € Kngmo V€ frgme(Z0) = 1 olur ve herhangi bir z € Sy(zg, 27"0~™) icin

|f namo (%0) + Enomo(E, T0) - Fromo ()] 1
Ino-t+me < d(zo,7) < Ino+ma
nedeniyle zorunlu olarak €,mo(%, zo) = —1 ve dolayisiyla

1
Sq (500, 2,,0%) C st(zg, Bpy)

bulunur. Bu sonug ise 74 topolojisinin X uzay: iizerinde tanimli olan topolojiden
ince oldugunu soyler. Simdi tam tersini gostermeye caligalim. Herbir n € IN i¢in

o0
Z Tnm($’ y) S 2
2m
m=1

gerceklendigi agiktir. O halde simdi, 6nce 0 < € verildiginde,

1 (& Tom(z, .’Eo)) €
—_— PR S < -

gerceklenecek bicimde bir N, € IN ve sonra da

1< €
2m 6N,

Mc<m

gercekleyen M, € IN (sabit) dogal sayilarim ve sonra da

€
S,
0< b < ML,
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kogulunu gercekleyen §, sayisini belirleyelim. O halde kolayca herhangi bir z € X

icin
1 (& ram(z, z0) 1 (& rom(z, T0)
d(a:’ _'1;0) = - ( _nmATy Y + il _nmAy 2Y)
€ 1 [ & Tm(z, 20)
< =4 — _
olur. Herbir n < N, i¢in
N\ Tnm(Z, T Tnm(Z, T Tam\T, T
Z nm(m 0) _ E nm(m 0) + Z nm(m 0)
m=1 2 M.<m 2 m<M, 2

€

3N, T mng 7o (2, 70)

<

gegerlidir. zo noktasinin birazdan tamimlanacak olan W,, esas civarina ait her z
elemani, herbir n < N, ve m < M, dogal sayilan icin

€
Tnm(Z, o) < 26, < 3MLN.
ve sonucta " >
Y Il go) o 2y, < )
e — 2 3N,

gecerli olacagina dikkat edilmelidir; burada herbir n < N, dogal says1 i¢in zg ele-
maninin bu n sayisina kargihk gelen W, (n) esas civarim

X -UB, ;70 ¢ UB,
N ff:o-rlz([o) 8e)) ;20 € O(UBy)
1<m<M,
St(a‘io, Bn) n N ff:rrlz((fnm(mo) - &, fnm(‘to) + 55)) ;20 €UB,
1<m<M.

bi¢ciminde tanimlarsak, kolaylikla
n<Ne , m<Me , z€Wg(n) igin rum(z, 20) < 26

gerceklegir, ¢iinkii Wy,(n) eger ilk secenekteki gibi tanimlanmigsa fpm(zo) = 0 =
Jnm(x) ve sonucta rom{z, £o) = 0 olur; tammda ikinci segenek gergeklesmigse pm (2, o)
< 26; tclincii segenek gerceklegmisse 7, (2, 9) < 6 olur. Sonugta zy noktasmin
bu esas civarlan yardimiyla tanimlanan ve

Wy C n W:co('"')

1<n<N.

gercekleyen W, civarmma ait herbir z elemam i¢in, gercekten yukarida yazilan egit-
sizlikler gegerli olur ve d(z, zp) < € sonucu elde edilir. Kisaca yazilirsa bu

W:m .C. Sd("’vO’ E)

demektir. O halde gergekten X uzay1 d metrigi ile metriklenmektedir.(q.e.d.)
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Micheal & Nagami Teoremi: Derlemsel normal bir uzayda parakompakthk ve
metakompaktlhik kavramlar: cakigir.

Kamtlama: X derlemsel normal uzaymda herbangi bir G noktasal sonlu agik
6rtiiliisiindin yerel sonlu bir agik incelmesinin var oldugunu gostermek yeterli ola-
caktir. Simdi, tiimevarimla agagidaki kogullar: gercekleyen W, acgik kiime ailelerini
tanimlayalim:

i) Vn < w i¢in W, iiyeleri uygun bir G iyesince kapsanir,

ii) W, aileleri yerel sonludur,

iii) ord(z,g) <nisex € U Wy,
0<k<n

iv)z € W, (n<w)isen <ord(z,G).
Yukanida ve tiim kamitlama boyunca kisaca W, = UW, yazilacaktir. Wy = {9}
tamimlansin. Yukanidaki kogullar bu aile igin gegerli olur. Eger tiim bu kosullar
gerceklenecek bigimde W, . .., W, aileleri tanimlanmigsa, herbir R € [GI**! i¢in

K(R):X——( U WkUU{G:Geg—R})

0<k<n
kapah kiimeleri tamimlansm. Dikkat edilirse
VGeR icm K(R)CG

gerceklestigini kolayca gozleyebiliriz, ¢iinkii uygun bir Go € Ro € [G]"* i¢in 7o €
K (Ro) — Go elemam varolsaydi, zorunlu olarak ord(zo, G) < n olur ve dolayisiyla
iii) kogulu yardimiyla
To € U WkﬂK(Ro) =0
0<k<n

celigkisi elde edilirdi. Demek ki sonug olarak
VR € [gI"T? igin K(R) SR

gerceklesmektedir. Simdi oncelikle {K(R) : R € [G]**"} ailesinin kesikli bir aile
oldugunu gosterelim. Herhangi bir # € X alindiginda, eger n +1 < ord(z, G) ise
7 elemanim igeren tim G € G iiyelerinin kesigim kiimesi agikardir ki aciktir ve
hicbir K (R) ile kesigmez; eger ord(z,G) < n ise, bu kez iii) kogulu nedeniyle z
elemanim igeren U{W;, : 0 < k < n} agk kiimesi yine higbir K (R) ile kesigmesz;
eger ord(z,G) = n + 1 ise ve z elemamm igeren n + 1 iiyenin olugturdugu aile R,
ise, bu kez her R # R icin (R, N K (R) = @ gergeklestigini gozlemek giig degildir.
O halde simdi, X uzaymn derlemsel normal olugu nedeniyle herbir R € G+ igin
K(R) C W(R) ve dolayisiyla

VR € [G]**' ign K(R)C W(R)N[)R
gerceklenecek bigimde kesikli {W(R) : R € [g]"*'} acik kiimeler ailesi vardur.
Wass = {W(R)N[IR: R € [6]""}

tammlayacak olursak bu ailenin yukandaki kosullan gercekledigini gozleyebiliriz.
Gercekten, yalmzca iii) gosterilmelidir. Eger ord(z,G) <n+1vez ¢ HW,:0<
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k < n} ise zorunlu olarak ord(z,G) = n + 1 olur ve tiim iiyeleri  elemanin: igeren
uygun bir R, € [G]*"! sayesinde

$€X—(U WkU U G)=K(R¢)QUW7H_1=W"+1
0<k<n GEG—R,

bulunur. Sonucta istenen kogullan gercekleyen W, acik kiime ailelerinin tanim
timevarmmla tamamlanmig olur. Oysa W* = {W,, : n < w} sayilabilir iiyeli acik
ortiiliigi iv) kosulu nedeniyle noktasal sonlu oldugundan Bolim 1’deki Morita teo-
reminin sonucu geregi, her n < w igin U, C W,, gerceklenecek bicimde yerel sonlu
{Un : n < w} yerel sonlu acik incelmesi vardir. Artik, G acik Srtiiliigiiniin aranan
yerel sonlu acik incelmesinin

{UnNW : W € Wy,n < w}

oldugunu gozlemek kolaydir. (qg.e.d.)
Lemma: Her ayrilabilir metakompakt uzay bir Lindelof uzaydar.

Lemma: Ayridabilir bir dizenli uzayda parakompaktlik ve metakompakthk kavram-
lar cakigir.

Kamitlama: Aynlabilir bir uzayda noktasal sonlu her agik ortiiliig, sayilabilir nok-
tal yogun kiimenin noktalarini iceren ortiliig iiyelerinin olugturdugu sayilabilir bir
alt ortiiliige sahiptir. Ikinci lemma birincisinden ve Micheal teoreminin sonucundan
kolayca elde edilir.

Traylor Metriklenebilme Teoremi: Ayrilabilir bir uzayn metriklenebilir olmass
i¢in gyk metakompakt, normal bir Moore uzayn olmasidar.

Uyar:1: Yukandaki ikinci lemma ve Bing teoreminden kolayca elde edilebilen bu
teoremin asagidaki degigik soylenig bi¢imi Bo6lim 8 icin 6nem tagimaktadir.

Teorem: Ayrilabilir bir normal Moore uzayinin metriklenebilmesi igin gyk metakom-
pakt olmasider.

Boéliim iizerine Notlar:

Bing Metriklenebilme Teoreminde bir araya getirilen egdeger kogullarin timi bu
biiyiik ustanin 1951 yihnda yaymmlanan ve daha 6nce s6zii edilen iinli [Bin 1] ma-
kalesinde kanitlanmigtir. Micheal & Nagami Teoremi Amerikal E.Micheal ve Japon
K.Nagami tarafindan 1955 yilinda bagimsiz olarak sirasiyla [Mic 2] ve [Nag 1| ma-
kalelerinde gésterilmigtir. Traylor Teoremi ise ilk kez R.D.Traylor tarafindan 1967
yihnda Arizona Eyalet Universitesinde gerceklestirilen bir Topoloji Konferansinda
sunulmugtur, bkz [Tral.



VIII.Bolum 7

SNEIDER LEMMASININ BAZI
GENELLESTIRMELERI

Rus matematik¢i V.E.Sneider 1945 yiinda G5 kosegenli tikiz bir Hausdorff
uzaymin metriklenebildigini kamtlayarak pek cok kigiyi sasirtti. Acgikcasi o giine
degin bir Hausdorff uzaymin kogegeninin metriklenebilme konusundaki onemi hig
kimsenin aklina gelmemigti. Sneider Lemmasi denilen bu sagirtici sonucun ar-
dindan, sonralari, kogegenlerin metriklenebilme teorisindeki 6nemini vurgulayan ve
Sneider'mn sonucunu genellegtiren 6nemli sonuglar bulunmusgtur. Bu bolim bunlar-
dan en inlil bazilarina ayrilmigtir. Bilindigi gibi bir X kiimesi verildiginde, X X X
carpiminin

Ax={(z,y) X x X :z=y}

ozel alt kiimesine, X X X’in kogegeni degil de nedense X kiimesinin kogegeni
denilir. Ote yandan bir (X, 7) topolojik uzayina ancak ve yalmz bir d tam metrigi ile
metriklenebiliyorsa tam metriklenebilir uzay denir. Cech anlaminda tam uzay ise
boliim icinde tammlanacaktir. Carlos Borges 1968 yilinda hem aginir uzaylar simifim
ve hem de sayilabilir tikiz uzaylar sinifim1 kapsayan yeni bir sinifi g6yle tanimlamastar:
Bir X topolojik uzayina, ancak ve yalmz,

"Her n € N icin z, € st(zo,G,) noktalarmmn belirledigi {z,}3>, dizisinin (en
az) bir yigilma noktas1 vardir”
kogulunu gergekleyen bir {G,}52, acik ortiiliigler dizisine sahip ise 22\ uzay1 denir.
Her acinir uzayin ve her sayilabilir tikiz uzayin bir zA uzay1 oldugunu kolayca goz-
leyebiliriz.

Sneider Metriklenebilme Lemmasi: Bir tikiz uzayin metriklenebilmesi i¢in gyk
G5 kogegenli olmasidar.

Kamitlama: Bir Hausdorff uzaymda kosegen kapal bir kiime ve bir metrik uzay-
da (hatta bir acimir uzayda) her kapali kiime bir G kiimesi oldugundan gereklik
agikardir. Simdi tersine X tikiz ve G kogegenli bir Hausdorff uzay: olsun. O halde
Ax = U, : n € IN} gerceklenecek bigimde U, acik kiimeleri vardir. Ax € X x X

tikiz bir kapah kiime oldugundan her n € IN i¢in, uygun N, dogal sayilan ve

AxC |J Wexwi)C | Wex Wi CU,
1<k<Nn 1<k<Nn

gerceklenecek bicimde sonlu sayida Wy (C X) acik kiimeleri vardir.
B={Wr:1<k<Np,necN}

acik kiimeler ailesi sayilabilir tiyelidir ve listelik X uzay: i¢in bir tabandir. Ciinki
herhangi bir # € X noktasim kapsayan herhangi bir G acik kiimesi verildiginde

B,={Wy)€B:x € Wiz}
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ailesinin en az bir Wy, tiyesi icin Wi,y C G gergeklenmeseydi
K= {Wk(,,,) X Wi(z) — G2 Wi € B.}

sonlu kesigim o6zelligine sahip kapali kiimeler ailesinin, tikiz X uzaymnda kesisim
kiimesi bogtan farkh olurdu. Oysa kolayca gozlenebilecegi gibi bu ailenin kesigim
kiimesi bostur, ¢inki herhangi z # y icin

,9) € [ Wkiz) X Wiz) : Wiz) € Bz}

olsayd1 sonucta

(:c,y)eﬁ( U WkXWk)(_:ﬁU = Ayx

n=1 \1<k<N, n=1

celigkisi dogardi. Demek ki diizenli X Hausdorff uzayi ikinci sayilabilirdir ve Urysohn
metriklenebilme teoremi geregi metriklenebilirdir. (q.e.d.)

Chaber Teoremi: G;s kogegenli saylabilir tikiz uzaylar tikiz ve metriklenebilirdir.

Kanitlama: Bkz. Engelking, sayfa 242.

Borges & Okuyama Metriklenebilme Teoremi: Ancak ve yalniz G5 kogegenli
parakompakt, zA wuzaylar metriklenebilirdir.

Kamitlama: Metriklenebilir her uzayin, teoremin ifadesinde s6zi edilen ii¢ 6zellige
de sahip oldugu agiktir. Simdi tersine X parakompakt Hausdorff uzay:1 G5 késegenli
bir zA uzay: olsun. X'’in zA uzay1 olmasim giivence altina alan agik ortiiliig dizisi
{4}, olsun ve her n € IN icin W,, < U, gercekleyen yerel sonlu agtk W, in-
celmeleri tanimlansin.

Gn = WiAWLA---AW,

{G:G= [} W , WeeWr (1<k<n)}
1<k<n

acik ortiliiglerinin X uzay: i¢in bir acimim oldugunu gosterelim. Herhangi z € X
noktasi, gelisigiizel secilen z,, € st(z,G,) noktalarimin belirledigi {z,}5>, dizisinin
bir yigilma noktasidir. z, € st(z, W,) C st(z,U,) oldugundan bu dizinin 6ncelikle
y € X gibi bir yigilma noktas1 vardir. Eger y # x olsaydi, uygun bir 1y dogal sayis1
sayesinde y ¢ st(z,Up,,) ve sonucta y ¢ st(z, Wp,) olurdu. Oysa y noktasi {z,}
dizisinin bir yigilma noktasi oldugundan sonugta sonsuz sayida n > ng icin hem
Tp € X — st(z, Wy,) ve hem de tanim geregi z,, € st(z,G,) C st(z, Wp,) olurdu. O
halde kolayca gozlenecegi gibi B, = {st(z,G,) : » € N} ailesi X uzaymda « noktas
igin bir yerel tabandir, yani X parakompakt bir Moore uzay: olur. (g.e.d.)

Uyari: Tikiz bir Hausdorff uzayinda bir G kiimesi olabilme ozelligine, bu ¢ok
onemli topolojik Ozellige, bagh bagina ayn bir isim verilir. Bu nitelikteki uzaylara
Cech anlaminda tam uzay ya da kisaca tam topolojik uzay denir. Bu tiir uza-
ylarin hergseyden 6nce bir Tikhonov uzay: olduklari apagiktir. Bu uzaylar yoluyla
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tam metriklenebilir uzaylan karakterize edebilecegiz. Simdi bu konuya iligkin her
biri bagh bagina 6nemli baz1 sonuglan goérelim. Amacimiz yukanidaki teoremin tam
metriklenebilme i¢in benzerini elde etmektir. Bunu Jack Ceder bagarmigtir.

Aleksandroff Teoremi: Bir tam metrik uzaymn Gs alt kimeleri tam metriklenebi-
lirdir.

Kamtlama: Oncelikle (X, d) tam metrik uzaymda bog olmayan bir G actk kitmesinin
tam metriklenebilir oldugunu gosterelim. Genelligi bozmaksizin 0 < d < 1 varsaya-
biliriz. Simdi 6ncelikle

1 1
d(z, X - G) d(y,X —G)

Vz,y € G i¢in d*(z,y) =d(z,y) +

biciminde tanimlanan d*'in G iizerinde bir metrik oldugu kolayca gozlemlenebilir.
(G, d*) metrik uzayimda bir {z,}32, Cauchy dizisi ahndignda, 0 < d < d* nedeniyle
bu dizi (X, d) tam metrik uzaymda bir Cauchy dizisi olur ve bir zy € X elemanina
yakinsar, fakat

1
1< nz_——"___
=" d(x‘n’X—G)

1 .
gercel sayilarmin olugturdugu {r,}32, dizisi (IR ,d;) bir boyutlu Oklid uzaymda
bir Cauchy dizisi oldugundan, uygun bir r¢ gercel sayisina yakinsar. O halde 0 <
7}i_1}g°d (Zn, X — G) = % < 1 olur ve uygun bir ny dogal sayisi sayesinde

1
Vn > ng icin iBnEX—Sd(X—-G,Z—) =KgCG
0
gerceklegtiginden ve Ky kapal oldugundan zg € Ky ve sonugta o € G bulunur.
Demek ki (G, d*) metrik uzay1 bir tam metrik uzaydir. Simdi (X,d) tam metrik
uzayimda herhangi bir A bog olmayan Gy kiimesi alinsin ve uygun G, agik kiimeleri

o0 o0
sayesinde A = ) G, yazlsm. (G,, d}) tam metrik uzaylarinin ¢arpim olan [] G,

n=1 n=1
uzay1 carpim metrigi ile tam metriklendiginden ve

A= {{on}2n € [[Gn:t1 =22 =}

n=1

kiimesi bu uzaym kapal bir alt kiimesi ve dolayisiyla tam metriklenebilir bir alt uzay
oldugundan ve son olarak h(z) = (z, z, - - -) geklindeki h : A — A fonksiyonu kolayca
gozlenebilecegi gibi siirekli, bire-bir iizerine, kapali ve sonug olarak bir topolojik
esyapi fonksiyonu oldugundan, A = A}(A) tam metriklenebilir olur. (q.e.d.)

Frolik Teoremi: Bir X wuzaynin, tam topolojik uzay olabilmesi igin gyk asaqidaki
kosulu gergekleyen bir {G,}2 | agk ortilig dizisine sahip olmasidir: X wuzayinda
sonlu kesigim ozelligine sahip bir K kapah kimeler ailesinde, her n € IN igin, K C
Gg gergekleyen K € K ve Gg € G, varsa (K bog degildir.

Kamitlama: Gereklik: X Tikhonov uzay: bir tam topolojik uzay olsun. X'’in X*
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tikizlagtirma uzaymmda bir G kiimesi olmasi nedeniyle X = ﬁ G, yazhg gecerli

=1
olup burada herbir G}, kiimesi X* tikizlagtirma uzaymda ag;i'(_tlr. O halde herbir
z € X vehern € N icin

z € W;(n) C kap, (WS (n)) C G,

gerceklenecek bicimde X * uzaymin W}(n) acik kiimeleri vardir. G, = {X NW}(n) :
x € X} ailesinin X uzaymda acik bir ortiilis oldugu ve {G,}5° , dizisinin teoremde
sozl gegen nitelikte oldugu kolayca gozlenir. Ciinkii teoremin ifadesinde sozi edilen
bir IC kapah kiimeler ailesi icin, tikiz X * uzayinda var olan

zo € n{ka,px,K :KekK}CcXx”
noktas1 X uzayina aittir, ¢linki hipotez geregi
VvnelN , 3K, €K , 3z, €eX ; K, CXNW,(n)

gerceklegtiginden sonugta, oncelikle

oo o0 [ ¢}
zo € [) kap_,Kn C N kap W, (n)C [(1Grn=X

n=1 n=1 n=1

bulunur ve dolayisiyla

goc(Hkap, ,KNX:KeK}=[1K=[1K+#9
KeKk Kek

elde edilir.

Yeterlik: Simdi X Tikhonov uzaymda teoremde sozii edilen kogulu gercekleyen bir
{Gn}32, acik ortiiliis dizisi var olsun. Herbir G, = {Gpo : @ € A,} ailesinin iyeleri
icin X* tikizlagtrma uzaymda Gp, = X N U, gerceklenecek bigimde U, acik

kiimeleri vardir.
x-f(y o)

n=1 \a€A,

gergeklendigini gozleyelim. Gergekten sag yandaki kesigime ait bir z € X* noktasinin
tikaz X* Hausdorff uzaymdaki yerel tabam B} olmak iizere K, = {X Nkap U™ :
U* € B}} ailesi X uzaymda sonlu kesigim 6zelligini gercekler, iiyeleri X uzaymda

kapalidir ve iistelik herbir n € IN icin z € U}, ger¢ekleyen U, ve uygun bir U* € B},
sayesinde kap ,U * C U, gerceklegeceginden, hipotez geregi

@ #(Ke =X N[ {kap,,U*: U* € By} = X n{z}
nedeniyle z € X bagka bir deyimle

ﬁ(u U;:a)gx

n=1 \a€cA,
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bulunur. Oysa asgikardir ki

SN
n=1 \a€A, n=1 \a€A,

gecerlidir. Dolayisiyla X Tikhonov ugzay: tikizlagtirmasinda bir Gs kiimesi olur.
(g.e.d.)

Cech Teoremi: Bir topolojik uzayin tam metriklenebilmesi icin gyk metriklenebilir
bir tam topolojik uzay olmasidar.

Kanitlama: Gereklik: X topolojik uzay: bir d tam metrigi ile metriklenebilirse
Gn = {S4 (a:, %2( z € X} acik ortiiliigleri dizisi Frolik teoremindeki kogulu gercekler
ve dolayisiyla X bir tam topolojik uzay olur. Gergcekten bir K kapali kiimeler ailesi
orada sozi edilen

1

kogulunu gergekliyor ve iistelik sonlu kesigim 6zelligine sahipse

Kr= () K«
1<k<n
azalan kapah kiimeleri istelik 0 < ¢apK), < capK, < % ve 7}_1!’1(}0 capK, = 0 gercek-
lediginden ve d tam metrigi Cantor azalan kapah kiimeler kogulunu sagladigindan

@% ﬁK;:Z{Z‘()} ve woeﬂlc

n=1

elde edilir, ¢iinkii herhangi bir K € K alindiginda, yukandakiler K" = K N K
kapal kiimelerinin olusturdugu diziye uygulanirsa

@+ K ={z} NK
n=1

bulunacaktir. A
Yeterlik: Tersine X metriklenebilir uzay1 bir tam topolojik uzay ise onun X tamla-

masinin Stone & Cech tikizlagtirmas S )/} kuskusuz X’in bir tikizlagtirmas: olur ve
dolayisiyla X tam metrik uzayimnda bir G5 kiimesi olur. O halde Alexandroff teoremi
nedeniyle X tam metriklenebilir olur. (g.e.d.)

Ceder & Nagata Teoremi: Bir parakompakt tam topolojik X Hausdorff uzay
icin agaqrdaki iddialar egdegerdir.

i) Her € X igin {z} = ({st(z,Gn) : n € N} gergekleyen bir {G,}o, actk
ortilig dizisi vardr.

i) Her z € X igin {z} = N{st(z,Gn) : n € N} gercekleyen bir {Gn};2; actk
ortulug dizisi varder.

#1) X tam metriklenebilirdir.
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Kanitlama: i) iddias1 gegerli ise, daima, herhangi bir {G,}% , acik Ortiiliig dizisi
icin

(o} € ) steGn) € () 7@,

gegerli oldugundan ii) gegerli olur. Tersine ii) gegerli ise, X uzay1 parakompakt
oldugundan herbir G,, acik ortiiliigiiniin yerel sonlu ve U, < G, gergekleyen U,, acik
incelmeleri sayesinde

{z} C ast(a:,un) - 61 st(z,Uy,) C Fjl st(z, Gn)

gegerli olur ve {U,}%° | agik ortiiliig dizisi yardimiyla i) gegerli olur. Eger son id-
dia gegerliyse i) kogulunu gercekleyen {G,}52; acik ortiiliis dizisi olarak X metrik-
lenebilir uzaymdaki aginim ahmr. Simdi son olarak ii)=i) iddias: gegerli olsun. i) id-
diasinda sozii gegen {G,}5> ; acik ortiiliig dizisi ile tam topolojik uzay olma kogulunu
karakterize eden (Frolik teoremindeki) ve bu kez {U,}22; ile gosterilecek olan acik
ortiilig dizisi ele alinsm. X uzay: biitiiniiyle normal oldugu i¢in U, nin U} gibi
acik barisantrik bir incelmesinin var oldugunu biliyoruz. Simdi her n € IN icin
W, = Gn AU, ortak incelmeleri tanimlansin.

Vz € X igin st(z, Wp, AWp, A--- AWy, )= [ st(z, Wh,)

1<k<m

yidiz kiimelerinin X uzayinda bir yerel taban oldugunu gozleyelim. z noktasinin
geligigiizel bir G, acig verildiginde bu yi1ldiz kiimelerin higbiri G, tarafindan kap-
sanmasa, sonlu kesigim ozelligine sahip olan

K={st(x,Wpn) — Gz:n €N}
kapali kiimeler ailesi i¢in, tistelik her n € IN igin

st(z, Wp) — G, C st(z,U) CU, €U,

gerceklendiginden, Frolik teoremi ve i) iddiasi nedeniyle
D#KCC () st(z,Gn) —Go={2} -G, =0
n=1

celigkisi dogardi. O halde sonugta
Wnl AanA ---/\an

acik ortiiliglerinden olugan dizinin X igin bir aginim oldugu anlagihr. Dolayisiyla X
tam topolojik uzay1 parakompakt bir Moore uzay: olur, yani iii) iddias: gegerli olur.
(g.e.d.)

Ceder Lemmasy: Bir X wuzaymn Gs kogegenli olmast igin gyk her z € X icin
{z} = N{st(z,Gn) : n € N} gerceklenecek bicimde bir {G,}., agik ortiligler
dizisinin varhgidar.
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Kamitlama: Eger Ax = (\{G, : n € IN} gerceklenecek bigcimde X x X uzaymda
G, agik kiimeleri varsa

G.={GeT:GxGCG,}

acik ortiiliiglerinden olusan dizinin teoremdeki kosulu gercekledigi apacgiktir. Tersine
bu kogulu gergekleyen bir {G,}° ; acik ortiiliigler dizisi varsa bu kez

Gn=|J{GxG:Gegn}

acik kiimelerinin kesigiminin Ax oldugu kolayca gozlenir.

Ceder Metriklenebilme Teoremi: Ancek ve yalniz parekompakt Gs kogegenli
tam topolojik Hausdorff uzaylar: tam metriklenebilirdir.

Kanitlama: Son teoremin ve lemmanin kolay bir sonucudur.

Boéliim lizerine Notlar:

Sneider Lemmas: [Sne| makalesinde, Borges & Okuyama Teoremi ise C.Borges ve
A.Okuyama tarafindan bagimsiz olarak sirasiyla 1966 yihinda yayimlanan [Bor| ve
1964 yilinda yaymmlanan [Oku] makalelerinde kanitlanmigtir. Chaber teoremi 1976
yilinda yayimlanan ve sayilabilir tikiz uzaylarin tikizhg: icin yeter kogullarin aragti-
rildig1 [Cha] makalesinde yer alir. Cech teoremi, bu taninmis Cek ustanin Stone &
Cech tikizlagtirmasini tanimladiga uzun ve tarihsel [Cec] makalesinde gosterilmigtir.
Alexandroff Teoremi ise bu Rus ustanin 1924’te yaymnladigi [Ale] makalesinden
alinmigtir. Frolik Teoremi 1960 yilinda yazilan [Fro| makalesinde, Jack Ceder’in
sonuclar ise onun 1960 yiinda yaptig: doktora ¢aligmasi sonuglarindan derledigi ve
1961 yihinda yayimladig: [Ced] makalesinde yer alirlar.



IX.Bolum 8
JONES TAHMINI

Genel topolojinin uzun yillar boyu coziim aradigy cesitli gii¢ sorulardan be-
lirli bazalarimin ashnda bir tiir Matematik Mantik sorusu olduklar itk kez 1960’larin
sonunda anlagildi. Bu tiir sorularda, tipki pek ¢cok matematik mantik sorusunda
oldugu gibi, ¢oziim, iizerinde caligilan aksiyomatik kiimeler teorisi modeline
baghdir. Bu tiir onlarca sorudan en inli ii¢ii kamimizca gunlardir:

1) Her normal Moore uzay: metriklenebilir midir?

2) Sayilabilir tikiz ve yetkin her diizenli Hausdorff uzay: tikiz mdu?

3) Sayilabilir zincir kogulunu gercekleyen ve 2% dan daha az sayida seyrek alt
kiimesinin birlesimi olarak yazlabilen tikiz bir Hausdorff uzay: var midir?

Burada son soruyla ilgili olarak sunlan amimsatalim. Bir topolojik uzaya, bu
uzayda tiyeleri ikigerli ayrik ve bogtan farkli olan agik kiime aileleri sayilabilir tiyeli
ise, matematik mantiktan gelen bir deyimle, sayilabilir zincir kogulunu gergekler
denir. Her ayrilabilir uzay bu niteliktedir ve metriklenebilir bir uzay icin bu kogul
aynlabilirlikle cakigir; oysa 2° < & olmak tizere {0, 1} carpim uzay1 tikiz bir Haus-
dorff uzayidir, sayilabilir zincir kogulunu gergekler fakat aynlabilir degildir.

Yukanidaki ii¢ soruyla uzun yillar boyu ugragilmgtir. Son ikisinin Se¢me Aksiy-
omlu Zermelo-Fraenkel aksiyomatik kiime teorisi (kisaca ZFS) modelinden bagimsiz
olduklan bilinmektedir. Her ii¢ sorunun da yanitlarinin ”Evet” oldugu aksiyomatik
kiimeler teorisi modelleri vardir! Buna kargin son iki sorunun yamitlarmin ”Hayr”
oldugu modeller de bilinmektedir. Birinci soruyu ise 1933 yihinda yazdigt dnli
makalesinde Amerikah Frederick Burton Jones sormugtur. Jones'un kigisel ongorisii
(tahmini) her normal Moore uzaymin metriklenebildigi yolundayd:. Fakat Jones'un
kendisi ve ardindan gelenler (35 y1l boyunca) bu soru yerine, onun agagida yazih
olan daha zayif bicimiyle ugragtilar:

4) Her ayrilabilir normal Moore uzay: metriklenebilir midir?

i§te bu zayif sorunun da ZFS aksiyomatik kiimeler teorisi modelinden bagimsiz
oldugu, bagka bir deyimle ZFS modeli icinde kalarak yanitinmn evet ya da hayir
oldugunun kararlagtirilmasmin kesinkes olanaksiz oldugu, 1968 yihnda Jack Silver
tarafindan kanitlanmigtir (bkz Silver & Rothberger teoremi). Bu, topolojide gozle-
nen ilk bagimsiz 6nerme kamitlamas: olmugtur. Dolayistyla Jones ongoriisiiniin ZFS
icinde dogrulugunun kanitlanamiyacagi boylelikle anlagitmigtir. Jones ongoriisunin
dogrulugunun kamtlanabildigi bir aksiyomatik model gerci 1980 yiinda bulunmugtur
ama bu aksiyomatik modelin tutarhlik kamitlamalar hala yapillamamigtir. Dolay:-
siyla metriklenemeyen bir normal Moore uzaymin varhg sorusu ZFS icinde hala
agiktir.
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Biz bu boliimde agirhikli olarak yukaridaki dordiincii soruya iligkin en 6nemli
tarihsel sonuglarla ilgilenecegiz. Bu boliim ayni zamanda Genel Topolojinin mantik
ve aksiyomatik kiimeler teorisi ile nasil i¢ ige gectigini aciga vuracaktir.

_ Bubolimdeki yeni ve temel kavram hic kugkusuz Q-kiimesidir. IR! bir boyutlu

Oklid uzayinin sayillamaz sonsuz noktah ve her alt kiimesi bir G5 kiimesi olan (ya da
egdeger olarak F, kiimesi olan) bir alt uzayina, bir kiime olarak, Q-kiimesi denir.
Bu nitelikte alt uzaylarin varhig1 sorusu gercekte bir matematik mantik sorusudur.
Ote yandan bir topolojik uzaya, ancak ve yalmiz, kapah ve kesikli herhangi bir
kiimesinin noktalan ikiserli ayrik agik kiimeler tarafindan ayrilabiliyorsa, derlemsel
Hausdorff(collectionwise Hausdorff) uzay denir. Her derlemsel normal T; uzay,
apaciktir ki bir derlemsel Hausdorff uzayidir.

Teorem: Bir ayrilabilir Moore uzayinin metriklenebilir olmasy igin gyk Lindelof
uzay: olmasidar.

Kanitlama: Yalnizca yeterlik gosterilmelidir. X ayrilabilir Moore uzay: istelik bir
Lindelof uzay: ise Micheal teoreminin sonucu geregi parakompakt bir Moore uzayi
olur.(q.e.d.)

Sonug: Ayridabilir bir Moore uzayrnin metriklenebilir olmamass igin gyk sayrlamaz
sonsuz noktal kapaly ve kesikli bir alt kimesinin varlgidar.

Kamtlama: X aynlabilir Moore uzay1 metriklenebilir degilse bir 6nceki teorem
nedeniyle Lindel6f olamaz ve uygun bir U agk ortiligiiniin, varhg: daha once

kamitlanan G K, gibi o-kesikli kapah incelmesindeki ailelerden en az birisi, s6z

gelimi ]Cno,n;pa(}lktll‘ ki sayillamaz sonsuz tiyeli olur. X, ailesinin ikiserli ayrik
tiyelerinin herbirinden segme aksiyomu yardimiyla secilen birer noktamn olugturdugu
kiime aranan niteliktedir. Tersine, sayilamaz sonsuz noktal kapali ve kesikli bir alt
kiimeye sahip bir uzayin bir Lindel6f uzay: olamayacagi, her noktanin bu kiimeden
en fazla bir nokta iceren aciklariyla yapilan ortiilig kullanarak kolayca anlagilir.

Uyari: Bing 1965 yilinda gu yalin ama onemli gercegi gozlemigtir.

Teorem: Bir X ayrilabilir Moore uzay: igin agagidakiler egdegerdir:

i) X metriklenebilirdir.

i) X derlemsel normaldir.

#1) X derlemsel Hausdorffdur.
Ciinkii dikkat edilirse derlemsel Hausdorff olan bir aymlabilir uzayda kapali ve ke-
sikli alt kiimeler zorunlu olarak sayilabilir noktalidir. Traylor teoreminin ikinci
soyleniginde gozlemledigimiz gibi, bu ti¢ egdeger kosula bir dérdiinciisi olan

w) X normal ve metakompaktter.
egdeger kosulu da eklenebilir. Dolayisiyla agagidaki sorular yukarida yazilan dordiinci
soruya egdegerdirler:

4’) Her aynlabilir normal Moore uzay1 derlemsel Hausdorff mudur?
4") Her ayrilabilir normal Moore uzay1 metakompakt midir?
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Artik bu sorularn, izerinde gahgilan aksiyomatik modele nasil bagh olduk-
larim gézlemeye baglayabiliriz. Asagida yer alan sonuclar tarihsel olarak kamitlama
sirasinda verilmisglerdir:

Jones Lemmasi: Bir X uzaymnda |P(D)| < |P(K)| gergeklenecek bigimde yogun
bir D kiimesi ve kapali- kesikli K alt kiimesi varsa X uzay: normal olamaz.

Kamitlama: Verilen hipotezleri ger¢ekleyen X uzay: normal olsaydi K alt kiimesinin
bog olmayan herbir A alt kiimesi X uzayinda kapali olacagindan A C G4 ve
GAN(K — A) = @ gerceklenecek bigimde bir G4 acik kiimesi var olurdu. Dikkat
edilirse D yogun oldugundan

p:P(K)—>P(D) , p(A)=GaND ve p(@B) =0

fonksiyonu iyi tanimh ve bire-bir olurdu, ¢inki K mn farkli A ve B alt kiimeleri
icin s6z gelimi B — A bogtan farkh olursa

@#+#B~A=BnN(K—-A)CGp—Ga=Gp—-GaND

ve sonucta (Gp — GaND)ND = ¢p(B) — ¢(A) bogtan farkhh olur ve dolayisiyla
kolayhkla p(A) # ¢(B) elde edilecegi igin, zorunlu olarak [P(K)| < |P(D)| bu-
lunurdu.(g.e.d.)

Jones Teoremi: Zayif kontinuum varsaypma(= 280 < 2%)’nin dogru oldugu bir
kimeler teorisi modelinde her ayrilabilir normal Moore uzayn metriklenebilirdir.

Kamitlama: Bu olaganiistii teorem bir 6nceki Lemma ve yukarida kanitlanan Sonug’-
tan kolayca elde edilir, ¢iinkii bu modelde sayilamaz sonsuz noktal kapali-kesikli bir
K kiimesine sahip ayrilabilir bir normal Moore uzay1 var olsaydi, bu uzayin sayila-
bilir noktal yogun D alt kiimesi yardimyla

[P(D)] = 2% < 2% < 21 = P(K))|
bulunur ve sonugta uzaym normalligi ile celisirdi.(q.e.d.)

Bing Teoremi: Gergel saylarn bir Q-kumesi varsa, metriklenemeyen ayrilabilir
bir normal Moore uzayr vardar.

Kanitlama: IR! gercel sayilar uzaymin E gibi bir Q-kiimesi sayesinde Niemytzki-
Moore(NM) diizleminin asagidaki

X = (R x (0,00)) U (E x {0})

alt uzaym tammlayalm. Bu uzaymn aranan nitelikte oldugunu gosterecegiz. Tipki
NM diizleminde oldugu gibi X alt uzaymmin da aynlabilir bir Moore uzay: oldugu
kolayca gozlenebilir. E x {0} gibi sayilamaz sonsuz noktali kapali ve kesikli bir kiim-
eye sahip olan X metriklenemez. Simdi bu uzaymm normal oldugunu kanitlayahm.
X uzaymin kapali herhangi bir alt kilmesinin IR x (0, 0o) iist yar1 diizlemi ile olan
kesigiminin, IR! x IR! metriklenebilir uzaymnm IR x (0, co) alt uzaymnda kapah olacag
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apaciktir. Dolayistyla X'’in normal oldugunu gostermek icin £ x {0} mn ayrik iki alt
kiimesinin X uzaymda aynk acik kiimelerce aynldigim gostermek yeterlidir. Simdi
A C E x {0} ve B = (E x {0}) — A alt kiimeleri verildiginde E kiimesinin niteligi
nedeniyle
o o0
A= n Gn(4) , B= n Gn(B)

n=1 n=1

gergeklenecek bicimde IR! uzayinin Gn(A) ve Gy(B) agik kiimeleri vardir. Kolayca

4= ( (@) x (330 ) 0 & 0

= 11
B = (()(@a(8) x (. 20) (& x (0D
n=1
gerceklenir. Simdi de sabit bir n dogal sayis: icin
11
Bp,=B — (Gu(4) X (—=,—)) ve A
nn

kiimelerinin aynik aciklarla ayrlacagimi kamtlayahm. Herhangi ¢ = (a1,0) noktas:
igin (a1 —€q, 01+€,) X {0} € Gpn(A4) X (—2, L) gergeklenecek bigimde bir e, > 0 vardir,
Ustelik her b = (b1,0) € By, icin by ¢ (a1 — €4, a1 + €,) nedeniyle NM diizleminin
esas civarlan yardumyla, G 1 ((a1,0)) icin kisaca U (a, kq) ve G1((b1,0)) icin U(b,1)
yazihirsa, U(a, ko) N U (b, 1) = @ olacak bicimde yeterince biiyiik bir &, dogal sayis
vardir ve sonucgta bu b = (b1, 0) € B, noktas: icin
Up1)n|JU(a k) =2
a€A

gerceklegtiginden V,, = U{U (b, 1) : b € B,} acik kiimesi igin kolayca ANV, = @ elde
edilir. Yukanidaki kamtlamada her a € A icin U(a, ko) N U (b, 1) = @ gergeklenecek
bicimde bir k, dogal sayisimin varhig: geometrik olarak da gozlenebilir. Tamamen

benzer bicimde W,, = | {U (¢, 1) : a € A,} acik kiimesi tanimlanirsa bu kez A, C W,
ve W, N B = @ elde edilir. Artik

G(Vn—m) ve G(Wn—— U vk)

n=1 1<k<n n=1 1<k<n

acik kiimelerinin ayrik olduklarmi ve sirasiyla B ve A kimelerini kapsadiklarimi
gozlemek gii¢ degildir.(q.e.d.)

Heath Teoremi: Meiriklenemeyen ayridabilir bir normal Moore uzays varsa, gercel
saylarm bir Q-kumesi vardsr.

Kanitlama: X ayrilabilir normal Moore uzayr metriklenebilir olmasm. O halde
bu uzaym Z gibi sayilamaz sonsuz noktah kapali-kesikli bir alt kiimesi vardir. A =
{a, : n € IN} saylabilir elemanh yogun alt kiimeyi, {G, }32 ; ise X uzaymnm agmimin
gostersin. O halde herbir z € Z ve her n € IN icin st(x,G,) N A kesigim kiimesi
sonsuz elemanli oldugundan oyle

ICyix::
DOK{RL
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On(z) € st(z,G,) N A
noktalan segilebilir ki, indisler kesin artandir, yani
I(z)<2(z)<---<nx)<---

gergeklesir. Simdi

VeeZ icn s(z) = {n(@)}2, eN"

dizisi tanimlansin. X bir Hausdorff uzayi1 oldugundan, apaciktir ki z; # =2 icin
N
s(z1) ve s(z3) dogal say1 dizileri farkhidir. O halde IN ? carpim uzayimnda

Y={s(z):z€Z}CIN"

alt uzay1 sayillamaz sonsuz noktahdir. Simdi bu alt uzayda her alt kiimenin bir G5
kiimesi oldugunu kanitlayahm. Bu amacla bog olmayan herbir E C Y alt kiimesi
icin E' = {z € Z : 5(¢) € E} tammlansm. X ve Z alt uzay1 normal olduklarindan
E'CVveZ—-—E CWwW gercekleyen aynk ve agik V' ile W acik kiimeleri vardir.
Kolayca, Bolim 4’te tanimlanan K (A, G) isaretini kullanarak

K,=KW,G,)NZ ={x € 7:st(z,G,) CW}

kapali kiimelerini tanimlarsak

I = I o°
z-E =K, , Y-E=UK, (1)
n=1 n=1

gergeklegir, burada K, = {s(z) : z € K;} C Y yazilmgtir. Dikkat edilirse herbir
z € E' icin dyle bir uygun n, dogal says1 vardir ki st(z,Gn,) C V gergeklesir; bu
n, dogal sayis1 n(z) ile kangtinlmamahdir. Simdi

VeeE , YmelN igin N(m,z)=max{m,n,}
dogal sayi1sim1 ve her n € IN igin

Un(s(2)) = ¥ N ({1(2)} x {2(2)} x -~ x {n(e)} x N x N x ---)

acik kiimesini tamimlayalim; Y ile kesigtirilen kartezyen carpim kiimesinin IN
carpim uzayinda bir taban kiimesi oldugu apagktir. Kolayca

VecE , YnelN igin E C Uy(s(z))

gozlenir. §imdi Y uzaymda, yukarida tanimlanan N (m, z) dogal sayilar1 sayesinde

E = ﬁ (U UN(m,a:)(s(w))) (2)

m=1 EEEI
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gerceklendigini kamtlayahm. FE kiimesinin bu kesigim tarafindan kapsandigi bir
onceki kapsamadan gozlenir. Dikkat edilirse Y uzaymda

U Unma)(3(2)) NKn=8 (melN) (3)

z€E'

gerceklendigini agagida yapildig: gibi kamtlayabiliriz. Eger bir s(z) € Y i¢in uygun
bir zg € E' sayesinde

s(z) € Km N UN(m,z0)(5(20))
olsaydi, bir yandan

Vn>m igin  an) € 5t(z,Gn) C st(z,Gm) S W
ote yandan ise
{n(z)}2, =s(z) e {L{z)} x {2(z)} x --- x {N(m,z0)} x N XN X ---
gerceklesirdi. Kisalik amaaiyla N(m, zg) = Ny yazhirsa No(z) = Np ve dolayisiyla

AN (m,z0) = & No(x) € St(wO) gNo) C St(ﬂ)’o, gn.go) cV

bulunur ve sonugta anyz) € W NV = @ geligkisi dogardi. (1) ve (3) bagmtilan
nedeniyle

o
N (U UN(m,x)(S(x))) n (Y-E)=0
m=1 \gcEg'

gercekleseceginden istenen (2) bagintisi elde edilir. O halde Y(C IN N0) alt uzayinda,

her alt kiime bir G5 kiimesi olur; oysa IN  carpim uzay: ile irrasyoneller izerindeki
R! kisitlama uzay iinlii Baire teoremi nedeniyle egyapih oldugu i¢in, Y 'nin bu egyap1
altindaki goriintist bir Q-kiimesi olur. (q.e.d.)

Sonug: Metriklenemeyen ayrilabilir bir normal Moore uzaymim varhg icin gyk
gercel sayilarda bir Q-kiimesinin varhigidir.

Teorem: Eger gercel saylarin bir Q-kimesi varse Kontinuum Varsayvms yanbgtir.

Kamitlama: X C IR! alt kiimesi bir Q-kiimesi ise P(X) = G5(X) kiimesinden 7“°
kiimesine U(A) = {Gn(A4)}2.; biciminde tamimlanan fonksiyonun bire-bir olacag:
apaciktir; burada, herhangi bir A C X alt kiimesi icin G,,(A)(C R!) agik kiimeleri

sayesinde A = ﬁ (Gn(A) N X) gegerlidir ve G5(X) ailesi X alt uzayndaki tim Gj
n=1

kiimelerinin olusturdugu aileyi, 7 ise R! uzaymin tiim acik kiimeler ailesini goster-
mektedir. Oysa 7 ailesi ¢ = 2% kardinaliteli oldugu icin, sonugta X kiimesinin
kardinalitesi icin, R < ¥; < |X| < [P(X)] < |7%°] = ¢’ = ¢ = 2% esitsizlikleri
gegerli olur. (q.e.d.)

Uyari: Bir Q-kiimesinin var oldugu aksiyomatik modellerde son teorem nedeniyle
zorunlu olarak, kontinuum varsaymmmn degillemesinin (yani ¥; < 2™ 6nermesinin)
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gegerli olmasi gerektigi anlaghr. $imdi bu bélimiin sonunda, olaganiistii tarih-
sel 6neme sahip olan iinlii Silver & Rothberger teoremini kanitlayacagiz. Ondan
once kanitlarini vermeden doért 6nemli teoremi ard arda siraliyoruz. Sierpinski
teoremi, bir topoloji sorusu gibi gériinmesine kargin, Q-kiimelerinin varhginin bir
kiimeler teorisi sorusu oldugunu agiga gikartmaktadir. Agagida Heath teoreminde
sozii gecen ve Rus usta Pavel Alexandroff tarafindan tammlanan diizgiin taban
kavramim kisaca gorelim. Bir X topolojik uzayinda bir B tabanina, ancak ve yalmz,
herhangi bir # € X elemanim B ailesinde igeren herhangi sonsuz sayida iiye, eger,
z noktas igin bir yerel taban oluyorsa, diizgiin taban denir. Bir T} uzayinda B
bir diizgiin taban ise, bu uzayn farkh herhangi z ve y eleman ciftini birlikte igeren
B iiyesi sayisi, kolayca gozlenebilecegi gibi, en fazla sonlu tanedir. Asagida yer alan
ve tipki Jones ongoriisii gibi 1933 yihnda (Felix Hausdorff tarafindan) ortaya atilan
ongorii, Q-kiimelerini aragtiran siirecin baglangici olmustur.

Hausdorff Ongdriisii: Ry kardinaliteli herhangt bir X kimesinde oyle bir sabit
{AR}32, dlt kime dizisi vardir ki, X "in tim alt kiimeleri bu dizinin uygun birer alt
dizisinin ust limit kimesidir.

Sierpinski Teoremi: Hausdorff ongorisuniun dogru olabilmesi igin gyk bir Q-
kumesinin var olmasidar.

Bukovsky & Jech Teoremi: Zayif kontinuum wvarsayims 2% < 2™ ye Luzin
varsaym 20 = 2 ZFS aksiyomatik modelinde kanitlanamazlar.

Solovay Lemmasi: Solovay kumeler teorisi modelinde, tyeleri ikigserli hemen hemen
ayrik olan ve Rg < |B| < 2% gercekleyen herhangi bir B(C P(IN)) ailesi ve onun
bos olmayan herhangi bir A C B alt ailesine kargilik

VA€ A igin |[ANN |=8 , VBeB—A ign |BNIN'|< R
gerceklenecek bigimde bir IN* C IN alt kumesi varder.

Heath Teoremi: Her acinir metakompakt Hausdorff uzayinin (ve dolaysiyla her
metriklenebilir vzayin) bir dizgin taban: vardwr.

Silver & Rothberger Teoremi: Solovay kimeler teorisi modelinde, gergel saiplarin,
Ro < |E| < 2% gergekleyen her E alt kiimesi bir Q-kiimesidir.

Kamitlama: IR' topolojisinin B = {B,, : n € IN} gibi sayilabilir iyeli bir diizgiin
tabam vardir. Dolayisiyla farkh herhangi z ve y gercel sayilarim birlikte ihtiva eden
yalmizca sonlu tane B, iiyesi vardir. Herbir z € E i¢cin N, = {n € N : z € B,}
yazusin. O halde

z#y icin |[IN;NIN,| < Rg

gerceklegir. Herhangi bir bog olmayan A C E alt kiimesi verildiginde, Solovay
Lemmasi geregi

VeeA ign [N,NIN|=Ry , Vs€E—A igin |[N,NIN'| <R,
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gerceklenecek bicimde bir IN*(C IN) alt kiimesi vardir. Apagktir ki IN* kiimesi

sonsuz elemanhidir. IN* = {n; : £ € IN} yazlsin; elbette k # m igin np # np,dir.
Simdi artik

o0 (> ] o0

A=N1U Ba nEzﬂ(U(BnknE))
m=1 \k>m m=1 \k=m

gerceklendigini gozlemek gii¢ degildir. O halde sayilamaz sonsuz noktah E’nin her

alt kiimesi alt uzay topolojisinde bir G kiimesidir. (q.e.d.)

Sonuglar: Zayif Kontinuum varsayiminin, hatta ondan daha giiclii olan Kontinuum
Varsayimimm (yani ®; = 2%° Snermesinin) kamtlanabildigi tutarh bir aksiyomatik
kiimeler teorisi modelini 1930’larda buyik usta Kurt Godel tanimlamigtir. O halde
bu modelde Jones Teoremi nedeniyle her aymlabilir normal Moore uzay: metrik-
lenebilirdir. Oysa buna kargihik Silver & Rothberger Teoremi ve yukarida bulunan
son sonu¢ nedeniyle Solovay modelinde (ki bu modelde Kontinuum Varsayiminin
Degillemesi bir aksiyomdur) metriklenemeyen bir ayrilabilir normal Moore uzaymmn
varhg tipk: bir Q-kiimesinin varhg gibi giivence altmma alinmigtir. Demek ki ZFS
modelinin iki ayr genigletilmig modellerinde birbirleriyle geligen sonuglar gecerli (kant-
lanabilir) olmaktadir. Bu nedenle ZFS modeli icinde kalarak 4)’iincii sorunun dog-
rulugu ya da yanhghgim kanitlamak olanaksizdir.

Uyar1: Belirli normal Moore uzaylarmm (ZFS iginde) metriklenebilir oldugunu
kamitlayan sonuglann en tinlisii hi¢ kuskusuz agagidakidir. Bu teoremin giizel bir
kanitlamas: icin Kunen ve Vaughan ikilisinin editorligiint yaptigh [KuVa] kitabinin,
Dennis Burke tarafindan yazilan dokuzuncu bolimiindeki Teorem 8.9’a bakilmahdir.

Reed & Zenor Teoremi: Yerel tikiz ve yerel baglantils bir normal Moore uzays
metriklenebilirdir.

Bu bolimi agagidaki 6nemli bilgiyle kapatahm: Uzerinde yaklagik 45 yil boyunca
ugragilan, Alexandroff tarafindan 1935 yilinda sorulmus olan agagidaki c¢ok #inli
sorunun

5) Her yetkin normal, baglantili yerel Oklidyen uzay metriklenebilir midir?

ZFS modelinde dogrulunun ve yanlhghgmimn kamtlanmasimn olanaksiz oldugunu,
1979 yihinda M.E.Rudin gostermigtir. Topolojide, baglantih yerel Oklidyen uzay-
lara topolojik manifold da denilmektedir.

Boliim Uzerine Notlar:

Cagdas topolojinin en derin ve zorlu problemlerinden birisi olan Jones tahmini ile
Jones’un bu boliimde gosterilen tim sonuclari, Amerikah Frederic Burton Jones
tarafindan 1933 yilinda yazilan tarihsel [Jon1] makalesinde yer alirlar. Bu ¢aligmasim
aym yil Amerikan Matematik Dernegi Biilten dergisine gonderen Jones, Kontinuum
Varsayim ve Zayif Kontinuum Varsayimim kamtlamak i¢in dort yil boyunca yogun
bir ugrag vermig, bu umarsiz cabalan1 sonuclanmayinca (her iki varsaymmin ZFS
modelinden bagimsiz olduklann 1960'h yillarda anlagilacaktir) bu iinli makalesini
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1937 yilinda yayimlamgtir. Bing'in bu bélimdeki Teoremi, onun yine tinhi 1951
makalesinden alinmadir. Roberth Heath’in bu bolimdeki teoremleri ise 1964 yilinda
yayimlanan [Hea] makalesinde kamtlanmigtir. Jack Silver 1968 yilinda uluslararasi
bir topoloji konferansinda Solovay modelinde Q-kiimelerinin varhgim kanitladiginda,
bu sagirtica sonucun kendisinden yirmi yil 6nce 1948’de F.Rothberger tarafindan
degisik bir kiimeler teorisi modelinde elde edildigini bilmiyordu. Bu sonuca bugiin
Silver & Rothberger teoremi denilmektedir. Jones tahmininin tarihgesi iizerine genis,
ayrmtil ve yararh bir derleme, Kanadali Franklin Tall’un 1968 yilindaki doktora
caligmasinda elde ettigi sonuglarla birlikte onun 1977 yihnda yayimladig: uzun [Tal]
makalesinde bulunabilir. Daha kisa ve yalin bir derleme olarak Dennis Burke’in
makalesi de salik verilir, bkz.[Bur].



X.Bolum 9
CESITLI KARSI ORNEK UZAYLARI

Bu bolimde, kimileri, daha 6nceki boliimlerde dogal olarak ortaya cikan baz
varhk ya da tammlanabilirlik sorularim (s6z gelimi her parakompakt Hausdorff uzay:
normaldir, peki her metakompakt Hausdorff uzay: da normal midir acaba? ya da her
metriklenebilir uzay bir Moore uzayidir, oysa tersine Bing Metriklenebilme Teoremi
nedeniyle her Moore uzayimmn metriklenebilir olmas: gerekmedigine gore, metrik-
lenemeyen bir Moore uzay: hatta ayrilabilir bir Moore uzay: tanimlayabilir miyiz
acaba? bicimindeki sorular) ¢ozen bazi ornek uzaylarim inceleyecegiz. Bu tiir 6rnek
uzaylara, tanimlanabiliyorsa, bizleri hipotezleri zayiflagtirma ya da genellegtirme
konusundaki uyaric1 niteliklerinden o6tiirii, kabaca, kargi ornek uzayi(counter-
example space) denildigi de olur. Iste, normal olmayan bir metakompakt Hausdorff
uzay1 ornegi; derlemsel Hausdorff olmayan metakompakt bir normal Hausdorff uzay:
ornegi; parakompakt olmayan normal ve ayrilabilir bir Hausdorff uzay1 6rnegi; nor-
mal olmayan bir alt uzaya sahip biitiiniiyle normal bir Hausdorff uzay: 6rnegi vb.
gibi iinli bazi karg1 6rnek uzaylari bu boliimde incelenecektir. Bu uzun bolimde yer
alan on kargi ornek uzay: tiirlerinde en tnliiler arasinda yer ahlirlar.

1) Ordinal Say: Topolojileri

X = [0,w;) ya da kisaca w; = {@ € Ord : a < w;} kiimesi tim sayilabilir
ordinal sayilarm belirledigi araliktir ve bu kiime iizerinde herhangi bir a € [0, w,)
elemaninin esas civarlarinm, uygun bir 8, < a sayesinde belirlenen

(ﬂa,a-l_l) = (ﬂa;a] :{ﬂe Ord:ﬂa<ﬂsa}

bicimindeki arahklar oldugu topoloji, biitiin lineer siralama topolojilei gibi kalitimsal
olarak derlemsel normal bir Hausdorff uzay: belirler. Bu esas civar tanimlamalari,
tiimiiyle benzer bir bicimde herhangi bir & kardinal sayisinn belirledigi [0, k) = {a €
Ord : a < k} arahi iizerinde de yapilabilirdi. Dikkat edilirse [0,w; + 1) = [0, w1]
uzay1 tikizdir ¢iinkii herhangi bir G agik ortiligi igin, timevarim yardimiyla

3G €G , Fay<w; , (o,w1]CG ,

dGpt1 €9 , FJopui <an , (an+17 an] CGpy1
gerceklenecek bicimde tanimlanan ve kesinlikle azalan «, ordinal sayilarinin tanim-
lanmas: iglemi sonlu bir adimdan sonra a,, = 0 gerceklegerek bitmek zorundadir,
ciinkii aksi halde, her bir n € IN i¢in wp < @, olur ve (an41, an] C Gpy1 gergekleyen
Ont+1 < wi ordinal sayisinin varhg kacinilmaz olur ve sonugta kiime olmadigim
bildigimiz Ord smifi iyi siralandig igin

min{a, :n € N} = ap, € {a, : n € N}
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minimal elemani tanimh oldugundan a, < Gupg 1 < Qi celigkisi dogardi. Tiimiiyle
benzer bicimde « kardinal sayisi ne olursa olsun [0, k] = k + 1 arah tizerindeki
siralama topolojisinin de tikiz oldugu goriiliir. Oysa buna kargihk

X = [0,wy) = [0, w] — {w1}

uzay1 parakompakt bile degildir, ¢iinkii bu uzayda esas civarlarla yapilan agk ortii-
ligiin hi¢ bir yerel sonlu agik incelmesi tammmlanamaz. Gercekten kesinlikle artan
herhangi bir

Po<P1<:-<fn<Ppp1<--<wn

dizisinin supremumu <y = sup,, B, bu dizinin limiti olup hala X kiimesine aittir ve
herhangi bir u < 7 verildiginde,

Yn Z Np, i(}in (ﬁ'fu ﬁnﬂ-l] g (,U, 7]

gerceklenecek bicimde bir NV, dogal sayis1 vardir. Demek ki kalitimsal olarak derlem-
sel normal olan her Hausdorff uzaymin parakompakt olmas1 gerekmedigi gibi tikiz
bir Hausdorff uzaymin bir noktasim1 gikartmakla parakompakthk ozelligi bile kay-
bolabilmektedir. Ustelik bu uzayda ayrik iki kapah kiimeden en az birisi sayilabilir
elemanh olmak zorundadir. Gergekten ikisi de sayillamaz elemanh olsalar, bunlardan
sirastyla kesinlikle artan dyle birer {a,} ve {f,} dizileri tanimlanmirdi ki, her n < wy
igin oy < fn < 0pq1 gergeklesir ve sonugta v = sup,, oy, = sup,, fn, € X elemani bu
kapal kiimelerin her ikisine de ait olurdu!

2) Tikhonov Kalasi

X = [0,w;] x [0, wo] carpim uzaymin tikiz bir Hausdorff uzay: ve dolayisiyla
biitliniiyle normal oldugu agiktir. Bu iinli carpim uzayma Tikhonov Kalasi denir.
Bu isimlendirmeyi, bu ¢arpim uzayinin bir "kenari” 6tekine kiyasla ¢ok uzun oldugu
icin Tikhonov'un kendisi yapmugtir.

X" =X — {(w1, wo)} = ([0, w1] X [0,w0)) U ([0, w1) x [0, wo])

alt uzayina ise topolojide delikli(ya da gentikli) Tikhonov Kalas: denir. Bu alt
uzay normal degildir. Demek ki biitiinliyle normal bir uzayin her alt uzayinin normal
olmas: gerekmez! Gercekten

K; = {w;} % [0,wp) = {w1} X [0, wp]) N X* = {(w1,n) : n < wo}

alt kiimesi (=sag dik kenar ¢izgisi) kapahdir ve bu kapah kiimenin X* alt uzayindaki
esas civarlari, uygun bir § < w; sayesinde tanimlanan

(8, w1] % [0, wo) = ((8, wq] X [0, wo]) N X*

” genig enli” ve sag st koge noktalar gentiklenmis acik dikdortgenlerdir. Gergekten
X* alt uzayinda K; C U gergekleyen herhangi bir U acik kiimesi verildiginde

Vn € wo E‘an <wi , (an) UJ1] X {n} cU
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gergeklegtiginden, sup,, a, + 1 = § < w; sayesinde

Ky € (B, 1] x [0,w0) = | ((B,w1] x {n}) U

n<wp

bulunur. O halde X* alt uzayinda K; ile ayrik olan
Ky = [0, wl) X {wo} = ([0, a)l] X {wo}) nx*

”1ist kenar cizgisi” kapal olup, Ky ve Ko'nin X* alt uzaymnda aynk agiklan tanimla-
namaz, ¢inkii yukandaki § < wy yardimyla tammlanan (8+1,wp) € K2 elemanmin
herhangi bir esas civari olan {§ + 1} x (np, wq] ile K; kapah kiimesini kapsayan U
acik kiimesi kesigir, ¢linkii

({8 + 1} X (no,wol) NU 2 ({8 + 1} x (no, wo]) N ((8, w1] x [0, wo))

= {8 +1} x (no,wo) # @
gergeklenmektedir. X* ashnda sayilabilir tikiz da degildir, ¢tinkii kolayca goriilecegi

gibi
G ={X"— ({w1} % [0,w))} U {(wo, wi] X {n} :n < we}

sayilabilir iyeli acik ortiligliniin tek bir {iyesi bile atilamaz. Normal olmayan bu
diizenli uzay Lindelof uzay: da olamaz.

3) Dieudonne Kalasi

Bu ¢ok ilging uzay ise, X = ([0, w1] % [0, wo]) —{(w1,wo)} centikli kiimesi tizerin-
de, Tikhonov kalasindan farkh bir topoloji tanimlanarak elde edilir. Bu yeni uzayda
[0, w1) X [0, wo) kiimesinin tiim noktalan yahtilmigtir. Buna kargilik (w,,n) ve @ < w;
olmak iizere (@, wp) bigimindeki noktalarin esas civarlan ise Tikhonov kalasmdaki
gibidir. Bu esas civarlarin belirledigi uzaya Dieudonne Kalasi denir. Dolayisiyla
tipki Tikhonov kalasindaki gerekceler nedeniyle bu uzay da normal degildir. Ama
daha ilginci bu uzay sayilabilr parakompakt olmayan bir metakompakt Hausdorff
uzayiwdir. Her noktanin esas civarlariyla yapilan bir agk ortiliste st kenar ¢izgisi
ve sag kenar cizgisindeki herbir noktay: en fazla bir ortiiliig iiyesi kapsayabilir. Tim
i¢ noktalar ise en fazla ii¢ ortiiliis Uyesine ait olabilir. O halde apaciktir ki bu uzay
metakompakttir. Normal olmadig: i¢in parakompakt olamayan bu Hausdorff uzay
aslinda sayilabilir parakompakt bile degildir. Gergekten K1 = {w;} X [0,wo) kapali
kiimesi yardimyla tanimlanan sayilabilir iiyeli

G ={X — K1} U{(an,wi] x {n} : n € wo}

acik ortiligiiniin hicbir yerel sonlu agik incelmesinin tanimlanamayacag tipki ¢en-
tikli Tikhonov kalasinda yapildiga gibi, (8 + 1, wg) noktasinn her bir esas civannin G
ortiliigiinde sonsuz sayida iiye ile kesigmesi nedeniyle kolayca goriiliir. Her metakom-
pakt Hausdorff uzaymin normal olmasi gerekmedigini, metakompakthgin parakom-
paktliktan daha zayif bir tiir oldugunu gozlemis bulunuyoruz.
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4) Niemytzki & Moore diizlemi

X =1R x [0, co) kiimesi tizerinde, (z, 0) bicimindeki noktalarin esas civarlarmin

GE((‘”) 0)) = {(SE,O)} U Sd((a"a 6),6)

buna kargihik, 0 < y olmak iizere (z,y) bicimindeki noktalarin esas civarlarmn ise

Ge((z, ) = Sa((z,y),e) (0<e<y)

olarak tanimlandig topolojinin belirledigi uzaya Niemytzki & Moore diizlemi
denilir. Tim esas civarlarnin, gergel eksen ve iist yan diizlem tarafindan kapsandig
apagiktir; burada d iki boyutlu Oklid metrigini gostermektedir. Ge((z,0)) kiimesi,
gergel say1 eksenine (z,0) noktasinda teget olan iki boyutlu Oklid uzayinn acik
yuvarina gercel eksenden yalmzca (z,0) noktasini ”ekleyerek” elde edilmigtir. O
halde

Ge((z,0)) N (R x {0}) ={(z,0)} (s€R)

gerceklendiginden, bu uzayda IR x {0} kapali alt kiimesi iizerindeki alt uzay topolo-
jisi kesikli topolojidir. ® X @' yogun alt kiimesine sahip bu uzay, |P(Q )] <
[P(IR x {0})| gerceklendiginden Jones Lemmasi nedeniyle normal degildir. Oysa
bu ayrilabilir uzay bir Moore uzayidir. Gergekten €, = 27" olmak tizere

On = {Gen((x:y)) :z €R,0< y}

acik ortiilugleri dizisi, NM diizlemi icin bir agimimdir. Gergekten

St((m7 0)1 gn) = Gﬁn((x’ 0))

olur ve 0 < y iken 2¢, < y yani 1 4 log, % < n olmasi durumunda

(z,9) ¢ HGeu((2,0)) : 2 € R}

gergeklendigini ve dolayisiyla bu durumda (z,y) elemanm: kapsayan G, iyelerinin,
ancak ve yalmz d((z',y"), (z,y)) < €, olmak tizere Sg((z',y), €x) agik yuvarlan
oldugunu ve sonugta

1
St((x1 y)’ gn) = Sd(Sd((za y)a Gn), En) C Sd((xa y)’ ;)
nedeniyle, 0 < € < y verildiginde, uygun bir n dogal sayis: secerek

St((-‘ﬂ, y), gn) C GE((:‘" y))

gergeklendigini gozlemek gii¢ degildir. Demek ki her ayrilabilir Moore uzayinin nor-
mal (ve metriklenebilir) olmas1 gerekmedigi gibi aymlabilir olmayan bir alt uzaya
sahip olan ayrilabilicr bir uzaymn var oldugunu goézlemis bulunuyoruz. Bu uzay
R.L.Moore ve V.Niemytzki tarafindan bagimsiz olarak tanimlanmgtir.
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5) (R?, R ?) uzay:

Gergel sayilar iizerinde bir z gergel sayismin esas civarlaninin [z,  +¢[ bigiminde
araliklar oldugu Hausdorff uzay: sifir boyutlu, biitiiniiyle normal, ayrilabilir, birinci
sayilabilir bir Lindelof uzayidir ama ikinci sayilabilir (ve dolayisiyla) metriklenebilir
degildir. Bu uzayn topolojisi kisaca alt limit topolojisi olarak bilinir ve bu uzay
kisaca (IR, IR,) ile gosterilir. Simdi bu uzayin 6ncelikle bir Lindeldf uzay: oldugunu
gosterelim. G = {G, : @ € A} bu uzayda herhangi bir acik ortiiliig olsun. G,
tiyelerinin IR! uzayindaki iclerinin birlesim kiimesi, uygun sayilabilir tanesi ile értiiliir
ve sonugta

[s. ] o0
G =)|Jic, Go=|)ic. Ga, (C|)Ga,
( )mLeJA R nL=J1 g Cen nL=J1 )

gergeklegir ciinkii IR' uzay: ikinci sayilabilir ve dolayisiyla kahtimsal bir Lindel6f
uzayidir. Oysa her z € IR i¢in uygun bir 0 < ¢, ve o, € A sayesmde [z, z+€;[C G,

gerceklegtiginden |z, z + €,[C 1§]R Go, € G gegerlidir. Ustelik R — G kiimesi

sayilabilir elemanhdir, c¢linki z,y € R — G farkhh gercel sayilar ne olursa olsun
lz, % + e2lNly, y + €,]= D gerceklesir ¢iinki sdzgelimi z < y ise  + €, < y olmak
zorundadir; bu son esitsizlik gerceklegmezse y €]z, z + €,[N(IR — G) = @ bulunurdu.
O halde G ortiluginin sayilabilir dyeli bir alt ortilisi tanimhdir. Tim esas civar-
larin hem acik hem kapah oldugu bu sifir boyutlu Hausdorff uzay: bir Lindelof uzay:
oldugu i¢in sonucta parakompakttir ve dolayisiyla biitiniiyle normaldir. Oysa bu
ayrilabilir Lindelof uzay1 ikinci sayilabilir degildir ¢inka bu uzayda ¢ < b olmak
tizere [a, b] bigimindeki tiim araliklarin ailesi bir tabandir ama bu tabanm sayilabilir
tiyeli herhangi bir alt ailesi B = {[an, bn[: n € IN} bu uzaya bir taban olamaz, ¢linkii
a ¢ {a, : n € IN} ve a < b olmak iizere [a, b] agik kiimesi, kolayca gozlenebilecegi
gibi B ailesinin uygun herhangi sayida tiyesinin birlegimi olarak yazilamaz. Sonugta
bu aymnlabilir, safir boyutlu parakompakt Hausdorff uzay: metriklenebilir degildir.
Simdi de kisaca (IR?, R,2) isareti ile yazlan (R,IR,) x (IR,IR,) carpim uzay ile
ilgilenelim. Iki biitiiniiyle normal Hausdorff uzaymin ¢arpim olan bu sifir boyutlu
uzay normal ve Lindelof degildir. Gercekten @ x @ yogun alt kiimesine sahip bu
uzayda
([, z + e[x[—z,—z + ) N K = {(z, —x)} (z €eR)

gercekleyen K = {(z, —z) : # € IR} kapah ve kesikli kiimesi 2% kardinalitelidir ve
dolaywsiyla |[P(Q % Q)| < |P(K)| gergeklestiginden, Jones Lemmas1 nedeniyle bu
carpim uzayl normal (ve dolayisiyla parakompakt ve dolayisiyla Lindelof) olamaz.
Demek ki gerek parakompakthk, gerek Lindeloflik ve gerekse normallik 6zellikleri
carpimlarla korunmaz.
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6) Rudin Ornegi

Her ikinci sayilabilir normal Hausdorff uzay: tinli Urysohn Metriklenebilme
Teoremi nedeniyle metriklenebilirdir ve dolayisiyla parakompakttir. Buna kargmn her
aynlabilir normal Hausdorff uzaymm parakompakt (ve dolayisiyla Lindelof) olmas
gerekmez! M.E.Rudin’in tamimladigy agagidaki kars: ornek uzayr bunu kanitlamak-
tadir. X = IN? U [0,w;) kiimesi iizerinde istenilen nitelikte bir topolojiyi herbir
o < ws igin, sonlu Gtesi tiimevarim yardimiyla tanimlanan ve agagidaki kogullan
gercekleyen f, : IN — IN fonksiyonlarindan yararlanarak tanimlayacagiz:

a<f<w ise Im(a,f)=mB,a)cIN , Vn>m(a,B) i¢in fa(n)< fa(n).

Bu tanimlamalar timevarim yardimiyla kolayca, 6rnegin
fa—l—l(n) = fa(n) +1,

azs‘:&pan ise fa(n):fa1(77')+fa2(n)+"'"|‘f%(n)+n

biciminde yapilabilir. Simdi X {izerinde tim dogal say1 ikililerinin yalitilmug nokta
oldugu ve herhangi bir o < w; elemaninin esas civarlarinin, eger « limit ordinal say1
degilse

Bp(a) = {a} U{(n, fa(n)), (n+1,fa(n +1)),...}  (n€N)

biciminde, eger « bir limit ordinal say1 ise bu kez

B(a) = (8, o] U{(k, fy(k)) : k > n(y),7 € (B, ]}

biciminde tanimlansin, burada herbir v € (8, a| icin n(y) dogal sayisinin secimi
keyfidir. O halde bu tiir o elemanlarmin karakter sayism X (o, X) = 2%dir. IN?
kiimesi apagiktir ki bu uzayda acik-yogun bir kiimedir. [0,w;) kapah alt kiimesi
iizerindeki alt uzay topolojisi aym aralik lizerinde ahigilagelen iyi siralama topolojisi
ile cakigtiga icin X ayrlabilir uzay: parakompakt olamaz. Kolayca gozlenecegi gibi X
bir Hausdorff uzayidir. Gergekten, ornegin a; ve oy iki limit ordinal say1 ve oy < ag
ise a; < pg < ag gergekleyen sabit bir pg yardimiyla gy < G2 < ag ve 1 < o3
secelim. Ustelik herbir . € (B, 1] icin n(u) > m(u, po) ve herbir v € (B2, a2l
icin n(y) > m(y, o) gergekleyen belirli n{u) ve n(y)dogal sayilan segilsin. Kolayca
gozlenecegi gibi

B(ay) = (B1, ] U{(k, fu(k)) : Vu € (B1, 1], n(p) > m(p, po)}

B(az) = (B2, az] U{(i, f5(3)) : Vv € (B2, 2], n(7) > m(, o)}

esas civarlan ayriktir, ¢linki bu n(y) ve n(7y) dogal sayilan icin
Vi > n(s) igin fulk) < k)

Vi>n(y) icin  fu(é) < fy(4)
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gerceklenmektedir; gercekten daha da genel olarak
Vn>mnyg icin a,<b, ve Vn>mg ig¢in b,<ec,
gercekleniyorsa, ister ng < myg ister mg < ng olsun

{(n,a,) :n > no}N{(n,cp):n>mo} =0

olur. Hausdorff ayirma aksiyomunun tim o6teki farkli eleman ciftleri icin gergek-
lendigini gozlemek de kolaydir. Simdi son olarak X uzayimn normal oldugunu
gosterelim. K7 ve Ko gibi iki aynk kapali kiime ahnsm. K; N [0,w;) ve Ko N [0, wq)
ayrik kapal kiimelerinden en az birisi sézgelimi birincisi sayilabilir elemanh olmak
zorunda ve sonucta

K= (K;NIN*) U (KN [0,w;))

kapali kiimesi sayilabilir elemanlhidir. Simdi 6nce K; N [0,w;) € [0, o) gercek-
lenecek bigimde sabit bir ag < w; belirlensin. [0, ag) sayilabilir elemanh arahg:
dogal sayllarla numaralandinlarak {a, : n € IN} olarak yazhrsa

Va > ap i¢in N(a) > m(a, ap)

Vn e N igin N(w) > max{m(an, ar):0< k< n}

gerceklenecek bicimde 6zel ve sabit N dogal sayilan belirlensin. Herhangi bir o € K
icin sup([0, ) N K2) = fBa < a gergekleyen f, € K2 segilsin, eger [0, a) N K3 bog ise
Ba = 0 secilebilir. Eger a bir limit ordinal say1 ise

a € Uy C (Bay ] U {(k, fu(k)) : Vi € (Ba, ] igin & > N(u)}

gercekleyen U, agik kiimesini iistelik K5 NIN? ile ayrik olarak segebiliriz. Eger a bir
limit say1 degilse U, acig1 bu kez

Ua € Be(@) — (K2 NIV
olarak secilsin. Benzer nitelikteki W, agiklart herbir o € K igin tanimlamirsa

U= |J UaU(KiNIN?

acKy

W = U WaU(KQHJNQ)
acKs
ayrik acik kiimelerinin, K ve K2 kapal kiimelerini ayirdig: kolayca gozlenir. Yukanda
herhangi bir a; € Ky ve ag € K icin U,, N W,, = O gerceklendigi yukandaki gibi
gosterilir.
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7) Bing Uzay1

Tarihsel 6neme sahip bu ¢ok iinlii uzay 1951 yihnda Bing tarafindan tanimlanmigtar.
Sayilamaz sonsuz noktah herhangi bir X kiimesinin kuvvet kiimesinden {0, 1} kiime-
sine tamimlanan tiim fonksiyonlarin kiimesi olan

F ={0,1}PX
tzerinde ¢ok ilging bir topoloji tanimlayacagiz. Simdi 6nce herbir A € P(X) i¢in

fz(A)=1 (z€ A ise) , f,(A)=0 (z¢ A ise)

gercekleyen tim 6zel f, € F’lerin kiimesini Fj ile gosterelim. Aciktir ki z # y ise
fz # fy olur. Aynca herhangi bir f € F — Fj icin, herbir z € X i¢in uygun bir
A, € P(X) vardir ki f(Az) =1 — f»(A.) gergeklesir. Ustelik

N <|X| =k < |P(X)]=2%< 2% = |F|

gecerli oldugu kolayca gozlenir. Simdi, F— Fj kiimesinin tiim elemanlarinin yalitilmis
oldugu ve herhangi bir f, € Fy igin ise

B(fs,R)={f€F:VAER igin f(A)= faz(A)}

olmak tizere

B(fz) = {B(fz,R) : R € [P(X)]**}
ailesinin yerel taban oldugu uzay1 goz oniine alahm. O halde herbir f, € F igin
X(far F) = |B(fa)] = 2 2 2%

olur. Apaciktir ki F' — Fy'mn tiim alt kiimeleri bu uzayda aciktir. Ustelik sonlu tane
bogtan farkh A, € P(X) ve g, =0yadal (1 <k <n)olmak iizere

E={feF:V(1<k<n) icin f(Ak)=ex}

alt kiimesi F' uzayinda agktir, ¢iinkii f, € E ise R = {4 : 1 < k < n} olmak iizere
B(fz,R) C E olur. Bu uzayda tiim tek elemanh kiimeler kapalidir. Bu uzay istelik
normaldir. Ciinkii F' uzaymin ayrik ve kapalhh H, ve Hy alt kiimeleri verildiginde,
H} = HyN Fy ve Hy = HaN Fy ayrik kapah kiimelerinden birisi, ornegin H; bosg ise
H; ve F' — H; ayrik agik kiimeleri H; ve Hy kapali kiimelerini ayirir. Eger hem HY
ve hem de HJ bog degilse, bu kez

Ai={zeX:f,eH} , Ay={zeX: f,€ H}}
olmak tzere
Ei={f€F:f(A)=1f(A2) =0} , Ex={feF:f(4:)=0f(4)=1}
ayrik acik kiimeleri yardimyla tanimlanan

(El - H2) U (Hl —_— Hf) ve (E2 — Hl) U (Hz - H;)
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ayrik acik kiimeleri H; ve Hy kiimelerini ayirir. Simdi de bu uzayin derlemsel Haus-
dorff (ve dolayisiyla derlemsel normal) olmadigim kanitlayahm. Ashnda daha fazla-
sim gosterecegiz: Geligigiizel secilmis sayillamaz sonsuz tane taban {iyesinin olustur-
dugu

{B(fz;Rz) : z € Xo}

ailesinin noktasal-sayilabilir olamayacagimi kanmitlayacagiz. Genelligi bozmak-
sizin tim bu taban iyeleri icin [R;| = » gerceklenecek bicimde sabit bir n dogal
sayisimin var oldugunu varsayabiliriz. Simdi herbiri n {yeli bu R, kiimelerinin,
varhg Zorn Lemmast ile giivence altina alinan ve tiyeleri ikigerli ayrik olan maksimal
alt toplulugu goz oniine ahnsmm. O halde 6yle bir X§ C X( alt kiimesi vardir ki
{R;: z € X} ailesi iiyeleri ikigerli ayrik olan maksimal alt topluluk olur. O halde
bunlarnn ikigerli aynkhgindan yararlanarak kolayca

f e B(fesRa): z € X3}

gercekleyen f € F elemanlar kolayca tanimlanir. Yukarida ahnan taban iiyelerinin
noktasal-sayilabilirlik kogulu gegerli oldugundan bu son kesigime en fazla sayilabilir
taban tiyesi katilabilir ve dolayisiyla X sayilabilir elemanh olur. Simdi

VAeR = J{R,:z € X3} icin Ea={z€Xo:A€R,}
yazihrsa, kolayca, {R; : € X} ailesinin maksimalligi nedeniyle
Xo=|J{Ea: A €R"}

bulunur. R* sayilabilir ve X sayilamaz elemanh oldugundan, uygun bir 4; € R*
icin 8; < |E4,| bulunur. Demek ki uygun bir sayilamaz sonsuz elemanh X; C X
icin, herbir € X; icin A; € R, gergeklegir. Yine genelligi bozmaksizin tim z € X3
elemanlan i¢in fz(4:) = €1 € {0,1} ger¢ekleyen sabit bir €; vardir. Bu sonug
kullanilirsa, ikinci agsamada oyle bir sayillamaz noktali X9(C X;) ve A2 € N{R: :
z € Xy} alt kiimeleriyle e5 € {0, 1} sabiti vardir ki As # A; ve her z € X3 igin
fe(A2) = €5 gerceklesir. n-inci adim sonunda, 6yle bir ozel n iyeli

Ro = {A1, As, ..., A}
ailesi ve sayillamaz sonsuz noktah X,(C X,—;) alt kiimesinin varhg: gbzlenebilir ki
Vz € X, VAL € Ro CR* icin fo(Ar) = €
gerceklegir. O halde,
fe(HB(fsRz): = € Xn}

gercekleyen f € F fonksiyonlan kolayca tanimlanabileceginden, ilk bagta ele alinan
{B(fz,Rz) : ¢ € Xy} noktasal-sayilabilir ailesinin sayilamaz sonsuz iiyeli olamaya-
cag gercegi, bu ulagilan celigkiden anlasilacaktir. Demek ki Fy kapali-kesikli kiime-
sine ait f, elemanlarinin ikigerli ayrik taban iiyeleri ile ayrilmasi hi¢ so6z konusu
olamaz. Oysa dikkat edilirse F' uzaymnda, her noktasal sayilabilir agik ortiliginin
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yerel sonlu bir acik incelmesi vardir. Gergekten F' uzaymin noktasal-sayilabilir bir
G agik ortiligl verildiginde Go = {G € G : G N Fy # @} ailesi Fy normal alt
uzay1 icin noktasal sayilabilir bir agik ortiligidiir ve yukandaki sonuclar nedeniyle
zorunlu olarak sayilabilir iiyelidir. Morita teoremi nedeniyle, Fy uzayinda Gp acik
ortiiliigiinilin yerel sonlu bir ¢ acgik incelmesi vardir ve sonugta

UU{{f}:fEF—UL{}

ailesi G'nin istenen yerel sonlu acik incelmesi olur ¢linki YU kimesi hem agik hem
kapahdir. Apagiktir ki, F' uzaymin yerel sonlu bir agik incelmesi varolmayan en az
bir acik ortiiliigii vardir ¢linkii bu uzay derlemsel normal olmadig i¢in parakompakt
degildir.

8) Micheal’in Ornegi

Bing’in iinli F' karsi ornek uzayindaki Fy alt kiimesine,
Fi={feF:3R; € [P(X)|"**,VA € P(X) — Ry ic¢in f(A) =0}

alt kiimesini ekleyerek F* = Fy U F; kiimesinin tizerindeki alt uzay: tanimlayahm.
Oncelikle
|F*| = |Fi| = |[[P(X)]~°| = 2°

olduguna dikkat edilmelidir. F*'in derlemsel Hausdorff olmayan metakompakt bir
normal Hausdorff uzay1 oldugunu gostermek istiyoruz. Fo = {f : z € X } kiimesinin
bu uzaymn kapah ve kesikli bir alt kiimesi oldugunu biliyoruz. Bu kiimenin eleman-
larimn ikigerli ayrk esas civarlarn tammlanamaz. z # y(z,y € X) icin B(fz, Rz) N
B(fy, Ry) = O gercekleyen B(fz, R,) esas civarlan var olsaydi, 6ncelikle zorunlu
olarak, uygun bir sayllamaz X; C X alt kiimesi ve sabit bir n dogal sayis1 vardir
ki, 7,y € X; igin [Rz] = |Ry| = n olur. Ustelik R, ve R, kesigmelidir, aksi halde
F* kiimesinin f € B(fz, Rz) N B(fy, Ry) N Fi gergekleyen en az 2% tane elemam
kolaylikla tanimlamrdi. Sonucta 6yle uygun sayilamaz sonsuz elemanh Xz(C X 1)
sabit bir A; C X alt kiimesi ve sabit bir ¢; € {0, 1} vardir ki

Vr e Xq igin AieER, fa,(Al) = €3
gerceklegir. Simdi yukaridaki sonucu, herbiri n — 1 tyeli olan R.(1) = R, — {41}
aileleri ve ikigerli ayrik B(f;, Rz(1))(z € X3) esas civarlar icin ikinci kez yinelersek

bu kez uygun bir sayilamaz sonsuz elemanh X3 C X, sabit bir Ay C X alt kiimeleri
ve sabit bir ez € {0, 1} buluruz ki

Vze X3 igcin Ag € Rx(l), fw(Az) = €g
gerceklesir. Bu iglem tst iiste n kez yinelenirse, sonucta

Vz,y € Xpy1 icin B(fz;Rz) = B(fy: Ry)
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gerceklenecek bigimde sayillamaz sonsuz elemanl bir X,,,; C X,, € X alt kiimesinin
varhg sonucunu elde ederek bir geligkiye varirdik. Demek ki F'* alt uzay: derlemsel
Hausdorff olamaz. F* alt uzay1 F'’nin kapali bir kiimesi oldugundan normal ve Haus-
dorffdur. Bu alt uzay istelik metakompakttir, ¢iinkli herhangi bir ¢/ aqk ortiligi
verildiginde, herbir z € X icin

We={feF :f({z})=1} ve frclU.,clU
gercekleyen agik kiimeler yardimiyla tanimlanan
W={W,NU,:ze€ X}U{{f}: f e Fi}

acik incelmesinin noktasal sonlu oldugu kolayca goriilecektir. Demek ki bu normal
uzayda yerel sonlu bir agik incelmesi tanimlanamayan en az bir noktasal-sonlu agik
ortiilig vardar.

9) Heath’in Srnegi

Robert Heath, eger bir Q-kiimesi varsa, metriklenemeyen bir metakompakt
normal Moore uzay1 tamimlanabildigini asagidaki 6rnekle kamtladi. Varsayalim ki
gergel sayilarm E gibi bir Q-kiimesi varolsun. X = (IR x (0, c0)) U (E x {0}) kiimesi
tizerinde, IR X (0, oo) kiimesinin tiim noktalarinin yalitilmg nokta oldugu ve herhangi
bir z € F i¢in

Cal(@,0)) = {(92) € X 2 =lgn — ] < =)

kiimelerinin (z,0) noktas: i¢in esas civar oldugu sifir boyutlu birinci sayilabilir Haus-
dorff uzaymm tammlayalim. Son tammlanan esas civar, (z,0) noktasindan gegen
ve egimleri 7 olan dogrulann iist yan diizlemde kalan ve uzunluklar V2 /n olan
parcalandir. Ayrilabilir olmayan bu uzayda E x {0} ve IR X [eg, o0) kapah-kesikli
kiimeleri sayilamaz sonsuz noktalidir.

Gn = {R x (0,00)} U{Gn((z,0)) : z € E} (n € IN)

acik ortiiliigleri dizisi yardimiyla bu uzayin bir Moore uzay1 oldugu kolayca gozlenir.
Ayrica esas civarlarla yapilan herhangi bir ortiiliigte herbir nokta en fazla ii¢ esas
civara ait olabilir. O halde bu Moore uzay1 metakompakttir. Bu uzayda E x {0}'1n
iki aynk kiimesinin iki ayrik agk kiime tarafindan kapsandigi, tipki NM diizle-
mindeki kamitlamaya benzer bicimde yapilir. Birisi IR x (0, 0o) 6tekisi ise E x {0}
tarafindan kapsanan iki ayrk kapali kiimenin birincisi kendisi, ikincisi ise, her nok-
tasmin birinci ile ayrik olan esas civarlarinin birlegim kiimelerince ayrilir. O halde
bu sifir boyutlu Moore uzay1 normaldir. Bu uzay metriklenemez ¢iinkii derlemsel

Hausdorff degildir. Gergekten z # y(z,y € E) icin

Gna;((x! 0)) n G,,,”((y, 0)) = @
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gerceklenecek bigimde G,,_((z,0)) esas civarlar1 tanmimh olsaydi, oncelikle, E sayi-
lamaz sonsuz noktali oldugu igin, uygun bir sayillamaz sonsuz elemanh E; C E
alt kiimesi ve sabit bir n¢ dogal sayis1 yardimiyla, her bir z € Ej icin n, = ng
gergeklenirdi. O halde z,y € Ey ve z # y ise 6zellikle y ¢]z — —,n%,(ﬂ + %[ ve

dolayisiyla

1< lz —y|

no
gerceklesirdi. O halde 6zellikle uygun bir k¢ tam sayist yardimiyla sayilamaz son-
suz elemanli Egy N [ko, ko + 1] kesigim kiimesindeki eleman ciftleri igin bu son kogul
gerceklegirdi. Bu ise iinlii Bolzano & Weierstrass teoremi nedeniyle kesinkes olanak-
sizdir. Bu nedenle E x {0} kapali-kesikli kiimesinin elemanlarim ikigerli ayrik esas

civarlarla ayiramayiz. ZFS iginde verilmis bu nitelikte bir 6rnek yoktur.

10) Tiimiiyle diizenli olmayan diizenli uzaylar: Tikhonov Burgaci ve

Jones Ornegi

Bu nitelikteki ilk uzayi, Tikhonov kalaslarinin erkin toplaminin bir bolim uzay
olarak, dahiyane bir yontemle, 1930 yilinda Tikhonov tanimlamgtir. Bu uzaya
ginimizde Tikhonov Burgaci denir. Bu, pek ¢ok 6rnegi sonra tanimlanacak olan
Burgag¢’larn ilk ornegidir. Tikhonov Burgae icin Dugundji, Bolim VII, 7, ornek 3’e
balilmahdir, Tikhonov'unkine benzeyen bir yontemle fakat daha kolay bir bicimde
benzer nitelikte bir bagka uzay1 1972 yihinda F.Burton Jones tanimlamigtir. Simdji,
bir burgag(corckscrew) ornegi olan bu yahn ornegi gorelim. X normal olmayan

1 1

diizenli bir Hausdorff uzay1 (sézgelimi IR, x IR, uzay1 ) olsun. O halde bu uzayda
ayrik aciklarla ayrilamayan ve dolayisiyla ikisi de bogtan farkh olan H ve K gibi iki
ayrik kapali kiime vardir. Simdi

o0

Y (X x{n})=XxN

n=1
erkin toplami tizerinde, herbir n € IN i¢in
Vze K icin (z,2n—1)~ (z,2n)
Vze H i¢in (z,2n)~ (z,2n+1)
VzeX —(KUH) igin (z,n)~ (z,n)
biciminde bir egdegerlik bagintisinin belirledigi Eélﬁm uzaym goz oniine alahm. Bu

bolim uzaymin noktalarimi ahgilageldigi gibi (z, n) igaretiyle degil (z,n) ile gostere-
lim. H, = H x {n} ve K, = K x {n} yazihrsa bu boliim uzayinda Ko, _; = Ko, ve
Hy, = Hop .y gergeklesir ve herbir X, = X X {n} alt kiimesi ise bu béliim uzaymda
kapali olur. Simdi w elemanim bu b6liim uzayina ekleyelim ve esas civarlarim

Bp(w) = kz:(X x {k}) (n eN)
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biciminde tanimlayalim. Bu tanim sonras
Y =(X xN)U{w}

uzaymin diizenli ve Hausdorff oldugu kolayca goriilir. Buna karsilik bu uzay tiimiiyle
diizenli degildir, c¢linkii

f(w):():f(xl)zl

gergekleyen bir f Urysohn fonksiyonu bu uzayda tanimlanamaz. Bunu gosterebilmek
icin agagidaki kavramm tamimlayip ardindan gelen 6nemli gozlemi yapmahyiz: Her-
hangi bir X topolojik uzaymda bogtan farklh bir K kapah kiimesiyle ayrk olan
bostan farkh bir H kapali kiimesine, ancak ve yalniz, H kiimesini kapsayan herbir
G acik kiimesi i¢cin G N K # @ kogulu gergekleniyorsa K 'min giiglii bir yakini(a
strong relative) denir. Normal olamayan bir topolojik uzayda birbirlerinin gii¢li
yakim olan ayrik ve kapali bir kiime ciftinin var olacag apagiktir. Dolayisiyla Y
uzaymin tamminda kullamlan X uzayimmn H ve K aynk kapah kiime ciftinin ve
dolayisiyla herbir n € N icin H,, ve K, kiimelerinin birbirlerinin giiglii yakinlan
olduklar: anlagibr. Simdi Bergman ve Jones ikilisine ait olan gozlemimiz gudur: Eger
H’nm bir Hy kapah alt kiimesi K'nimn giiclii bir yakim ise, Ho kiimesini kapsayan
herhangi bir G agik kiimesi icin G N K kapah kiimesi de H’nmn giigli bir yakimdir,
ciinkii aksi halde Hy C Gg gergekleyen uygun bir Gy acik kiimesi ve GoNK C W,
gercekleyen uygun bir Wy agik kiimesi igin H N Wy = @ olur ve sonugta

D+ Go—WonNK C(GoNK)—igWy =0

celigkisi elde edilirdi. Simdi artik yukaridaki kosulu gergekleyen bir f Urysohn
fonksiyonunun varhg varsayimimin nasil bir celigkiye yol acacagimi goézleyebiliriz.
Once {0, 1] uzaymmda

1

'z—n )

Tp= - —

% Gn - [01 Tn[

artan rasyonel sayilarim ve agik kiimelerini tanimlayahm. Apagiktir ki her n € IN
icin f~1(Gn) C F~Y(Gpy1) gergeklenir. w € f~1(G1) oldugundan Bn(w) € f7(G1)
gerceklenecek bicimde bir m dogal say1s1 ve dolayisiyla Ho, C f ~1(G,) gergeklenecek
bigimde bir n dogal sayisi vardir. O halde yukandaki gozlem nedeniyle oncelikle
Kon, N f~1(G;) kapal kiimesi ve dolayisiyla onu kapsayan Kop, N f ~1(G;) kiimesi
Ho,'nin giigli bir yakmdir ve dolayisiyla kolayca gézlenecegi gibi Kop_3 N f —-1(Gy)
kiimesi Ho,_; kiimesinin giicli bir yakimdir. Oysa Kz, 1 N f~1(G1) C f(Ge)
nedeniyle, bu kez Ha, 1N f -1 (_GTz) kapal kiimesi Ko, kiimesinin giicli bir yakimdar.
O halde Ko,_; N f~2(G3) kiimesi Hg, o'nin gigli bir yakimdir, vb.. Boylelikle,
zorunlu olarak birbiri ardisira siiten bu sonuglarin ardindan bir celigkiye ulagilir,
ciinkii varsayim geregi f Urysohn fonksiyonu

vnelN igin X;Nf 7 (G,) =0

gerceklemektedir. Demek ki Y uzaymda w noktas: ile X kapah kiimesini ayiran bir
Urysohn fonksiyonu tanimlanamaz.
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Bélim tizerine Notlar:

Ordinal say1 topolojileri, Tikhonov ve Dieudonne kalaslari, NM diizlemi gibi

klasik ornekler ve R.Sorgenfrey tarafindan tanimlanan ]Ri ve ]Ri topolojileri icin
Steen & Seebach ikilisinin iinli ve yararh kitabma bagvurulabilir. Karsi ornek
uzayl tamimlama konusundaki olaganiistii yetenegi ile taninan cagdag topolojinin
yagayan en biiyiik bir iki dehasindan birisi sayilan Marry Ellen Rudin, 1970 yilinda
topolojinin bilinen ilk Dowker uzay: ornegini Nice'deki Uluslararasi Matematik
Kongresinde sunmustur. Bu olaganiistii uzaym tammi ve ozellikleri i¢cin [Rud 2]
makalesine, onun bu boliimde incelenen kars: 6rnek uzayi icin ise [Rud 1] makalesine
bagvurulmahdir. Bing'in inli kargt 6rnek uzayl, onun inli 1951 makalesinde yer
alir ve alfabetik siralamayla verilen 6rnekler arasinda, Ornek G baghgim tagidi igin
topoloji literatiirinde G uzay1 olarak da bilinir. Micheal ve Heath’in 6rnekleri ise
sirasiyla, onlarin daha 6nce sozii edilen [Mic] ve [Hea] makalelerinde tanimlanmagtar.
Son ornegi F.B.Jones 1973 de yapilan bir topoloji konferansinda sunmugtur, bkz.[Jon
3]. Bu konferansta sunulan makalelerin olugturdugu kitapta, ayrica R.Hodel'in
metriklenebilme teorisinin belirli bir dénemi iistiine yararh ve uzun derlemesi [Hod]
yer almaktadir.



XI.Bulgular

Bu boliimde, bu caligmada kanitlanan belli bagli metriklenebilme teoremleri
toplu olarak yer almaktadir. Ayrica, genel topolojinin matematik mantikla ic ice
gecigini ilk agiga vuran tarihsel Silver & Rothberger teoremi de 6nemli bir bulgu
olarak bu bolimde yer almaktadir.

Aleksandroff & Urysohn Metriklenebilme Teoremi:
Asagrdaki onermeler bir X uzay ig¢in esdegerdir:

1) X sozdemetriklenebilirdir.

it) X uwzayinda normal bir acinsm varder.

iti) X uzaynda duzenli bir aginim vardar.

Moore Metriklenebilme Teoremi:
Asagidaki onermeler bir X uzay igin egdegerdir:

i) X uzay sozdemetriklenebilirdir.

i) X uzayinda her z € X elemams igin By = {st*(z,Gn)}, ailesinin yerel
taban oldugu bir {Gn}2, agimami vardar.

iii) X wzaymnda guclu bir aginam vardar.

Jones Metriklenebilme Teoremi:

Bir X uzaywnin sozdemetriklenebilir olabilmesi igin gyk agagidaki kogulu gercekleyen
bir {Gn}2, agimama sahip olmasidr:

"Her tikiz K alt kumesi i¢in Bx = {st(K,Gn)}32, ailesi bu kimenin bir yerel ta-
banidar.”

Nagata & Smirnov Teoremi:
Bir X uzaywman sozdemetriklenebilmesi igin gyk o-yerel sonly bir tabans olan duzenli
bir uzay olmasidar.

Urysohn Metriklenebilme Teoremi:
Ikinci saylabilir her duzenli Hausdorff uzay metriklenebilirdir.

Arhangelskii Metriklenebilme Teoremi:
Bir uzayin metriklenebilmesi i¢in gyk o-noktasal sonlu bir tabana sahip yetkin nor-
mal ve derlemsel normal bir Hausdorff uzay: olmasidar.

Bing Metriklenebilme Teoremi:
Bir X Hausdorff uzays igin agagidakiler egdegerdir:
i) X, metriklenebilirdir.
i1) X, parakompakt bir Moore uzayidar.
#1) X, derlemsel normal bir Moore uzaysder.
w) X, o-kesikli bir tabans olan duzenli bir vzaydsr.
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Traylor Metriklenebilme Teoremi:

Ayrilabilir bir uzaywn metriklenebilir olmass i¢in gyk metakompakt, normal bir Moore
uzayt olmasidar.

Sneider Metriklenebilme Lemmasi:
Bir tikiz uzayin metriklenebilmesi i¢in gyk Gs kogegenli olmasidar.

Borges & Okuyama Metriklenebilme Teoremi:
Ancak ve yalmiz G5 kogegenli parakompakt, zA uzaylars metriklenebilirdir.

Cech Teoremi:

Bir topolojik uzayin tam metriklenebilmesi i¢in gyk metriklenebilir bir tam topolojik
uzay olmasidar.

Ceder Metriklenebilme Teoremi:

Ancak ve yalniz parakompakt Gs kogegenli tam topolojik Hausdor[f uzaylar: tam
metriklenebilirdir.

Silver & Rothberger Teoremi:
Solovay kiimeler teorisi modelinde, gercel saynlarn, Rg < |E| < 2% gercekleyen her
E alt kimesi bir Q-kimesidir.



XIIL.Tartigma ve Sonug

1923 yilinda kanmitlanan ilk metriklenebilme teoremi olan Alexandroff & Urysohn
Metriklenebilme Teoreminden bu yana, metriklenebilme konusunda pek cok karak-
terizasyon verilmigtir. Bunlarin herbiri metriklenebilmeyi degisik topolojik ozellikler
yoluyla karakterize ederler. Biz bu ¢calismada bunlar arasindan 12 tanesini ayrntih
bir bi¢imde ele alip kamitladik. Yakin donemde, Collins ve Roscoe ikilisi tarafindan
bulunan ilging bir karakterizasyon i¢in, bu ikilinin Proc. Amer.Math.Soc.90(1984),
631-640’de yayimlanan makalesine bakilmahdir. Bu yetenekli iki gen¢ Ingiliz ma-
tematikgi, A.H.Stone’dan 35 yil sonra metriklenebilme konusunda yeni ve ilging
bir yaklagimin baslaticisi oldular. Ashinda metriklenebilme konusundaki her onemli
karakterizasyon, giniimiizde adina Genellestirilmig Metrik Uzaylar(Generalized
Metric Spaces) denilen uzaylarin tanmimlanmasina ve bu karakterizasyonlardaki be-
lirgin topolojik ozelliklerin genellestirilip ya da soyutlagtirihp bagimsiz bir bicimde
incelenmesine yol agmgtir. (")rneé'in her sozdemetriklenebilen uzayin o-yerel sonlu
ve dolayisiyla a-kapanig koruyan bir tabani vardir. Giiniimiizde o-kapanig koruyan
bir tabana sahip olabilen topolojik uzaylara M,-uzay: denilmektedir. Buna kargin
her kapah K kiimesine kargihk

K= Fjl GnlK) = Fjl GalE)

kosulu gerceklenecek bicimde bir {G,(K )} ; acik kiimeler dizisinin var oldugu ve
istelik
Ki C Ky ise Gn(Kl) C Gn(Kz) (Vn € ]N)

kogulunun gergeklendigi bir topolojik uzaya ise Mj-uzay1 ya da katmanlanabilir
uzay (stratifiable space) denir. Bu uzaylar: 1961 yilinda Jack Ceder tanimlamigtir.
Katmanlanabilir uzaylarin parakompakt oldugu, ancak ve yalmz katmanlanabilir
zA uzaylarimin metriklenebilir oldugu ve ayrica metrik uzaylarin yalmz kendilerinin
degil kapah ve siirekli fonksiyon altindaki goriintilerinin de M;-uzay: oldugu bi-
linmektedir. Buna kargin, érnegin, katmanlanabilir uzaylarin M;-uzay1 olduklan
konusundaki 6ngoriiniin kirk yildir dogrulugu ya da yanlhighg: heniiz kanitlanabilmis
degildir. Bir bagka 6nemli genellegtirilmig metrik uzay tiiri bakigimlanabilir ya
da simetriklenebilir uzaylardir. X kiimesi iizerinde yalmzca

d(fL’, y) =0 ise z= vy o, d(a:,y) = d(y: $)

kogullarini gergekleyen bir d fonksiyonuna simetrik denir. ["J'ggen esgitsizliginin
yoklugu nedeniyle Sy(z,¢) kiimelerinin acik olugu giivence altinda degildir. Bir
X topolojik uzayma ancak ve yalmz, X iizerinde tamimh uygun bir d simetrik’i
sayesinde, her z € G icin Sy(z, €) C G kapsamas gerceklenecek bicimde bir pozitif €
sayisinin var olmasi kogulunu gergekleyen tiim G alt kiimelerinin ailesi X tizerindeki
topolojiyle cakigiyorsa simetriklenebilir uzay denir. ZFS aksiyomatik kiimeler
teorisi modelinde, simetriklenebilir ve kahitimsal Lindelof olup, kalitimsal ayrilabilir
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olmayan diizenli bir Hausdorff uzaymm varlig: sorusu olaganiistii zorlu ve ugrastirica
bir bagka soru olmugtur. Bu soruyu tutarhhk kamtlamalan verilmis bir aksiyomatik
kiimeler teorisi modelinde, 1987 yilinda Rus matematik¢i Dmitri Shakmatov olumlu
olarak ¢ozmiigtiir.

Genellegtirilmig metrik uzaylara iligkin pek gok sonu¢ ve problem konusunda,
Gary Gruenhage tarafindan yazlan ve K.Kunen & J.Vaughan ikilisinin editorligiinii
yaptifys Handbook of Set-Theoretic Topology kitabmnin 80 sayfahk kapsamh
onuncu bolimiine bagvurulmalhidir. Yazar aym1 konunun en yeni geligmelerini ise
M.Husek & J. van Mill ikilisinin editorlugiinii yaptign Recent Progress in Gen-
eral Topology kitabinin yedinci bolimiinde anlatmay: siirdiirmektedir. Kisacasi
metriklenebilme teorisi etkinlik ve canhligini giiniimiizde de siirdiirmektedir.
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