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GAZİ ÜNİVERSİTESİ
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3.3. Ağırlıklı Yaklaşım . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Şekil 4.2. Sırasıyla p = 10, 20, 60 için S∗p operatörünün grafiği ve k = 3 olarak
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sunulmuştur.
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ϑ(y) R de sürekli ağırlık fonksiyonu
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1. GİRİŞ

Yaklaşım teorisi matematiksel analizin önemli konulardan biridir. Bu konu ile ilgilenen

çoğu matematikçi tarafından Gamma operatörleri hakkında çalışmalar yapılmıştır. Bu tezde

de bu önemli operatörün k-Gamma yardımıyla tanımlanan yeni tip operatörü üzerinde

durulmuştur. Bu yeni tanımlanan Gamma operatörü, sürekli fonksiyonlara daha iyi

yaklaşım özelliği olduğunu göstermiştir. Bu özellik nümerik örnekler ile test edilmiş ve

doğrulanmıştır.

Bu tez, beş kısımdan oluşmaktadır.

Birinci kısım olan giriş bölümü tez içindeki ana başlıkları ifade etmek amacıyla

hazırlanmıştır.

İkinci kısım, tezde sıklıkla karşılaşılacak olan tanımlara, teoremlere, yaklaşım özellikleri ve

ispatlarına, Gamma operatörü ve bazı genelleştirmelerine ayrılmıştır.

Üçüncü kısımda, k-Gamma fonksiyonu yardımıyla tanımlanan yeni tip Gamma operatörü

ifade edilmiştir. İlk olarak S∗p(ϕ;y) ile gösterilen bu operatörün Korovkin teoreminin

koşullarını sağladığı gösterilmiştir. Yaklaşım özellikleri tanıtılmıştır. Daha sonra ağırlıklı

yaklaşım, yaklaşım hızı ve noktasal yaklaşım incelenmiştir. Bu incelemeler sırasında

süreklilik modülü, Peetre K - fonksiyoneli ve Lipschitz sınıfından fonksiyonlar tercih

edilmiştir.

Dördüncü kısımda yaklaşım özelliklerini sağladığını göstermek için sayısal örnekler verilmiş

ve son kısım sonuç bölümüne ayrılmıştır.
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2. TANIMLAR ve TEOREMLER

Burada, ihtiyaç duyulan bilgiler ve teoremler verilecektir. Bu tanımlar ve teoremler genel

halde geçerli olduğu için çoğunda kaynak verilmemiştir.

2.1. Lineer Pozitif Operatörler İle İlgili Temel Kavramlar

2.1.1. Tanım (Lineer Uzay)

χ , boş olmayan bir cümle ve K, reel veya karmaşık sayılar kümesi olsun. Eğer aşağıdaki

şartlar sağlanıyorsa χ ye K üzerinde lineer uzay veya vektör uzayı denir [18].

(i) χ ,+ işlemine göre değişmeli gruptur. Yani

(a) ∀k, l ∈ χ için k+ l ∈ χ dir.

(b) ∀k, l,m ∈ χ için k+(l +m) = (k+ l)+m ∈ χ dir.

(c) ∀k ∈ χ için k+θ = θ + k = k olacak şekilde θ ∈ χ vardır.

(d) ∀k ∈ χ için k+(−k) = (−k)+ k = θ olacak şekilde −k ∈ χ vardır.

(e) ∀k, l ∈ χ için k+ l = l + k ∈ χ dir.

(ii) k, l ∈ χ ve λ ,γ ∈ K olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır.

(a) λk ∈ χ dir.

(b) λ (k+ l) = λk+λ l dir.

(c) (λ + γ)k = λk+ γk dir.

(d) 1.k = k.1 = k dir. Burada 1,K’nin birim elemanıdır.

2.1.2. Tanım (C(0,∞) Uzayı)

(0,∞) aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli olan fonksiyonlar uzayı C(0,∞) ile gösterilmektedir

[4].
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2.1.3. Tanım (CB(0,∞) Uzayı)

(0,∞) aralığı üzerinde tanımlı tüm sınırlı ve sürekli olan fonksiyonlar uzayı CB(0,∞) ile

gösterilmektedir [5].

2.1.4. Tanım (C2
B(0,∞) Uzayı)

(0,∞) aralığı üzerinde iki kez türevi sürekli olan fonksiyonlar uzayı C2
B(0,∞) ile

gösterilmektedir ve tanımı

C2
B(0,∞) =

{
ϕ ∈CB(0,∞) : ϕ

′
,ϕ
′′
∈CB(0,∞)

}
(2.1)

şeklindedir [5].

2.1.5. Tanım (Norm)

χ , bir lineer uzay olsun. ‖ ‖ : χ → R fonksiyonunun k’deki değerini ‖k‖ ile gösterelim. Bu

fonksiyon aşağıdaki şartları sağlıyorsa ‖ ‖ fonksiyonuna χ üzerinde norm denir.

i) ‖k‖ ≥ 0

ii) ‖k‖= 0⇐⇒ k = 0

iii) ‖bk‖= |b|‖k‖

iv)‖k+ l‖ ≤ ‖k‖+‖l‖

Eğer bir lineer uzay üzerinde norm tanımlanmışsa bu uzaya normlu uzay denir [18].

2.1.6. Tanım (‖ϕ‖CB(0,∞) Normu)

CB(0,∞) uzayı için ϕ fonksiyonunun normu ‖ϕ‖CB(0,∞) ile gösterilmektedir [8]. Aşağıdaki
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şekilde tanımlanır:

‖ϕ‖CB(0,∞) = sup
y∈(0,∞)

|ϕ(y)| . (2.2)

2.1.7. Tanım (‖ϕ‖C2
B(0,∞) Normu)

C2
B(0,∞) uzayı için ϕ fonksiyonunun normu ‖ϕ‖C2

B(0,∞) ile gösterilmektedir [8]. Aşağıdaki

gibi tanımlanır:

‖ϕ‖C2
B(0,∞) = ‖ϕ‖CB(0,∞)+ ||ϕ

′
||CB(0,∞)

+ ||ϕ
′′
||CB(0,∞)

. (2.3)

2.1.8. Tanım (Düzgün Yakınsaklık)

(hn), Y ⊂ R üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonlaırn bir dizisi olsun. Eğer her ε > 0

verildiğinde , her n0 ≤ n ve her bir y ∈Y için |hn(y)−h(y)|< ε eşitsizliğinin sağladığı en az

bir n0 sayısı varsa, (hn) fonksiyon dizisinin h fonksiyonuna Y üzerinde düzgün yakınsaktır

denir [4].

2.1.9. Tanım (Noktasal Süreklilik)

B⊂ R ve h : B→ R bir fonksiyon ve b ∈ B olsun. h fonksiyonu b noktasında sürekli olması

için gerek ve yeter koşul ∀ε > 0 için en az bir δ > 0 vardır öyle ki

|y−b|< δ ise |h(y)−h(b)|< ε dur [18].

2.1.10. Tanım (Düzgün Süreklilik)

B ⊂ R ve h : B→ R bir fonksiyon olsun. h fonksiyonu B üzerinde düzgün sürekli olması

için gerek ve yeter koşul ∀ε > 0 için ∃δ > 0 vardır öyle ki |y− t|< δ eşitsizliğini sağlayan

∀y, t ∈ B için |h(y)−h(t)|< ε dur [18].
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2.1.11. Tanım (Operatör)

X ve Y reel değerli fonksiyon uzayları olsun. χ : X → Y şeklinde tanımlanan dönüşümlere

operatör denir [27].

2.1.12. Tanım (Lineer Operatör)

X ve Y aynı M cismi üzerinde iki lineer uzay ve χ : X→Y şeklinde tanımlı χ operatörü olsun.

∀k, l ∈ X ve ∀ν ,γ ∈M için χ(νk+ γl) = νχ(k)+ γχ(l) eşitliğini sağlıyorsa, χ operatörüne

X den Y ’ye bir lineer operatör denir [4].

2.1.13. Tanım (Pozitif Operatör)

X ve Y vektör uzayları ve χ : X → Y lineer operatör olsun. χ operatörünün y noktasındaki

değeri χn(k;y) olarak gösterilir. X uzayından alınan ∀ k≥ 0 fonksiyonu için χn(k;y)≥ 0 ise

χ operatörüne pozitif operatör denir [27].

2.1.14. Tanım (Lineer Pozitif Operatör)

Lineer operatörler kümesi içinde bir alt sınıf olan pozitif operatörler vardır.

X+ = {k ∈ X ,k(y) ≥ 0} ve Y+ = {l ∈ Y, l(y) ≥ 0} olsun. Eğer X uzayında tanımlanmış χ

lineer operatörü X+ kümesindeki herhangi bir k fonksiyonunu pozitif fonksiyona

dönüştürüyor ise χ operatörüne lineer pozitif operatör denir [18].

2.1.1. Lemma

χ : X → Y lineer pozitif operatör olsun. k, l ∈ X olmak üzere her t için

k(t) ≤ l(t) iken χ(k(t);y) ≤ χ(l(t);y) dir ve buna χ lineer operatörünün monotonluk

özelliği denir. Ayrıca χ’nin monotonluk özelliğinden |χ(k;y)| ≤ χ(|k| ;y) eşitsizliği sağlanır

[18].
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2.1.15. Tanım (Lineer Pozitif Operatörlerde Sınırlılık)

(X ,‖.‖1) ve (Y,‖.‖2) normlu uzaylar, D(χ) ⊂ X olmak üzere χ : D(χ) → Y lineer bir

operatör olsun. ∀y ∈ D(χ) için
∥∥χy
∥∥

2 ≤ c‖y‖1 olacak şekilde bir c > 0 sayısı mevcutsa χ

operatörüne sınırlı lineer operatör denir [4].

2.1.16. Tanım (Lineer Pozitif Operatörlerde Süreklilik)

X ve Y normlu uzaylar D(χ) ⊂ X olmak üzere χ : D(χ)→ Y lineer bir operatör olsun. Bu

durumda χ sürekli olması için gerek ve yeter koşul sınırlı olmasıdır [4].

2.2. Korovkin Teoremi

C[a,b] uzayı üzerinde tanımlanan bir (χn)n≥1 pozitif lineer operatör dizisinin bir yaklaşım

süreci, “ yani; [a,b] aralığı üzerinde her h ∈ C[a,b] için (χn)(h) ⇒ h yakınsamasının [a,b]

üzerinde düzgün ”olup olmadığını gösteren yöntemdir.

2.2.1. Teorem

h ∈C[a,b] ve reel eksenin tamamında sınırlı |h(y)| < Nh olsun. Eğer χn(h(k);y) pozitif ve

lineer bir operatör dizisi [a,b] aralığındaki her y için

(i) χn(1;y)⇒ 1

(ii) χn(k;y)⇒ y

(iii) χn(k2;y)⇒ y2

koşullarını sağlıyorsa, [a,b] de χn(h;y), h fonksiyonuna düzgün yakınsar [1].
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İspat

h ∈C[a,b] olsun. Süreklilik tanımından dolayı

|k− y|< δ =⇒ |h(k)−h(y)|< ε

gerçeklenir. |k− y|< δ olduğundan ve üçgen eşitsizliğinden dolayı

|h(k)−h(y)| ≤ |h(k)|+ |h(y)| ≤ 2Nh

gerçeklenir. Diğer taraftan

|k− y| ≥ δ =⇒ |k− y|
δ
≥ 1

olacağından (k−y)2

δ 2 ≥ |k−y|
δ
≥ 1 sağlanır.

|h(k)−h(y)| ≤ 2Nh ≤ 2Nh
(k− y)2

δ 2

yazılabilir. O halde

|k− y|< δ ⇒ |h(k)−h(y)|< ε

ve

|k− y| ≥ δ ⇒ |h(k)−h(y)| ≤ 2Nh
(k− y)2

δ 2

dir. Bundan dolayı her k, t,y ∈ [a,b] için

|h(k)−h(y)| ≤ ε +2Nh
(k− y)2

δ 2

dir. |k− y| > δ ise 2Nh
(k−y)2

δ 2 > 0 olduğundan yukarıdaki eşitsizlik yine sağlanır. Eğer (i),
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(ii) ve (iii) koşullarını sağlayan (χn) operatör dizisinin

lim
n→∞
‖χn (h(k) ;y)−h(y)‖C[a,b] = 0

eşitliğini de sağladığı gösterilirse ispat tamamlanır.

Lineerlikten

|χn (h(k) ;y)−h(y)|= |χn (h(k) ;y)+χn (h(y) ;y)−χn (h(y) ;y)−h(y)|

= |χn ((h(k)−h(y));y)+h(y)(χn (1;y)−1)|

dir. Üçgen eşitsizliği uygulandığında

|χn (h(k) ;y)− k (y)| ≤ |χn ((h(k)−h(y));y)|+ |h(y)| |χn (1;y)−1|

olur. Diğer yandan lineer pozitif operatörlerin monoton artanlığından yani h(k)− h(y) ≤

|h(k)−h(y)| özelliğinden dolayı

|χn ((h(k)−h(y));y)| ≤ |χn (|h(k)−h(y)| ;y)|

elde edilir. Operatörün pozitif olmasından ve |h(k)−h(y)| ≥ 0 eşitsizliğinden dolayı

|χn (|h(k)−h(y)| ;y)|= χn (|h(k)−h(y)| ;y)

dir. Bu durumda

|χn (h(k) ;y)−h(y)| ≤ χn (|h(k)−h(y)| ;y)+ |h(y)| |χn (1;y)−1|

olduğu gösterilebilir ve

|χn (h(k) ;y)−h(y)| ≤ χn (|h(k)−h(y)| ;y)+Nh |χn (1;y)−1|
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yazılabilir. (χn) operatörünün monoton artanlığından

|χn (h(k) ;y)−h(y)| ≤ χn

(
ε +2Nh

(k− y)2

δ 2 ;y

)
+Nh |χn (1;y)−1|

bulunur. Diğer taraftan

χn

(
ε +

2Nh

δ 2 (k− y)2 ;y
)
= χn (ε;y)+χn

(
2Nh

δ 2 (k− y)2 ;y
)

= εχn (1;y)+
2Nh

δ 2 χn
(
k2−2yk+ y2;y

)
= ε(χn (1;y)−1)+ ε +

2Nh

δ 2

[
(χn
(
k2;y

)
− y2) +2y2−2yχn (k;y)

+y2
χn (1;y)− y2]

= ε(χn (1;y)−1)+ ε +
2Nh

δ 2

[
(χn
(
k2;y

)
− y2) −2y(χn (k;y)− y)

+y2(χn (1;y)−1)
]

yazılabilir. Buradan

|χn (h(k) ;y)−h(y)| ≤ ε(χn (1;y))+ ε +Nh |(χn (1;y)−1)|

+
2Nh

δ 2

[
(χn
(
k2;y

)
− y2) −2y(χn (k;y)− y)+ y2(χn (1;y)−1)

]
elde edilir. (i), (ii) ve (iii) koşullarının kullanılmasıyla |χn (h(k) ;y)−h(y)| ≤ ε bulunur.

Dolayısıyla

lim
n→∞

max
a≤y≤b

|χn (h(k) ;y)−h(y)|= 0

dır ve istenilen elde edilir. Verilen operatörün sadece 1, k ve k2 ifadelerinin 1, y ve y2 ye

düzgün yakınsaması, sonlu aralıkta sürekli olan bütün fonksiyonların bu operatör yardımıyla

yakınsamasını söylememiz için yeterlidir.

Korovkin teoreminde hi(k) = ki, i = 0,1,2 fonksiyonları Korovkin test fonksiyonları olarak

adlandırılır.
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2.3. Süreklilik Modülü ve Özellikleri

Yaklaşım teorisinde, lineer pozitif operatörün sürekli bir fonksiyona yakınsaması kadar

önemli olan bir diğer durumsa yakınsama hızıdır. Yakınsama hızını belirlemek için

kullanılan önemli bir yöntemde süreklilik modülüdür.

2.3.17. Tanım (Süreklilik Modülü)

h, [a,b] aralığında tanımlı, sürekli ve reel değerli bir fonksiyon olsun. k, l ∈ [a,b] olmak

üzere |k− l| ≤ δ şartını sağlayan keyfi bir δ > 0 için |h(k)−h(l)| değerlerinin en küçük üst

sınırına h fonksiyonunun [a,b] aralığında süreklilik modülü denir.

ω(h;δ ) = sup
|k−l|≤δ

|h(k)−h(l)|

şeklinde ifade edilir. ω(h;δ ), değişkenler farkının en fazla δ olması durumunda iki

fonksiyon değerinin en fazla ne kadar fark edeceğini ifade eder. ω, δ ’nın bir fonksiyonudur

ve δ > 0 için ω(h;δ ) negatif olmayan bir fonksiyondur. Süreklilik modülü fonksiyonu için

aşağıdaki özellikler gerçeklenir [27].

2.3.2. Lemma

ω fonksiyonu monoton artandır. Yani, 0 < δ1 ≤ δ2 için ω(h;δ1)≤ ω(h;δ2) dir [27].

İspat

0 < δ1 ≤ δ2 olsun. Bu durumda |k− l| ≤ δ2 koşulunu sağlayan (k, l) sayı çiftlerinin kümesi

|k− l| ≤ δ1 koşulunu sağlayan sayı çiftlerinin kümesinden daha kapsamlıdır. Kümelerdeki

supremum kavramı düşünüldüğünde süreklilik modülünün tanımından dolayı

ω(h;δ1)≤ ω(h;δ2) yazılabilir.
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2.3.3. Lemma

t ∈ N için ω(h; tδ )≤ tω(h;δ ) dir [27].

İspat

ω(h; tδ ) = sup
|k−l|≤tδ

k,l∈[a,b]

|h(k)−h(l)| eşitliğinde k = l + t p alındığında, t ∈ Z+ için

ω(h; tδ ) = sup
|h|≤δ

k,l∈[a,b]

|h(l + t p)−h(l)|

= sup
|h|≤δ

k,l∈[a,b]

|h(l + t p)−h(l +(t−1)p)+h(l +(t−2)p)− . . .+h(l + p)−h(l)|

= sup
|h|≤δ

k,l∈[a,b]

∣∣∣∣ t
∑

k=1
h(l + kp)−h(l +(k−1)p)

∣∣∣∣
yazılabilir. Dolayısıyla

ω(h; tδ )≤
t
∑

k=1
sup
|h|≤δ

k,l∈[a,b]

|h(l + kp)−h(l +(k−1)p)|

olur. Yukarıdaki toplamın içindeki ifade süreklilik modülü olması ile toplananların sayısı t

tane olmasından

ω(h; tδ )≤ tω(h;δ )

eşitsizliği elde edilir.

2.3.4. Lemma

h fonksiyonu [a,b] aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim
δ→0

ω(h;δ ) = 0

dır [27].
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İspat

h fonksiyonu sürekli olduğundan süreklilik tanımı nedeniyle her ε > 0 için bir µ > 0 vardır

öyle ki |k− l|< µ olduğunda |h(k)−h(l)|< ε dır. Süreklilik modülünde δ < µ alındığında

ω(h;δ )< ε dır. Yani

lim
δ→0

ω(h;δ ) = 0

olur.

2.3.5. Lemma

ϑ > 0 reel sayısı için

ω(h;ϑδ )≤ (1+ϑ)ω(h;δ )

dır [27].

İspat

t, ϑ nın tam kısmı olsun. O takdirde t ≤ ϑ < t+1 olur. ω süreklilik modülünün monotonluk

özelliği ve Lemma 2.3.3 den

ω(h;ϑδ )≤ ω(h;(t +1)δ )

ω(h;(t +1)δ )≤ (t +1)ω(h;δ )≤ (ϑ +1)ω(h;δ )

olur. Dolayısıyla

ω(h;ϑδ )< (ϑ +1)ω(h;δ )

dır. Böylelikle ispat tamamlanır.
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2.3.6. Lemma

h fonksiyonu [a,b] aralığında sınırlı ise, her k, l ∈ [a,b] için

|h(k)−h(l)| ≤
(

1+ |k−l|
δ

)
ω(h;δ )

dır [27].

İspat

Süreklilik modülünün tanımı ve Lemma 2.3.5 den

|h(k)−h(y)| ≤ ω

(
h; |k−l|

δ
δ

)
≤
(

1+ |k−l|
δ

)
ω(h;δ )

sonucu elde edilir.

2.4. Önemli Formül, Eşitsizlikler ve Tanımlar

2.4.2. Teorem (Hölder Eşitsizliği)

p,q > 0 reel sayıları ve 1
p +

1
q = 1 olsun. k = (ci) = (c1,c2, . . .), l = (d j) = (d1,d2, . . .)

şeklinde diziler olsun. Bu durumda

∞

∑
j=1

c jd j ≤

(
∞

∑
j=1

cp
j

) 1
p
(

∞

∑
j=1

dq
j

) 1
q

eşitsizliğine Hölder Eşitsizliği denir [18].

2.4.3. Teorem (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği)

k = (kn) ve l = (ln) için
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∞

∑
n=1
|knln| ≤

(
∞

∑
n=1
|kn|2

) 1
2
(

∞

∑
n=1
|ln|2

) 1
2

eşitsizliğine Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir [4].

2.4.4. Teorem (Taylor Formülü)

h fonksiyonu a noktasını kapsayan bir aralıkta n + 1. mertebeden sürekli türevlere sahip

olsun. Bu aralıkta her k için Taylor formülü,

h(k) =
n
∑

w=0

h(w)(a)
w! (k−a)w

olur ve Kn(k) ifadesine kalan terim, fark veya hata denirse

Kn(k) = 1
n!

k∫
a
(k− t)nh(n+1)(t)dt

olmak üzere

h(k) =
n
∑

w=0

h(w)(a)
w! (k−a)w +Kn(k)

yazılabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor Formülü adı verilir [18].

2.4.18. Tanım (Peetre K - Fonksiyoneli)

[9] de tanımlanan Peetre K -fonksiyoneli

K∗2 (ϕ,δ ) = inf
κ∈C2

B(0,∞)

{
‖ϕ−κ‖

CB(0,∞)
+δ ‖κ‖C2

B(0,∞)

}
, (2.4)

şeklindedir.
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2.4.19. Tanım (İkinci Dereceden Süreklilik Modülü)

[9] de tanımlanan İkinci dereceden süreklilik modülü

ω2(ϕ,δ ) = sup
0<κ<δ

sup
y∈(0,∞)

|ϕ(y+2κ)−2ϕ(y+κ)+ϕ(κ)| (2.5)

şeklindedir ve [8] de ω2 ve K∗2 arasındaki ilişki

K∗2 (ϕ,δ )≤ N
{

ω2(ϕ;δ )+min(1,δ )‖ϕ‖CB(0,∞)

}
(2.6)

gösterilmiştir.

2.5. Gamma Fonksiyonu

2.5.20. Tanım (Gamma Fonksiyonu)

k > 0 olmak üzere Γ(k) ile gösterilen Gamma fonksiyonu,

Γ(k) =
∞∫
0

tk−1e−tdt

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanır. Elemanter matematikte n faktöriyelin

n! = n(n−1)(n−2) . . .3.2.1

çarpımı ile verildiği biliniyor. Bu özellik n! = n(n− 1)! eşitliğini içerdiğine göre, eğer k =

n+1 bir tamsayı ise,

Γ(n+1) = n! = n(n−1)! = n Γ(n)

yazılabilir. Gerçekten de Γ fonksiyonu,

Γ(k+1) = kΓ(k)
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eşitliğini tüm k > 0 değerleri için gerçekler. Bunu gösterelim:

Γ(k+1) =
∞∫
0

tke−tdt

= lim
b→∞

b∫
0

tke−tdt

= lim
b→∞

(−tke−t)
b
|
0
+ k

∞∫
0

tk−1e−tdt

= kΓ(k)

bulunur [18].

2.6. Gamma Operatörü ve Genelleştirmeleri

Alman Matematikçi Weierstrass, sonlu aralıkta tanımlanmış her fonksiyon sürekli ise, bu

sonlu aralıktaki fonksiyona polinomsal olarak düzgün yakınsayan bir polinom

fonksiyonunu 1895 te ispatlamıştır [28]. P. P. Korovkin 1950 de bu konu hakkında

teoremler hazırlamıştır [17]. Korovkin yaklaşım teoremi matematikte iyi bilinen

teoremlerden biridir. Bu teorem pozitif lineer operatörlerin özel koşullar altında özdeş

operatöre dönüşebildiğini göstermiştir [17]. Bu gelişmeler sonucunda lineer ve pozitif

lineer operatörler üzerine bazı çalışmalar literatüre eklenmiştir. Örneğin, 2003 te King [15]

1, h, h2 test fonksiyonları ve bu fonksiyonların lineer kombinasyonlarına karşılık gelen

yeni operatör dizisi inşaa etmiştir. Bu operatör dizilerinden biri Lupaş ve Müller’in [20]

hazırladığı Gamma operatörüdür. Klasik Gamma operatörü ∀ y ∈ (0,∞), p ∈ N ve ϕ ∈

C(0,∞) = {ϕ ∈ (0,∞) : (0,∞) aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli fonksiyon uzayı} için

Sp(ϕ;y) =
yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvp
ϕ

( p
v

)
dv (2.7)
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şeklinde verilmiştir. (2.7) ile tanımlanan operatörün pozitif ve lineer olduğu aşikardır.

Tanımlanan lineer pozitif operatör düzgün yakınsaktır. Bunu göstermek için yukarıda ifade

edilen Korovkin teoreminden faydalanılacaktır. Bu teoremin şartlarını sağlatmamız

durumunda iddiamız doğrulanacaktır. Bu teoremin şartlarının sağlandığını Korovkin test

fonksiyonları yardımıyla inceleyelim. Korovkin test fonksiyonları, az(h) = hz olup

z = 0,1,2 olmak üzere, klasik Gamma operatörünün Korovkin test fonksiyonlarını

koruduğunu hesaplamalarla ifade edelim. z = 0 için a0(h) = h0 = 1 olmak üzere,

Sp(a0(h);y) = yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvpa0(
p
v )dv

= yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvpdv

yazılır. Burada yv = t denirse v = t
y ise dv = dt

y olur. Bu eşitlikler operatörde yazılırsa

Sp(a0(h);y) = yp+1

Γ(p+1)
1
y

∞∫
0

e−t t p

yp
dt
y

= yp+1

Γ(p+1)
1

yp+1

∞∫
0

e−tt pdt

= 1
Γ(p+1)Γ(p+1)

elde edilir. Yani Sp(a0(h);y) = 1 olur.

z = 1 için a1(h) = h1 = h olmak üzere,

Sp(a1(h);y) = yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvpa1(
p
v )dv

= yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvp p
v dv

yazılır. Burada yv = t denirse v = t
y ise dv = dt

y olur. Bu eşitlikler operatörde yazılırsa

Sp(a1(h);y) = yp+1

Γ(p+1) p
∞∫
0

e−t t p

yp
y
t

1
y dt
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= yp+1

Γ(p+1) py 1
yp+1

∞∫
0

e−tt p−1dt

= py
Γ(p+1)Γ(p)

= y

elde edilir. Yani Sp(a1(h);y) = y olur.

z = 2 için a2(h) = h2 olmak üzere,

Sp(a2(h);y) = yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvpa2(
p
v )dv

= yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvp p2

v2 dv

yazılır. Burada yv = t denirse v = t
y ise dv = dt

y olur. Bu eşitlikler operatörde yazılırsa

Sp(a2(h);y) = yp+1

Γ(p+1) p2
∞∫
0

e−t t p

yn
y2

t2
1
y dt

= p2 y2

Γ(p+1)

∞∫
0

e−tt p−2dt

= p2y2

Γ(p+1)Γ(p−1)

= p2

p(p−1)y
2

elde edilir. Yani Sp(a2(h);y) = p2

p(p−1)y
2 olur.

Bu hesaplamalar tekrar ifade edilecek olunursa aşağıdaki eşitlikler elde edilmiş olur;

Sp(a0(h);y) = 1,

Sp(a1(h);y) = y,

Sp(a2(h);y) = p2

p(p−1)y
2.
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Böylelikle Sp operatörünün 1 ve y fonksiyonlarını direkt koruduğu, y2 test fonksiyonunu ise

limit durumundan koruduğu görülmektedir. Buradan söylenebilir ki operatörün 1, h, h2 deki

görüntüleri sırasıyla 1, y, y2 dir. Korovkin teoremine göre Sp operatörünün Korovkin test

fonksiyonlarını koruması bu operatörün herhangi bir kompakt A ⊂ (0,∞) kümesi üzerinde

tanımlı ve sürekli ϕ fonksiyonuna düzgün yakınsaktır demektir. Bu da bir yaklaşım sürecine

sahip olduğunu gösterir.

(2.7) ile tanımlanan klasik Gamma operatörünün çeşitli genellemeleri yapılmıştır. Bu

genelleştirilmiş Gamma operatörlerin detaylarına [3, 5, 6, 7, 8, 10, 13, 16, 20, 22, 23, 24,

25, 26] ulaşılabilir.
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3. k- GAMMA FONKSİYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN

GAMMA OPERATÖRÜ

Bu bölüm tezin orjinal kısmıdır. [12] numaralı referanstaki teorem ve sonuçları içermektedir.

3.1. Operatörün Kurulması

Lupaş ve Müller [19] hazırladığı klasik Gamma operatörü ∀y ∈ (0,∞), p ∈ N için

Sp(ϕ;y) =
yp+1

Γ(p+1)

∞∫
0

e−yvvp
ϕ

( p
v

)
dv,

şeklinde tanımlandığı ve ϕ ∈ C(0,∞) için Sp(ϕ;y) ⇒ ϕ (y) olduğu gösterilmiştir. Burada

” ⇒ ” işareti düzgün yakınsaklığı gösterir. Klasik Gamma operatörü ile ilgili detaylara

yukarıda yer verilmiştir. Diaz ve Pariguan [10], Feynman integralleri ile ilgilenirken,

k-Gamma fonksiyonunu araştırmıştır. k-Gamma fonksiyonu matematik ve uygulamaları

üzerinde çeşitli etkiler göstermiştir. Bu etkilerden biri kuantum kimyasındaki harmonyum

ve benzeri modeller için önemli işlemler açısından Schrodinger denklemi üzerine

çalışılmıştır [14]. Bir diğeri ise istatistik içinde kombinasyonel analiz için k-Gamma

fonksiyonu kullanılmıştır. Bu çalışmalarda, Diaz ve Pariguan tarafından tanımlanan

k-Gamma fonksiyonu k ∈ (0,∞), Re(z)> 0 için

Γk(z) =
∞∫

0

tz−1e
−tk

k dt (3.1)

şeklindedir. Bu tanıma bakıldığında Γk, klasik Gamma fonksiyonunun tek parametreli bir

deformasyonudur. (3.1) de k = 1 alındığında klasik Gamma fonksiyonu, k = 2 alındığında

Gauss integrali elde edilir [25]. (3.1) denkleminde u = tk

k alındığında Γk(z) = k
z
k−1

Γ
( z

k

)
ifadesi elde edilir ve klasik Gamma fonksiyonunun bütün özellikleri k-Gamma fonksiyonu

içinde genellenebilir. Bu eşitliğin doğruluğu aşağıda gösterilecektir.

(3.1) eşitliğinde u = tk

k alındığında t = (uk)
1
k ve dt = (uk)

1
k−1du olur. Bu ifadeler (3.1) de

yerine yazıldığında
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Γk(z) =
∞∫
0
(uk)

z−1
k e−u(uk)

1
k−1du

= k
z−1

k + 1
k−1

∞∫
0

u
z−1

k + 1
k−1e−udu

= k
z
k−1

∞∫
0

u
z
k−1e−udu

= k
z
k−1

Γ
( z

k

)
.

Bu eşitlik k-Gamma fonksiyonu için yeni sonuçların çıkmasına yol açmıştır. Bu sonuçlardan

bazıları

Γk(k) = 1,

Γk(z+ k) = zΓk(z),

(z)n,k =
Γk(z+nk)

Γk(z)

şeklindedir [10]. Bu özellikler sırasıyla gösterilicektir. Birinci özellik için

Γk(k) =
∞∫
0

tk−1e−
tk
k dt

dir. Burada tk

k = u alındığında tk−1dt = du olur.

Γk(k) =
∞∫
0

e−udu

= lim
b→∞

b∫
0

e−udu

= lim
b→∞

(−e−u)
b
|
0

= lim
b→∞

(−e−b +1)

= 1
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olup ispat tamamlanır. İkinci özellikte tk

k = u alındığında t = (uk)
1
k ve dt = (uk)

1
k−1du olur.

Bu ifadeler denklemde yazıldığında

Γk(z+ k) =
∞∫
0
(uk)

z+k
k −1e−u(uk)

1
k−1du

= k
z+k

k −1+ 1
k−1

∞∫
0

u
z+k

k −1+ 1
k−1e−udu

= k
z
k

∞∫
0

u
z
k e−udu

= k
z
k lim

b→∞

b∫
0

u
z
k e−udu

olur. Bu ifadede u
z
k = h ve e−udu = dv alınıp kısmi integrasyon uygulandığında

Γk(z+ k) = k
z
k lim

b→∞

[
−u

z
k e−u

b
|
0
+

b∫
0

z
k u

z
k−1e−udu

]

= zk
z
k−1 lim

b→∞

b∫
0

u
z
k−1e−udu

= zk
z
k−1

Γ
( z

k

)
olur. Yukarıda ispatlanılan Γk(z) = k

z
k−1

Γ
( z

k

)
eşitliği kullanıldığında

Γk(z+ k) = zΓk(z)

eşitliği bulunup ispat tamamlanır. Son özelliği göstermek için Γk(z + k) = zΓk(z) eşitlik

kullanılacaktır.

Γk(z+nk)
Γk(z)

= Γk(z+nk−k+k)
Γk(z)

= (z+nk−k)Γk(z+nk−k)
Γk(z)

= (z+nk−k)Γk(z+nk−k−k+k)
Γk(z)
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= (z+nk−k)(z+nk−2k)Γk(z+nk−2k)
Γk(z)

olup işlemler bu şekilde devam ettirildiğinde

Γk(z+nk)
Γk(z)

= Γk(z)
Γk(z)

(z+nk− k)(z+nk−2k) . . .z

= (z)n,k

olup, ispat tamamlanır. Bu özelliklere detaylı olarak [10, 16, 25] den bakılabilir. Şimdi,

(3.1) de tanımlanan k-Gamma fonksiyonu yardımıyla tanımlanan yeni tip Gamma operatörü

sunulacaktır. Burada polinom fonksiyonları olarak az(h) = hz ve ψy,z(h) = (h − y)z,

y ∈ (0,∞) ifadeleri kullanılacaktır. Klasik Gamma fonksiyonunun k-Gamma fonksiyonu

yardımıyla tanımlanmış ifadesi her y ∈ (0,∞), k > 0, p ∈ N, v > 0 için

S∗p(ϕ;y) =
yp+1+ 1

k

Γk(pk+ k+1)

∞∫
0

e−yv(vk)p+ 1
k ϕ

( p
v

)
dv (3.2)

şeklinde oluşturulmuştur ve p > γ için ϕ ∈ Cγ(0,∞) = {ϕ ∈C(0,∞) : ϕ(u) = O(uγ),

u→ ∞} dir. Buradaki C(0,∞), (0,∞) üzerindeki sürekli fonksiyonlar uzayıdır. (3.2)

ifadesinde açık şekilde göründüğü gibi pozitif ve lineerdir. Üstelik k-Gamma fonksiyonu

yardımıyla tanımlanan yeni tip Gamma operatörü sabitleri doğrudan, diğer test

fonksiyonlarını limit durumunda korur.

Şimdi, tezin geri kalanındaki temel teoremlerde kullanılmak üzere aşağıdaki lemma verilip

ispatlanacaktır.

3.1.1. Lemma

y ∈ (0,∞) olsun. Aşağıdaki eşitlikler geçerlidir:

S∗p(a0(h);y) = a0(y),
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S∗p(a1(h);y) =
pk

pk+1
a1(y),

S∗p(a2(h);y) =
(pk)2

(pk+1)(pk− k+1)
a2(y),

S∗p(a3(h);y) =
(pk)3

(pk+1)(pk− k+1)(pk−2k+1)
a3(y),

S∗p(a4(h);y) =
(pk)4

(pk+1)(pk− k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)
a4(y).

İspat

S∗p(a0(h);y) = a0(y) eşitliğini gösterelim.

S∗p(a0(h);y) = S∗p(1;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k dv

= yp+1+ 1
k kp+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k dv

dir. Son eşitlikte yv = tk

k dönüşümü yapılırsa

S∗p(a0(h);y) = kp+ 1
k

yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−
tk
k t pk+1

kp+ 1
k yp+1+ 1

k
tk−1dt

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

S∗p(a0(h);y) = 1
Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−
tk
k t pk+kdt

= a0(y)

dir. Bir sonraki S∗p(a1(h);y) = pk
pk+1a1(y) eşitliğini gösterelim.

S∗p(a1(h);y) = S∗p(h;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p
v dv

= pyp+1+ 1
k kp+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k 1

v dv

dir. Son eşitlikte yv = tk

k dönüşümü yapıldığında
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S∗p(a1(h);y) = pkp+ 1
k

yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)ky 1

kp+ 1
k yp+ 1

k

1
y

∞∫
0

e−
tk
k t pk+1+k−1−kdt

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

S∗p(a1(h);y) = pky
Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−
tk
k t pkdt

= pk Γk(pk+1)
(pk+1)Γk(pk+1)y

= pk
pk+1a1(y)

dir. Bir sonraki S∗p(a2(h);y) = (pk)2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y) eşitliğini gösterelim.

S∗p(a2(h);y) = S∗p(h;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p2

v2 dv

= p2yp+1+ 1
k kp+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k 1

v2 dv

dir. Son eşitlikte yv = tk

k dönüşümü yapıldığında

S∗p(a2(h);y) = p2kp+ 1
k

yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)k
2y2 1

kp+ 1
k yp+ 1

k y

∞∫
0

e−
tk
k t pk+1+k−1−2kdt

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

S∗p(a2(h);y) = p2k2y2

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−
tk
k t pk−kdt

= p2k2 Γk(pk−k+1)
(pk+1)(pk−k+1)Γk(pk−k+1)y

2

= (pk)2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y)

dir. Bir sonraki S∗p(a3(h);y) = (pk)3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)a3(y) eşitliğini gösterelim.

S∗p(a3(h);y) = S∗p(h;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p3

v3 dv



27

= p3yp+1+ 1
k kp+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k 1

v3 dv

dir. Son eşitlikte yv = tk

k dönüşümü yapıldığında

S∗p(a3(h);y) = p3kp+ 1
k

yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)k
3y3 1

kp+ 1
k yp+ 1

k y

∞∫
0

e−
tk
k t pk+1+k−1−3kdt

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

S∗p(a3(h);y) = p3k3y3

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−
tk
k t pk−2kdt

= p3k3 Γk(pk−2k+1)
(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)Γk(pk−2k+1)y

3

= (pk)3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)a3(y)

dir. Son olarak S∗p(a4(h);y) = (pk)4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)a4(y) eşitliğini gösterelim.

S∗p(a4(h);y) = S∗p(h;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p4

v4 dv

= p4yp+1+ 1
k kp+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k 1

v4 dv

dir. Son eşitlikte yv = tk

k dönüşümü yapıldığında

S∗p(a4(h);y) = p4kp+ 1
k

yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)k
4y4 1

kp+ 1
k yp+ 1

k y

∞∫
0

e−
tk
k t pk+1+k−1−4kdt

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

S∗p(a4(h);y) = p4k4y4

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−
tk
k t pk−3kdt

= p4k4 Γk(pk−3k+1)
(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)Γk(pk−3k+1)y

4

= (pk)4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)a4(y)



28

dir ve istenilen sonuç elde edilir. Fonksiyon değerleri genelleştirildiğinde aşağıdaki lemma

elde edilir.

3.1.2. Lemma

y ∈ (0,∞) ve z ∈N olsun. S∗p(a0(h);y) = a0(y) eşitliği göz önünde bulundurularak aşağıdaki

genel formül elde edilir.

S∗p(az(h);y) =
(pk)z

z−1
∏
i=0

(pk− ki+1)
az(y), z = 1,2, . . . .

3.1.3. Lemma

y ∈ (0,∞) olsun. Lemma 3.1.1 kullanılarak aşağıdaki eşitlikler elde edilir:

S∗p(ψy,0(h);y) = 1,

S∗p(ψy,1(h);y) = −1
pk+1a1(y),

S∗p(ψy,2(h);y) = pk2−k+1
(pk+1)(pk−k+1)a2(y),

S∗p(ψy,3(h);y) =
(

p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1) −
3p2k2

(pk+1)(pk−k+1) +
3pk

pk+1 −1
)

a3(y),

S∗p(ψy,4(h);y) =
(

p4k4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1) −4 p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)

+6 p2k2

(pk+1)(pk−k+1) −4 pk
pk+1 +1

)
a4(y).

İspat

S∗p(ψy,0(h);y) = S∗p(1;y) = 1 dir (Lemma 3.1.1 den). z = 1 için gösterelim. ψy,1(h) = h− y

olduğu göz önüne alındığında
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S∗p(h− y;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
( p

v − y
)

dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p
v dv− y yp+1+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k dv

elde edilir. İlk ifade Lemma 3.1.1 den pk
pk+1a1(y) ye, ikinci ifade a1(y) ye eşittir. Buradan

S∗p(h− y;y) = pk
pk+1a1(y)−a1(y)

=
(

pk
pk+1 −1

)
a1(y)

= −1
pk+1a1(y)

dir. İstenilen elde edilir. Bir sonraki S∗p(ψy,2(h);y) = pk2−k+1
(pk+1)(pk−k+1)a2(y) eşitliğini

gösterelim. ψy,2(h) = (h− y)2 olduğu göz önüne alındığında

S∗p((h− y)2;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
( p

v − y
)2 dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k

(( p
v

)2−2
( p

v

)
y+ y2

)
dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p2

v2 dv−2y yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p
v

+y2 yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k dv

elde edilir. İlk ifade Lemma 3.1.1 den p2k2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y) ye, ikinci ifade pk
pk+1a1(y) ye,

üçüncü ifade 1 e eşittir. Buradan

S∗p((h− y)2;y) = p2k2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y)−2 pk
pk+1a2(y)+a2(y)

=
(

p2k2

(pk+1)(pk−k+1) −2 pk
pk+1 +1

)
a2(y)

= pk2−k+1
(pk+1)(pk−k+1)a2(y)
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dir. İstenilen elde edilir. Bir sonraki S∗p(ψy,3(h);y) =
(

p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)

− 3p2k2

(pk+1)(pk−k+1) +
3pk

pk+1 −1
)

a3(y) eşitliğini gösterelim. ψy,3(h) = (h− y)3 olduğu göz

önüne alındığında

S∗p((h− y)3;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
( p

v − y
)3 dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k

(( p
v

)3−3
( p

v

)2 y+3
( p

v

)
y2− y3

)
dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p3

v3 dv−3y yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p2

v2

+3y2 yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p
v dv−y3 yp+1+ 1

k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k dv

elde edilir. İlk ifade Lemma 3.1.1 den p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)a3(y) ye, ikinci ifade
p2k2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y) ye, üçüncü ifade pk
(pk+1)a1(y) ye, dördüncü ifade 1 e eşittir. Buradan

S∗p((h− y)3;y) = p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)a3(y)−3y p2k2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y)+3y2 pk
(pk+1)a1(y)

−y3

=
(

p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1) −3 p2k2

(pk+1)(pk−k+1) +3 pk
pk+1 −1

)
a3(y)

dir. İstenilen elde edilir. Son olarak S∗p(ψy,4(h);y) =
(

p4k4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)

−4 p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1) +6 p2k2

(pk+1)(pk−k+1) −4 pk
pk+1 +1

)
a4(y) eşitliğini gösterelim.

ψy,4(h) = (h− y)4 olduğu göz önüne alındığında

S∗p((h− y)4;y) = yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
( p

v − y
)4 dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k

(( p
v

)4−4
( p

v

)3 y+6
( p

v

)2 y2−4
( p

v

)
y3 + y4

)
dv

= yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p4

v4 dv−4y yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p3

v3 dv
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+6y2 yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p2

v2 −4y3 yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k
p
v dv

+y4 yp+1+ 1
k

Γk(pk+k+1)

∞∫
0

e−yvvp+ 1
k kp+ 1

k dv

elde edilir. İlk ifade Lemma 3.1.1 den p4k4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)a4(y) , ikinci ifade
p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)a3(y) ye, üçüncü ifade p2k2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y) ye, dördüncü ifade
pk

(pk+1)a1(y) ye, beşinci ifade 1 e eşittir. Buradan

S∗p((h− y)4;y) = p4k4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1)a4(y)−4y p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)a3(y)

+6y2 p2k2

(pk+1)(pk−k+1)a2(y)−4y3 pk
(pk+1)a1(y)+y4

=
(

p4k4

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1) −4 p3k3

(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)

+6 p2k2

(pk+1)(pk−k+1) −4 pk
pk+1 +1

)
a4(y)

dir ve ispat tamamlanır.

Ayrıca k ∈ (0,∞) olduğu dikkate alındığında verilen operatörlerin Gamma operatörünün

Schurer tipi genellemesininde bir genellemesi olduğu dikkat edilmelidir. Özel olarak (3.2)

de k = 1
p , p ∈ N alındığında, (2.7) eşitliğindeki Gamma operatörünün Schurer varyantına

dönüşür.

Bu tez boyunca ϕ ∈C(0,∞) için norm olarak ‖ϕ‖= sup{ϕ(y) : y ∈ (0,∞)} kullanılacaktır.

3.1.4. Lemma

ϕ ∈C(0,∞) olsun. Böylece

∥∥S∗p(ϕ;y)
∥∥≤ ‖ϕ‖

elde edilir.
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İspat

Lemma 3.1.1 kullanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

∥∥S∗p(ϕ;y)
∥∥≤ yp+1+ 1

k

Γk(pk+ k+1)

∞∫
0

e−yv(vk)p+ 1
k

∣∣∣ϕ ( p
v

)∣∣∣dv.

Burada gerekli düzenleme yapıldığında

∥∥S∗p(ϕ;y)
∥∥≤ ‖ϕ‖ yp+1+ 1

k

Γk(pk+ k+1)

∞∫
0

e−yv(vk)p+ 1
k dv

= ‖ϕ‖S∗p(a0(h);y)

= ‖ϕ‖

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. Çünkü Korovkin test fonksiyonlarında limit

durumunda normlar korunduğundan [2] Korovkin teoreminden S∗p, T ⊂ (0,∞) kompakt alt

aralığında yaklaşım sürecidir.

3.1.1. Teorem

E =

{
ϕ : lim

y→∞

ϕ

1+y2 = k sabit
}

olmak üzere ϕ ∈ C(0,∞)∩E olsun. (0,∞) un her kompakt

alt kümesinde

lim
p→∞

S∗p(ϕ;y) = ϕ(y)

sağlanır.

İspat

Lemma 3.1.1 den ve z = 0, 1, 2 olduğunda (0,∞) un düzgün her kompakt alt kümesinde

lim
p→∞

S∗p(az(h);y) = az(y)



33

olduğu göze alınarak [2] Korovkin teoremi şartları gereği istenilen elde edilir.

3.2. Voronovskaya Teoremi

Bu bölümde aşağıdaki Voronovskaya teoremini kurarak (S∗p)p≥1 operatörünün davranışı

gösterilecektir.

3.2.2. Teorem

ϕ
′
,ϕ
′′ ∈C(0,∞) olmak üzere ϕ ∈C(0,∞) olsun. Aşağıdaki limit durumu korunur:

lim
p→∞

p[S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)] =−1
k

yϕ
′
(y)+

1
2

y2
ϕ
′′
(y).

İspat

Ω(h,y) = ϕ
′′
(δ )−ϕ

′′
(y)

2 olmak üzere Taylor formülü kullanılarak

ϕ(h) = ϕ(y)+ϕ
′
(y)(h− y)+

1
2

ϕ
′′
(y)(h− y)2 +Ω(h,y)(h− y)2 (3.3)

dir. Buradaki δ ifadesi y ve h arasında uzanır ve lim
h→y

Ω(h,y) = 0 dır. (3.3) eşitliğine (S∗p)p≥1

operatörü uygulandığında

S∗p(ϕ;y) = ϕ(y)+ϕ
′
(y)S∗p((h− y);y)+

1
2

ϕ
′′
(y)S∗p((h− y)2;y)+S∗p(Ω(h,y)(h− y)2;y)

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra eşitliğin her iki tarafı p ile çarpıldığında

p[S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)]=ϕ
′
(y)pS∗p((h−y);y)+

1
2

ϕ
′′
(y)pS∗p((h−y)2;y)+ pS∗p(Ω(h,y)(h−y)2;y),

elde edilir. Limit durumunda bu denklem
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lim
p→∞

p[S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)] = ϕ
′
(y) lim

p→∞
pS∗p((h− y);y)+

1
2

ϕ
′′
(y) lim

p→∞
pS∗p((h− y)2;y)

+ lim
p→∞

pS∗p(Ω(h,y)(h− y)2;y)

dir. Lemma 3.1.3 den

lim
p→∞

pS∗p((h− y);y) = lim
p→∞

p
[
−1

pk+1

]
y =
−1
k

y

ve

lim
p→∞

pS∗p((h− y)2;y) = lim
p→∞

p
[

pk2− k+1
(pk+1)(pk− k+1)

]
y2 = y2

değerleri bilinir. Bu ifadeler kullanıldığında

lim
p→∞

p[S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)] =
−1
k

yϕ
′
(y)+

1
2

ϕ
′′
(y)y2 + lim

p→∞
pS∗p(Ω(h,y)ψy,2(h);y) (3.4)

dir. (3.4) denkleminin sağ tarafının limit durumunda sıfıra eşit olduğunu gösterelim. Cauchy-

Schwarz eşitsizliğinden

pS∗p(Ω(h,y)ψy,2(h);y))≤
√

S∗p(Ω2(h,y);y)
√

p2S∗p(ψy,4(h);y) (3.5)

dir. Bu ifadeye Ω2(y,y) = 0 ve Ω(.,y), h ∈ (0,∞) da sürekli, h → ∞ da sınırlı ve

S∗p(ψy,4(h);y) = 3p2k4+p(18k4−22k3+6k2−6k3+11k2−6k+1
(pk+1)(pk−k+1)(pk−2k+1)(pk−3k+1) olmak üzere

S∗p(ψy,4(h);y) = O
(

1
p2

)

olduğu göz önüne alınıp Korovkin teoremi kullanıldığında

lim
p→∞

S∗p(Ω
2(h;y),y) = Ω

2(y,y) = 0, (3.6)

elde edilir. (3.5) ve (3.6) ifadeleri (3.4) denkleminde yazıldığında ispat tamamlanır.
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3.3. Ağırlıklı Yaklaşım

(3.2) operatörünün ağırlıklı yaklaşımı için Korovkin teoremi bu bölümde verilecektir. Bunu

göstermek için [11] Gadjiev tarafından verilen teorem kullanılacaktır. Her y ∈ [0,∞) için

lim
|y|→∞

ϑ(y) = ∞, ϑ(y)≥ 1 olmak üzere ϑ(y) = 1+ y2 fonksiyonu R üzerinde sürekli ağırlık

fonksiyonu olarak kabul edelim. R üzerinde |ϕ(y)| ≤ Nϕϑ(y) özelliği ϕ reel değerli

fonksiyonu için ağırlıklı uzayı temsil eder. Bu alt uzay

Bϑ [0,∞) =
{

ϕ : [0,∞)→ [0,∞) : |ϕ(y)| ≤ Nϕϑ(y),y ∈ [0,∞)
}

olup Nϕ , ϕ fonksiyonuna bağlı bir sabittir. Bϑ [0,∞) ağırlıklı alt uzayında

Cϑ [0,∞) = {ϕ ∈ Bϑ [0,∞) : ϕ, R de sürekli }=C[0,∞)∩Bϑ [0,∞)

dir. Son olarak lim
|y|→∞

ϕ(y)
ϑ(y) in mevcut ve sonlu olduğu tüm ϕ ∈Cϑ [0,∞) için diğer bir alt uzay

Cκ
ϑ [0,∞) =

{
ϕ ∈Cϑ [0,∞) : lim

|y|→∞

ϕ(y)
ϑ(y)

= κϕ var ve sınırlı
}

dir. κϕ ,φ fonksiyonuna bağlı sabittir. Yukarıdaki üç fonksiyon uzayının tümü

‖ϕ‖
ϑ
= sup

y∈[0,∞)

|ϕ(y)|
ϑ(y)

ile donatılmış normlu uzaylardır.

3.3.5. Lemma

ϕ ∈Cϑ (0,∞) olsun. S∗p(ϕ) operatörü için

∥∥S∗p(ϕ)
∥∥

ϑ
≤C‖ϕ‖

ϑ

olup bu lemma değiştirilmiş S∗p(ϕ) operatör dizisinin Cϑ (0,∞) den Bϑ (0,∞) a bir yaklaşım

süreci olduğunu gösterir.
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İspat

Bu lemmanın istenilen sonucu Lemma 3.1.1 ve modifiye edilmiş Gamma operatörünün

özelliklerinden kolayca elde edilir.

3.3.3. Teorem

ϕ ∈Cϑ (0,∞) olsun. Modifiye edilmiş Gamma operatörü için aşağıdaki eşitlik geçerlidir.

lim
p→∞

∥∥S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)
∥∥

ϑ
= 0.

İspat

[10] daki teorem kullanılarak lim
p→∞

∥∥S∗p(az;y)−az
∥∥

ϑ
= 0, z = 0, 1, 2 için denkliğin

sağlandığını göstermek yeterli olacaktır. z = 0 için
∥∥S∗p(a0;y)−a0

∥∥
ϑ
= 0 dır. Şimdi

z = 1, 2 durumlarını inceleyelim. Bu durumlar için gerekli sonuçlar kullanıldığında

∥∥S∗p(a1;y)−a1
∥∥

ϑ
= sup

y∈(0,∞)

∣∣S∗p(a1;y)−a1
∣∣

1+ y2 = sup
y∈(0,∞)

∣∣∣ pk
pk+1y− y

∣∣∣
1+ y2

≤
∣∣∣∣ pk

pk+1
−1
∣∣∣∣ sup

y∈(0,∞)

y
1+ y2 .

≤
∣∣∣∣ 1

pk+1

∣∣∣∣
elde edilir. Eğer bu ifadenin p→ ∞ limiti alınırsa

lim
p→∞

1
pk+1

= 0

dir.

∥∥S∗p(a2;y)−a2
∥∥

ϑ
= sup

y∈(0,∞)

∣∣S∗p(a2;y)−a2
∣∣

1+ y2 = sup
y∈[0,∞)

∣∣∣ p2k2

(pk+1)(pk−k+1)y
2− y2

∣∣∣
1+ y2
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≤
∣∣∣∣ p2k2

(pk+1)(pk− k+1)
−1
∣∣∣∣ sup

y∈(0,∞)

y2

1+ y2

≤
∣∣∣∣ pk2−2pk+ k−1
(pk+1)(pk− k+1)

∣∣∣∣
dir. Eğer bu ifadenin p→ ∞ limiti alınırsa

lim
p→∞

pk2−2pk+ k−1
(pk+1)(pk− k+1)

= 0

elde edilir. Yukarıda elde edilen denklemler sonucunda ispat tamamlanır.

3.4. Yaklaşım Hızı

Modifiye edilmiş Gamma operatörünün yaklaşım hızının hesabı süreklilik modülü, Petree

K -fonksiyoneli ve Lipschitz sınıfından fonksiyonlar ile yapılacaktır. Şimdi S∗p(ϕ;y)

operatörünün klasik Gamma operatöründen daha iyi hata tahminine sahip olduğu

gösterilecektir. Bu hedef ışığında aşağıdaki tanımlar verilecektir. y0 ≥ 0 olmak üzere

ϕ ∈C(0,y0] olsun. ωy0(ϕ;δ ) ile gösterilen ϕ fonksiyonuna ait süreklilik modülü ve δ keyfi

pozitif sayı olmak üzere

ωy0(ϕ,δ ) = sup
|h−y|≤δ

y, h ∈ [0, y0]

|ϕ(h)−ϕ(y)|

şeklindedir. ωy0(ϕ,δ )→ 0 süreklilik modülü ϕ ∈ CB(0,∞) fonksiyonu için δ → 0 olduğu

kolayca anlaşılır. Buradaki CB(0,∞), (0,∞) aralığındaki tüm sınırlı ve sürekli fonksiyon

uzayıdır. ϕ nin C(0,y0] sürekli fonksiyon uzayında olması için gerek ve yeter şart

lim
δ→0

ω(ϕ;δ ) = 0 olmasıdır ve keyfi δ > 0 ile her h ∈ (0,y0] için

|ϕ(h)−ϕ(y)| ≤ ωy0(ϕ;δ )
(

1+ |h−y|
δ

)
sağlanmaktadır. Şimdi (S∗p)p≥1 için yaklaşım oranı teoremine bakılacaktır.
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3.4.4. Teorem

y0 > 0 ve ϕ ∈ CB(0,∞) için ωy0+1(ϕ;δ ), (0,y0 + 1] ⊂ (0,∞) aralığında süreklilik modülü

olsun. Aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:

∣∣S∗p(ϕ;y)−φ(y)
∣∣≤ 3Nϕ

(
pk2− k+1

(pk+1)(pk− k+1)

)
y2

0(1+ y0)
2

+2ωy0+1

(
ϕ,

√
pk2− k+1

(pk+1)(pk− k+1)
y2

0

)
(3.7)

Buradaki Nϕ ,ϕ ye bağlı sabittir.

İspat

ϕ ∈CB(0,∞), 0 < y≤ y0 ve h > y0 +1 olsun. Buradan elde edilebilir ki h− y > 1 için

|ϕ(h)−ϕ(y)| ≤ |ϕ(h)|+ |ϕ(y)|

≤ 3Nϕ(h− y)2(1+ y0)
2

dir. 0 < y≤ y0 ve ϕ ∈CB(0,∞) olsun. Buradan h≤ y0 +1 aşağıdaki eşitsizlik sağlanır

|ϕ(h)−ϕ(y)| ≤ ωy0+1(ϕ, |h− y|)≤ ωy0+1(ϕ,δ )

(
1+

1
δ
|h− y|

)
.

Bunun sonucunda yukarıdaki eşitsizlik 0 < y≤ y0 ve 0≤ h < ∞ için

|ϕ(h)−ϕ(y)| ≤ 3Nϕ(h− y)2(1+ y0)
2 +ωy0+1(ϕ,δ )

(
1+

1
δ
|h− y|

)
. (3.8)

(3.8) de S∗p tanımı ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğine başvurulduğunda

∣∣S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)
∣∣≤ 3NϕS∗p((h− y)2;y)(1+ y0)

2 +ωy0+1(ϕ,δ )

(
1+

1
δ

√
S∗p((h− y)2;y)

)
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≤ 3Nϕ

(
pk2−k+1

(pk+1)(pk−k+1)

)
(1+ y0)

2 +2ωy0+1

(
ϕ,

√(
pk2−k+1

(pk+1)(pk−k+1)

)
y2

0

)

elde edilir. δ =

√(
pk2−k+1

(pk+1)(pk−k+1)

)
y2

0 seçildiğinde ispat tamamlanır.

3.4.5. Teorem

(3.2) de tanımlanan S∗p operatörü herhangi bir ϕ ∈CB(0,∞) fonksiyonu için

∣∣S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)
∣∣≤ 1

2
√

τ(2+
√

τ)‖ϕ‖C2
B(0,∞) ,

dur. Burada ki τ, Lemma 3.1.3 deki S∗p(ψy,2;y) dir.

İspat

ϕ ∈ CB(0,∞) olsun. Genişletilmiş ortalama değer teoremi daha sonra Taylor serisi açılımı

uygulanarak

ϕ(h) = ϕ(y)+ϕ
′
(y)(h− y)+

1
2

ϕ
′′
(ξ )(h− y)2,

elde edilir ve buradaki ξ , y ile h arasındadır. Buradan

|ϕ(h)−ϕ(y)| ≤ N1|h− y|+ 1
2

N2(h− y)2

gelir. Burada (2.2) den dolayı

N1 = sup
y∈(0,∞)

|ϕ
′
(y)|= ||ϕ

′
||CB(0,∞)

≤ ||ϕ||
C2

B(0,∞)
,

N2 = sup
y∈(0,∞)

|ϕ
′′
(y)|= ||ϕ

′′
||CB(0,∞)

≤ ||φ ||
C2

B(0,∞)
,

dir. Bunun sonucunda

|ϕ(h)−ϕ(y)| ≤
(
|h− y|+ 1

2
(h− y)2

)
||ϕ||

C2
B(0,∞)
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dir. Sonra

∣∣S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)
∣∣= ∣∣S∗p(ϕ(h)−ϕ(y);y)

∣∣≤ S∗p(|ϕ(h)−ϕ(y)|;y),

ve S∗p(|h− y|;y)≤ S∗p((h− y)2;y)
1
2 =
√

τ olup

∣∣S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)
∣∣≤ (S∗p(|h− y|;y)+

1
2

S∗p((h− y)2;y)
)
||ϕ||

C2
B(0,∞)

≤ 1
2
√

τ(2+
√

τ)||ϕ||
C2

B(0,∞)
.

istenilen elde edilir.

3.4.6. Teorem

(3.2) de tanımlanan S∗p(.; .) oeratörü ele alınsın. Herhangi ϕ ∈CB(0,∞) için

∣∣S∗p(ϕ ;y)−ϕ (y)
∣∣≤ 2N

{
ω2

(
ϕ ;
√

∆p,y

)
+min(1 ,∆p,y )|| ϕ ||CB(0,∞)

}
geçerlidir. N, pozitif bir sabit, ∆p,y =

√
τ(2+

√
τ)/2 ve τ = S∗p(ψy,2;y) dir.

İspat

Teorem 3.4.5 kullanarak ispatlanacaktır. κ ∈C2
B(0,∞) olsun. Buradan

∣∣S∗p(ϕ ;y)−ϕ (y)
∣∣≤ |S∗p(ϕ−κ;y)|+ |S∗p(κ;y)−κ(y)|+ |ϕ(y)−κ(y)|

≤ 2||ϕ−κ||CB(0,∞)
+

1
2
√

τ(2+
√

τ)|| κ ||C2
B(0,∞)

≤ 2
(
||ϕ−κ||CB(0,∞)

+
1
4
√

τ(2+
√

τ)|| κ ||C2
B(0,∞)

)
dir. Son eşitsizliğin sağ tarafındaki tüm κ ∈ C2

B(0,∞) üzerinde infimum alarak ve (2.4) ü

kullanarak

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ 2K∗2

(
φ ;
√

τ(2+
√

τ)

4

)
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elde edilir. (2.6) denklemi kullanılarak ispat tamamlanır.

3.5. Noktasal Yaklaşım

S∗p(ϕ;y) nin yakınsama hızının bazı noktasal yaklaşımlarına bakalım. İlk başta, yerel

yaklaşım ile fonksiyonun yerel düzgünlüğü arasındaki ilişki verilecektir. Bu doğrultuda

aşağıdaki tanımlar ifade edilmiştir. s ∈ (0,1] ve Î⊂ (0,∞) olsun. Bu durumda aşağıdaki

|ϕ(v)−ϕ(y)| ≤ Nϕ,s|v− y|s,v ∈ [0,∞) ve y ∈ Î

koşul sağlanırsa bir ϕ ∈ CB(0,∞) fonksiyonu Î üzerinde LipNϕ
(s) olarak adlandırılacaktır.

Buradaki Nϕ,s, ϕ ve s ye bağlı bir sabittir.

3.5.7. Teorem

s ∈ (0,1] ve Î⊂ (0,∞) olmak üzere ϕ ∈CB(0,∞) ∩ LipNϕ
(s) olsun. Bu durumda

|S∗p(ϕ;y)−φ(y)| ≤ Nϕ,s

[(
pk2− k+1

(pk+1)(pk− k+1)
a2(y)

)s/2

+2(d(y, Î))s

]

dır. Nϕ,s yukarıda verilmiş olup d(y, Î), y ve Î arasındaki uzaklık

d(y, Î) = inf{|v− y|,v ∈ Î}

olarak tanımlanır.

İspat

Î kümesinin kapanışı Ï olarak tanımlansın. O halde

d(y, Î) = |y− v0|
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sağlandığı en az bir v0 noktası vardır. (S∗p)p≥1 in monotonluk özelliğinden dolayı

|S∗p(ϕ;y)−φ(y)| ≤ S∗p(|ϕ(v)−ϕ(v0)|;y)+S∗p(|ϕ(y)−ϕ(v0)|;y)

≤ Nϕ,s
[
S∗p(|v− v0|s;y)+ |y− v0|s

]
≤ Nϕ,s

[
S∗p(|v− y|s;y)+2|y− v0|s

]
dir. Hölder eşitsizliği tanımından

|S∗p(ϕ;y)−φ(y)| ≤ Nϕ,s

[
S∗p(|v− y|2;y)s/2 +2(d(y, Î))s

]

= Nϕ,s

[(
pk2− k+1

(pk+1)(pk− k+1)
a2(y)

)s/2

+2(d(y, Î))s

]
elde edilir ve teorem ispatlanmış olur.

Şimdi modifiye edilmiş Gamma operatörünün yerel doğrudan yaklaşımını belirlemeye

çalışılacakır. [21] den s. dereceden Lipschitz tipi maksimum fonksiyonu

∼
ωs(ϕ,y) = sup

0≤v<∞, v6=y

|ϕ(v)−ϕ(y)|
|v− y|s

şeklindedir. Burada s ∈ (0,1] ve y ∈ (0,∞) dur.

3.5.8. Teorem

ϕ ∈CB(0,∞) ve
∼
ωs ∈ (0,1] için aşağıdaki eşitsizlik y ∈ (0,∞) sağlanır.

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤
∼
ωs(ϕ,y)S∗p

(
pk2− k+1

(pk+1)(pk− k+1)
a2(y)

)s/2

İspat

∼
ωs(ϕ,y) tanımı ve Hölder eşitsizliği sayesinde

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ S∗p(|ϕ(v)−ϕ(y)|;y),
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≤
∼
ωs(ϕ,y)S∗p(|v− y|s;y),

≤
∼
ωs(ϕ,y)S∗p(|v− y|2;y)s/2,

≤
∼
ωs(ϕ,y)S∗p

(
pk2− k+1

(pk+1)(pk− k+1)
a2(y)

)s/2

dir. Sonuç olarak ispat tamamlanır.

Şimdi son olarak [21] de α, β > 0 olan iki parametreli Lipschitz uzayı hatırlatılacaktır. Bu

uzay

Lipα,β
N (s) =

(
ϕ ∈C(0,∞) : |ϕ(v)−ϕ(y)| ≤ N

|v− y|s

(αy2 +βy+ v)s/2 ,y,v ∈ (0,∞)

)

şeklindedir. Burada s ∈ (0,1] ve N pozitif sabittir.

3.5.9. Teorem

ϕ ∈ Lipα,β
N (s) ve y ∈ (0,∞) için α,β > 0 olmak üzere

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ N


[

pk2−k+1
(pk+1)(pk−k+1)

]
a2(y)

αy2 +βy


dir.

İspat

Bu ispat iki kısma ayrılarak yapılacaktır. ϕ ∈ Lipα,β
N (s) ve y ∈ (0,∞) olmak üzere ilk olarak

s = 1 için gösterilecektir. Buradan

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ S∗p(|ϕ(v)−ϕ(y)|;y)

≤ NS∗p

(
|v− y|√

αy2 +βy+1;y

)

≤ N√
αy2 +βy

S∗p (|v− y|;y)
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dir. Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulandığında

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ N√
αy2 +βy

[
S∗p(|v− y|2;y)

]1/2

≤ N


[

pk2−k+1
(pk+1)(pk−k+1)

]
a2(y)

αy2+βy

1/2

elde edilir ve s = 1 için sağladığı gösterilmiş olur. Şimdi de s ∈ (0,1) için gösterilecektir.

ϕ ∈ Lipα,β
N (s) ve y ∈ (0,∞) için

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ N
(αy2 +βy)s/2 S∗p(|v− y|s;y)

elde edilir. Hölder eşitsizliği uygulanarak

|S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)| ≤ N
(αy2 +βy)s/2 S∗p(|v− y|s;y)

≤ N
(αy2+βy)s/2 (S

∗
p(|v− y|;y))s

olur. Son olarak Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanıldığında

|S∗p(ϕ;y)−φ(y)| ≤ N
(αy2 +βy)s/2 (S

∗
p(|v− y|2;y))s/2

≤ N


[

pk2−k+1
(pk+1)(pk−k+1)

]
a2(y)

αy2+βy

s/2

elde edilir ve ispat tamamlanır.

α = 1 ve β = 0 durumu için aşağıdaki sonuç elde edilir.
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3.5.1. Sonuç

Özel sabit parametreler α = 1 ve β = 0 için parametrik Lipschitz uzayındaki noktasal

yaklaşım ϕ ∈ Lip1,0
N ve y ∈ (0,∞) için

∣∣S∗p(ϕ;y)−ϕ(y)
∣∣≤ N

(
pk2−k+1

(pk+1)(pk−k+1)

)
elde edilir.
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4. SAYISAL ÖRNEKLER

Tezin bu bölümünde S∗p(ϕ;y) in iki boyutta yakınsama oranını doğrulamak için bazı sayısal

örnekler sunulacaktır. ( Şekil 1 de p = 10, Şekil 2 de k = 3 sabit alınmıştır). Örnekte S∗p(ϕ;y)

ile klasik Gamma operatörü kıyaslanmıştır. ϕ : [0,10]→ [0,∞) için S∗p(ϕ;y) ve ϕ(y) = y2e−y

fonksiyonlarına bakılacaktır.

Şekil 4.1. Sırasıyla k = 1
3 , 1, 3, 30 için S∗p operatörünün grafiği ve p = 10 olarak

sabitlenmiştir. ( k = 1
3 için mavi, k = 1 için turuncu, k = 3 için yeşil, k = 30 için

kırmızı, ϕ(y) için mor gösterilmiştir).

Şekil 4.2. Sırasıyla p = 10, 20, 60 için S∗p operatörünün grafiği ve k = 3 olarak
sabitlenmiştir. ( p = 10 için mavi, p = 20 için turuncu, p = 60 için yeşil, ϕ(y)
için kırmızı gösterilmiştir).
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Şekil 1 de operatörün k değeri büyüdükçe (p = 10 sabittir) fonksiyona yaklaştığı

görülmektedir. Şekil 2 de operatörün p değeri büyüdükçe (k = 3 sabittir) fonksiyona

yaklaştığı görülmektedir.
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5. SONUÇ

k-Gamma fonksiyonu yardımıyla yeni tip Gamma operatörü tanımlanmıştır. Operatörün

Korovkin teoremi koşulları sağlanmıştır. Sonra Voronovskaya tip teorem, ağırlıklı yaklaşım,

yaklaşım oranı ve noktasal yaklaşım yapılmıştır. Son olarak yaklaşımını doğrulatmak için

sayısal örnekler verilmiştir. Bu örnekler sonucunda k-Gamma yardımıyla tanımlanan yeni

tip Gamma operatörünün daha iyi bir yaklaşım davranışına sahip olduğu gösterilmiştir.
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