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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilan simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
Sp(@y) Klasik Gamma operatorii
Sp(9:y) Modifiye edilmis Gamma operatorii
Ik (2) k-Gamma fonksiyonu
a,(h), yy Polinom fonksiyonlar1

d(y,I) y ve I arasindaki uzaklik
ol ¢’nin normu
H(pHC%3 (0.00) C2(0,0) igin ¢ fonksiyonun normu
No ¢ ye bagl sabit
B (y) R de siirekli agirlik fonksiyonu
C(0,00 (0,0) araliginda siirekli fonksiyonlar uzayi
By[0,) Cl0,00) uzaymn sinirli agirlikl alt uzay1
Cy0,00) By[0,00) uzayimn siirekli agirlikli alt uzayi
C5[0,) Cy0,00) uzaymnin agirlikli alt uzayi
oy, (¢, 90) ¢ fonksiyonunun standart siireklilik modiilii
Cg(0,00) (0,00) araligindaki tiim sinirh ve siirekli fonksiyon uzay1
C%(0,) 2 kez tiirevi siirekli olan fonksiyon uzay1
o(p,0 Siireklilik modiilii
2 (9,9) Ikinci dereceden siireklilik modiilii
K3(9,6) Peetre .# - fonksiyoneli
os(@,y) Lipschitz tipi maksimum fonksiyonu
Lipg’ﬁ (s) Iki parametreli Lipschitz fonksiyonlar uzay1
Kisaltmalar Aciklamalar

Es. Esitlik/Esitsizlik



1. GIRIS

Yaklagim teorisi matematiksel analizin énemli konulardan biridir. Bu konu ile ilgilenen
cogu matematikgi tarafindan Gamma operatorleri hakkinda galismalar yapilmistir. Bu tezde
de bu Onemli operatoriin k-Gamma yardimiyla tanimlanan yeni tip operatorii iizerinde
durulmustur. Bu yeni tamimlanan Gamma operatorii, stirekli fonksiyonlara daha iyi
yaklagim 6zelligi oldugunu gostermistir. Bu 6zellik niimerik 6rnekler ile test edilmis ve

dogrulanmusgtir.
Bu tez, bes kistmdan olugsmaktadir.

Birinci kistm olan giris bolimii tez icindeki ana baghiklart ifade etmek amaciyla

hazirlanmagtir.

Ikinci kisim, tezde siklikla karsilagilacak olan tanimlara, teoremlere, yaklasim ozellikleri ve

ispatlarina, Gamma operatorii ve bazi genellestirmelerine ayrilmigtir.

Uciincii kisimda, k-Gamma fonksiyonu yardimiyla tanimlanan yeni tip Gamma operatorii
ifade edilmistir. Ilk olarak S;((p; y) ile gosterilen bu operatoriin Korovkin teoreminin
kosullarin1 sagladigr gosterilmigtir. Yaklagim ozellikleri tanitilmisti. Daha sonra agirlikli
yaklagim, yaklasim hizi ve noktasal yaklasim incelenmistir. Bu incelemeler sirasinda
stireklilik modiili, Peetre .- fonksiyoneli ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar tercih

edilmistir.

Dordiincii kistmda yaklasim 6zelliklerini sagladigini gostermek i¢in sayisal 6rnekler verilmis

ve son kisim sonug boliimiine ayrilmistir.






2. TANIMLAR ve TEOREMLER

Burada, ihtiya¢ duyulan bilgiler ve teoremler verilecektir. Bu tanmimlar ve teoremler genel

halde gecerli oldugu i¢in cogunda kaynak verilmemistir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler Ile Ilgili Temel Kavramlar

2.1.1. Tanim (Lineer Uzay)

X, bos olmayan bir ciimle ve K, reel veya karmasik sayilar kiimesi olsun. Eger asagidaki

sartlar saglaniyorsa ) ye K iizerinde lineer uzay veya vektor uzayi denir [18].

(1) x,+ islemine gore degismeli gruptur. Yani
(a) Vk,l € yicink+1 € yx dir
(b) Vk,l,me yigink+ (I+m)=(k+1)+me x dir.
(¢) Vk e yicin k+ 0 = 0 + k = k olacak sekilde 6 € y vardur.
(d) Vk € yxigink+ (—k) = (—k)+k = 6 olacak sekilde —k € x vardir.
(e) Vk,leyicink+Il=1+ke y dir

(ii) k,l € x ve A,y € K olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
(a) Ak €y dir
(b) A(k+1)=Ak—+ Al dir.
(©) (A+7)k=Ak+ yk dir.
(d) 1.k =k.1 =k dir. Burada 1, K’nin birim elemandir.

2.1.2. Tanim (C(0, o) Uzay1)

(0, o) aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli olan fonksiyonlar uzay1 C(0, ) ile gosterilmektedir

[4].



2.1.3. Tanim (Cg(0,0) Uzayn)

(0,00) aralig: tizerinde tanimli tiim sinirh ve siirekli olan fonksiyonlar uzayr Cg(0,00) ile

gosterilmektedir [5].

2.1.4. Tanim (C%(0,00) Uzay1)

(0,00) araligi iizerinde iki kez tiirevi siirekli olan fonksiyonlar uzayr C3(0,0) ile

gosterilmektedir ve tanimi

C3(0,2) = {9 € Cp(0,%9) : 9,9 € Cp(0,9) | @.1)
seklindedir [5].

2.1.5. Tamim (Norm)

X, bir lineer uzay olsun. || || : ¥ — R fonksiyonunun k’deki degerini ||| ile gosterelim. Bu

fonksiyon asagidaki sartlar1 sagliyorsa || || fonksiyonuna y iizerinde norm denir.

i) [k} =0

i) [k =0 <= k=0

iti) || bk|| = ] |||

) [l < [[kI[ + 1]

Eger bir lineer uzay lizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya normlu uzay denir [18].
2.1.6. Tamm (|| @ || (0 o) Normu)

Cp(0,00) uzay1 i¢in ¢ fonksiyonunun normu ||¢|| C5(0,00) 1le gosterilmektedir [8]. Asagidaki



sekilde tanimlanir:

10llcy(00) = sup |@()]. (2.2)
y€(0,00)

2.1.7. Tamim (||q0||c§(07°°) Normu)

C%(0,00) uzay1 igin ¢ fonksiyonunun normu ||¢|| C2(0.9) ile gosterilmektedir [8]. Asagidaki

gibi tanimlanir:
H(pHC%;(O,oo) = ”(pHCB(O,oo) + H(p HCB(oym) + H(p HCB(QDO)' (23)
2.1.8. Tanim (Diizgiin Yakinsaklik)

(hy,), Y C R iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlairn bir dizisi olsun. Eger her € > 0
verildiginde , her no < n ve herbiry € Y i¢in |h,(y) — h(y)| < € esitsizliginin sagladig1 en az
bir ng sayis1 varsa, (h,) fonksiyon dizisinin & fonksiyonuna Y iizerinde diizgiin yakinsaktir

denir [4].

2.1.9. Tanim (Noktasal Siireklilik)

B C R ve h: B— R bir fonksiyon ve b € B olsun. & fonksiyonu b noktasinda siirekli olmast
icin gerek ve yeter kosul Ve > 0O icin en az bir & > 0 vardir Oyle ki
ly—b| < & ise|h(y) — h(b)| < € dur [18].

2.1.10. Tamim (Diizgiin Siireklilik)
B C R ve h: B — R bir fonksiyon olsun. & fonksiyonu B iizerinde diizgiin siirekli olmas1

icin gerek ve yeter kogul Ve > 0 i¢in 36 > 0 vardir 6yle ki |y —¢| < & esitsizligini saglayan
Vy,t € Bigin |h(y) — h(t)| < € dur [18].



2.1.11. Tamim (Operator)

X ve Y reel degerli fonksiyon uzaylari olsun. y : X — Y seklinde tanimlanan doniisiimlere

operator denir [27].

2.1.12. Tamim (Lineer Operator)

X veY ayn1 M cismi lizerinde iki lineer uzay ve y : X — Y seklinde tanimli ¥ operatorii olsun.

Vk, 1 € X ve Vv,y € M igin x(vk+7yl) = vy (k) + vx(l) esitligini sagliyorsa, ) operatoriine

X den Y’ye bir lineer operator denir [4].

2.1.13. Tamim (Pozitif Operator)

X ve Y vektor uzaylar1 ve } : X — Y lineer operator olsun. ) operatoriiniin y noktasindaki

degeri x,(k;y) olarak gosterilir. X uzayindan alinan V k > 0 fonksiyonu igin ,(k;y) > 0 ise

X operatoriine pozitif operator denir [27].

2.1.14. Tamim (Lineer Pozitif Operator)

Lineer operatorler kiimesi icinde bir alt smif olan pozitif operatorler vardir.
Xt ={keX,k(y) >0} veY" ={l€Y,I(y) >0} olsun. Eger X uzayinda tanimlanmis x
lineer operatorii X' kiimesindeki herhangi bir k fonksiyonunu pozitif fonksiyona

doniistiiriiyor ise )y operatoriine lineer pozitif operator denir [18].

2.1.1. Lemma

x : X — Y lineer pozitif operator olsun. k,/ € X olmak {iizere her ¢ icin
k(t) < I(t) iken x(k(¢);y) < x(I(¢);y) dir ve buna y lineer operatdriiniin monotonluk
ozelligi denir. Ayrica y’nin monotonluk dzelliginden |y (k;y)| < x(|k|;y) esitsizligi saglanir
[18].



2.1.15. Tamim (Lineer Pozitif Operatorlerde Sinirlilik)

(X, |I.1l;) ve (Y,]-]l,) normlu uzaylar, D()x) C X olmak iizere x : D(x) — Y lineer bir
operator olsun. Yy € D(y) i¢in H xsz < c|ly||, olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 mevcutsa

operatoriine sinirli lineer operator denir [4].

2.1.16. Tamim (Lineer Pozitif Operatorlerde Siireklilik)

X ve Y normlu uzaylar D() C X olmak tizere x : D()) — Y lineer bir operator olsun. Bu

durumda y siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sinirli olmasidir [4].

2.2. Korovkin Teoremi

Cla,b] uzay1 iizerinde tanimlanan bir (),),>; pozitif lineer operator dizisinin bir yaklasim
siireci, “ yani; [a,b] aralig1 tizerinde her h € Cla,b] i¢in (),)(h) = h yakinsamasinin [a, ]

tizerinde diizgiin olup olmadiginm1 gosteren yontemdir.

2.2.1. Teorem

h € Cla,b] ve reel eksenin tamaminda sinirlt |h(y)| < Nj, olsun. Eger x,(h(k);y) pozitif ve

lineer bir operator dizisi [a,b] araligindaki her y i¢in
D) xn(Ly) =1
(i) xn(k:y) =y

(i) (k%) =2 y?

kosullarim saghyorsa, [a,b] de x,(h;y), h fonksiyonuna diizgiin yakinsar [1].



Ispat

h € Cla,b] olsun. Siireklilik tanimindan dolay1

k—y| <6 =>[h(k) —h(y)| <&

gerceklenir. |k —y| < 6 oldugundan ve iiggen esitsizliginden dolay1
[R(k) = h(y)| < [A(k)[+[R(y)| < 2N,

gerceklenir. Diger taraftan

k—
!k—y|25:>%21

(k=y)? < Ik

olacagindan “—%; == > 1 saglanr.

(k—y)*
62

[h.(k) = ()| < 2Nj, < 2N,

yazilabilir. O halde

k—y| <& =|h(k)—h(y) <e

veE

2
dir. [k—y| > 6 ise 2N, (kgzy L >0 oldugundan yukaridaki esitsizlik yine saglanir. Eger (i),



(if) ve (iii) kosullarini saglayan () operator dizisinin

Tim [ (1 (K):) A () gy =0

esitligini de sagladig1 gosterilirse ispat tamamlanir.

Lineerlikten

X (R (k)5 y) =R (V)| = [xn (R (K)53) + 20 (R () 53) — Xn (R (¥)5¥) — R (Y)]
= 2% (R (k) = h());y) + 1 (y) (X (1;y) = 1)

dir. Uggen esitsizligi uygulandiginda

20 (R (K)5) =k ()] < [ 20 (R (k) = R (7);9) [+ 1R ()] 1262 (15) = 1

olur. Diger yandan lineer pozitif operatorlerin monoton artanligindan yani i (k) —h(y) <

|h (k) — h(y)| 6zelliginden dolay1

|20 (R (k) = h()):3)| < %0 (|h (k) = h(y)|:y)]

elde edilir. Operatoriin pozitif olmasindan ve |A (k) —h(y)| > 0 esitsizliginden dolay1

20 (11 (k) = () [:3) = 2 (| (k) = (y)

;y)

dir. Bu durumda

[Xn (B (k) 59) —h ()] < xn (|1 (k) =R () [53) + R ()] X0 (1) — 1]

oldugu gosterilebilir ve

X (B (k) 59) = h (¥)] < xn (|1 (k) =R (V) [53) + Ni | xn (1) — 1
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yazilabilir. (),) operatdriiniin monoton artanligindan

2
Xn (R (k)3 y) —h(¥)] < 2n <8+2Nh <kg2y) ;y> +Nu | xn (15y) = 1

bulunur. Diger taraftan

ON 2N
X <e+ = (k—y)z;y) = Xn (€:3) + Xn (5—2'“ (k—y)z;y>

2N,
=ex, (1;y)+ ?xn (k2 _2yk+y2;y)

2N
= e(n (1) = D) e+ s [ (K1) =57) +207 =270 (ki)

+37 % (133) =]
= e (1) — 1)+ £+ 20 (1 (53) ) 2010 (k:3) —)

-+ (tn (1) = 1)]

yazilabilir. Buradan

[2n (R (k) 3y) = h (V)| < €(%n (1:3)) + €+ Ny | (on (1:y) = 1)
2N, 2. 2 : 2 :
+ 57 [0 (553) =3%) =290t (ksy) =) 457 (2 (153) = 1)
elde edilir. (i), (i) ve (iii) kosullarimin kullanilmasiyla |y, (h(k);y) —h(y)| < € bulunur.
Dolayisiyla

lim max |, (h(k);y)—h(y)|=0

n—se0a<y<b

dir ve istenilen elde edilir. Verilen operatoriin sadece 1, k ve k? ifadelerinin 1, y ve y* ye
diizgiin yakinsamasi, sonlu aralikta siirekli olan biitiin fonksiyonlarin bu operator yardimiyla

yakinsamasini sdylememiz icin yeterlidir.

Korovkin teoreminde h;(k) = k',i = 0, 1,2 fonksiyonlar1 Korovkin test fonksiyonlar1 olarak

adlandirilir.
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2.3. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Yaklagim teorisinde, lineer pozitif operatoriin siirekli bir fonksiyona yakinsamasi kadar
onemli olan bir diger durumsa yakinsama hizidir. Yakinsama hizim1 belirlemek igin

kullanilan 6nemli bir yontemde siireklilik modiiliidiir.

2.3.17. Tamim (Siireklilik Modiilii)

h, [a,b] araliginda tanimli, siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. k,! € [a,b] olmak
tizere |k — | < & sartin1 saglayan keyfi bir 6 > 0 i¢in |a(k) — k()| degerlerinin en kiiciik iist

sinirina & fonksiyonunun [a, b] aralifinda siireklilik modiilii denir.

@(h;6) = sup |h(k)—h(l)|

k—1|<8
seklinde ifade edilir. @(h;9), degiskenler farkinin en fazla 6 olmasi durumunda iki
fonksiyon degerinin en fazla ne kadar fark edecegini ifade eder. @, 8 ’nin bir fonksiyonudur
ve & > 0 i¢in @(h; 6) negatif olmayan bir fonksiyondur. Siireklilik modiilii fonksiyonu i¢in

asagidaki ozellikler gerceklenir [27].

2.3.2. Lemma

o fonksiyonu monoton artandir. Yani, 0 < §; < & icin @(h; ;) < w(h; &) dir [27].

Ispat

0 < 8; < &, olsun. Bu durumda |k — I| < 8, kosulunu saglayan (k, /) say: ¢iftlerinin kiimesi
|k — | < 8; kosulunu saglayan say: ciftlerinin kiimesinden daha kapsamlidir. Kiimelerdeki
supremum kavrami  disiiniildiigiinde  siireklilik modiiliiniin ~ tanimindan  dolay1

®(h;61) < w(h; 6,) yazilabilir.
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2.3.3. Lemma

t € Nicin w(h;t0) <tw(h;6) dir [27].
Ispat

®(h;t8) = sup |h(k) —h(l)| esitliginde k = [ +¢p alindifinda, t € Z" igin
Ik—1|<t8
k,l€la,b]

o(h;td) = sup |h(l+1tp)—h(l)]|
|n|<8
k,I€[ab]

T|su6p |h(l+tp)—h(l+ (& —1)p)+h(l+(t—2)p)—...+h(l+p)—h(])]|
h|<
k,l€a.b]

1
= sup | ¥ h(l+kp)—h(l+(k—1)p)
h|<6 k=1
k,i€a,b]

yazilabilir. Dolayisiyla

t
o(h;t6) < ¥ sup [h(l+kp) —h(l+ (k—1)p)|
k=1 |h|<8
kl€la,b]

olur. Yukaridaki toplamin i¢indeki ifade siireklilik modiilii olmasi ile toplananlarin sayisi t

tane olmasindan
o(h;td) <tw(h;d)

esitsizligi elde edilir.
2.3.4. Lemma

h fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

limow(h;6) =0
6—0

dir [27].
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Ispat

h fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimi nedeniyle her € > 0 i¢in bir 4 > 0 vardir
oyle ki |k —I| < u oldugunda |h(k) — h(l)| < € dur. Siireklilik modiiliinde § < p alindiginda
®(h;0) < € dir. Yani

limw(h;8) =0

5—0

olur.

2.3.5. Lemma

¥ > 0 reel sayisi icin
o(h;96) < (1+9%)w(h;9d)

dir [27].

Ispat

t, ¥ nin tam kismi olsun. O takdirde t < ¥ <+ 1 olur. o siireklilik modiiliiniin monotonluk

ozelligi ve Lemma 2.3.3 den

o(h;90) < w(h;(t+1)0)

o(h; (1 +1)8) < (1 + Dk 8) < (9 + 1) w(h; )

olur. Dolayisiyla

o(h;98) < (0 +1)w(h;5)

dir. Boylelikle ispat tamamlanir.
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2.3.6. Lemma
h fonksiyonu [a,b] araliginda sinirlt ise, her k,! € [a,b] i¢in
Ih(k) — h(l)] < (1 +@) o(h;§)
dir [27].
Ispat
Siireklilik modiiliiniin tanim1 ve Lemma 2.3.5 den
h(k) —h()| < o (1 5516)
< (1 + @) o(h;5)

sonucu elde edilir.

2.4. Onemli Formiil, Esitsizlikler ve Tammmlar
2.4.2. Teorem (Holder Esitsizligi)

p,q > 0 reel sayilar1 ve 117+¢11 =1 olsun. k= (¢;) = (c1,¢2,...), | = (dj) = (d1,da,...)

seklinde diziler olsun. Bu durumda
1 1
oo oo P q
j=1 j=1 j=1
esitsizligine Holder Esitsizligi denir [18].
2.4.3. Teorem (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)

k= (kn) ve l = (I,) igin
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1 1

) oo 2 ) 2

E o < ( E168)"( E )
n=1 n=1 n=1

esitsizligine Cauchy-Schwarz esitsizligi denir [4].
2.4.4. Teorem (Taylor Formiilii)

h fonksiyonu a noktasin1 kapsayan bir aralikta n 4+ 1. mertebeden siirekli tiirevlere sahip

olsun. Bu aralikta her & i¢in Taylor formiili,

o pw)
hk) = ¥ k- a)
olur ve K, (k) ifadesine kalan terim, fark veya hata denirse

Ku(k) = 3 [(k—1)"h"+D () dt

Q —

olmak tizere

v h")(a) w
h(k) = Y =~ (k—a)"+K(k)
yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor Formiilii ad1 verilir [18].
2.4.18. Tanim (Peetre .7 - Fonksiyoneli)

[9] de tanimlanan Peetre .# -fonksiyoneli

Kitwa)= it i, 3o} )

%EC%,(O

seklindedir.
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2.4.19. Tanim (Ikinci Dereceden Siireklilik Modiilii)
[9] de tanimlanan Tkinci dereceden siireklilik modiilii

@(¢,8) = sup sup |@(y+2) =20 (y+ ) + ()] (2.5)
0<3c<8 ye(0,00)

seklindedir ve [8] de @, ve K3 arasindaki iligki

K3(9,8) < N {02(:8) +min(1,8) [l c,(0.-) | 2.6)

gosterilmistir.

2.5. Gamma Fonksiyonu
2.5.20. Tamim (Gamma Fonksiyonu)

k > 0 olmak iizere I'(k) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

(k)= [t e~ dt
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Elemanter matematikte n faktoriyelin

nl=nn—1)(n—2)...3.2.1

carpimu ile verildigi biliniyor. Bu ozellik n! = n(n — 1)! esitligini i¢erdigine gore, eger k =

n+ 1 bir tamsayi ise,
I'n+1)=n!l=nn—1)!=nT(n)
yazilabilir. Ger¢ekten de I" fonksiyonu,

C(k+ 1) = kD(k)
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esitligini tiim k > 0 degerleri i¢in gercekler. Bunu gosterelim:

C(k+1) = [tke 'dt
0

b
= lim [tke~'dt
b—><>°0

b oo
= lim (—tke )| +-k [tFTe~ dt
b—roo 0 0

= kT(k)

bulunur [18].

2.6. Gamma Operatorii ve Genellestirmeleri

Alman Matematik¢i Weierstrass, sonlu aralikta tanimlanmis her fonksiyon siirekli ise, bu
sonlu araliktaki fonksiyona polinomsal olarak diizgiin yakinsayan bir polinom
fonksiyonunu 1895 te ispatlamistir [28]. P. P. Korovkin 1950 de bu konu hakkinda
teoremler hazirlamistir [17]. Korovkin yaklasim teoremi matematikte iyi bilinen
teoremlerden biridir. Bu teorem pozitif lineer operatorlerin 6zel kosullar altinda 6zdes
operatore doniisebildigini gostermistir [17]. Bu gelismeler sonucunda lineer ve pozitif
lineer operatorler iizerine bazi1 ¢alismalar literatiire eklenmistir. Ornegin, 2003 te King [15]
1, h, h* test fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarma karsilik gelen
yeni operator dizisi insaa etmistir. Bu operator dizilerinden biri Lupas ve Miiller’in [20]
hazirladigt Gamma operatoriidiir. Klasik Gamma operatorii V y € (0,00), p € N ve ¢ €

C(0,) = {¢ € (0,0) : (0,00) aralig lizerinde taniml1 ve siirekli fonksiyon uzay1} icin

p+1 <
Sy(p3y) = ﬁ / eV (%) dv 2.7)
0
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seklinde verilmistir. (2.7) ile tanimlanan operatoriin pozitif ve lineer oldugu asikardir.
Tanimlanan lineer pozitif operator diizgiin yakinsaktir. Bunu gostermek i¢in yukarida ifade
edilen Korovkin teoreminden faydalanilacaktir. Bu teoremin sartlarin1 saglatmamiz
durumunda iddiamiz dogrulanacaktir. Bu teoremin sartlarinin saglandigim1 Korovkin test
fonksiyonlar1 yardimiyla inceleyelim. Korovkin test fonksiyonlari, a,(h) = h* olup
z = 0,1,2 olmak {iizere, klasik Gamma operatoriiniin Korovkin test fonksiyonlarini

korudugunu hesaplamalarla ifade edelim. z = 0 icin ag(h) = h" = 1 olmak iizere,

(o)

p+1

Sp(ao(h)sy) = mofe’y"vpao(%)dv

+1
— —yvyp
F(p+1 fe vPdv

yazilir. Burada yv =t denirse v = § ise dv = % olur. Bu esitlikler operatorde yazilirsa

p+1 = 4
Sp(ao(h);y) = 7 ibf 55

yp+1
F(erl yp+l

fe "tPdt
_ 1
=l (P +1)

elde edilir. Yani S, (ag(h);y) =1 olur.

z=ligin a;(h) = h' = h olmak iizere,

+1

Sp(al(h);y) = F(p—H fe yvvpm(%)dv

p+1
_ —yw,pP
F(p+1 fe vPEdy

yazilir. Burada yv = denirse v = § ise dv = % olur. Bu esitlikler operatérde yazilirsa




+1
y[’

= Fpr P p+1 fe ter=1 gy
= ol ()
=y

elde edilir. Yani S, (a;(h);y) =y olur.

7 =2 i¢in ay(h) = h* olmak iizere,

+1

Sp(az(h);y) = r(p+1 fe MVPay(E)dv

+
— P
Fp+1 fe v 2alv

yazilir. Burada yv =t denirse v = § ise dv = %

+1
yl’

Sp(aa(h)sy) = ey P e b

elde edilir. Yani S,(az(h);y) = pi y? olur.
P )

p(p

olur. Bu esitlikler operatorde yazilirsa

Bu hesaplamalar tekrar ifade edilecek olunursa asagidaki esitlikler elde edilmis olur;

19
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Boylelikle S, operatoriiniin 1 ve y fonksiyonlarimi direkt korudugu, y? test fonksiyonunu ise
limit durumundan korudugu goriilmektedir. Buradan soylenebilir ki operatériin 1, A, A2 deki
goriintiileri sirastyla 1, y, y* dir. Korovkin teoremine gore S » operatoriiniin Korovkin test
fonksiyonlarini korumasi bu operatoriin herhangi bir kompakt A C (0,0) kiimesi iizerinde
taniml ve siirekli ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir demektir. Bu da bir yaklagim siirecine

sahip oldugunu gosterir.

(2.7) ile tanimlanan klasik Gamma operatoriiniin cesitli genellemeleri yapilmistir. Bu
genellestirilmis Gamma operatorlerin detaylarmna [3, 5, 6, 7, 8, 10, 13, 16, 20, 22, 23, 24,
25, 26] ulasilabilir.
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3. k- GAMMA FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN
GAMMA OPERATORU

Bu boliim tezin orjinal kismidir. [12] numarali referanstaki teorem ve sonuclari icermektedir.
3.1. Operatoriin Kurulmasi

Lupag ve Miiller [19] hazirladig1 klasik Gamma operatorii Vy € (0,00), p € N igin

AL S
Sp((p’y): F(p+l)/e Y vp(p <;) dV,
0

seklinde tanimlandig1 ve @ € C(0,) icin S,(@;y) = @ (y) oldugu gosterilmistir. Burada
” =2 7 isareti diizglin yakinsakligi gosterir. Klasik Gamma operatorii ile ilgili detaylara
yukarida yer verilmistir. Diaz ve Pariguan [10], Feynman integralleri ile ilgilenirken,
k-Gamma fonksiyonunu aragtirmistir. k-Gamma fonksiyonu matematik ve uygulamalari
tizerinde cesitli etkiler gostermistir. Bu etkilerden biri kuantum kimyasindaki harmonyum
ve benzeri modeller i¢in Onemli islemler agisindan Schrodinger denklemi iizerine
calisitlmistir [14].  Bir digeri ise istatistik icinde kombinasyonel analiz icin k-Gamma
fonksiyonu kullanilmistir. Bu caligsmalarda, Diaz ve Pariguan tarafindan tanimlanan

k-Gamma fonksiyonu k € (0,00), Re(z) > 0 i¢in
Ii(z) = /r“ekdr (3.1)
0

seklindedir. Bu tanima bakildiginda I'y, klasik Gamma fonksiyonunun tek parametreli bir
deformasyonudur. (3.1) de kK = 1 alindiginda klasik Gamma fonksiyonu, k = 2 alindiginda
Gauss integrali elde edilir [25]. (3.1) denkleminde u = % alindifinda I'y(z) = ki—'r (%)
ifadesi elde edilir ve klasik Gamma fonksiyonunun biitiin 6zellikleri k-Gamma fonksiyonu

icinde genellenebilir. Bu esitligin dogrulugu asagida gosterilecektir.

(3.1) esitliginde u = & alindiginda ¢ = (uk)% ve di = (uk)%~'du olur. Bu ifadeler (3.1) de

yerine yazildiginda
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I'v(z) = go(uk) T (uk) 1= ldu

Bu esitlik k-Gamma fonksiyonu i¢in yeni sonuglarin ¢ikmasina yol agmistir. Bu sonuglardan

bazilar
[v(k)=1,

Ti(z+k) = 2l(2),

_ Ti(z+nk)
(2)nk = T(Z)

seklindedir [10]. Bu 6zellikler sirastyla gosterilicektir. Birinci 6zellik icin

[ee] lk
(k) = [tFle ®dt
0

dir. Burada % = u alindiginda r*~'dt = du olur.
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olup ispat tamamlanr. Ikinci 6zellikte % = u alindiginda t = (uk)% ve dt = (uk)%’ldu olur.

Bu ifadeler denklemde yazildiginda

Ti(z+k) = [(uk)F e " (uk)tdu

S

olur. Bu ifadede uk = h ve e “du = dv alinip kismi integrasyon uygulandiginda

b b
Ti(z+k) = ki lim |—ute ™|+ [ Zui~'e "du
b—yoo 0 0

b
= zki~! lim fu%’le_“du
b%ooo
- T ()
olur. Yukarida ispatlanilan I'y(z) = ki~'r (%) esitligi kullanildiginda

[i(z+k) =2l (z)

esitligi bulunup ispat tamamlanir. Son 6zelligi gostermek igin [y (z + k) = zI(z) esitlik

kullanilacaktir.

T (z+nk) _ Ty(z+nk—k+k)
Li(z) Tk(2)

_ (z4nk—k)Ty(z+nk—k)
o Ti(2)

— (z4+nk—k)Ty (z+nk—k—k—+k)
T (z)
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_ (z+nk—k)(z+nk—2k)Ty (z+nk—2k)
o i (2)

olup islemler bu sekilde devam ettirildiginde

Fk(z+nk) I (2)
[i(2) Tk (2)

(z+nk—k)(z+nk—2k)..

= (Z)n,k

olup, ispat tamamlanir. Bu 6zelliklere detayl olarak [10, 16, 25] den bakilabilir. Simdi,
(3.1) de tanimlanan k-Gamma fonksiyonu yardimiyla tanimlanan yeni tip Gamma operatorii
sunulacaktir. Burada polinom fonksiyonlart olarak a.(h) = h* ve y.(h) = (h —y)5,
y € (0,0) ifadeleri kullanilacaktir. Klasik Gamma fonksiyonunun k-Gamma fonksiyonu

yardimiyla tanimlanmusg ifadesi her y € (0,e), k>0, p € N, v > 0 i¢in

o5}

e (Vk)PHE g (p) dv (32)
1%
0

yp+1+k

Sp(@y) = Te(pk+k+1)

seklinde olusturulmustur ve p > vy icin @ € Cy(0,0) = {¢ € C(0,0) : ¢(u) = O(uY),
u — oo} dir. Buradaki C(0,0), (0,e0) tizerindeki siirekli fonksiyonlar uzayidir. (3.2)
ifadesinde acik sekilde goriindiigii gibi pozitif ve lineerdir. Ustelik k-Gamma fonksiyonu
yardimiyla tanimlanan yeni tip Gamma operatorii sabitleri dogrudan, diger test

fonksiyonlarini limit durumunda korur.

Simdi, tezin geri kalanindaki temel teoremlerde kullanilmak iizere asagidaki lemma verilip

ispatlanacaktir.

3.1.1. Lemma

y € (0,00) olsun. Asagidaki esitlikler gecerlidir:

Sy (ao(h);y) = ao(y),



Sia () = 25 ay(y),

~ k1
Splanth) = o ),
Splasthyy) = ey 1)(pk—(kp—]|i)l3)(pk—2k+1)a3(y)’
Splas(h)y) = (pk+1)(pk—k+1)((5:):12k+1)(pk—3k+1
Ispat

Sy (ao(h);y) = ao(y) esitligini gosterelim.

1
p+1+E

x (1. g Loyl
Sy(ao(h);y) = Sy(1;y) = mofe WyPTEkP T kdy

prl4d prl oo 1
— y—kk o fe_yvvp"'%dv
Fk(pk+k+l) 0

dir. Son esitlikte yv = % doniigiimii yapilirsa

1 < pht1 k—1
e [em kg
Ly (pk+k+1) 0 KPRy

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

(o) tk
S (ag(h):y) = m ge_?tpk+kdt

= ap(y)

)614(Y)-

dir. Bir sonraki S},(a1(h);y) = %al (y) esitligini gosterelim.

1
p+l+k

* T _ 1ol
Sylai(h);y) =S, (hy) = mge WyPFRkP TR L gy

p1+ L prl oo 1
_ Py Kk "k o~y optel
T Ti(pk+k+1) ge v kvdv

dir. Son esitlikte yv = % doniistimii yapildiginda

25
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p+l+%
Fk(pk+k+1)

St (a1(h)sy) — pkPti %({ 8kt Hk—1-k gy

kp+ Ky

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

. : R
Sy(ai(h);y) = pffkﬂ g FtPkdy
_ Ty (pk+1)
= PR G (k1)
k
- plerl a1 (y)
dir. Bir sonraki S},(az(h);y) = % 2(y) esitligini gosterelim.

1
pH1+1

* % . * il 1 1 2
Splax(h);y) =S, (hiy) = mge WP kPR Brdy

1 1 oo
p2yp+l+z kp+%

1
—pYy *k X oro—yuptrd
T (phth+1) ({e VTR Gdv

dir. Son esitlikte yv = % doniisiimii yapildiginda

14+
x o) — 2ol TR 40 0 Pkt 14k—1-2k
Splaz(h)iy) = Pk F mtmmm kY k,,+ky,,+ky0f€ g di

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

) 2k22 ok Kk
S;;(Clz(h),y) W{e E PRk dr

272 Ty (pk—k+1) 2
=pk Pk D) (phk—k+ DT x(pk—k+ 1)

k 2
= Gerift e e0)

dir. Bir sonraki S},(az(h);y) = Rl (ﬁ)l)(pk_% 7743 () esitligini gosterelim.

1
[H—]“'E

* (] T 113
Splas(h)y) = Sp(1:y) = mfpereny J €V ERP R Sy



3 p+l+d prl oo
_ Py Kk "k o, p+i
= Te(pktktl) fe vPTE sdv

dir. Son esitlikte yv = % doniisiimii yapildiginda

3.3 — ,,+1 fe ktpk-i—l-}—k 13k 7
KRy Tky 0

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

%)

% . 3k3 3
Sy(az(h);y) = F(’;kwg kth 2k ¢

313 Ty (pk—2k+1) 3

= PR ok ) (pk =k 1) (pk—2k+ 1) T ¢ (ph—2k+1)Y

k
RN (lf+)1)(pk 2k+1)“3(y)

dir. Son olarak S (as(h);y) = (ph)* as(y) esitligini gosterelim.

(pk+1)(pk—k+1)(pk—2k+1)(pk— 3k+1)

1
p+]+;

* (1. ol 1 1 p4
Sp(a4(h>;y) = Sp(hay) = mofe WyPFT kPR ‘:—4dv

(o)

4 p+]+kk”+k
fe yvvp+k —zdv

_ry
Fk(pk+k+1

dir. Son esitlikte yv = % doniisiimii yapildiginda

1
* o) — Aty 4.4 pk+1+k—1—4k
Sp(a4(h),y) =p°k kl“k(pk+k+l)k y kp+kyp+}{y£e kt dt

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

4k4 4 ot
S}’;(a4(h);y) lﬂliﬂcwg kth 3k gt

414 Ty (pk—3k+1) 4

= PR ok ) (pk—k+ 1) (pk—2k+1) (pk—3k+ D) (pk—3k+ 1)~

k4
= (pk+1)(pk— k+1)Epk 2%+ 1) (ph— 3k+1)a4(J’)

27
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dir ve istenilen sonug elde edilir. Fonksiyon degerleri genellestirildiginde asagidaki lemma

elde edilir.

3.1.2. Lemma

y € (0,0) ve z € Nolsun. Sy (ao(h);y) = ao(y) esitligi goz dniinde bulundurularak asagidaki

genel formiil elde edilir.

% pkz

Spamyy) = — P ), =12,
T1 (pk —ki+1)
i=0

3.1.3. Lemma

y € (0,00) olsun. Lemma 3.1.1 kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir:
Sp(Wo(h)sy) =1,
Sy (W1 (h):y) = s (v),

2
Sy (Wya(h)y) = %az@),

* ) K 3p*i> 3pk
Sp(wya(h)iy) = ((pk—i—l)(pk—i—i—l)(pk—Zk—i—l) - (pk—i—l)l()pk—k—o—l) + o 1) a3 (y),

4,4 373
Sp(Wa(:3) = ( e e T — 4 e e

22 k
+6 (pk+1§7(pkfk+l) - 4p/l:+1 + 1) a(y)-

Ispat

Sy (Wyo(h);y) = S, (1;y) = 1 dir (Lemma 3.1.1 den). z = 1 igin gosterelim. yy;(h) =h—y

oldugu goz oniine alindiginda
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1
P+1+E

* P 1 1
Sp(h—y;y) = mofe WyPTE kPt (1—3 —y) dv

1

1
yp+l+E

To—woptiiptip YR Ty prbptd
= Fk(pk+k+1)({e vrkk kaV_yFk(pk+k+1)({e VTRkPTRdy

elde edilir. Tlk ifade Lemma 3.1.1 den -2 ~ay (y) ye, ikinci ifade a; (y) ye esittir. Buradan

pk—H

Sy(h—y:y) = a1 (y) —ar(y)

= (1) a0)

pkilal(y)

dir. Istenilen elde edilir. Bir sonraki S}(wy2(h)y) = W’J{f{%az(y) esitligini

gosterelim. yy»(h) = (h—y)? oldugu goz oniine alindiginda

pHi+E R 1 y )
Sp(h=2)%5%) = rfpreremy [ €V TR (R =) ey

1 oo
p+l+g

_ Cyyoptlopid 2 )
= Fk ) Ofe VPR ((1‘:) —2(5)y+y )d"

1
yp+1+; p+1+k

1 1
Y WPt Pt P
2 (kD) fe VPRI

< 1 1,2
[e VP RkPTr L dy —
V2 v

= Ti(pk+k+1) 5

yp+l+k

2 —wWo PPt
AR vy fe VP RRP TR dy

272

elde edilir. Ik ifade Lemma 3.1.1 den M%az

(v) ye, ikinci ifade %m(y) ye,

ticiincii ifade 1 e esittir. Buradan

2k2

Sp((h=2)%9) = Gt @2 () — 258702 () +ax(y)

2 k
= ((pk+l§7(pkfk+l) _2pl€+1 + 1) a(y)

— k2 —k+1
= e 92 ()
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(pk+1)(pk—k+1)(pk—2k+1)
— 1) as(y) esitligini gosterelim. yy3(h) = (h—y)> oldugu goz

. : . .1 . . % i3
dir. Istenilen elde edilir. Bir sonraki S,(yy3(h);y) = (

. 3p*k? + 3pk
(pk+1)(pk—k+1) " pk+1

Ontine alindiginda

1
p+1+¢

* . ot _ l l 3
Sp(h=2)%53) = efgrereeny [ € TR (R 0)

p+1+k

:Fk(ypkwfe yvvp+kkp+k((-) -3(2) y+3(§)y2—y3)dv

yp+l+% it Nk

1 1,3
— WPt gp i B
VPTREPTR V3 dv— 3yFk(pk+k+l fe

-y * v —yv P+k P+ 1’_
Fk(pk+k+l)ge VP kk

V2

p+1+k

Yy k. —y p+l p+l
+3y? T (k1) vPTEKPTRdy

1 1 p+1+
WP TR kP TR L gy — 3 Y L
fe AR TS Wrrvany fe

p3k3
(Pk+1) (pk—k+1) (pk—2k+1)
a1 (y) ye, dordiincii ifade 1 e esittir. Buradan

elde edilir. Tk ifade Lemma 3.1.1 den
p2k2
(pk+1)(pkfk+1)

asz(y) ye, ikinci ifade

ax(y) ye, ugiincii ifade 0 kfl)

p3k3 272

. . k
S((h=3)%3) = e e @) = Y Grrrpeen 2 0) +3° (pk+l) a1(y)

_y3

p3k3
- ((pk+l)(pk—k+l)(pk—2k+l)

2k2
_3(pk+lju(pk—k+l)+3pk+l 1> 3(y)

p4k4
<(pk—H)(pk—k—H)(pk—2k+l)(pk—3k+l)
4 3k3 6 p2k2 _4 pk 1 itlisini Sst 1i
B k+1)(pk ) T O — 4kt T1)aaly)  esitligini - gdsterelim.

Wya(h) = (h—y)* oldugu goz 6niine alindiginda

dir. Istenilen elde edilir. Son olarak S5(yq.4(h);y) =

1
yp+1+k

% T 1,41 4
Sp((h=y)*y) = R | € WYPEREPTE (B —y) v

1
pHl+1

o 101 4
- l"k{Pk—O—k—Fl) ({e PR <(€) _4(§) y+6(€) _4(§) y3—|—y4) @

yp+1+k

. p+1+k
Iy (pk+k—+1) f ¢

1 1 4
—YWyPt+r Pt P _y
VPTREP TR Brdy — 4y TR T) fe

1 1,3
TWYP TR TR ’:—3dv
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1 1 o
prltg Pt _ 1,01
7)e WyPT kP Tk By
0

2y Towoptiptin? 43y
6y )g’e VITRRPTR G — dy T (phtk+1

(ph+k+1

144 oy 1 1
4_ YR —yvy PP+t
+y Fk(pk+k+1)0fe VPTRKPTRdY

e wa 44 e
elde edilir. Ilk ifade Lemma 3.1.1 den (pk+l)(pk_,H_1)(’;7k_2k+1)(pk_3k+1)a4(y) , ikinci ifade
313 fo k2 TR
(pk+])(pk—i+])(pk_2k+])a3(y) ye, lglincii ifade D) (ph=kET) +1§’(pk_k +1)a2(y) ye, dordiincti ifade

ﬁal(y) ye, besinci ifade 1 e esittir. Buradan

* o) N 343
Sp((h=y)*y) = (pk+1)(pkfk+1)(I;akfzk+1)(pk73k+1) as(y) — 4y (pk+1)(pkfi+1)(pk72k+1)a3 ()

2 e 3_pk 4
+06y MTHI)@(Y)—‘W (I)]f—+1)al(y)+y

p4k4 p3k3
<(pk—l—l)(pk—k—H)(pk—2k+l)(pk—3k-|—l) —4 (pk+1)(pk—k+1)(pk—2k+1)

2k2 X
+6 (Pk-i-lf(pk—k—i—l) — 4p/f+1 + 1) a4(y)

dir ve ispat tamamlanir.

Ayrica k € (0,00) oldugu dikkate alindiginda verilen operatorlerin Gamma operatoriiniin
Schurer tipi genellemesininde bir genellemesi oldugu dikkat edilmelidir. Ozel olarak (3.2)
de k = %, p € N alindiginda, (2.7) esitlifindeki Gamma operatoriiniin Schurer varyantina

dontisiir.

Bu tez boyunca ¢ € C(0,) i¢in norm olarak ||@|| = sup{¢(y) : y € (0,00) } kullanilacaktur.
3.1.4. Lemma

¢ € C(0,0) olsun. Boylece

155 (e:0)]| < lle]

elde edilir.
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Ispat

Lemma 3.1.1 kullanarak agagidaki esitsizlik elde edilir.

°(y)

(o)

yp+ +k

Fk pk+k+1
0

e " (vk) Pz dv.

ISp(e:)]| <
Burada gerekli diizenleme yapildiginda

ISy @ < ol mr gy [ € (k) PHidy

pk—f—k—i—l /
0

= llollSy(ao(h);y)
= llell
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. Ciinkii Korovkin test fonksiyonlarinda limit

durumunda normlar korundugundan [2] Korovkin teoreminden S, 7' C (0,00) kompakt alt

araliginda yaklasim siirecidir.

3.1.1. Teorem

{(p lim + =k sablt} olmak iizere @ € C(0,00) NE olsun. (0,0) un her kompakt

alt kiimesinde

lim S7,(@;y) = @(y)

p—reo

saglanir.

Ispat
Lemma 3.1.1 den ve z =0, 1, 2 oldugunda (0,) un diizgiin her kompakt alt kiimesinde

lim S (a;(h);y) = a(y)

p—reo
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oldugu goze alinarak [2] Korovkin teoremi sartlar: geregi istenilen elde edilir.

3.2. Voronovskaya Teoremi

Bu boliimde asagidaki Voronovskaya teoremini kurarak (S;;) p>1 operatOriiniin davranigi

gosterilecektir.

3.2.2. Teorem

(p/, (pN € C(0,00) olmak iizere ¢ € C(0,0) olsun. Asagidaki limit durumu korunur:

. KoL\ __1 ! l 20"
Jim p[S,(@:y) = @) = —y@ O) +5y°0 ().
Ispat

" "

Q(h,y) = M olmak iizere Taylor formiilii kullanilarak

01) = 90) + 9 () (h—) + 30" 0)(h— ) + (b)) (3.3

dir. Buradaki 6 ifadesi y ve / arasinda uzanir ve lim Q(h,y) = 0 dir. (3.3) esitligine (S},)>1

h—y
operatorii uygulandiginda

S5(9:3) = 0(y) + @ (0S5 ((h—y):y) + %ﬁv"(y)S}Z((h —3)%9) +85(Q(h,y) (h—y)*:y)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra esitligin her iki tarafi p ile carpildiginda

PISy(9:9)~ 00)] = 0 0)pS;((h—3)52)+ 50 0)PSy((h—3):3) + PS(Q(AY) (h—3)5),

elde edilir. Limit durumunda bu denklem
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lim pIS;(9:3) —~ 00)] = ¢ () lim S, (=) + 300 lim pS((h—)%5y)

p—ee p—ree

+ 1lim pS5(Q(h,y)(h—)?:y)

p—reo

dir. Lemma 3.1.3 den

o L -1 ] -1
;gT}oPSp((h—Y)’J’) = l}g{}ol’ [pk——i-l} y= 7)’

ve

‘ ‘ pkz—k-i-l 2 2
lim pS’((h—y)%y) = 1 B
lim pS,((h=y)%) p%p[(pkﬂ)(pk—k“)}y ’

degerleri bilinir. Bu ifadeler kullanildiginda

. % —1 1 1 » . "
]}gigop[Sp(qo;y) —o()] = Yo () +50 ()y* +;g130p5p(9(h7y)l/fy7z(h);y) (3.4)

dir. (3.4) denkleminin sag tarafinin limit durumunda sifira esit oldugunu gosterelim. Cauchy-

Schwarz esitsizliginden

PS QA (h):3)) < /S5 Q2 (h,)53)\ /1255 (Wa():y) (3.5)

dir. Bu ifadeye Q?(y,y) = 0 ve Q(.,y), h € (0,00) da siirekli, # — co da simrh ve

. 3p2k*+p(18k* —22k3 +-6k> —6k3 +11k> —6k+1
Sp(Wya(h):y) =

ok D) (pk—kt (k-2 ) (k3% 1) Olmak iizere

s =0 ()

P

oldugu goz oniine alinip Korovkin teoremi kullanildiginda

lim §%(Q2(h:y),y) = Q*(y,y) =0, (3.6)

p—

elde edilir. (3.5) ve (3.6) ifadeleri (3.4) denkleminde yazildiginda ispat tamamlanur.
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3.3. Agirhikh Yaklasim

(3.2) operatoriiniin agirlikli yaklagimi icin Korovkin teoremi bu boliimde verilecektir. Bunu
gostermek igin [11] Gadjiev tarafindan verilen teorem kullanilacaktir. Her y € [0,00) icin

lim ¥(y) = oo, ¥(y) > 1 olmak iizere ¥(y) = 1 +y? fonksiyonu R iizerinde siirekli agirlik

[y[—eo

fonksiyonu olarak kabul edelim. R iizerinde |@(y)| < Np¥(y) ozelligi ¢ reel degerli

fonksiyonu i¢in agirlikli uzayi temsil eder. Bu alt uzay
By[0,00) = {¢:[0,00) = [0,50) : [@(y)| < NpD(y),y € [0,%0) }
olup Ny, ¢ fonksiyonuna bagl bir sabittir. By[0, ) agirlikli alt uzayinda

Cy[0,00) = {9 € By[0,0) : ¢, R de siirekli } = C[0,0) N By[0,0)

o)

dir. Son olarak |1|im 30 in mevcut ve sonlu oldugu tiim @ € Cy[0, ) i¢in diger bir alt uzay
y|—reo
C§[0,00) = {(p € Cy[0,%0) : lim o) = Ko var ve smirl }
[yl B(¥)

dir. Ky, ¢ fonksiyonuna bagh sabittir. Yukaridaki ii¢ fonksiyon uzayinin tiimii
lolly = sup —===
? B (y)

y€[0,00)

ile donatilmis normlu uzaylardir.
3.3.5. Lemma
¢ € Cy(0,o0) olsun. S},(¢) operatoril igin

155(0)]l 5 <Cliolls

olup bu lemma degistirilmis S, (@) operatdr dizisinin Cy(0,0) den By (0,0) a bir yaklagim

stireci oldugunu gosterir.



36
Ispat

Bu lemmanin istenilen sonucu Lemma 3.1.1 ve modifiye edilmis Gamma operatdriiniin

ozelliklerinden kolayca elde edilir.

3.3.3. Teorem
@ € Cy(0,00) olsun. Modifiye edilmis Gamma operatorii i¢in asagidaki esitlik gecerlidir.

lim ||S},(@;y) —@(y)||, = 0.

p—ee

Ispat

[10] daki teorem kullanilarak lim HS;((ZZ;y)—azHﬁ =0, z=0, 1, 2 i¢in denkligin

p—
saglandigim gostermek yeterli olacaktir. z = 0 i¢in ||S}",(ao; y) —aoH 5 = 0 dir. Simdi

z =1, 2 durumlarini inceleyelim. Bu durumlar icin gerekli sonuglar kullanildiginda

pk
1S5 (a1;y) —ai , = sup }S}k’(al;y)_al}: u —pkﬂy_y‘
e v y€(0,00) L+y y€(0,0) I4y?

pk y

<|l—=- sup
pk+1 ye(0o) 13
1

< |

- pk+1'

elde edilir. Eger bu ifadenin p — oo limiti alinirsa

1

li =
pgrolo pk+1
dir.

; s 2 2
I5jlazn) —an], = sop Szl [TEOREETY
e Cee) 1Y yelo) 1+y?
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P 2

< — sup
(pk+1)(pk—k+1) ye(0.00) 1 57
pk* —2pk+k—1

<
(pk+1)(pk—k+1)

dir. Eger bu ifadenin p — oo limiti alinirsa

2 _ _
o PR 2pkk—1
p—=e (pk+1)(pk—k+1)

elde edilir. Yukarida elde edilen denklemler sonucunda ispat tamamlanur.

3.4. Yaklasim Hiz1

Modifiye edilmis Gamma operatoriiniin yaklasim hizinin hesabr siireklilik modiilii, Petree
A -fonksiyoneli ve Lipschitz smifindan fonksiyonlar ile yapilacaktir. ~ Simdi S7(¢;y)
operatOriiniin  klasik Gamma operatoriinden daha iyi hata tahminine sahip oldugu
gosterilecektir. Bu hedef 1s181inda asagidaki tanmimlar verilecektir. yp > 0 olmak iizere
¢ € C(0,yo] olsun. wy,(¢; ) ile gosterilen ¢ fonksiyonuna ait siireklilik modiilii ve § keyfi

pozitif say1 olmak iizere

Wy (9, 6) = sup [@(h)—@(y)|
lh—y|<8
¥, h €10, yg)

seklindedir. @y, (¢, 8) — 0 siireklilik modiilii ¢ € Cp(0,0) fonksiyonu i¢in 6 — 0 oldugu
kolayca anlagilir. Buradaki Cp(0,0), (0,00) araligindaki tiim sinirh ve siirekli fonksiyon
uzayidir. @ nin C(0,yg] siirekli fonksiyon uzayinda olmasi i¢in gerek ve yeter sart

%in})a)((p; 0) = 0 olmasidir ve keyfi 6 > 0 ile her & € (0,yo] igin
4>

[0(h) — 0(y)] < @y, (9:6) (1 + @)

saglanmaktadir. Simdi (51*7) p>1 i¢in yaklagim orami teoremine bakilacaktir.
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3.4.4. Teorem
yo > 0 ve @ € Cp(0,0) igin @y, 41(¢;8), (0,y0+ 1] C (0,%0) arahiginda siireklilik modiilii
olsun. Asagidaki esitsizlik gegerlidir:

plk> —k+1
(pk+1)(pk—k-+1)

|S5(@:3) — ()] §3N<p< )y%(lvtyo)2

pk? —k+1 )
+20y,+1 (‘p’\/(pk+l)(pk—k+1)y0> (3.7

Buradaki Ny, ¢ ye bagh sabittir.
Ispat
¢ € Cp(0,00), 0 <y <ygveh>yg+ | olsun. Buradan elde edilebilir ki A —y > 1 igin

[@(h) — el <o) +|o(y)]

< 3Ng(h—y)*(1+y0)?

dir. 0 <y <y ve ¢ € Cp(0,00) olsun. Buradan & < yo + 1 asagidaki esitsizlik saglanir

0(1) = 90)] < @yys1(gl-31) < @1y1(9.3) (14 511

Bunun sonucunda yukaridaki esitsizlik 0 <y < yg ve 0 < h < o0 i¢in

|9(h) — @(3)| < 3Np(h—)*(1+y0)* + @y 41(9,5) (1 + élh—y|) : (3.8)

(3.8) de §, tanimi ve Cauchy-Schwarz esitsizligine bagvuruldugunda

1S5(0:3) — 0(y)| < 3NpS; ((h—y)%:3)(1450)* + @y 11(, 8) (1 + % Sy ((h —y)z;y))
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il k1
< 3o (bl ) (1490 + 28y (‘p’ \/(W) ’ %>

elde edilir. 6 = \/ <@k+”/1‘)2(_+k+1)> y% secildiginde ispat tamamlanir.

3.4.5. Teorem
(3.2) de tanimlanan S, operatdrii herhangi bir ¢ € Cp(0,0) fonksiyonu i¢in

. 1
[S5(9:3) =0 ()| < 5VT2+ VD) [9llc3(00)

dur. Burada ki 7, Lemma 3.1.3 deki S}, (y,2;y) dir.
Ispat

@ € Cp(0,0) olsun. Genisletilmis ortalama deger teoremi daha sonra Taylor serisi a¢ilimi

uygulanarak

01) = 90) + 9 () (h =)+ 30" (E)(h ),

elde edilir ve buradaki &, y ile h arasindadir. Buradan

9(0) ~ 9| < Mil—y] + 5Na(h—y)?

gelir. Burada (2.2) den dolay1

Ni= suwp |90 =10l <ol
y€(0,) v F0

No=sup 19" D) =110 llcy0m < 19]]2. -
¥€(0,) @ a0

dir. Bunun sonucunda

p(h) —9(y)] < (|h—y| +§<k—y>2> 19115,
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dir. Sonra

1S5(0:3) — 0 ()| =[Sy (@(h) — 0 (y):y)| < S5 (lo(h) —e(»)]:y),

1

55(02)— 90 < (550~

< sVi2+vallell,

1 * 2,
D+ 555030 ) ol g,

l\)l'~

istenilen elde edilir.

3.4.6. Teorem

(3.2) de tanimlanan S7,(.;.) oeratoril ele alinsin. Herhangi ¢ € Cp(0, ) icin

S5(0:3) 90 0) <28 {@2 (91 /Bpy) +min(1.8,,)1] @ llcy0.) }

gegerlidir. N, pozitif bir sabit, A, y = \/T(2+/7)/2 ve T = S}, (yy2;y) dir.
Ispat

Teorem 3.4.5 kullanarak ispatlanacaktir. sz € C%(O, o) olsun. Buradan
[S5(90:3) =@ ()] < IS5(9 —33) |+, (33) = ()| + @ () — 3(7)]

1

1
<2 (0=l + VAV ¢ g

dir. Son esitsizligin sag tarafindaki tim 3 € C3(0,0) iizerinde infimum alarak ve (2.4) i

kullanarak

[S5(0:3) — () < 2K; <¢ ;M)
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elde edilir. (2.6) denklemi kullanilarak ispat tamamlanir.

3.5. Noktasal Yaklasim

S}",((p;y) nin yakinsama hizinin bazi noktasal yaklagimlarina bakalim. Ik basta, yerel
yaklagim ile fonksiyonun yerel diizgiinliigii arasindaki iligki verilecektir. Bu dogrultuda

asagidaki tammlar ifade edilmistir. s € (0,1] ve I C (0,0) olsun. Bu durumda asagidaki

1P(v) — @(y)| < Nos|v—y|*,v € [0,00) ve y €

kosul saglanirsa bir ¢ € Cg(0,00) fonksiyonu I iizerinde Lipy,(s) olarak adlandirilacaktir.

Buradaki Ny 5, @ ve s ye bagl bir sabittir.

3.5.7. Teorem

s € (0,1] ve I C (0,0) olmak iizere ¢ € Cp(0,0) N Lipy,(s) olsun. Bu durumda

pk* —k+1
pk+1)(pk—k+1

s/2
1S,(0;3) = (¥)| < Nos [(( )az(y)) +2(d(y,i))1

dir. Ny s yukarida verilmis olup d(y, 1), y ve I arasindaki uzaklik
d(y,1) = inf{|lv—y|,v €1}

olarak tanimlanir.

Ispat

I kiimesinin kapamis1 I olarak tanimlansin. O halde

d(y,1) = |y —vo



42

saglandig1 en az bir vp noktasi vardir. (S7,),>1 in monotonluk dzelli§inden dolay1

1S,(0:9) =0 ()| < Sy, (l9(v) — @(vo)

;) +S,([e(y) —e(vo)l;y)

< Nos [Sy(Iv=vol*sy) + [y —vol']
< No.s [Sp(Iv=yI%3) + 2]y —wo|’]

dir. Holder esitsizligi tanimindan

1S5(039) = 0()| < Ny |Sp(lv—

2 s/2
:Nq,,s[(( Pk A a2<y>) +2<d<y,i>>s]

%) +2(d( D) |

pk+1)(pk—k+1)

elde edilir ve teorem ispatlanmis olur.

Simdi modifiye edilmis Gamma operatoriiniin yerel dogrudan yaklagimini belirlemeye

calisilacakir. [21] den s. dereceden Lipschitz tipi maksimum fonksiyonu

~ v J—
ooy = sup 120 @S(y)l
0<v<eoo, vy ’V—y‘

seklindedir. Burada s € (0,1] ve y € (0,0) dur.

3.5.8. Teorem

@ € C(0,0) ve @, € (0,1] icin asagidaki esitsizlik y € (0,0) saglanur.

- 2 _ s/2
55(09) — 901 < Bulps; (Lo el

Ispat

~

o, (@,y) tanim1 ve Holder esitsizligi sayesinde

1S5(0:3) — ()| < Sy (lo(v) — 9 (»)]:y),
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14

< 0y(9,3)S,([v—yI*y),

2;y)s/2,

e

<

s(@,3)S,(lv—y

s/2
~ y pk> —k+1

dir. Sonug olarak ispat tamamlanir.

Simdi son olarak [21] de o, B > 0 olan iki parametreli Lipschitz uzay: hatirlatilacaktir. Bu

uzay

Lipgt?(5) = (9 €C0.2): o) = 90 < N v e 00))

seklindedir. Burada s € (0, 1] ve N pozitif sabittir.

3.5.9. Teorem

Q< Lip]‘ic,’[3 (s) ve y € (0,00) i¢in a, B > 0 olmak iizere

Pk —k+1
. e | 20)
S (Q;y) — <N
1S,(0:y) — ()| < a2+ By
dir.
Ispat

Bu ispat iki kisma ayrilarak yapilacaktir. ¢ € Li pg’ﬁ (s) ve y € (0,e0) olmak tizere ilk olarak

s = 1 icin gosterilecektir. Buradan

1S,(0:9) — o) < S, (le(v) —o()];y)

- P\ Ve + By + Ly
N

< ——5,(lv—yl:y)
Voyr+By P
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dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda

S5(0:5) — 0()] < M%W (55 (v —y[25)] 2
1/2

K2 k1
<N [(pkfl)(pktk+l):|a2(y)
- ay>+By

elde edilir ve s = 1 i¢in sagladig1 gosterilmis olur. Simdi de s € (0, 1) icin gosterilecektir.

(NS Lipg/ﬁ (5) ve y € (0,00) i¢in

N

* . - < * S
S, (@:) @(y)l_—(ay2+ﬁy)s/25p(lv % y)
elde edilir. Holder esitsizligi uygulanarak
5929~ 90)] < oS3l —35)

p( @) = o0 < gyl =y

< g Sy —yl»)

olur. Son olarak Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanildiginda

N ) 5
| p((P y)— o) < (ay2+[3y)s/2( p(|v y|%:y))
s/2
[t a0
=N oy?+By

elde edilir ve ispat tamamlanir.

o = 1 ve B = 0 durumu i¢in agagidaki sonug elde edilir.
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3.5.1. Sonug

Ozel sabit parametreler o = 1 ve B = 0 icin parametrik Lipschitz uzayindaki noktasal

yaklagim @ € Lip[l\,’0 ve y € (0,00) i¢in
* (. k> —k+1
S5(0:3) — 00| <N (Gl )

elde edilir.
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4. SAYISAL ORNEKLER

Tezin bu boliimiinde S;;((p; y) in iki boyutta yakinsama oranini dogrulamak i¢in bazi sayisal
ornekler sunulacaktir. ( Sekil 1 de p = 10, Sekil 2 de k = 3 sabit almmistir). Ornekte S;‘,((p; y)
ile klasik Gamma operatorii kiyaslanmustir. ¢ : [0, 10] — [0,0) icin S, (@;y) ve @(y) = y2e ™Y

fonksiyonlarina bakilacaktr.

:1.13- S

2 & i 2 10

Sekil 4.1. Sirasiyla k = %, 1, 3, 30 i¢in S, operatdriiniin grafigi ve p = 10 olarak

sabitlenmigtir. ( k = % icin mavi, k = 1 icin turuncu, k£ = 3 i¢in yesil, kK = 30 icin
kirmizi, ¢(y) i¢in mor gosterilmistir).

2 4 0 2 10

Sekil 4.2. Sirasiyla p = 10, 20, 60 i¢in S), operatdriiniin grafigi ve k = 3 olarak
sabitlenmistir. ( p = 10 i¢in mavi, p = 20 i¢in turuncu, p = 60 i¢in yesil, @(y)
icin kirmiz1 gosterilmisgtir).
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Sekil 1 de operatoriin k£ degeri biiylidikkce (p = 10 sabittir) fonksiyona yaklastigi
goriilmektedir. Sekil 2 de operatoriin p degeri biiyiidiikce (kK = 3 sabittir) fonksiyona

yaklastig1 goriilmektedir.
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5. SONUC

k-Gamma fonksiyonu yardimiyla yeni tip Gamma operatorii tantmlanmistir. Operatoriin
Korovkin teoremi kogullar1 saglanmistir. Sonra Voronovskaya tip teorem, agirlikli yaklagim,
yaklasim orani ve noktasal yaklagim yapilmistir. Son olarak yaklasimini dogrulatmak icin
sayisal ornekler verilmistir. Bu ornekler sonucunda k-Gamma yardimiyla tanimlanan yeni

tip Gamma operatoriiniin daha iyi bir yaklagim davranigina sahip oldugu gosterilmistir.
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