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ETiK BEYANI

Tez Yazim Kurallarina uygun olarak hazirladigim bu tez c¢alismasinda; tez iginde
sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ercevesinde elde
ettigimi, tlim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglart bilimsel etik ve ahlak kurallarina
uygun olarak sundugumu, tez ¢aligmasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta
bulunarak kaynak gdsterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi,
bu tezde sundugum cgalismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime

dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan ederim.
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

ZAYIF 6,,-TUMLENMIS MODULLER
ARZU AKDENIZ YILMAZ

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN: DR.OGR.UYESi ESRA OZTURK SOZEN

Bu tezin amaci literatiirde varligi bilinen zayif ss-tiimlenmis modiiller ile zayif §-tiimlenmis
modiiller arasinda yeni bir cebirsel yapinin varligini olusturmaktir. Bu dogrultuda ¢caligmaya adini
veren zayif dg¢-tlimlenmis modiiller olarak tanimi kurgulanan bu yapinin sagladigi temel cebirsel
ozellikler irdelenmistir. Ozetle, bir modiiliin zay1f §¢-tiimlenmis olmasina esdeger olan kriterler
belirlenmistir. Ozel olarak bu denk kosullardan birini gercekleyen her modiil §4¢-yar1 yerel modiil
olarak nitelendirilmistir. Eger bir R halkas1 sol R-modiil olarak §¢s-yar1 yerel ise halkaya &45-yar1
yerel halka denir. Boylelikle, ss-yar1 yerel ve §-yerel halkalarin bir alt sinifi olan §4¢-yar1 yerel
halkalarin (ki bunlarin sol §ss-miikemmel halkalarla gakistig1 goriilmiistiir) varligi belirlenmis ve
aralarindaki kapsama iliskilerinin 6z oldugunu gosteren Orneklere yer verilerek kuramsal
kavramlar somutlagtirilmistir. Bunun yani sira tizerindeki her modiilii zayif §4¢-tlimlenmis kilan
halkalarin varligi aragtirilmistir. Zayif §,-tiimlenmis modiil ile (bol) zay1f §¢s-tlimlenmis modiil
kavramlarinin ¢akigtigi gosterilmistir. Zayif §-tlimlenmis bir modiilin ayn1 zamanda zayif
§5s-timlenmis olmasini saglayan sartlar belirlenmistir. Zayif §¢¢-tlimlenmis modiillerin sinifinin
direkt toplamlar ve homomortfik goriintiiler altinda kapali oldugu ispatlanmistir. Belli bir kosulu
saglayan zayif §gs-tiimlenmis bir modiiliin alt modiiliiniin de zayif §-tlimlenmis oldugu
gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Zayif §g-tiimlenmis modiil, &.-yar1 Yyerel halka,
sol §¢,-miikemmel halka.
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ABSTRACT

MSC THESIS

WEAKLY 64,,-SUPPLEMENTED MODULES
ARZU AKDENIZ YILMAZ

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. ESRA OZTURK SOZEN

The aim of this thesis to construct an algebraic structure between weakly ss-supplemented
modules and weakly 6-supplemented modules whose existences are known in the literature.
With this scope, the basic algebraic properties of weakly §4-supplemented modules, which are
the modules representing the title of thesis, are investigated. Summary, the equivalent
conditions are determined for a module to be weakly §¢-lifting. In particular, each module
providing one of these equivalent conditions are identified as §s-semilocal. A ring R is said to
be §s5-semilocal if zR is ds5-semilocal. As a consequence, the existence of a subclass of
d-perfect rings is obtained. And some examples are given to show that the inclusion relation is
proper between these classes of rings. Moreover, the rings are examined whose modules are all
weakly d¢-supplemented. It is shown that the concepts of weakly §45-supplemented and amply
weakly 8¢-supplemented modules coincide. The suitable conditions are found for a weakly
O-supplemented module to be weakly Oss-supplemented. The class of weakly
dss-supplemented modules is closed under direct sums and homomorphic images. And it is
proven that a submodule of a weakly §s5-supplemented module is weakly &¢-supplemented
under a suitable condition.

KEYWORDS:Weakly §,,-supplemented module, §¢-semi local ring, §ss-perfect ring.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler

R : Birimli halka

1 : Birimli R halkasinin birimi

Z : Tamsayilar halkasi

Q : Tamsayilar halkasinin kesirler cismi

N : Dogal sayilar kiimesi

) : Bos kiime

c : Alt kiime

< : Alt modiil

< : Oz alt modiil

Ra =<a> :Bir A modiliinde a elemani tarafindan iiretilen devirli alt modiil
Gor(f) : f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Cek(f) . f homomorfizmasinin ¢gekirdegi

A=C > A ile € modiilleri izomorftur.

[ : Igerme monomorfizmasi

T : Dogal homomorfizma

Iy : A modiiliiniin birim homomorfizmasti

A/B : A modiiliiniin B alt modiiliine gére boliim modiilii

AD . A modiiliiniin / indis kiimesine gore kopyalarinin direkt toplami



Soc(4)
Soc.(4)

<

1A

KLs
Rad(4)
5(A)

72

: A modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplami1

: A modiiliiniin tiim kii¢iik ve basit alt modiillerinin toplam1
: Kiigiik alt modiil

: Biiyiik alt modiil

- 6-kiiciik alt modiil

. A modiiliiniin radikali

: A moduliniin §-radikali

: Z sol Z modiilu



1. GIRIS

Modiil Teorisi 1930’1u yillarda E. Noether tarafindan gelistirilmistir. Bass (1960), sol
miilkemmel halkalar ve sol yar1 milkemmel halkalar1 sirasiyla iizerindeki her modiilii ve
tizerindeki her sonlu tretilmis modiilii projektif oOrtilye sahip olan halkalar olarak
tamimlamugtir. Mares (1963) halkalar {izerinde bilinen bu tamimlarin modiiller iizerine
aktarimini saglamistir. Kasch ve Mares (1966) projektif bir modiiliin yar1 mitkemmelligi
ile timlenmigliginin esdegerligini ifade etmislerdir. Zoschinger (1974a) tiimlenmis
modiilleri Dedekind bolgeleri iizerinde karakterize etmis ve zayif tiimlenmis modiiller

kavramini literatiire katmustir.

A nin herhangi B, X 6z alt modiilleri i¢in A # B + X oluyorsa B ye A nin kiigiik alt
modiiliidiir denir ve "B « A" ile gosterilir. T alt modiiliiniin B nin A i¢inde tiimleyeni
olmas, A=B+T ve BNT KT ile esdegerdir. Eger BNT <K Aise T ye B nin zayif
tiimleyeni denir. Her alt modiilii (zayif) tiimleyene sahip modiiller (zayif) tiimlenmis
modiil olarak bilinmektedir. Bir A modiiliiniin alt modiillerinin ailesinin her azalan zinciri
belli bir noktada son buluyorsa A modiiliine Artinian modiil denir. R sol R-modiil olarak
Artinian ise, R halkasina sol Artinian halka denir. Agik¢a her Artinian modiil (zayif)
tiimlenmigtir. A modiiliiniin her B alt modiili i¢in, A = B + N kosulunu ger¢ekleyen A
nin her N alt modiilii B nin A da en az bir tiimleyenini igeriyorsa, B ye A da bol tiimleyene
sahiptir denir. Eger A nin her alt modiili A da bir bol tiimleyene sahipse A ya bol
tiimlenmis modiil denir. Buraya kadar bahsi gecen tiim temel tanimlar icin Wisbauer

(1991) kaynagi referans alinabilir.

Zhou (2000) kiigiik alt modiilleri singiilerlik kavramina gore genellestirerek §-kiiciik alt
modiilleri tanmimlamis ve akabinde Kosan (2007) tarafindan tiimlenmis modiiller
singiilerlige gore genellestirilerek §-tiimlenmis modiiller tanimlanmigtir. A nin bir B alt
modili ve A nin A/X singiiler olacak sekildeki her X 6z alt modiilii icin B+ X # A
oluyorsa B ye A da §-kiigiiktiir denir ve "B <5 A" ile gosterilir. Ayrica bu ¢alismada &-
kiiciik alt modiil kavrami kullanilarak §-miikemmel ve &-yari miikemmel halkalar

tanimlanmistir.

Bundan hareketle 2007 yilinda Kosan, §- timlenmis ve §-lifting modiiller i¢in Zhou’ nun
6-miikemmel ve §-yart miilkemmel halkalarin1 kullanarak o6nemli karakterizasyon

teoremleri elde etmistir. Eger B ve T bir A modilinin B+T=A4Ave B NT Ks T



kosullarini gergekleyen alt modiilleri iseler T ye B nin A da §-tiimleyeni denir. (Zay1f)
Tiimlenmis modiil kavramina paralel olarak (zayif) §-tiimlenmis modiillerin de tanimlar1

kurgulanabilir (Talebi ve Hamzekolaee, 2009a).

Kaynar vd. (2020) timlenmis modiillerin bir 6zel hali olan ss-tiimlenmis modiilleri
literatiire kazandirmustir. Bir A modiiliiniin her X alt modili i¢gin A=X+Y,
XNY < Socg(Y) olacak sekilde bir Y alt modiilii mevcut ise A ya ss-tlimlenmis modiil
denir (Kaynar, 2020). 2020 yilinda Olgun ve Tiirkmen, tamimda gegen Socs(Y) yerine
Socs(A)  alarak  ss-timlenmis  modiilleri  zayif  ss-timlenmis  modiillere
genellestirmislerdir ve bu modiiller i¢in “ss-yar1 Yyerellik” adi altinda yeni bir
karakterizasyon tanimlamiglardir. 2020 yilinda Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, ss-
tiimlenmis modiilleri singiilerlik agisindan degerlendirerek & -tlimlenmis modiilleri ve

halkalar literatiire kazandirmislardir.

2022 yilinda Oztiirk Sézen, bu tanimlar 1s18inda zayif §ge-tiimlenmis modiilleri
tanimlamig ve bunlari1 d¢4¢-yar1 yerel modiiller olarak karakterize etmistir. Bu ¢alismanin
bir derlemesi olan bu tez ¢alismasinda, zayif §4¢-tlimlenmis modiillerin temel 6zellikleri
ve halka karakterizasyonlarina yer verilmistir. Tezde bahsi gegen halkalarin smifi

arasindaki kapsamalarin 6z oldugunu gosteren ornekler elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER
Bu béliimde, tizerinde ¢alistigimiz konuyla ilgili temel kavramlara yer verilecektir.
2.1. Halkalar

Tamm 2.1.1: Asagidaki kosullar saglandigi takdirde (R, +,.) Ugliisiine halka adi verilir.

(i) (R, +) abel gruptur.

(ii) Her x,y,z € R igin (x.y).z = x. (y. z) dir.

(iii) Her x,y,z€R i¢cin x.(y+z)=xy+x.z ve (x+y)z=x.z+y.z dir
(Hungerford, 1973).

Bu tez ¢alismasinda R ile (R, +,.) halkas1 kastedilecektir.

Tamm 2.1.2: R bir halka olsun. Her x,y € R e¢leman1 x.y = y.x sartin1 gergekliyorsa
halkaya degismeli halka; her x € R elemant igin 13.x = x. 13 = x kosulunu gergekleyen

1z € R mevcut ise halkaya birimli halka adi verilir (Hungerford, 1973).
Bu ¢alismada birimli halka tizerinde ¢alisilacaktir.

Tanim 2.1.3: R halka ve @ # I < R olsun. I, (R, +) abel grubunun bir alt grubu ve her
x,y €1 igin x.y €[ ise, I ya R halkasimin alt halkasi; her » € R ve her x € [ i¢in
r.x € I (x.r € I)ise I ya R halkasinin sol (sag) ideali denir. I, R halkasinin hem sol hem

de sag ideali ise, I ya R halkasinin ideali denir (Hungerford, 1973).

Tamm 2.1.4: R halkasinin {0} ve R den baska ideali yoksa, R halkasina basit halka denir
(Wisbauer, 1991).

Tamm 2.1.5: R degismeli halka ve P, R halkasinin bir ideali olsun. x, y € R olmak {izere
x.y € Pikenx € P veyay € P oluyorsa, P ye R halkasinin asal ideali denir (Hungerford,
1973).

Tamm 2.1.6: R halka ve I, R nin 6z sol ideali olsun. R de I y1 kapsayan R den baska bir

sol ideal yoksa, I ya R nin maksimal sol ideali denir (Hungerford, 1973).



2.2. Modiiller

Tamm 2.2.1: R halka ve (4, +) bir Abel grup olsun. Her r € R ve her a € A igin

e (r,a) = raile gosterilen : R X A — A dis islemi;

(lDHerre Rvehera,b € Aiginre(a+b) =rea+reb,
(i)Herr,s e Rvehera € Aigin(r +s)ea=rea+sea,

(iiiyHerr,s e Rvehera € Ai¢in (r.s)ea=re(sea),

kosullarin1 gergekliyorsa A abel grubuna " e " dis islemine gore bir sol R- modiil veya

kisaca R-modiil denir ve gA ile gosterilir. R birimli halka olmak tizere her a € A i¢in
1za = a ecsitligi gercekleniyorsa A modiiliine {initer sol R-modiil denir (Hungerford,

1973).

Bu ¢alismada tiniter sol modiiller tizerinde ¢alisilacaktir.

Tamim 2.2.2: A bir R-modiil ve @ # B € A olsun. B, (4, +) modiiliiniin bir alt grubu ve
hera € B, herr € R igin ra € B oluyorsa B alt kiimesine A modiiliiniin alt modjiilii denir

ve B < A yazilisi ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.2.3: Asikar alt modiillerinden bagka alt modiilii bulunmayan sifirdan farkl bir

A modiiliine basit modiil denir (Kasch, 1982).

rR basit modiil ise, R ye sol basit halka denir.

Teorem 2.2.4: Bir A modiiliiniin herhangi sayida alt modiillerinin arakesiti A nin bir alt
modiiliidiir (Hungerford, 1973).

Tamm 2.2.5: A bir modiil ve XSA olsun. A modiiliiniin X kiimesini kapsayan tiim alt
modiillerinin kesisimine A modiiliiniin X tarafindan iiretilen alt modiilii denir ve < X >

ile gosterilir (Hungerford, 1973)..

Tanim 2.2.6: X kiimesi sonlu elemanl bir kiime ise, < X > alt modiiliine sonlu iiretilmis
alt modiil; X = {a} seklinde ise < X >=< a > alt modiiliine devirli alt modiil denir.
A =< X > olacak sekilde A nin bir X sonlu alt kiimesi varsa A ya sonlu iiretilmis modiil;
A =< a > olacak sekilde bir a € A varsa, A modiiliine a eleman1 tarafindan iiretilen

devirli modiil denir (Hungerford, 1973).



Onerme 2.2.7: R halka ve A bir R-modiil olmak iizere @ # X A olsun. Bu takdirde,

(i) <X >= {3, rx; + X4, byx;|ri€R, bieZ, x;, x; € X, u, k € Z*} seklindedir.

(i) {Biliel}, A modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi ise,
< Ui B; >= { o1 bi,-lj =12,..,viginb; €B;,vE Z*} seklindedir (Hungerford,
1973).

Onerme 2.2.8: A modiil C, B, Y ise A modiiliiniin alt modiilleri ve C < B olsun. Bu
takdirde, (C + Y) n B = C + (Y n B) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.9: A bir R-modiill ve B < A olsun. A /B bdlim grubu, her r € R ve
hera+ B € A/ B elemaniigin,r(a + B) = ra + Biletanimhie:R XA /B - A /B dis

islemine gore bir R-modiildiir. Bu modiile A nin B alt modiiliine gére boliim modiilii denir

(Hungerford, 1973).
2.3. Homomorfizmalar

Tamm 2.3.1: A ve B birer modiil ve f: A — B fonksiyon olsun. Her a,, a, € A, her
r €R i¢in f(a; + ay,) = f(a,) + f(ay) ve f(ra,) =rf(a;) kosullar1 saglaniyorsa f
fonksiyonuna R-modiil homomorfizmasi veya kisaca homomorfizma denir (Hungerford,
1973).

Bir homomorfizma bire bir ise monomorfizma; 6rten ise epimorfizma; hem bire bir hem

Orten ise izomorfizma adini alir.

Teorem 2.3.2: A bir modiil ve B < A olsun. Her a € A i¢in I1(a) = a + B ile tanimh
II:A - A / B doniistimii epimorfizmadir. Bu I epimorfizmasina dogal homomofizma

ad1 verilir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.3.3: A ve B birer modiil olmak {izere, f: A = B homomorfizmasi verilsin. Bu
takdirde,

(i)C <Aise, f(C) < Bdir.

(i) U<B ise, fYU)<A dir. Ozel olarak U ={0}<B almirsa,
f71{0}) = {a € A|f(a) = 0} alt modiildiir. Bu f~1({0}) < A alt modiiliine f nin
cekirdegi denir. Cek(f) = f~1({0}) ={a € A| f(a) = 0} ile gosterilir. [1:A > A /B
dogal homomorfizmasi i¢in Cek (IT) = B oldugu agiktir.

(i) € < Aise, f71(F(C)) = C + Cek(f) dir.



(iviC<AveU<Bise,f1(f(O)+U)=C+ f Y W)vef(f1U)NC)=Unf(C)
dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.4: A ve B birer modiil ve f: A = B homomorfizma olsun. I1: A = A / Cekf
dogal homomorfizma olmak tiizere; f = gll olacak sekilde bir tek g: A / Cekf - B
monomorfizmasi vardir ve A / Cekf = f(A) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.5: A modiil ve B, U < A olsun. Bu takdirde, (B+U) /U =B /(BN U) dur
(Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.6: A modiil ve B < U < A olsun. Bu takdirde, A/U = (A/B) / (U/B) dir
(Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.3.7: A modiil ve B < A olsun. A nin B alt modiiliinii kapsayan B den baska 6z
alt modiilii yoksa, B ye A nin maksimal alt modiilii denir (Kasch, 1982; Wisbauer, 1991).

Onerme 2.3.8: A bir R-modiil ve B < A 6z alt modiil olsun. B nin A modiiliiniin
maksimal alt modiili olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her a € A— B igin

B + Ra = A olmasidir (Kasch, 1982).

Sonug¢ 2.3.9:

(i) A modiil ve B < A olsun. Bu takdirde, A / B bolim modiiliiniin her alt modiilii; C, A

nin B alt modiiliinii kapsayan bir alt modiilii olmak iizere C / B bi¢imindedir.

(ii) A modiil ve B < A olsun. Bu takdirde, B < C olacak sekilde bir C alt modiiliiniin
maksimal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart C / B bolim modiiliiniin A / B nin

maksimal alt modiilii olmasidir (Hungerford, 1973).
2.4. Direkt Carpimlar ve Direkt Toplamlar

Tamm 2.4.1: A bir modiil ve {4;};c;, A nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. A = Y;¢; 4;
ve her v € I'igin A, N (3;+,A;) = 0 ise, A ya bu alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplami
denir; her bir A; alt modiiliine de A nin direkt toplam terimi denir ve @;¢;A4; ile gosterilir.
Ozelolarak I = {1,2} ise, A = A; @® A, olmasi igin gerekli ve yeterli kosul A = A; + A,
ve A; N A, = 0 olmasidir (Hungerford, 1973).

Eger A modiiliiniin {0} ve kendisinden baska direkt toplam terimi bulunmuyorsa A

modiiliine par¢alanamaz modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).



Tamm 2.4.2: R bir halka ve I # @ indis kiimesi olmak tizere, {4;};c; R-modiillerin bir
ailesi  olsun. {a|a:I »U;c A;, Vi € icin a(i)eA;}  doniisiimlerin  kiimesine
{A;}ie; ailesinin ¢arpimi denir ve bu kiime [];¢; 4; ile gosterilir. Her i € I i¢in a(i) = «a;
ve a = (a;);¢; ile gosterilirse @; ye a donilisiimiiniin i. bileseni denir. Eger I sayilabilir

ise, = (@;)ie; = (a1, @y, ..., a;, ... ) seklindedir.
a, B € [l A; olmak tizere

()a =B < herieligina; =B,

(i) a + B = (@i + Bi)ier,

(i) —a = (=apier,

(iv) r € R olmak lizere ra = (ra;);¢; ile tammli cebirsel iglemlerine gore [];¢; A; bir R-

modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {4;};c; modiiller ailesinin dis direkt ¢arpimi denir.

L Ay = {(a))ie; | sonlu sayida i € I igin a; # 0} kiimesi [];¢; A; modiiliiniin bir alt

modiiliidiir. @, 4; alt modiiliine {A;};c; modiiller ailesinin dis direkt toplami denir.

I indis kiimesi sonlu ise, [];¢; 4; =%, A; dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.4.3: A modiil olsun. I # @ indis kiimesi olmak iizere her i € [ igin 4; = A

alinirsa, @Y, A; dis direkt toplamima A nin kopyalarinin toplami denir ve A® ile ifade
edilir (Kasch, 1982).

Tamm 2.4.4: A ve C modiller ve I # @ indis kiimesi olsun. Eger f:A®D - C
epimorfizmasit mevcut ise, C ye A-iiretilmis modiil denir. Eger I indis kiimesi sonlu

elemanli ise, C ye sonlu A-iiretilmis modiil denir (Wisbauer, 1991).
2.5. Kiiciik Alt Modiiller

Tanim 2.5.1: A bir modiil ve C < A 6z alt modiil olsun. € + U = A kosulunu saglayan A
nin bir U 6z alt modiilii yoksa C ye A nin bir kiigiik alt modiilii denir ve C < A ile
gosterilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.5.2: Bir A modiili i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

(i)C <B<Aolsun. B K Aise, C < A dir.

(i)C < B <Aolsun. C K Bise, C K A dir.

(iii) Cq, Cy, ..., Cy, Uy, Uy, ..., Uy, A min alt modiilleri ve her i = 1,2, ..., n i¢in C; K U;
olsun. Bu takdirde, C; + C, + -+ C, K Uy + Uy + -+ U, dir.
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(iv) A ve B birer modiil, C, A nin bir alt modiilii ve f: A — B homomorfizma olsun.
C K Aise, f(C) < Bdir.
(v) € < B < Ave B, A nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde, C < B olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul C < A olmasidir (Wisbauer, 1991).
2.6. Yar1 Basit Modiiller ve Destek

Onerme 2.6.1: A bir basit modiil olsun. {0} alt modiilii A nin maksimal alt modiiliidiir.

Her 0 # a € A elemani i¢cin Ra = A olup A devirlidir (Kasch, 1982).

Teorem 2.6.2: A bir modiil olsun. A nin B alt modiiliiniin maksimal alt modiil olmasi igin

gerek ve yeter kosul A / B nin basit olmasidir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.6.3: A bir modiil olsun. A nin her alt modiilii direkt toplam terimi ise, A

modiiliine yar1 basit modiil denir (Kasch, 1982).

Teorem 2.6.4: Bir A modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) A nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamudir.
(ii) A basit alt modiillerin toplamidir.

(iii) A basit alt modiillerin direkt toplamidir.

(iv) A yar basittir (Kasch, 1982).

Tamim 2.6.5: A bir modiil olsun. A nin basit alt modiillerinin toplamina A nin destegi

denir. Soc(A) ile gosterilir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Destek tanim1 geregi Teorem 2.6.4 {in bir sonucu olarak agagidaki sonuglar elde ederiz:

Sonu¢ 2.6.6: Bir A modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(i) A nin her B alt modiilii i¢in B = Soc(B) dur.

(i) A = Soc(4) dir.

(iii) A basit alt modiillerin direkt toplamidir.

(iv) A yar basittir (Kasch, 1982).

Sonug 2.6.7: (1) Yar1 basit modiillerin her alt modiilii de yar1 basittir.

(i1) Yar1 basit bir modiiliin her homomorfik goriintiisii de yar1 basit modiildiir.

(iii) Yar1 basit modiillerin herhangi sayidaki toplam1 da yar1 basittir (Kasch, 1982).



Tamm 2.6.8: A bir modiil ve C, A nin bir alt modiilii olsun. € modiiliiniin A nin sifirdan
farkl her alt modiili ile kesisimi sifirdan farkli ise, C ye A nin biiyiik alt modiilii denir ve

C 2 A ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.6.9: A modiil ve C < A olsun. A nin C’ alt modiili, C N C" = 0 kosulunu
saglayan maksimal ise, C' ye C nin kesisime gore tiimleyeni (komplementi) denir
(Alizade ve Pancar, 1999). A¢ik¢a her modiiliin bir komplementinin varligi sdylenebilir.

Ayrica, C', C nin bir komplementi ise C @ C' 2 A dir.
Teorem 2.6.10: Bir A modiilii i¢in N(g<q) B = Soc(A4) dir (Kasch, 1982).

Onerme 2.6.11: R halka olsun. R nin sol R-modiil olarak yari basit olmas i¢in gerekli ve
yeterli kosul R nin sag R-modiil olarak yar1 basit olmasidir (Kasch, 1982).
Sonug 2.6.12: R halkasi i¢in agagidaki ifadeler denktir:

() R yar basit halkadir.
(ii) Her sol R-modiil yar1 basittir.
(ii1) Her sag R-modiil yar1 basittir (Kasch, 1982).

Onerme  2.6.13: {A;};c; modillerin bir ailesi olsun. Bu takdirde,
SOC(@iEI Al) =®i61 SOC(Ai) dir (WiSbauer, 1991)

Onerme 2.6.14: A modiiliniin bir B alt modiilii i¢in Soc(B) = B N Soc(A) dir
(Wisbauer, 1991).

2.7. Bir Modiiliin Radikali

Tanim 2.7.1: Bir A modiiliiniin tiim maksimal alt modiillerinin kesisimine A nin radikali

denir ve Rad(A) ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Lemma 2.7.2: A bir modiil olsun. x € A olmak iizere Rx devirli alt modiiliiniin kiigiik alt
modiil olmamasi i¢in gerekli ve yeterli sart x € K olacak sekilde bir K < A maksimal alt

modiiliiniin mevcut olmasidir (Kasch, 1982).

Sonug 2.7.3: a € A olmak lizere Ra < A olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul a € Rad (A4)
olmasidir (Kasch, 1982).

Teorem 2.7.4: Herhangi bir A modiilii igin Y, g« 4 K = Rad(A) dir (Kasch, 1982).



Lemma 2.7.5: A modiil olsun. I bir indis kiimesi olmak iizere her i € [ i¢in B; modiilleri
A nin B < A y1 kapsayan alt modiilleri olsun. Bu takdirde; N;¢;(B;/B) = (NierBi) / B
dir (Kasch, 1982).

Teorem 2.7.6: (i) A ve B birer modiil ve f: A — B bir modiil homomorfizmasi olsun. Bu
takdirde,

(i) f(Rad(A)) < Rad(B) dir. Eger Cekf < Rad(A) ise, f(Rad(A)) = Rad(f(A)) dir.
(if) Rad (A / Rad(A)) = {0} dur.

(i) L < N < Aise, Rad(L) < Rad(N) dir.

(iv) A = @4, ise, Rad(A) =@;¢; Rad(4;) dir.

(v) B<A ise, (B+ Rad(A))/B <Rad(A/B) ve B < Rad(A) ise, Rad (A/B) =
Rad(A) / B dir.

(vi) A nmin radikal bir modiil olmasi igin gerekli ve yeterli kosul A nin her sonlu tiretilmis
alt modiiliiniin A da kii¢iik olmasidir.

(vii) A =®;e/A; ise, A/ Rad(A) =@;¢; (A;/Rad(4;)) dir (Kasch, 1982; Wisbauer,
1991).

Tanim 2.7.7: A bir modiil olsun. yar1 basit ise A ya yar1 yerel modiil denir. Eger R

Rad(4)

halkasi sol R-modiil olarak yar1 yerel ise R ye yar1 yerel halka denir (Lomp, 1999).

10



3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Singiiler Modiiller

Tanim 3.1.1: A bir R-modiil olmak iizere Z(A) = {x € A|enazbirl 2 R iginIx = 0}
kiimesi A nin bir alt modiilii olup bu alt modiile A nin singiiler alt modiilii denir (Goodearl,
1976).

Tamm 3.1.2: A4 bir modiil olsun.

Z(A) = Aise A ya singiiler modiil;
Z(A) = 0 ise A ya non-singiiler modiil denir (Goodearl, 1976).

Onerme 3.1.3: B < A ise A / B béliim modiilii singiilerdir (Goodearl, 1976).

Onerme 3.1.4: R bir halka olsun. Bu takdirde

I.  Bir A R-modiiliiniin singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her non-singiiler B
R-modiilii icin Homgz (A, B) = 0 olmasidir.
ii.  Non-singiiller sol R-modiillerin smifi alt modiiller, direkt toplamlar, biiyiik
genislemeler ve genislemeler altinda kapalidir.
iii.  Singiler sol R-modiillerin sinifi alt modiiller, boliim modiilleri ve direkt
toplamlar1 ve genislemeler altinda kapalidir (Goodearl, 1976).

3.2. o-Kiiciik Alt Modiiller

Tamm 3.2.1: A bir modiil ve B < A olsun. Eger A nin A/X singiiler olacak sekildeki her
X alt modiilii icin B + X = A olmas1 X = A olmasini gerektiriyorsa B ye A da §-kiigiiktiir
denir ve bu durum B < A ile gosterilir (Zhou, 2000).

Lemma 3.2.2: B < A olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

i. B« A
ii. Bir X <A i¢in X+ B = A ise bu takdirde projektif yar1 basit bir Z < A alt
modiilii i¢in A = X @ Z dir (Zhou, 2000).

Lemma 3.2.3: A bir R-modiil olsun.

i. C < B olmak iizere A nin B, C ve U alt modiilleri i¢in
a. BLs Ao (K5 AveB/CKs A/C.
b. B+UKs Ao B<s AvelU <5 A
ii. C<«s A ve f:A- B bir homomorfizma ise f(C) «<s B dir. Ozel olarak,
C<<5 AEBiseC<<5 B.
. C <A <A C<A, <A ve A=A, DA, olsunC,PC,Ks A=
C1 K5 A1 Ve C; K5 As.
iv.. C<B<AveB, A nm bir direkt toplam terimi olsun. C <5 A ise C <5 B
(Zhou, 2000; Al-Takhman, 2007).

Ispat
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I. @) (®) B Ks A olsun. A/X singiiler olacak sekildeki bir X < A alt modiilii igin
C + X = A olsun. Bu durumda C < B oldugundan B + X = A yazilabilir. A/X singiiler
ve B <g A oldugundan X = A dir. Dolayisiyla C <5 A elde edilir. Diger taraftan, (4/
C)/(X/C) = A/X singiiler olacak sekildeki bir X/C < A/C i¢cin (B/C) + (X/C) = A/X
olsun. Bu durumda B + X = A olup A/X singiiler ve B <5 A oldugundan X = A olur.
Bu durumda X/C = A/C olup B/C <5 A/C dir.

() CKs A ve B/C Ks A /Colsun. A/X singiiler olacak sekildeki bir X < A alt
modiilii igcin B+ X = A ise (B+ X)/C = A/C olup buradan B/C + (X + C)/C = A/C
yazilabilir. A/C singiiler oldugundan (A/X)/(X + C)/X = A/(X + C) bolim modiilii de
singiiler olup B/C «<s A /C oldugundan (X + C)/C = A/C yani X + C = A dir. Ayrica
C K5 Ave A/X singiiler oldugundan X = A dir. Dolayisiyla C <5 A dir.

b) (=) B+ U <5 A olsun. A/X singiiler olacak sekildeki bir X < A alt modiilii i¢in
B+X=Aise B+U+X=Aolup B+ U <3 A oldugundan X = A dir. Dolayisiyla
C <5 A dir. Benzer sekilde U <5 A oldugu gosterilebilir.

(&) B K5 A ve U <5 Aolsun. A/X singiiler olacak sekildeki bir X < A alt modiilii i¢in
B+U)+X=A ise B+ U+X)=A yazlabilir. A/X singiler oldugundan
A/X)/(X+U)/X = A/X + U bdliim modiilii de singiiler olup € <5 A oldugundan
U+ X = Aeldeedilir. AyricaU <5 A oldugundan X = A dir. DolayisiylaB + U <5 A
dir.

ii. C K5 A ve f:A — B bir homomorfizma olsun. B/X singiiler olacak sekildeki bir
X < B singiiler olacak sekildeki bir X < B alt modiilii i¢in f(C) + X = Bisehera € A
icin f(a) €B oldugundan JveEC ve Ix€X icin f(a)=f(w)+x olup
a—v € f~1(X) oldugundan C’ < C olacak sekilde projektif yar1 basit C’ alt modiilii igin
A=C'®f1(X) dir. Bu durumda C’' = A/f~1(X) non-singiilerdir. B/X singiiler ve
A/f~Y(X) non singiiler oldugundan Hom(B/X,A/f (X)) = 0) dir.

00— X — B — B/X — 0

oo Lo
0— £ — 4 — A/f LX) — 0

Dolayisiyla yukaridaki diyagram da goz oniine almirsa A = f~1(X) olmalidir. Boylece
f(OOSfA) <XNGor(f) <X olup X =B elde edilir. Ayrica, f:A - B igerme
dontisiimii olsun. € <5 A ise f(C) = C <5 B dir.

. () <A <A CG<A, <A ve A=ABA4, ve (;®BC, K5 A olsun.
mt A =ADA, > A; kanonik projeksiyon olmak iizere C;DC, Kz A ve
homomorfizma altinda §-kii¢iikliik korunuyor oldugundan w; (C;®C,) = C; <5 A, elde
edilir. Benzer sekilde, m,: A = A;®A, = A, kanonik projeksiyonu goz Oniine alinirsa
C, <5 A, elde edilir.
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(&) C; K5 A veC, K5 A,olsun. Budurumda C; <5 A ve C, <5 A dir. Sonug olarak
I. kosulu (b) sikkindan, A; @A, = A; + A, K5 A elde edilir.

iv. A=B@®T, B=C+ U ve B/U singiiler olsun. Bu durumda 4 = (C + U)@®T dir.
Diger taraftan A/(UDT) = (B®T)/(UBT) = B/U singiiler ve C <3 A oldugundan
A = U®T dir. Buradan B = U olup C <5 A elde edilir.

Tamm 3.2.4: ¢ tiim singiiler basit modiillerin bir ailesi olmak iizere bir A modiilii i¢in
6(A) =N {B < A|A/B € ¢} seklinde tanimlanir (Zhou, 2000).

Lemma 3.2.5: 4 ve B modiilleri verilsin.

. dA)=X{C<AICK; A}
ii. A bir modiil ve B < A olsun. Her f: A - A homomorfizmasi i¢in f(B) < B ise
B ye tam degismez alt modiil denir (Wisbauer, 1991).
iii. A=A isebu takdirde §(4) =D; 6(4;) dir.
iv.  Eger A nin her 6z alt modiilii A nin bir maksimal alt modiiliinde iceriliyorsa bu
takdirde 6(A), A nin en biiyiik §-kii¢iik alt modiilidiir (Zhou, 2000).

Not 3.2.6: A sonlu tiretilmis bir modiil ise 6 (A) K5 A dir.

Onerme 3.2.7: Bir R halkasi igin asagidaki ifadeler denktir:

i. A, R-modiiliiniin her B alt modiil i¢in B <5 A © B < A.

ii.  Rninherlidealiicin] <5 zR © I K gR.
iii.  Her basit R-modiil singiilerdir.
IV. R nin her maksimal ideali biiyiiktiir (Tribak, 2015).

Sonug 3.2.8: R her basit modiilii singiiler olan bir halka olsun. A bir R-modiil, B < A ve
C, A da B nin bir §-ttimleyeni ise C, A da B nin bir tiimleyenidir (Tribak, 2015).

Sonug¢ 3.2.9: R her maksimal ideali R de biiyiik olan bir halka olsun. Bu takdirde her
§-tiimlenmis modiil timlenmistir (Tribak, 2015).

Tamim 3.2.10: A bir modiil olsun. 6 (4) <5 A ve §(A4), A nin maksimal alt modiil ise A
ya §-yerel modiil denir (Tribak, 2012; Tribak, 2013).

3.3. Projektif 6-Ortiiler

Tamm 3.3.1: A bir modiil, P bir projektif modiil ve f:P — A homomorfizmasi
Cek(f) <s P kosulunu gergekleyen bir epimorfizma ise (P, f) ikilisine A modiiliiniin
projektif §-ortiisii denir (Zhou, 2000).

Bir A modiiliiniin her projektif ortiisii ayn1 zamanda projektif §-ortiidiir.

Lemma332: A= A, DA, D .. DA, veheri=1,2,..,nicin p;: P; = A; birer
projektif §-ortii olsun. P = Py @ P, @ ... @ B, olmak iizere p =@ p;: P - A bir
projektif §-ortiidiir (Zhou, 2000).
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Lemma 3.3.3: p: P — A projektif §-ortii, Q bir projektif modiil, g : Q@ — A epimorfizma
olsun. Bu durumda P ve Q nun asagidaki kosullar1 gergekleyen P =M @ Kve Q = X P
Z ayrigimlari vardir.

i M=X,

ii. ply: M — A projektif §-ortidir,

iii. q|x: X — A projektif §-ortidiir,

iv. K projektif yar1 basit modiil olmak tizere K € Cek(p) ve Z < Cek(q) (Zhou,
2000).

Lemma 3.3.4: P bir projektif modiil ve B < P olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir:

i. P /B projektif §-ortiiye sahiptir.
ii. P, <B,P,NB K5 Pve P=P, @P, olacak sckildeki P;,P, <P alt
modiilleri vardir (Zhou, 2000).

Tamm 3.3.5: R bir halka olsun. Her R-modiil projektif §-Ortiiye sahipse R ye &-
miitkemmel halka denir. Eger her basit R-modiil projektif §-Ortiiye sahipse R ye 6-yar1
miitkemmel halka denir (Zhou, 2000).

Teorem 3.3.6: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

I. R 6-yar1 miikemmel halkadir.
ii. Her sonlu iiretilmis R-modiil projektif §-ortiiye sahiptir.
iii. R nin her I sag ideali e =e? € R ve T < §(R) olmak iizere | =eR DT

seklinde yazilir.
iv. R/8(R) yari basit halkadir ve idempotentler § (R) moduna yiikseltgenir.
V. e, €y, ..., e, idempotentlerinin tam ortogonel bir sistemi mevcuttur dyle ki;

her bir i =1,2,...,n i¢in ¢;R basit R-modiildiir ya da e;R bir tek biiyiik
maksimal alt modiile sahiptir.

Vi. I, R nin sayilabilir ¢oklukta {iiretilmis sag ideali olmak iizere R/I bolim
modiilii projektif §-ortiiye sahiptir (Zhou, 2000).

Teorem 3.3.7: Bir R halkasi asagidaki ifadeler denktir:

I. R §-miikemmel halkadir.

ii. Her yar1 basit R-modiil bir projektif §-0Ortiiye sahiptir.

iii. R &-yar1 miikemmel halkadir ve her A R-modiilii i¢in § (4) <5 A.

Iv. R/Soc(R) sag mikemmel halkadir ve idempotentler &§(R) moduna
yiikseltgenir (Zhou, 2000).

Lemma 3.3.8: R bir halka, /] = Jac(R) ve T = Soc(R) olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir:

I. R yar1 miikemmeldir.
ii. R §-yart miikemmeldir ve yar1 yereldir.
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iii. R §-yar1 miikemmeldir ve T /(T N J) sonlu tretilmistir (Biiylikasik ve Lomp,
2010).

3.4. §-Tiimlenmis ve §-Lifting Modiiller

Lemma 3.4.1: A bir modiil, B ve U, A nin birer alt modiilii olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir:

1. A=B+UveBnNnU<Ks Udur.
2. A = B+ U olsun. Bu durumda U nun U/C singiiler olacak sekildeki herhangi bir
C 6z alt modiilii icin A # B + C dir (Kosan, 2007).

Tamm 3.4.2: Eger B ve U bir A modiiliiniin Lemma 3.4.1 deki denk kosullar1 ger¢ekleyen
alt modiilleri iseler U ya B nin A da §-tiimleyeni denir. Eger A nin her alt modiilii A da
bir §-tiimleyene sahipse A ya §-tiimlenmistir denir (Kosan, 2007).

Tanim 3.4.3: A bir modiil, B < A herhangi bir alt modiiliiolsun. M < Bve BN K K5 A
olmak iizere Anin A = M @ K seklinde bir ayrisimi bulunabiliyorsa A ya §-lifting modiil
denir (Kosan, 2007).

Onerme 3.4.4: A bir modiil ve L, N < A olmak iizere N, L nin A da bir §-tiimleyeni
olsun. Bu takdirde

i. W <LicinW + N = Aise N,W nin A da bir §-timleyenidir.

ii. C Kgs Aise N,L+ C nin A da bir §-tiimleyenidir.

ii. C Ks AiseCNN Ks Nve §(N) =NnG(A) dir.

iv. U< Ligin(N+U)/U,L/U nun A/U da bir §-timleyenidir.

V. §(A) Ks Avep:A - A/S6(A) kanonik epimorfizma olmak tizere A/5(A) =
p(L) + p(N) dir (Nematollahi, 2009).

Lemma 3.4.5: A bir modil, C,U ve Y, A nin birer alt moduli olsun. C,U nun A da bir
d-tiimleyeni ve U, Y nin A da bir §-tiimleyeni ise U, C nin A da bir §-tiimleyenidir (Kosan,
2007).

Lemma 3.4.6: A §-tiimlenmis bir modiil olsun. Bu durumda A/§(A) yari basittir (Kosan,
2007).

Ispat: §(A) < B < A olacak sekildeki A nin bir B alt modiilii icin A §-tiimlenmis
oldugundan A =B+ X ve BNX <5 X olacak sekilde bir X <A §-timleyeni
mevcuttur. Buradan A/8(A) = B/5(A) + (X +6(A4))/6(A) ve (B/S(A))n (X +
§(A))/8(A) =((BNX)+6(A)/6(A) = {6(A)} bulunur ki bu A/6(A) nin her alt
modiiliiniin bir direkt toplam terimi olmasi demektir. Dolayisiyla, A/5(A) yari basittir.

Teorem 3.4.7: A §-timlenmis bir modiil olsun. Bu takdirde A nin A = A; @ A, kosulunu
gergekleyen A; yari basit alt modiili ve §(A4,) 2 A, olan bir A, alt modiilii mevcuttur
(Kosan, 2007).
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Lemma 3.4.8: A r-projektif bir modiil olsun. B ve C, A da birbirinin §-tiimleyenleri iseler
B N C projektif've yar1 basittir. Ayrica A projektif ise B ve C de projektiftir (Kosan, 2007).

Lemma 3.4.9: A= M + K olsun. A/M bir projektif §-ortiiye sahipse K, M nin bir §-
tiimleyenini igerir (Kosan, 2007).

Ispat: f:P — A/M projektif §-ortii ve p: K — A/M dogal homomorfizma olsun. P

projektif oldugundan ;

P —> A/M

G-, P

K

diyagrami degismeli yani p o g = f olacak sekilde bir g: P — K homomorfizmasi
vardir.

(p o g)(P) = f(P) oldugundan M + g(P) = A ve M n g(P) = g(Cek(f)) esitlikleri
elde edilebilir. f projektif §-6rti oldugundan Cek(f) <s P olup buradan g
homomorfizmasi igin g(Cek(f)) <5 g(P) olacagindan M N g(P) <5 g(P) bulunur.
O halde g(P), M nin K iginde bir §-tiimleyenidir.

Onerme 3.4.10: P bir projektif modiil olsun. P nin §-tiimlenmis modiil olmasi igin gerek
ve yeter kosul P nin §-lifting modiil olmasidir (Kosan, 2007).

Teorem 3.4.11: Bir R halkasi igin asagidakiler denktir:

. R §-yar1 miikemmel bir halkadir.

ii. Her sonlu tiretilmis modiil §-tiimlenmistir.

ii. Her sonlu iiretilmis projektif modiil §-tlimlenmistir.

iv. Her sonlu tiretilmis projektif modiil &-liftingdir.

V. R nin her ideali R de bir §-tiimleyene sahiptir (Kosan, 2007).

Teorem 3.4.12: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:

I. R §-miikemmel bir halkadir.

i. Her R-modiil §-tiimlenmistir.

iii. Her projektif modiil §-tiimlenmistir.

Iv. Her projektif modiil §-liftingdir (Kosan, 2007).

Tamm 3.4.13: A bir modiil olsun. A nin dual sonlu her alt modiilii A da bir §-tiimleyene
sahipse A ya dual sonlu §-tiimlenmis modiil denir (Al-Takhman, 2007).
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3.5. Zayif 6-Tiimlenmis Modiiller

Tanmim 3.5.1: A birmodiilve L, N < AolsunnA=L+NveLNN <5 Aise NyelLnin
A da bir zayif §-tiimleyeni denir.

Eger A nin her alt modiilii A da bir zayif §-tlimleyene sahipse A ya zayif §-tliimlenmis
modiil denir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Tamm 3.5.2: A bir modiil, L < A olsun. A = L + N sartin1 saglayan her N alt modiilii
icin N' < N olacak sekilde A da bir N’ zayif §-tiimleyeni varsa L ye A da bol zayif 6-
tiimleyene sahiptir denir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Eger A nin her alt modiili A da bol zayif §-tiimleyene sahipse A ya bol zayif §-
tiimleyenmis modiil denir.

Lemma 3.5.3: f: A - B bir homomorfizma ve A nin Cek(f) yi kapsayan bir U alt
modiilii A da zayif §-tiimleyen ise f(U) da f(A) da bir zayif §-tiimleyendir (Talebi ve
Hamzekolaei, 2009).

Ispat: U, A da C nin zayif §-tiimleyeni olsun. Bu durumda A =U+Cve UNN <; A
dir. f homomorfizma oldugundan f(A) = f(U+C) = f(U) + f(C) ve Lemma 3.2.3
(i)  ozelligi geregi f(LNN) K5 f(A) dir. Cek(f) <U oldugundan
f(UNN)=fU)Nf(C) K5 f(A)olup f(L), f(A) da f(C) nin zayif §-tiimleyenidir.

Onerme 3.5.4: Zayif §-tiimleyenmis bir modiiliin homomorfik goriintiisii de zayif &-
timlenmistir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: f: A - B bir homomorfizma ve A zayif §-tiimlenmis modiil olsun. X, f(A) nin bir
alt modiilii olmak iizere A zayif §-tiimlenmis oldugundan f~1(X), A da bir §-tiimleyene
sahiptir. Lemma 3.5.3 den f(f~1(X)) = X n f(4) = X, f(A) da bir zayif §-tiimleyene
sahiptir.

Sonug 3.5.5: Zayif §-tiimlenmis bir modiiliin boliim modiilii de zayif §-timlenmistir.

Tamm 3.5.6: A ve B birer R-modill ve f:A — B bir epimorfizma olsun. Eger
Cek(f) <5 Aise f ye bir §-kiigiik ortii denir (Zhou, 2000).

Lemma 3.5.7: f:A — B §-kiigiik ortii ve U <5 B ise f~1(U) <5 A dir (Talebi ve
Hamzekolaei, 2009).

Ispat: A/S singiiler olacak sekilde bir S < A i¢in f~1(U) + S = A olsun. Bu durumda
fFETT+) =fUFTWUN+ ) =UNnGr(f)+f(S)=UNB+f(S)=U+
f(§) =B dir. B/f(S) singiler ve U <5 B oldugundan f(S) = B olup buradan
FAFES) =f1B) vyani S+ Cek(f)=A elde edilir. f:A - B §-kiigiik ortii
oldugundan Cek(f) <5 A olup A/S nin singiilerligi geregi S = A bulunur.
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Lemma 3.5.8: f: A - B §-kiigiik ortii ve f(U), B de zayif §-timleyene sahip olacak
sekilde A nin bir alt modiilii olsun. Bu takdirde U, A da zayif §-tiimleyene sahiptir (Talebi
ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat : f(U),B de zayif §-tiimleyene sahip oldugundan bir S < B alt modiilii i¢in
fW)+S=B ve f(U)YNS <Kz B dir. Buradan f~1(f(U)+S) =f"1(fW))+
TS =U+f1S)=A ve Lemma 357 geregi UNf 1S <f1(fU)Nn
S) <5 f~Y(B) = Aolup f~1(S), U da A nin zayif bir §-tiimleyenidir.

Sonugc 3.5.9: Zayif §-tiimlenmis bir modiiliin her §-kiigiik ortiisti de zayif §-tlimlenmistir.

Lemma 3.5.10: f: A —» B ve g: B — C modiil homomorfizmalar1 birer §-kiigiik ortii ise
gf: A — C bir §-kiigiik ortiidiir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: A nin A/S singiiler olacak sekilde bir S alt modiilii i¢in Cek(gf)+S =4
olsun. f(Cek(gf)+S)=f(A)=B olup f(Cek(gf) < Cek(g) oldugundan
Cek(g) + f(S) = B yazilir. B/f(S) singiiler ve Cek(g) <5 B oldugundan f(S) = B =
f(A) dir. Buradan S + Cek(f) = A + Cek(f) = A olmak tizere Cek(f) <5 A ve A/S
singiiler oldugundan S = A elde edilir.

Onerme 3.5.11: A bir modiil, C, A nin bir alt modiilii olsun. C, A da bir B alt modiiliiniin
zayif §-tlimleyeni ve S <5 A ise C, A da B + S nin de bir zayif §-tiimleyenidir (Talebi
ve Hamzekolaei, 2009).

Lemma 3.5.12: A bir modiil ve C, A; < A olsun. A, zayif §-timlenmis ve A; + C, A da
zaylf §-timleyene sahip ise C, A da bir zayif §-timleyene sahiptir (Talebi ve
Hamzekolaei, 2009).

Ispat: A; + C, A da bir B <A zayif §-tiimleyene sahip ise A, +C+B=A ve
(A1 + C) N B K5 A dir. A zayif 6-timlenmis oldugundan (C + B) N A, alt modiilii de
A; de bir U zayif §-timleyenine sahiptir. Buradan A=A; +C+B =4, nU +
(C+B)+C+B=C+U+Bdir.Ayrica (C+B)NU=[(C+B)NA;INU K5 A
olup CNWU+B)S[(C+U)NB]I<[(C+A)NB]+[(C+B)NnU] K5 A elde
edilir. Sonug olarak B + U, C nin A da bir zayif §-tiimleyenidir.

Onerme 3.5.13: A; ve A, zayif §-tiimlenmis modiil ve A = A; + A, ise A da zayif 6-
timlenmistir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: A nin her B alt modiilii icin 4; + (4, + B), A da 0 asikar zayif §-tiimleyenine
sahiptir. A; zayif §-timlenmis oldugundan Lemma 3.5.12 geregi A, + B, A da zayif 6-
tiimleyene sahiptir. A, zayif §-timlenmis oldugundan yine Lemma 3.5.12 geregi B, A da
bir zayif §-tiimleyene sahiptir.

Sonugc 3.5.14: Zayif §-timlenmis modiillerin her sonlu toplami da zayif §-tlimlenmistir.

Onerme 3.5.15: Zayif §-tiimlenmis bir modiiliin her tiimleyen alt modiilii ve her direkt
toplam terimi de zayif §-timlenmistir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).
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Ispat: A zayif §-tiimlenmis bir modiil ve B < A tiimleyen alt modiilii olsun. O halde C <
A alt modiili i¢in B+ C =A ve BN C K5 B dir. A zayif §-tiimlenmis oldugundan
A/C=B+C/C=B/BNC izomorfizmi geregi bolim modili de zayif 6-
timlenmistir. B N C <5 B oldugundan m:B — B/B N C dogal epimorfizmasi bir §-
kiigiik epimorfizma olup B kiigiik Ortlisii de zayif §-tliimlenmistir. Ayrica her direkt
toplam terimi §-timleyen oldugundan zayif §-tlimlenmistir.

Teorem 3.5.16: A bir modiil, C singiiler ve A nin bir B maksimal alt modiiliiniin zayif 6-
tiimleyeni olacak sekilde bir alt modiilii olsun. Eger C + L, A da bir zayif §-tiimleyene
sahip ise L de A da bir zayif §-tlimleyene sahiptir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: X, C + L nin A da bir zayif §-tiimleyeni olsun. O halde A = (C +L) + X = (C +
X)+LveXN(CNL) K5 Adir. Eger CN (X + L) € CNB K5 Aise bu takdirde L N
C+X)<XN({C+L)+Cn(X+L) K5 A olup sonugta C + X, L nin A da bir zayif
§-timleyenidir. Kabul edelim ki Cn(X+ L)< CnB olsun. C/CNnB=C+B/B =
A/B oldugundan C N B, C nin maksimal alt modiiliidiir. Dolayisiyla C N B +C N
X+U)=ColupCNB<«Ks Ave A/(X+L)=C/[Cn (X + L)] singiiler oldugundan
A=X+L+C=X+L+(CnNnB)+CNn(X+L)=X+L+CnB ifadesinden A =
X+ L elde edilir XNL<XN(C+L)<«K<s A oldugundan X,L nin A da zayif 6-
tiimleyenidir.

Tanim 3.5.17: A bir modiil ve L < Aolsun. L + N = Ave L N N < 3(A) olacak sekilde
bir N < A mevcut ise N ye L nin A da genellestirilmis zayif d-tiimleyeni denir (Talabi ve
Talaee, 2009).

§(A) K5 Ave %14) singiiler olma kosullarin1 gergekleyen bir A modiiliinde %A) nin yari
basit olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A nin genellestirilmis zayif d-tlimlenmis olmasi
ile verilir (Talebi ve Talaee, 2009, Teorem 3.7).

Lemma 3.5.18: Bir A modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
. . A o
1. A §-lifting ise 3 Yar basittir.

2. A zayif §-timlenmis ise ﬁ yar1 basittir.

Tanim 3.5.19: Bir A modiiliiniin her B alt modiili i¢in

B+T=Ave BNT < Socg(T); Socs(T) = Soc(T) N §(T) olacak sekilde bir T < A
mevcut ise A ya §gs-tiimlenmis modiil denir (Nisanci Tirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Tanim 3.5.20: A bir modil olsun. g:N - K epimorfizmast ve f:A—-K
homomorfizmasi verildiginde sonlu iretilmis her Ay < A igin ghl|,, = f|4, Olacak

sekilde bir h: A - N homomorfizmasi mevcut ise A ya yerel projektif modiil denir
(Nisanc1 Tiirkmen ve Tirkmen, 2020). Agikga her projektif modiil yerel projektiftir.
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Tamm 3.5.21: A yerel projektif bir modiil ve B < Soc(4) ise B Ks A dir (Nisanci
Tirkmen ve Tirkmen, 2020).

Lemma 3.5.22: Bir R halkasi igin asagidakiler denktir:

" Soc(gR)

1
2
3
4.
5
6
7

rR timlenmistir.

. R §-yar1 miikemmel bir halkadir ve §(R) = Soc( gxR).

yar1 basittir ve idempotentler Soc( zR) ye ylikseltgenir.

Her projektif sol R-modiil §4¢-tlimlenmistir.
Her sol R-modiil (bol) §¢¢-tiimlenmistir.
Her sol R-modiiliin her bir maksimal alt modiilii bir §¢¢-tiimleyene sahiptir.

. R nin her idealinin R de bir §4,-tiimleyeni vardir (Nisanct Tiirkmen ve Tiirkmen,

2020).

Tanim 3.5.23: Yukaridaki teoremin sartlarindan birini ger¢ekleyen R halkasina sol &,-
miikemmel halka denir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Lemma 3.5.24: A bir modiil ve B de A nin B < §(A) olacak sekilde bir alt modiilii olsun.
Bu takdirde, B <5 A dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. ZAYIF 84-TUMLENMIS MODULLER

Bilinmektedir ki bir A modiiliiniin her L alt modiili icin L+ N=A ve LNN <5 A
olacak sekilde A da bir N zayif d-tiimleyeni mevcut ise A ya zayif d-tlimlenmis modiil
denir. Bu boliimde asagida verilen lemma kullanilarak zayif 6-timlenmis modiillerden
daha giiclii olan zayif §ss-tiimlenmis modiiller tanimlanacaktir.

Tamm 4.1.1: A bir modiil ve L <A olsun. L+ N =A ve LN N < Socs(A) olacak
sekilde bir N < A alt modiilii mevcut ise N ye L nin A da zayif §,¢-tlimleyeni denir ve
burada Socs(A) = Soc(4) N §(A) dir.

Lemma 4.1.2: f: A — K bir modiil homomorfizmasi olsun. Bu takdirde f(Socs(4)) <
Socs(K). Ozel olarak A < K ise Socs(A) < Socs(K) dur.

Ispat: f bir modiil homomorfizmasi oldugundan verilen alt modiillerin tam degismezligi
geregi  f(Soc(A)) < Soc(K) ve f(6(A)) <6(K) dir. Buradan, f(Socs(4)) =
f(Soc(A) N 5(A)) < f(Soc(A)) N f(6(A)) < Soc(K) N §(K) = Socs(K) elde edilir.
Ozel olarak, f yerine A dan K ya icerme doniisiimii gdz 6niine alimirsa Socgs(A) <
Socgs(K) ifadesi kolaylikla elde edilebilir.

Tanim 4.1.3: A nin her L alt modiilii zay1f §g¢-tlimleyene sahip ise A ya zayif §gs-
tiimlenmis modiil denir.

Aciktir ki her zayif §g4¢-tiimlenmis modiil zayif §-tliimlenmistir. Ancak tersini
sOylemek her zaman miimkiin degildir. Bunun bir 6érnekle dogrulanmasi adina agagidaki
lemma verilmektedir.

Lemma 4.1.4: A bir zayif §g-timlenmis modiil ve Soc(4) = 0 olsun. Bu takdirde
A =0d.

Ispat: L, A nin herhangi bir alt modiilii olsun. A zayif §s¢-tiimlenmis modiil oldugundan
A=L+NveLnN < Socs(A) olacak sekilde bir N < A alt modiilii mevcuttur. Ayrica
Socs(A) = Soc(A) Nd(A) = 0N 3(A) = 0oldugundan 0 < L N N < Socs(A) = 0olup
LNN = 0 elde edilir. Sonug olarak, A = L@®N olur. Boylece A modiilii yar1 basit olup
Sonug 2.6.6 geregi Soc(A) = A = 0 dur.

Ornek 4.1.5: Z-modiil Q nun (Clark vd., 2006, 17.15) geregi zayif tiimlenmis
(dolayisiyla zayif §-tiimlenmis) oldugu bilinmektedir. Buna karsilik Z-modiil Q higbir

maksimal alt modiile sahip olmadigindan §(Q) = Q olur. Ayrica Soc( ;Q) =0 dur.

Boylece Lemma 4.1.4 geregi ,Q zayif §g¢-tiimlenmis olmayan bir modiil 6rnegidir.

Simdi bir modiiliin zay1f §,¢-tlimleyenlerinin karakterizasyonu niteliginde olacak
bir lemmaya yer verilecektir.
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Lemma 4.1.6: A bir modiil ve L, N < A olsun. Bu takdirde, asagidaki ifadeler denktir:
()A=L+NveLNnN < Socs(A) dir.

(2) N, A da L nin zayif tiimleyeni ve L N N yar1 basittir.

(3)A=L+N,LNN <56(A) ve LN N yar basittir.

Ispat: (1)= () A=L+N ve LNN <Socs(4) olsun. Kesisim 06zelliginden
Socs(A) <6(A)ve Socs(A) < Soc(A) oldugu agiktir. Buradan gegisme geregi
LNN<38(A) ve LNN < Soc(A) oldugu agiktir. L N N yar1 basit ve LN N < §(A)
oldugundan Lemma 3.5.24 geregi L N N < A elde edilir. Sonug olarak, N, L nin A da
zayif §-tlimleyenidir.

(2) = (3) N, L nin A da zayif timleyeni ise A =L + N ve L N N <5 A dir. Buradan
L NN < §(A) oldugu aciktir. Son olarak, hipotez geregi L N N nin yar1 basitligi direkt
saglanmaktadir.

3)=(1) A=L+N,LnN<3(A) ve LNN yan basit olsun. Socs(4) = §(4) N
Soc(A) oldugundan agik¢a Socs(A) < Soc(A) ve Socs(A) < §(A) dir. Ayrica LN N
yar1 basit oldugundan L N N < Soc(A) dir. Buna gore LN N < Soc(4) n 6(A) olup
LN N < Socs(A) elde edilir.

Tanim 4.1.7: A bir modiil olsun. ﬁ yar1 basit ise A ya d-yar1 yerel modiil denir. Ozel
olarak, xR 6-yar1 yerel modiil ise R ye d-yar1 yerel halka denir.

Asagidaki teoremde daha once Talebi ve Talaee tarafindan genellestirilmis zayif
§-tiimlenmis modiiller i¢in verildigini ifade ettigimiz 6dnemli bir karakterizasyon teoremi
bizim modiillerimize uyarlanmistir.

Teorem 4.1.8: Bir A modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:

1)

Socat YA basittir.

(2) Bir A modiiliiniin her L alt modiiliiicin L + N = A, L N N < Socg(A) olacak sekilde
bir N < A alt modiilii vardir.

(3) Anin A = A; @ A, olacak sekilde bir pargalanis1 vardir 6yle ki burada A, yar1 basit,

A2 . .
Socs(A) 2 A, ve Socs(a YA basittir.
. . . .- _ .. __ A;+Socs(A) Ay
Ispat: (3) = (1) Hipotez geregi A = A; @ A, icin Socald) —  Socad) Socs(A) olup

Socse Y2 basittir.

L+Soc,g(A)< A
Socg(4) ~ Socg(4)

(HD=((2) VL<A igcin

A __ L+Socs(A) N
Socg(A) - Socg(A) Socgs(A)

direkt toplam terimi oldugundan

) N A .
olacak sekilde Socal) < Socs() vardir. Boylece,
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L+Socg(A) N _
Socg(A) Socgs(A) -

A= (L + Soc(g(A)) + N =L+ N elde edilir. Diger taraftan,

(L+Socs(M)ON _ \_ Socs(4) - 3
Socs(A) Socs(4) oldugundan  (Socs(A) + L) NN = Socs(A)  olup

Socs(A) < N oldugundan Modiiler kural geregi Socs(A) + (LN N) = Socs(A) elde
edilir. Budurumda L N N < Socg(A) kapsamasi saglanir.

(1) = (3) Her modiiliin bir komplementinin mevcut oldugu bilinmektedir. Ozel olarak,
Socs(A) < Aigin Socs(A) N A; = 0 kosulunu gergekleyen bir A; < A komplement alt

A1 @B Socs(4)
Socs(A) ~ Socg(A)

modili mevcuttur. A; = olup hipotez geregi yar1 basit

Socs(A)
A1@BSocs(A)
Socgs(A)

taraftan, 219500
Socg(A) Socs(A)

il Az A . - _
Socs(A) Socs(A) < Soc) Yo basit alt modiilii vardir. Ayrica Socg(A) =

(A1 @ Socs(A)NA, = (Socs(A)D A)NA, = Socs(A) @ (A1 NA,) esitligi
Modiiler kural geregi kolayca elde edilir. Buradan agik¢a A; N A, = 0olup A =A4; @
A, elde edilir. Son olarak, Socs(A) 2 A, oldugu gosterilmelidir. A;, Socs(A) nin
komplementi oldugundan Tanim 2.6.9. geregi A; @ Socs(A) R A=A, @ A, dir.
i:A, > A @D A, 2.-injeksiyon doniisimii géz Oniine almirsa A; P A, < A D
Socs(A) igin iz_l(Al 4> SOC5(A)) = Socs(A) 2 A, komplement vardir (Tanim 2.6.9).

oldugundan alt modiilii ve dolayisiyla izomorfu olan A; yar1 basittir. Diger

A1 @SOC&(A) A2 _
Socs(A) Socg(A) -

direkt toplam terimi oldugundan

olacak sekilde

(2) = (1) Her icin hipotez geregi L+ N = A, LN N < Socs(A)

< A
Socg(A) Socg(A)

. . . . L N+Socs(4)
olacak sekilde bir N < A zayif d¢¢-tiimleyeni vardir. Bu durumda, Socald) @ Socatd)

olacagindan yar1 basittir.

Socg(A) Socs(4)

Onerme 4.1.9: A bir zayif ¢-tiimlenmis modiil ve L, N < A i¢cin A = L + N olsun. Bu
takdirde, N, L nin bir N’ zayif §¢-tiimleyenini igerir.

Ispat: LN N < A igin kabul geregi LN N + K = A ve (LN N) N K < Socs(A) olacak
sekilde K < A zayif §g-tiimleyeni vardi. N=NNnA=Nn((LNN)+K)=(Ln
N+K)NN=(LNnN)+ (KNnN) ifadesi kullanilarak A=L+N=L+[(LNN) +
(KNN)]=L+(KnN) olup buradan A=L+ (KNN) elde edilir. Ayrica,
LNn(KNN)=(LNK)NN < Socs(A) dir. Sonug olarak K N N < N, A da L nin bir
zayif §¢¢-tlimleyeni olur.

Onerme 4.1.10: A bir §-yar1 yerel modiil ve §(4) < Soc(A) olsun. O halde A zayif
d5s-timlenmistir.

Ispat: Hipotez geregi 6(4) < Soc(A) oldugundan Socs(A) = 5§(A) N Soc(A) = 5(A)
- g A A
oldugu aciktir. 4, 6-yar1 yerel oldugundan 3 — Socstd)

Teorem 4.1.8 geregi A zayif §g¢-timlenmistir.

yar1 basittir. Sonug olarak,
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Asagida verilen Onermenin sonuglar1 sayesinde ileride zayif g -tiimlenmis
modiillerin halka karakterizasyonlar1 kurgulanabilecektir.

Onerme 4.1.11: A zayif §s-tiimlenmis bir modiil ve L <5 A olsun. O halde L <
Socs(A) dir.

Ispat: A zayif &gs-tiimlenmis bir modiil olup hipotez geregi L <5 A  igin
L+N=A,LNnN <Socs(A) olacak sekilde AN < A vardir. L+ N=A ve L K5 A
oldugundan §-kiigtikliik tanimi1 geregi projektif yar1 basit bir Z < L i¢in Z @ N = A olup
Z < L igin Modiiler kural geregi L=ANL=[Z@ N]nL=2Z&[Nn L] olup Sonug
2.6.7 den L yan basittir. Boylece L < Soc(A) ve L < §(A) oldugundan L < Soc(4) N
6(A) = Socs(A) elde edilir.

Sonu¢ 4.1.12: A zayif §4-tliimlenmis bir modiil ve §(A) <5 A olsun. Bu takdirde
5(A) < Soc(A) dir.

Ispat: Onerme 4.1.11 geregi, §(A) < Socs(A) olup 6(A) < Socs(A) = Soc(4A) n
§(A) < 6(A) ifadesi §(A) = Socs(A) olmasim gerektirir. Bu ise 6(4) < Soc(A) olmasi
ile miimkiindiir.

Sonlu tretilmis modiiller §-kii¢iik §-radikallere sahip olduklart i¢in asagidaki
sonu¢ dogrudur.

Sonu¢ 4.1.13: A sonlu iiretilmis bir modiil olsun. A nin zayif §g¢-tlimlenmis olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul A nin §-yar1 yerel ve §(A) nin yari basit olmasidir.

A

Ispat: (=) A zayif §s¢-tiimlenmis ise Teorem 4.1.8 ve Sonug 2.6.7 geregi 50;(11(),4) ~ ﬁ

Socs(A)
yari1 basit olup A §-yar1 yereldir. Diger taraftan, A sonlu iiretilmis oldugundan 6 (4) <5 A
dir. Bu durumda Sonug 4.1.12 geregi 6(A) < Soc(A) olup §(A) yari basittir.

(&) A, §-yan1 yerel modiil ve §(4) < Soc(A) olsun. Bu sartlar altinda Onerme 4.1.10
dan A, zayif §¢¢-tiimlenmis modiildiir.

Tamm 4.1.14: A bir modiil olsun. §(4) < L < A olacak sekilde her L alt modiilii A da
zayif timleyene sahip ise A ya zayif §-radikal timlenmis modiil denir.

Teorem4.1.15: A bir modiil ve §(A) <5 A olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
(1) A zayif §4-tiimlenmis modiildiir.

(2) A 6-yar1 yerel ve 6(A), A da zayif §4-tlimleyene sahiptir.

(3) A 6-yar1 yerel ve 6(A) < Soc(A) dir.

(4) A zayif §-tiimlenmis ve §(4) < Soc(A) dir.

(5) A zayif §-radikal tiimlenmis ve §(4) < Soc(A) dur.
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ispat:

(1) = (2) A zayif §45-tlimlenmis modiil olsun. Agik¢a A nin her alt modiilii bir zayif

8ss-tiimleyene sahiptir. Ozel olarak §-radikalide bir 8 -tiimleyene sahiptir. Diger
A
SocB(A)

yandan, Socs(A) < §(A) < A iliskisi ve buna dayanarak —5;

Socg(A)
(Snl'ine alindiginda A nin zayif §¢s-tlimlenmisligi geregi Teorem 4.1.8 ve Sonug 2.6.7 den

—— izomorfizmi g0z
6( ) &

5 (A) —— yari basit olup A §-yar1 yereldir.

(2) = (3) A, 5-yan yerel ve 6(A),A da N zayif §4-tiimleyenine sahip olsun. Boylece
6(A)+ N =A ve 6(A) N N < Socs(A) < Soc(A) olur. Yari basit bir modiiliin her alt
modiilii de yar1 basit oldugundan §(A) N N yari basittir. §(4) <5 Ave A=6(A)+ N
oldugundan Lemma 3.2.2 geregi projektif yar1 basit bir Y < §(A) i¢in A = Y@N dir.
Modiiler kural geregi 6(A) = Y®(N N §(A)) esitligi elde edilir. Buradan Sonug 2.6.7
geregi yar1 basit iki modiiliin direkt toplami olan §(A) yari basittir.

(3) = (4) A §-yan yerel bir modiil olsun. Bu durumda — r ( 5 yari basittir. Dolayisiyla,

L+5(4) N A LA N A
3 <o == 5(A) dir. Buna gore, 3 5 (A) = 5@ 1§ =0 &) 3D~ o) dir.

Buradan, 8(A) < N oldugundan (L + S(A)) +N=L+N=A elde edilir. Ayrica,

L+6(4) « N _ (L+8)0N _ (S(A)+L)AN _ 5(4) _ < .
s s sa 3@ 5 =0 % oldugundan, Modiiler kuralindan

6(A)+ (LN N) =056(A) elde edilir. Buna gore, LN N < 6(A) olup hipotezden
§(A) <5 A oldugundan L N N < A dir. Buna gore, A zayif §-tiimlenmistir.

VL < A i¢in

(4) = (5) A zayif §-tiimlenmis modiil ve A nin her alt modiilii bir zayif §-tiimleyene
sahiptir. Her alt modiil zayif §-tiimleyene sahip olduguna gére §(A4) y1 kapsayan alt
modiilleride zayif §-tlimleyene sahiptir.

(5= (1) VL <A igin §(A) <L + 6(A) < A olup hipotez geregi L + §(A) < 6(4)
icin (L+68(A)+N=4, (L+8(A))NN <5 A olacak sekilde IN <A vardur.
6(A) K5 A oldugundan §(A)+L+ N =4 igin PO(L+ N) =A olacak sekilde
projektif yar1 basit bir P < §(A4) alt modiilii Lemma 3.2.2. geregi vardir. Buradan,
L+(P+N)=A ve LNn(P+N)<[PNn(L+N)]+[Nn(L+P)] ig¢gin, PN (L+
N) < P K5 P < A ve P projektif yar1 basit oldugundan P N (L + N) < Socz(A) dir.
Diger taraftan, NN (L +P) <N n (L + §(A)) <5 A oldugundan hipotez geregi N N
(L+P) <6(A) <Soc(A) olup Nn(L+ P) <Socs(A) elde edilir. Sonug olarak,
LN(P+N)<[Pn(L+N)]+[Nn(L+ P)] <Socs(A) olur. Buna gore, A zayif §s5-
tiimlenmistir.

Teorem 4.1.15 kullanilarak her zayif §-tlimlenmis modiiliin zayif §-tlimlenmis
modiil olmadig1 6rneklenebilir.

Ornek4.1.16: R =Zve A = ,Zgolsun.
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Z-modiil Zg yerel oldugundan tiimlenmis dolayisiyla §-timlenmistir. Bu durumda, Z-
modiil Zg in zayif §-timlenmis oldugu agiktir. Bununla birlikte 6(Zg) = Rad(Zg) =
{0,2,4,6} <5 Zg ve Soc(Zg) = {0,4} = 4Zg olup §(Zg) £ Rad(Zg) dir. Buna gore
Teorem 4.1.15 geregi Z-modiil Zg, zayif §4¢-tlimlenmis modiil olamaz.

Yar yerel halkalarin sinifinin timlenmis halkalarin sinifin1 (yani yar1 miikemmel
halkalar1) kapsadigi iyi bilinmektedir. Simdi Sonug 4.1.13 kullanilarak bir R halkasi i¢in,

rR modiillii zayif §4-tiimlenmis oldugunda RzR nin §ge-timlenmis modil oldugu
gosterilecektir.

Sonug 4.1.17: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) gR zayif §s-timlenmistir.

(2) R 5-yar1 yerel ve §(R) < Soc( gzR).

(3) gR Os-tiimlenmistir.

Ispat: (1) = (2) Her R halkas sonlu iiretilmis R-modiil goziiyle goriilebileceginden
Sonug 4.1.13 geregi gR zayif 8y -tlimlenmis ise zR §-yari yerel ve §(R) yari basittir.
Yani §(R) < Soc( zR) dir.

(2) = (3) Hipotezde 5(R) < Soc(R) kapsamasi verildiginden Soc(R) < 6(R)
oldugunu gosterilmelidir. Birimli R halkasi yerel projektif ve Soc(R) < Soc(R)
oldugundan Lemma 2.5.21 geregi Soc(R) <5 R olur. Bu durumda Soc(R) < 6(R) elde

edilir. Sonug olarak, §(R) = Soc(R) dir. Diger taraftan, R §-yar1 yerel halka oldugundan
R R

8(R) _ Soc(R)
Artinian olup xR &-tiimlenmistir. Bu durumda R, §-yar1 mitkkemmel halka olup Teorem
3.5.22 geregi zR Os-tiimlenmistir.

yar1 basit Artinian ve Soc(R) yar1 basit Artinian oldugundan R halkas1 da

(3) = (1) Aciktr.

Onerme 4.1.18: {4,};c;, R modiillerinin toplami olsun. Socs(D;e; 4;) =®;e; Socs(4;)
dir.

Ispat: Lemma 4.1.2 ve (Clark vd., 2006, 6.2.(3)) den kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.19: Zayif §,-tiimlenmis modiillerin sinifi direkt toplamlar ve homomorfik
goriintiiler altinda kapalidir.

Ispat: A zayif 8sc-tiimlenmis bir modiil ve f:A — B bir epimorfizma olsun. Her

a+ Socs(A) € Soc'z(A) icin  f(a+ Socs(4)) = f(a) + Socs(B) ile tanimh
- A

B
f =
Socgs(A) Socs(B)

icin Teorem 4.1.8 geregi

epimorfizmasini géz oniine alalim. Zayif §45-tlimlenmis A modiilii

yart1 basittir. Yari basit modiillerin sinifi boliim modiilleri
Socs(A)
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B
Socs(B)

altinda kapali oldugundan de yar1 basittir ve yine Teorem 4.1.8 geregi B modiilii

zayif  Jgo-tiimlenmistir.  Boylelikle zayif Jgq-tlimlenmis  modiillerin -~ siifinin
homomorfizmalar (boliim modiilleri) altinda kapalilig1 dogrulanmais olur.

Simdi direkt toplamlar i¢in ifade edilen iddiay1r dogrulayalim. Bunun i¢in {4;};c; zayif
d¢s-tlimlenmis modiillerin ailesi olmak tlizere A =@;¢; A; olsun. Boylece Teorem 4.1.8

4i

geregi her i € [ igin béliim modiilleri yari basittir. Buradan Onerme 4.1.18 ve

Socs(4;)
o A _ GBiEIAi ~ A o
Sonug 2.6.7 geregi Socald) — Socs(@rdn = P Soca(an YA basittir. Bu da Teorem 4.1.8

geregi A nin zayif §4-tlimlenmis bir modiil oldugu anlamina gelir. Sonug olarak zayif
dss-timlenmis modiillerin sinifinin direkt toplamlar altinda kapaliligir dogrulanmis olur.

Sonuc 4.1.20: A bir modiil ve {4;};¢; her biri zayif §4,-timlenmis modiillerin ailesi olsun.
Bu takdirde Y;c; A; zayif §g¢-timlenmistir.

Asagidaki Onermede zayif Jgg-tlimlenmis bir modilin belli bir kosulu
gercekleyen alt modiillerinin de zayif §4¢-tiimlenmis oldugu gosterilmistir. Tlgili kosul
d-tiimleyen alt modiillerce de saglandig1 bilindiginden zayif §s-tiimlenmis bir modiiliin
her §-tiimleyen alt modiiliiniinde zayif §-tlimlenmis oldugu sonucuna ulasilir.

Onerme 4.1.21: A zayif §s-tiimlenmis bir modiil ve B de A min §(B) = B n 6(A)
kosulunu gergekleyen alt modiilii olsun. Bu takdirde B zayif §;¢-timlenmistir.

Ispat: L < B olsun. L < A oldugundan hipotez geregi bir N < A i¢gin A=L+ N ve
L N N < Socs(A) kosullari saglanir. A = L + N ifadesinde her iki tarafin B ile arakesiti
alimp L < B olmak tizere Modiiler kurali uygulanirsa B = (L+ N)NB =L+ (N N B)
elde edilir. Agtkga LN(BNN)=LNN <B vyan basitti. LN (BNN)=LNN <
Soc(B) dir. Diger taraftan L NN < Socg(A) = Soc(4A) N 6(A) < §(A) oldugundan
LN N < 6(A) ifadesinde B ile arakesit alinirsa hipotezden LN (BN N) < BN §(A) =
&(B) elde edilir. Buna gore, L N (B N N) < Soc(B) N §(B) = Socg(B) bulunur. Sonug
olarak, B N N, B de L nin zayif §¢-tiimleyeni olup B zayif §s-timlenmis modiildiir.

Bir R-halkasinin yar1 yerel olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her R-modiiliin yari
yerel olmasidir (Lomp, Teorem 3.1.). Ilaveten (Olgun ve Tiirkmen, 2020) de bir R
halkasinin ss-yar1 yerel olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her R modiiliin ss-yar1 yerel
olmasi ile verilir. Biz de bundan sonra lizerindeki her R-modiilii zayif §,-tiimlenmis olan
halkalar1 &45-yar1 yerel halkalar olarak adlandiracagiz. Bu bilgiler 1518inda esdeger
karakterizasyon & .-yar1 yerel halkalar icin verilebilir. Oncelikle Teorem 4.1.23 in
ispatina agiklik getirecek asagidaki Lemma verilecektir.

Lemma 4.1.22: A bir modiil olsun. A nin zayif §g¢-tlimlenmis olmast i¢in gerekli ve
yeterli kosul her A-tiretilmis B modiiliiniin zay1f §¢s-tlimlenmis olmasidir.

Ispat: (&) Her A iiretilmis modiil zayif §¢-tiimlenmis olsun. Bu durumda agikca, A-
tiretilmis olan A modiiliiniin kendisi zayif §s,-tiimlenmistir.
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(=) A zayif §45-tiimlenmis ve B, A-iiretilmis modiil herhangi bir modiil olsun. Bu
durumda bir I indis kiimesi icin bir f: A®) - B epimorfizmasi vardir. Bu durumda,

B = £(A") dir ve B Teorem 4.1.19 geregi zayif 8,-tiimlenmistir.

Birimli bir R halkasi i¢in agik¢a her sol R-modiil R-iiretilmistir. Dolayisiyla her R-modiil
bir serbest modiiliin b6liim modiiliidiir. Bu bilgiyi kullanarak birimli bir R halkasinin R-
modiil olarak zayif §s-timlenmisligini ifade eden asagidaki onemli karakterizasyon
teoremi verilebilir.

Teorem 4.1.23: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) gR zayif §4-tiimlenmistir.

(2) Her R modiil zayif §¢-timlenmistir.

(3) R 6-yar1 yerel ve §(R) S Soc( gR) dir.

Ispat: (1)=(2) gR modiilii zayif §,-tiimlenmis ve A da herhangi bir R-modiil olsun. Her
modiil R-iiretilmis oldugundan f:RM — A epimorfizmas1 vardir. Ortenlikten
f(RD)=A dir. Teorem 4.1.19 geregi RY) zayif §g-tiimlenmis olup RY nin
homomorfik goriintiileri de zayif §g4¢-tlimlenmis oldugundan f (R(’)) = A zayif §g-
tiimlenmis olur.

(2)=(3) Her R-modiil zayif §¢-tiimlenmis olsun. Ozel olarak, RR zayif 8¢ -tiimlenmis

dolayisiyla zayif §-tiimlenmistir. Bu durumda Lemma 3.5.18 geregi % yart basit

oldugundan R §-yar1 yerel halkadir. Ayrica Sonug 4.1.13 ten §(R) € Soc( gzR) elde
edilir.

(3)=(1) Sonug 4.1.13 ten agiktir.

Sonu¢ 4.1.13 ve Teorem 4.1.23 ile Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen (2020) tarafindan
verilen Teorem 5.3 goz Oniine alindiginda §g¢-yart yerel halkalar ile sol §gs-miikemmel
halkalarin sinifinin cakistigi goriiliir. Buna gore bu tezde bahsi gecen halkalar
6-miikkemmel halkalarin bir alt sinifim temsil etmektedir. Yani bir R halkas1 i¢in
asagidaki diyagramin varligi sdylenebilir.

ss-yariyerel halka = §4¢-yari yerel (§45-miitkemmel) halka = §-miikemmel halka

Ornek 4.1.24: F bir cisim, I = [g i] ve R =1{(q1,92, 9. ¢, - )INEN, q; €

A,(F), q € I]}olsun. Burada A, (F) girisleri F cisminden gelen 2x2 tipindeki matrislerin
kiimesidir.

R nin elemanlar karsilikli bilesenlerinin toplami ve ¢arpimi islemine gore bir halkadir.
Diger taraftan,

Soc(R) ={(91,92, -9 4.9, . )In EN, q; € A,(F)}
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F F
§(R) ={(q1, 92, . qn, 0,9, - )In €N, q; € Ax(F), q €] = [o F]}

oldugu gbz oniine alinarak (Zhou, 2000) geregi R halkasini §-mitkemmel halka oldugu
bilinmektedir. Buna gore verilen R halkasi ayni zamanda &-yari miikemmel
olup §(R) # Soc(R) oldugundan (Nisanc1 Tirkmen ve Tirkmen, 2020) geregi R §g-
miikemmel (§¢¢-yart yerel) olmayan bir halka 6rnegidir.

Ornek 4.1.25: F; = 7, ve Q = [[Z, F; olsun. Burada Q, Z,-bilesenli dizilerin kiimesi
olup, elemanlarinin bilesen-bilesene toplama ve ¢arpimi islemlerine gore degismeli ve
birimi 15 = (1,1, 1, ...) olan birimli bir halkadir. Kabul edelim ki R, Q nun birimi ve
sonlu sayida bileseni sifirdan farkli elemanlarinin (@72, F;) Urettigi alt halkast olsun.

[e's) 1 R
Burada Soc(R) = @72, F; dir ve Soc(R)
R R

Soc(R) = 6(R) dir. Ayrica Soc® = 3@ = F; basit oldugundan §(R) < R maksimaldir.

Acik¢a 6(R) <5 R oldugundan R halkasi1 &-yerel olup (Biiylikasik ve Lomp, 2010)
geregi §-yart mitkemmel bir halkadir. Bu durumda (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020)
geregi R halkasi §gg-milkemmel olur. Ancak R halkasi regiiler oldugundan (Biiyiikasik

ve Lomp, 2010) Rad(R) =0 olup Ra(};(R)

degildir. Acikca ss-yar1 yerel her halka yar1 yerel oldugundan 6nermenin karsit tersi
geregi R ss-yari yerel halka degildir.

= 7, tek singiiler basit R-modiil oldugundan

= R yar basit olmadigindan R yar1 yerel
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5. Sonuc ve Oneriler

Bu tezde literatiirde ss-yari1 yerel modiiller olarak karakterizasyonu bilinen zayif ss-
timlenmis modiillerin bir genellestirilmesi olan zayif &,s-tiimlenmis modiiller
tanimlanmistir. Temel Ozellikleri irdelenerek, Ozellikle halka karakterizasyonunun
bulunmasi ile zayif ¢ -timlenmis olup ss-tiimlenmis olmayan modiillerin varlig
orneklenmistir. Bu c¢alismadan hareketle dual sonlu zayif §g¢-tlimlenmis modiil, dual
sonlu zayif &g,-lifting (yiikseltilebilir) gibi daha genel forma sahip cebirsel yapilar
tanimlanarak, temel 6zellikleri, halka karakterizasyonlari, kapsama iliskilerinin yoniinii
dogrulayan drnekler ve ayni iligkinin terslenebilirligini saglayan kosullar arastirilabilir.
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