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OZET

MONOTONIK HOMOTOPI VE UYGULAMALARI

Salih YAZAR

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Eytp KIZIL

Bu ¢alismada homotopi teorinin uygun bir varyasyonu olarak topolojik semigruplar
ve Ozel olarak da Lie semigruplar: tizerindeki bir takim 6zel egriler (monotonik
egriler) icin uyarlanmis homotopi ile homotopinin denklik siniflarinin uzayi olarak
monotonik Ortii uzaylar1 incelenmistir. Ayrica, monotonik homotopinin kontrol

teoride kullanildigi sekli ile uygulamalarina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Monotonik homotopi, 6rtii uzaylari, Lie semigruplari
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In this work, we consider an appropriate variant of homotopy adapted to a
particular class of monotonic curves on topological (resp. Lie) semigroups and
the covering space as the set of monotonic homotopy classes. We also mention

how this homotopy is used in control theoretical setting as an application.
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1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Monotonik homotopi, kabaca, klasik teoride adi yollar arasinda siirekli bir
deformasyon olarak tanimlanan homotopi kavraminin monotonik egrilerden olusan
0zel bir sinifa uyarlanmasi seklinde tarif edilebilir. Bu homotopi kavrami literatiirde
olduke¢a yeni sayilabilir. (Bknz Lawson [8], Kizil Colonius-San Martin [4] vs). Fizik
koékenli olusu sebebiyle kausal homotopi olarak da gecer. Klasik homotopiden en
belirgin farki ise siirekli deformasyonun iirettigi ara egrilerin de yine ayni siniftan
yani monotonik egriler olmasidir. Bu yonii ile alisilagelmis homotopi tanimi 6zel bir
duruma kisitlanmis gibi goziikse de aslinda dogasi geregi goz dniine alinan egrilerin
tasidiklar1 o6zellikler yiiziinden daha zengin bir homotopi teori ile muhatap
olmamiza olanak vermektedir. Ornegin, dinamik ya da kontrol sistemlerinin ¢oziim
egrileri! ya da yaygin olarak kullanilan tabir ile trajektorileri arasinda bu
homotopiyi diisiindiiglimiizde homotopinin ara egrileri de yine trajektorleri olmak
zorunda oldugundan, dinamik bir stire¢ kendi icerisinde ne kadar zengin bir yapi
barindiriyorsa monotonik (hatta dinamik) homotopi de bundan o kadar

etkilenecektir.

Klasik teoride mevcut sonuglarin hatiri sayilir bir kisminin, baslangi¢ ve bitis nokta-
lar1 ayni olan adi yollara (kisaca kapali yollar diyelim) endeksli oldugunu
hatirlatalim. Burada ise diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin genelde periyodik
olmamalar yiiziinden agik egriler ile calisma zorunlulugu s6z konusu olmaktadir.
Benzer sekilde, Lie semigruplari tizerindeki cebirsel yapidan beslenen monotonik
egriler de kapali egriler olmak zorunda degillerdir. Kisaca, homotopinin taniminda

en genel haliyle adi yollar arasinda degil de bir takim 6zel egriler arasinda olacak

1 Kontrol sistemi, parametrelenmis diferansiyel denklemlerin ailesi gibi diisiiniildiigiinde, sistemin

¢oziim egrilerinden yani trajektorilerinden bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri olan egrileri

kastediyoruz.



sekilde kisitlamaya gidildiginde her ne kadar isler zorlasmaya baslasa da

barindirdig1 zengin yapi sebebiyle arastirmaya acik bir konudur.

Ozellikle [4] de, ortii uzaylari lizerine mevcut klasik sonuglar kontrol trajektérileri
arasinda homotopi kullanarak ifade edilmis ve kontrol sistemleri i¢cin dinamik bir
ortli uzayi insa edilmistir. Bu ortii uzayi lizerinde hem diferansiyellenebilir manifold
yapisi oldugu hem de ortii projeksiyonu ile durum uzay1 arasinda (lizerinde dinamik

verilen uzay1) lokal homeomorfizma ile baglanti kuruldugu goésterilmistir.
1.2 Tezin Amaci

Bu c¢alismanin amaci Lie semigruplarinin monotonik egrilerinin monotonik

homotopi teorisini ¢calismaktir.
1.3 Hipotez

Biz bu calismada 6zellikle kontrol teori vurgusundan ziyade Lie semigruplarinin Lie
teorisi agirlikli olacak sekilde daha ¢ok topolojik tarzda monotonik egriler arasinda
monotonik homotopiyi ele alacagiz. S bir Lie semigrup olmak tizere, [8] de Lawson
I'(S) ile gosterilen bir semigrup (simdiden homotopi semigrubu diyelim)
tanimlamis ve S 'nin birim elemani civarindan baska bir T semigrubu igine her lokal
homomorfizmanin global olanina stelik tek tirli olacak sekilde
genisletilebilecegini gostermistir. Lie gruplarinin evrensel ortii uzayini karakterize
eden bu oOzelligin Lie semigruplar s6z konusu oldugunda daima gecerli
olmayabilecegi diisiiniildiigiinde elde edilen sonuglarin degeri daha iyi

anlasilmaktadir.



2

GENEL BILGILER

Bu bolimde monotonik homotopiden bahsetmeden o6nce ileride ihtiyag

duyacagimiz bazi temel bilgilere yer verecegiz.
2.1 Genel Topoloji

Tanim 2.1.1 (Topoloji) Bir X # @ kiimesi Uzerindeki topoloji; X ‘in asagidaki

ozelliklerini saglayan alt kiimelerinden olusan bir T sinifidir [1].

1. 0,XeT
2. T ‘nin herhangi elemanlarinin birlesimi yine T ‘nin elemanidir.

3. T ‘nin herhangi sonlu elemanlarinin kesisimi yine T ‘nin elemanidir.

Tanim 2.1.2 (Baglantililik) X topolojik uzay olsun. 4, B € X acik ayrik kiimeleri
icin A U B = X esitligi saglaniyorsa X uzayina ‘baglantisizdir’ denir. Eger X uzay:

baglantisiz degilse ‘baglantilidir’ denir [1].
Tamim 2.1.3 (Yol Baglantililik) f: [0,1] — X siirekli fonksiyonu i¢in f(0) = x ve

f(1) = yise f i¢cin ‘X uzayinda bir yoldur’ denir. Eger Vx,y € X i¢in x 'den y ‘ye bir
yol bulunabiliyorsa X uzayina ‘yol baglantilidir’ denir [1].

Tanim 2.1.4 (Yerel (Yol) Baglantililik) X bir uzay ve x € X olsun. Vx e U c X
komsulugu icin x € V < U olacak sekilde IV baglantili uzayi varsa X uzay x ‘de yerel
baglantihidir. Eger Vx € X icin X uzay x ‘de yerel baglantili ise X yerel baglantilidir.
Benzer olarak Vx € U c X komsulugu icin x € V c U olacak sekilde VV yol baglantili
uzay1 varsa X uzayl1 x ‘de yerel yol baglantilidir. Eger Vx € X icin X uzay1 x ‘de yerel

yol baglantili ise X yerel yol baglantilidir [1].

Tanim 2.1.5 (Yari-Yerel Basit Baglantili) X uzayindaki her noktanin bir U
komsulugu i¢cin bu komsuluktaki her kapali egri X ‘teki bir noktaya daraltilabiliyorsa
X uzayi yari-yerel basit baglantilidir [9].

Bu tanimi saglamayan bir 6rnek vermek istersek, Hawaii kiipesini 6rnek olarak

verebiliriz. Bu topolojik uzay asagidaki gibidir:

n

H=uUy_, {(x, y) € R%: (x - %)2 +y? = (1)2} (2.1)



Sekil 2. 1 Hawaii kiipesi

Tanim 2.1.6 (Homeomorfizma) X ve Y topolojik uzaylar i¢in f: X — Y birebir ve
orten fonksiyon olsun. Eger f ve f ‘nin tersi olan f~1:Y — X fonksiyonlar: siirekli

ise f bir homeomorfizmadir [1].

Tanim 2.1.7 (Lokal Homeomorfizma) X ve Y topolojik uzaylar olsunlar. Vx € X
ve X ‘de acik x € U kiimesi i¢in f(U) c Y agikve f|y: U = f(U) homeomorfizma
ise f: X - Y lokal homeomorfizmadir [10].

Uyart: Agik¢a, her homeomorfizma ayni zamanda bir lokal homeomorfizmadir.
Fakat tersi dogru degildir. Ornegin;

fiR - SL,f(t) =e®t (2.2)
fonksiyonu lokal homeomorfizmadir fakat homeomorfizma degildir.
Tanim 2.1.8 (Topolojik Gomme) X ve Y topolojik uzaylari icin f: X — Y birebir
fonksiyon olsun. Z c Y alt kiimesi Y ‘nin alt uzayi ve f(X) = Z olsun.Eger f": X — Z

fonksiyonu homeomorfizma ise f bir topolojik gomme veya kisaca gommedir [1].

Teorem 2.1.9 (Yapistirma Lemmasi) 4 ve B kiimeleri X ‘te kapaive X =AUB
olsun. f:A - Y ve f: B — Y stirekli fonksiyonlar olsun.
Vx € AN Bigin f(x) = g(x) ise

f(x), xeA

g(x), xE€B (23)

h(x) = {

olacak sekilde bir stirekli fonksiyon vardir [1].



Tanim 2.1.10 (Manifold) M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki 0Ozellikler

saglaniyorsa M ‘ye n-boyutlu manifold veya n-boyutlu topolojik manifold denir [12].

1. M bir Hausdorff uzayidir.
2. M ‘nin her acik alt kiimesi E™ ‘ye veya E™ ‘nin bir acik kiimesine
homeomorftur.

3. M sayilabilir cogunluktaki acik kiimelerle orttlebilir.

Tanim 2.1.11 (Harita-Koordinat Komsulugu) M, n-boyutlu topolojik manifold

olsun. O halde M ‘nin bir acik kiimesi ile E™ ‘nin a¢ik kiimesi arasinda
Y:UcCcE"->WcM (2.4)

homeomorfizmasi vardir. Burada (3, W) ikilisine koordinat komsulugu veya harita

denir [12].

Tanim2.1.12 (Atlas) M, n-boyutlu topolojik manifold ve M ‘nin bir agik ortiist
{W,|a € A} olsun. Oyleyse y,: U, — W, olacak sekilde homeomorfizmalar vardir.

{(Yq, W,)} kiimesine atlas denir [12].

Tanim 2.1.13 (Diferansiyellenebilir yap1) M, n-boyutlu topolojik manifold ve M

‘nin bir a¢ik ortiist {W,|a € A} olsun. Bir p € M noktasi i¢in,

p € W, ve p € Wy olacak sekilde (y,, W,) ve (1/)5,W,3) koordinat komsuluklarini
secelim. O halde

Yo Uy, = W, (2.5)
ve

homeomorfizmalar: vardir. Daha sonra

Y '!(WanWg)=Uc U, CE" (2.7)
ve
Y (W, nWp) =V c Ug c E™ (2.8)
olmak tlizere
Gap = Vo o Pp:V > U (2.9)

ve



bpa = Wp' o U >V (2.10)

fonksiyonlar1 vardir. ¥, ve g fonksiyonlari homeomorfizma oldugundan ¢,z ve
¢po fonksiyonlar1 da homeomorfizmadir. Eger ¢,z ve ¢pg, fonksiyonlari

diferansiyellenebilir ise M manifoldu lizerinde taniml
{(Yo, W) | € A, A indis kiimesi} (2.11)
atlasina diferansiyellenebilir yap1 denir [12].

Tanim 2.1.14 (Diferansiyellenebilir Manifold) M, n-boyutlu topolojik manifoldu
lizerinde bir diferansiyellenebilir yap1 tanimli ise M  manifolduna

diferansiyellenebilir manifold denir [12].

Tanim 2.1.15 (Tanjant Uzay1) M, diferansiyellenebilir manifold ve p , M {izerinde
bir nokta olsun. Asagidaki esitligin saglandig1 v: C*° (M) — R lineer fonksiyonu p ‘nin

tiirevidir.

v(fg) = f(pvg + glp)vf Vf,g € C¥(M) (2.12)
Boyle tim p noktasindaki tiirevlerin kiimesi, M 'nin ve p ‘deki tanjant uzayidir. T, M
seklinde gosterilir [13].

Tanim 2.1.16 (Vektor Alan1) M diferansiyellenebilir manifold ise M lizerindeki bir
vektor alan1 m: M — TM fonksiyonunun bir pargasidir. Daha somut olarak bir
vektor alani 7w o X = Idy ozelligine sahip genellikle p +— X,, ile yazilan stirekli bir

X:M — TM fonksiyonudur [13].
Tanim 2.1.17 (Topolojik Grup) G topolojik uzayi bir grup ve grubun islemine gore
xGXG->G(x,y) P xxy (2.13)
ve
1G> Gix P x1 (2.14)
islemleri stirekli ise G ‘ye topolojik grup denir [13].

Tanim 2.1.18 (Lie Grubu) ¢ differansiyellenebilen manifold yapisina sahip bir

1

topolojik grubu icin *:G X G = G: (x,y) » x*xy ve o:G = G:x = x~ ' islemleri

diferansiyellenebilir fonksiyon ise G ‘ye Lie grubu denir [13].



Tanim 2.1.19 (Lie Cebiri) g, bir F cismi iizerinde tanimh vektor uzayi olsun.

[l:gxg-g (2.15)
ikili islemi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa yani Lie parantezi 6zellikleri saglaniyorsa

g ‘ye Lie cebiri denir [14].
1.Bilineerlik,

Ya,b € F ve Vx,y,z € g olmak lizere;

[ax + by, z] = a[x,z] + bly, 2], [z, ax + by]| = a[z,x] + b[z, y] (2.16)
2.Alternatiflik,
[x,x] =0,Vx€Eg (2.17)
3.Jakobi Ozdesligi,
[, [y, 2] + [z [x. ] + [y, [z.x]| =0 ,vx,y,z€ g (2.18)
4.Antisimetrik,
[x,y] = =[y,x] ,Vvx,y € g (2.19)



2.2 Baz1 Ozel Topolojiler
Tanim 2.2.1 (Metrik Topoloji) (X, d) bir metrik uzay olsun.
Bi(x, &) = {yld(x,y) < €,x € X,e > 0} (2.20)

tlim acgik yuvarlari ile olusan sinif, X lizerinde bir topoloji icin baz(taban) oluyorsa

bu topolojiye d metrigi ile tiretilen topoloji veya metrik topoloji denir [1].
Tamim 2.2.2 (Standart Sinirhi Metrik) (X, d) bir metrik uzay olsun.

d:X x X - R, d(x,y) = min{d(x,y),1} (2.21)
seklinde tanimlanan metrige standart sinirli metrik denir [1].

Tanim 2.2.3 (Uniform Topoloji) Bir / indeks kiimesive x = (xo)ge) ¥ = Vadae; €

R’ noktalar verilsin. Simdi de d standart sinirli metrik olmak iizere R’ ‘de bir metrik

tanimlayalim:

g = sup{d (x4, ya)|a € J} (2.22)

Bu metrige R/ iizerinde uniform metrik bu metrik ile iiretilen topolojiye uniform

topoloji denir [1].
Tanim 2.2.4 (Kompakt-Ac¢ik Topoloji) X ve Y topolojik uzay ve

C(X,Y) = {f:X - Y siirekli fonksiyon} (2.23)
olsun. K c X kompakt alt kiimesi ve U c Y acik alt kiimesi i¢in

V(K,U) ={f € CX,V)|f (K) c U} (2.24)

kiimesi verilsin. Boyle V (K, U) kiimelerinin smifinin olusturdugu alttaban C(X,Y)

lizerinde kompakt-acik topolojiyi tiretir [11].

Tanim 2.2.5 (Boliim Fonksiyonu) X ve Y topolojik uzaylar: i¢in f: X — Y orten
fonksiyon olsun. U c Y acik ancak ve ancak f ~1(U) c X acikise f fonksiyonu béliim

fonksiyonudur [1].

Tanim 2.2.6 (B6liim Topolojisi) X bir uzay ve A bir kiime olsun. Eger f: X — A
orten fonksiyon ise A kiimesi tizerinde bir T topolojisi vardir. Bu topolojiye béliim

topolojisi denir [1].



2.3 Homotopi
Tanim 2.3.1 f ve g, X ‘denY ‘ye siirekli fonksiyonlar olsunlar. Eger Vx icin
F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) (2.25)

olacak sekilde F:X x I — Y siirekli fonksiyonu var ise f ile g homotopiktir (Burada,
I =[0,1]). F fonksiyonu f ile g arasindaki homotopidir ve f ile g homotopikise f =
g seklinde gosterilir [1].

Tanim 2.3.2 f ve g, [0,1] den X ‘e iki yol olsun. Eger ayni baslangi¢ x, ve ayni bitis

x, noktalarina sahipler ise ve
F(s,0) = f(s) F(0,t) = x, (2.26)
F(s5,1) = g(s) F(1,t) = x, (2.27)

olacak sekilde F:1 x I — X sturekli fonksiyonu var ise f ile g yol homotopiktir ve

F:f =, g seklinde gosterilir [1].
NOT: F(s,t) = F,(s) seklinde de gosterilir.
Teorem 2.3.1 =ve =, denklik bagintisidir [1].
Ispat: F(x,t) = f(x) icin f = f saglanir. (Yansima 6zelligi)
F: f = f' olsun. Oyleyse
G(x,t) =F(x,1—-1) (2.28)
f'ile f arasinda homotopi olur. (Simetri 6zelligi)

Simdi de, f ile f' arasindaki homotopi F ve f' ile f'’ arasindaki homotopi F’ olsun.

Bir ¢ tanimlayalim. G: X - Y;

1
F(x,2t), 0=t=-—
G(x,t) = . 2
F(x,2t—1), —=t=1
2 (2.29)
olacak sekilde G, f ile f"' arasindaki homotopidir. (Gegisme 6zelligi)
Ciinki, t = g icin
F(x,2t) = f'(x)=F'(x,2t — 1) (2.30)



oldugundan ve X xI= (X X [0, ﬂ) U (X X E 1]) oldugundan yani yapistirma

lemmasindan G streklidir. Dolayisiyla bu baginti denklik bagintisidir. =, icin de

benzer islemler kullanilarak denklik bagintis1 oldugu gosterilir.
Ornek 2.3.1 x topolojik uzay ve f, g: X — R? iki yol olsun.
F(x,t) =(1—-t)f(x)+tg(x) (2.31)

fonksiyonu f ile g arasinda bir homotopidir. Bu homotopiye dogrusal homotopi
denir. Dogrusal homotopi denilmesinin sebebi her f(x)ile g(x) noktasi arasinda bir

dogru parcasinin bulunabilmesidir [1].
Ornek 2.3.2 X = R? — {0} delikli diizlem olmak iizere, X ‘te alinan
f(s) = (cosms,sinms) ve g(s) = (cosms, 2 sin 1s) (2.32)
yol homotopik olan yollar, dogrusal homotopidir. Fakat f(s) ile
h(s) = (cosms, —sinms) (2.33)
dogrusal homotopi degildir. Ciinki s =% icin f G) = (0,1) ve h(%) = (0,—-1)

noktalarini birlestiren bir dogru parcasi yoktur [1].

Sekil 2. 2 Dogrusal homotopi

Tanim 2.3.3 Bir X uzayinda iki yol alalim. Bu yollardan birinin sonu digerinin

baslangici ile ayni olsun. Iki yolun birbirine eklemlenmesi ya da carpimi, yollar
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sirasiyla f ile g olmak tlzere, asagidaki stirekli fonksiyonu ile yapistirma

lemmasindan iyi tanimhdir:

f2s) . vselog

hs) = g2s—1), Vs € E,l]

(2.34)

Ayrica, f ile g ‘nin carpimi f * g ile gosterilir. h fonksiyonu f ‘in baslangic1 x, ‘dan

g ‘min sonu olan x,’ye bir yoldur. h yolunun ilk yarisi f, ikinci yaris1 g yoludur [1].
Simdi de ispatini [1] den aldigimiz asagidaki teoremi verelim:
Teorem 2.3.2 * islemi yol homotopi siniflari lizerinde iyi tanimhdir. Yani

[f1+ 9] = [f * gl. (2.35)
Ispat: f ile f’ arasindaki yol homotopi F, g ile g’ arasindaki yol homotopi G olsun.

Bir H fonksiyonu tanimlayalim.

IA

F(2s,t) ,0<s
1 (2.36)

= N R

G(2s—1,t) ,ESS

IA

F(1,t) =x; = G(0,t) ve H yapistirma lemmasindan siireklidir, dolayisiyla iyi

tanimhidir.

- J

Sekil 2. 3 Yol homotopi
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Teorem 2.3.3 * islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir [1].
1) [f1* ([g] * [h]) taniml1 ise ([f] * [g]) * [h] tanimlidir ve birbirine denktir.
2) x € X ve e,: I — X sabityol yani I ‘nin tiim elemanlarini x ‘e gotiiren yol olsun.
f, X lizerinde x, ‘dan x; ‘e bir yol ise asagidaki esitlikler saglanir.

[F1+ [ex,] = [£1ve [ex,] * [£1 = [f] (237)
3) f, X iizerinde x, ‘dan x; ‘e bir yol olsun. f(s) = f(1 — s) olacak sekilde bir f yolu
vardir. f, f ‘nin tersidir dyleyse asagidaki esitlikleri saglanir.

15 [7] = [exs] ve [7]% 11 = [ex,] (2:38)

ispat: ilk olarak ikinci 6zelligi ispatlayalim. I = [0,1] € R olmak iizere ey:] - X ,
eo(x) = 0 sabit yol ve i:] — I birim fonksiyonunu tanimlayalim. Boylece e * i
sifirdan bire yol olur. Dolayisiyla, I lizerinde i ile ey * i arasinda bir G yol homotopisi
vardir. Buradan da f o G fonksiyonu fei =f ile fo(eg*i) = (foey)*(foi)=

ey, * f arasinda yol homotopi vardir. Yani, [f] * [exo] = [f].
[f] * [ex,] = [f] esitligi de benzer sekilde ispatlanur.

Simdi de igiincii 6zelligi ispatlayalim: i birim fonksiyonun tersi i(s) = 1—s
seklindedir. i * i fonksiyonu baslangic ve bitis noktasi sifir olan bir yoldur. Yani bu

yol e, sabit yoludur. Bu da I ‘da e, ile i * i arasinda bir H yol homotopisi oldugu

anlamina gelir. H yol homotopi oldugundan f o H fonkiyonu f o e, = e, ile
fol(i*i)=(foi)x(foi)=f=*f arasindayol homotopidir. Yani

[£1 [f] = [ex,]. (2.39)
Benzer sekilde

[F]+ 11 = [ex,] (2.40)

oldugu da gosterilebilir. Son olarak da birinci 6zelligi ispatlayalim. f * g yolunu
farkli bir sekilde tanimlayacagiz. [a,b],[c,d] € R olmak ilizere a noktasini c

noktasina, b noktasinin d noktasina tasiyan
l:[a,b] = [c,d],p(x) =mx + k (2.41)

fonksiyonuna pozitif lineer fonksiyon denir.
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f: [O, %] - [0,1], g: E, 1] — [0,1] iki pozitif lineer fonksiyon olsun. Simdi, (1) =
g(0) ve g(1) = h(0) olmak tizere f * (g * h) ve (f * g) * h yollarim1 tanimlayalim.
0 < a < b < 1olmakiizere k, ;, fonksiyonu su sekilde tanimlayalim:

f:10,a]l =1

kop =19:la,b] =1 (2.42)

h:[b,1] =1
Bu k, , yolu elbette a ve b noktalarinin se¢cimine baghdir, fakat ayni1 sey homotopi
denklik siniflar i¢in gecgerli degildir. Yukarida bahsi gecen pozitif lineer fonksiyon
tzerinden 0 <c¢ <d <1 i¢in tammmlanan k.4 yolu ile k;; ‘nin yol homotopik
olduklar: goriilecektir (Baknz Theorem 51.2 nin ispaty, [1]).

Dolayisiyla, a = %, b =% ,C = %, d= % secilmek sureti ile [f]* ([g] * [h]) ile

([f1* [gD * [h] ‘nin denk olduklar goriilecektir.

Tanim 2.3.4 X bir uzay ve x, , X lizerinde bir nokta olsun. X ‘de baslangig¢ ve bitisi
Xo olan bir yola x, merkezli kapali yol denir.x, merkezli kapali yollarin yol
homotopi smiflarinin kiimesi, # islemi ile , X ‘in x, merkezli temel grubudur.

(X, x) seklinde gosterilir [1].
Not: X yol baglantili ise 7, (X, x) temel grubu x, noktasina bagh degildir.

Tanim 2.3.5 X yol baglantili uzay ve Vx, € X icin 1 (X, x,) asikar grup ise X “basit
baglantilidir” denir [1].

Teorem 2.3.4 X basit baglantili uzayinda baslangi¢c ve bitis noktalar1 ayni olan
herhangi iki yol, yol homotopiktir [1].

Ispat: a ve B, x, ‘dan x; ‘e iki yol olsun. Oyleyse a * 8, x, merkezli kapal yoldur. X
basit baglantili oldugundan bu kapali yol x, merkezli bir sabit kapali yola

homotopiktir. Yani;

[ B] = [ex,] (2.43)
[a + B] * [B] = [ex,] * [B] (2.44)
[a] = [B] (2.45)
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3

ORTU UZAYLARI

3.1 Ortii Uzay, Ortii Tasviri

Tanim 3.1.1 p: E — B siirekli 6rten fonksiyon olsun. U c B agik alt kiimesi i¢in;
Dp~Y(U) = Uge; Vy , V, € E acik alt kiime ve V,, ‘lar ayrik,

2) Va igin ply :V, - U bir homeomorfizma,

ozellikleri saglaniyorsa p tarafindan muntazam ortillmiis komsuluk denir [1].

Tamim 3.1.2 (Ortii Uzay1) p: E — B siirekli 6rten fonksiyon olsun. Eger Vb € B icin
b € U komsulugu p tarafindan muntazam ortiilmiis ise p ‘ye 6rtii fonksiyonu denir.E
‘de B ‘nin o6rtli uzayidir [1].

Ornek 3.1.1 p:R - S, p(x) = (cos 2mx, sin 2mx) oértii fonksiyonudur [1].
Ispat: Kosiniis ve siniis fonksiyonlar siirekli oldugundan p siireklidir.

U={(x,y) €S|x >0} c St olsun. Sonra p }(U) ={x € R|cos2nx > 0}
olacagindan V,, = (n 4 i,n + %) ,n € Z seklindeki araliklarin birlesimi p~1(U) ‘yu

olusturur. Bu araliklarin kesisimi de bos kiime oldugu agiktir.

-3 -2 -1 0 1 2 3

\

V., V. v v 1 v, v, v,
P

c

Sekil 3. 1 Ortii fonksiyonu ([1])

p ‘ninV, ‘ ye kisitlamasi olan p |7 birebirdir. Ciinkii sin 27rx bu aralikta monotondur.

pIV—n:Vn — U ortendir. Ayrica ortalama deger teoreminden ply:V, - U da
ortendir. ¥, kompakt oldugundan ply; homeomorfizmadir. Oyleyse ply,
homeomorfizmadir.
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Ornek 3.1.2 E sonsuz spiral ve p:E — S! izdiisiim fonksiyonu olsun. Spiral
uzerindeki her nokta ¢cember tzerinde bir noktaya karsilik gelir [15].

Sekil 3. 2 S ‘in ortii uzay1 olarak sonsuz spiral

Yukaridaki sekle bakildiginda S! ‘in ortii uzaymmin E oldugu kolayca goriiliir.
Spiralimiz sonlu ya da sinirh olsaydi asagidaki sekilde de goriildiigl uizere E artik
S* ‘in 6rtii uzay olmazdi. Ciinkii p(x;) € U agik komsulugu ve x; € V, i¢inply :V, =
U bir homeomorfizma degil bir gdmmedir.

—

U

Sekil 3. 3 S ‘in 6rtii uzay1 olmayan sinirh spiral
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Simdi de ispatini [1] den aldigimiz asagidaki 6nermeyi verelim:
Onerme 3.1.1 p: E - B ortii fonksiyonu acik fonksiyondur.
Ispat: A c E agik alt kiime olsun.

x € p(A) olacak sekilde x € U acik kiimesini secelim, bu kiime p ile muntazam
ortilmis olsun.

p Y(U) = Uge Vo , V, € E acik alt kiime ve V,, ‘lar ayrik olsun. p(y) = x olacak
sekilde y € A noktasinialalim. Sonrabiry € Vg alahm.Vz N A E ‘de ve dolayisyla Vg

‘da agiktir. Ciinkii; pIVB: Vg = U homeomorfiktir, p( Vg N A) U ‘dave dolaysiyla B ‘de
aciktir. Bu nedenle p(A4) ‘da x ‘in bir komsulugudur.

p:E —> B orti fonksiyonu lokal homeomorfizmadir. Fakat p ‘nin lokal
homeomorfizma olmasi p ‘nin ortii fonksiyonu oldugu anlamina gelmez.

Ornek 3.1.4 p:R; - S, p(x) = (cos 2mx,sin 2mx) orten fonksiyonu lokal
homeomorfizmadir fakat ortii fonksiyonu degildir. Ciinkd; by = (1,0) noktasinin p

ile muntazam ortiilmiis U komsulugu yoktur. I, = (n - i,n + %) ,n € Z seklindeki

araliklarin  birlesimi p~'(U) ‘yu olusturur ve Vn igin  pl,:V;, > U bir
homeomorfizmadir. Ancak p ‘nin n = 0 icin V, = (0, €) kisitlamasi p|y,: Vy = U bir
homeomorfizma degil bir gdmmedir. Dolayisiyla p 6rtii fonksiyonu degildir [1].

Teorem 3.1.1 p:E —» B ortu fonksiyonu olsun. Eger By, € B alt uzay ve E, =

p~1(B,) ise py: Eq = B, bir ortii fonksiyonudur [1].

ispat: Bir b, € B, noktasi alahm. Sonra bir b, € U c B agik alt kiimesini secelim.
U p tarafindan muntazam értiilmiistiir. Oyleyse p~*(U) = Uge; Vi » Vi © E acik alt
kiime ve V, ‘lar ayriktir ve Va igin pl|y, :V, = U bir homeomorfizmadir. b, € U N B,
By da acgik, her V, N E, da E, da aciktir. Dolayisiyla, p~ (U N By) = Uge; Vo, NEy
Vo NEy € Ey acik alt kiime ve V, N E, ‘lar aynktr ve Va icin ply_ng,:V, N Ey

U N By bir homeomorfizmadir. py: Ey = By bir ortii fonksiyonudur.
3.2 Yol ve Homotopi Kaldirma (Lifting) Ozelligi

Tanim 3.2.1 p: E — B bir fonksiyon olsun. Eger f: X — B siirekli fonksiyon ise p o
f = f olacak sekilde f:X — E siirekli fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona f ‘nin

kaldirmasi? denir [1].

2 [ngilizce kaynaklarda lifting olarak gegmektedir.
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Ornek 3.2.1 p:R — S fonksiyonunun értii fonksiyonu oldugunu géstermistik.
Simdi (0,1) noktasinda baslayan f:[0,1] = S ,f(s) = (cosms, sinms), yolunun
kaldirmasi 0 ‘da baslayan ; ‘de biten f(s) =§ yoludur. Benzer sekilde g(s) =

(cosms,—sinms) yolunun kaldirmasi 0 ‘da baslayan —% ‘da biten g(s) = —%

yoludur. h(s) = (cos4 s, sin 4ms) yolunun kaldirmasi 0 ‘da baslayan 2 ‘de biten
h(s) = 2s yoludur. Dikkat edilmelidir ki h fonksiyonu ¢emberini [0,1] aralig

tizerinde iki kez dolamaktadir [1].

1
e
=]
—
X ]
|
—h
(=]
-
Xy =
—
o
— R
Y

ol

—-—
k-

A1

———
k-]

b= 4 |

———
-1

L 2 2
— — —

Sekil 3. 4 Fonksiyonlarin kaldirmalari ([1])

Teorem 3.2.1 p:E - B orti fonksiyonu ve p(e,) = b, olsun. b, da baslayan
herhangi f:[0,1] —» B fonksiyonu, E ‘de e, ‘da baslayan bir tek f kaldirmasina
sahiptir [1].

ispat: U c B, p tarafindan muntazam ortiilmiis acik alt kiimelerinin birlesimi B ‘yi

ortsun.

[0,1] arahigini alt araliklara bolelim yani 0 < s; < s, < -+ < s, < 1 olsun. Vi icin
f([s;,Si+1]) € U olur. Simdi de f fonksiyonunu adim adim olusturalim. ilk olarak
f(0) = e, olsun. Sonra [s; s;4;] lUzerinde f(s) fonksiyonunu tanimlayalim.
f([si,si+1]) € U olacak sekilde baz1 U acik kiimeleri vardir. {V,} ,p~1(U) ‘nun ayrik
pargas1 ve Va icin p|y,_:V, » U homeomorfizma olsun. f(s;) bu kiimelerin birinin
icindedir. Bu kiime V; olsun. p|y,: V, = U homeomorfizma ve f fonksiyonu [s;, 5;41]
lizerinde siirekli oldugundan f(s) = (pIVO)_l(f (s)) saglanir. Oyleyse yapistrma

lemmasindan f£(s) fonksiyonu [0,1] iizerinde siireklidir.

Simdi de, f(s) ‘in tekligini adim adim gosterelim. f fonksiyonunun bir diger

kaldirmasi e, ‘da baslayan j% fonksiyonu olsun. Sonra f(O) = ey, = f(0).
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Her s € [0, s;] i¢in f(s) = f(s) oldugunu varsayalim. Daha sonra Vs € [s;, 5;41]
Loz -1

icin f(s) = (ply,) (f().

f , f fonksiyonunun bir kaldirmasi oldugundan [s;, s;;,] araligini

p~1(U) = UV, kiimesine tasr. f([si,siﬂ]) baglantili oldugundan ve V, ‘lar agik ve
ayrik kiimeler oldugundan f([si,siﬂ]) bir tane V, icindedir. f(si) = f(sp) €V,
oldugundan f([si, Si+1]) € Vyolur. Vs € [s;, s;,1] icin f(s) ,(®)71(f(s)) ‘mV;, i bir
y noktasina esit olur. Ama sadece bir tane y noktasi vardir yani (pl,,o)_l(f(s)) .Bu
ylizden Vs € [s;,s;41] icin f(s) = f(s).

Teorem 3.2.2 p: E — B ortii fonksiyonu ve p(e,) = b, olsun. F(0,0) = b, olacak
sekilde F:I X I - B siirekli fonksiyon olsun. F fonksiyonunun F(0,0) = e, olacak
sekilde bir tek F: I X I - E kaldirmasi vardir. F yol homotopi ise F yol homotopidir
[1].

Teorem 3.2.3 p: E — B ortii fonksiyonu ve p(ey) = b, olsun. f ve g B ‘de b, ‘dan
b,’e iki yol olsun. f ve § , f ve g ‘nin sirasiyla E ‘de e, ‘da baslayan kaldirmalar1
olsunlar . f ve g yol homotopik ise f ve § ‘min bitis noktalar1 aynidir ve yol

homotopiklerdir [1].

Tanim 3.2.2 p: E — B ortii fonksiyonu, b, € B olsun. p(ey) = b, olacak sekilde e,
secilsin.m; (B, by) ‘in bir [f] elemani verilsin ve bu elemanin kaldirmasi E ‘de e, ‘da

baslayan f olsun. ¢ ([f]) f nin son noktas1 f (1) olarak tanimlansin. Bu taktirde,

¢:11(B, by) = p~1(by) iyi tammhdir. Burada ¢ p tarafindan iiretilen kaldirmasidir.

Bu secimin secilen ey a bagh olduguna dikkat edilmelidir [1].

Asagidaki teoremlerin ispatlarina [1] ayrintili olarak bakilabilir. Biz burada sadece

ifadelerini vermekle yetinecegiz:
Teorem 3.2.4 p: E — B orti fonksiyonu, by € B olsun.

p(eg) = by olacak sekilde e, secilsin. E yol baglantil ise p tarafindan iiretilen
kaldirmas, ¢: 7, (B, by) = p~1(b,) ortendir. Ayrica E basit baglantili ise ¢ birebir

ve Ortendir [1].

Teorem 3.2.5 S! ‘in temel grubu, tam sayilarin toplamsal grubuna izomorftur [1].

18



4

MONOTONIK EGRILER VE HOMOTOPI

4.1 Monotonik Egriler
Tanim 4.1.1 S birimi 15 olan topolojik semigrup olsun. Asagidaki o6zellikleri

saglayan a:[0,1] - S yoluna monotonik yol denir [2].

1. a(0) = 1
2. 15 € U komsulugu verilsin. Vs, t € [0,1] ve s <t < s+ ¢ icin a(t) € a(s)U
yani a(t) = a(s)u, u € U, olacak sekilde & > 0 vardir.

Sekil 4. 1 Monotonik yol

a:[0,1] - S ve $:[0,1] = S iki monotonik yol olsun. iki yolun birbirine baglanmasi

yani a * :[0,1] = S yolu su sekilde tanimhdir:

a(2t) :

axp(t) = O=E=3 (4.1)
a(DB(2t—1) s<t<1

Tanim 4.1.2 Reel topolojik vektér uzay: L ‘nin bir alt kiimesi W olsun. Asagidaki
ozellikler saglaniyorsa W alt kiimesine bir koni denir [2].
1. W+Wcw

2. Rt - Wecw
3. W=Ww
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Ornek 4.1.1 Toplama islemi ile semigrup € = {(x,y) € R?*|x >0,y > 0}‘deX c C
birim vektor olmak tizere a(t) = tX yolunu alalim. C kiimesinin biriminin bir U

komsulugunu ve £ > 0 icin bir B yuvarin secelim. Oyleyse U N B c U olur.

Egers,t € [0,1]ves <t <s+¢eise a(t) = a(s) + (t —s)X ‘tir. Burada (t — s)X c
U oldugu agiktir. Benzer islemler ile orjinden ¢ikan 1sinlar R" ‘de monotonik yoldur

[2].

(t-s)X

Sekil 4. 2 C ‘deki monotonik yol

Ornek 4.1.2 S topolojik semigrup ve a:[0,0] — S bir parametreli alt semigrup
olsun. Oyleyse a| 1] yolu S ‘de monotonik yoldur. a(0) € U komsulugu ve 0 < x <
¢ olacak sekilde segilen € > 0 icin a(x) € U olur. Daha sonra s < t < s + € olacak
sekilde secilen s,t € [0,1] icin a(t) = a(s+t —s) = a(s)a(t — s) ‘dir. Buradan,
t —s < € oldugundan a(t — s) € U oldugu gorilir [2].

Ornek 4.1.3 | kapah aralik, G bir grup ve a(0) = 1 olmak iizere a:I — G herhangi
bir yol olsun. Verilen 1 € U komsulugu ve secilen ¢ > O icineger,t €l,s <t <s+
¢ ise a(s) ta(t) € U ‘dur. Oyleyse grup icinde alinan herhangi bir yol monotonik
yoldur [2].

Teorem 4.1.1 S ve T topolojik semigruplar ve h:S — T siirekli homomorfizma
olsun. , S ‘de monotonik yol ise h(a) da T ‘de monotonik yoldur [2].

ispat: 17 € U komsulugu verilsin. Oyleyse 1g € h™*(U) komsulugu olur. s,t € [0,1]
ve s<t<s+e icin a(t) € a(s)h"}(U) olacak sekilde &>0 vardir. h

homomorfizma oldugundan,

(hoa)(t) =(hoa)(s)hoh ™ (u) = (heoa)(s)u,u € U.

20



Teorem 4.1.2 S topolojik semigrup olsun. S ‘de alinan iki monotonik yolun birbiri

ile baglanmasi ile olusan yol da monotonik bir yoldur [2].

ispat: @ ve B S ‘de iki monotonik yol ve U da S ‘nin biriminin bir komsulugu
olsun.W? c U olacak sekilde S ‘nin biriminin bir komsulugu olan W segilsin.

Monotonik yol tanimindan sirasiyla a ve § ya karsilik W2 c U sartini saglayan &; >
0 veg, > 0 segilsin. 0 < € < min (%,82—2) olacak sekilde € secelim. 0 < s <t <s+¢

icin ti¢ farkli durum vardir:

1L 0<s<t<:
axB(s) =a2s)ve axB(t) =a(2t). 2s < 2t < 25 + 2¢&; oldugundan
a(2t) = a(2s)w olacak sekilde w € W vardir. Bundan dolay1
ax B(t) € a*B(s)U olur.

2. ~<s<t
axB(t)=a()BRt—1) ve axB(s) =a(1)f(2s—1). 2s <2t <25+ ¢,
oldugundan 2s — 1 < 2t — 1 < 2s — 1 + &, yazilabilir. Bundan dolay1
B2t —1) = B(2s — 1)w olacak sekilde w € W vardir. Son esitligin a(1) ile
carpilmasiyla @ * B(t) = a * B(s)w elde edilir yani a * (t) € a * B(s)U.

3. s<-<t
25 <1< 2t <2s+2e <1+ 2€ esitsizliginden 2s <1 < 2s + & esitsizligi
saglanir. Oyleyse a(1) = a(2s)w; olacak sekildew; € W vardir. Aym
zamanda 1 < 2t < 1+ 2€ oldugundan 0 < 2t — 1 < €, esitsizligi saglanir.
Burdan da, f(2t — 1) = B(0)w, = w, olacak sekilde w, € Wvardir. Sonu¢
olarak, axB(t) =a()p2t—1) = a2s)wyw, € a(2s)W? c a(2s)U

oldugundan artik ispat tamamlanmistir.
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Tanim 4.1.3 a, $: [0,1] — S bitis noktalar1 ayni olan, (1) = (1), iki monotonik yol

olsun.a ile f arasindaki monotonik homotopi asagidaki 6zellikleri saglayan
H:[0,1] x [0,1] — S stirekli fonksiyonudur.

H(t,0) = a(t) ,Vt € [0,1],

H(t,1) = B(t) ,vt € [0,1],

H(0,s) =1gve H(1,s) = a(1) =p(1) ,Vs€[0,],
ys(t) = H(t,s) yolu her s € [0,1] icin monotonik yoldur.

BN e

iki yol arasinda monotonik homotopi var ise bu yollar “monotonik homotopiktir”
denir. Eger H, a ve § monotonik yollar1 arasinda monotonik homotopi ise H: a~f
seklinde gosteririz [2].

Buradaki yollarin klasik homotopiden farkli olarak monotonik yollar oldugunu

sdylemeliyiz. ki homotopi arasindaki érnek ileri de verilecektir.

Teorem 4.1.3 Monotonik homotopi bagintis1 monotonik yollarin kiimesi tizerinde

bir denklik bagintisidir [2].

ispat: S semigrup ve a S ‘de monotonik bir yol olsun.H:[0,1] X [0,1] = S

tanimlayalim.
H(t,s) = a(t) icin H: a~a saglanir yani bu baginti yansimalidir. H'nin « ile g
arasindaki monotonik homotopi oldugunu varsayalim. Oyleyse,

F(t,s) =H(t,1—s5s) B ile @ arasinda monotonik homotopi olur. Yani bu baginti

simetriktir. Simdi de F: a~f ve G: S~y oldugunu varsayalim.

F(t,2s) ,
H(t,s) =

G(t,2s — 1) , (+2)

NIk O
IA
%]
IA

IA
%)
IA
= N

olacak sekilde H, a ile y arasindaki monotonik homotopidir. Yani bu baginti

geciskendir. Dolayisiyla bu baginti bir denklik bagintisidir.

Teorem 4.1.4 Monotonik yollarin monotonik homotopi siniflarinin T'(S) kiimesi

lizerinde baglama islemi iyi tanimlidir ve birlesme 6zelligini saglar [2].

ispat: @ Monotonik yolunun monotonik homotopi sinifi [a] ile tanimlayalim. I'(S)

deki carpimi [a][B] = [a * B] seklinde tanimlanir. F: a~a’ ve G:B~p' ise
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©
IA

Y F(2t,s) ,
(ts) = a(1)G (2t —1,5) ,

= N

(4.3)

NiRr O
IA
%)
IN

Seklinde tanimlanan fonksiyon a * 8 ile a’ * f'arasinda monotonik homotopidir.

Yani
[a][B] = [«][B']. (4-4)
Bundan dolay1 baglama islemi I'(S) tizerinde iyi tanimhdir.

ispatin ikinci kisminda birlesme 6zelliginin saglandifin1 gosterecegiz. a, B ve y

monotonik yollarini g6z éntine alalim.

4s 1
K (t+_1) O=s=< 4(t+1)
F(s,t) = J a()B(4s —t—1) 1

P a(t+1) — $= 4(t+2)
4s—t—2
[ ey (52 <1

(4.5)

<
Ta(t+2) — s

I'(S) de (a*B) xy = a = (B *y) birlesme 6zelligi parcali fonksiyonu ile saglanir.

Yani I'(S) birimli bir semigrup yapisina sahiptir.
4.2 T(S) ‘in Evrensel Ozelligi

Tanim 4.2.1 S semigrup, T semigrup ve Hausdorff uzay1 olsun. ¢:S = T bir
fonksiyon olsun. o fonksiyonu 15 € U dan T ‘ye siirekli fonksiyonu asagidaki
ozellikleri sagliyor ise bu fonksiyona S iizerinde lokal homomorfizm denir [2].

1) a,b,ab € U igin o(ab) = a(a)a(b)
2) o U uzerinde stirekli fonksiyon

Asagidaki teoremi ayrintili ispati [8] de bulunabilir. Biz burada sadece teoremin

ifadesini vermekle yetinecegiz.

Teorem 4.2.1 S, topolojik grup olan ve icinin kapanisinda e birimini iceren G ‘nin
alt semigrubu ve e € U c G agik kiimesi olsun. 6:S N U — T lokal homomorfizma
olsun. Daha sonra a([0,1]) € U NS 6zelligini tagiyan a: [0,1] = G monotonik yolu
verildiginde, é&([a]) = a(a(l)) ozelligini tasiyan bir tek &:T(S)->T

homomorfizmasi vardir.

23



4.3 Lie Semigrup

Tanim 4.3.1 (Lie Konisi) g sonlu boyutlu bir lie cebiri olsun. Asagidaki sarti

saglayan W c g konisine lie konisi denir. (W, g) veya kisaca W ile gosterilir.
e XW =W ,vX € HW) (4.8)
Burada, HW) := W n =W ‘dir [3].

Bir sonraki tanimi vermeden 6nce G sonlu boyutlu lie grubu, L(G) , G ‘nin lie cebiri

ve
exp:L(G) > G (4.9)
uistel fonksiyondur.
Tanim 4.3.2 (Lie Semigrubu) G baglantili lie grubu ve
S =S5 =<expL(S)><€G (4.10)
kapali alt semigrup olsun. W € L(G) Konisi icin
Sw = Sy =< expW > (4.11)

tanimlansin. Bu teget koni W ‘yi iceren en kiiciik kapali alt semigruptur. Burada

(S, G) cifti lie semigrubudur [3].
Asagidaki 6rnek ve pesinde gelen 6nerme [3] kaynagindan alinmistir.
Ornek 4.3.1 Heisenberg grubu G ‘nin genel formu asagidaki gibidir:

1 a ¢
(a,b,c)=(0 1 b> ,a,b,c e R (4.12)
0 0 1

Ancak iistel islevi kullanarak onu Lie cebiri L(G) ile tanimlamak faydali olacaktir. Bu
temsilde ¢arpma, Campbell-Hausdorff formiiliiyle verilmektedir, bu 6rnekte su

sekildedir:
X*Y=X+Y+%[X,Y] VX, Y € L(G) (4.13)

Yukaridaki G grubu i¢in onun Lie cebiri L(G) asagidaki gibidir:

0 x =z
x,y,z2)=10 0 y] ,x,y,z€R (4.14)
0 0 O

Yukaridaki bilgilerden asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
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exp(x,y,z) = (x, Y,z + %xy) (4.15)
log(a,b,c) = (a, b,c— %ab) (4.16)

L(G)'deki bir W Kkonisinin i¢i L(G)'nin merkeziyle bulusuyorsa, o zaman exp W

tarafindan tiretilen semigrubunun G ‘ye esit oldugunu gosterecegiz.

Onerme 4.3.1 S, Heisenberg G grubunun merkez elemanlari iceren bir alt

semigrubu olsun. O zaman S = G.
ispat: X = (1,0,0),Y = (0,1,0),Z = (0,0,1) elemanlar1 icin RZ G ‘nin merkezi olur.
W =mX+nY ve W =nX —mYicin Z, = AZ ve k € N igin;

U:=(k(Zy+ W) x (k(Zy+W") (4.17)
=k(m+nX+k(n—m)Y +k (2/1 - %k(m2 + n2)>Z (4.18)

S, Z, '1n tam bir komsusunu igeren bir semigrup ise, bu hesaplama, uygun bir m, n
ve k secimi i¢in, U ifadesinin hem intS 'de hem de XY diizleminde oldugunu gosterir.

W ve W' yi Z ekseni etrafinda dondiirerek de —U € intS ‘yi buluruz. Ama sonra
1=U=x*-U € intS,yaniS = Golur.
G 'de R? = G/Z(G)'de bir koninin ters goriintiisiinii aldigimizda, G 'de bircok alt-

semigrup buldugumuzu unutmayin. Aslinda, L(G) 'de, kenar1 L(G) 'nin merkezini

iceren her W konisi icin bize L(S) = W olan bir S semigrubu verir.

Heisenberg grubunda trivial olmayan bir grup icermeyen alt gruplar da vardir:

S={(a,b,c) €EG|0 < a,b;0 <c < ab} (4.19)
sonra
log(S) = {(x,y,z) € L(G)|0 < x,y,|z] < %xy} (4.20)
ve dolayisiyla
L(S) ={(a,B,y) €EL(G)|y =0,0 < a,B}. (4.21)

G 'yi G¢ boyutlu bir vektor uzayiyla tanimlayarak, S 'yi, z = xy ylizeyi ve xy-

diizlemiyle sinirlanan birinci oktanttaki bolge olarak gorsellestirebiliriz.
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Sekil 4. 3 Heisenberg gagasi(beak), ([3])

Bir parametreli o(t) = exp t.(1,0,0) = (¢,0,0) ve 7(t) = exp t.(0,1,0) = (0,¢,0) S
‘yi tiretir. Gercekten de (a,b,c) € Sveb > 0ise (a,b,c) = 0o (%) T(b)o (a — g)
Egerb =0,c = 0ise (a,b,c) = a(a).

Teorem 4.3.1 G ‘de liretilen S lie semigrubu icin asagidaki 6zellikler saglanir [3].

1. Sve int(S) yol baglantilidir.
2. Syerel yol baglantilidir.
3. Syar yerel basit baglantilidir.

ispat:

1. Sonu¢ 3.11 ([3]) ‘den int(S) ‘nin yogun oldugu ve yol baglantili semigrup <
expL(S) > ‘nin i¢inde oldugu sonucu ortaya ¢ikar. a(0) =1 ve a([0,1]) € int(S)
olacak sekilde a:[0,1] = S yolunu ele alalim. Simdi de asagidaki sartlar1 saglayan

y:[0,1] - S,s € Sicint — sa(t), yolunu tanimlayalim.
y(0) = s ve y((O,l]) C s int(S) € int(S). (4.22)

y(1), 1’ in yol bileseninde yer aldigindan ayni seyin s icin de gegerli oldugu ortaya
cikar. Bu nedenle S yol baglantihdir.

Egera,b € int(S)iseU:=a-S"'nb-S 1 c G 1 in komsulugudur. Oyleyse bir
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Sg € int(S) N U elemani vardir. Buradan da, a, b € s,S yol baglantili oldugu sonucu

cikar. Dolayisiyla, a ve b, int(S) icinde bir yol ile baglanir.

2. s€S ve Ucg, s 'yi igeren acgik alt kiime olsun. U NS kiimesinin s ‘nin yol

baglantili bir komsulugunu icerdigini gostermeliyiz.

a:[0,1] » S, sa([0,1]) €SNU kosuluyla birlikte ilk kisimdaki gibi olsun.
Dolayisiyla, sa(1) € int(S) N U olur. Buradan G’de Wsa(1) € int(S) n U ve

(WsnS)a([0,1]) €SN U olacak sekilde 1 € W biiziilebilir komsulugu vardir.
Simdi de, x,y € V := (Ws n S)a([0,1]) olsun. Bu takdirde, t,,t, € [0,1] ve x',y" €
WsnSicinx =x'a(t,) vey = y’a(ty) olur.

V ‘nin yol baglantili oldugunu goéstermek icin, ¥V ‘de x ‘ten y ’ye siirekli bir yolun

varligini géstermeliyiz. Oncelikle, x ve y ‘yi sirasiyla x’a(1) ve y'a(1) elemanlarina

baglayan yollar1 tanimlayalim:
Ay [t 1] = S, t = x'a(t) (4.23)
ay: [ty, 1] - S, t->y'a(t) (4.24)

x'a(1),y'a(1) € Wsa(1) blizebilir ya da deforme edilebilir bir kiime oldugundan, V
‘de,x'a(1) ve y'a(1),V kiimesinde bir yol ile baglanabilir. Sonu¢ olarak, V. c SN U

veV, S ‘de s ‘nin yol baglantili bir komsulugudur.

3. Her kapaliyol 8:[0,1] - Ws N S, S ‘de sabit bir kapali yola homotopiktir.

B(0)a(31) Osts<:
Fis,t)=y B (Z’:Z) a(s) sSts1- (4.25)
B(0)a(3 — 3t) ,1—§Sts1

homotopisi icin F: [0,1] X [0,1] — S siireklidir ve F(0,t) = B(t),

F(s,0) = F(s,1) = £(0) kosullarini saglar. Ayrica, y:t = F(1,t) ile a * fa(1) * &

homotopiktir ve fa(1) S ‘nin biiziilebilir alt kiimesinde bulunur. Sonuc olarak;
[B] = [a] = [axpa(l) xa] = [axa] =1 (4.26)

Teorem 4.3.2 Her lrete¢ S € G lie semigrubu icin asagidaki ozellikleri saglayan

yerel olarak kompakt topolojik monoid S ve p: § — S fonksiyonu vardir [3].

1. S yol baglantily, yerel olarak yol baglantilidir ve my (5) = {1}.
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ispat:

p: S — S bir ortii ve bir semigrup homomorfizmasidir.

int(8) = p~(int(S)),$ ‘de yogun bir semigrup idealidir.

q: T — S yol baglantili topolojik monoidlerin 6rtii homomorfizmasi ise
p(1g) = 17 ve q o p = p sartin1 saglayan p: § — T tek ortii homomorfizmasi

vardir.

a:T — S yerel olarak yol baglantili ,baglantili topolojik monoidlerin siirekli

bir homomorfizmasi ve D , 7;(S) € S ‘min bir alt grubu olsun. po @ = «

sartiyla @: T — S/D tek stlirekli monoid homomorfizmasi vardir ancak ve

ancak a,(m,(T)) € D.

p:S = S evrensel drtiisiiniin varligi S ‘nin yol baglantili, yerel yol baglantili
ve yar1 yerel yol baglantililiktan gelir.

S iizerinde bir monoid yapisini tamimlamak igin 1 € p~*(1) secelim.

Us:S xS —S, S deki carpimi tanimlasin. Sonra pge (p xp):Sx$—S
benzersiz sekilde, ps(1,1) =1 ve popus=pso(pxp) olacak sekilde
siirekli bir pg: S x $§ — S ile kaldirilir.

S ‘nin monoid oldugunu gosterelim.

a fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglasin.

a:§$->S,s> Isvepoa=p=poids,a(1)=1

Kaldirmanin tekliginden a = ide. Bu yiizden 15=35s, Vs €S saglanir. 1
benzer sekilde sag birimdir.

p e (us X idg) o pg = p o (ids X pg) ° pg ve (I1)1=1=1(11)
oldugundan gercektende $ x $ x § yol baglantili, yerel yol baglantili ve basit
baglantilidir. Daha sonra (ug X idg) o ue = (ide X pig) o pg oldugundan $
lizerindeki ¢carpma birlesmelidir. p:$ — S bir homomorfizma olmasi pg ©
(p X p) = p o ug esitliginin bir sonucudur.

Bir idealin ters goriintiisii olarak int(.‘?) = p‘l(int(S)) alt kiimesi bir

semigrup idealidir. p yerel bir homeomorfizma ve 1 € int(S) oldugundan,

1 € int(S) ‘dir. Buyiizden Vs € S i¢in

s € s-int($) < int(S) (4.27)
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4. qop =pve ﬁ( i) = 1, olacak sekilde, p:S — T siirekli fonksiyonu vardir.
Eger T deki carpma ile ur:T XT ->T tanimlanirsa
poug(L1) =pro@xp)(1) (4.28)
ve
qopre(PXP)=pso(@xq)ePxpP)=pse(pXp)=popus=qeopous
5. a(1) =1 ile sirekli bir @:T - S’ := f/D fonksiyonu mevcut oldugunda,

bunun bir monoid homomorfizma oldugunu, yani
&opr =g o (@ Q) (4.29)

esitliginin saglandigini géstermemiz gerekir, burada py ve pgr, sirasiyla T ve

S' carpim fonksiyonlaridir. Eger p': S* — S ortii morfizmasi olmak tizere;

plopge(@xXa)=pse(p’'xphe(axa) (4.30)
=pso(p'ed)x (p'oa) (4.31)
= ps o (axa) (4.32)
=qoUr (4.33)
=p'edour (4.34)
Gergekten de,
@oupr(1,1) =1=pg o (@xa)11) (4.35)
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5

MONOTONIK HOMOTOPININ UYGULAMASI

Tezin ana govdesinde topolojik bir semigrup olarak Lie semigruplar: tizerinde ve
semigrubun ikili islemini kullanacak sekilde tanimlanan 6zel egrilere (monotonik
egri) uyarlanmis bir homotopiden (monotonik homotopi) bahsettik. Aslinda, klasik
homotopinin belirli bir sinifa ait fonksiyonlara ya da egrilere 6zel olacak sekilde
varyantlan literatiirde ge¢cmektedir. Ornegin 6z tasvirler3 icin homotopinin ara
egrileri yine ayni familyadan (yani, yine bir 6z tasvir) olacak sekilde bir homotopi
(6z homotopi) den bahsedilebilir. Ya da bizi daha ¢ok ilgilendiren Geometrik Kontrol
Teori ‘de parametrelenmis adi diferansiyel denklemler ile modellenen dinamik ya
da kontrol sisteminin ¢oziim egrileri icin modifiye edilmis olan (ve kausal,
monotonik, dinamik vs isimleri ile anilan) homotopi goz dniine alinabilir (Bknz [4]).
Yine, tam Kkontrollenebilen sistemlerin trajektorilerinin uzayinin homotopik
ozelliklerini konu edinen [5] deki makalede Sarychev tarafindan benzer c¢izgide bir

calisma yapilmistir.

Bir kontrol sisteminin ¢6ziim egrileri (yaygin adi ile trajektorilerinin) tezin onceki
boliimlerinde tanimlanan monotonik egri olma kosullarini sagladig gértilmektedir.
Dolayisi ile, kontrol sistemlerinin trajektorilerine de monotonik homotopi tanimi
benzer tarzda uyarlanabilir. [4] de tam olarak da bu yapilmistir. Ozellikle bu
bolimiin okuyucu tarafindan anlasiirhigini arttirmak adina gerekli baz1 teknik

tanimlar ve terminolojiden 6zetle de olsa bahsedelim.

M ile tlzerinde bir Riemann metrigi kondurulmus sonlu boyutlu
differansiyellenebilen (C*) bir manifoldunu gosterelim ve baslangi¢ noktasi olarak
da x € M secelim. M igin durum uzay! tabirini kullanacagiz. M (zerinde bitin

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin vektor uzayini da V = Vect® (M) notasyonu

3 Oz tasvir ingilizce kaynaklarda proper maps seklinde ifade edilir.
Tamim (Oz Tasvir):X ve Y iki topolojik uzay olsun. f: X — Y siirekli fonksiyon ve her kompakt K c
Y i¢in f~1(K) kompakt oluyorsa f fonksiyonuna 6z tasvir denir.
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ile gosterelim. V 'nin sonlu boyutlu bir W alt uzayinda bir 2~ konveks konisi alalim.

Durum uzayimiz iizerinde kontrol sistemimizi de asagidaki gibi (adi) diferansiyel

denklemlerin sinifi olacak sekilde secelim:
da
— € Z(a(®)). (5.1)
Burada, W alt uzay1 lizerindeki temel hipotezlerimiz sunlar olacaktir:
(i) W lizerinde bir <:,-> ig¢-carpim olmali,

(ii) 2 geren koni olmal (yani, ¥ < U olacak sekilde bir U € W 6z alt uzay:

olmamali) ve

(iii) Lie cebiri rank kosulu (kisaltma, LCRK) saglanmali (yani, 2 yi kapsayan en
kiiglik Lie cebiri olan olarak tanimlanan £(2) her noktada £(2)(x) = T,M kosulu

saglamali).

Notasyonu daha anlasilir kilmak i¢in £(2) cebirini tarif edelim; Bu Lie cebirinin
elemanlar;, 2 'nin elemanlar1 olan vektor alanlari;, bunlarin tim lineer

kombinezonlari ve istenilen mertebeye kadar ardisik Lie parantezleridir.

Esas tegkil etmemekle beraber, X 'nin elemanlar1 olan vektér alanlar1 6zel olarak
ileri yonlii tam vektor alanlar1 seklinde secilebilirler. ileri yonliiden kasit; zaman
parametresinin daima pozitif (yani zamanda geriye hareket miimkiin olmayacak
sekilde) alinmasi ve vektor alanlarinin integral egrileri olan trajektorilerinin boyle

zaman parametresi icin tanimli olmasidir.

Trajektorilerin tanim kiimelerinden (domenlerinden) ise [0, T] seklinde kompakt
zaman araligini anlayacagiz. Fakat, 2~ 'nin koni olarak sec¢ilmesinden o6tiirii aslinda
biitin sonlu T >0 ‘ler icin trajektorilerin uzaylar1 benzer olduklarindan
parametrizasyona gidilerek domen olarak basitce [0,1] kapali birim aralig1 olarak da

alinabilecektir.

Simdi, c: [0,1] = W seklinde 6l¢iilebilir & sinirli fonksiyonlarin Banach uzayini B ile
gosterelim. Boyle fonksiyonlara kontrol fonksiyonlar1 diyecegiz. Bu uzaydaki
esensiyal supremum normunu da ||. ||, ile gosterelim. B Banach uzayinin bu defa
imajlar1 W de degilde tastamam X ye diisecek sekilde olan yukaridaki 6zelliklere

haiz c: [0,1] = X fonksiyonlarinin C c B konveks konisini ele alalim.
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Bir c¢: [0,1] = X kontrol fonksiyonu ve bir x € M baslangi¢ noktasi verilmis olsun. Bu

durumda, c ile Uretilen trajektériden de asagidaki baslangi¢c deger probleminin

x =c(t)(x) (5.2)
x(0) =x (5.3)
¢ozimii olan mutlak siirekli (dolayist ile, stirekli) bir
t,(c):[0,1] > M (5.4)
egrisi anlayacagiz.
Yukarida, sistemin ¢6ziim egrisi (trajektori) diye tabir ettigimiz egriler bunlardir.
Boyle egrilerin uzaymni da T(2,x) notasyonu ile gosterelim. Baslangi¢c noktasi
belirtilmeyen trajektorilerin uzayim 7' (X)), basangic noktas1 x € M ve bitis noktasi

y € M olacak sekilde tim trajektorilerin uzaymi da T(ZX,x,y) notasyonu ile

gosterelim.

Diferansiyel denklem ¢oéziimlerinin parametreye olan siirekli bagimhiliklarini ifade

eden standart teoremlerden her x € M i¢in
ty:C > T, x) (5.5)
tasvirinin siirekli oldugu derhal s6ylenebilecektir. Bu tasvirin bitis-noktasini da

u,(c) = t,(c)(1) seklinde diferansiyellenebilen bir tasvir olarak goz Oniine

alabiliriz. Dolayisi ile, artik elimizde iyi tanimli diferansiyellenebilen bir
Uuy:C->M (5.6)
uc-nokta tasviri bulunmaktadir.

Uyart: U¢-nokta tasviri aslinda tiim B uzayinda tanimli olmasina ragmen biz burada
domenini sadece C almakla yetinecegiz. Clinkii, yukarida vektor alanlarini ileri
yonlil tam olacak sekilde sececegimizi sOylemistik. [4] de de vurgulandig iizere,
trajektorilerin uzayini dogru topoloji ile ele almaliyiz ki, lizerinde bahsi edilen

makalede verilen yeniliklerden burada da bahsedebilelim.

Diizglin yakinsak topoloji, kompakt-acik topoloji vs gibi dogal topolojilerdense
dogru topoloji olarak trajektorilerin hiz vektorlerinin siirekli varyasyonlarini isin

icine katan C'— topolojisini alacagiz. Bu topolojinin, trajektérilerin diizgiin
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yakinsak topolojisinden daha kuvvetli (ince) bir topoloji oldugunu burada ifade

edelim.

Herhangi kontrol fonksiyonlar1 ile ¢alismak ¢arpici sonuglar elde etmeyi
giiclestireceginden, [4] de yazarlar regiiler (diizenli) kontrol fonksiyonlar: ile
uretilen trajektoriler icin homotopi tanimlamiglardir. Aslinda regiiler kontrol 6zgiin
bir tanim olmayip standart diferansiyel geometri kaynaklarinda da rahatlikla
bulunabilecek olan diferansiyellenebilen bir fonksiyonun regiiler noktasi

tanimindan bagska bir sey degildir.

Tanim 5.1 Asagidaki sartlari saglayan bir ¢ kontrol fonksiyonuna x € M noktasinda

regiilerdir denir;
(i) c € int(C)
(ii) u, ug-nokta tasvirinin ¢ € C deki diferansiyeli
d(ty)e: TeC = Ty )M (5.7)

orten bir fonksiyondur. Regiiler bir ¢ kontrolii ile iiretilen trajektoriye de x € M de

reguler trajektori denir.

2 'nin W de geren koni olmasi hipotezinden C uzayinin (supremum normuna gore
B de) i¢-noktalarinin kiimesinin bos kiime olmadig1 gorilecektir. Bu argiiman

yukaridaki tanimin (i) maddesini desteklemektedir.

Madem regiiler kontrol tanimi yapildi ve sadece bu sinif kontrol parametrelerine
odaklanacagiz o zaman bu baglamda uygun diisen yeni notasyonlar tanimlayalim:
X € M noktasinda reguler kontrollerin kiimesini RCs(x) c C ile, boyle kontrollerin
urettigi trajektorilerin kimesini de R(Z2,x) ile gosterelim. Bir a € R(2,x) icin
a(l) =y € M ise boyle trajektoriler icin de 6zel olarak R(X,x,y) notasyonunu
kullanalim. Son olarak, X' kontrol sisteminin x € M den hareket eden regiler
trajektorileri vasitasi ile elde edilen ya da ulasilan bitin noktalarin kiimesini de
Er (2, x) semboli ile gosterelim. Kontrol literatiirtinde bu kiimeye, 2 sisteminin x €

M noktasindan itibaren erisilebilirlik kiimesi denir.

Standart homotopi teori kullanilarak sonlu boyutlu bir manifoldun basit baglantil
ortii uzaymin nasil elde edilecegi bilinmektedir (Bknz. [1]). Kabaca, a(0) = x,

olacak sekilde a:[0,1] - M yollarinin bitis noktalarin sabit kilacak sekilde (klasik)
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homotopi denklik simiflarinin kiimesini M ile gosterecek olursak, asagidaki gibi

taniml olan tasvirin bir értu tasviri oldugu bilinmektedir:
q@:M > M, q([a]) = a(l). (5.8)

Burada, M uzay1 n-boyutlu basit baglantili bir manifold oldugundan M ‘ye lokal
olarak difeomorfik olacaktir. Yukarida da bahsettigimiz iizere, simdi de regiiler
kontroller ile tlretilen regiiler trajektorilere mahsus bir homotopiyi [4] deki gibi

tanimlayalim:

Tanim 5.2 x,y € M icin a, 8 € R(Z,x,y) olsun. 0 < t < 1 olmak Ulzere, hy = a ve
h; = [ olacak sekilde

h::[0,1] » R(Z,x,y) (5.9)

stirekli fonksiyonu varsa a ve f monotonik homotopikdirler denir ve a =, f§ olarak

yazilir.

Trajektoriler pek tabiki adi anlamda yollar olarak diisiintilebilirler. Bu durumda
bunlarin klasik yol homotopisi ile yukaridaki tanimda oldugu gibi verilen
monotononik homotopisi farkhlik arzedecektir. Monotonik homotopinin ara
egrileri de trajektori olmak zorunda oldugundan klasik homotopiden tam da bu
noktada ayrismaktadir. Yani, adi yol olarak bakilan iki trajektori yol homotopik
olduklar1 halde monotonik homotopik olmak zorunda degiller. Bunu somut sekilde
gosteren asagidaki ornek A. Agrachev' e ait olup [6-7] deki makalelerde bahsi

edilmistir. Biz de burada ayni 6rnegi verecegiz.

Ornek 5.1 M = S? olsun. iki farkh koordinat ekseni etrafinda sadece tek yénde
rotasyon ile tanimlanan X ve Y vektor alanlari ile gerilen bir X' konisi alalalim. Ktireyi
herhangi bir noktasindan hareketle ortebilecegimiz ve X icin LCRK sagladig1 aciktir.
Baslangi¢ noktasi olarak x, = (1,0,0) € S? ve bu nokta tabanli § kapali egrisi olarak
da ekvatoru segelim. Kire basit baglantili oldugundan adi bir yol olarak bu g bir
noktaya deforme edilebilir. Oysa f monotonik anlamda yani tiim kapali ara egriler
de trajektori olacak sekilde ayni noktaya deforme edilemez. Gergekten de iddianin
aksine f taban noktasina biizilebilseydi bu defa ilgili deformasyonu veren kapali
egrilerden olusan bir trajektori familyasina sahip olmamiz icap ederdi. Oysa,

E(X, xo) erisilebilirlik kiimesi konik bir kesite sahip olur s6z konusu trajektoriler
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acik egri olduklarindan kapali egri formasyonuna sahip olmalar1 miimkiin degildir.

(Bknz Sekil 11, [5])

Sekil 5. 1 Homotopi » monotonik homotopi

Yukaridaki érnek bize ayni zamanda S? nin topolojik oértiisii ile monotonik
ortlsiintin farklh olduklarini da sdylemektedir. Monotonik 6rtii uzayindan dogal
olarak S* iizerinde verilen X Kkontrol sisteminin monotonik homotopik
trajektorilerinin denklik siniflarinin béliim uzayin anliyoruz. Ote yandan, S* nin
topolojik ya da klasik evrensel ortiisiiniin kendisi oldugu acgik iken monotonik
ortisiinin ne oldugu hala bilinmemektedir. Tim bildigimiz monotonik ortii
uzayinin da 2-boyutlu bir diferansiyellenebilen manifold oldugu fakat bunun da S

olmadigidir.
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