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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Oguzhan DEMIREL

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Ik boliim giris kismma ayrilmistir. Ikinci
boliimde ise calismamiz icin gerekli olan temel kavramlar hatirlatilmistir. Ugiincii
boliimde afin doniisiimler, afin doniisiimlerle ilgili temel sonuglar, Fermat-Torricelli
noktalar1 ve afin dontisiimlerle olan iliskisi, sabit noktal1 afin doniisiimler ve R™’de sabit
noktalar1 olmayan afin doniisiimlerin invaryant dogrular: verilmistir. Dordiincii boliimde
pseudo-afin doniisiimler, liggen yansimalar ve g-liggen yansimalar verilmistir. Besinci
boliimde st diizlemde dogrudan-dogruya olan doniisiimiin yeni bir karakterizasyonu ele

alinmistir.

2022, vi + 47 sayfa

Anahtar Kelimeler: Afin doniisiimler, Fermat-Torricelli noktalar1, Sabit noktal1 afin
doniisiimler, Pseudo-afine doniisiimler, Ucgen yansimalar ve
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

AFFINE TRANSFORMATIONS OF THE PLANE AND
PSEUDO-AFINE TRANSFORMATIONS

Giilbahar KAYNAK
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Oguzhan DEMIREL

This thesis consists of five chapters. First part is introductory part. Essential basic
concepts are reminded in the second part. Affine transformations, main results on affine
transformations, Fermat-Torricelli points and the relationship with affine
transformations, fixed point affine transformations invariant straight lines of some affine
transformation in R™ without fixed points are given in the third part. Pseudo-affine
transformations, triangle-reflections and g-triangle-reflections are given in the fourth
part. A new characterization of line-to-line maps in the upper plane is considered in the
fifth part.
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1. GIRIS

Déniisiimler geometride cok onemli bir yere sahiptir. Unlii Alman matematik¢i Felix
Klein geometrini tanimini doniisiimler yardimiyla vermistir. Felix Klein’e gore geometri;
S bir kiime ve G ise S’yi kendisine doniistiiren doniigsiimlerin olusturdugu grup olmak
tizere S kiimesinin G 'nin elemanlar1 altinda degismez kalan 6zelliklerinin incelenmesidir.
Bu tanim agik¢a geometriyi cebirsel bir yapi olan doniisiimler grubuyla birlikte ele
almaktadir. Baz1 matematikgiler tarafindan bu tanimin geometrinin genel bir tanimindan
ziyade bir kiilmenin geometrisinin tanimi1 olabilecegine dair elestiriler gelse de bu durum

geometri ile doniistimler arasindaki baglantinin varligini degistirmez.

X, b,
- P o xz bz e
A = [a;j]nxn bir reel tersinir matris, x = | [ ve b = [ *| olmak iizere
Xn b,

f(x)=Ax+b

kuraliyla verilen f: R"™ — R" doniistimiine bir afin doniisiim denir. Afin doniistimler
Oklid geometrisindeki rigid (kat1) hareketlerle bazi benzer dzelliklere sahiptir. Kati
hareketler oteleme, donme ve simetri doniisiimleri olmak {izere tiim bu doniistimler
uzakliklari, alanlar1 ve agilarin biiyiikliiklerini korurken (simetri doniistimii aginin yoniinii
degistirir), afin doniisiimler altinda uzakliklar, alanlar ve agilar korunmayabilir.
Dolayisiyla bir afin doniisiim ne bir izometri, ne de bir conform doniisiim olmak zorunda
degildir. Kat1 hareketlerin tiimii birer afin doniisiimdiir. Afin doniistimler dogrularin ve
hiperdiizlemlerin, {iiggenlerin, paralelkenarlarin, dogru pargalarinin, n-kenarh
cokgenlerin, paralelligin, ayn1 (paralel) dogru {stiindeki dogru pargalarinin
uzunluklarinin oranlarmin ve tiggenlerin alanlarinin oranlarmin korundugu 6zel
doniisiimlerdir ve bu doniisiimler bircok matematik¢i tarafindan ele almmistir. Bu
doniistimler dogrular, hiperdiizlemler, tiggenler gibi bir¢ok geometrik objeler yardimiyla
karakterize edilmistir. Oregin f: R™ — R™ (n > 1) birebir-6rten bir fonksiyon olmak
tizere paralel dogrularin goriintiileri paralel ise f bir afin dontisimdiir, (Artin 1957).
Ayrica J. Jeffers, f:R™ - R"® (n > 1) birebir-6rten bir fonksiyon olmak iizere f
dogrulart koruyorsa f’nin bir afin doniisiim oldugunu gostermistir, (Jeffers 2000). Bu

sonuglarda Chubarev ve Pinelis birebirlik kosulunu kaldirilip, “f’nin dogrular1 koruma”



ozelligi yerine “f’nin dogrudan dogruya” olma 6zelligini kullanarak, f: R - R" (n >
1) orten ve dogrudan-dogruya olmasi durumunda f’nin bir afin doniisim oldugu
sonucunu elde ettiler, (Chubarev ve Pinelis 1999). Daha sonra Li ve Wang, dogrular
koruyan bir f: R"™ — R™ doniisiimiiniin afin doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
f’nin dejenere olmamasi gerektigi sonucunu elde ettiler, (Li ve Wang 2005). Literatiirde
afin dontlistimlerin karakteristiklerinden farkli olarak afin dontistimlerin ¢esitli cebirsel
ozellikleri de bircok matematikgi tarafindan ele alinmistir. Z. Kovacs afin doniistimlerin
sabit biraktig1 noktalar1 (Kovacs, 2016), E. Kasparek ise afin doniisiimlerin sabit biraktigi
dogrular1 incelemistir, (Kasparek, 2010). O. Demirel ise diizlemde Fermat-Torrigelli
noktalarin1 koruyan doniigiimleri incelerken, bu doniisiimlerin birer afin doniisim
oldugunu kamtlamistir, (Demirel 2021). Li ve Wang, R? Oklid diizlemindeki bir
D bdélgesi igin, f2 = I 6zelliginde dogrudan-dogruya bir f: D — D doniisiimiinii eger R?
deki bir afin doniisiimiin kisitlanmisi degilse bu dontisiime pseudo afin doniisiim adin
verdiler (Li ve Wang, 2010) ve bu doniisiimlerin birgok 6zelligini liggen yansimalar
yardimiyla ele aldilar. Bu tez ¢alismasinda, verilen kaynaklar g¢ercevesinde afin
dontisiimler ve pseudo-afin doniisiimler detayli bir bigimde ele alinacak olup, bu

doniisiimlerin ¢esitli 6zelliklerinden bahsedilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tammm 2.1 V bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Asagidaki 6nermeler

saglantyorsa V kiimesi F cismi listiinde bir vektor uzayi denir.

(V1) V kiimesi lizerinde tanimlanan “+* islemi asagidaki 6zellikleri saglar.

1.

Vu,v €V iginu + v tanimhdir ve u + v € V dir. Yani, V kiimesi toplama
islemine gore kapalidir.

Vu,v,w € Vigin (u+v)+w=u+ (v+w)dir. Yani, V kiimesinde toplama
isleminin birlesme 6zelligi vardir.
[30€eV,(Vu€eViginu+0=uve0+u=u)]dir. Yani, V kiimesinde
toplama igleminin etkisiz (birim) elemani vardir ve 0 ile gosterilir.

YV u € V igin V kiimesinde —u ile gosterilen ve

u+(—u)=0ve(—u)+u=0

esitliklerini saglayan bir —u elemani vardir. Yani, V' kiimesindeki her bir u elemaninin

toplamaya gore tersi vardir. u elemaninin tersi —u ile gosterilir.

5.

Vu,v €Viginu+ v =v+udur. Yani, V kiimesinde toplama isleminin degisme

ozelligi vardir.

(V2) Fx V-V, (a,u) - au bi¢giminde, adina skalarla ¢arpma islemi denilen

fonksiyon asagidaki 6nermeleri dogrular:

1
2
3.
4

. F’nin ¢arpmaya gore birim elemani 1 olduguna gore V’nin her bir elemani icin

dur.

VaeF,VuveVicina(u+v) =au+av.
Vabe€eF,Vu€Vicn (a+ b)u=au+bu.
VabeF VueV igin (ab)u = a(bu).

lu=u

Tanmim 2.2 A # @ bir kiime ve V de F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger

Y:AXA-V



doniisiimii Y (p, q) = pq olmak lizere asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A kiimesine V

ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

1. Vp,q,r € Aigin pr = pq + qr bigiminde yazilabilir.
2. Vp €A ve Ya €V i¢in pq = a olacak bi¢imde bir tek g € A noktas1 vardir.

Tanmim 2.3 A, n X n tipinde tersinir bir matris ve b ise R™ uzayinda bir vektor olmak
tizere f(x) = Ax + b bi¢ciminde verilen f: R™ — R" doniisiimiine bir afin doniisiim

denir.

a € R" ve g: R™ — R" birebir orten bir lineer doniisiim olsun. f: R® — R™ doniisiimii

f(x) = g(x) + a formunda ise f bir afin doniisiimdiir.
Tanmm 2.4 f: R" - R"
P-f(P)=P+u

kuraliyla verilen fonksiyona R™ uzayinda 6teleme vektorii u vektorii olan bir 6teleme

fonksiyonu denir

Tanmm 2.5 0 €R, 0< 6 < 2m ve W = (wy,w,) € R? verilsin. P = (p,,p,) € R?
verildiginde, P noktasini, |WP'| = |WP| ve PW P’ agisinin 6l¢iisti 6 olacak bigimdeki P’

cosf —sin@

e _ P1—W w1l .
noktasina donistiren fy(py,p2) = [sin 0 coso ] [Pz _ Wz] + [Wz] ile tanimlanan
fo: R? > R? fonksiyonuna, diizlemde, W noktas1 cevresindeki 6 radyanhk dénme

fonksiyonu denir.

Tanim 2.6 f(P) = 2H — P kuraliyla verilen f: R™ — R fonksiyonuna H noktasina gore

simetri fonksiyonu denir.

Tamim 2.7 Diizlemdeki bir A noktasimin bir | dogrusuna gore simetrigi Oyle bir A'

noktasidir ki;

1. AA’ dogru pargasi [ dogrusuna diktir.
2. ldogrusu AA’ dogru pargasinin orta noktasindan geger.

A noktasmin | dogrusuna gore simetrigi A’ ise, "A ve A'noktalar1l dogrusuna gore

simetriktir." denir.

Tamm 2.8 F cismi tizerinde n boyutlu bir afin uzay A olsun. A ile birlesen n boyutlu

vektor uzay1 V olmak tizere



[:V->V
0zdeslik doniisiimii ile ¢ € F (¢ # 0), skalarinin ¢arpimi olan ¢l : V = V doniisiimiine
A da karsilik gelen merkezil afin dontlisiim bir merkezil otomorfizmdir. Bu doniisiimiin

. .. fcl, O
ifadesi ; 0 1

] € FH matris grubu ile X € FI* olmak iizere
X' =cX

olur. Bu dontisiim de A da merkezil bir doniigiim olup radyal doniisiim (dilatasyon) adin1

alir.

Tamim 2.9 z diizleminin bir bolgesindeki biitiin noktalarda bir f(z) fonksiyonu analitik
ve tlirevi sifirdan farkli ise bu fonksiyon yardimiyla yapilan doniistime konform doniisiim

denir. Yani, tiirevi sifir olmayan analitik fonksiyonlarla gerceklestirilen doniistimdiir.

Tanim 2.10 X ve Y, R iizerinde birer vektor uzay1 olmak lizere Vu, v € X ve Vc € R

i¢in;
T:X->Y
dontistimii asagidaki 6zellikleri sagladiginda T doniisiimiine lineer doniisiim denir.

1. VuveXicinT(u+v)=Tw)+T()
2. Vu€eXicginT(cu) =cT(u) (Vc € R)

Tanim 2.11 w: X — X lineer doniisimi Vx,y € X i¢in (w(x),w(y)) = (x,y)

kosulunu sagliyorsa ortagonaldir denir. Burada (, ) ile i¢ ¢arpim gosterilmektedir.

Tammm 2.12 T:V — W bir lineer doniisiim olmak iizere T71(0) = {a € V:T(a) =
Oy} € V alt kilmesine T lineer doniistimiiniin ¢ekirdegi veya T’ nin sifir uzayi denir ve

T~1(0) = KerT seklinde gosterilir.

Tanmm 2.13 T:V — W bir lineer doniisiim olmak tizere T(V) = {T(a):a €V} W
olsun. T(V) c W alt uzay1 sonlu boyutlu ise bu uzaym boyutuna T lineer doniisiimiin

rank1 denir ve boyT (V) = rankT seklinde gosterilir.

Tanim 2.14 X ve Y reel normlu vektor uzaylari olsun.



f:X-Y
dontistimii V x, y € X i¢in;

1f GO = fFMI = llx =l

kosulunu sagliyorsa f’ye bir izometri denir. f bir izometri ise, f~1:Y - X de bir

izometridir. X den Y’ye bir izometri varsa bu uzaylara izometrik uzaylar denir.

Tamim 2.15 Bir t dogrusu ve bu t dogrusu iistiinde olmayan p ve g noktalar1 verildiginde
t dogrusu tstiindeki noktalar1 sabit birakan ve p’yi q‘ya resmeden bir tek afin doniisiim
vardir. Bu afin donilisim eksenel afin doniisim olarak adlandirilir ve [t,p — q] ile

gosterilir.
Tanim 2.16 Alan koruyan afin doniisiimlere equiafin doniisiim denir.

Tanim 2.17 p, q, r diizlemde ayn1 dogru iistiinde bulunmayan {i¢ nokta olsun. p’yi sabit
birakan ve q ile r’yi birbirine esleyen afin doniisiime afin yansima denir ve [p,q < 7]
ile gosterilir. Bu afin yansima, gr dogru parcasinin orta noktasi s olmak iizere ps dogrusu

uistiindeki tiim noktalar1 sabit birakir fakat diger noktalarin hicbirini sabit birakmaz.

Tanim 2.18 p,q,r diizlemde aym1 dogru iistiinde bulunmayan ii¢ nokta olsun. p
noktasindan gegen ve qr’ye paralel olan dogru iistiindeki tiim noktalar1 sabit birakan bir
tek afin doniistim vardir ve bu afin doniisiim shear doniisiimii olarak adlandirilir ve

[p; q = 1] ile gosterilir.



3. AFIN DONUSUMLER
3.1 Afin Doniisiimler

A tersinir bir matris ve f doniistimiinii f (x) = Ax + b bigiminde ise f afin donilisimdiir.
Afin dontistimlerle ilgili asagidaki sonuglar iyi bilinmektedir.
Teorem 3.1.1 Her afin doniisiimiin tersi vardir ve tersi de bir afin doniisiimdiir.
Ispat f(x) = Ax + b afin déniisiimii verilsin. A tersinir bir matris oldugu icin
fx) =y Ax+b=y
= Ax=y-—b
e A 1(Ax) =AY (y - b)
S (A MA)x=A4"1y -4
S hLx=A"1y—A4"1p
© x=A"1(y—-b)
olup bdylece f~1(x) = A™*(x — b)’dir. f fonksiyonunun afin oldugu agiktir,
Sonug 3.1.2 Afin doniisiimlerin bileskesi afin doniisiimdiir.
Ispat f(x) = Ax + b ve g(x) = Bx + b afin doniisiimler olsun. O halde

(gof)(x) = g(f(x)) =B(Ax+a)+b=(BA)x+ (Ba+b) dirr A ve B tersinir
matrisler oldugundan, BA’da tersinirdir ve (BA)™! = A71B~Vdir.

Dolayistyla gof bir afin doniistimdiir.

Teorem 3.1.3 A bir n X n tipinde bir matris olsun. Bu durumda asagidakiler denktir;
(1) detA=0,

(2)  A’nin satir vektorleri lineer bagimlidir,

(3)  A’nin siitun vektorleri lineer bagimlidir.

Teorem 3.1.4 f: R? > R?, f(x) = Ax + b bir afin d6niisiimii;

(1)  dogrular1 dogrulara gotiiriir,



(2) dogru parcalarint dogru parcalarina gotiirtir,

(3)  paralel dogrularin goriintiileride paraleldir (yani paralellik korunur),
(4)  n-kenarli ¢okgenleri n-kenarli ¢okgenlere doniistiiriir,

(5)  paralelkenarlar1 paralelkenarlara doniistiirtir,

(6) iki paralel dogru pargasinin uzunluklari oranini korur,

(7) iki seklin alanlarinin oranlarini korur. (Byer vd. 2010)

Teorem 3.1.5 (Afin doniisiimlerin temel teoremi) Diizlemde dogrusal olmayan sirali ii¢
noktayi, dogrusal olmayan sirali {i¢ noktaya esleyen tek bir afin doniisiim vardir. (Byer

vd. 2010)

Ispat {p,q,7} ile {p’, q', '} vektor iicliileri verilsin. Bu iigliilerin elemanlarii sirasiyla

birbirine esleyen bir afin doniisiim su sekilde bulunur.

{0 = [8] Jl = [(1)] JJj = [2]} vektor ticliistinii sirastyla,

{p = pl] ,q = [(h] T = [rl]} vektor tigliistine doniistiirelim.

~ 1p2 az 2
_[41—=P1 1 —P1 [P
A_[QZ—pz Tz—Pz]Veb_p_ Pz]'

A0+ b =p, Ai + b = q ve Aj + b = r oldugu agiktir. A’nin siitunlarini olusturan ¢ — p
ve r — q paralel olmayan vektorlerdir. Buradan, Teorem 3.1.3’ten, A’nin determinanti
stfirdan farklidir. Boylece, A tersinirdir ve tanimdan f (x) = Ax + b bir afin doniistimdiir.
Benzer diisiinceyle {0, i, j} tigliisiinii {q', p’, r'} ligliisiine esleyen bir g(x) = A'x + b' afin
doniigiimii vardir. Boylece g o f~1! de bir afin doniisiim olup bu afin doniisiim igin

Geof D =p,@ef 1@ =q,(ge°f 1)) =1 oldugu agiktr.

Boylece dogrusal olmayan {p,q,r} uglisiinii dogrusal olmayan {q’,p’,r'} tgliisiine

dontistiiren f afin donilistimii vardir. Simdi f’nin tek oldugunu gosterelim.
f@=g@=p.f@=9@=q,fr)=g9) =7

olacak bicimde g afin doniisiimiiniin var oldugunu kabul edelim.

f’nin ve g’nin lineer kisimlarini sirasiyla df ve dg ile gosterelim.

Bu durumda



dlgef (g —p)=dged(f")(q —p")

=dg(q —p)
=9@ —9(p)
— ql _ p/

dir. Benzer sekilde
d(ge fOC —p)=1"—p
olup ¢ — p ve ¢ — r; R?’nin bir tabam oldugundan g o f~1 = elde edilir. Yani f =
g dir.
Sonug 3.1.6
(1)  Herhangi iki tiggenden, birini digerine esleyen bir afin doniistim vardir.

(2) Herhangi iki paralelkenardan, birini digerine esleyen bir afin doniisiim vardir.

(Byer vd. 2010)
Teorem 3.1.7 Uggendeki ii¢ kenarortay ayn1 noktadan geger. (Byer vd. 2010)

Ispat Sonug 3.1.6’dan, bir A ABC iiggenini A DEF eskenar iicgenine doniistiiren bir f
afin doniistimii vardir. Teorem 3.1.4 (2) ile f doniisiimii A ABC ti¢geninin herhangi bir
kenarini, A DEF nin bir kenarina déniistiiriir. AB kenar1 DE’ye déniissiin. C’, AB’nin

. Ac" 1,
orta noktas1 olsun. Boylece OB 1

dir. Teorem 3.1.4’tn (6) ozelligi ile f(C") =F',

DE nin orta noktasidir. Sonug olarak f doniisiimii A ABC’nin orta noktasim1 A DEF nin
orta noktasina doniistiiriir. Benzer sekilde A ABC ti¢genin kenarlarinin orta noktalart A
DEF fggeninin kenarlarimin orta noktasida doniisiir. Eskenar ilicgenleri kdselerden
karsilarindaki kenarlarin orta noktalarina ¢izilen dik dogrular hem aciortay, hem
kenarortay olup tek noktada kesisir. Bu durumda A ABC iiggeninin kenarortaylarida bir

noktada kesisir.
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.1.8 f bir afin doniisiim ve P bir ¢okgen olsun. O zaman f ve P’nin merkezini

f (P)’nin merkezine doniistiiriir. (Byer vd. 2010)



3.2 Konikler ve Afin Doniisiimler
A,B,C,F,G,H birer reel say1 ve A, B, C sayilarinin hepsi birden sifir olmak tiizere bir
konik egrisi
Ax?* + Bxy + Cy*+Fx+Gy+H =0,
bi¢imindedir. Burada
B% — 4AC < 0 ise bu denklem bir elips yada cember gosterir.
B% — 4AC = 0 ise bu denklem bir parabol gosterir.
B? — 4AC > 0 ise bu denklem bir hiperbol gosterir.

Teorem 3.2.1 f: R? - R?, f(x) = Ax + b afin doniisiimii verilsin. Bu durumda f altinda
elipsler elipslere (ya da ¢emberlere), paraboller parabollere, hiperboller hiperbollere

dontisiir.

Ispat Ax? + Bxy + Cy? + Fx + Gy + H = 0 denklemli dejenere olmayan konik egrisi
verilsin . (Dejenere konik egrisi tek bir dogru, kesisen dogrular, tek bir nokta ve bos

kiimeden ibarettir.). (x,y) noktas: bu denklemi saglasin ve bu noktaya karsilik gelen

.. x
vektor x = [

y] ile gosterilsin. Bu durumda

fx)=x"= [;,] = Ax + k’dir. £~ déniisiimiinde bir afin doniisiim olup,

f1(x") = A%’ — A1k dir. Boylece

e=[l= [ 2]+ L

Buradan x = ax’ + by’ + t vey = cx' + dy’ + u bulunur.

Bu esitlikler verilen konik egrisinin denkleminde kullanilirsa x” ve y’ ye bagl ikinci
dereceden bir denklem elde edilir. Ele alman konik egrisini F ile ve F egrisinin
goriintiistinii F' ile gosterelim. F konik egrisi dejenere olmayan konik egrisi oldugundan,

F' de dejenere degildir.

F' niin denklemi;
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A(ax’" + by' + t)> + B(ax' + by' + t)(cx' + dy’ +u) + C(cx' + dy’ + u)?
+ F(ax"+by' +t) +G(cx' +dy' +u)+ H=0
bu denklemin diskrimant ise (ad — bc)?(B? — 4AC) dir.
Dikkat edilecek olursa B2 — 4AC sayis1 F koniginin diskriminantidir. (ad — bc)? > 0
dir. Eger ad — bc = 0 olsaydi1 A matrisi tersinir olmazdi. O halde F'’niin diskriminanti
ile F’nin diskriminant1 ayni isaretlidir. Teorem 3.1.4’ten bir afin doniisiim bir konik
egrisinin ayn1 tipten baska bir konik egrisine doniistiiriir. Uggenlerde ve paralelkenarlarda

oldugu gibi elips bagka bir elipse, parabol baska bir parabole, hiperbol bagka bir hiperbole

afin doniisiimlerle doniistiiriilebilir.

Ornegin asal eksen uzunlugu 2a ve yedek eksen uzunlugu 2b olan merkezi (h, k) olan &
elipsi segilsin.

b= [:Z] vektoriine gore oteleme uygulanirsa € elipsinin goriintiisii orjin merkezli bir

baska elipstir. Baslangi¢ noktasina gore uygun bir & donmesiyle orjin merkezli olan elips

asal ve yedek eksenleri sirastyla x ve y ekseni olacak bicimde bir elipse doniistiirebilir.
2 2
Boylece £ elipsi 6zel iki afin doniisiim yardimiyla Z—z + % = 1 denklemli & elipsine

doniismiis olur. Simdi

f(x) = Yo 0 [x] — lx/al
o 1 e Y/ b
bigiminde {iglincli bir afin doniisiimii ele alalim. Bu f afin doniistimii altinda &' elipsi

birim ¢embere doniisiir. Boylece Teorem 3.2.1 ispatlamis oldu. Buradan asagidaki sonug

elde edilmis olur.

Teorem 3.2.2 Verilen bir £ elipsini birim ¢embere doniistiiren bir afin doniisiim vardir.

(Byer vd. 2010)

Sonu¢ 3.2.3 &, ve &, iki elips olmak iizere &; elipsini £, elipsine doniistiiren bir afin
dontisiim vardir. (Byer vd. 2010)

Ispat &, elipsini birim ¢embere doniistiiren f afin déniisiimiinii ve &, elipsini birim
cembere dondoniistiiren g afin doniisiimii ele almsim. g~! doniisiimiide bir afin doniisiim

olup g~ o f déniisiimii &, elipsini &, elipsine doniistiiren bir afin doniisiimdiir
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3.3 R™ Uzaymin Afin Doniisiimleri ve Temel Sonuglar

g:R™ — R™ tersinir bir lineer doniistim olmak tizere f: R™ - R", f(x) = g(x) + b afin
doniisiimii verilsin. f afin doniisiimii altinda invaryant kalan bir ¢ok geometrik 6zellik
vardir. Omegin, afin doniisiimler altinda noktalar noktalara, dogrular dogrulara (dogru
pargalart dogru parcalarina) ve diizlemler diizlemlere (hiperdiizlemler hiperdiizlemlere)

doniisiir.
Literatiirde, afin doniisiimlerin asagidaki gibi bir ¢cok karakterizasyonu vardir:
Teorem 3.3.1 f: R™ —» R" (n > 1) birebir, 6rten ve dogrulart koruyan bir déniisiim olsun

ve paralel dogrularin goriintiisii f altinda paralel olsun. Bu durumda f bir afin

dontistimdiir. (Artin 1957)
Burada, tiim dogrularin goriintiisii yine bir dogruysa f dogrular1 korur denir.

Teorem 3.3.2 f:R"™ - R™ (n > 1) birebir, 6rten ve dogrulart koruyan bir doniigiim

olsun. Boylece f bir afin doniistimdiir. (Jeffers 2000)

Teorem 3.3.3 f: R" - R" (n > 1) 6rten ve dogrudan-dogruya bir doniisiim ise f afindir.
(Chubarev ve Pinelis 1999)

Burada, eger R™’deki her bir dogrunun goriintiisi R™’de bir dogru tarafindan

kapsaniyorsa f’ye dogrudan-dogruyadir denir.

Teorem 3.3.4 f: R™ - R™ (n > 1) dogrular1 koruyan bir doniisiim olsun. O halde f bir
afin dontlisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin dejenere olmamasidir. Burada f’nin
dejenere olmamasi demek f(R™) kiimesinin bir dogru tarafindan kapsanmamasi

demektir. (Li ve Wang 2005)

Teorem 3.3.5 f: R™ — R" (n > 1) birebir ve 6rten bir doniisiim olsun. Boylece f’in bir
afin donilisiim olmasi igin gerek ve yeter kosul f’nin iiggenlerin alanlariyla korumasidir.

(Li ve Wang 2009)

Teorem 3.3.6 f: R" — R" (n > 1) birebir ve 6rten bir doniisiim olsun. Boylece f bir afin

doniigiim olmasi igin gerek ve yeter kosul f’in liggenleri korumasidir. (Li ve Wang 2009)
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3.4 Fermat-Toricelli Noktalari1 ve Afin Doniisiimler

Geometride, bir liggenin Fermat-Torricelli noktasi, iiggenin ii¢ kdsesine olan toplam

uzakligin minimum oldugu noktadir. ABC, R? Oklid diizleminde bir iicgen olsun. Eger

en biiyiik acinin Ol¢listi 2?11 radyan (veya daha biiyiik) ise, o zaman en biiyiik a¢cinin

bulundugu kose noktas1 Fermat-Torricelli noktasidir. Eger en biiyiik a¢inin 6l¢tisti 2?n’ten

kiiciikse, o zaman Fermat probleminin ¢éziimii liggenin kenarlariyla siirlanan iiggensel
bélgenin bir i¢ noktasidir. Uggenin ii¢ kenar1 yardimiyla ii¢ tarafinda eskenar iicgenler
olusturmak (iki tanesini ¢izmek yeterlidir) ve orijinal liggenin koselerini ve yeni
olusturulan eskenar koselerine birlestiren dogru pargalari ¢izmek, bu noktay1 bulmak i¢in
izlenen bir yoldur. Bu dogru parcalart Fermat probleminin ¢6ziimii olan bir noktada

bulusurlar. Eger P, ABC igin Fermat probleminin ¢oziimil ise ve ABC ii¢geni i¢ agilari
2?n"[en kiicik ise, o zaman ZAPB = £BPC = 4CPA = Z?H’tijr. Fermat-Torricelli

noktalarinin bu 6zelligi ispatlarimizda 6nemli bir yol oynayacaktir.

A, R?’de i¢ acilar 2?n radyandan kii¢lik olan tiim iicgenlerin kiimesi olsun. A’nin f

altindaki goriintiistinii A ile, A ve B noktalar1 arasindaki dogru pargasi [AB] ile, A ve B
noktalarindan gecen dogru AB ile ve A ve B arasindaki Oklid uzakhigm |AB| ile

gosterilsin.

f:R? — R?nin A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarmi korumasi demek,
eger P noktasi ABC tggeninin Fermat-Torricelli noktast ise P’ noktasinin da A'B'C’

ticgeninin Fermat-Torricelli noktasidir demektir.

Lemma 3.4.1 f:R? — R?, A’deki tiim ii¢genlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f birebirdir. (Demirel 2021)

Ispat A ve B, R?’de iki farkli nokta olsun. ABC €A olacak bigimde bir C noktasi secelim
ve ABC ii¢geninin Fermat-Torricelli noktasin1 P ile gosterelim. f; Fermat-Torricelli
noktalarini korudugundan P’ noktasi A'B'C’ nin Fermat-Torricelli noktasidir. Boylece

A" # B’ olup f birebirdir.

Lemma 3.4.2 f:R? — R? A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarmi
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korusun. Eger ABC, £CAB = 2?” olan bir tiggen ise, bu durumda A'B'C’ tliggeni de,

LC'A'B' = 2?n ozelliginde bir tiggendir. (Demirel 2021)

Ispat g5, AB dogrusuna gore simetri fonksiyonu olsun ve g,p altinda C’nin

gorlntiisiinii D olsun. CBD, £DAC = £CAB = £DAB = 2?” ozelliginde bir ikizkenar

ticgendir ve ZABC = £ABD < g, 2ACD = £ADC < Z?E’tﬁr. Ayrica A, CBD ii¢geninin

Fermat-Torricelli noktasidir ve BCD €A’dir. f, A igindeki tiim liggenlerin Fermat-

Torricelli noktalarini korudugu igin, A’, C'B’D’ liggeninin Fermat-Torricelli noktasidir. Bu

nedenle, A'B'C', .C'A'B' = 2?” ozelliginde bir tiggendir.

Lemma 3.4.3 f:R? — R?, A’deki tiim iicgenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f dogrusalligi da korur. (Demirel 2021)

Ispat R?’de |GD| = |GC| + |CD| olacak bigimde dogrusal G, C, D noktalar1 segilsin. A,
R?’de 2AGC < 2?71 ve |AG| = |GC| olacak sekilde bir nokta olsun. A’nin GC’ye gore
simetrigi B olmak iizere ABC ii¢cgeni olusturalim. ABC, A’de bir eskenar licgendir.
Lemma 3.4.2’ye gore, 2AGC = LAGB = £BGC = 2?71: oldugundan, <£A'G'C’' =
LA'G'B' = ¢B'G'C' =Zdir. Aynca £AGD = £BGD == oldugundan, £A'G'D' =
LB'G'D' = 2?n’dir. D' noktasinin ya G'C' ya da G'B’ lizerinde oldugu kolaylikla
goriilebilir. Ciinkii A'G" arasindaki aginin 6lgiisi 2?” olacak bi¢cimde iki dogru vardir ve
bunlar G'C" ile G'B"dir. BGD tiggeni i¢in ZBGD = 2?71 olup, Lemma 3.4.2’ye gore, B'G'D’
liggeni i¢in £B'G'D' = 2?” oldugu goriiliir. Boylece D', G', B’ noktalar1 ayni1 dogru

tizerinde degildir ve bu, D' noktasinin G'C’ lizerinde olmasi gerektigini gosterir.

Lemma 3.4.4 f:R? — R? A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarmi
koruyorsa, arasindaligy korur, yani A, C, E, R? de |AE| = |AC| + |CE] olacak bi¢imde
li¢ farkli nokta ise, |[A'E’| = |A'C’| + |C'E'|dir. (Demirel 2021)

Ispat A, C ve E diizlemde, |AE| = |AC| + |CE| 6zelliginde ii¢ farkli nokta olsun.
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|A’C'| = |A'E'| + |E'C’| oldugunu varsayalim. R?’de |AC| = |CD| ve £ACD = 2?nolacak
bicimde bir D noktast segelim. D’nin C’ye gore yansimasi B olsun. Lemma 3.4.2’den

A'C'D' = 4B'C'E' = 2?” olup ve Lemma 3.4.3’ten B’, C', D' noktalarinin dogrusal oldugu

goriiriilir. [B, E izerinde £ACY = 2?” olacak bi¢gimde Y noktasi segelim. B, Y, E dogrusal
noktalar oldugundan, B’, Y’, E' noktalarinin da Lemma 3.4.3’den dogrusal oldugu elde
edilir. Ayrica, Lemma 3.4.2’den 2A'C'Y' = 2?” olup Y’ = B’ elde edilir ki bu f’nin

birebirligi ile gelisir. Boylece |A'E’| = |A'C’| + |C'E’| esitligi saglanmis olur.

Lemma 3.4.5 f:R? — R?, A’deki tiim {iicgenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f eskenar liggenleri korur. (Demirel 2021)

Ispat ABC, R?’de bir eskenar iiggen ve K, AC iizerinde |CK| = |AC| + |AK| olacak
bi¢imde bir nokta olsun. Lemma 3.4.2, Lemma 3.4.3 ve Lemma 3.4.4’ten, K', A’, C'
noktalar1 ZB'A'K' = 2?nve |C'K'| = |A'C'| + |A'K’| olacak bigimde dogrusal noktalardir.
Ayni yol izlenerek, £A'B'C' = £B'C'A’ =§ oldugu kolayca goriilir. Boylece A'B'C’

ticgeninin bir eskenar tiggen oldugu goriliir.

Lemma 3.4.6 f:R? — R?, A’deki tiim {icgenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f orta noktalar1 korur. (Demirel 2021)

Ispat A ve B, R?’de iki farkl1 nokta olsun ve [4, B]’nin orta noktas1 M olsun. 4; = A ve
A, = B olmak flizere, merkezi M olan A;...Aq diizgiin altigenini olusturalim. Lemma
3.4.5’ten f eskenar tiggenleri korudugu igin, Aj...A; merkezi M' olan bir diizgiin

altigendir. Boylece, M’ noktasi [A’, B']’nin orta noktasidir.

Lemma 3.4.7 f:R? — R?, A’deki tiim iicgenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f, A’nin ikizkenar {iggenlerini korur. (Demirel 2021)

Ispat ABC, A iginde |AB| = |AC| olacak bi¢imde de bir ikizkenar {icgen olsun. R?’de B
ve C ile noktalartyla bir eskenar iiggen olusturacak iki nokta vardir. D, A ya bu iki
noktadan en yakin olani olsun. BCD’nin merkezini M ile ve [B, C]’nin orta noktasini E

ile gosterelim. M, BCD tiggeninin Fermat-Torricelli noktasi oldugundan ve |AB| = |AC]|
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oldugundan, M, ABC iicgeninin Fermat-Torricelli noktasidir. Ustelik, Lemma 3.4.3’¢
gore A, D, E noktalar1 dogrusal oldugundan A’, D', E' noktalar1 dogrusaldir. Lemma
3.4.5’e gore B'C'D’ bir eskenar tiggendir. M’, B'C'D" ve A’'B'C’ nin Fermat-Torricelli
noktas1 oldugundan A'B'C’, A’de i¢inde |A'B’| = |A'C’| olacak bigimde bir ikizkenar

ticgendir.

Lemma 3.4.8 f:R? — R?, A’deki tiim iicgenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f siireklidir. (Demirel 2021)

Ispat X, R?’de bir nokta olmak iizere X merkezli € yarigapli acik yuvar ve ¢cember
sirastyla B(X,€) ve C(X,e) ile gosterilsin. f’nin X noktasinda siirekli oldugunu
gostermek istiyoruz. By = {B(X,€):€ € R*} ve By, = {B(X',0):0 € R*} kiimeleri

sirastyla X ve X' noktalarinin yerel tabanlaridir. B(X', p) agik yuvarini ele alalim.

A ve B, R*’de AXB bir eskenar iiggen olacak bigcimde iki fark nokta olsun ve |AB| = r
olsun. Bir kenar uzunlugu r’ye esit olacak sekilde A ile bir eskenar liggen olusturan tiim
nokta ciftlerinin C (X, r) lizerinde olmasi gerektiginden, A ve B noktalarinin C(X,r)’de
iki nokta oldugu sonucu ¢ikar. Varsayalim |A'B’| = r’ olsun. Lemma 3.4.5 ve Lemma

3.4.7 den f(C(X,r)) c C(X',r") elde edilir. Ayrica, Lemma 3.4.6’dan, tim n € N igin
f (C (x, zln)) c € (X', 22) elde edilir. Eger ' < p ise f(B(X,7)) € C(X',p)dir. Eger
r'>p ise Zr—,’( <p olacak sekilde pozitif bir k tamsayis1 vardir. Dolayisiyla
f (B (X , zlk)) cf <B (X ’,;—;)) c B(X',p) elde edilir. Boylece f; X noktasinda siirekli

olup f’nin her noktada siirekli olmasindan dolay1 f siirekli olur.

Lemma 3.4.9 f:R? — R? A’deki tiim dliggenlerin Fermat-Torricelli noktalarmi

koruyorsa, f, A’deki liggenlerin agilarint da korur. (Demirel 2021)

Ispat X, R?’de bir nokta olmak iizere k > 1 olacak bicimdeki k tamsayisi igin
LA XA; 4 =% ve |XA;| = |XA;41] (1 <i <2k —1) olacak bi¢imde A’den segilen
XA;A;,, ikizkenar liggenlerin bir dizisini olusturalim. Acgikca, A;A4, ... Ay, merkezi X

noktasi olan 2k kenarli bir diizgiin ¢okgendir. A'; A", ...A'5; ’nin de X' merkezli 2k kenarli

bir diizgiin ¢okgen oldugunu iddia ediyoruz. Lemma 3.4.7’ye gore, XA;A;jy1 (1 < i <
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2k — 1) ve XA, A, Uggenleri ikizkenar oldugundan, X'A";A";,; (1 <i<2k—1) ve
X'A', A’y Uggenleri |[X'A’;| = |X'A'; ;1| olacak bigimde ikizkenar ti¢ggenlerdir. Lemma
3.4.7°den, AjA; 41442, (1 <0 < 2k —2), Ay 1A Ay ve Ay Ay A, Tiggenleri |A; A 1| =
|A;114;4+2] olacak bigimde ikizkenar liggenlerdir. |Ayi_145k| = |A2kAql, |42k ALl =
14,4, AA Ay (1< i< 2k—2) oldugundan, A’y ;A5 A’y ve Ay A A,
goriintii tiggenleri ikizkenar olup |A";A" 11| = |A" 1414 1421, |A 2k—1A" 5| = |A' 2k A",
|A', A"y | = |A'1A',] ile ikizkenardir. Dolayisiyla A’} A’,...A",), 2k kenarh bir diizgiin
cokgendir. Ayrica [X'A";| =|X'A"141] A1 <i <2k —-1), XAXA 1 (151 <
2k — 1) ve X'A’,, A’; liggenlerinin es oldugu kenar-kenar-kenar teoremiyle kolayca
goriilebilir. Bu nedenle, A" A", ... A’ nin 2k kenarli es agili ¢okgen oldugunu elde

ederiz. Boylece A'1A'; ... A'5,, X' merkezli 2k kenarl bir diizgiin ¢okgendir ve her 1 <

i <2k—1i¢in A" X'A';11 = % oldugu agiktir. Dolayisiyla f, X noktasinda k, n tam
sayilar1 i¢in ﬂ;{—n degeri degerli acilar1 korur. f, Lemma 3.4.8’den siirekli oldugundan ve

rasyonel sayilar kiimesi R’de yogun oldugundan, f’nin X noktasindaki tiim agilari

korudugu sonucu ¢ikar ve bu ispati tamamlar.

Sonu¢ 3.4.10 f:R? — R?, A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

koruyorsa, f ¢emberleri de korur. (Demirel 2021)

Lemma 3.4.11 f:R* — R?, A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarmi
koruyorsa, bu durumda f dogrularida korur. Daha agik olarak, eger [, R?de bir Oklid
dogrusu ise, f (1), R?’de bir Oklid dogrusudur. (Demirel 2021)

Ispat Lemma 3.4.3 ve Lemma 3.4.4’ten R?’de keyfi iki 4, B noktasindan gecen AB
dogrusu igin f (AB) c A'B"”dir. S, A'B' lizerinde bir nokta olsun ve AB iizerinde f(X) =
S olacak sekilde bir X noktas1 bulmaya ¢alisalim. |A’'B’| + |B'S| = |A’S| oldugunu kabul
edelim. A ve B noktalariin birbirine gore yeterli sayida simetrisini alarak |A'S|+
|SC’| = |A'C’| olacak bicimde C’ noktasini bulabiliriz. Iki kdsesi A ve C olan bir eskenar
tiggen olusturalim ve bu tiggeni ACD ile gosterelim. Lemma 3.4.5’ten A'C’'D’ bir eskenar
tiggen olur. D'A’S ve D'C'S tiggenlerinden en az biri A i¢inde olmalidir. D'A'S €A
oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz. £D'XS: = a olsun. ACD ve A'C'D’ tiggenleri

eskenar tliggen oldugundan AB iizerinde ZDXA = «a olacak bigimde bir X noktas: vardir.
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Lemma 3.4.9°dan f(X) = S olup ispat tamamlanur.

Simdiye kadar elde edilen sonuglardan f fonksiyonu dejenere degildir ve dogrulari korur,

dolayisiyla Teorem 3.3.4 ile asagidaki ana sonug verilebilir.

Teorem 3.4.12 f:R? — R?, A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

korusun. O halde f bir afin doniistimdiir. (Demirel 2021)

Dogal olarak, Teorem 3.4.12°nin A’deki tiim iiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarini
koruyan f: R™ — R™ doniistimleri i¢in gegerli olup olmadigini merak edilir. Burada A
yukarida sonuglardaki gibi ayni bigimde tanimlanmistir. R™’de, A’deki bir ABC
ticgeninin Fermat-Torricelli noktasi, ABC’yi i¢eren diizlemde bir noktadir. Bu diizlemi Q

ile gosterelim. R™ \ Q’daki her X noktasi igin,
[W(XAl + [Y()B| + [Y(X)C| < |XA| + [XB] + |XC|

oldugu aciktir. Burada ¥ (X), X’in Q lizerindeki dik izdlistimiidiir. M, ABC ii¢geninin (2’de
Fermat-Torricelli noktas1 ise M aym zamanda R™de ABC’nin Fermat-Torricelli
noktasidir. Bu, yukarida ispatlanan tiim lemmalarin burada da gegerli olmasin1 gerektirir.

Boylece, Teorem 3.4.12°yi n-boyutlu R™ uzayina genisletebiliriz.

Teorem 3.4.13 f:R"™ — R", A’deki tim tiggenlerin Fermat-Torricelli noktalarini

korusun. O halde f bir afin doniisiimdiir. (Demirel 2021)

Uyarn 1 Teorem 3.4.12 ve Lemma 3.4.9 veya Sonug 3.4.10°dan f, f(x) = ag(x) +b
biciminde ifade edilebilir, burada g(x) bir izometridir (veya bir ortogonal doniisiim) ve

a€R(a+0), b eR"dir

3.5 Sabit Noktali Afin Doniisiimler

f:R™ - R" birebir ve orten bir doniisiim olmak iizere; Vt € R", Vx,y € R" igin

fltx + (1 —-0y) =tf(x) + (1 - Of (D),

esitligi saglaniyorsa, yada buna denk olarak f doniisimi bir tek ¢ € GL(R™) lineer

otomorfizmi bir tek 7, Otelemesi yardimiyla f = 7, o ¢ biciminde yazilabiliyorsa f
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afindir. Buradaki ¢p’ye f’nin lineer kismi (pargasi) denir.

x € R™ vektori i¢in f(x) = x oluyorsa, yada buna denk olarak ¢(x) + v = x oluyorsa
x’e f’nin sabit noktasi denir. ¢(x) +v = x esitligi (¢ —I)(x) = —v bigiminde de

yazilabilir. Bu son esitlik bir denklem sistemi tanimlar.

Teorem 3.5.1 f =1, 0 ¢ afin doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ¢ - I’nin R™ nin bir izomorfizmi olmasidir. Ustelik buradaki tek sabit nokta

(¢ — D~1(—v) *dir. (Kovacs 2016)

Sonug 3.5.2 (Benzerlikler i¢in sabit nokta teoremi) R™’de tanimli bir benzerlik doniisiimii

izometri degilse tek bir sabit noktaya sahiptir. (Kovacs 2016)

Ispat f; biiyiitme faktorii 1 # A > 0 olan bir benzerlik doniisiimii olsun. f’nin lineer
parcast AT olup, T, R" uzaymin ortogonal bir donlisiimiidiir. x € R™ vektorii A — I
dontigimiiniin gekirdeginden seg¢ilsin. Bu durumda Atr(x) = x olup Allt(x)|| = [|x||
esitligi saglanir. T doniisiimii normu korudugu i¢in (1 — I)||x|| = 0 olup bdylece x = 0

bulunur. Boylece At — I doniisiimiiniin ¢ekirdeginde sadece sifir vektorii vardir.

Diizlem afin geometrisinin temel teoremi iki {iggenin (yada buna denk olarak iki
paralelkenarin) bir tek afin doniisiimle birbirine eslenebildigini ifade eder. Bu teorem
ilgili tiggenler yardimiyla diizlem afin doniisiimii tanimlamamiza olanak saglar. Ornegin
bir t dogrusu ve bu t dogrusu iistiinde olmayan p ve q noktalar1 verildiginde t dogrusu
uistiindeki noktalar1 sabit birakan ve p’yi q‘ya resmeden bir tek afin doniisiim vardir. Bu

afin doniisiim eksenel afin doniisiim olarak adlandirilir ve [t,p — q] ile gosterilir.

x,y € R?, (x # y) i¢in bu iki noktadan gegen tx + (1 —t)y (t € R) dogrusunu xy ile,
u¢ noktalar1 bu iki nokta olan tx + (1 —t)y (t € [0,1]) dogru pargasin1 [xy] ile

gosterecegiz.
Teorem 3.5.3 f: R" — R" bir afin doniisiim olmak tizere Vz € R" i¢in
z- f(z)=17

diizlemde bir paralelkenar (a, b, ¢, d) ile gosterilsin (yani a, b, c,d diizlemde b —a =

¢ — d ozelliginde dogrusal olmayan dort nokta) ve
rank(b —a,b' —a") = rank(d —a,d' —a") = 2

olsun. abna'b’'=p, dend'c’"=r, bcnb'c'=q, adna'd =s olmak iizere
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asagidakiler saglanir. (Kovacs 2016)
(i) f’nin tek bir m sabit noktasi varsa m = pr N gs’dir.
(i)  f’nin sabit noktasi yoksa pr || gs olup pr # gs’dir.
(ili)  f’nin noktasal-sabit dogrusu varsa bu dogru pr = gs dogrusudur.
Ispat (iii)’nin ispat1 agiktir.
Eger f bir eksenel afin donilisiimse dogrular eksen iizerinde kesisir. Tersine, eger pr = gs
ise
p=ta+ (1—a)b,(t€R) (3.1)
bigiminde yazilabilir. cb || ad ve ¢'b’ || a'd’ oldugundan dolay1 (3.1)’den
p=ts+(1—-t)g=>p=td+(1—-¢t)b'>p=p/,
ve benzer bigimde r = r"”dir. Boylece pr = gs dogrusu noktasal olarak sabittir.
Simdi (i)’yi ispatlayalim. p ve r’nin tanimi geregince
p=aa+ (1 —a)b=pa +(1-pB)b (3.2)
r=yd+ (1 —y)c=0d + (1—-o0)c’ (3.3)
olacak sekilde , 8,y, 0 € R vardir.
(3.2) ve (3.3)’ten
p'=aa"+(1—-a)b’ (3.4)
r'=yd +(1-y)’ (3.5)
elde edilir. (3.2) ve (3.4)’ten
p'—p=(a—p)a —-b") (3.6)
ve; (3.3) ve (3.5)’ten
r'—r=((-0o)d —c") (3.7)
elde edilir. (a’,b’, ¢’,d") bir paralel kenar oldugundan
a'—b'=d —c' =x (3.8)

bicimindedir. (3.6)’y1 t ile ¢arparsak
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tp' —tp = t(a— B)x (3.9)
ve (3.7)’yi (1 —t) ile garparsak
A-tor'—-A-tr=0-t)(y —o)x (3.10)
elde edilir. (3.9) ile (3.10) taraf tarafa toplanirsa
tp' +(A—-Or'=tp+A-tOr+[tla—B+A-)y—-0)] (3.11)
elde edilir. ¢ — I bir lineer otomorfizm oldugundan ¢t’yi
tla-PH+U--0=0t(@-H-F-0)=--0 ((312)
biciminde tanimlayabiliriz. Eger (¢ — ) — (y — o) = 0 ise (3.6) ve (3.7)’den
p—p=r'-r=>¢@-p=9¢)-r
=(@-DlE-r=0

olur. Bu ise ¢eliskidir.

A A—o
(@a=p)—(“A-o0)
olmak tizere (3.11) ’deki formiil
tp'+ A -0)r'=tp+ (A —-0t)r (3.13)

esitliginden indirgenir.Burada elde edilen nokta m ile gosterilirse

fmy=ftp-A-)=tp'+ (A -r'=m
elde edilir. Boylece sabit m noktas1 pr istiinde olup benzer bicimde gs tstiindedir. (i) ’nin
ispat1 boylece tamamlanmais olur.
(3.11)’de a — f = A — o = 0 alinirsa (3.6) ve (3.7)’den p' = p ve r' = r elde edilir.
Bu ise f’nin p ve r’yi sabit biraktigin1 gosterir. Eger bir afin doniisiim iki noktay1 sabit
birakiyorsa bu iki noktadan gecen dogru iistiindeki tiim noktalar1 sabit birakacagindan

(iii)’deki durum karsimiza ¢ikar. Boylece f’nin sabit noktasi yoksaa —ff =41 —a # 0

olup (3.6) ve (3.7)’den
p-p=r'-re¢p-r)=p-r

Spp-r)—(p—-r=0
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S (@-Dlp-r=0
op-—-reKer(p-—1)
elde edilir. Benzer bicimde g — s € Ker(¢ — I) olduguda gosterilirse

dimKer(¢p — 1) = 1 oldugundan g — s || p — r elde edilir. Boylece (ii)’nin ispatida

tamamlanmis olur.

3.5.1 Diizlemde Afin Doniisiimlerin Siniflandirilmasi

Diizlemde her afin doniisiimiin bir benzerlik ile eksenel afin doniisiimiin bileskesi olarak

yazilmasi diizlem afin doniisiimlerin temel teoreminin basit bir sonucudur.

.qr)~ @47
bigiminde verilen f afin doniisiimii X(p) = p’, X(q) = q' olacak bigimdeki X benzerlik
doniisimiiyle [p'q’,X(r) > r'] eksenel afin doniisiimiiniin  bileskesi bigiminde

yazilabilir.
Eger f tek bir sabit noktaya sahipse ve bu nokta p olarak segilirse p’ = p’dir.

Teorem 3.5.4 Diizlemde bir afin doniisiim tek bir sabit p noktasina sahipse, bu afin
dontisiim p noktasina gore bir donme fonksiyonu, p merkezli bir merkezil genisleme ve
p noktasini lizerinde bulunduran eksene gore bir eksenel afin doniisiimiin bileskesi olarak

yazilabilir. (Kovacs 2016)

Eger afin doniisiimiin sabit noktas1 yoksa benzerlik doniisiimii bir 6telemeye indirgenir

ve asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.5.5 Diizlemde bir afin doniisiim sabit noktaya sahip degilse bu afin doniisiim

bir 6teleme ile eksenel afin donilisiimiin bileskesidir. (Kovacs 2016)

Ispat Sabit nokta teoreminin bir sonucu olarak dimKer(¢ —1) =1 dir. q—p €
Ker(¢ — 1), (p,q € R?,p # q) olarak segilsin. Bu durumda f(q) — f(p) = q — p olup
(p,q) ikilisi (f(p),f(q)) iklisine &telenir. p — f(p) ile tanimlanan o6teleme 7 ile

gosterilsin. Bu durumda gerekli afin doniisiim

@ a1r) > @) f(@ f()

bicimindedir. Bu afin doniisiim © 6telemesiyle [f(p)f(q),T(r) = f(r)] eksenel afin

doniisiimiin bileskesidir.
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3.5.2 Equiafin Durumu

Alan koruyan afin doniisiimlere equiafin donilisim denir. p, g, r diizlemde aynm1 dogru
istiinde bulunmayan ii¢ nokta olsun. p’yi sabit birakan ve q ile r’yi birbirine esleyen afin
doniisiime afin yansima denir ve [p,q < r] ile gosterilir. Bu afin yansima, qr dogru
parcasinin orta noktasi s olmak iizere ps dogrusu istiindeki tiim noktalar1 sabit birakir

fakat diger noktalarin higbirini sabit birakmaz.

p,q, v diizlemde ayn1 dogru iistiinde bulunmayan ii¢ nokta olsun. p noktasindan gecen
ve qr’ye paralel olan dogru iistiindeki tiim noktalar1 sabit birakan bir tek afin doniisiim

vardir ve bu afin doniisiim [p; g = r] ile gosterilir ve shear olarak adlandirilir.

Teorem 3.5.6 Diizlemdeki her equiafine doniisiim iki afin yansima tarafindan iretilir.

(Kovacs 2016)

Ispat Diizlemdeki bir equiafin doniisiim, 6teleme, yari-dénme veya shearden farkli ise

(a, b, c, d) paralelkenarinin equiafin doniistimii
(a,b,c,d) - (b,c,c’,d"), ad=d'c

bi¢imindedir. n, [ab] dogru pargasinin orta noktasi olsun. n ve tek sabit nokta olan m
noktalarindan gegen dogruyu t ile gostererelim, ya da sabit noktadan, bagimsiz n’den
gecen pr’ye (yada gs’ye) paralel olan t dogrusunu ¢izelim. Tek sabit nokta durumunda

afin doniisiim
(a,b,m) - (b,c,m)
bigimindedir. Ustelik sabit noktadan bagimsiz hareket edildiginde ise
(a,b,d) = (b,c,d")

bigimindedir. Iki durumda da afin déniisiim [t,a ~ b] ve [p,a = c] afin yansimalarin
bileskesi olur. Shear durumu ise kolayca ele alinabilir. [p;q ~ r] shear doniisiimii,
[p,q <> s] ve [p,s <> r] afin yasimalarinin bileskesidir. Burada s; gr’nin p merkezli
yar1-dénmesinin goriintiisii iizerindedir. Oteleme veya yari-dénme iki Oklid yansimanin

bileskesi oldugundan ispat tamamanir.
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b—=ia'=p e=U =1

Sekil 3.3.1 Sabit noktalarin ingas1
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3.6 R™ de Sabit Noktalar1 Olmayan Afin Déniisiimlerin invaryant Dogrular:

R™’de sabit noktast olmayan ve [f(x)f(y)| < |xy| esitsizligini saglayan her f afin
doniistimii bir invaryant dogruya sahiptir, (Atanasjan ve Bazylew 1986). Bu boliimde

sabit noktas1 olmayan herhangi bir afin doniisiim i¢in bu problem ele alinacaktir.

f bir afin doniisiim olmak tizere ve f’nin [ gibi bir invaryant dogruya sahip olmasi
durumunda f’nin ’ye kisitlanmisi sifirdan farkli bir v vektoriine gére 6telemedir. (f’nin

sabit noktas1 yoktur.) v € R™ olmak tizere;
H={xeR"|Ax+a=x+v},f(x) =Ax+a

kiimesi ya bos kiime yada R™’in bir afin alt uzayidir. v = 0 ise f(x) = x olup f ’nin sabit

noktasi olmadigindan H = @’dir.

Bu calismada H’nin bos kiimeden farkli oldugu ve f altinda H’nin invaryant kaldig

sifirdan farkli v vektorleri incelenecektir.

Teorem 3.6.1 x - Ax + a kuraliyla tanimlanan f: R™ = R" afin doniisiimiiniin v # 0
olmak lizere v yardimiyla tanimlanan H invaryant afin alt uzayina sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul g(x) =(A—-1)(x), v € Kerg, u€Img olmak ilizere a=v+u

ayrigiminin olmasidir. (Kasparek 2010)
Ispat (=) Eger
f(x)=Ax+a=x+v (3.14)

denkleminin x’e gore bir ¢6ziimii varsa v — a € Im(g)’dir. Ger¢ekten Ax —x = v —

a’dir.

(1)’deki sistemin genel ¢oziimii x = s;a; + s,a,+....+spa, + x, formunda olup
a;az,..... , a,, vektorleri Kerg’nin taban elamanlari ve x, ise (3.14)’in 6zel ¢oziimiidiir.
f(H) = H + v oldugu agiktir ve f(H) = H olmasi i¢in gerek ve yeter kosul v € Kerg

olmasidir. Boylece, v — a € Img oldugundan dolay1 a = v + u ayrisiminin saglandigi

goriilir. (v — (+v —a) = a).

(&)a=v+u, (v#0,veKerg,u€Img) olacak bicimde ayrisim saglansin. Bu

durumda (3.14) lineer denklemi

A-Dx)=-u (3.15)
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esitligine denktir. u € Im(g) oldugundan ve (A — I)(x;) = —u olacak bi¢imde x; € R"
i¢in (3.15)

A-Dx—x1)=0 (3.16)
biciminde yazilabilir. f’nin sabit noktas1 olmadig1 i¢cin det(A — I) = 0 olup bdylece

(3.16)’teki sistemin sifirdan farkli ¢oziimii vardir. v € Kerg oldugundan v yardimiyla

tanimlanan H afin altuzay: f altinda invaryanttir.

Teorem 3.6.2 Bir f afin doniisiimiiniin v # 0 vektorii yardimiyla tanimli H invaryant

afin alt uzayina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g(a) € Im(gog) olmasidir.

(Kasparek 2010)

Ispat (=) Teorem 3.6.1°den v € Kerg ve u € Img olmak iizere a = v + u ayrisimin
oldugundan g(a) =g(w+u) =gw)+g(u) olup g(a) =g(u) € Im(gog) elde
edilir.

(<) g(a) € Im(gog) ise g(a) = g(g(w)) olacak bigimde w € R™ vardir. Boylece
gla—gw)) =0olup a — g(w); g’nin ¢ekirdegindedir, yani a — g(w) € Kerg’dir.
v € Kerg i¢cin a =v + g(w) alinarak f’nin sabit noktast olmadig: i¢in v # 0’dur.

Boylece ispat tamamlanur.

Sonug¢ 3.6.3 v € Kerg, u € Img olmak {lizere a = v + u ayrigimi varsa bu durumda x,,
(3.14)’in bir ¢6ziimii olmak tlizere x = x, + vt denklemli [ dogrusu f afin donlisimii

altinda invaryant kalir. (Kasparek 2010)

Ispat x = x, + vtise Ax + a = Ax, + Av + a’dir. v € Kerg oldugundan Av = v olup
Ve xg, (3.14)’in bir ¢ézlimii oldugundan Axy + a = xy + v’dir. Boylece Ax + a = xy +
(t + Dv yani f(1) = Udir.

Uyan 3.6.4 Burada a = v + u ayrisimu tektir. Gergekten a = v; + u; Ve a = v, + U,
bigiminde iki ayristm oldugunda Sonu¢ 3.6.3’ten x = xy + vt Ve x = xg + vyt
dogrular f altinda invaryant kalir ve x, noktas1 f altinda sabit kalan nokta olur. Bu ise
celigkidir.

Sonug 3.6.5 Eger sabit noktasi olmayan bir f afin doniistimiiniin g lineer doniisiimii
Kerg = Ker(gog) (3.17)

esitligini sagliyorsa f invaryant dogruya sahiptir. (Kasparek 2010)
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Ispat Kerg = Ker(gog) oldugundan R" = Kerg®Img yani a=v+u (vE€
Kerg,u € Img) ayrisimi saglar. f afin doniistimiiniin sabit noktasi olmadigindan v # 0

olup Sonug 3.6.3’ten ispat tamamlanir.

Uyar1 3.6.6 (3.16) esitligi simetrik matrisle verilen bir afin doniisiim i¢in ya da 6z degeri

1 olan bir matrisle verilen bir afin doniisiim i¢in de saglanir.
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4. PSEUDO AFIN DONUSUMLER

Teorem 3.3.3’ten f:R? - R? dogrudan-dogruya ve f2 =1 ozelliklerini saglamasi

durumunda bir afin déniistim oldugu bilinmektedir.

Burada dogal olarak su soru akla gelir. D ¢ R? olmak iizere f: D — D dogrudan-dogruya
bir fonksiyon ve f2 = I ise f, R?’deki bir afin déniisiimiin kisitlanmis hali midir? Burada
ve bundan sonra I, R?’deki birim doniisiimiin D’ye kisitlanmisi olarak alinacaktir. Bu

sorunun cevabinin negatif oldugu sonraki boliimde detayli olarak incelenecektr.

Tamm 4.1 D € R%, D # 0 olsun. f: D — D dogrudan-dogruya olan bir fonksiyon ve
f? =1 olsun. Eger f, R?’deki bir afin doniisiimiin D’ye kisitlanmasi degilse f’ye
pseudo-afin dontisiim denir. (Li vd. 2010)

4.1 Ucgen Yansimalar

Bu boliimde, tiggen yansimalar olarak adlandirilan pseudo-afin doniistimlerin bir sinifi

insa edilecektir ve bu doniistimlerin belirli durumlarda afin doniisiim olmadiklarini

gosterilecektir.
Noktalar A4, B, ... ile ve bu noktalarin inceledigimiz fonksiyon altindaki goriintiileri
A',B', ... ile gosterilecektir. A ve B noktalarindan gegen dogruyu L,z ile, baslangig

noktalar1 A ve B noktalari olan dogru parcalarini1 AB ile ve AB, BC, AC dogru pargalariyla

sinirl olan tiggensel bolge Ay ile gosterilecektir.

Tamm 4.1.1 §:A 5.~ R? fonksiyonu dogrudan-dogruya ve D € (BC)° olmak iizere
asagidaki kosullar saglaniyorsa §’ya AD boyunca A 45’ nin bir tiggen yansimasidir denir.
(Livd. 2010)

PeADicin8(P) =P, 8(B)=C=B"ves§(C) =B =C

Onerme 4.1.2 §:A 5.~ R? fonksiyonu AD boyunca A 4pc nin bir liggen yansimasi ise

bu durumda 6 (Aypc) =L y4pc Olup
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8:Aupc—Dapc

bir homeomorfizmdir ve 62 = I’dir (Homeomorfizmler topolojik uzaylar arasinda

taniml1 olan birebir, orten, siirekli ve terside siirekli olan doniistimlerdir.). (Li vd. 2010)

Onerme 4.1.3 Aypc tiggeni i¢in D € (BC)° olmak iizere A pc nin AD boyunca bir

ticgen yansimasi varsa tektir. (Li vd. 2010)

Yukaridaki iki onermenin ispatt Aypc’deki bir noktanin goriintiisiiniin bulunma yontemi

kullanarak kolayca yapilabilir.
P € AD ise P’ = P oldugunu biliyoruz.

P €Aypc\ (AD U BC) olsun. Lgg N Lep = {P} olacak bigimde AD distinde E ve F
noktalar1 segelim. Bu durumda P’ noktasi Lgg Ve Lgp dogrularinin kesisim noktasidir.

P’ €A ¢ olup bu nokta tektir.

P € BC \AD ise LEF N LBC — {P} olacak bl(}lmde Ee€eAD ve F e (AABC)O \AD
noktalarini segelim. Bu durumda P’ noktasi Lg; Ve Lggr’nin kesisim noktasidir. Ayni

zamanda P’ €Ay Olup P’ tektir.

Lemma 4.1.4 §:A 45— R?; AD boyunca A4’ nin bir iiggen yansimas1 D € (BC)° ve
g: R? > R? bir afin déniisiim olsun. g(4) = 4,, g(B) = By, g(C) = C; ve g(D) = D,
olmak iizere

61 = g ° f ° g_l:AAlBlcl_)AAlBlcl
fonksiyonu A, D; boyunca A4, g, ¢, nin bir {iggen yansimasidir. (Li vd. 2010)

Lemma 4.1.5 A pc biriiggen ve D € (BC)? olmak iizere

(2) g(Lac) =DaBycys
(3) A1D; L B1(y;
(4) IBD| = |B1D11, IDCI = |D, (4]
olacak bi¢imde bir g afin doniisiimii ve D; € (B;C;)° kosulunu saglayan bir A, g ¢,

ticgeni vardir. (Li vd. 2010)

Ispat D noktasini orjin olarak almak genelligi bozmaz (D orjin olmasayd: uygun bir

izometri ile D’yi orjine resmetmek gerekirdi.). Ayni diistinceyle Lg-’yi x-ekseni, B =
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(=IBDI,0) ve C = (ICDI,0) alalm. b > 0 i¢in A = (a, b) olsun
9:Dapc=Da ey
y) = (& y) = (x=39.)
afin doniisiimii alalim. Bu durumda g(B) = B,(—IBD|,0), g(C) = C;(ICDI,0), g(D) =

D;(0,0) ve g(A) = A;(0, b) elde edilir. Boylece istenilen g afin doniisiimii ile Ay g ¢,

ticgeni elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

a,b,c € R olmak iizere A(0,a), B(b,0), C(—c,0), D(0,0) noktalar1 i¢in y:A,pc—

=y

. —b . .
A ypc fonksiyonu K = Cb—c olmak iizere P = (x,y) EAypc icin y(x,y) = (1+Kx, e

biciminde tanimlansin. Bu durumda asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 4.1.6 y’nin AD boyunca A,p. tiggeninin bir iiggen yansimasi ve y bir afin
doniisiim olmasi igin gerek ve yeter kosul K = 0 olmasi yani |[BD| = |CD| olmasidir. (Li

vd. 2010)

Burada ve bundan sonraki kisimda bir fonksiyonun 2 bélgesinde afin olmasi demek bu

fonksiyonun R?’deki bir afin doniisiimiin £2°deki kisitlanmig1 olmas1 demektir.

Ispat Ispatmn ilk kismini gostermek icin y’min dogrudan-dogruya oldugunu gostermek
yeterlidir. Py (xq,v1), P2(x2,¥2), P3(x3,¥3); Aapc’de dogrusal ti¢ farkli nokta olsun. Bu

durumda

_ X1+/’le _ y1+ly2
37 142 ' 737 142

olacak bigimde 0 ve —1’den farkl1 bir A sayis1 vardir. P;, P,, P; noktalarinin goriintiileri

sirastyla P;(x1, V1), Py(x3,v3), P3(x3,y3) olmak lizere

x3 (14 Kxz)xg + A1+ Kxq)xp
1+Kx;  (1+Kx))+A(1+Kx})

X

w~

, ys (1 +Kx3)y; + A1+ Kx1)y;

Y8 T T ¥ Ky (L+Kx) + A(L+ Kx))
!
elde edilir. A" = /‘1(1+—le1) olmak iizere;
1+Kx,
r_ x4+ A'x _ yitd'y;
X3 =T VeYs =T

olup P;, P;, P} noktalarmin dogrusal oldugu kolayca goriiliir. Ispatin ikinci kismi ise
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aciktir.
Lemma 4.1.5 ve Onerme 4.1.6’ten asagidaki sonug elde edilir

Teorem 4.1.7 Bir Ayge Uggeni ve D € (BC)° igin AD boyunca Agpc’nin iiggen

yansimasi olan bir y afin doniisiimiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul |[BD| = |CD]|
olmasidir. (Li vd. 2010)

4.2 g- Ucgen Yansimalar

Bu boliimde oOncelikle g-liggen yansimalari tanimlanip, bu fonksiyonlarin temel
Ozelliklerini incelenecektir.
K pozitif bir sabit olmak tizere

Lo = {(xy) € R%:x =0}, Ly ={(x,y) € R%x =—},
Le ={(x,y) € R*1y = 0}

ve N = R?\ L, olsun.
b

u:2 - 0 fonksiyonu P = (x,y) €N i¢in u(P)=upuxy) = ( A ) =p

1+Kx’ 1+Kx
kuraliyla verilsin.

0; 0, ve 2, gibi iki baglantili bolgeden olusur. L,’y1 igeren £, olsun.

Onerme 4.2.1 u fonksiyonu u? = I ézelliginde dogrudan dogruya bir fonksiyon olup u
altinda sabit kalan noktalar kiimesi L, U {P, (_72, 0)}’dir. Ayrica 2, ve £, bolgeleri u

altinda invaryanttir. (Li vd. 2010)

Tanim 4.2.2 R?°de paralel iki s;, s, dogrusu igin I; = s; N 2, I, = s, N 2 dogrularma
0’de paralel dogrular denir. (Li vd. 2010)

Onerme 4.2.3 2’de L, ’ya paralel olan bir [ dogrusu igin u(l) dogrusu yine L,’ya
paraleldir. (Li vd. 2010)

Onerme 4.2.4 E € 0\ (L, UP,y) icin Lgz dogrusu P, noktasini kapsar. Ustelik P,
noktasini kapsayan 2’de ki her dogru u altinda invaryanttir. (Li vd. 2010)
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Ispat Eger Lgp, dogrusu L,’ya paralel ise Onerme 4.2.3'ten Ly, dogrusu da L,’ya
paraleldir. Eger Lgp, dogrusu L,’y1 Q noktasinda kesiyorsa bu durumda E’ € Lp ,, elde

edilir. Her iki durumda da Py € Lgg dir.

Onerme 4.2.5 [; 2°de P, noktasindan gecen ve L,’ya paralel olan dogru olsun. Bu
durumda P € [\ {P,} i¢in P ve P’ noktalar1 P, noktasina gore simetriktir. (Li vd. 2010)

Onerme 4.2.6 s; ve s,; R?’de L, iistiinde kesisen iki dogru olsun. Bu durumda [; = s; N

0 (i = 1,2) olmak tizere u(ly) ile u(l,) paraleldir. (Li vd. 2010)
Bu 6nerme asagidaki 6nermenin bir sonucudur.

Onerme 4.2.7 s; R?’de egimi k olan bir dogru olsun. Bu durumda p(s N £2)’yi kapsayan
dogru P, noktasindan gecen egimi k olan dogru ile L;,’nin Kesisim noktasi olan (%,g)
noktasindan geger. (Li vd. 2010)

Ispat y = kx + d denklemli dogruyu (d sabit) ve bu dogru iistiinde P(x,y) noktasini

secelim. Bu dogru P; (0,d) ve P, (% ,E + d) noktalarini kapsar. Buradan s’ dogrusu p(s N

-1 k

) tarafindan tamimlanan ve P;(0,d) ile PZ’(ZK’E

+ %) noktalarindan gegen dogrudur.
Boylece s’ dogrusunun denkleminin v = (dK — k)u + d oldugu goriiliir.

Tamim 4.2.8 Yukarida tamimh p: 2 — 2 fonksiyonuna s-tiggen yansima denir. L,
dogrusuna eksen, P, noktasina taban Lj; noktasina sinir, eksene dik olan P, noktasindan

gecen L, dogrusuna ekvator denir. (2;’e (2’nin ana bileseni, (2,’ye £2’nin yedek bileseni

denir. (Li vd. 2010)

P(x,y) € 2\ L, i¢in P’nin gortntiisii P'(x',y") ise K = —x;T)f’dll‘. Onerme 4.2.3’ten
asagidaki sonug elde edilir.
Onerme 4.2.9

(1) DENy,PELyN Lp,pveD' € PPy olsun. Bu durumda

|PDI|PD'|

1
—|PP)| = ——88M
PRl = tppT = 1PD]

2

dir.
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(2) E€0;,Q € LgNLpg Ve E €QP, olsun. Budurumda

IQENQE'l  |PEIIPE’|
|QE|1 + 1QE’'|  |PoE| — IPoE’]

1
§|QP0|=

dir. (Li vd. 2010)

Lemma 4.2.10 L, ekseni, L, sinir1 ve P, taban noktasindan herhangi ikisi digerini ve

ilgili s-liggen yansimay1 tanimlamak i¢in yeterlidir. (Li vd. 2010)

Lemma 4.2.11 u:2 — 2 bir s-liiggen-yansima ve L,, Lp, P, sirasiyla bu tiggen

yansimanin ekseni, smir1 ve taban noktasi olsun. Eger g: R? — R? bir afin déniisiim ise
U = gouog~t: g(02) » g(N) asagidakileri saglar. (Li vd. 2010)

(1) py dogrudan dogruya olup u? = I’dir.

(2) g(Ly) VU g(Py); pq altinda sabit kalir.

(3) wy’in siir1 g(Ly) dir.

(4) Onerme 4.2.9°daki esitlikler g altinda saglanr.

Lemma 4.2.11°den s-liggen-yansima kavrami asagidaki gibi genisletilebilir.
Tamm 4.2.12 g: R? > R? afin doniisiimii ve u bir g-liggen-yansima olmak iizere
¢ = gopog™

biciminde yazilan ¢ doniisiimiine g-ticgen yansima denir. g(Ly), g(Lp), g(Pp) sirastyla

eksen, sinir ve taban noktasidir.

Onerme 4.2.13 ¢ ve ¥ iki g-iiggen yansima olsun. Bu durumda ¥ = gogog~? olacak

bi¢imde g afin doniisiimii vardir. (Li vd.2010)
Lemma 4.1.5 ve Teorem 4.1.7’den asagidaki 6nerme agiktir.

Onerme 4.2.14 Afin olmayan y:A—A bir iiggen yansimasi i¢in y = ¢ |, olacak

bi¢imde bir tek ¢ g-liggen-yansima vardir. (Li vd. 2010)
Asagidaki sonu¢ Onerme 4.1.6 ve Lemma 4.2.11°den agiktir.
Sonug 4.2.15 Her g-liggen-yansima bir pseudo-afin doniistimdiir.

Teorem 4.2.16 D, R?’nin konveks bir alt bdlgesi olsun. Bu f’nin bir pseudo-afin

doniisiim olabilmesi igin gerek ve yeter kosul f = 6 |, olacak bigimde bir g-licgen
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yansimanin olmasidir. (Li vd. 2010)

4.3. Teorem 4.2.16°nn ispati

Teorem 4.2.16°daki ifadenin yeterlilik kismi sonug 4.2.15°den elde edilir. Gereklilik
kism1 i¢in ise bazi lemmalara ihtiya¢ duyulur. D, R?’de bir konveks bdlge R? \ D bos

kiimeden farkli ve f: D — D bir pseudo-afin doniisiim olsun.
Lemma 4.3.1 f; D’deki dogrulari dogrulara esler. (Li vd. 2010)

Tamm 4.3.2 Eger D’deki bir [ dogrusu R?’de de bir dogru ise bu dogruya “tam dogru”
denir. (Li vd. 2010)

Eger D bir tam dogru kapsiyorsa bu durumda P € D noktasindan gegen bir ve yalniz bir
tam dogru vardir ve bu tam dogru L,, ile gosterilecektir. Boylece D’de tam dogrular varsa
hepsi birbirine paralel olmak zorundadir. Bu durumda D i¢in ya yar1 diizlem ya da serit
bolge diyebiliriz. Boylece D’de bir | dogrusu ya L, dogrusuna paraleldir ya da L, ile
D’de kesisir.

Eger ; D’de tam degilse bu durumda (L; U L,) N L N'D = @ olacak bicimde D ile kesigsen

L4, L, dogrular1 vardir.

Lemma 4.3.3 Bir [ dogrusunun D’de tam olmasi igin gerek ve yeter kosul [’nin
goriintiisiiniin de tam olmasidir. (Li vd. 2010)

D’de bir [ dogrusu D’yi iki pargaya ayirir. Bu pargalar1 U; ve U, ile gosterelim. P; € U,
olsun. I’nin goriintiisii de D’yi iki pargaya boler. P; noktasin1 kapsayan parcay1 Uj ile,
digerini ise U, ile gosterelim.

Lemma 4.3.4 f(U;) = U; (i = 1,2)’dir. (Li vd. 2010)

P' € U], Q' € U, olacak bicimde P, Q € U; noktalarinmn var oldugunu kabul edelim.lki

durumda inceleme yapmaliyiz.

1. Durum [ tam olmasin. Bu durumda [, nl, # @, (l; Ul,) Nl = @ olacak bigimde
P;’den gegen [; ve Q’dan gegen [, dogrusu vardir. Bu durumda [ c Uj ve I,  U; olup

1 n I, # @ oldugundan ¢eliski elde edilir.
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2. Durum [ tam olsun. [, NI, = {K}, I, nlp = {P;} ve I; N1y = {Q,} olacak bigimde
tam olmayan [; dogrusu segelim [, ise [; N 1, = {K} ve P;,Q; noktalar1 D \ [, nin ayni
pargalarinda olacak bigimde tam olmayan bir dogru olsun. P; ve Q1, D \ l5 nin farkli
pargalarindan olmasi gerektiginden ve 5, tam olmadigindan 1.Duruma benzer ¢eliski elde
edilir.

Lemma 4.3.5 {E,F} c D olmak flizere, E, E’, F, F' noktalar1 dogrusal degilse, kose

noktalar1 E, E', F, F' olan bir ve yalniz bir P konveks (kapal1) dortgensel bolge vardir.
(Li vd. 2010)

ispat E, E', F, F' noktalarindan herhangi ti¢ii dogrudas degildir. Bu durumda E, E', F,
F' noktalarindan herhangi birinin, 6rnegin E’ noktasinin, koseleri E, F, F' olan kapali
Agppr bolgesince kapsanmadigini gostermek yeterlidir. E' CAgppr Oldugunu kabul
edelim. Bu durumda E ile F; D \ Lgg’nin ayirdig1 ayn1 pargada ve E’ ile F' ise D\
Lgrgr’nin ayirdigr farkli pargalardadir. Lemma 4.3.4’ten bu bir ¢eliskidir.

Sonug¢ 4.3.6 {E,F} c D igin, eger E, E', F, F' dogrusal degilse bu durumda koseleri E,
E', F, F' olan konveks (kapali) P dortgensel bolgesi f altinda invaryanttir. (Li vd. 2010)

Sekil 4.3.1°de gorildiigi tizere E, E', F, F' yardimiyla tanimlanan P dortgensel bolgenin
kenarlar1 i¢in iki durumu incelemek gerekir. Bunlar EF, FE', E'F', F'E yada EE', E'F,

FF', F'E’dir. Bu iki durum igin P’yi sirastyla Pgpprpr V€ Ppprppr ile gosterelim.

Sekil 4.3.1 EFE'F' ve EE'FF’ dortgensel bolgeleri
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Lemma 4.3.7 Prpg'pr i¢in Lggr Ve Lgp 'nin kesisim noktast olan 0 noktas: f’nin sabit

biraktig1 tek nokta olup P € Pgpprpr igin Lop, f altinda degismez kalir. (Li vd. 2010)

Ispat 0 noktasmin f altinda sabit kaldig1 aciktir. Lemma 4.3.4’ten ise tek oldugu agiktir.
Ispatim ikinci kismu igin aksini kabul ederek yani P’ & Lpg olacak bigimde P € P \ {0}

noktasinin varligini kabul edelim. Bu durumda Lpp/ ile Lggr’nin kesisim noktasi ya da

Lppr ile Lgpr’nin kesisim noktast P ggg/pr’nin sabit noktasi olup 0°dan farklidir. Bu ise

celiskidir.

Lemma 4.3.8 D; kosegenleri AA’, BB' olan P,p,rp paralelkenarini kapsasin. Bu

durumda f donme agis1 7 olan bir donme fonksiyonudur. (Li vd. 2010)

Ispat AA’ ve BB’ nin kesisim noktast M olsun. Lemma 4.3.7°den M; P, 45/’ Nin sabit
tek noktasidir. P € D i¢in P ile P’nin f altindaki goriintiisii olan P’ noktasinin M’ye gére

simetrik olduklarini gostermek yeterli olacaktir. 3 durum s6z konusudur.

1.Durum P g’ nin sinirt 045,757 olmak tlizere P € d4p 475 OISUN. P € AB oldugunu
kabul etmek genelligi bozmaz. Bu durumda P’ noktasi Lpy, ile L,z nin kesisim noktasi

olup ispat tamamlanir.

2.Durum P € Py s olsun. P’nin A, figgeninin i¢ noktast oldugunu kabul edelim.
C; Ly p ile AB kesisim noktasi olsun. Bu durumda C' noktasi L¢y, ile A’B"’nin kesisim
noktasi olur. P noktasi ise AA' N CC' = {M} 6zelligini saglayan koseleri AA" ile CC' olan
Pacarc' Paralelkenarin sinirt istiindedir. 1.Durum takip edilerek istenilen sonuca

ulagilir.

3.Durum P € D\ P parp Olsun. Vi € {1,2} igin [; dogrusu P’den gegsin ve ABA'B’
paralelkenarmin iki farkli kenarini iki noktada kessin. Bu noktalar1 P;; ve P, ile

gosterelim. Bu durumda P’ noktasi Lps pr_ile Lps pr "nin kesigim noktasidir. P ile P'’nin
11712 21422

M’ye gore simetrik oldugu agiktir. Buradaki yontemle asagidaki kolayca elde edilir.

Lemma 4.3.9 D; kosegenleri CC' ve DD' olan P, dortgensel bolgesini kapsasin. Bu
durumda f: D — D fonksiyonu C, D, C’, D' kosegenleri yardimiyla tek tiirlii tanimlidir.
(Li vd. 2010)

Lemma 4.3.10 f = ¢ |p olacak bigimde bir ¢ g-liggen-yansima vardir. (Li vd. 2010)
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Ispat f bir pseudo-afin déniisiim oldugundan Lemma 4.3.8’den dolay1 Pz D’de bir
paralelkenar degildir. |[EO| > |E'O| ve |FO| = |F'O| oldugunu kabul edelim. Bu
durumda |AO| = |A'0O] olacak bicimde A € EF' vardir. BO L L,, olacak bigimde B €
Ogpp'p' Noktast secelim. Lemma 4.3.8’den |BO| > |B'0| oldugu kabul edilebilir. B" €
PO ve

2|1BOIIB'0|

POl =
PO =501 = 1B70]

olacak bi¢gimde P € Lggr secelim. P noktasindan gegen AA’ ye paralel olan dogruyu L,
ile gosterelim. ¢; ekseni L, ve taban noktasi O olan bir g-iiggen-yansima olsun. ¢’nin
tanimindan, Onerme 4.2.14 ve Onerme 4.2.10°dan ¢(A) = A’ ve ¢(B) = B"dir.

Paparp’yi Py ile gosterelim. Lemma 4.3.9°dan f |» ; A,B,A",B" noktalar: tarafindan tek
tirli tanimhdir ve f |p (P;) = P, dir. Boylece f lp,= ¢ |p,’dir ve f’nin D’de
dogrudan dogruya olma kabulunden f = ¢ |5’ dir. Boylece ispat tamamlanir.

Ikinci olarak Pgp/ppr € D oldugu kabul edilebilir.

Lemma4.3.11 P ve Q, f’nin sabit biraktig1 noktalar olacak bi¢imde P € EE' ve Q € FF'
noktalar1 vardir. (Li vd. 2010)

ispat EF ile E'F' nin kesisim noktasini1 f’nin sabit biraktig1 agiktir. A € EE" i¢gin A = A’
ise P’yi A noktasi olarak aliriz. Eger, A" #+ A ise FA ile F'A"’nin ya da F'A ile FA"’nin
kesisim noktasi B, f altinda sabittir. Bu durumda P’yi Lg, ile EE'’nin kesisim noktasi
alinz. Lpo; f altinda degismez kaldig1 igin Q olarak Lp, ile FF'’nin arakesit noktasini

aliniz.
Lemma 4.3.12 PQ; f altinda sabit kalir. (Li vd. 2010)
Ispat Aksini kabul edelim yani C’ # C olacak bi¢cimde C € (PQ)° olsun. Bu durumda

E,E', C, C' dogrusal degildir ve Lemma 4.3.5’ten bu imkansizdir. O halde PQ, f altinda

sabittir.
Boliim 4.1°deki tiggen yansimalar kisimdaki yontemle PQ boyunca Apggs’nin bir
Y:Appp = Appr!

{icgen yansimasi vardir. Onerme 4.1.2 ve 4.1.3’ten f IAPFF,z y’dir. f bir pseudo-afin
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doniisiim oldugundan Onerme 4.1.6°dan y bir afin doniisiim degildir. Onerme 4.2.14’ten
y=4¢| Apppt olacak bi¢imde bir tek ¢p g-licgen yansimasi vardir. ¢ |p; dogrudan dogruya

oldugundan ve ¢? |p= I oldugundan asagidaki sonug elde edilir.
Lemma 4.3.13 f = ¢ |p olacak bigimde bir g-tiggen yansima vardir. (Li vd. 2010)

Lemma 4.3.11 ve 4.3.13 ; Teorem 4.2.16°daki gereklilik kisminin ispatini saglar.
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5. UST DUZLEMDE DOGRUDAN DOGRUYA OLAN DONUSUMLERIN YENi
BiR KARAKTERIZASYONU

Teorem 5.1 f: H - H dogrudan dogruya olan 6rten bir fonksiyon olsun. Bu durumda f
bir afin doniisimdiir, ya da f = A o n olacak bigimde A: H ~ H bir afin doniisiimii ve
bir n: H » H g-yansimasi vadir. (Li ve Wang 2013)

Teorem 5.2 4, n, ayni1 sinira sahip iki g-yansima olsun. O halde n, o 1, bilesimi bir afin
doniistimdiir. (Li ve Wang 2013)

Lemma 5.3 f dogrular1 dogruya orter. (Li ve Wang 2013)

Ispat f; dogrudan dogruya 6rten olmasin. Bu durumda f(I) € I've Q' € I\ f(1) olacak
sekilde bir [ dogrusu vardir. f orten oldugundan Q' € I" \ f (1) olacak sekilde bir Q ¢ [

vardir.
Eger [ tam dogru degilse Ly N [ # @’dir.
Eger [ tam dogruysa, [ iistiinde segilen bir P noktasiyla Lp,, elde edilir.

Gorintiisii ' iginde kalacak sekilde tam olan ve tam olmayan bir dogru elde edilebilir.
Diger taraftan, Ly,5, N1 # @ olacak sekilde bir A’, B’ € H noktalar1 segilebilir. Bu
noktalarin ters goriintlisii A, B olsun. Bu durumda L,p dogrusu tam dogru ya da tam

olmayan dogrudan en az birini keser ki bu imkansizdir. Boylece celiski elde edilir.

Lemma 5.4 Herhangi tam dogrunun goriintiisii de tamdir. Ayrica, herhangi tam olmayan

dogrunun goriistiisti de tam degildir. (Li ve Wang 2013)

Ispat Varsayalim ki [ bir tam dogru olsun ve I’ = f () tam olmasin. Bu durumda Lg,z, N
l'" =1Ly Nl =@ olacak bigimde dogrusal olmayan A, B, C noktalar1 vardir. 4, B, C
noktalariin terslerinin goriintiileri de dogrusal olmayip ve Lyg Nl = Lyc Nl = @ elde

edilir ve bu durum [ tam oldugundan imkansizdir.

Simdi [’nin tam olmadigini ve ["niin tam oldugunu kabul edelim. Herhangi bir L tam
dogrusu i¢in, L' tamdir ve L N [ # @ dir. Kesisim noktasi P olsun. l" = Lp, ve P’ € I’ olup

L' = I’ elde edilir. Buradan f(H) = [’ elde edilir ve bu bir ¢eliskidir.

Lemma 5.5 f birebirdir. (Li ve Wang 2013)
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Ispat f birebir olmasmn. Bu durumda f(P;) = f(P,) = P’ olacak sekilde P, P, noktalar

vardir.

LDurum Lp p, tam olmasin. Lemma 5.4’ten f(Lp p,) tam degilidr. P’ # Q' olacak
sekilde Q € Lp, secelim. O halde Lp,o, = f(Lp,q) bir tam dogrudur. Diger taraftan Lp,,
tam degildir ve Lp,o, = f(Lp,o) tamdir. Bu bir ¢eliskidir

2.Durum Lp p, tam olsun. Lp, = f(Lp,p,) tam dogru olsun. Q" & Lp, olacak sekilde Q
noktast segilsin. Q" & Lp,o, U Lp, olacak sekilde Q, noktasi secilsin. Bu durumda
Lp,g, N Lgp, veya Lp o N Lgq,p, bos kiime olmamalidir. P; kesim noktasi olsun. Agikea,

P; & Lp p, ve f(P3) = P'dir. Lp, p, tam dogru degildir. 1.Durum’dan bu bir ¢eliskidir.
Bdylece bu ispat tamamlanir.
Lemma 5.6 f sira korur. (Li ve Wang 2013)

Ispat f’nin sira korumadigim kabul edelim. Bu durumda B noktasi A ve C noktalari
arasindayken B’ noktasi A" ve C' noktalar1 arasinda olmayan A, B,C € | 6zelliginde
A, B, C noktalar1 ve [ dogrusu vardir. Sekil 5.1°de oldugu gibi A’ noktasinin B’ ve C’
arasinda oldugunu varsayiyoruz. Sonra sirasiyla A, B', C' noktalarindan sirasiyla gegen,
tam olmayan paralel 14, l,, [3dogrulart vardir. Bu durumda Iz N l; = @ olacak bigimde
E €1, ve F € l3 noktalar1 vardir. Diger yandan [z N l; # @*dir. Bu celigki ispati

tamamlar.

Sekil 5.1
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Bazi uygun afin doniisiimleri (H’yi koruyan) olusturarak, daima f’nin (0,1), (1,1)
noktalarini ve L,—o = {(x,y) € H:x = 0} dogrusunu asagidaki sekilde sabit biraktigini
varsayariz. (0,2) noktasinin goriintiisiinii (0, a) ile gosterelim. Ayrica a > 1 oldugunu

varsayalim. Diger taraftan, g—yansimasini asagidaki gibi olusturabiliriz:
x 1
M(0,1)" (x,y) » (;';)

Lemma 5.7 f paralelligi koruyan doniisiimdiir. Yani herhangi l;, [, iki paralel dogrular

icin, I;', I," dogrularinin goriintiileride paraleldir. (Li ve Wang 2013)

I 1
I 3 ’ ,
PG | Ly,
FG|B Ly=
E |A Ly ElA Lot
X X’

Sekil 5.2

Ispat Lemma 5.4’¢ gore, eger 1, [, tam ise, bu dogrularin goriintii dogrular1 da tam olur.
Bu dogrularin paralel oldugu agiktir. Dolayisiyla [4, [, nin tam olmadigini varsayabiliriz.
Celiski elde etmek i¢in, [; ve [, nin birbirine paralel oldugunu ve bunlarin goriintiileri
olan ;" ve [, *niin paralel olmadigimi kabul edelim . [;, I, ve Ly, L, -, nin kesisim
noktalar1 A, B, E, F ile gosterilsin. ;' N I," = @ oldugundan, G’ € B'F’, Lg,;,, ;" e paralel
olacak bi¢imde G’ € B'F' vardir. Diger taraftan, G € BF, Lg; N l; # @ dir. Bu, ispati

tamamlayan bir ¢eligkidir.
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(R’

I, Iy It
1 2 3 [/ 0
1 I 'P/ 1 |
\ I ’ Q/ L}F i
F Q Ly=
A P Ly=1 A P L:/:l
I [,
X 3 X'

Sekil 5.3

Sekil 5.3’teki gibi A(0,1), B(0,2), P(1,1), A’(0,1), B'(0,a), P'(1,1) noktalar1 i¢in T =
a—1>0 olsun. f paralelligi korudugundan ve Lpg Il Lyp oldugundan Q(1,2)
noktasinin goriintiisii Q'(1,1 + ) dir. Lgg Il Lag ve Lgg N Lyp = E(—1,1) dir. Boylece
Lgigr I Lagr Ve Lpigi 0 Lyp, = E'(—1,1) dir. Lgg N Lpg = R(1,3) ve Lp,g, N Lpg =

R'(1,1 + 27)’dir. Buradan asagidaki sonuglar elde edilir.

Lemma 5.8 Herhangi bir n, tam sayisi ve n, pozitif tam sayist i¢in, P(n4, 1 + n,) olmak
tizere f(P) = (n4,1 + n,7)’dir. (Li ve Wang 2013)

f ve f~1 her ikiside dogrudan dogruya birebir ve drten doniisiimler oldugu aciktir. Bu
yiizden a > 2 oldugunu varsayabiliriz, yani T > 1 olur. Aksi halde, 1 <a <2 ise, f
yerine f~1’i diisiinebiliriz. 1 < % < t olacak sekilde iki pozitif ny, n, tam sayi

1

bulunabilir. O zaman P;(0,1) ve P,(n;,1+ n,)’den gegen dogru L,—_; dogrusunu
kesecektir. P,'(0,1) ve P,’'(ny,1+ny.)’den gegen dogru L,—_, dogrusunu
kesmeyecektir. Bu istenen ¢eliskidir. Boylece a = 2’dir. Ayrica, f, L,-o’ daki noktalari

sabit birakir.

Lemma 5.9 f: H ~ H dogrudan dogruya 6rten bir fonksiyon olsun, P;(0,1), P,(1,1) ve
f(P5(0,2)) = P5'(0, a) noktalarini sabit biraksin. Eger a > 1 ise f = I’dir

Lemma 5.9, Teorem 5.1’1n sagladigin1 gosterir ve Teorem 5.1°den asagidaki sonuglar elde

edilir. (Li ve Wang 2013)

Sonug¢ 5.10 f:H — H dogrudan dogruya orten bir fonksiyon olsun ve bu fonksiyon
A:H - H afin doniistimii ile n:H - H bir g-yansimanin bileskesiyle f = A -7
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bigiminde yazilsin. Bu durumda f = A" - n’ olacak sekilde A’ ve n’ vardir. (Li ve Wang
2013)

Sonug 5.11 f:H - H dogrudan dogruya orten bir fonksiyon olsun. Eger f’nin P ve Q
gibi iki sabit noktasi varsa E € Lp, noktasi i¢in f(E) = E’dir. (Li ve Wang 2013)

Sonu¢ 5.12 f:H —» H dogrudan dogruya orten bir fonksiyon olsun. f’nin dogrusal

olmayan {i¢ sabit noktas1 varsa, o zaman f = [’dir. (Li ve Wang 2013)

Sonu¢ 5.13 f:H —» H dogrudan dogruya orten bir fonksiyon olsun. Eger f(P) paralel
olacak bigimde P paralelkenar1 varsa f bir afindir. (Li ve Wang 2013)

5.1 Teorem 5.2°nin ispati

Bu kisimda Teorem 5.2’yi hesaplama yoluyla ispatlayacagiz. Bazi uygun afin doniistimler
konjuge edildiginde, g-yansimalarin ayn1 Lz = X sinirina sahip oldugunu varsayabiliriz.
Bu durumda bunlarin hepsi yari iist diizlem H?’yi korur. Aslinda, iist yar1 diizlemi

koruyan herhangi bir g-yansima,

X—a 1)

Nx,a: (6 Y) '—>( Ky +a, K7y

biciminde olup, bu g-yansima K # 0 ve a reel sayisiyla Py = {(a, - %)} taban noktasi

tarafindan belirlenir.

Diger g—yansima 1k, q1);

x—a 1
r](Kl,al): (x’ }’) g K!y +a ’K,Zy

ile gosterilsin. Bunlarin bileskesi;

K a—a ,
TI(Kr,ar)”I(K,a):(x;)’) Pl=x+ ——Ky+a — —,ﬁy

bir afin doniisiimdiir. Boylece Teorem 5.2 nin ispatin1 tamamlanir.

Onerme 5.1.1 Nkran ° Nk,q) afin dontisimii, R? icindeki H’nin sirindaki bir P
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noktasini sabit birakmas igin gerek ve yeter kosul P} (a, - %) ve P¢ (a', - i) taban

Kr

noktalarinin, P ile dogrusal olmasidir, yani K # K’ olmasidir. Ayrica, eger K = —K' ise,

N(krar) © Nx,q) doniisimii Lpipz dogrusundaki noktalar1 sabit birakir. Eger K # +K' ise

P, N(kran © Nk q) afin doniisimiin tek sabit noktasidir. (Li ve Wang 2013)

Onerme 5.1.2 Eger K = K" ise 1)(ks,an) °© N(x,) afin doniisimii L = {(x, y) € R%:y = %}

dogrusundaki her noktay1 sabit birakir. (Li ve Wang 2013)
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