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OZET

q-HIPERKONVEKS 7;,-METRIiKIMSi UZAYLAR

Enes DEVECIO

Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Damsman: Prof. Dr. Filiz YILDIZ
Haziran 2022, 72 sayfa

Bu tez calismasinda, Oncelikle metrik uzaylarda hiperkonvekslik kavrami verilmis,
bunu takiben hiperkonvekslik kavraminin 7j-metrikimsi uzaylara genellestirmesi olan
g-hiperkonvekslik teorisi lizerine ¢alisilmistir.

Bes boliimden olusan tezin birinci boliimiinde, tezin amacindan ve temel fikirlerden
bahsedilerek teze giris yapilmustir.

Tezin ikinci boliimiinde, {giincii ve dordiincii boliimde kullanilacak olan metrik ve
Th-metrikimsi uzaylarin temel 6zellikleri verilmistir.

Uciincii boliimde ise hiperkonveks ve injektif metrik uzay kavramlar1 verilerek bu iki
kavramin denk oldugu gosterilmistir. Ayrica bir metrik uzayin hiperkonveks kabugunun
cesitli 6zelliklerine deginilmigtir.

Tezin ana fikrini olusturan dordiincii boliimde, yari-metrikimsi uzaylar icin
g-hiperkonvekslik kavrami verilerek, fonksiyon ciftleri uzaylari yardimiyla bir 7-metrikimsi
uzayin q-hiperkonveks kabugu kavrami incelenmistir.

Son boliimde ise tez calismasinda elde edilen bazi sonuglar sunularak tez tamamlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Hiperkonveks uzay, Injektif uzay, Hiperkonveks kabuk, T;-metrikimsi,

g-Hiperkonveks uzay, Isbell-tam, Di-injektif uzay, g-Hiperkonveks kabuk
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ABSTRACT

q-HYPERCONVEX 7{-QUASI-METRIC SPACES

Enes DEVECIO

Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Filiz YILDIZ
July 2022, 72 pages

In this thesis, firstly the concept of hyperconvexity in metric spaces is given and then the
g-hyperconvexity theory, which is the generalization of the concept of hyperconvexity to
Th-quasi-metric spaces, is studied.

In the first part of the thesis, which consists of five parts, an introduction to the thesis was
made by mentioning the main purpose and the basic ideas of the thesis.

In the second part of the thesis, the basic properties of metric and 7j-quasi-metric spaces
that will be used in the third and fourth chapters are given.

In the third chapter, the concepts of hyperconvex and injective metric spaces are given and
it is shown that these two concepts are equivalent. In addition, various properties of the
hyperconvex hull of a metric space are mentioned.

In the fourth chapter, which constitutes the main idea of the thesis, the concept of
g-hyperconvexity for quasi-metric spaces is given and the concept of g-hyperconvex hull of
a Typ-quasi-metric space is examined with the help of function pairs spaces.

In the last part, the thesis is completed by presenting some results obtained in the thesis study.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Reel sayilar kiimesi

a — b ve 0 1n maksimumu

x ve y nin en kiiciik {ist sinir1

d nin duali

d nin simetrizasyon metrigi

d nin A kiimesi tizerine kisitlanmasi

x merkezli r yarigaplh kapali disk

f nin geniglemesi

(X, d) metrik uzaymin hiperkonveks kabugu
(X, d) nin genis doniisimleri kiimesi

(X, d) nin g-hiperkonveks kabugu

Vi



1. GIRIS

Fonksiyonel Analizde 6nemli bir role sahip Hahn-Banach Teoreminin metrik uzaylara bir
genislemesi lizerine calismalar sonucunda, metrik uzaylarda bir ¢esit arakesit 6zelligi olarak
hiperkonvekslik kavrami ilk olarak 1956 yilinda Aronszajn and Panitchpakdi tarafindan [1]
de kesfedilmistir. Buna gore; (X, d) bir metrik uzay, {z;};c; bu uzaydaki elemanlarin bir

kiimesi ve {r; };c; negatif olmayan reel sayilarin bir kiimesi olsun. Eger,

Heri,j € Iigind(z;,xj) <r;+r; = ﬂB[xi,ri] )

iel
onermesi saglaniyor ise (X, d) metrik uzayina hiperkonveks uzay denir.

Bir metrik uzayin hiperkonveks olusu, tanimdan da goriilecegi gibi bir arakesit 6zelligidir.
Hiperkonveksligin énemli bir diger 6zelligi, herhangi bir metrik uzayin bir genislemeyen
doniisiimiiniin genislemesine dayal1 bir kavram olan injektif uzay kavramina denk olusudur.
Bu denklik [1] de kanmitlanmistir. Yine [1] de hiperkonveksligin 6nemli bir 6zelligi olarak
hiperkonveks metrik uzaylarin tam oldufu da goriilmiistiir. Ayrica bir metrik uzayin
tam ve metrik olarak konveks olugsunun hiperkonveks olusunu gerektirdigi ayn: makalede

gosterilmigtir.

Sabit- nokta teorisinde de 6nemli bir rol oynayan Hiperkonveks metrik uzaylarin arakesitleri
tizerine bazi yaklagimlar, bu alanda en ilgi ¢ekici yapilardan biri olan hiperkonveks kabuk
(hull) kavraminin, [2] ‘de dogmasina neden olmustur. Her metrik uzayin bir hiperkonveks
kabugunun var oldugu ve bir metrik uzayin hiperkonveks kabuklarinin izometriye gore
tek oldugu gosterilmistir. Ayrica bir metrik uzayin hiperkonveks kabugunun, uzay1 iceren

minimal hiperkonveks kiime oldugu kanitlanmisgtir.

Hiperkonvekslik kavraminin, asimetrik topolojide dnemli bir yere sahip 7j-metrikimsi
uzaylarin teorisine tasinmasi fikri son yillarda calisilmaya baslanmistir. Bu cercevede;
hiperkonveks kavrami, 7p-metrikimsi uzaylara 2012 yilinda yayinlanan [3] makalesi

ile q-hiperkonveks 7y-metrikimsi wzay adi altinda genellestirilmisgtir. Ayrica



metrik uzaylardaki injektiflik kavramina benzer olarak di-injektiflik tanimlanmis ve
bir 7p-metrikimsi uzayin di-injektif olusu ile g-hiperkonveks olusunun denk oldugu

gosterilmigtir.

Bunlara ek olarak, g-hiperkonvekslik teorisi i¢inde g-hiperkonveks kabuk kavrami verilerek,
her Tj-metrikimsi uzaymn bir g-hiperkonveks kabufunun var oldufu, minimalligi ve

izometriye gore tek oldugu gibi 6nemli 6zellikleri kanitlanmistir.

Diger yandan, ilgili teoriler lizerine calismalara [4] ve [S] te devam edilmis ve Ozel
olarak [5] te, her g-hiperkonveks 7j-metrikimsi uzayin uygun kosullar1 saglayacak bigimde
tanimlanmig dogal bir Takahashi konvekslik yapisi ile donatilabilecegi sonucu elde

edilmistir.

Yukarida sunulan literatiir 6zeti cercevesinde bu tezin temel amaclar1 olarak; metrik
uzaylarda tanimlanan hiperkonvekslik kavraminin, sonlu ¢arpim uzaylarina tasindigi, sonlu
alt uzaylarin hiperkonveks olmadig1 ve hiperkonveks kiimelerin birlesiminin hiperkonveks
olmak zorunda olmadig1 gibi baz1 temel sonuclara yer verilecektir. Ayrica asimetrik topoloji
ortaminda son zamanlarda popiiler olan g-hiperkonveks 7j-metrikimsi uzaylar ilizerinde
tanimlanan q-hiperkonvekslik kavraminin; uzayimn Isbell-tamli§1, metrik olarak konveks
olusu ve karma ikili ara kesit 6zelligine sahip olmasi arasindaki iligkiler ele alinacaktir. Son
olarak, ekstremal fonksiyonlar ile tanimlanan g-hiperkonveks kabuk kavraminin kullanish

topolojik ozellikleri incelenecektir.

2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, ilerideki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlara yer verilmistir.
Metrik uzaylarla ilgili boliim icin [6] ve [7] nolu kaynaklar, 7y-metrikimsi uzaylarla ilgili

boliim icin [5], [8], [9] ve [10] nolu kaynaklar kullanilmugtir.



2.1. Metrik Uzaylar

Tanmm 2.1.1 X # () bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu
asagidaki 6zellikleri saglar ise d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine ise

bir metrik uzay denir.

(M1)Herz,y € X igind(z,y) =0 <=z =y,
(M2) Her z,y € X igin d(z,y) = d(y, x),

(M3) Her z,y,z € X icin d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Ornek 2.1.2 Her =,y € Ricin d(x,y) = |= —y| seklinde tanimli; d : R x R — R fonksiyonu

R iizerinde bir metriktir. Bu metrige R iizerindeki standart (Euclid) metrigi denir.

Ornek 2.1.3 X +# () bir kiime ve d : X x X — R fonksiyonu

0 ;z=y
1 szx#y

d(z,y) =

ile tanimlansin. d fonksiyonu X {iizerinde bir metriktir. Bu metrige ayrik metrik denir.

Ornek 2.1.4. [, sinirli reel say1 dizilerinin kiimesi olmak tizere,

ile tanimli d, : I X | — R fonksiyonu [, lizerinde bir metriktir.

Tanmm 2.1.5. (X, d) ve (Y, e) iki metrik uzay ve f : (X,d) — (Y, e) bir fonksiyon olsun.
Eger her z,y € X i¢in,
e(f(x), f(y)) < d(z,y)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna genislemeyen doniisiim (nonexpansive mapping)

denir.

Tanim 2.1.6. (X, d) bir metrik uzay, a € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.
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a) B(a,r) = {x € X | d(z,a) < r} kiimesine r yaricapli a merkezli a¢ik disk (yuvar)

denir.

b) Bla,r] = {z € X | d(z,a) < r} kiimesine r yaricapli a merkezli kapali disk

(yuvar) denir.

c) S(a,r) ={z € X | d(z,a) = r} kiimesine r yaricapli a merkezli kapali disk yiizeyi

denir.

Tamm 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay ve G C X olsun. Eger her x € G i¢in B(z,r) C G

olacak sekilde bir » > 0 reel sayis1 varsa G kiimesine bir agik kiime denir.

Teorem 2.1.8. (X, d) bir metrik uzay ve 7, a¢ik kiimelerin kiimesi olsun. Yani

7.={G C X | Her z € Gigin B(z,r) C G olacak sekilde bir r > 0 vardir.}
olsun. O zaman 74, X iizerinde bir topolojidir. Bu 7, topolojisine metrik topoloji veya d
metriginin iirettigi topoloji denir.

Tanim 2.1.9. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger her z,y € A i¢in d(z,y) < r

olacak sekilde bir > 0 reel sayis1 varsa A kiimesine sinirlidir denir.

Tanim 2.1.10. X bir topolojik uzay, (Y, d) bir metrik uzay ve 7 C C(X,Y) = {f | f :

X — Y siirekli} olsun. Bir a € X noktasini sabitleyelim. Eger ¢ > 0 i¢in

Ve Flx e U —d(f(x), f(a)) <€)

onermesinin saglandig1 bir a € U C X acik kiimesi varsa, F ye a da egsiirekli denir. Eger

F her a da esstirekli ise, F ye egsiirekli denir.

Teorem 2.1.11. (Arzela) X kompakt bir topolojik uzay ve her n € Nigin f,, : X — R”
stirekli olsun. Eger (f,) dizisi sinirh ve egsiirekli ise o zaman bu dizinin diizgiin yakinsak bir

alt dizisi vardir.



Teorem 2.1.12. (Ascoli) X kompakt bir topolojik uzay olsun. C(X,R") = {f | f: X —
R™} metrik uzaymin bir alt kiimesi kompakttir ancak ve ancak bu alt kiime kapali, sinirl ve

esstireklidir.

2.2. Ty-Metrikimsi Uzaylar

Tanim 2.2.1 X bir kiime ve d : X x X — [0, 00) bir fonksiyon olsun. Eger her x,y, z € X

i¢in,
(1) d(z,z) =0,

(2) d(z,2) < d(z,y) +d(y, )
kosullar1 saglaniyorsa, d ’ye yari-metrikimsi denir. Ek olarak, her x,y € X i¢in,
d(z,y) =0=d(y,z) =z =y
oluyorsa d ’ye Ty-metrikimsi denir. Ayrica, d 'nin duali
d:X x X —[0,00)

d'(z,y) = d(y, v)

bi¢iminde tanimlanir. Agikga, d = d' ise d metriktir.

Diger yandan, d ’'nin simetrizasyon metrigi d’°, her x,y € X icin

d(z,y) = d(z,y) vV d'(z,y)
yani, kisaca d* = d V d" esitligi ile tanimlanir.
Ornek 2.2.2d: R x R — [0, 00) fonksiyonunu

rT—yY ;T2Y
d(x,y)Z{
0 T <y
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olarak tanimlayalim. d, R iizerinde bir 7j-metrikimsidir. Bu d Ty-metrikimsisine, R

tizerindeki standart Ty-metrikimsi denir.

Ornek 2.2.3. d : R x R — [0, c0) fonksiyonunu

0 ;2<y
d(z,y) =
1 ;x2>y

olarak tanimlayalim. d, R {izerinde bir 7j-metrikimsidir.
Kamt. i) Her z € R i¢in d(z, z) = 0 oldugu agiktir.
i1) Ucgen esitsizligini gosterelim: x, 7, 2 € R olsun. Iki durumda inceleyelim:

a) x < yvey < zise, budurumda z < z dir. O halde d nin tanim1 geregince d(z,y) = 0,

d(y,z) = 0 ve d(z, z) = 0 dir. Boylece
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

esitsizligi saglanir.

b) x £ yveyay % z ise, bu durumda x > y veya y > z dir. O halde d nin tanimu geregince
d(z,y) + d(y, 2)
toplamu 1 ya da 2 dir. d(z, z) degeri en fazla 1 olacagindan,
d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2)

esitsizligi saglanir. [

Onerme 2.2.4 Bir T,-metrikimsinin iirettigi topoloji T}, uzayidur.



Kanit. d, X iizerinde bir Tj-metrikimsi olsun. z,y € X ve x # y olsun. O zaman

d(z,y) # 0 ya da d(y,x) # 0

dir. Genelligi bozmadan d(z,y) # 0 alalim. € = d(x,y) olsun. O halde B(z,¢/2), z
elemanini igeren fakat y elemanini icermeyen bir agik kiimedir. O halde (X, 7,) bir Tj

uzayidir. [

3. HIPERKONVEKS UZAYLAR

Bu boliimde hiperkonveks uzaylarla ilgili temel bilgiler ve sonuglar verilecektir. Burada [1],

[11], [12], [13], [14] ve [15] nolu kaynaklar kullanilmistir.

3.1. Hiperkonveks Uzaylar

Tanmm 3.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger her z,y € X ve her «,  pozitif reel
sayilar1 icin

d(z,y) <a+ =z € Blzx,a]N Bly, f]
onermesini saglayan bir z € X var ise (X, d) metrik uzayina metrik olarak konveks denir.

Tanmm 3.1.2. (X, d) bir metrik uzay, {x; };c; bu uzaydaki elemanlarin bir kiimesi ve {r; };cs

negatif olmayan reel sayilarin bir kiimesi olsun. Eger,

Heri,j e ligind(x;,x;) <r,+r; = ﬂB[l’i,ﬂ‘] # ()

iel
Onermesi saglaniyor ise (X, d) metrik uzayina hiperkonveks uzay denir.

Ornek 3.1.3. Ayrik metrik uzay hiperkonveks degildir.



Kamt. (X, d) ayrik metrik uzay ve x; # 3, x1,22 € X olsun. r; = 5 = 1/2 segelim. O
zaman

1:d(l’1,1’2) §T1+T2 = 1/2+1/2: 1

esitsizligi saglanir fakat Blzq,r] = {x1} ve Blxg,rs] = {x2} oldugundan Blxy,r;] N
Blza,75] = 0 olur. O

Teorem 3.1.4. Hiperkonveks metrik uzay tamdir.

Kanit. (X, d) bir hiperkonveks metrik uzay ve (z,,) bu uzayda bir Cauchy dizisi olsun. n > 1
icin, 7, = sup{d(z,, z,,)|m > n} olsun. {Bx,,r,|},>1 kapali diskler koleksiyonunu goz
oniine alalim. X hiperkonveks uzay oldugundan 1, ., B[v,,r,] # 0 dir. () bir Cauchy
dizisi oldugundan lim,, ., 7, = 0 dir. O halde ﬂn21 B|x,,r,] arakesiti, (x,) in limiti olan

tek bir noktaya indirgenir. []
Ornek 3.1.5 (R, d) standart metrik uzayimn (0, 1) alt uzay: tam olmadigindan hiperkonveks
degildir.

Tamm 3.1.6.(X, d) metrik uzay ve {B[z;,r;] | ¢ € I} kapal disklerin herhangi ikisinin

arakesiti bos kiime olmayan bir ailesi olsun. Eger
m Blai,ri] # 0
i€l

ise (X, d) uzay1 ikili arakesit ozelligini saglhyor denir.

Teorem 3.1.7. Bir metrik uzay hiperkonvekstir ancak ve ancak metrik olarak konvekstir ve

ikili arakesit 6zelligini saglar.

Kamt. (=) : (X, d) bir hiperkonveks metrik uzay olsun. (X, d) nin metrik olarak konveks
oldugu aciktir. Simdi ikili arakesit 6zelligini sagladigin1 gosterelim. Elemanlarinin herhangi
ikisinin kesisimi bos kiimeden fakli { B|x;,r;] | ¢ € I} ailesini alalim. O halde her i,j € I
i¢in Blz;, ;] N Blxj,r;] # 0 dir. =z € Blz;,r;] N Blxj, r;] olsun. O halde

d(z;, ;) < d(z, 2) +d(z,x;) <1 +71;
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olur. (X, d) hiperkonveks oldugundan
ﬂ Bl ri] # 0
i€l

dir. Boylece ikili arakesit 6zelligi saglanir.

(<) : (X, d) metrik olarak konveks olsun ve ikili arakesit 6zelligini saglasin. I herhangi bir

indis kiimesi olmak iizere x; € X ve r; > (0 elemanlar1 her ¢, 7 € [ i¢in
d(zi,z;) <1+,
esitsizligini saglasin. (X, d) metrik olarak konveks oldugundan her i, 7 € I igin
Blx;, ;] N Blz;,rj] # 0

olur. Yani {B|x;,r;] | i € I} ailesinin herhangi iki elemaninin kesigimi bog kiime degildir.

O halde (X, d) metrik uzay1 ikili arakesit 6zelligini sagladigindan dolay1

ﬂB[xi,m] # ()

iel
olur. Bu durumda (X, d) uzay1 hiperkonvekstir. [J

Onerme 3.1.8. {I, | € T}, kapali ve sirlt araliklarin herhangi ikisi ayrik olmayan bir

ailesi olsun. O zaman

(1o #0

ael

dir.

Kamt. [, = [a,,b,] olsun. A = sup{a, |a €T} ve B=inf{b, |a € T'}olsun. o, €T
herhangi iki eleman ise

[@c; ba] N [ap, bg] # 0



ve a, < bg olur. Boylece a,, sayist, {bg | # € I'} kiimesinin bir alt sinindir. B, {bs | § € '}
kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigii oldugundan a, < B olur. Benzer sekilde b, sayisi
{ag | B € I'} kiimesinin bir st smiridir. A, {ag | § € I'} kiimesinin iist simirlarinin en

kii¢iigii oldugundan A < b, olur. A < B oldugundan [A, B] # () dir ve her « € T igin
[A, B] C [aq, ba]
olur. Boylece

(1. #0

ael

elde edilir. [
Onerme 3.1.9. (R, d) standart metrik uzay: metrik olarak konvekstir.

Kanit. z, y € R elemanlan «, 3 pozitif sayilart i¢in
d(z,y) = v —y| <a+p
esitsizligini saglasin. x < y varsayabiliriz. $imdi
Blz,a]N Bly,B] =0
oldugunu varsayalim. B[z, o] = [x — o, x + o] ve Bly, 5] = [y — 5,y + 3] oldugundan
[t —az+alnfy—By+p =0
dir. Ohalde z + o < y — S dir. r = d(z + a,y — ) > 0 olsun. O zaman
d(z,y) =d(z,z+a)+dz+a,y—08)+dly—B,y) =a+r+p

dir. Buise d(z,y) < a + [ olusu ile gelisir. O halde Blz,a] N Bly, 5] = () varsayimi
yanlistir. Boylece
Blz,a] N Bly, 8] # 0

10



dir. [J
Sonug 3.1.10. (R, d) standart metrik uzay1 hiperkonvekstir.

Kamt. Onerme 3.1.8. geregince (R,d) ikili arakesit ozelligini saglar. Ayrica (R, d),
Onerme 3.1.9. geregince metrik olarak konvekstir. Boylece Teorem 3.1.7. den ikili arakesit
ozelligini saglayan ve metrik olarak konveks olan uzay hiperkonveks oldugundan (R, d)

hiperkonvekstir. []

Onerme 3.1.11. R” Euclid metrik uzaymnn hiperkonveks olmast icin gerek ve yeter kosul

n = 1 olmasidir.
Kamt. (<) : n = 1 ise R” = R uzaynin hiperkonveks oldugu Sonug 3.1.10. da gosterildi.

(=) :n > 1 ise R" uzaymnin hiperkonveks olmadigini gosterelim: Bunun i¢in z; =
(0,...,0), x5 = (2,0,...,0), 25 = (1,/3,0,...,0) olsun. r; = ro, = r3 = 1 alalim.

{Blz1,71], Blxs,rs], Blxs, 3]} sinifin1 diigiinelim.
B[xlv Tl] N B[x% 702] - {(17 07 s 70)}

Blxy, ] N Blas, rs] = {(1/2,v/3/2,0,...,0)}

veE

B{x27r2] N B{LE37T3] = {(3/27 \/5/27 07 SRR 0>}
oldugundan {Blz1,m], B[z, 2], B[xs, r3]} sinifinin herhangi iki elemaninin kesisimi bos
kiimeden farklidir. Fakat

B[l’l, 7“1] N B[CL’Q, 7“2] N B[l’g, 7“3] = @

dir. O halde R"™ uzayi ikili arakesit 6zelligini saglamaz. Boylece R" hiperkonveks degildir.

O

Not. 3.1.12. R", oklid metrigi ile hiperkonveks olmamasina karsin, (R",d.,) uzay1
hiperkonvekstir. Burada d., metrigi, X = (z1, 22, - ,Z,), ¥ = (Y1,Y2, -+ ,Yn) € R" olmak
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lzere

doo(X,¥) = max{|z; —y;| | i =1,2,--- ,n}
olarak tanimlidir.

Onerme 3.1.13. (X, d,) ve (X5, d,) iki hiperkonveks metrik uzay olsun. X = X; x X,

olmak tizere, © = (z1,22),y = (y1,y2) € X i¢in

d(z,y) = sup{di(z1,y1), da(T2, y2) }

ile tanimli d : X x X — R metrigi ile (X, d) ¢arpim uzay1 hiperkonvekstir.

Kamt. (X,d;) ve (X5, ds) hiperkonveks uzaylar olsun. Her ¢ € I igin z° = (2%, 2%) € X

ve r; > 0 olmak lizere, her 7, j € I i¢in
d(x', 2?) <r; + 7
esitsizligi saglansin. O zaman her ¢, j € [ i¢in
di(x8, 2]) < i 4 rjve dy(xh, ad) <+ 1,
dir. Burada (X, d;) ve (X, d2) hiperkonveks oldugundan

ﬂBdl[aﬁ,ri] #+ Qe ﬂde[fl?;,Ti] # ()

i€l iel
dir. Diger yandan her ¢ € [ i¢in
Bd[xi7 ri] = Bdl [$117 Ti] X Bd2 [xl27 Ti]
oldugundan
m Bd[mi7 Ti] = ﬂ (Bd1 [ZL’ZI, T‘i] X Bd2 [[EZQ, Tz]) 7é @
iel icl

dir. O halde (X, d) hiperkonvekstir. [
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Sonug 3.1.14. (X, dy),(Xs,d2), -+, (X,,d,) hiperkonveks metrik uzaylar olsun. X =
Xy x Xy, -+, X, olmak iizere, z = (21, %2, -+ ,Zn),y = (Y1,%2,* - ,Yn) € X i¢in

d(%@/) = Sup{dl(xlu 1/1)7 d2(x27 3/2); e 7dn('rn7yn)}

ile tanimli d : X x X — R metrigi ile (X, d) ¢arpim uzay1 hiperkonvekstir.
Kamt. Bir 6nceki onerme ve tlimevarimdan agiktir. [

Onerme 3.1.15. A bir indis kiimesi olmak iizere, { B, | a € A} ailesi, lo, uzaymn kapali

disklerinin herhangi ikisinin kesisimi bog kiimeden farkli olan bir ailesi olsun. O zaman

() B #0

aEA

olur.

Kanit. L,, kiimesini
L”:{X: (x17x27"') Eloo| l#nlsexz :0}

olarak tanimlayalim. L,, ile R 'nin izometrik oldugunu gosterelim. f : L,, — R doniisiimiinii
f(x = (z1,x9,--+)) = x, olarak tamimlayalim. Agik¢a f bire-bir ve ortendir. Simdi f nin
bir izometri oldugunu gosterelim. d, R iizerindeki mutlak deger metrigi olmak iizere her

X,y € L, icin

d(f(x), f(¥)) = [F(x), F(Y)| = |z = yu| = sup{|z; — il | i € N} = dws(x,y)

olur. O halde f bir izometridir. Ayrica {B, N L,, | « € A} ailesi, L,, alt uzaymin herhangi

ikisi kesisen kapali disklerinin bir ailesidir. Boylece her n € N i¢in

((BaN L) #0

acA
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olur. O halde
() B #0

acA
oldugu goriiliir. [
Onerme 3.1.16. (I, d..) uzayi metrik olarak konvekstir.

Kamit. x,,,Xg € [ dizileri, r,, 3 pozitif reel sayilar1 igin
doo(XouXB> S Ta =+ Tﬂ
ozelligini saglasm. Eger x, = (21,22, --) ve Xg = (y1, Y2, -+ ) iseheri = 1,2, ... i¢in

|z, — yi| <ra+rp

rRTi+TraY;

olur. Simdiher: = 1,2, ... i¢in z; = = s

olarak tanimlayalim. O halde her? = 1,2, - - -

icin |z; — 2| < ry ve |z; — y;i| < rgolur. Buradan z = (21, 2, - - - ) olmak tizere
dOO(XOm Z) S To

veE

doo(Xp,2) < 1g

esitsizlikleri saglanir. O halde
z € Blz,, 1o N Blxg, rg)

olur. [J
Sonug 3.1.17. (l, ds ) uzay1 hiperkonvekstir.
Kamt. Onerme 3.1.15. geregince (., do.) ikili arakesit 6zelligini saglar. Ayrica (I, do),

Onerme 3.1.16. geregince metrik olarak konvekstir. Boylece Teorem 3.1.7. den ikili arakesit
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ozelligini saglayan ve metrik olarak konveks olan uzay hiperkonveks oldugundan (.., d.)

hiperkonvekstir. []

Tamim 3.1.18. (X, d) bir metrik uzay ve I, card(I) < m olacak sekilde bir indeks kiimesi
olsun. {z; | i € I} bu uzaydaki elemanlarin kiimesi ve {r; | i € I} negatif olmayan reel

sayilarin bir kiimesi olmak iizere eger
Heri,j € Iigind(z;,xj) <r;+r; = ﬂB[a:i,n] ()
iel
onermesi saglaniyor ise (X, d) metrik uzayina m-hiperkonveks denir.

Tanim 3.1.19. Eger bir (X, d) metrik uzayinda kardinalitesi bir m sayisindan kii¢iik yogun

bir alt kiime var ise bu uzaya m-ayrilabilir denir.

Teorem 3.1.20. Bir metrik uzay hem m-hiperkonveks hem de m-ayrilabilir ise

hiperkonvekstir.

Kanit. (X, d) m-hiperkonveks ve m-ayrilabilir bir metrik uzay, {x; | i € I} bu uzaydaki
noktalarim bir kiimesi ve {r; | ¢ € I} negatif olmayan reel sayilarin bir kiimesi olsun. (X, d)
m-ayrilabilir oldugundan card(K) < m olacak sekilde bir K yogun alt kiimesi vardir. Ayrica
{pr | k € K}, K tarafindan indekslenmig yogun bir kiime olsun. T;C sayisini, en az bir i € [
icin

Blz;, ;] C Blpg, 7]

olacak sekildeki » > 0 sayilarinin infimumu olarak tanimlayalim. &,/ € K keyfi iki eleman

ve € > () olsun. 7’; sayisinin tanimi geregince Oyle ¢, j € [ vardir ki
Blxi,r;] € Blpy, 7y + €]

Ve

Blzj, ;] C B[pl,rg + €]
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olur. B[x;,r;| ve Bx;,r;| kapalt diskleri m-hiperkonvekslik sartlarini saglar. Bundan dolay1
q € Blz;, ;) N Bz, 1]
ve dolayistyla da
q € Blpg, 7, + €] N Blpy, 7, + €]

olacak sekilde bir ¢ elemani vardir. O halde

d(pr 1) < d(pr, q) + d(pr, @) < 7, + 1 + 2e.

¢ keyfi oldugundan {B[ps,r,] | k € K} igin m-hiperkonvekslik sart1 saglanir, boylece = €
M Blpx ) olacak sekilde bir - € X vardir. Simdi her i € I igin z € Blz;, ;] oldugunu
gosterelim. ¢ > 0 olsun. {p; | k& € K} yogun bir kiime oldugundan 6yle bir p; elemani
vardir ki her z; i¢in

d(xhpk) < €.

Bundan dolay1 da
Blz;, ;) € Blpg,ri + €

olur. Boylece

/

veE

d(l’, xz) S d<x7pk) + d(pku ‘rz) < T;g +€ S T; + 2e

elde edilir. O halde, € keyfi oldugundan kanit tamamlanir. []

3.2. Hiperkonveks Altuzaylar

Tanim 3.2.1. (X, d) bir metrik uzay, A C X ve A iizerine indirgenen metrik d| 4 olsun. Eger

(A, d| 1) metrik uzay1 hiperkonveks ise A kiimesine hiperkonveks alt uzay denir.
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Ornek 3.2.2. (X,d) metrik uzayinda a € X olmak iizere, tek elemanli A = {a} kiimesi

hiperkonvekstir.

Ornek 3.2.3. (R,d) standart metrik uzayinda rasyonel sayilar kiimesi Q hiperkonveks
degildir.

Kamt. 2, = 1 ve 2o = 20lsun. 7, = V2 — 1very = 2 — \/§igin
d(x1,me) =11 + 79
dir. Fakat
Blzy, 1] N Bz, 2] NQ =2 - V2,V2] N [V2,4—v2]NQ =10

dir. O

Teorem 3.2.4. Hiperkonveks bir metrik uzayimn keyfi sayidaki kapali disklerinin kesigimi

hiperkonvekstir.

Kamt. (X, d) hiperkonveks bir metrik uzay ve A = (., Blx;, r;] olsun. A = () ise, A nin

e
hiperkonveks oldugu agiktir. A # () olsun. Simdi {x;};c; C A elemanlart ve {r;};c; negatif
olmayan reel sayilari, her i, j € [ icin

d(.]fi, iL'j) S r; + T'j

esitsizligini saglasin. Burada [ ve J indis kiimelerinin ayrik oldugunu varsayabiliriz. A bog

kiime olmadigindan her ¢ € I ve her 7 € J icin
z; € Blxj, 1]
dir. O halde heri,j5 € I U J icin
d(zi,xj) <ri+71;
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dir. X hiperkonveks oldugundan

ﬂBA[.fZ’,TZ’] =A N ﬂB[QS’l,Tl] = ﬂ B[.ﬁlﬁi,m] N ﬂB[Qfl,T’Z] = m B[a:i,ri] 7é @
el el ieJ i€l ieluJ
elde edilir. [J

Bu teorem geregince hiperkonveks bir metrik uzayin herhangi bir kapali diski

hiperkonvekstir.
Onerme 3.2.5. Bir metrik uzayin en az iki elemanli sonlu alt kiimeleri hiperkonveks degildir.

Kamt. (X, d) bir metrik uzay ve A = {ay, a9, ,a,} kiimesi tek elemandan olugsmayan
sonlu bir alt kiime olsun. A’nin metrik konveks olmadigin1 gosterelim: Bunun icin ¢ =
min{d(a;,a;) |i# jvei,j =1,2,--- ,n} ve €akarsilik gelen elemanlar ax, a; € A olsun.
Boylece

d(ag, @) < €/2+¢€/2

olur. Fakat B4lay, 5] N Bala, 5] = 0 dir. O

Ornek 3.2.6. Bir metrik uzayda iki hiperkonveks kiimenin birlesimi hiperkonveks olmak

zorunda degildir.

Kamt. (X, d) metrik uzay ve a # b ve a,b € X olsun. {a} ve {b} kiimeleri
hiperkonveks olmasina ragmen bu kiimelerin birlesimi {a,b} kiimesi Onerme 3.2.5.

geregince hiperkonveks degildir. [J

Tanim 3.2.7. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger R : X — A fonksiyonu her
r € Aigin R(x) = x esitligini saghyor ise R ye geri cekme doniisiimii (retraction) denir.

Eger R geri cekme doniisiimii, her x,y € X icin

d(R(z), R(y)) < d(z,y)

esitsizligini sagliyorsa R ye genislemeyen geri cekme doniisiimii denir.
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Tanim 3.2.8. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger X den A ya bir genislemeyen

geri cekme doniistimii varsa A ya X uzayimin bir genislemeyen geri cekilmesi denir.
Teorem 3.2.9. Hiperkonveks bir metrik uzayin genislemeyen geri ¢cekilmesi hiperkonvekstir.

Kanit. (X, d) hiperkonveks bir metrik uzay ve R : X — A bir geniglemeyen geri ¢ekme
doniigiimii olsun. {z;};c; C A elemanlari ve {r; };c; negatif olmayan reel sayilari, her i, j €
I i¢in

d(l’,‘7 l’j) S T + T’j

esitsizligini saglasin. X hiperkonveks oldugundan

ﬂB[xi,m] # ()

el

dir. y € (;o; Blzs, 73] # 0 olsun. O zaman R(y) € A dir. Boylece her i € [ i¢in

d(R(y), z:) = d(R(y), B(z:) < d(y,z:) < i

olup
R(y) € () Balzi. i)
i€l
dir. O halde
m Balxi ) # 0

i€l

elde edilir. J

Eger hiperkonveks kiimeler azalan bir dizi olusturursa o zaman bu kiimelerin kesisimi
hiperkonvekstir. Bunu kanitlamadan 6nce asagidaki teoremi kanitsiz olarak verelim. Bu

teoremin kanmit1 [11] de verilmistir.

Teorem 3.2.10. (X, d) sinirh ve hiperkonveks bir metrik uzay olsun. Eger 7' : X — X
genislemeyen doniigiim ise, o zaman 7 nin sabit noktalar1 kiimesi Fiz(T) = {x €

X | T(z) = «} bos kilmeden farklidir ve hiperkonvekstir.
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Teorem 3.2.11. (X, d) sinirh ve hiperkonveks bir metrik uzay olsun. Eger (H,,)ncn bos

olmayan hiperkonveks alt kiimelerin azalan bir dizisi ise
()
neN

kesisimi bos kiimeden farkli ve hiperkonvekstir.

Kamt. 4 = (), . H, ve H =[], ey Hy Olsun. z = (2,,),y = (y,,) € H igin

d(l’,y) = SUP{d(ﬂfz,yz) ’ = 17 27 U }

tanimimt yapalim. d, H tizerinde bir metriktir. (#,d) nin sinirh ve hiperkonveks oldugu

aciktir. 7' : ‘H — H doniislimiinii

T((zn)) = (Tns1)

olarak tanimlayalim. 7" nin genislemeyen bir doniisiim oldugunu gérmek kolaydir. O halde
Teorem 3.2.10. dan 7" nin bir sabit noktas1 vardir. Boylece n = 1,2, --- i¢in x,, = x,,41 dir.

Buradan x,, = v € [,y H, olup

() Ha #0

neN
dir. Simdi H nin hiperkonveks oldugunu gosterelim: {x;};c; € H ve {r;}ic; € R2°
elemanlari, her ¢, j € [ icin

d(l’i, ZIZ’j) S r; + Tj

esitsizligini saglasm. {x;},c; C H,, ve H, hiperkonveks ve

(ﬂ Blz;, rl]) NH,

el
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kiimesi H, deki kapali kiimelerin kesisimi oldugundan Teorem 3.2.5.  geregince

hiperkonvekstir. Boylece

rooj [(ﬂB[ZL’Z,TZ]) ﬂHn} = (ﬂB[l’z‘,Ti]) NH#D

iel el

dir. O halde H hiperkonvekstir. []

3.3. Injektif Uzaylar

Tamim 3.3.1. M ve X birer metrik uzay olsun. Eger X ’in her bir Y altuzayiicin f : Y — M
genislemeyen doniisiimiiniin, f : X — M genislemeyen genislemesi var ise M metrik

uzayina injektif denir.

Teorem 3.3.2. Bir metrik uzayin hiperkonveks olmasi icin gerek ve yeter kosul injektif

olmasidir.

Kanit. A bir hiperkonveks uzay, D bir metrik uzay ve 7' : D — H genislemeyen doniigiim

olsun. M, D’yi igeren bir metrik uzay olmak iizere
C={(Tp,F)|Tp:F —>MveDCFCH}

kiimesini goz oniine alalim. Burada T, T nin genislemeyen genislemesidir. (7, D) € C
oldugundan C kiimesi bos kiimeden farklidir. Simdi C iizerinde asagidaki gibi bir kismi

siralama inga edelim:
(Tp, F) 2 (T, G) ancak ve ancak F C G ve Tg nin F ye kisitlams1 Ty dir.

G, C de bir zincir olsun. UG nin C de oldugunu goérmek kolaydir. O halde C ailesi Zorn
onsavinin kosullarini saglar. Bundan dolay1 C bir maksimal elemana sahiptir. Bu maksimal
eleman (77, F}) olsun. F; = M oldugunu gosterecegiz: Aksini varsayalim, F} # M ve z €

M — Fy olsun. {B[T(x),d(z, 2)] | x € F} ailesini goz oniine alalim. 7 bir geniglemeyen
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doniisiim oldugundan her z,y € F} icin
d(T(z), T1(y)) < d(z,y) < d(z, 2) + d(2,y)

elde edilir. O halde, H bir hiperkonveks uzay oldugundan

ﬂ B[T\(x),d(x,2)] # 0

reF

dir. Bu kesisimde bir z; elemani alalim. 7™ : ' — H doniisiimiinii

Ti(z) ;z#%

21 y L= Z

T"(z) =

olarak tamimlayalim. Acikca (T, F) € C, (T3, Fy) = (T*, F) ve (T3, Fy) # (T, F) dir.
Bu ise (77, F})’in maksimal olusu ile ¢elisir. O halde F; = M. Diger bir ifade ile 7" nin

genislemeyen bir genislemesi vardir.

Tersine [ injektif olsun. Yaniher Y C X icin7T': Y — H genislemeyen doniisiim ise 7" nin
genislemeyen 7™ : X — H genislemesi vardir. H nin hiperkonveks oldugunu gosterelim:
Once genelligi bozmadan i # j icin z; # x; oldugunu kabul edelim. D = {x; | i € I} ve
F={f:D—=R|d(x;z;) < f(z;)+ f(x;)} kiimelerini tanimlayalim. Boylece r(z;) = r;
ile tanimh  : D — R fonksiyonu F kiimesindedir. F kiimesi noktasal olarak kismi siral
bir kiimedir. Acik¢a, elemanlart F kiimesinde olan bir zincirin bir alt sinir1 vardir. O halde
Zorn Lemma geregince F nin bir minimal f eleman1 vardir. » € F oldugundan dolay1 her

i€ Iigin f(x;) < r(x;) dir.

Simdi f’nin minimal olusunu kullanarak her ¢, j € I i¢in f(x;) < d(z;, z;)+ f(z;) oldugunu

gosterelim. Aksini varsayalim, o zaman f(x,) + d(z;,, z;,) < f(z;,) olacak sekilde iy, jo €
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I vardir. Simdi F': D — R fonksiyonunu

Flo) = { [ (i) ;1 F g

d($io7 $j0> + f(]O) ) 1= 1

olarak tanimlayalim. Agik¢a F' < f ve F' # f dir. Bu ise f nin minimal olusu ile celisir.
w ¢ D olacak sekilde bir w € H secelim. D* = D U {w} kiimesini gbz 6niine alalim
ve bu yeni nokta i¢in d(w, z;) = f(z;) olsun. Boylece D*, D’yi igeren bir metrik uzaydir.
Varsayimdan dolay1 birim fonksiyonun bir genislemeyen R genislemesi vardir. Bdylece her

i€ ligind(R(z;), R(w)) = d(z;, R(w) < f(z;) <r;ve

R(CU) S mB(l’Z,Tz) NH

el

elde edilir. O

3.4. Bir Metrik Uzayin Hiperkonveks Kabugu

Tanim 3.4.1. (X, d) metrik uzay olsun. Eger f : X — [0, co) fonksiyonu asagidaki kosullari

saglhiyor ise f fonksiyonuna ekstremal fonksiyon denir.
a)Herz,y € X i¢cind(x,y) < f(z) + f(y) dir.

b) Eger g : X — [0, 00) fonksiyonu
her z,y € X i¢in d(z,y) < g(z) + g(y) ve her z € X i¢in g(x) < f(x)

sartini saglarsa f = g dir.

Tanim 3.4.2. (X, d) metrik uzay olsun. X iizerinde taniml tiim ekstremal fonksiyonlarin
kiimesi €4(X,d) e X uzaymin hiperkonveks kabugu denir. €;(X,d) i bazen eX olarak

gosterecegiz.
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E : eX x eX — R fonksiyonunu, f, g € X icin

E(f,g9) =sup{[f(z) — g(z)| [z € X}

olarak tanimlayalim. £, €X lizerinde bir metriktir. €X uzayr hakkinda konusurken E

metrigini goz Oniine alacagiz.

Teorem 3.4.3 (X, d) metrik uzay ve eX bu uzayin hiperkonveks kabugu olsun. O zaman X

ile €X arasinda bir izometri vardir.

Kamt. ¢ : X — €X doniisiimiini, f, = d(a, z) olmak iizere, e(z) = f, olarak tanimlayalim.

Boylece her a,b € X igin,
sup{|f.(a) — fz(b)| : x € X} = sup{|d(a,x) —d(b,x)| : x € X} = d(a,b)

olur. O halde e : X — ¢X bir izometridir. [

Onerme 3.4.4. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. r : A — [0, 00) fonksiyonu her
x,y € Aigin
d(z,y) <r(z)+r(y)

esitsizligini saglasin. O zaman 7 nin her x, y € X icin
d(z,y) < R(z) + R(y)

olacak sekilde bir R : X — [0, 00) geniglemesi vardir. Ayrica her x € X i¢in f(z) < R(z)

olacak sekilde bir f ekstremal fonksiyonu vardir.

Kamt. r : A — [0, 00) fonksiyonu her z,y € A i¢in d(z,y) < r(x) + r(y) esitsizligini

saglasin. a € A sabit bir eleman olsun. R : X — [0, co) fonksiyonunu

[ rla)+d(z,a) ;¢ A
i) = { r(z) ;e A
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olarak tanimlayalim. z,y € X olsun. Eger z,y € A ise, R nin tanimi geregi

d(z,y) < R(z) + R(y)

dir. Eger z ¢ A ve y € A ise, licgen esitsizliini kullanarak

d(z,y) < d(x,a) + d(a,y) < d(z,a) +r(a) +7(y) = R(z) + R(y)

elde edilir. Eger z € A ve y ¢ A ise, esitsizlik yukaridakine benzer sekilde kanitlanabilir. O
halde her z,y € X i¢in
d(z,y) < R(z) + R(y)

dir. Onermenin ikinci iddias1 icin eger her # € X igin f(x) < R(x) esitsizligini saglayan f

yoksa f = R alabiliriz. [J
Teorem 3.4.5. (X, d) metrik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
(a) f € eX ise, her z,y € X i¢gin f(z) < d(z,y) + f(y) dir.

(b) f € eX olsun. O zaman her § > 0 ve her z € X i¢in

f(x) + fly) <d(z,y) +6

olacak sekilde bir y € X vardir.
(¢) X kompakt ise eX de kompakttir.

(d) s : eX — R fonksiyonu bir ekstremal fonksiyon ve e : X — €X fonksiyonu e(z) = f,

ile taniml1 olmak tizere s o e : X — R bir ekstremal fonksiyondur.

Kamt. (a) Aksini varsayalim. O zaman d(xo, o)+ f(yo) < f(z0) olacak sekilde x¢, yo € X

vardir. g : X — R fonksiyonunu



olarak tamimlayalim. O halde her x € X igin g(z) < f(x0) olur. Ozel olarak x = = igin

g(xo) < f(zo) oldugundan f # g dir. Simdi her z,y € X i¢in

d(z,y) < g(x) +g(y)

oldugunu gosterelim: z, y # xq ise esitsizligi gormek kolaydir. Bu ylizden x = xq ve y # xq

olsun. O halde

d(z,y) = d(xo,y) < d(x0,y0) + d(yo,y) < EZ(%? Yo) + f(yo) + f(y)
g(‘:;o) \g\(yf)/

oldugundan her z,y € X icin

d(z,y) < g(x) + g(y)
olur. Boylece f minimal oldugundan f = ¢ dir. Buise f # g ile gelisir.

(b) Aksini varsayalim. Bu durumda 6yle bir a € X ve §; > 0 vardir ki her y € X i¢in

d(a,y) + 61 < f(a) + f(y)
esitsizligi saglanir. A : X — R fonksiyonunu

@) sx#a
h@_{ fla)—6 ;z=a

olarak tanimlayalim. Boylece f # h olur. Ayrica her 2,y € X i¢in d(z,y) < h(z) + h(y)

oldugunu gérmek kolaydir. Boylece h < f dir. f minimal oldugundan f = A olur. Bu ise
f # hile celisir.

(¢) (a)’dan dolay1 her z,y € X igin

f(@) = fly) < d(z,y)
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dir. Burada = ve y nin yerleri degistirilerek

fly) = f(z) <d(y,z) = d(z,y)
esitsizligi, yani
—d(z,y) < f(z) — f(y)

elde edilir. O halde her z,y € X i¢in

[f(z) = f(y)] < d(z,y)

dir. Simdi €X in egsiirekli oldugunu gosterelim: a € X olsun. Her e > 0 sayist ve her
f € eX igin
Her z € X igind(a,z) <0 =|f(x) — f(a)| <e

onermesini saglayan bir 6 > 0 sayisinin var oldugunu gostermeliyiz. Her z,y € X i¢in
|f(x) — f(y)| < d(z,y) esitsizligi saglandigindan 0 y1 € a esit segmek yeterldir. Boylece e X

kiimesi egsiireklidir. O halde Arzela-Ascoli teoremi gere8ince e X kiimesi kompakttir.

(d) s, X tizerinde ekstremal fonksiyon olsun. Her z,y € X i¢in

d(x,y) = d(fz, fy) < s(fz) + 5(fy) = soe(x) +soe(y)

dir. soe nin X iizerinde ekstremal olmadigini kabul edelim. O zaman 6yle bir i € €X vardir
ki her z € X igin h(z) < soe(z) vebira € X icin h(a) < soe(a) dir. t:eX — R

fonksiyonunu
[ s(f) i f #ela)
t(f)_{ ha) 5 f=ea)

olarak tanimlayalim. Simdi her f, g € X icin

d(f,g) <t(f) +t(g)
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esitsizligini sagladigini gosterecegiz. Bunun igin yukaridaki esitsizligin ¢ = e(a) i¢in
saglandigini, yani

d(f,e(a)) <t(f) +t(e(a))

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir. Oncelikle her § > 0 icin f(a) + f(y) <
d(a,y) + ¢ esitsizliini saglayan bir y € X vardir. Eger y = a ise f(a) < (1/2)d dir.
Boylece

A(f, (@) + fa) < 53+ 1(F) + tela)

dir. Diger yandan y # a ve f # e(a) ise

d(f,e(a)) + fly) =0 = fla) + fly) — 0 < d(a,y)

veE

d(a,y) < h(a) + h(y) < h(a) + s o e(y) = t(e(a)) + t(e(y))
dir. s ekstremal fonksiyon oldugundan

tle(y)) = s(e(y)) < s(f) +d(f,e(y)) = t(f) + f(y)

ve f ekstremal oldugundan d(f,e(y)) = f(y) dir. Boylece

d(f,e(a)) + f(y) =0 < t(e(a)) + t(e(y))

veE

tle(y)) < t(f) + f(y)

dir. Bu son iki esitsizligi birlestirerek

d(f,e(a)) + fy) = 0+ t(e(y)) < tle(a)) +tlely)) +1(f) + f(y)

elde edilir. Buradan ise

d(f,e(a)) =0 < t(e(a)) +t(f)
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dir. 6 keyfi oldugundan kanit tamamlanir. []
Asagidaki iki teorem hiperkonveks kabuk kavraminin temel 6zelliklerini verir.
Teorem 3.4.6. Bir metrik uzayin hiperkonveks kabugu hiperkonvekstir.

Kamt. (X, d) bir metrik uzay ve € X, bu uzayin hiperkonveks kabugu olsun. {f;};c; C X

elemanlari ve {r; };c; C [0, 00) reel sayilari, her 4, j € [ igin

doo(fis [3) < 1i+ 15

esitsizligini saglasin. 7 : {f;}ier — [0,00) fonksiyonunu 7(f;) = r; olarak tanimlayalim.

Onerme 3.4.4. den dolay1 r fonksiyonunu her f, g € €X icin

dos(f,9) < 7(f) +7(9)

olacak sekilde genisletebiliriz. Yine Onerme 3.4.4. den h < r olacak sekilde X iizerinde h
ekstremal fonksiyonu vardir. Ayrica Teorem 3.4.5. den h o e, X iizerinde ekstremaldir. Yani

hoe € eX dir. Buradan her x € X i¢in

hoe(z) — f(z) = hoe(x) —do(f,e(z)) < h(f) < r(f)

Ve

f(@) —hoe(r) =du(f e(x)) —hoe(r) <h(f) <r(f)

dir. Boylece her f € €X icin
dos(f, hoe) <r(f)

olur. Yani

hoee () Blf,r(f)]

feeX

dir. Ayrica

(M BIf.7(f)] C mB[fi,n]

feeX el
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oldugundan

hoee mB[fZ7T7,]

iel
dir. O halde

el

elde edilir. J

Teorem 3.4.7. Bir metrik uzaym hiperkonveks kabugu, bu uzayr igeren minimal

hiperkonveks uzaydir.

Kamt. (X, d) bir metrik uzay ve H, eX in X i iceren hiperkonveks bir alt kiimesi olsun.
eX hiperkonveks oldugundan R : eX — H genislemeyen geri ¢ekilme doniisiimii vardir.

f € eX olsun. O zaman her z € X i¢in

d(R(f), e(z)) = R(f)(z) < d(f e(x)) = f(z)

dir. f ekstremal fonksiyon oldugundan R(f) = f dir. O halde H = €X dir. Boylece X in,

X iigeren 0z alt kiimesi yoktur. []
Teorem 3.4.8. Bir metrik uzayin iki hiperkonveks kabugu izometriktir.

Kamt. (X, d) bir metrik uzay, H; ve Hs, X in iki hiperkonveks kabugu olsun. H; ve H,
hiperkonveks oldugundan injektif uzaylardir. Bundan dolay1 Xe kisitlanig1 birim fonksiyon
olan bir 77 : H; — H, genislemeyen doniisiimii vardir. Benzer sekilde yine X e kisitlanigt
birim fonksiyon olan 75 : Hy — H; genislemeyen doniisiimii vardir. Simdi 77 o 75’in Hy
tizerinde birim fonksiyon oldugunu gosterelim: 77 o 15, Hy’den Hs’ye bir doniisiimdiir ve
Xe kisitlanmast X ’in birim fonksiyonudur. O zaman Fix(Ty0T,) = {x € Hy | T10Ts(z) =
x} olmak tizere X C Fix(T) o Ty) olur. T' geniglemeyen bir doniisiim oldugundan Teorem
3.2.10. geregince Fiz(T') hiperkonvekstir. Boylece Fixz (T o Ty), X i igeren hiperkonveks
bir kiimedir. H, minimal oldugundan Fiz (7T} o Ty) = H, dir. Benzer sekilde 75 o T} in, H;
tizerinde birim doniisiim oldugu gosterilebilir. O halde 77 ve 75 den biri digerinin tersidir.

Boylece H, ve Hs izometriktir. []
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4. q-HIPERKONVEKS UZAYLAR

Bu boliimde, yari-metrikimsi uzaylar i¢in tanimlanan g-hiperkonvekslik kavrami incelenerek
bir yari-metrikimsi uzayin g-hiperkonveksligi ile bu uzayin simetrizasyon metrik uzayinin
hiperkonveksligi arasindaki iligkiye yer verilmistir. Bu boliim boyunca [3] nolu kaynak temel
alinmigtir. Ayrica (R, d) standart Ty-metrikimsi uzayin g-hiperkonveks olusu 6zgiin olarak

kanitlanmustir.

4.1. q-Hiperkonveks Uzaylar

Tamm 4.1.1 (X, d) bir yari-metrikimsi uzay, {x; | ¢ € I} bu uzaydaki noktalarin kiimesi,
{ri | i € I} ve {s; | i € I} negatif olmayan reel sayilarin birer kiimesi olsun. Eger her
1,7 € Iigin

d(z;,xj) <1+ s; = ﬂ(Bd[xi,ri] N Bat[z;, s:]) # 0

i€l

oluyor ise (X, d) uzayina g-hiperkonveks (Isbell-convex) denir.

Ornek 4.1.2. Bir (X, d) yari-metrikimsi uzayda a € X olmak iizere, {a} tek nokta kiimesi

g-hiperkonvekstir.
Ornek 4.1.3. (R, d) standart metrik uzay q-hiperkonveks degildir.

Kamt. Her i € [0,1] i¢in r; = § ve s; = 2 olarak secelim. Bdylece her i, € [0,1] i¢in

d(i,j) <1=r;+ s; olur,ama

() (Bdi.ri N Balios)) € Balo, 10 Ball, 1] = [, 510 [, 2] = 0

) 4 4
1€[0,1]
dir. [J

Tanmm 4.1.4. (X, d) bir yari-metrikimsi uzay olsun. Eger her x,y € X ve her r, s pozitif
reel sayilari i¢in

dz,y) <r+s=d(x,2z) <rwved(z,y) <s
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onermesini saglayan bir z € X var ise (X, d) uzayma metrik olarak konveks denir.

Tanim 4.1.5. (X, d) bir yari-metrikimsi uzay olsun. A = { By[z;, 73], Bat[xi, ;] | i € I, x; €

X, r4,8; > 0} kapal yuvarlarin bir ailesi olmak iizere, eger her ¢, j € I i¢in
Bd[IZ’, 7’1'] N Bdt [l’j, Sj] 7é @

ise A ya karma ikili arakesit dzelligine sahiptir denir.

Tanmm 4.1.6. (X, d) bir yari-metrikimsi uzay olsun. Eger karma ikili arakesit 6zelligine

sahip her { By[z;, 73], Bat|xi, s:) | i € I, x; € X, r;,s; > 0} ailesi igin,

(\(Balzs, 7] N Balzi, s]) # 0

iel
ise (X, d) uzayina Isbell-tam denir.

Teorem 4.1.7. Bir yari-metrikimsi uzay g-hiperkonvekstir ancak ve ancak metrik olarak

konvekstir ve Isbell-tamdir.

Kamt. (X,d) g-hiperkonveks yari-metrikimsi uzay olsun. Once metrik olarak konveks
oldugunu gosterelim. r ve s pozitif reel sayilar olmak iizere z,y € X elemanlari d(z,y) <
r + s esitsizligini saglasin. d(z,z) < r ve d(z,y) < s esitsizliklerini saglayan bir z € X
oldugunu gosterecegiz. (X, d) q-hiperkonveks oldugundan By[x, r] N Byty, s] # () olur. Bu
kesisimden alinan bir z elemani istenilen 6zelligi saglar. Isbell-tam oldugunu gostermek i¢in
karma ikili arakesit 6zelligini saglayan bir {(By[x;, 7;], Bat|x;, s5]) | i € I, x; € X, 14,8 >
0} ailesini alalim. Bu aile i¢in karma ikili arakesit 6zelligi saglandigindan her i € I igin
Bylzi,mi] N Bat|xi,s;] # 0 olur. Buradan her i,j € [ igin d(z;,z;) < r; + s; dir.
(X, d) hiperkonveks oldugundan (), ;(Bqa[z;, 7] N Bgt[z;,5,]) # 0 dir ve boylece (X, d)

Isbell-tamdir.

Tersine (X, d) metrik olarak konveks ve Isbell-tam olsun. {z; |i € I} uzayin elemanlarinin
bir kiimesi, {r; | ¢ € I} ve {s; | i € I} pozitif reel sayilarin kiimesi olsun dyle ki
her ¢, € [ i¢in d(z;,z;) < r; + s; esitsizligi saglansin. O zaman (X, d) metrik
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olarak konveks oldugundan her i,j € I icin By[x;, ;] N Bg[z;,s;] # 0 olur. Boylece
{Balx;, ri], Balzi, s;] | © € 1} simifi karma ikili arakesit 6zelligini saglar. (X, d) ayn1 zamanda
Isbell-tam oldugundan

ﬂ(Bd[xi,m] N B[z, 5]) # 0

olur. O halde (X, d) g-hiperkonvekstir. (]

Onerme 4.1.8. R iizerinde tanimli d(z, y) = max{z — y, 0} Ty-metrikimsisi ile (R, d) uzay

Isbell-tamdir.

Kamt. { By[z;, 75|, Bat[xi, s;] | i € I, z; € R, r;,s; > 0} ailesi karma ikili arakesit 6zelligini

saglasin. Yani her ¢, j € I igin By[z;, ;] N Bat[z;, s;] # 0 olsun ve

ﬂ(Bd[.T}i,Ti] N Bdt [.7,'7;, Sl]) 7£ @

iel

oldugunu gosterelim: By[z;, r;] = [x; — 14, 00) ve Bat[z;, s;] = (—00, x; + s;| oldugundan

her i, j € I i¢in By[z;, ;] N Bat[x;, s;] # O ise, her i, 5 € I i¢in
[2; — 75,00) N (=00, 2 + 5] # 0

olur. O halde [z; — 7, 00) N (=00, x; + s;] = [x; — 14, x; + s;] dir. j = ¢ almwrsa her i € [

i¢in
Bylzi, ;] O Bat[z;, 8] = [x; — 15,00) N (=00, xj + 8] = [w; — 13, T + 84

elde edilir. {x; — r; | i € I} kiimesi sabit bir x; + s; ile iistten simirlidir. Benzer sekilde
{z; 4+ s; | i € I} kiimesi sabit bir z; — r; ile alttan stnurhidir. Simdi A = sup{x; —r; |1 € I}

ve B =inf{x;+ s; | i € I} olsun. O halde her i € I i¢in

[A, B] C [z; — 14, 2 + 5]
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olur ve buradan

[A, B] C (][:cZ — 1, T + 84

iel
dir, yani

ﬂ(Bd[%ﬂ“z‘] N Byt [x;, s]) = ﬂ[% — 71, T+ 5| £ 0
iel icl

elde edilir. J

Onerme 4.1.9. R iizerinde tanimli d(z, y) = max{z — y, 0} Ty-metrikimsisi ile (R, d) uzay1

metrik olarak konvekstir.

Kamnit. Her 2,y € R ve s, > 0 i¢in
d(z,y) <r+s=d(z,z) <rwved(z,y) <s

onermesini saglayan bir z € R oldugunu gostermeliyiz. U¢ durumda inceleyelim:

(i) x = y ise. Budurumda z = x = y olarak alinirsa d(z,y) = 0,d(z, z) = 0,d(z,y) =0

olacagindan her r, s > 0 i¢in
dz,y) <r+s=d(z,z) <rved(z,y) <s

onermesi saglanir.

(17) x > yise. d(x,y) < r+ solsun. x > y oldugundan
dz,y)=r—y<r+s
olur. z = y + s olsun. O halde
dw,2) =52 =w—(y+s) =v—y—s <rts—s—r

veE

dz,y) =dly+s,y)=(y+s)—y=s<s
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olur.

(1ii) x < yise. d(z,y) = 0 olacagindan her r, s > 0 i¢in d(x,y) < r + s esitsizligi saglanir.
z = y olsun. O halde
d(xz,z) =d(x,y) =0<r

Ve
d(z,y) =d(y,y) =0<s

olur. O

Sonug. 4.1.10. R iizerinde tanimh d(z, y) = max{z — y, 0} Tp-metrikimsisi ile (R, d) uzay1

q-hiperkonvekstir.

Kamt. (R,d), Onerme 4.1.9. dan dolay1 metrik olarak konvekstir ve Onerme 4.1.8. den
dolayi Isbell-tamdir. Teorem 4.1.7. geregince metrik olarak konveks ve Isbell-tam bir uzay

g-hiperkonveks oldugundan (R, d) q-hiperkonvekstir. [J

Lemma 4.1.11. (X, d) bir yari-metrikimsi uzay, + € X ve r > 0 bir reel say1 olsun. O
zaman

Bglx,r] N Byt|x,r] = Bys[x, 7]
saglanir.

Kamt. y € By[z,r] N Byt |z, r] olsun. O zaman kapali disklerin tanimlar1 geregi
d(z,y) <rved(z,y) <r

olur. Boylece d*(z,y) = max{d(z,y),d"(z,y)} < rdir. Yani y € Bys[z,r] dir. y keyfi
oldugundan

Bd[ma T] N Bdt [l’, T] g Bds [$7 T]

saglamr. Simdi y € Bgs[x, 7] olsun. O halde d*(z,y) = maz{d(x,y),d"(x,y)} < r olur.
Boylece
d(z,y) <rved(z,y) <r
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esitsizlikleri saglanir. Buradan y € By[x, r] N Byt |x, ] elde edilir. y keyfi oldugundan
Bys[x, 7] € Bylx,r] N Bgt |z, 7]

saglanir. O halde B[z, 7] N Bgt[z, 7] = Bys[z, r| dir. O

Onerme 4.1.12. Eger bir (X,d) yari-metrikimsi uzay1 q-hiperkonveks ise (X, d")

yari-metrikimsi uzay1 da g-hiperkonvekstir.
Kamt. Tanimdan agiktir.

Onerme 4.1.13. Eger bir (X, d) yari-metrikimsi uzay1 q-hiperkonveks ise (X, d*) metrik

uzay1 hiperkonvekstir.

Kamt. (X, d) g-hiperkonveks uzay olsun. {z; | i € I}, bu uzaydaki elemanlarin kiimesi ve

{r; | i € 1} pozitif reel sayilarin kiimesi olsun dyle ki her i, j € I igin
d*(xi, xj) <ri+r;

esitsizligi saglansin. Bu esitsizlik saglandigindan dolay1 aynm1 zamanda her 7, j € [ icin
d(zi,xj) <ri+71;

esitsizligi de saglanir. (X, d) g-hiperkonveks oldugundan

((Balzi,mi] 0 Ba[i,mi]) # 0

icl
olur. Lemma 4.1.11. den dolay1 By[xz;, ;] N Byt|x;, ;] = Bgs|x;, r;] dir. Buradan
0 # ﬂ(Bd[ﬂ?i,Ti] N Byt [z, 1i]) = des [z, 73]
i€l i€l

olur. O halde (X, d*) metrik uzay1 hiperkonvekstir. [J
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Bu Onerme gere8ince, simetrizasyon metrigi hiperkonveks olmayan uzay q-hiperkonveks

olamaz. Bununla ilgili agagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 4.1.14. R iizerinde d(z,y) = maxz{zr — y,0} ile tanimlanan T,-metrikimsiyi
digtinelim. (0,1) agik aralig1 (R, d°) metrik uzayimda hiperkonveks olmadigindan (R, d)
uzayinda g-hiperkonveks degildir.

4.2. Fonksiyon Ciftleri Uzay1

Bu alt boliimde g-hiperkonveks kabuk kavrami icin gerekli olan birka¢ onerme verilmistir.

¢ o« 9

Tezin geri kalan boliimlerinde gosterimi, a ve b reel sayilari icin

a-b=mazx{a—b,0}

anlaminda kullanilacaktir.
Onerme 4.2.1 (X, d) bir yari-metrikimsi uzay ve FP(X,d) = {f = (fi,fo) | fi : X —

[0,00), ¢ = 1,2} olmak iizere

D(f,g) = jlel)g(fl(x) = q1(z)) vV 2161)13(92(96) = fa())

ile tammh D : FP(X,d) x FP(X,d) — [0,00) fonksiyonu FP(X,d) iizerinde bir

To-metrikimsidir.
Kamt. i) Her f € FP(X,d) i¢in D(f, f) = 0 oldugu agiktir.

it) Her f,g,h € FP(X,d) igin
D(f.9) < D(f,h) + D(h,g)
oldugunu gosterelim. Kolaylik olmasi i¢in sup, . (f(z) = g(x)) yerine sup f ~ g yazalim.

sup(f1 = g1) < sup(fi = hy) +sup(hy = g1)
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veE

sup(gz — fa) < sup(gz = ha) +sup(hy = f2)

oldugundan

sup(f1=g1) Vsup(gz = f2) < (sup(fi=h1) +sup(hy = g1)) V (sup(ga =~ ha) +sup(ha = f2))

dir. Simdi @ = sup(fy = hy), b = sup(hy — ¢1), ¢ = sup(ga ~ ha), d = sup(hs = f3)

tanimlarim1 yapalim ve
(a+b)V(c+d) <(aVvVd)+(bVc)
oldugunu gosterelim. Acikga;
a<aVdveb<bVe

oldugundan

(a+b)<(aVd)+(bVe)

dir. Benzer sekilde

c<bVcved<aVd

oldugundan

(c+d)<(aVd)+(bVe)

dir. Boylece
(a+b)V(c+d) <(aVvd)+(bVec)

esitsizligi saglanir. [

Onerme 4.2.2 (X, d) bir Tj-metrikimsi uzay olsun. O zaman her a,b € X icin d(a,b) =
D(fm fb) dir.

38



Kamt. Once sup{d(a,z)—d(b,z) | v € X} = d(a,b) esitligini gosterelim. Uggen esitsizligi
geregince her x € X icin

d(a,z) < d(a,b) + d(b, x)

esitsizligi saglanir. Buradan ise her x € X i¢in
d(CL, ZC) - d(b7 ‘r) < d(CL, b)

elde edilir. Boylece sup{d(a,z) — d(b,x) | z € X} < d(a,b) dir. Diger yandan her x € X
i¢in

d(a,z) —d(b,x) < sup{d(a,z) — d(b,z) | x € X}

esitsizligi saglandigi i¢in 6zel olarak = = b i¢in de saglanir. Boylece
d(a,b) < sup{d(a,x) —d(b,z) | x € X}

olur. O halde sup{d(a,z) — d(b,z) | * € X} = d(a,b) dir. Benzer sekilde sup{d(x,a) —
d(xz,b) | = € X} = d(a,b) oldugu gosterilebilir. Simdi d(a,b) = D(fa, f,) oldugunu

gosterelim:

D(fa; fo) = Slel)g((fa)l(iﬁ) = (fo)1(x)) Vsup((fp)2(z) = (fa)2(7))

rzeX

oldugundan f, ve f;, tanimlar1 dikkate alinarak

D(fa; fo) = sup(d(a, z) = d(b, x)) V sup(d(z,b) = d(z, a))

zeX zeX

dir. Boylece
D(faa fb) = d(a’ b) v d<a7 b) = d((l, b)

elde edilir. [J

Onerme 4.2.3. (X, d) bir yari-metrikimsi uzay olsun. ex(a) = f, ile tammh ex : (X, d) —

(FP(X,d), D) fonksiyonu bir izometridir.
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Kanit. Bir 6nceki 6nermeden agiktir. []

4.3. Bir 7-Metrikimsi Uzayin q-Hiperkonveks Kabugu

Tanmm 4.3.1 (X, d) bir yari-metrikimsi ve f = (f1, f2) € FP(X,d) olsun. Eger her 2,y €
X i¢in
d(z,y) < fa(x) + f1(y)

oluyorsa f fonksiyonuna genis fonksiyon cifti denir. (X, d) uzayinin tiim genis fonksiyon

ciftleri kiimesi A (X, d) ile gosterilir.
Onerme 4.3.2 (X, d) yari-metrikimsi uzayinda her a € X icin f, genis bir fonksiyon ciftidir.

Kamt. Her 2,y € X i¢in
d(z,y) < d(z,a) + d(a, y)

esitsizligi saglanir. (f,)2(x) = d(x, a) ve (f,)1(y) = d(a,y) oldugundan, her z,y € X igin

d(%, y) < (fa)Z(m) + (fa)l(y)

esitsizligi saglanir. [

Tamim 4.3.3. (X, d) bir yari-metrikimsi uzay ve f = (f1, f2) € FP(X,d) olsun. Eger

asagidaki kosullar saglantyorsa f fonksiyonuna ekstremal fonksiyon cifti denir
a) f genis fonksiyon ciftidir.

b) Her g genis fonksiyon ¢ifti ve her z € X igin

gi(x) < fi(z) ve go(x) < folw) = g=f

dir.
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Tanmim 4.3.4. (X, d) bir Tj-metrikimsi uzay olsun. (X, d) lizerinde taniml tiim ekstremal
fonksiyon ciftlerinin €,(X,d) kiimesine, (X,d) nin g-hiperkonveks kabugu (Isbell-hull)

denir. ¢,(X, d) i bazen ¢,(X) olarak gosterecegiz.

Burada €,(X) iizerindeki Ty-metrikimsiyi Onerme 4.2.1. de tanimlanan D Tj-metrikimsisi

olarak alacagiz.

Onerme 4.3.5.(X, d) yari-metrikimsi uzay ve f bir ekstremal fonksiyon ¢ifti olsun. O zaman

her x,y € X i¢in

fi(z) = fily) < d'(z,y) ve foz) — foly) < d(z,y)

esitsizlikleri saglanir.

Kamt. Ikinci esitsizligi gosterelim. Aksini varsayalim. fo(20) — fa(yo) > d(xo,y0) olacak

sekilde g,y € X var olsun. g, : X — [0, c0) fonksiyonunu

fa(z) ;X 2
d(zo,yo) + fa(yo) ; © =20

g2(x) =

olarak tamimlayalim. (f1,¢92) < (f1, f2) oldugu aciktir. Simdi (f1, go) fonksiyon ciftinin

genis fonksiyon oldugunu gosterelim. z,y € X olsun. Iki durumda inceleyelim:

i) x # xqise (f1, f2) genis oldugundan

d(z,y) < fol2) + fi(y) = g2(7) + fi(y)

dir.

1) x = xq ise

d(z,y) = d(zo,y) < d(zo,y0) + d(yo,y) < falyo) + f1(y) < g2(z) + f1(y)
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dir. O halde (fi, g») fonksiyon ¢ifti genistir. Bu ise (fi, fo) nin minimal olusu ile celigir.

Boylece her z,y € X icin
fa(x) = faly) < d(z,y)

dir. Diger esitsizlik ise benzer sekilde gosterilebilir. [

Asagidaki Onermelerde [0,00) tizerindeki Ty-metrikimsiyi R iizerindeki standart

Th-metrikimsi olarak alacagiz.

Onerme 4.3.6. (X,d) bir T)-metrikimsi uzay ve f = (/fi, f2) bu uzay iizerinde genis bir

fonksiyon cifti olsun. Eger asagidaki kogullar saglantyorsa f bir ekstremal fonksiyon ciftidir.
a) f1:(X,d") = [0,00) ve fo: (X,d) — [0, 00) geniglemeyen fonksiyonlardir.
b) lim,, o f1(a,) = 0 ve lim,,_,, fa(a,) = 0 olacak sekilde X de bir (a,,) dizisi vardur.

Kamt. Aksini varsayalim. O zaman g < f olacak sekilde bir g genis fonksiyon ¢ifti vardir.
g2 < fo oldugunu varsayabiliriz. Buradan g,(zo) < fo(z) olacak sekilde bir zy € X vardir.

f2 genislemeyen bir fonksiyon oldugundan her n € N i¢in

fa(wo) = falan) < d(wo, an)

dir. Diger yandan f>(x) — fa(an) < fa(xo) = f2(a,) oldugundan her n € N igin

fa(wo) = falan) < d(wo, an)

dir. g genis fonksiyon oldugundan her n € N icin

d(z0, an) < ga2(x0) + g1(an)

olur. Ayrica g < f oldugundan her n € N i¢in

92(20) + g1(an) < fa(wo) + fa(an)
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dir. Boylece her n € N i¢in

fa(wo) = folan) < d(xo, an) < g2(x0) + g1(an) < fa(xo) + fo(an)

dir. Buradan ise limit alinirsa

fa(zo) = lim d(zg, an) = go(z0)

n—oo

elde edilir. Buise fo(z9) < g2(x¢) olmasi ile ¢elisir. O halde varsayim yanlistir. f ekstremal

fonksiyon ciftidir. [
Onerme 4.3.7. Her a € X icin f, fonksiyon ¢ifti ekstremaldir.

Kamt. f, nin genis oldugu Onerme 4.3.2 de gosterildi. Ekstremal oldugunu gostermek icin

Onerme 4.3.5 i kullanacagiz. Bunun icin dnce

(fa)1: (X', d) = [0,00) ve (fo)2 : (X, d) = [0,00)

fonksiyonlarinin genislemeyen fonksiyonlar oldugunu gosterelim: Ucgen esitsizliginden her
z,y € X icin
d('r? CL) - d(y7 CL) < d(l’, y)

dir. Yani her z,y € X i¢in

(fa)2(z) = (fa)2(y) < d(z,y)

dir. Buradan ise her x,y € X icin

(fa)2(z) = (fa)2(y) < d(z,y)
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olur. O halde (f,), genislemeyen fonksiyondur. Benzer sekilde (f,); in geniglemeyen

fonksiyon oldugu gosterilebilir. Diger yandan, Onerme 4.3.6. da a,, = a olarak alinirsa

lim (f,)1(a,) = 0ve lim (f,)2(a,) =0

n—oo n—oo
olur. O halde f, ekstremal fonksiyon c¢iftidir. [

Onerme 4.3.8. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve f = (fi, fo) € €,(X,d) olsun. Eger
fi(a) = 0 = fy(a) olacak sekilde bir a € X varsa f = f, dir.

Kanit. (f1, f>) genis oldugundan her x € X igin
d(z,a) < fo(x) + 0ved(a,z) <0+ fi(x)

dir. Boylece f, < f olur. f ekstremal oldugundan f = f, dir. [

Onerme 4.3.9. (X, d) bir Tj-metrikimsi uzay ve (f,, f») ekstremal fonksiyon ¢ifti olsun. O

zaman

fo(x) = sup(d(z,y) = f1(y))

yeX

Ve

fi(x) = sup(d(y, =) - f2(y)

yeX

esitlikleri saglanir.

Kamt. Ikinci esitligi gosterelim. (f1, f2) genis fonksiyon ¢ifti oldugundan her z,y € X igin

d(y,z) — fo(y) < fi(x)

esitsizligi saglanir. Buradan ise

sup(d(y, =) — fa(y)) < fi(x)

yeX
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dir. Simdi
sup(d(y, zo) = fa(y)) < fi(xo)

yeX

esitsizligini saglayan bir o € X oldugunu varsayalim. h; : (X, d) — [0, co) fonksiyonunu

fi(x) ;T F T

hl(fE) =
{ Supyex( (y,20) = f2(y)) : =10

olarak tanimlayalim. Her y € X icin

d(y, w0) — fa(y) < sup(d(a, o) — fa(a))

aceX

oldugundan her y € X icin

d(y, o) < fa(y) +sup(d(a, zo) = fa(a)) = fa(y) + hi(w0)

aeX

dir. Boylece (hq, f2) bir genis fonksiyon ¢iftidir. Diger yandan (hy, f2) < (f1, f2) dir. Buise
(f1, f2) nin ekstremal olugu ile ¢eligir. O halde her z € X igin

fi(x) = sup(d(y, z) = f2(y))

yeX
dir. Diger esitlik ise benzer sekilde gosterilebilir. [

Onerme 4.3.10. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay, (f1, f2) ve (g1, g2) iki ekstremal fonksiyon

cifti olsun. O zaman

D((f1, f2), (91, 92)) = sup(fi(z) = g1(z)) = sup(ga(z) =~ fo(z))

zeX zeX
dir.

Kamt. Once fi(z) — gi(x) > 0 olacak sekilde bir x € X oldugunu kabul edelim. a € X
olsun. (g1, g2) genis oldugundan

fi(@) = gi(x) = d(a, ) = gi1(2) + [i(x) = d(a, 2) < ga(a) + f1(z) — d(a, z)
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dir. ¢ > 0 olsun. fi(z) pozitif oldugundan Onerme 4.3.9. geregince fi(z) =

sup,ey(d(a,z) — fa(a)) dir. Buradan

fi(z) —e < d(a,z) — fs(a)

olacak sekilde a € X vardir. Boylece

fi(2) = g1(z) < g2{a) + fi1(@) — dfa, 2) < g>(a) — fola) + € < sup(ga(¥) — fol)) + €

olacak sekilde a € X vardir. O zaman

ilel)lg(fl () — g1 (x)) < 3161)1?(92(56) — folz)) + €

dir. € > 0 keyfi oldugundan

ig}}g(fl(x) —agi(z)) < ilel)lg(gz(x) — fa(2))

olarak sonuglanir. Benzer sekilde

ig}}g(gz(x) — fa(z)) < ilel)rg(fl(ﬂf) — g1(z))

oldugu gosterilebilir. [J

Onerme 4.3.11. (X, d) Ty-metrkimsi uzay, f = (f1, f2) ekstremal fonksiyon ¢ifti ve a € X

olsun. O zaman

D(f, fa) = fi(a) ve D(fa, ) = fa(a)

dir.

Kamt. Her y € X i¢in

fi(y) = (fa)i(y) <sup(fi(z) — (fa)i(z))

zeX
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dir. (f,)1(z) = d(a, x) oldugu gbz oniine alinirsa y = a i¢in

fi(a) < sup(fi(x) — d(a, z))

zeX

elde edilir. Diger yandan Onerme 4.3.5. geregince her z € X i¢in

filz) = fila) < d'(z,a)

dir. Yani her x € X i¢in
fi(z) —d(a,z) < fi(a)

dir. Buradan ise

sup(fi(z) — d(a,x)) < fi(a)

zeX

elde edilir. O halde
D(f, fa) = sup(fi(z) — d(a,x)) = fi(a)

zeX

dir. Diger esitlik ise benzer sekilde gosterilebilir. []

Tanim 4.3.12. (Y, dy ) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger her (X, dx ) To-metrikimsi uzay1
veher A C X icin, f : A — (Y,dy) genislemeyen fonksiyonunun f : X — Y genislemeyen

genislemesi var ise (Y, dy) uzayna di-injektif uzay denir.
Teorem 4.3.13. Bir 7j-metrikimsi uzay g-hiperkonvekstir ancak ve ancak di-injektiftir.

Kamt. (X, d) bir g-hiperkonveks Tj-metrikimsi uzay olsun. (M, q) Tp-metrikimsi uzay,
AC MveT : A — X bir genislemeyen doniigim olsun. C = {(TF,F) | A C F C
MwveTr : F — X, T nin geniglemeyen genislemesidir.} kiimesini goz Oniine alalim.
(T, A) € C oldugundan C bos kiimeden farklidir. Simdi C kiimesi iizerinde asagidaki sekilde

bir kismi siralama insa edelim:

(Tr, F) < (T, G) ancak ve ancak F C G ve T nin F ye kisitlanmst Tr dir.
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(C, <) nin Zorn Lemma’nin kogullarini sagladigin1 gérmek kolaydir. Boylece (C, <) nin bir
maksimal elemani vardir. (77, F7) maksimal eleman olsun. F; = M oldugunu gosterelim.

Fy # M varsayalim. z € M\F; ve F' = F; U{z} olsun. 77 i F' ye genisletelim.
{Bd[Tl(I)7 q(x, Z)]? Bt [TI(I)7 qt(xa Z)] | T e Fl}

siifin1 gozoniine alalim. Burada her x,y € F3 i¢in

d(Tl(x)le(y)) S Q(x7y> S Q(xv Z) + Q(Zvy)

ve X g-hiperkonveks oldugundan

N [Balfi(@). a(x, 2)] N BalTi(2).¢'(z,2)]] # 0

zeF

dir. z; bu kesisimde bir eleman olsun. 7™ : /' — X fonksiyonunu

Ti(z) ;x#=

21 =z

() = {
olarak tanimlayalim. x,y € F' olsun. Burada
v=2zy#z=d(T"(2),T"(y)) = d(z1, 1 (y)),

T,y F 2= d(T*(?J)7T*($>) = d(Tl(y)7T1($))7

\

v =z y#z=d(T"(y),T"(z)) = d(Ti(y), 1)
dir. Boylece her x,y € F'icin

d(T*(2), T*(y)) < q(z,y)

dir. O halde 7™ geniglemeyen bir doniisiimdiir. Bu ise (7, F) € C anlamina gelir. Diger
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yandan (71, Fy) < (T*, F) ve (T\, Fy) # (T*, F) dir. Buise (77, F}) nin maksimal olugu
ile celigir. O halde F; = M ve T nin genislemeyen genislemesi vardir. Boylece (X, d)
di-injektiftir.

Tersine olarak (X, d) di-injektif olsun. X in g-hiperkonveks oldugunu gosterecegiz. Her
i,j € Iigin d(x;, ;) < r; + s; olacak sekilde (z;);c; elemanlar1 ve (r;);cr, (s;)ier negatif
olmayan reel sayilar verilsin. A = {z; | ¢ € I} olarak tanimlayalim. A(A, d) kiimesi A
tizerindeki genis fonksiyon c¢iftlerinin kiimesi olsun. O halde f = (fi, f2) € A(A, d) ise, her
i,j € Iigind(x;, x;) < fo(x;) + fi(z;) dir. Burada

r(z;) = rive s(x;) = s;

ile tanimlt 7,5 : A — [0, 00) fonksiyonlari i¢in varsayim geregince (r,s) € A(A,d) dir.
Diger yandan A(A, d) kiimesi fonksiyon ¢iftlerinin noktasal siralamasina gore kismi siral1 bir
kiimedir. A(A, d) nin bir zincirinin alt sinira sahip oldugu kolayca goriilebilir. Boylece Zorn
Lemma’dan A(A, d) nin bir minimal f = (f1, f2) elemani vardir. f minimal oldugundan her
1 € I igin

Si(w:) < s(xi) ve fa(wi) < r(w)
dir. Simdi agagidaki iki durumu inceleyelim:

(1) Her z € Aigin

(ea(a))(x) = (d(a, z),d(z,a)) = (fi(z), fa(x))

olacak sekilde bir a € A olsun. O zaman

a €& m (Bd[l’i,’/’i] N B[xf“SzD 7é Q)

i€l

dir.

(2) Her a € Aigin (fi1, fo) # ea(a) olsun. (f1, f2) nin minimal olugunu kullanarak Onerme
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4.3.5.denher i, j € I igin
fi(z;) < filz)) + d(xj, @) ve folx;) < d(xi, x5) + faoz;)

dir. Simdi w, A da olmayan bir eleman olsun. A* = A U {w} kiimesini goz oniine alalim.
Her i € I i¢in d(w, z;) = fi(x;), d(x;,w) = fo(x;) ve ayrica d(w,w) = 0 olsun. Burada f
nin ekstremal olugunu kullanarak d nin A* {izerinde liggen esitsizligini sagladiginm1 gérmek
kolaydir. Onerme 4.3.8. den, her a € A icin fi(a) ya da f(a) pozitiftir. Boylece (A*, d), A
y1 iceren bir Ty-metrikimsi uzaydir. Ayrica (X, d) di-injektif oldugundan 7 : A — X birim

doniisiimiiniin R : A* — X genislemeyen genislemesi vardir. Boylece her i € [ igin
d(z;, R(w)) = d(R(z;), R(w)) < d(z;,w) = folz:) <

ve
d(R(w),z;) = d(Rw), R(z;)) < d(w, x;) = fi(z;) < s;

dir. Buradan

R(w) € ﬂ (Bd[l'z‘,n] N B[l‘msz}) 7& @

dir. O halde (X, d) g-hiperkonvekstir. [J

Asagidaki onerme, bir 7j-metrikimsi uzayin g-hiperkonveks kabugu ile bu uzayin dualinin

g-hiperkonveks kabugunun izometrik izomorfik oldugunu gosterir.

Onerme 4.3.14. (X, d) bir To-metrikimsi uzay olsun. O zaman (fi, fa) € €,(X,d) ise
(f2, f1) € €,(X,d") dir. Ayrica

s((f,9)) = (9,.f)
ile tanimli s : (e4(X,d), D) — (e,(X,d"), D') doniisiimii bire-bir ve drten bir izometridir.

Kamt. (f, f2) € ¢,(X,d) olsun. O zaman her z,y € X i¢in
d(y, =) < fa(y) + fi(x)
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oldugundan, her z,y € X icin

d'(z,y) < fi(z) + f2(y)

dir. (f1, f2), (X,d) iizerinde ekstremal ise (fo, f1) nin (X, d") iizerinde ekstremal oldugu
agiktir. Aym zamanda (d')" = d oldugundan s : (¢,(X,d), D) — (e,(X,d"), D) doniisiimii

bire-bir ve ortendir. Diger yandan

D'(s(f1, f2),5(g1, 92)) = D((92, 1), (f2, f1)) = D((f1, f2), (91, 92))

oldugundan s bir izometridir. [

Onerme 4.3.15. Bir metrik uzaym hiperkonveks kabugu, q-hiperkonveks kabuguna

izometrik olarak gomiilebilir.

Kamt. (X, m) bir metrik uzay olsun. £ metrigi, f, g € €,,(X, m) igin

E(f,9) = sup{|f(z) — g(2)[ | x € X}

olmak iizere, h : (e,(X,m),E) — (e(X,m), D) fonksiyonunu h(f) = (f, f) olarak

tanimlayalim. f € €,,(X,m) ise tanim geregi her x,y € X i¢in

m(z,y) < f(z)+ f(y)

dir. Boylece (f, f) genis bir fonksiyon ciftidir. (f, f) € €,(X, m) oldugunu géstermek i¢in

(f, f) in minimal oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in bir (k1 k2) genis fonksiyon ¢ifti igin
ki < fveky < f
oldugunu varsayalim. (k1, ko) genig oldugundan her x,y € X i¢gin

m(x,y) < ka(z) + ki (y)
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dir. Yine her z,y € X i¢in
m(y,x) < ka(y) + ka(z)

dir. Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplayarak

m(z,y) +m(y,x) < (ka(x) + ka(2)) + (k1 (y) + k2(y))
elde edilir. m bir metrik oldugundan her x,y € X i¢in m(z,y) = m(y, x) esitligi saglandig
icin yukaridaki esitsizlik

ki(x) + ka(x) " ki(y) + ka(y)
2 2

m(z,y) <

) genis fonksiyon ¢iftidir. f minimal oldugundan

esitsizligine denktir. Boylece (£Fkz, Fith

% = f dir. Burada k; < f ve k; < f oldugundan k; = ky; = f olarak sonuglanir. O
halde (f, f) € €,(X,m) dir. $Simdi A nin bir izometri oldugunu gosterelim. f, g € €,,(X, m)

olsun. O zaman

E(f,9) = sup |f(x) — g(z)| = sup(f(z) = g(x)) V (9(z) = f(x)) = D((f, ), (9,9))

rzeX

dir. Boylece h bir izometridir. [J
Onerme 4.3.16. (X, d) bir Tj-metrikimsi uzay, A, X in bostan farkli alt kiimesi ve (r1,75) :
A — [0, 00) fonksiyon ¢ifti her z,y € A igin

d(z,y) <ra(z) +r1(y)

esitsizligini saglasin. O zaman (7, 79) ¢iftinin dyle bir (R, Rs) : X — [0, 00) genislemesi
vardir ki her z,y € X icin
d(x,y) < Ra(x) + Ri(y)

saglanir. Ayrica her x € X i¢in f; < Ry(x) ve fo < Ry(z) esitsizliklerini saglayan bir

(f1, f2) ekstremal fonksiyon ¢ifti vardir.
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Kamt. a € Asabitolsun. Ry, Ry : X — [0, co) fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim:

Ru() = { » r1(z) ;e A

)+d(a,z) ;¢ A

ve
ro(z) ;e A

Rzl‘ =
(@) {rg(a)+d(a,x) o g A

olsun. (Rj, R) nin genis oldugunu gosterecediz. x,y € X olsun. Dort durumda
inceleyecegiz:
1. Durum: z,y € A ise tamim geregince d(z,y) < Ry(x) + Ry (y) dir.

2.Durum: = ¢ A,y € Aise iiggen esitsizligi kullanilarak
d(J;?y) S d(x,a) + d(a7y) S d(m,a) T 7"2((1) + rl(y) S R2<x> + RQ(y)

elde edilir.

3. Durum: z € A,y ¢ A ise 2. Duruma benzer olarak
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < d(a,y) + ra(z) + r1(a) < Ra(x) + Ra(y)

dir.
4. Durum z ¢ A,y ¢ A ise yine tiggen esitsizligi kullanilarak

d(z,y) < d(zx,a) +d(a,y) < d(z,a) +ray(a) +ri(a) + d(a,y) < Ro(w) + Ri(y)

elde edilir.

O zaman (Ry, Ry), (r1,72) nin her z,y € X i¢in
d(z,y) < Ra(x) + Ri(y)

esitsizligini saglayan bir genislemesidir. Boylece (R;, Ry) genis fonksiyon ciftidir. A(X, d)

fonksiyon ciftlerinin noktasal siralamasima gore kismi sirali bir kiime oldugu i¢in Zorn
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Lemma’dan dolay1 her x € X i¢in

fi(x) < Ra(z) ve fo(x) < Ry(x)

esitsizliklerini saglayan bir (f1, f) fonksiyon ¢ifti vardir. [J

Onerme 4.3.17. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger s = (s, 52), ¢,(X) iizerinde
ekstremal fonskiyon cifti ise, ex(a) = f, olmak iizere s o ey fonksiyon ¢ifti, X tizerinde bir

ekstremal fonksiyon c¢iftidir.

Kamt. s = (s1,52), €,(X) tizerinde bir ekstremal fonksiyon ¢ifti olsun. O zaman her

z,y € X icin

d(z,y) = D(fa, fy) = D(ex(z), ex(y)) < sa(ex (@) + s1(ex(y))

dir. O halde s o ex, X lizerinde genistir. Simdi e o ex in ekstremal olmadigin1 varsayalim.

O zaman &yle bir (hy, hy) € €,(X) vardir ki her z,y € X i¢in

hi(z) < si(ex(x)) ve ha(z) < s2ex(z))

dir ve bir a € X i¢in
hi(a) < s1(ex(a)) veya hao(a) < sa(ex(a))

dir. hy(a) < si(ex(a)) oldugunu varsayalim. €,(.X) tizerinde (1, t5) fonksiyon ciftini soyle

tanimlayalim: Her f € ¢,(X) igin

\%&
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olsun. Simdi (¢4, ¢) ciftinin her f, g € ¢,(X) i¢in

D(f,g) < ta(f) + t1(g)

esitsizligini sagladigini gosterelim: g # ex(a) ise esitsizligin saglandig1 agiktir. O halde
g = ex(a) igin esitsizligin saglandigini gostermeliyiz. f € ¢,(X) sabit olsun. Onerme
4.3.11. den

fila) = D(f,ex(a))

dir. Eger fi(a) = 0 ise
D(f,ex(a)) < ta(f) +1t1(g)

esitsizliginin saglandig1 aciktir. f(a) > 0 oldugunu varsayalim. Onerme 4.3.9. dan

fi(a) = sup(d(y, a) — fa(y))

yeX

dir. Bu esitlikten her § > 0 i¢in dyle bir y € X vardir ki fi(a) — § < d(y,a) — f2(y) dir.

Buradan

f2(y) + D(f,ex(a)) — 0 = foy) + fi(a) — 0 < d(y, a)

veE

d(y,a) < ha(y) + ha(a) < sa(ex(y)) + taex(a))

dir. Ayrica (s, s9) ekstremal fonksiyon ¢ifti oldugundan, Onerme 4.3.5. geregince

sa(ex(y)) < sa(f) + Dlex(y), f) = ta(f) + fo(y)

dir. O halde

fo(y) + D(f,ex(a)) — 0 < saex(y)) + ti(ex(a)) ve sa(ex(y)) < ta2(f) + f2(y)
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dir. Bu son iki esitsizligi birlestirerek

D(f,ex(a)) =6 <ta(f) +ti(ex(a))

elde ederiz. ¢ keyfi oldugundan

D(f,ex(a)) < tao(f) + ti(ex(a))

olarak sonuglanir. Bu ise (sq,s2) nin €,(X) tizerinde ekstremal fonksiyon cifti olmast ile
celigir. O halde (hq, ho) ¢iftinin var olmasi varsayimi yanhistir. Bdylece s o ey, X iizerinde

ekstremal fonksiyon ¢iftidir. [J
Teorem 4.3.18. Bir 7(-metrikimsi uzayin g-hiperkonveks kabugu gq-hiperkonvekstir.

Kamt. (X,d) bir Tp-metrikimsi uzay olsun. ¢€,(X) in g-hiperkonveks oldugunu
kanitlayacagiz. [ bir indis kiimesi olmak tizere, f; = ((fi)1,(fi)2) € €,(X) elemanlar

ve (1;)ier, (Si)ies negatif olmayan reel sayilari, her 7, j € [ igin
D(fi, fj) < ri+s;
esitsizligini saglasin. Simdi Y = {f; | ¢ € I} alalim. r, s : Y — [0, oo]) fonksiyonlarini
s(fi) = siver(fi) =r;
olarak tanimlayalim. Onerme 4.3.16. dan (r, s) giftini her f, g € €,(X) igin

D(f,9) < R(f)+5(g)

olacak sekilde (R, S) ciftine genisletebiliriz. Yine Onerme 4.3.16. dan

hQSRU€h1§S
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olacak sekilde €,(X) iizerinde h = (hy, hy) ekstremal fonksiyon ifti vardir. Onerme 4.3.17.
den dolay1 h o ex € ¢,(X) dir. Burada h o ex ile f = (f1, f2) € €,(X) arasindaki D

mesafesinin

D(hoex, f) = sup(hi(ex(x)) = fi(z)) V sup(fa(z) = ha(ex(r)))

zeX zeX

olarak tamimlandigini hatirlatalim. Onerme 4.3.8. i kullanarak fi(z) = D(f,ex(z)) ve
fa(x) = D(ex(x), f) seklinde yazabiliriz. Ayrica (hq, hs), €,(X) lizerinde bir ekstremal

fonksiyon ¢ifti oldugundan Onerme 4.3.5. ten

hi(ex(z)) — D(f,,ex(x)) < hi(f)

dir. (hq, he) genis oldugundan

D(f,,ex(x)) — ha(ex(z)) < hi(f)

dir. h = (hy, h2) nin se¢iminden dolay1

hi(f) < S(f)

dir. Boylece her f € ¢,(X) i¢in
D(hoex, ) <hi(f) <S(f)

elde edilir. Benzer bi¢imde her f € ¢,(X) i¢in

D(f,hoex) < ho(f) < R(f)

oldugu gosterilebilir. O halde

hoeyx € m CDfR )ﬂCDt(ﬂS(f)))

feeq(X)
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dir. Diger yandan

N (Co(f,R(N) NCoi(£.5(£))) € () (Colfiers) N Conlfir 1))
feeq(X) i€l
oldugu icin

hoex € ﬂ (CD(fz‘ﬂ“z‘) N Cpe(fi, 51))

iel
dir. Boylece
() (Colfir) N Cpe(fir i) # 0

icl

olup €,(X) q-hiperkonvekstir. [J

Teorem 4.3.19. Bir 7j-metrikimsi uzayin q-hiperkonveks kabugu, bu 7y-metrikimsi uzay1
kapsayan en kii¢iik g-hiperkonveks kiimedir. Ayrica bir 7j-metrikimsi uzayin q-hiperkonveks

kabugu izometriye gore tektir.

Kamt. (X,d) bir T;-metrikimsi uzay ve H kimesi X C H C ¢,(X) olacak sekilde
g-hiperkonveks bir kiime olsun. A q-hiperkonveks oldugundan Teorem 4.3.13. den
di-injektiftir. O zaman ¢ : X — H birim doniisiimiinin R = (R, Rs) @ (X)) — H

genislemeyen bir genislemesi vardir. Onerme 4.3.11. den her z € X icin

(Bi(f)(2) = D(R(f), fo) = D(R(f), R(f)) < D(f. fa) = fi(2)

dir. Benzer bigcimde her x € X i¢in

(Rao(f) (@) < fa(2)

olur. f = (fi, f2), X tizerinde ekstremal fonksiyon ¢ifti oldugu icin Ry (f) = f1 ve Ra(f) =
f2 dir. Bu ise R nin ¢,(X) lizerinde birim doniisiim ve H = ¢,(X) olmasint gerektirir. O
halde ¢,(X) in, X i igeren g-hiperkonveks hi¢bir alt kiimesi yoktur.

Simdi €,(X) in izometriye gore tek oldugunu gosterelim: H, X i alt uzay olarak iceren ve

hicbir g-hiperkonveks alt uzaymin X i icermedi8i g-hiperkonveks bir 7j-metrikimsi uzay
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olsun. Her x € X i¢in i(e,(x)) = z ile tammhi i : ex(X) — H izometri doniigiimiiniin
¢ 1 €,(X) — H genislemeyen genislemesini géz Oniine alalim. Ayrica ¢ : H — ¢,(X)
geniglemeyen doniisiimii, i~! : X — ¢,(X) doniisiimiiniin geniglemesi olsun. Buradan
P o¢ : e(X) = €(X) genislemeyen doniisiimii, ey (X) tizerindeki birim doniisiimiin
geniglemesidir. Boylece v o ¢, ¢,(X) ilizerindeki birim doniigiimdiir. Diger yandan ¢ ve v
geniglemeyen doniisiimler oldugundan ¢ izometridir. O halde ¢(¢,(X)), H nin X i iceren
g-hiperkonveks alt uzayidir. H nin tanimindan ¢(e, (X)) = H dir ve boylece ¢ ortendir. O
halde ¢,(X) ve H izometriktir. []

5. SONUC

Bu calismada oOncelikle, topoloji literatiiriinde tarihi uzun yillara dayanan konvekslik
teorisinin metrik uzaylara 6zgii 6zel bir tiirii olarak tanimlanan hiperkonvekslik teorisi ve
metrik uzaylar i¢in tanimlanan hiperkonveks kabuk kavrami detaylariyla incelenerek, bazi

onemli ve kullanigh 6zellikleri sunulmustur.

Deginilen bu yapilar1 takiben ise, hiperkonvekslik teorisinin Asimetrik (Simetrisiz)
Topolojide yer alan 7j-metrikimsi uzaylar cercevesinde uygun ve dogal bir genellestirmesi
ele alinmisti. Bu genellestirme, 7y-metrikimsi uzaylar ve genislemeyen doniisiimlerin
olusturdugu kategori igerisinde son yillarda popiiler olarak ¢alisilan “q-hiperkonvekslik ”
adi altinda, tezin ana fikrini olusturan temel konu olarak calisilmistir. Ayrica bu ¢ercevede,
Th-metrikimsi uzaylar i¢in g-hiperkonveks kabuk kavrami ele alinarak, cesitli 6zellikleri ve

karakterizasyonlarina yer verilmistir.

Ilgili alanda ©nemli bir ¢aligma sorusu olarak; 7T,- metrikimsilere uygun Takahashi ve
diger konvekslik tiirleri ile g-hiperkonveksligin, ayrica konveks kabuklar ile g-hiperkonveks
kabuklarin arasinda yeni iligkiler bulunmasi ileriye doniik problemler arasinda yer

almaktadir.

Tiirkiye‘de, hiperkonveks uzaylarin asimetrik topolojide karsilig1 olan g-hiperkonvekslik

teorisi cercevesinde detayli hazirlanmis ilk kaynak olan bu tez calismasinda ele
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alinan kavramlar, teoremler ve sonuglarin, 6zellikle Asimetrik Topoloji literatiiriine ve

alandaki arastirmacilara matematiksel yonden yeni bir bakis acis1 ve katki kazandiracagi

diistiniilmektedir.
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