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Bu tez galigmasi yedi boliimden olusmaktadir.

[Ik bolim giris kismma ayrilmstir. Ikinci bdliimde, temel tanimlar ve teoremler
verilmistir. Uglincii boliimde, istatistiksel yakinsakhkla ilgili bilgiler verilmistir.
Dordiincii bolimde, n-normlu uzaylarda yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve A-
istatistiksel yakimsaklik kavramlar1 aciklanmistir. Besinci boliimde, ¢ift dizilerde
yakinsaklik, istatistiksel yakimnsaklik ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlar
aciklanmistir. Altinci boliimde, fuzzy normlu uzaylarda yakinsaklik, istatistiksel
yakinsaklik ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 agiklanmustir. Yedinci boliimde,

daha onceki boliimlerde agiklanan bilgiler yardimiyla sonuglara ulasilmastir.
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This thesis consists of seven chapters.

The first chapter is devoted to the introduction. In chapter two, basic definitions and
theorems are given. In chapter three, information on statistical convergence is given. In
chapter four, convergence in n-normed spaces, statistical convergence and A-statistical
convergence are explained. In chapter five, convergence in double sequences, statistical
convergence and A-statistical convergence are explained. In chapter six, convergence in
fuzzy normed spaces, statistical convergence and A-statistical convergence are explained.
In chapter seven, The results were obtained with the help of the information explained in

the previous sections.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

x = (xjk) Reel sayilarn bir ¢ift dizisi

& . 1D Normlu uzay

| n-norm fonksiyonu

Xy D n -normlu uzay

S Istatistiksel yakimsak diziler kiimesi
S; A- Istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
6(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

6, (K) K kiimesinin ¢ift dogal yogunlugu

P —lim Pringsheim limit

L(R) Fuzzy say1 kiimesi

(C,1) Cesaro toplanabilme

[C, 1] rnn Fuzzy n-norma toplanabilirlerin kiimesi
st — limx;, (x) dizisinin istatistiksel limiti

sty — limxjy (xji.) dizisinin istatistiksel limiti
Kisaltmalar

h.h.k. Hemen hemen her k




1.GIRIS

Yakmsaklik kavrami, Analiz ve Fonksiyonel Analizin temelini olusturmaktadir.
Yakimsaklik kavramindan daha genel kavram olan istatistiksel yakinsaklik kavraminin
toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde biiylik oneme sahip oldugu bir¢ok
arastirmaci tarafindan yapilan ¢aligmalarda gdsterilmistir. Bu kavramlarin Fuzzy normlu
uzaylarda c¢aligmalar1 giin gectikge 6nem kazanmaktadir. Bu ¢alisma klasik n-normlu
uzaylarda yapilan ¢alismalarin fuzzy n-normlu uzaylarda yapilabilecegini gostermek ve
bundan sonra yapilacak ¢aligmalara yol gostermesi agisindan dnemlidir. Bu ¢alismadaki
temel amacimiz; daha 6nce n-normlu uzaylarda cift reel say1 dizileri i¢in ¢alisilmis olan
istatistiksel yakmsaklik ve Fuzzy normlu uzaylarda verilen ¢ift dizilerin A -Istatistiksel
yakinsaklik kavramlarmi Fuzzy n-normlu uzaylara uygulamaktir. Bu baglamda, daha
once verilmis olan ¢ift diziler i¢cin klasik ve Fuzzy normda tanimlanmis yakinsaklik,
istatistiksel yakinsaklik ve A-Istatistiksel yakmsaklik tamimlarini, bu yakinsakliklarin
kendilerine 6zgii olan 6zelliklerini ve aralarindaki iliskileri yeniden ele alarak, Fuzzy n-
normlu uzaylarda verilen ¢ift diziler icin A-Istatistiksel yakmsaklik tanimini vermek ve

bu yeni tanimlar ile ilgili 6zellikleri ispatlamak amaglanmaktadir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde kullanilacak olan 6nemli kavramlar ve tanimlar verilmistir.

2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1 (Metrik ve Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime ve d: X X X — R bir

fonksiyon olsun. V x,y,z € X igin;
M1.d(x,x) =0,
M2.d(x,y) = d(y,x),
M3.d(x,z) < d(x,y) + d(y,2)

yukaridaki sartlar saglaniyorsa, d fonksiyonuna X iizerinde yar1 metrik fonksiyonu ve

(X, d) ikilisine de yar1 metrik uzay denir.
Burada,
M1l.d(x,x) =0
sart1 yerine
M1D)'d(x,y) =0 x=y
sartin1 alinirsa d fonksiyonuna metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine metrik uzay denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam metrik
uzay veya Frechet uzay denir (Maddox 1988).

Bu ¢alismada, R reel uzayi iizerinde

d(x,y) =[x —yl

seklinde tanimlanan aligilmis mutlak deger metrigi dikkate alimmistir. Burada R yerine C

kompleks sayilarm cismi de alinabilir.



Tanmim 2.1.2 Bir (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik uzaya
tam metrik uzay denir (Kreyszig 1978).

Tamm 2.1.3 (Dizi Uzay1) Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzaymin bostan

farkli her alt vektor uzaymna dizi uzayi denir.

{ o, C1,Coy, £1 dizi uzaylari sirastyla sinirly, yakimsak, sifira yakmsak ve mutlak yakinsak

seri olusturan dizilerin uzayidir (Choudhary 1989).

Tamm 2.1.4 (X,d) bir metrik uzay ve N dogal sayilar kiimesi olsun. Hern € N i¢in
f(n) = x,, € X olmak tizere f:N — X seklindeki her fonksiyona X metrik uzayinda
tanimli bir dizi denir ve (x,,),.en Veya (x,) seklinde gosterilir (Yildiz 2005).

Tamim 2.1.5 N dogal sayilar kiimesi ve X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere

FINXN - X

(j; k) - xjk

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna cift dizi veya ¢ift indisli dizi denir (Burkill 1980) .

Tanmm 2.6 ( Yar1 Norm ve Norm ) X bir lineer uzay ve ||.|| : X = R bir fonksiyon

olmak tizere, her x,y € X ve her a € C igin

N1. ||x]| = 0,
N2. ||6]| = o,
N3. |lax|| = |alllx]|,

N4.[[x + yll < llxIl + |yl



sartlar1 saglaniyorsa, ||. || fonksiyonuna X tizerinde bir yar1 norm ve (X, ||. ||) ikilisine bir

yar1 normlu uzay denir. (N2) sart1 yerine,
(N2)'|lx|=0=x =6

Sart1 saglanir ise, ||.|| yar1 normuna bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de bir normlu uzay

denir.

Bir (X, ||.]]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsaksa uzayina tam normlu uzay

veya Banach uzay1 denir (Maddox 1988).

Tamm 2.1.7 (x,,), (X, ||. ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her n igin ||x, || < K olacak

sekilde bir K > 0 sayis1 var ise, (x,,) dizisine bir sinirli dizi denir.

n - oo i¢in ||x, — x|| = 0 olacak sekilde bir x vektorii var ise (yani, V € > 0 igin n = n,
oldugunda ||x,, — x|| < € olacak sekilde bir n, sayisi var ise) (x,,) dizisi x e yakinsaktir

denir. Bu x vektorii ise (x,) dizisi tarafindan bir tek olarak belirtilir.

m,n — oo iken ||x,, — x,|| = 0 ise ('yani, verilen her € > 0 i¢in m, n > ny oldugundan
[ — x|l < € olacak sekilde bir n, sayisi var ise ) (x,) dizisine Cauchy dizisi denir
(Bayraktar 2006).



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, istatistiksel yakinsaklik tanimlari verilmistir. Tek dizilerin istatistiksel
yakinsaklik kavramu ilk olarak Fast (Fast 1951) tarafindan takdim edilmistir. Matematigin
bircok dalinda, 6rnegin, Fourier analizi, Banach uzaylari, Sayilar teorisi, Ol¢iim teorisi,
Istatistiksel yakinsama kavramu iizerinde ¢alismalar yapilmistir. Connor (Connor 1988),
Salat (Salat 1980), Fridy (Fridy 1985), Colak (Colak 2011), Ciar (Cmar 2013) ve

digerleri toplanabilirlik teorisinde istatistiksel yakinsama kavramini incelemislerdir.

3.1 istatistiksel Yakinsaklhik

Tanmim 3.1.1 ( Dogal Yogunluk ) K c N olmak {izere bir K kiimesinin dogal yogunlugu,

nl

K
U0 =

1
= lim—|{k <n:k € K}|
n—-ocon

seklinde tanimlanir. Burada{k < n : k € K} ifadesi K kiimesinin n den biiyiik olmayan
elemanlarinin sayismi gostermektedir (Niven 1951).

Eger 6( K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir. Simdi dogal yogunlukla
ilgili baz1 6zellik ve 6rnekler verelim:

1) K < N sonlu ise

§(K) = 0dr.
2) K =Nise
§(K) === 1dr.
(1) ve (2) den bir K c N igin;
0 < (K) < 1d.

AK={2n+1: neN}=T ise

_ 1
§(1) =lmo>—==5




olur.

4)K = {2n: ne N} = Cise

2 1
6(C) = lim— =

now2n 2
olur.
5)K = {n?: n€ N}ise
B00) = Jim 23 = 0
olur.
6) K; N K, = @ ise
S(KyUK,) —6(Ky NK,) = 8(Ky) + 8(K,)
olur.
7K, € K, ise
§(Ky) < 8(K>)
olur.
8) K; € K ise

§(Ky) =1—8(N /K)dr.

Tamim 3.1.2 (istatistiksel Yakinsaklik) Reel sayilarm bir x = (x,)ney dizisi igin

e > 0 olmak iizere,
S ({neN: |x,— Ll =¢}) =0

ise, x = (x,) dizisi L € R sayisina istatistiksel yakimsaktir denir (Fast 1951).
[statistiksel yakmsak dizilerin uzay: S ile gosterilir. Burada 6zel olarak L = 0 ise x =
(x;) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakmsak sifir dizilerinin kiimesi

Sy ile gosterilir. Buna gore;



1
S = {x = (Xk)llmgl{k <n |Xk —Ll > g}l = 0}
n
ve

1
So = {x = (xk):limgl{k <n:lxg| =€} = 0}
n

seklinde tanimlidir.
Acikga goriilecegi lizere yakimsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx;, = L ise

S — limx,, = L’dir, fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

N _{1, k=m?m=1,2
K 0, k #m?

seklinde tanimlanmig x = (x;,) dizisini goz Oniine alalm. V & > 0 igin;
I{k < n: x| = &}l < |[{k < n:x, # 0} < V|

oldugundan

1 n
lim—|{k < x;, # 0}] < lim£ =0
nn n n

elde edilir. Bu ise S — limx, = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak (x)) yakinsak degildir.
Ayrica istatistiksel yakinsak bir dizi sinirli olmak zorunda degildir. Yani [, ve S uzaylar1

birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir. Gergekten,

X :{\/E, k=m?m=1,2
k 0, k +#m?

(1,0,1,0, ...) dizisi smrhdir, ancak istatistiksel yakinsak degildir. Bir dizi istatistiksel

yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani

S - llmxk = Ll ve S - llmxk == L2 |Se Ll == LZ dlI'.



1, k =n?

0, digerdurumlarda dizisini gdz Oniine alalim. Bu durumda,

Ornek 3.1.3 x; = {

xx = {1,0,0,1,0,0,0,0,1} olup,

K, ={k:|x, — 1| = &} = {k:|x), — 0| = &} = {k: k = n?}

5(K,) = lim — =0

1 =
n—-oo TLZ

oldugunda, st — limx = 0 elde edilir.

1,k =n3n=1.23..

Ornek 3.1.4 x;, = {0’ digerdurumlarda

dizisini g6z Oniine alalim . Bu durumda,

x =1{1,1,1,1,1,1,1,1,8, ... }
olup,

K, ={k:|x;, — 1| = &} = {k: k = n3}

n
6(K8) = glm 3= 0

—-ooNn

oldugunda, st — limx = 1 elde edilir.

Ornek 3.1.5 X, = {_1' k tek ise

1, kciftise

dizisinin yogunlugu 0 olmadigindan dolay istatistiksel yakinsak degildir.



Onerme 3.1.6 Yaknsak olan her dizi istatistiksel yakimsaktir. Bu énermenin karsit1 ise
her zaman dogru degildir. Yani, istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda

degildir.

Tamim 3.1.7 (Istatistiksel Cauchy Dizisi) x = (x;) dizisini ele alalim. Her € > 0 igin,

h.h.k. igin |x;, — xy| < €,

S({k:lxy —xyl >} =0

1
lim —|{k < n:|x, —xy| =€} =0
n-on

olacak sekilde bir N = N(¢) varsa x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
(Fridy 1985).

Teorem 3.1.8 Bir x = (x;) dizisi i¢in asagidaki onermeler denktir:
I. x dizisi istatistiksel yakinsaktir.
ii. x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii. h.h.k i¢in x), = y, olacak sekilde yakinsak bir y = (y,,) dizisi vardir (Fridy
1985).

3.2 A-istatistiksel Yakinsaklik

Tanmim 3.2.1 1 = (4,,) pozitif sayilarin o a giden azalmayan bir dizisi olsun 6yle ki
/‘{m+1 < /1m + 1,/11 = 1
dir. Bu A dizilerinin koleksiyonu A ile gosterilecektir.

Genellestirilmis de la Vallié-Poussin ortalamasi, I, = [m — 4, + 1,m] olmak iizere

tn(x) = % Z Xk

kElm

ile tanimlanir.



Tanim 3.2.2 x = (x;) dizisi eger, m — oo iken
t,(x) > 1
ise bir [ sayisma (V,A) toplanabilirdir denir.
Eger, A,, = m se, 0 zaman (V, 1) toplanabilirlik, (C, 1) toplanabilirlige indirgenir.

x = (x) dizisinin kiimeleri i¢in

m
1
[C,A] ={x = (x4):3L €R, lim —lek -1 = 0}
m—>oomk=1

ve

m
1
[V,A] = {x = (x):3L € R, lim —z e — 1] = 0
m—c A,

k€L,

yazabiliriz 6yleki x = (xj) dizileri kuvvetli Cesiaro toplanabilir ve [ ye kuvvetli (V, 1)

toplanabilirdir. Yani sirasiyla,

[C1] [V,A]
(xx) — lve (x) — 1

dir (Leindler 1965).

Tamm 3.2.3 x = (x;) dizisi kompleks say1 dizisi olsun. V & > 0 i¢in
1
lim A_l{k ElLy:|xpy—1l=€e}=0

m-—oo m

ise x = (x;)dizisil ye A istatistiksel yakinsaktir veya [ ye S, -yakinsaktir denir.

10



Bu durumda S; — lim,, = [ veya(xy) 5—A>l
ve

Sp={x = (x):3l € R,S; —lim, = 1}
yazilabilir.

Am = mise, S; nin S ile ayn1 oldugu agiktir (Mursaleen 2000).

11



4. n-NORMLU UZAYLAR

Bu boliimde, Gunawan (Gunawan 2000), Reddy (Reddy 2010), Hazarika ve Savas
(Hazarika 2013) tarafindan tizerinde galisilmis olan n-normlu uzaylarda istatistiksel

yakimsaklik ve istatistiksel Cauchy dizisi ile ilgili tanim, teorem ve 6zellikler verilmistir.

4.1 n-Normlu Uzaylarda Yakinsakhk

Tamm 4.1.1 (n-normlu uzay) n > 1ve X, d = n boyutlu bir vektdr uzayi olsun. (Burada

d sonsuz olabilir.)

D) llxq, o, x5l = 0 & x4, ..., x,, lineer bagimli,

(2) llxy, ..., xp |l x4, ..., x5, in her permiitasyon altinda degismeyen,
(3) Va € Riigin ||xq, ..., X1, ax,||=]allxq, o) xp—1, X0l

() llxxy, oo, X1, ¥ + 2l < 2, oo, Xy, YU+ 1%, -, X021, 2

sartlarini saglayan X™ de tanimli reel degerli ||. , ..., .|| fonksiyonuna X iizerinde bir n -

norm denir ve (X, ||. , ..., .l|) ikilisine n -normlu uzay denir (Gunawan 2000).

Ornek 4.1.2 Vi =1, ...,ni¢in x; = (X, ..., X;,) € R™ olmak iizere;

”xll ey xn”E =

X110 Xin

Xn1 " Xan

bir norm belirtir. (Burada alt indis E ile Oklid kastedilmistir.)

@) llxq, ooy xpllg = =0 x4, ..., Xp, lineer bagimlidir.

X117 Xin

Xn1 " Xan

) gy ooy Xp—q, Xpllg = N1%q, ooy X0, X1 llg = ...
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axy1 0 AXqp X110 Xin
(3) =q| oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte her iki tarafin
Xn1 Xnn Xn1 " Xan
mutlak degeri alinirsa,
axip ot AXqp X117t Xn
det| : = |a| | |det esitligi elde edilir. Bu ise;
Xn1 Xnn Xn1 " Xnn

1, ..., axy llg = |l |lxq, ..., x, || demektir.

(4) n X n tipindeki A ve B matrislerinin toplammin determinant1 genellikle A ve B’nin
determinantlar1 toplam1 degildir. Bu asamada en iyi sonug¢ olarak sunu verebiliriz: Eger

A,B ve C’nin k’mc1 satir1 A ve B’nin k’1inc1 satirlarin toplami ise bu durumda,;
det(C) = det(A4) + det(B) olur (Hill 2002).
Bu durumda;

11, o) X1, Vo + Znllg < X1, oo X1, Yullg + x4, o X021, Zn Mg

dir. Dolayisiyla,

X110 Xin
|xq, ..., x,llg = |det] : :
Xn1 " Xan
bir n -normdur.
Tanim 4.1.3 x(k), (X, ||. , ..., .||) n-normlu uzaymnda bir dizi ve x € X olsun. Eger;

VX1, e Xn_q1 € X igin,

lim [|xy, ..., Xp_q, x(k) — x|l =0
k— oo

ise x(k) dizisi x noktasina yakmsiyor denir. n-normlu uzayda tanimlanan bu

yakisamaya n-norma goére yakinsama denir (Gunawan 2000).
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Tamm 4.1.4 x(k), (X, ||. , ..., .||) n-normlu uzayinda bir dizi olsun. Vx4, ..., x,_; € X

icin,
Jim ey, e, g, 200 = 2D = 0

ise bu x (k) dizisine n-norma gére Cauchy dizisi denir. Eger X uzayinda her Cauchy dizisi
bir x € X noktasina yakinsak ise, X uzayina n-norma gore tamdir denir. n-normlu bir tam

uzaya n-Banach uzay denir (Gunawan 2000).

4.2 n-Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik

Tamm 4.2.1 {x,.}, (X, || -, ...,” ||) n-normlu uzayinda bir dizi olsun. Her £ > 0 ve X de

sifirdan farkli her bir z,, ..., z, € X i¢in
{ke N:llx,— L,z ..,z Il = &}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, {x,} dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir, denir.

Baska bir degisle, X de sifirdan farkli her z,, z3, ..., z, € X i¢in

1

Ilim El{k: llxx — L, 25, 23, ..., Zy|| = €} =0

ise {x;.}, X,Il-,....,II) n-normlu uzayda L ye istatistiksel yakinsaktir. Demek ki her

Zy,2Z3, ., Zy € X i¢iN,
| x, — L, 25,23, ...,2, | < € (h.hk. igin,)
dir. Bu durumda,

st — lim||xy, 25, Z3, ..., Z, || = ||L, Z5, 3, ..., Z, ||
k— oo

yazilabilir.
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Uyan 4.2.2 {x;}, X' de herhangi bir dizi ve L, X in herhangi bir elemaniysa 0 zaman,

i = 2,3, ,nicinegerz; = 0 (0 vektor) ise
Il x —L,25,23, ...,z = 0 £ ¢
oldugundan dolay1
{k € N:llxy— L zy,23,..,2y | = € V2y,25,...,2, € Xicin}= 0
kiimedir. Boylece, yukaridaki kiime bostur.

Eger (X,]|-,..., -|I) n-normlu uzayda bir dizi yakinsak ise, herhangi sonlu kiimenin
dogal yogunlugu 0 oldugundan dolay1, bu dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Bu

iddianin aksi genelde dogru degildir. Asagidaki 6rnekte bu durum goriilebilir.

Ornek4.23X = R™ Vi = 1,2,---,nicin
x; = (X1, Xin) ER"
olmak iizere,

X110 Xin

%1, %5, .0, X5 |l = |det(x;)| = abs(

Xn1 " Xan

formiilii ile n-normla donatilmis olsun.

X, -,..., - 1) n-normlu uzayda,

(1,1,...1,k),k=m?>meN

k-1
(1,1, w1,

X, =
k —) ,diger durumlarda

ile {x,} dizisini tanimlayalim.

L=(@QQ21,..,1,1)vei = 2,3,-,niginz; = (2;4,, Zjp) alalim. Eger, i = 2,3,:-,n

icin z; = 0 1ise, 0 zaman Vz,, z3, -+, z, € X i¢in
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K ={k € N:llxy,— Lzy2z3,,2, I=€}=10

dir. Boylece, §(K) = 0olur. Budurumda, i = 2,3,---,n i¢in z;; # 0 elde edilir. Her

e> 0ve zy,23,+,2Z, € X igin,

det(z;
{k € N: k+ m?%m S%,i= 2,3,---,n}

bir sonlu kiimedir, boylece

{k € N: " xk_ LJZ21Z31”'1Z1’1 ”28}

&
= k EN: k=m2,m2 (—+1)ll’= 2131”'171
\/|d€t(zi1)|

U{sonlu kiime}

olur. Bu durumda, X te her z,, z3, -+, z, € X igin

1
El{k € N: ”xk - L,ZZ,Zg,"',Zn” 2 S}l

1 €
= — : = 2 > S [ = — — =
2 ke N:k=m*m _\/(Idet(zl-l)l-l_l)'L 2,3,-,n—1 | lk 0

elde edilir. Boylece, Ve > 0 ve z,,23,:+, 2, € X i¢in
S{k € N: lx,— L,zy,23,,2, I =€}) =0

elde edilir ki bu

St — llm " xk,Zz,Z3,"';Zn ” = ” LJZZFZ?)F...FZn”
k—oo

anlamina gelir. Ancak {x,} dizisi L ye yakinsak degildir.
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Ornek 4.2.4 n-normlu (X, -, ..., - ||) uzayinda {x,} dizisini

= {(0,0, ..,0,n), k=m?meN
7 (0,0, ...,0,0), diger durumlarda

ile tanimlayallm ve L = (0,0, - 0,0) ve z; = (zj4, ", Zin) tanimlayalim. Bu durumda,

Ve > 0Vezy, 23,2z, € X igin
{k € N: llxy— L, 2,23, ,2, I =€} c{1,49/16,..,k? ..}
dir. Ve > 0ve z,,23,:+,2z, € X i¢gin
Sk € N: lxy,— L,zy,23,+,2, I =€}) =0
elde ederiz. Bu

st — lim || xg, 25, 23,+,2, | = || L, 25,235, , Z,||
k—oo

olmasini gerektirir. Ancak {x,} dizisi L ye yakinsak degildir.

Istatistiksel yakimsak bir dizinin smirl olmas1 gerekmez.

Tamm 4.2.5 n-normlu (X, || -, ..., *||) uzayda bir {x,} dizisi, eger Ve > 0 ve her

sifirdan farkli z,, z5, -+, 2z, € X iginbir N = N(g, 2y, z3,***, Z,) sayis1 vardir dyle ki
Sk € N: l x), —xN,22, 23, , 2, 1= €} =0

yani, her sifirdan farkh z,, z3, .-+, z,, € X i¢inll x, — xy, 23,23, , 2, | < € , h.hki¢in

ise, X de istatistiksel Cauchy dizisidir, denir.

4.3 n-Normlu Uzaylarda A-Istatistiksel Yakinsaklik

Tamm 4.3.1 1 = (4,,) pozitif sayilarin co a giden azalmayan bir dizisi olsun dyle ki
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/’1m+1 S /1m + 1,/11 == 1
dir. Bu 4 dizilerinin koleksiyonu A ile gosterilecektir.

Genellestirilmis de la Vallié Poussin ortalamasi, I, = [m — 4,, + 1,m] olmak iizere

tn(x) = % Z Xk

k€L,

ile tanimlanir.

Tanmim 4.3.2 x = (x;,) dizisi eger, m — oo iken
tm(x) = 1
ise bir [ sayisma (V, A) toplanabilirdir, denir.

Eger, A,, = m ise, 0zaman (V, A) toplanabilirlik, (C, 1) toplanabilirlige indirgenir. x =

(xy) dizisinin kiimeleri i¢in
1 m
[C,A] ={x = (x4):3L ER, lim —lek -1 = Ol
e

ve

m
1
[V,A] =<x = (x):3l €R, lim —Z lx, =1 =0
m—oo 1

k€l

yazilabilir. Oyle ki x = (x;,) dizileri kuvvetli Cesiaro toplanabilir ve [ ye kuvvetli (V, 1)

toplanabilirdir. Yani sirasi ile,

Cc1 V,A
0 Bive () Y51

dir (Leindler 1965).

Tanmm 4.3.3 x = (x) dizisi kompleks say1 dizisi olmak iizere Ve > 0 i¢in
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1
lim —|{k €l |x,— 1| =€} =0
m—)ooAm

ise x = (x) dizisi [ ye A istatistiksel yakmsaktir veya [ ye S, -yakinsaktir denir.

Bu durumda,
S;—=lim, =1
veya
() 31
ve
Sy =1{x = (x):3l € R,S; —lim, = 1}
yazabiliriz.

An = mise, 0 halde S; nin S ile ayn1 oldugu agiktir (Mursaleen 2000).

S™ (X) ile n-normlu X uzayinda istatistiksel yakisak dizilerin kiimesi gdsterilir.

Tanm 4.3.4 n-normlu (X, || -, ..., - ||) uzayindakibir x = (x;) dizisi i¢gin, Ve > 0

ve Vz,,23,**,Z,_1 € X olmak lizere

1
lim — |{k € I,:|lx, — L, z5,23,-+, 2,1 € X|| =€} =0
mooo A

ise n-norma gore A — istatistiksel yakinsak veya | € X ye S, —yakinsaktir, denir. Bu

durumda

nN
SV —limx = lveya (x,) 25 1

ve
SIN(X) = {x = (x;) : AL € R, SN — limx = 1}
olarak yazilabilir.

n-normlu X uzayinda A istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S (X) ile gosterilir.
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Tanim 4.3.5 n-normlu bir (X, || -, ..., -|]) uzayinda bir x = (x;) dizisi igin, eger
m — o ikenty,(x) = [
ise [ € X e n-norma gore (V, 1)-toplanabilirdir denir.

Am = m ise, 0 halde n-norma gore, (V,2)-toplanabilirlik, (C,1) —toplanabilirlige

indirgenir. X-degerli x = (x;) dizilerinin kiimeleri i¢in
1 m
[C, A]™M(X) ={x = (x;):3L € R, lim Elexk — 175,23, , 211l = 0
m—oo
k=1

ve

m
1
[V) A]HN(X) =3X = (xk): al € Rl hm ”xk i 1122)231'“1271—1” = 0
e, 2 :

k€l

yazilabilir 6yle ki x = (x) dizileri n-norma gére [ ye kuvvetli Cesiaro toplanabilir ve

(V, 2)-kuvvetli toplanabilirdir ve sirasiyla

[C, 1] nN [V,;l] nN
(x) — Lve (x) —

elde edilir.
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5. CIFT DIZILERDE YAKINSAKLIK

Cift diziler tizerinde ilk ¢alisma Bromwich (Bromwich 1908) tarafindan yapilmistir. Daha
sonra Hardy (Hardy 1917), Moricz (Moricz 1991), Moricz ve Rhoades (Moricz 1988),
Tripathy (Tripathy 2004) tarafindan ve diger pek cok matematikei tarafindan ¢aligilmustir.
Pringsheim 1900 yilinda ¢ift dizilerin yakmsaklik kavramini vermistir. Mursaleen ve
Edely (Edely 2003) ile Moéricz (Moéricz 2003) birbirlerinden bagimsiz olarak istatistiksel

yakinsaklik kavramini ¢ift dizilere genisletmislerdir.

5.1 Cift Dizilerde Yakinsakhik

Tamm 5.1.1  x = (x,,,,,) reel veya kompleks sayilarin bir ¢ift dizisi olsun. Verilen

V ¢ > 0 i¢in, m,n > N oldugundan,

Xmn — L| < €

olacak sekilde bir N dogal sayis1 bulunabiliyor ise, x = (x,,,) dizisi L sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir. L sayisina da x = (x,,,,) dizisinin Pringsheim
limiti denir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir diziye ise kisaca yakinsak ¢ift dizi denilir

ve

lim x,,, =L veyax,,, = L
m,n—co

seklinde gosterilir (Pringsheim 1900).

Ornek 5.1.2 x = (xp,) = ( ) ¢ift dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak degildir.

m+n+1

Gergektende, verilen V & > 0 sayisi i¢in yeterince bityilk m, n(m = n) € N sayilari ele

alindiginda
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1
P

|xmn - 2

olacaktir. Fakat n = 2m olacak sekilde yeterince biiyiik m, n € N sayilar1 ele alindiginda
ise

2

|an - §| <¢g

olur. O halde x = (x,,,,) dizisi yakinsak degildir.

Tamm 5.1.3 x = (x,,,,,) bir ¢ift dizi olmak lizere

sup |xmn| <
m,nz0

oluyorsa, x dizisine sinirlidir denir (Moricz 1991).

Yakimsak olan bir ¢ift dizi sinirli olmak zorunda degildir. Asagidaki 6rnekte bu

goriiliir.

Ornek 5.1.4 x = (x,,,,) ¢ift dizisi asagidaki gibi tanimlansm.

( n , m = 0ise
| m , n = 0ise
1 .
xmn:{ T n=mz=1ise
I
k 0 , diger durumlarda

Bu dizi sinirlt olmamasina ragmen 0 noktasina yakinsaktir.

Tanim 5.1.5 x = (x,;,,,) ¢ift dizi olmak {izere verilen herhangi € > 0 sayis1 igin,

m,n,p,q > N oldugunda

|an - qu| <¢g
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oluyorsa x = (x,,,,) dizisine Cauchy dizisi denir (Pringsheim 1897).

Teorem 5.1.6 x = (xp,y) cift dizi olmak tizere x = (X,,,,,) dizisinin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul bu dizinin Cauchy dizisi olmasidir (Habil 2005).

5.2 Cift Dizilerde Istatistiksel Yakinsakhk

Tanim 5.2.1 x = (xjk) reel veya kompleks sayilarin bir ¢ift dizisi olsun. Verilen her bir

€ > 0 sayis1 i¢in

{G,10): |xj — L| = €}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, yani

ml,‘li’LrLloo (m+1Dn+ 1)|{(j,k):j <mvek<n: |xjk —L|=e}|=0

ise, x = (xjk) cift dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu ise

st
st, — limxj, = L veya xj, - L

seklinde gosterilir (Mursaleen 2003).

Not5.22x = (xjk) reel veya kompleks sayilarin bir ¢ift dizisi olsun.
a) Egerx = (xjk), L sayisina yakinsak ise o zaman x = (xjk) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir.
b) Egerx = (xjk), L sayisina istatistiksel yakinsak ise L tektir.
C) x= (xjk) istatistiksel yakinsak ise yakinsak olmasmna gerek yoktur. Smirh

olmasina da gerek yoktur.
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Simdi c) ifadesine 6rnek verelim.
Ornek 5.2.3 x = (x;; ) dizisi

o {j, j tam kare, her k igin
Yk =12,  diger durumlarda

olacak sekilde tanimlansmn. x = (xjk) cift dizisi yakimsak degildir ve sinirlt da degildir.

Ancak 2 noktasma istatistiksel yakinsaktir. Clinkii burada verilen V & > 0 sayisi igin;

1 o . (Vm+1)(n+1)
(m+1)(n+1)|{(]’k):] <mvek<n: |x]-k—2| > e}l < mtDmt D

oldugundan dizinin 2 haricindeki elemanlarinin yogunlugu 0 dir.

Teorem 5.2.4 x = (xjk) cift reel say1 dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter sart
K={(,k) SNxN:j,k=1,23..},6,(K) =1
ve
lim Xjx =L

jlk_)m’ (jlk)EK

olacak sekilde K € N x N alt kiimesi var olmasidir (Mursaleen 2003).

Tanmm 5.2.5x = (xjk) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. Verilen her € > 0 sayisina karsilik

herj,p = N,k,q = M igin,
5 {G,k):j<mvek<n: |xjk—qu| >e})=0

olacak sekilde N = N(¢) , M = M (&) sayilari varsa dizisine x = (xjk) istatistiksel

Cauchy dizisi denir.
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Teorem 5.2.6 x = (xj.) reel degerli bir cift dizi olsun. Bir x = (x;,) ¢ift dizisinin
istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = (xjk) ¢ift dizisinin istatistiksel

Cauchy dizisi olmasidir (Mursaleen 2003).

Teorem 5.2.7 Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
a) x = (xjk) cift dizisi L noktasia istatistiksel yakinsaktir.
b) x = (x;) cift dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.
C) x= (xjk) cift dizisinin bir y = (y]-mkn) alt dizisi vardir dyle Ki limy; , =L
dir.

5.3 Cift Dizilerde A-Istatistiksel Yakinsakhk

Tanmm 5.3.1 x = (x;) ¢ift dizisi olsun. V & > 0 i¢in

P— lim —[{(k,DEL, X :|x—Ll =€} =0

m,r—oo Amr

ise x = (xy,) dizisi X de A —istatistiksel yakinsaktir veya L € X icin S —yakimsaktir

denir.

SZ
Bu durumda, x;; - L veya x;, — L(S7) veya S — lim x; = L yazilir.
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6. FUZZY NORMLU UZAYLAR

Fuzzy sayilar dizisinin olagan yakinsama kavrami ilk olarak Matloka (Matloka 1986)
tarafindan tanitild1 ve fuzzy say1 dizileri i¢cin baz1 temel teoremleri kanitlandi. Altinok ve
ark (Altinok 2004) ve bircogu fuzzy sayilarinin istatistiksel yakinsakligi {izerine
caligmislardir. Mohiuddine ve digerleri (Mohiuddine 2012) fuzzy normlu uzaylarda ¢ift
dizilerin istatistiksel yakinsamasini inceledi. Son olarak Tiirkmen ve Cmar (Tirkmen

2018) fuzzy normlu lineer uzaylarda istatistiksel yakinsama iizerinde ¢alismislardir.

6.1 Fuzzy Sayillarinda Yakinsakhk

Tamim 6.1.1 X kiimesinin bir fuzzy alt kiimesi u: X — [0, 1] seklinde tanimlanan baz1
fonksiyonlar igin X X [0, 1]‘in bos olmayan {(x, u(x)): x € X} seklinde bir alt kiimesidir.

Cogu zaman u fonksiyonunun kendisi fuzzy kiimeleri i¢in kullanilir.

R ‘de bir u fuzzy kiimesi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bir fuzzy sayisi olarak kabul
edilir:
i)  u bir normaldir. Yani, 6yle bir x, € R vardir ki u(x,) = 1;
i) u bir fuzzy konvekstir. Yani, x,y€R ve 0<1, uAx+ (1 —-21)y) =
min[u(x), u(y)];

i) w st yar1 siireklidir;

iv)  [u]y = suppu = cl{x € R:u(x) > 0} kompakttir (Zadeh 1965).
L(R) tiim fuzzy sayilarmin kiimesi olsun. Eger t < 0 igin u € L(R) ve u(t) = 0 ise, 0
zaman u bir negatif olmayan fuzzy sayis1 olarak adlandirilir. Tiim negatif olmayan fuzzy
sayilart igin L*(R) gosterimi kullandik. Eger her bir a € [0, 1]i¢in u; = 0ise u € L*(R)
sdyleyebiliriz. Acikgas1 0 € L(R) elde ederiz. u € L(R) i¢in u’nun a diizeyi asagidaki

gibi tanimlanir:

(], = {{xe[R{:u(x) > a},Eger ae(0,1]
Wa = suppu, Egera =0

L(R) ilizerinde parcali mertebe < asagidaki gibi tanimlanir:
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Tim a € [0,1] i¢in egeruy < vy veul < v ise usv
L(R) X L(R) tizerinde taniml1 @,6, ve () aritmetik islemleri asagidaki gibidir,

(u® v)(t) =sup{u(s)Av(t—s)} teR
SER

(uOv)(t) =sup{u(s)Av(s—t)} teR
SER

uwOv)() = su}g{u(s) Av(t/s)} teR
s#0

(u @ v)(t) = sup{u(st) Av(s)} teR
SER

k € R* i¢in, t € R olmak iizere ku soyle tanimlanir:
ku(t) = u ;) ve Ou(t) = 0
a — dlzey i¢in bazi aritmetik islemler asagidaki gibi tanimlanir:

u,v € L(R) ve a € (0,1] olsun. [ u], = [ugz,ut] ve [ V] = [vg , vi] tanimlansin. O

zaman:
[u® v]e = [ug +vq ,ug +va]
[u© vy = [ug —vq ,ug — Ve

[u O v]e = [Ug-Va Uz Va]
~ 1 1.
[1Ou], = [ﬁ:ﬁ]ua >0
Her u,v € L(R) i¢in L(R) lizerinde supremum metrik asagidaki gibi tanimlanir:

D(u,v) = sup max{lug — vg |, lug —vg [}
0<as1

D, L(R) tizerinde bir metriktir ve (L(R), D ) tam bir metrik uzaydir.

Bir x = (x;) fuzzy say1 dizisi eger her bir € > 0 i¢cin k > k, olmak kosuluyla bir k,
pozitif tam sayis1 mevcut ve D(xy, xy) < € saglanirsa bu x = (x;) fuzzy say1 dizisi x,

fuzzy sayisina seviyeli olarak yakisiyor denir. Ayrica bir x = (x;,) fuzzy say1 dizisinde
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eger ]lim [Xk]a = [x0lz Ve Ilim [xk]a = [x0]% oluyor ise bu x = (x;) fuzzy say1 dizisi
seviyeli olarak x, ‘a yakmsar denir. Burada her bir a€(0,1) igin

[xk]a = [, (adal ve [xola = [(x0)z, (x0)z] dir [ (Bag 2008), (Diamondand
1994), (Kaleva 1984), (Mizumoto 1979)].

6.2 Fuzzy Sayilarinda Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 6.2.1 X = (X},) fuzzy sayilarinin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 igin
lim~|{k < n:d(X;, Xo) = €}l = 0
n

ise, X = (Xy) dizisi X, fuzzy sayiSina istatistiksel yakmsaktir denir ve S — lim X, = X,

yazilir.

Biitiin istatistiksel yakinsak fuzzy sayi dizilerinin kiimesi S(F) ile gosterilir. (Nuray
1995)

Ozel olarak X, = 0 alinirsa S(F) yerine Sy(F) yazilir. Ayrica sonlu bir kiimenin dogal
yogunlugu sifir oldugundan yakinsak bir fuzzy say1 dizisi istatistiksel yakmsaktir yani
c(F) c S(F)dir, ancak istatistiksel yakimsak bir fuzzy say1 dizisinin yakinsak olmasi

gerekmez.

Tanim 6.2.2 X = (X},) fuzzy sayilarinin bir dizisi olmak tizere her € > 0 i¢in
lim%l{k <ndX,X,) =¢c}=0
n

olacak sekilde bir m = m(e) sayis1 varsa, bu durum X = (X)) dizisine istatistiksel
Cauchy dizisi denir (Nuray 1995).
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6.3 Fuzzy Sayilarinda A-istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 631 X = (X;) bir fuzzy sayisiy1 dizisi ve (A =21,) €A olsun.

I, = [n — A, + 1,n] olmak lizere, eger her € > 0 i¢in
1
lim— |{kel,,: d(Xy,X,) = €}| =0
N

ise X = (X,) dizisi X, fuzzy sayisma A —istatistiksel yakimsaktir denir ve
S; — lim X, = X, ile gosterilir (Savas 2000).

Burada A = (4,) dizisi A,,; <A, +1 , A, =1 olacak sekildeki pozitif sayilarin
sayllarin azalmayan bir dizisidir ve A, = n alirsak, A —istatistiksel yakinsaklik,

istatistiksel yakmsakliga doniisiir.

Teorem 6.3.2 Eger X = (X;,) dizisi X, a istatistiksel yakinsak ve liminf, (%") > 0 ise

X, a A —istatistiksel yakmsaktir.

Tanim 6.3.3 1 = (1,,), pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi A,,; <1, +1,1, =1 ve
X = (X;) fuzzy sayilarinin bir dizisi olsun. I, = [n — A,, + 1, n] olmak lizere, her € > 0

icin

1
lim— |{kel,: d(X, X,,) = €} =0
n Ay

olacak sekilde m = m(e) sayisi mevcut ise fuzzy sayillarmm X = (X;) dizisine
A —istatistiksel Cauchy dizisi denir (Tuncer 2006).

Burada A,, = n alirsak A —istatistiksel Cauchy dizisi, istatistiksel Cauchy dizine doniisiir.
Eger (4,) = (1,1, ...) alirsak A —istatistiksel Cauchy dizisi, adi (klasik) Cauchy dizine

