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1 GİRİŞ

Değme geometrisinin dayandı̆gı kökler; Huygens, Barrow, Newton, Hamilton ve Ja-

cobi’nin geometrik optikler ile ilgili üç asır önce yapılan çalı̧smalarına dayanmaktadır.

Değme geometrisi, "tam integrallenebilir olmayan" adıverilen bir koşulu sağlayan tan-

jant demetindeki bir hiperdüzlem dağılımıtarafından verilen türevlenebilir manifoldlar

üzerindeki geometrik bir yapının incelenmesinden ibarettir. Başka bir deği̧sle, böyle bir

dağılım (en azından yerel olarak) bir diferensiyel 1-formun çekirdeği olarak verilebilir

ve integrallenebilir olmama koşulu, bu form üzerinde maksimum bir dejenere olmama

koşuluna dönüşür. Bu koşullar, bir hiperdüzlem dağılımının "tam integrallenebilirlik"

için iki eşdeğer koşulun tersidir. Yani, denk önermesi Frobenius teoreminin içeriği olan

manifold üzerinde bir eşboyut foliasyonuna tanjant (teğet) olmasıdır. Değme geometrisi

birçok yönden simplektik geometrinin tek boyutlu bir kaŗsılı̆gıdır, belirli çift boyutlu

manifoldlar üzerindeki bir yapıdır. Hem değme hem de simplektik geometri, klasik

mekaniğin matematiksel formundan ilham alır.

Değme dönüşümler teorisi (bir değme yapısınıkoruyan dönüşümler), diferensiyel den-

klemleri (örnek olarak, Legendre dönüşümü veya kanonik dönüşüm) incelemek için 1872

yılında Sophus Lie tarafından geli̧stirilmi̧stir. Değme geometri, teorik matematiğin

birçok alanıyla ili̧skilidir ve özellikle, mekanik, optik, kontrol teorisi ve termodinamik

gibi fiziğin ve mühendisliğin altdisiplinlerinde çok önemli bir yere sahiptir.

Tek boyutlu manifoldlar üzerinde U(n)×1 yapısal grubunun bir indirgenmesiyle hemen

hemen değme yapılar Gray (1959) tarafından tanımlanmı̧stır. Bundan sonra, hemen

hemen değme metrik yapılar Sasaki (1960) tarafından verilmi̧stir. Bunu takiben, Sasaki

(1961) çalı̧smasında hemen hemen değme manifoldlar üzerinde normallik şartınıtanım-

lamı̧s ve bu şartın J kompleks yapısının (J2 = −I) integrallenebilmesi olduğununu

ispatlamı̧stır.

Ayrıca, Goldberg ve Yano hemen hemen değme metrik yapıların bir altsınıfıolan kosim-

plektik manifoldları tanımladılar (Goldberg ve Yano 1969). Bunu takiben, Olszak

kosimplektik manifoldlar üzerinde önemli çalı̧smalar yapmı̧stır (Olszak 1981, 1989).
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Çalı̧smamızın esasını oluşturan manifold tanımı 1972 yılında Kenmotsu tarafından

yapılmı̧stır (Kenmotsu 1972). Günümüzde, Kenmotsu manifoldlar olarak adlandırılan

bu tür manifoldlar; hemen hemen değme metrik Riemann manifoldların bir sınıfıdır.

Bir (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (M,φ, ξ, η, g) olmak üzere,

∀ X, Y ∈ χ(M) için,

∇Xξ = X − η(X)ξ,

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX

eşitlikleri sağlanıyorsa, (φ, ξ, η, g)-yapısınormaldir. Buna kaŗsın, ξ karakteristik vektör

alanıKilling vektör alanıolmadı̆gından Sasakian yapıda değildir. Bu şartlarısağlayan

Kenmotsu manifoldlar kompakt bir yapıya da sahip değildir (div ξ = 2n). Kenmotsu

manifoldlarla ilgili dikkat çeken sonuçları içeren çalı̧smalar pek çok yazar tarafından

kaleme alınmı̧stır (De 2004, 2009, Özgür 2007, Öztürk 2010, 2017, Jun vd. 2005, Dileo

ve Pastore 2007, 2009, Kim ve Pak 2005, Naik vd. 2020).

Bundan başka, 1981 yılında Vanhecke hemen hemen Kenmotsu yapıların bir genellemesi

olarak, hemen hemen α-Kenmotsu manifoldlarıtanımlamı̧stır (Vanhecke 1981).

Tezin birinci bölümü giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. Değme yapılar, hemen hemen değme

metrik yapılar ve Kenmotsu manifoldlar ile ilgili gerekli bilgiler verilmi̧stir.

Tezin ikinci bölümünde, temel kavramlar ve literatür bilgileri verilmi̧stir. Birinci kısımda,

Riemann manifoldlarıve özellikleri tanıtılmı̧stır. İkinci kısımda, hemen hemen değme

metrik yapılar ile ilgili temel kavramlar sunulmuştur. Üçüncü kısımda ise, hemen hemen

α-Kenmotsu manifoldlar tanıtılmı̧s ve ayrıntılıbir örnek inşa edilmi̧stir.

Tezin üçüncü bölümünde, α-Kenmotsu manifoldlar ile ilgili temel kavramlar ve bazı

özellikler incelenmi̧stir. Özellikle, Riemann eğrilik tensörü R ile ilgili bazı sonuçlar

elde edilmi̧stir. Ayrıca, η-paralel Ricci tensörüne sahip η-Einstein (veya Einstein) α-

Kenmotsu manifoldlar araştırılmı̧stır.

Tezin son bölümünde, α-Kenmotsu manifoldlar üzerinde bazıözel tensörel çarpım şart-

ları araştırılmı̧stır. Yarı-simetrik, lokal simetrik, Ricci-yarı simetrik, Ricci rekürent,

konformal yarı-simetrik, projektif yarı-simetrik, konsirküler yarı-simetrik, konformal
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flat, projektif flat, konsirküler flat,D-konformal eğrilik tensörü, genelleştirilmi̧s rekürent,

genelleştirilmi̧s Ricci rekürent, genelleştirilmi̧s konsirküler rekürent, lokal ve global

φ-simetrik koşullarını sağlayan α-Kenmotsu manifoldlar üzerinde bazı sonuçlar elde

edilmi̧stir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR ve LİTERATÜR BİLGİLERİ

Bu bölüm araştırma konumuz ile ilgili olan temel tanımlar, kavramlar ve literatür bil-

gilerinin sunulmasına adanmı̧stır.

2.1 Riemann Manifoldlarıve Özellikleri

Tanım 2.1.1 n-boyutlu bir C∞ manifold M , M üzerinde reel değerli C∞ fonksiyon-

larının halkasıC∞(M,R) ve vektör alanlarının uzayıχ(M) olsun. Bu durumda,

g : χ(M)× χ(M) −→ C∞(M,R)

şeklinde tanımlanan bilineer, simetrik ve pozitif tanımlıg dönüşümüne M üzerinde bir

Riemann metrik tensör ve (M, g) ikilisiyle verilen manifolda ise bir Riemann manifoldu

adıverilir. M nin herhangi iki q ve r noktasıiçin, M üzerinde bu noktalarıbirleştiren

bir eğri bulunabiliyorsa, M ye bağlantılımanifold denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.2 Bir C∞ manifoldM veM üzerindeki vektör alanlarının uzayıχ(M) olsun.

Bu takdirde, ∀ f, g ∈ C∞(M,R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere,

∇ : χ(M)× χ(M)
bilineer−→ χ(M)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

dönüşümü,

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(ii) ∇fX+gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ,

(ii) ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y,

şartlarınısağlıyorsa, ∇ ya M üzerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.3 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve ∇, M üzerinde bir afin

konneksiyon olsun. Bu durumda, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere,

(i) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (Konneksiyonun sıfır torsiyon şartı),

(ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ) (Konneksiyonun metrikle bağdaşma şartı),

özellikleri sağlanıyora, ∇ ya M nin Levi-Civita konneksiyonu (sıfır torsiyonlu bir Rie-

mann konneksiyonu) denir (O’neill 1983).
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Tanım 2.1.4 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve ∇, M üzerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu olsun. Bu takdirde, ∀ X, Y, Z,∈ χ(M) için,

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
(2.1)

şeklinde tanımlanan (1, 3)-tipli tensör alanıR yeM nin Riemann eğrilik tensörü adıver-

ilir. Ayrıca, ∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için, Riemann eğrilik tensörü R aşağıdaki özellikleri

sağlar:

(i) R(X, Y )W = −R(Y,X)W,

(ii) g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z),

(iii) R(X, Y )W +R(Y,W )X +R(W,X)Y = 0,

(iv) g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ),

(O’neill 1983).

Önerme 2.1.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve ∇, M üzerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda, G,E, F, sırasıyla, (1.1)-tipli bir tensör alanı,

simetrik bir tensör alanıve ters simetrik bir tensör alanıolmak üzere,

(∇XG)Y = ∇XGY −G (∇XY ) ,

g((∇XE)Y, Z) = g(Y, (∇XE)Z),

g((∇XF )Y, Z) = −g(Y, (∇XF )Z)

(2.2)

dır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.5 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. TpM tanjant uzayının

iki boyutlu altuzayıΠ ve X,W ∈ Π vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın alanı

g(X,X)g(W,W )− g(X,W )2 6= 0

olmak üzere,

K(X,W ) =
g(R(X,W )W,X)

g(X,X)g(W,W )− g(X,W )2
(2.3)

değerine Π nin kesit eğriliği denir ve K(Π) ile sembolize edilir (O’neill 1983).
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Tanım 2.1.6 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {e1, e2, ..., en} lokal ortonor-

mal vektör alanlarının cümlesi olsun. Bu takdirde,

S : χ(M)× χ(M) −→ R

(X,W ) −→ S(X,W ) =
n∑
i=1

g(R(ei, X)W, ei)
(2.4)

şeklinde tanımlı(0, 2)-tipli S tensör alanına M üzerindeki Ricci eğrilik tensörü denir.

Bundan başka, (0, 2)-tipli Q Ricci operatörü,

S(X, Y ) = g(QX, Y ) (2.5)

ile verilir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.7 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {e1, e2, ..., en} lokal ortonor-

mal vektör alanlarının cümlesi olsun. Bu takdirde,

r =
n∑
i=1

S(ei, ei) (2.6)

şeklinde tanımlanan r değerine M nin skalar eğriliği denir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.8 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Eğer M nin eğrilik

tensörü paralel (∇R = 0) ise o zaman, M ye lokal simetrik uzay adıverilir (Yano ve

Kon 1984).

Tanım 2.1.9 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve M üzerinde pozitif tanımlı

bir fonksiyon ζ olsun. O halde, g∗ = ζ2g eşitliği M üzerinde bir metrik deği̧simini

gösterir. Burada her bir noktadaki iki vektör arasındaki açıinvaryanttır. Bu şekilde

tanımlanan metrik deği̧simine metriğin bir konformal deği̧simi adıverilir. Eğer ζ sabit

ise konformal dönüşüm homotetiktir denir. Eğer ζ özdeş olarak 1 e eşit ise bu dönüşüm

bir izometri olarak bilinir. Eğer bir g Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir g∗

Riemann metriği ile konformal olarak ili̧skili ise o zaman, M Riemann manifolduna

konformal düzlemsel (konformal flat) denir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.10 Bir (2n+ 1)-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Bu durumda, ∀

X, Y, Z ∈ χ(M) için,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n−1 [S(Y, Z)X − S(X,Z)Y − g(X,Z)QY

+g(Y, Z)QX] + r
2n(2n−1) [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

(2.7)

6



şeklinde tanımlanan C tensörüne M nin (1, 3)-tipli Weyl konformal eğrilik tensör alanı

denir. C nin diverjansıc (c = divC) ise,

c(X, Y ) = (∇XQ)Y − (∇YQ)X − 1
2(2n−1) [(∇Xr)Y − (∇Y r)X] (2.8)

eşitliği geçerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.11 Bir (2n+ 1)-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. ∀ X, Y, Z ∈

χ(M) için,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − r
2n(2n+1)

[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] , (2.9)

P (X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n

[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] (2.10)

şeklinde tanımlanan (1, 3)-tipli C ve P tensör alanlarına sırasıyla, konsirküler ve pro-

jektif eğrilik tensör alanlarıdenir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.12 Bir (2n+ 1)-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Bu durumda, ∀

X, Y ∈ χ(M) için,

R(X, Y ).R = 0 (2.11)

tensör çarpımışartısağlanıyorsa, (M, g) bir yarı-simetrik uzay olarak adlandırılır (Yano

ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M nin konformal flat

olmasıiçin gerek ve yeter şart n > 3 için C = 0 ve n = 3 için c = 0 olmasıdır (Yano ve

Kon 1984).

Teorem 2.1.2 Sabit bir k eğriliğine sahip bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g)

olsun. Bu durumda, ∀ X, Y,W ∈ χ(M) için,

R(X, Y )W = k [g(Y,W )X − g(X,W )Y ] (2.12)

eşitliği geçerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.13. k sabit eğrilikli, tam ve bağlantılımanifoldlara uzay form denir. n-

boyutlu bir M uzay formu M(k) ile gösterilir (Yano and Kon 1984).
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Tanım 2.1.14 Sabit bir k eğriliğine sahip bir n-boyutlu uzay form (M, g) olsun. Bu

takdirde, n ≥ 2 olmak üzere,

M(k) =


k = 0 ise M(k) = En Öklid uzayı

k = 1
r2

ise M(k) = Sn(r) küresi

k = − 1
r2

ise M(k) = Hn(r) Hiperbolik uzay

dır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.15 Bir n-boyutlu C∞ manifold M olsun. Bu durumda,

ϕ : R×Mn −→Mn

(t, p) −→ ϕt(P )

şeklinde tanımlanan ϕ dönüşümü

(i) ∀ t ∈ R için, ϕt : P −→ ϕt(P ) diffeomorfizm,

(ii) ∀ t, s ∈ R ve P ∈M için, ϕt+s(P ) = ϕt(ϕs(P )),

şartlarını sağlıyorsa, ϕ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.16 Bir n-boyutlu C∞ manifold M ve ∀ Y ∈ χ(M) için, Y ile gerilmi̧s lokal

dönüşümlü bir 1-parametreli grup ϕt olsun. Bu takdirde, K bir tensör alanıve p ∈ M

için,

(LYK)p = lim
t→0

1

t
[Kp − (ϕtK)p] (2.13)

şeklinde tanımlanan LYK dönüşümüne Y yönünde K nın Lie türevi denir ve LYK ile

gösterilir (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.1.2 Bir n-boyutlu C∞ manifold M ve M üzerindeki bir Y vektör alanı

yönündeki Lie türevi için,

(i) LY (X ⊗ Z) = (LYX)⊗ Z +X ⊗ (LYZ), (∀X,Z ∈ χ(M))

(ii) LY f = Y (f), ( f, K cismi üzerinde bir fonksiyon)

(iii) LYX = [Y,X] , (X ∈ χ(Mn))

şartlarıgeçerlidir (Yano ve Kon 1984).
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Tanım 2.1.17 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Bu durumda, ∀ Y ∈

χ(M) için, LY g = 0 şartısağlanıyorsa, Y vektör alanına bir Killing vektör alanıdenir

(Blair 1976).

2.2 Hemen Hemen Değme Metrik Yapılar

Tanım 2.2.1 (2n+ 1)-boyutlu bir manifold M , φ, ξ, η da M üzerinde, sırasıyla, (1, 1)-

tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanıve 1-form olsunlar. Bu durumda, ∀ X ∈ χ(M)

için,

φ2X = −X + η(X)ξ, η(ξ) = 1 (2.14)

eşitlikleri sağlanıyorsa, (φ, ξ, η) üçlüsüne M üzerinde bir hemen hemen değme yapı

denir. Bu yapıile birlikte M manifolduna bir hemen hemen değme manifold adıverilir

(Blair 1976).

Tanım 2.2.2 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu (φ, ξ, η) üçlüsüyle birlikte hemen hemen

bir değme yapıya sahip olsun. Bu takdirde, M üzerinde bir g Riemann metriği

η(X) = g(X, ξ), g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.15)

şeklinde tanımlanıyorsa g metriğine hemen hemen değme metrik, (φ, ξ, η, g) yapısına da

hemen hemen değme metrik yapıdenir. (φ, ξ, η, g) yapısıile birlikte M ye de hemen

hemen değme metrik manifold denir. Bundan sonraki kısımlarda (M,φ, ξ, η, g) gös-

terimi ile (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold kastedilmektedir

(Blair 1976).

Önerme 2.2.1 Bir (M,φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik yapısıiçin,

g(φX, Y ) = −g(X,φY ) (2.16)

eşitliği geçerlidir (Blair 1976).

Tanım 2.2.3 Bir (M,φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik yapısıiçin,

Φ(X, Y ) = g(X,φY ) (2.17)
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şeklinde verilen Φ dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.4 (Mn, g) bir Riemann manifold ve x1, x2, . . . , xn Mn nin lokal koordinatları

olsun. w =
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn ve g(x) > 0 ise w ye Mn üzerindeki bir hacim

form denir. Burada dxi,Mn üzerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g| , Mn üzerinde

metrik tensörün determinantıdır (Spivak 1965).

Tanım 2.2.5 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde bir hacim form

mevcut ise Mn ye yönlendirilebilirdir denir (Gallot vd. 2004).

Tanım 2.2.6 Yukarıda verilen tanımlar ı̧sı̆gında, (Mn, φ, ξ, η, g) hemen hemen değme

metrik manifoldu yönlendirilebilirdir (Φ ters simetrik ve η∧Φn 6= 0) (Chinea ve Gonzalez

1990).

Tanım 2.2.7. Bir C∞ manifold M olsun. Eğer w 1-form ise, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

2dw(X, Y ) = X(w(Y ))− Y (w(X))− w[X, Y ] (2.18)

ve eğer w 2-form ise,

3dw(X, Y, Z) = X(w(Y, Z)) + Y (w(Z, Y )) + Z(w(X, Y ))

−w([X, Y ], Z)− w([Y, Z], X)− w([Z,X], Y )
(2.19)

şeklinde tanımlıdır (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.2.2. (M,φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold ve ∇ da bir

Riemann konneksiyonu olsun. Bu takdirde, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için,

(i) (∇XΦ)(Y, Z) = g(Y, (∇Xφ)Z)

(ii) (∇XΦ)(Y, Z) + (∇XΦ)(φY, φZ) = η(Z)(∇Xη)φY − η(Y )(∇Xη)φZ

(iii) (∇Xη)Y = g(Y,∇Xξ) = (∇XΦ)(ξ, φY )

(iv) 2dη(X, Y ) = (∇Xη)Y − (∇Y η)X

(v) 3dΦ(X, Y, Z) = ⊕
X,Y,Z

(∇XΦ)(Y, Z)

dir. Burada ⊕
X,Y,Z

X, Y, Z vektör alanlarıüzerinden alınan devirli toplamıifade etmek-

tedir (Chinea ve Gonzalez 1990).
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Önerme 2.2.3 (M,φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold, ∇ bir Riemann

konneksiyonu ve i = 1, 2, . . . , n için {Xi, φXi, ξ} , M nin açık bir altcümlesi üzerinde

tanımlanan bir lokal ortonormal baz olsun. Bu takdirde, M üzerinde δ operatörü

δη = −
n∑
i=1

{(∇Xiη)Xi + (∇φXiη)φXi} (2.20)

şeklinde tanımlanır (Chinea ve Gonzalez 1990).

Tanım 2.2.8 Mn bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eğer Mn nin her p

noktasıiçin J2 = −I olacak şekilde TpM tanjant uzayının bir J endomorfizmasımevcut

ise, o zamanMn üzerindeki J tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapıadıverilir.

Bir J hemen hemen kompleks yapısıile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Hatırlatma 2.2.1M üzerinde (φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik yapıolsun. O

zaman, M ×R üzerinde herhangi bir vektör alanı(X, f d
dt

) şeklinde tanımlanır. Burada

X, M manifolduna teğet bir vektör alanı; t, R nin bir koordinatıve f, M ×R üzerinde

bir C∞ fonksiyondur. Böylece M × R üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı

J(X, f
d

dt
) =

(
φX − f.ξ, η(X)

d

dt

)
(2.21)

biçiminde tanımlanır. Buradan J2 = −I elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.9 Bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold M olmak üzere, M üzerinde

(1, 1)-tipli bir tensör alanıF olsun. ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

NF (X, Y ) = F 2[X, Y ] + [FX,FY ]− F [FX, Y ]− F [X,FY ] (2.22)

şeklinde tanımlıNF tensör alanına F tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.10 J, M üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı olsun. Tanım 2.2.9

yardımıyla M üzerinde J tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

NJ(X, Y ) = J2[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

= −[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]
(2.23)
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ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.11 (M2n, J) hemen hemen kompleks manifold olsun. Bu durumda, NJ = 0

ise J dönüşümüne integrallenebilirdir denir. Eğer M2n × R üzerindeki bir J hemen

hemen kompleks yapısı integrallenebiliyorsa, (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısına

normaldir denir (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.2.4 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldun normal

olmasıiçin gerek ve yeter şart

Nφ + 2dη ⊗ ξ = 0 (2.24)

denkleminin sağlamasıdır. Burada Nφ, φ tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon ten-

sörüdür (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.12 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifoldu (M,φ, ξ, η, g),

dΦ = 0, dη = 0 (2.25)

şartlarınısağlıyorsa M manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eğer

bir hemen hemen kosimplektik manifold normal ise bu manifolda kosimplektik manifold

denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. M nin bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter şart ∇Φ ve ∇η

kovaryant türevlerinin özdeş olarak sıfır olmasıdır (Olszak 1981).

2.3 Hemen Hemen α-Kenmotsu Manifoldlar

Tanım 2.3.1 Bir (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Eğer M üzerinde ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) ve α ∈ R, α 6= 0 için,

dη = 0, dΦ = 2α (η ∧ Φ) (2.26)

denklemleri sağlanıyorsa, M ye bir hemen hemen α-Kenmotsu manifold denir. Özel

olarak, α = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandırılır (Kenmotsu 1972).
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Hatırlatma 2.3.1Özel olarak, bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold

(M,φ, ξ, η, g) normal ise o zaman α-Kenmotsu manifold olarak adlandırılır.

Önerme 2.3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Bu takdirde,

η∗ =
1

α
η, ξ∗ = αξ, φ

∗
= φ, g∗ =

1

α2
g (2.27)

şeklinde tanımlanan homotetik deformasyon yardımıyla M üzerinde bir (φ′, ξ′, η′, g′)

hemen hemen α-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Teorem 2.3.1 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. M nin bir Kenmotsu manifold olmasıiçin gerek ve yeter şart

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX, ∇Xξ = −φ2X, (2.28)

dir (Kenmotsu 1972).

Hatırlatma 2.3.2 Tanım 2.3.1 deki dΦ = 2α (η ∧ Φ) denklemini sağlayan α reel sayısı

yerine daha genel manada türevlenebilir fonksiyon seçebiliriz (Janssens ve Vanhecke

1981).

Önerme 2.3.2 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Bu durumda, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

hX = 1
2
(Lξφ)X, h(ξ) = 0 (2.29)

∇Xξ = −αφ2X − φhX (2.30)

∇ξξ = 0, ∇ξφ = 0 (2.31)

(φ ◦ h)X + (h ◦ φ)X = 0 (2.32)

(∇Xη)Y = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] + g(φY, hX) (2.33)

δη = −2αn, İz(h) = 0 (2.34)

h = 0⇔ ∇ξ = −αφ2 (2.35)

dir (Öztürk 2009).
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YardımcıTeorem 2.3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold

(M,φ, ξ, η, g) olsun. Bu durumda, ∀ X ∈ χ(M) için,

(∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0

dir (Blair 2002).

YardımcıTeorem 2.3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold

(M,φ, ξ, η, g) olsun. M üzerinde (1, 1)-tipli A ve h tensör alanları, sırasıyla, A = −∇ξ

ve h = 1
2
Lξφ biçiminde tanımlansın. Bu takdirde, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

(i) A ve h simetriktir ve Aφ+ φA = −2αφ,

(ii) η ◦ A = 0, η ◦ h = 0 ve h = A ◦ φ+ αφ,

(iii) hA+ Ah = −2αh, İz(A) = −2αn ve İz(φA) = 0

dir (Öztürk 2009).

Önerme 2.3.3 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Bu takdirde, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (2.36)

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y,

R(X, Y )ξ = (∇YA)X − (∇XA)Y (2.37)

dir (Öztürk 2009).

Önerme 2.3.4. Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Bu takdirde, ∀ X ∈ χ(M) için,

R(X, ξ)ξ = α2φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X, (2.38)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ − α2φX − 2αhX − φh2X, (2.39)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
α2φ2X − h2X

]
, (2.40)

S(X, ξ) = −2nα2η(X)− (div(φh))X, (2.41)

S(ξ, ξ) = İz(l) = −
[
2nα2 + İz(h2)

]
(2.42)

dir (Öztürk vd. 2014).
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Önerme 2.3.5 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Bu durumda, ∇ξh = 0 dır (Dileo ve Pastore 2007).

Önerme 2.3.6 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. M üzerinde R Riemann eğrilik özellikleri aşağıda verilmi̧stir:

R(X, Y )ξ = (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y − α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (2.43)

+
[
α2 + ξ(α)

]
[η(X)Y − η(Y )X] ,

R(X, ξ)ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X, (2.44)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
(α2 + ξ(α))φ2X − h2X

]
, (2.45)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ −
[
α2 + ξ(α)

]
φX − 2αhX − φh2X, (2.46)

S(X, ξ) = −2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X)− (div(φh))X, (2.47)

S(ξ, ξ) = −
[
2n(α2 + ξ(α)) + İz(h2)

]
. (2.48)

Burada α reel sabiti yerine M üzerinde dα ∧ η = 0 koşulu ile verilen bir türevlenebilir

fonksiyon seçtik. Ayrıca, ξ(α) ifadesi α türevlenebilir fonksiyonunun ξ vektör alanı

yönündeki ∇ konneksiyonuna göre kovaryant türevidir (Öztürk vd. 2014).

Örnek 2.3.1 3-boyutlu M ⊂ IR3 manifoldu

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z 6= 0
}

şeklinde verilsin. M üzerindeki vektör alanları

e1 = ez
3 ∂

∂x
, e2 = ez

3 ∂

∂y
, e3 =

∂

∂z

olsun. {e1, e2, e3} cümlesinin M nin her noktasında lineer bağımsız olduğu açıktır. O

halde, g Riemann metriği

g(e1, e1) = g(e2, e2) = g(e3, e3) = 1,

g(e1, e2) = g(e1, e3) = g(e2, e3) = 0
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dir. Bundan başka, g Riemann metriği

g =
1

e2z3
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) + dz ⊗ dz

tensör çarpımıile verilsin.

Ayrıca, η 1-formu ∀ X ∈ χ(M) için, η(X) = g(X, e3) ve φ (1, 1)-tipli tensör alanı

φ(e1) = e2, φ(e2) = −e1,φ(e3) = 0

şeklinde tanımlansın. Bunun yanında, h (1, 1)-tipli tensör alanı

h(e1) = −λe1, h(e2) = λe2veh(e3) = 0

ile verilsin. Bu takdirde, g ve φ nin tanımlarından

φ2X = −X + η(X)e3,

η(e3) = 1,

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

elde edilir.

∇, g Riemann metriği ile verilen Levi-Civita konneksiyonu olduğundan

[e1,e3] = −3z2e1,

[e2,e3] = −3z2e2,

[e1,e2] = 0

yazılır. Böylece (φ, ξ, η, g) dörtlü yapısıbulunmuş olur. Şimdi, bu yapının bir hemen

hemen α-Kenmotsu yapısıolmasıiçin Φ nin sıfırdan farklıbileşenlerini kontrol etmek

yeterli olacaktır. Bu takdirde,

Φ(
∂

∂x
,
∂

∂y
) = −Φ(

∂

∂y
,
∂

∂x
) = − 1

e2z3

dir. Buradan

Φ = − 1

e2z3
(dx ∧ dy) (2.49)

bulunur. Burada Φ(e1,e2) = −1 ve aksi halde i ≤ j için, Φ(ei,ej) = 0 olacaktır.

Dolayısıyla Φ nin dı̧s türevi tanımından

dΦ = 6z2e−2z
3

(dx ∧ dy ∧ dz) (2.50)
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elde edilir. Ayrıca, η = dz olduğundan (2.49) ve (2.50) eşitliklerinin yardımıyla

dΦ = −6z2 (η ∧ Φ)

sonucuna ulaşılır. Burada α türevlenebilir fonksiyonu

α(z) = −3z2

şeklindedir. Bundan başka, Nφ = 0 dır. Başka bir ifadeyle, M manifoldu normal bir

hemen hemen α-Kenmotsu (α-Kenmotsu) manifoldudur.
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3 α-KENMOTSU MANİFOLDLAR

Bu bölümde, α-Kenmotsu manifoldlar ile ilgili temel kavramlar ve belli tensör şartları

ele alınarak, bazısonuçlar elde edilmi̧stir.

Tanım 3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. M nin bir α-Kenmotsu manifold olmasıiçin, ∀ X, Y ∈ χ(M) olmak üzere,

∇Xξ = −αφ2X = α [X − η(X)ξ] , (3.1)

(∇Xφ)Y = −α [g(X,φY )ξ + η(Y )φX] (3.2)

eşitliklerinin sağlanmasıgerekir (α = 1 durumu Kenmotsu 1972).

Önerme 3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Bu

takdirde, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için, aşağıdaki eğrilik özellikleri sağlanır:

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X] , (3.3)

R(X, Y )Z = −(∇ZR)(X, Y )ξ − α2g(Y, Z)X + α2g(X,Z)Y, (3.4)

R(ξ,X)Y = α2 [−g(X, Y )ξ + η(Y )X] , (3.5)

g(R(ξ,X)Y, ξ) = α2 [−g(X, Y ) + η(X)η(Y )] , (3.6)

S(X, ξ) = −2nα2η(X), (3.7)

(∇Xη)(Y ) = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] , (3.8)

η(R(X, Y )Z) = α2 [η(Y )g(X,Z)− η(X)g(Y, Z)] (3.9)

(Öztürk vd. 2010).

Hatırlatma 3.1Yukarıdaki eşitlikler n-boyut için verilirse, 2n yerine (n−1) alınmalıdır.

Teorem 3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Bu du-

rumda, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

S(φX, φY ) = S(X, Y ) + 2nα2η(X)η(Y ) (3.10)

eşitliği sağlanır (Öztürk vd. 2010, α = 1 durumu Jun vd. 2005).
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Teorem 3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Bu du-

rumda, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için,

R(X, Y )φZ − φR(X, Y )Z = α2 [g(φY, Z)X + g(Y, Z)φX]

−α2 [g(φX,Z)Y + g(X,Z)φY ]
, (3.11)

R(φX, φY )Z = R(X, Y )Z − α2 [g(X,Z)Y − g(Y, Z)X]

−α2 [g(φY, Z)φX − g(φX,Z)φY ]
(3.12)

İspat (3.9) eşitliğinden

R(X, Y )Z = −α2g(Y, Z)X + α2g(X,Z)Y (3.13)

yazılır. (3.13) eşitliğinde Z yerine φZ seçersek,

R(X, Y )φZ = −α2g(Y, φZ)X + α2g(X,φZ)Y (3.14)

elde edilir. Ayrıca, (3.13) eşitliğinin her iki tarafına −φ uygulanırsa,

−φ (R(X, Y )Z) = +α2g(Y, Z)φX − α2g(X,Z)φY (3.15)

bulunur. (3.14) ve (3.15) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa (3.11) eşitliğinin ispatına

ulaşılır.

Benzer yolla, (3.13) eşitliğinde X yerine φX ve Y yerine φY alınarak,

R(φX, φY )Z = −α2g(φY, Z)φX + α2g(φX,Z)φY (3.16)

yazılır. (3.1), (3.11) ve (3.16) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa (3.12) eşitliği ispatlan-

mı̧s olur.

Önerme 3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Bu

takdirde, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için α, dα ∧ η = 0 şartını sağlayan türevlenebilir bir

fonksiyon olmak üzere, aşağıdaki eğrilik özellikleri sağlanır:

R(X, Y )ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(X)Y − η(Y )X), (3.17)

R(X, ξ)ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(X)ξ −X), (3.18)
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R(ξ,X)Y =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(Y )X − g(X, Y )ξ), (3.19)

g(R(ξ,X)Y, ξ) =
[
α2 + ξ(α)

]
(−g(X, Y ) + η(X)η(Y )), (3.20)

S(X, ξ) = −2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X), (3.21)

S(ξ, ξ) = −2n(α2 + ξ(α)), (3.22)

S(φX, φY ) = S(X, Y ) + 2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X)η(Y ) (3.23)

(Öztürk 2017).

Tanım 3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Eğer S

Ricci tensörü ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için,

(∇XS)(φY, φZ) = 0 (3.24)

eşitliğini sağlıyorsa,M ye η-paralel Ricci tensörlü α-Kenmotsu manifold adıverilir (Jun

vd. 2005).

Teorem 3.3 Bir (2n+1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karakter-

istik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde, M nin η-paralel Ricci tensörlü

α-Kenmotsu manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul

1
α

(∇XS)(Y, Z) = −2nα2 [η(Z)g(X, Y ) + η(Y )g(X,Z)]

− [η(Z)S(Y,X) + η(Y )S(X,Z)]
(3.25)

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada α, dα ∧ η = 0 şartını sağlayan türevlenebilir bir

fonksiyondur.

İspat Hipotez gereğince ξ(α) = 0 (∇ξα = 0) olsun. Bu durumda, bir (2n+ 1)-boyutlu

η-paralel Ricci tensörlü α-Kenmotsu manifoldu M olmak üzere,

(∇XS)(φY, φZ) = ∇XS(φY, φZ)

−S(∇XφY, φZ)− S(φY,∇XφZ)
(3.26)

yazılır. (3.1), (3.2) ve (3.23) eşitlikleri (3.26) eşitliğinde yerine yazılırsa

(∇XS)(φY, φZ) = ∇XS(Y, Z) + 2nα2 [η(Z)∇Xη(Y ) + η(Y )∇Xη(Z)]

+αη(Y ) [S(X,Z) + 2nα2η(X)η(Z)]

+αη(Z) [S(Y,X) + 2nα2η(X)η(Y )]− S(∇XY, Z)

(3.27)
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elde edilir. Ayrıca,

∇XS(Y, Z) = (∇XS)(Y, Z) + S(∇XY, φZ) + S(Y,∇XZ) (3.28)

ve

(∇Xη)Y = ∇Xη(Y )− η(∇XY ) (3.29)

dır. (3.8), (3.28) ve (3.29) eşitlikleri yardımıyla (3.27) eşitliği

(∇XS)(φY, φZ) = (∇XS)(Y, Z) + 2nα3 [η(Z)g(X, Y ) + η(Y )g(X,Z)]

+α [η(Z)S(Y,X) + η(Y )S(X,Z)]
(3.30)

indirgenir. Hipotezin kullanılmasıyla, (3.24) eşitliği (3.30) eşitliğinde yerine yazılırsa

(3.25) eşitliğine ulaşılır. Tersine olarak, (3.25) eşitliğinin doğru olduğunu kabul eder-

sek, M nin η-paralel Ricci tensörlü α-Kenmotsu manifold olduğunu kolayca yukarıdaki

benzer yolla gösterebiliriz. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.4 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M η-paralel Ricci tensöre sahip ise o

zaman M nin skalar eğriliği sabittir.

İspat {E1, E2, ..., E2n, ξ} cümlesi i = 1, 2, ..., 2n + 1 için tanjant uzayın herhangi nok-

tasının bir ortonormal tabanıolsun. (3.30) eşitliğinin her iki tarafına i = 1, 2, ..., 2n+ 1

için, Y = Z = Ei olmak üzere, kontraksiyon yaparsak,

2n+1∑
i=1

(∇XS)(Ei, Ei) = −2nα3
2n+1∑
i=1

[η(Ei)g(X,Ei) + η(Ei)g(X,Ei)]

−α
2n+1∑
i=1

[η(Ei)S(Ei, X) + η(Ei)S(X,Ei)]

elde edilir. Bunu takiben,
2n+1∑
i=1

(∇XS)(Ei, Ei) = 0

bulunur. Bundan dolayı, dr(X) = 0 denklemi ortaya çıkar ki bu da r nin sabit olması

anlamına gelir. Böylece ispat tamamlanır.

Hatırlatma 3.2 Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 ün ispatlarıα = 1 için Jun vd. (2005)

tarafından verilmi̧stir.
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Tanım 3.3 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (M,φ, ξ, η, g)

olsun. Eğer M nin Ricci tensörü S, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

S(X, Y ) = ag(X, Y ) + bη(X)η(Y ) (3.31)

şartınısağlıyorsa M ye bir η-Einstein manifold denir. Burada a, b : M → R fonksiyon-

lardır. Özel olarak, b = 0 ise M bir Einstein manifoldudur (Blair 1976).

Teorem 3.5 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M bir η-Einstein manifold ise

a+ b = −2nα2 (3.32)

dir (α = 1 için Kenmotsu 1972).

İspat (3.21) ve (3.31) eşitliklerinden ξ(α) = 0 için,

S(X, ξ) = aη(X) + bη(X)

ve

S(X, ξ) = −2nα2η(X)

yazılır. Buradan (3.32) eşitliğinin ispatıaşikardır.

Teorem 3.6 Bir (2n + 1)-boyutlu η-Einstein Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun.

Eğer a ve b fonksiyonlarından biri sabit ise o zaman M bir Einstein manifoldudur

(Kenmotsu 1972).

Önerme 3.3 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde,

a = α2 +
r

2n
(3.33)

b = − r

2n
− α2(2n+ 1) (3.34)

r = (2n+ 1)a+ b (3.35)

dır.
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İspat (3.31) eşitliğinin her iki tarafına i = 1, 2, ..., 2n + 1 için, X = Y = Ei olmak

üzere, kontraksiyon yapılırsa,

2n+1∑
i=1

S(Ei, Ei) = a

2n+1∑
i=1

g(Ei, Ei) + b

2n+1∑
i=1

η(Ei)η(Ei)

eşitliğinden (3.35) elde edilir. Bundan başka, (3.32) ve (3.35) eşitlikleri taraf tarafa

çıkarılırsa,

r = 2na− 2nα2 (3.36)

bulunur. O halde, (3.35) ve (3.36) eşitliklerinden (3.33) eşitliğine ulaşılır. (3.33) eşitliği

(3.32) eşitliğinde yerine yazılırsa

α2 +
r

2n
+ b = −2nα2

elde edilir. Yukarıdaki eşitlik (3.34) eşitliğinin ispatıdır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7 Bir (2n+1)-boyutlu η-Einstein α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun.

O halde, ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

S(X, Y ) =
(
α2 +

r

2n

)
g(X, Y )−

( r

2n
+ α2(2n+ 1)

)
η(X)η(Y ) (3.37)

eşitliği geçerlidir.

İspat Önerme 3.3 ve (3.31) eşitliğinden ispat açıktır.

Teorem 3.8 Bir (2n + 1)-boyutlu η-Einstein Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun.

Bu takdirde, a ve b fonksiyonlarının her ikisi de sabittir (Jun vd. 2005).

Teorem 3.9 Bir (2n+ 1)-boyutlu η-Einstein α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α,

ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde, aşağıdaki önermeler

birbirine denktir:

(i) M , η-paralel Ricci tensörüne sahiptir,

(ii) M , −2n(2n+ 1)α2 skalar sabit eğriliğine sahiptir,

(iii) M , S(X, Y ) = −2nα2g(X, Y ) ile verilen bir Einstein manifoldudur.

İspat Teorem 3.3, Teorem 3.4, Tanım 3.3 ve Önerme 3.3 birlikte düşünülürse yukarı-

daki üç önermenin, sırasıyla, birbirine denk olduğu görülür. Ayrıca, (3.1) ve (3.37)
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eşitliklerinin birlikte kullanılmasıyla,

(∇XS)(φY, φZ) =
1

2n
dr(X)g(φY, φZ) (3.38)

elde edilir. (3.38) eşitliği ve Teorem 3.4 kullanılarak ispat tamamlanır.

Hatırlatma 3.3 Teorem 3.9 un ispatıα = 1 için Özgür vd. (2006) tarafından ver-

ilmi̧stir.
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4 BAZI ŞARTLARI SAĞLAYAN α-KENMOTSU MANİFOLDLAR

Bu bölümde, α-Kenmotsu manifoldlarıüzerinde bazıeğrilik şartlarıve bazıözel tensör

şartlarıincelenecektir.

Teorem 4.1 Bir (2n+1)-boyutlu yarı-simetrik Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun.

Bu takdirde, M manifoldu −1 negatif sabit eğriliğine sahiptir (Kenmotsu 1972).

Teorem 4.2 Bir (2n+1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karakter-

istik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M yarı-simetrik ise o zaman M üzerinde

sabit eğrilik mevcut değildir.

İspat Hipotez gereğince, tensör çarpımıtanımından, ∀ Y, U, V,W ∈ χ(M) için,

0 = R(Y, ξ)R(U, V )W −R(R(Y, ξ)U, V )W

−R(U,R(Y, ξ)V )W −R(U, V )R(Y, ξ)W
(4.1)

eşitliği (2.11) eşitliğine denktir. (3.18) ve (3.19) eşitliklerinin yardımıyla (4.1) eşitliğinin

sağ tarafındaki dört tensörel çarpım ifadeleri U = ξ için, ayrı ayrı hesaplanır ve

toplanırsa

(α2 + ξ(α))
2

[g(V,W )Y − g(Y,W )V ] + (α2 + ξ(α))R(X, V )W

= (α2 + ξ(α))
2

[η(V )η(W )X − η(V )g(X,W )ξ]

(α2 + ξ(α)) [−η(V )η(W )X + η(V )g(X,W )ξ]

(4.2)

elde edilir. (4.2) eşitliği sadeleştirilerek,

R(Y, V )W = (α2 + ξ(α)) [g(Y,W )V − g(V,W )Y ]

(α2 + ξ(α)) (α2 + ξ(α)− 1)η(V ) [η(W )Y − g(Y,W )ξ]
(4.3)

yazılır. Buradan ξ(α) = 0 eşitliğini takiben

R(Y, V )W = α2 [g(Y,W )V − g(V,W )Y ]

α2(α2 − 1)η(V ) [η(W )Y − g(Y,W )ξ]
(4.4)

bulunur. (4.4) ve (2.12) eşitliklerinden M üzerinde sabit eğriliğin olmadı̆gı görülür.

Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Sonuç 4.1 α = 1 için Teorem 4.1 in ispatıaçıktır.
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Teorem 4.3 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanı boyunca paralel olsun. Eğer M lokal simetrik ise o zaman M

manifoldu −α2 negatif sabit bir uzay eğriliğine sahiptir (Öztürk 2017).

İspat Hipotezden dolayıξ(α) = 0 olsun. (3.3) eşitliğinin her iki tarafının W vektör

alanına göre kovaryant türevi alınırsa,

(∇WR)(X, Y )ξ = ∇WR(X, Y )ξ −R(∇WX, Y )ξ

−R(X,∇WY )ξ −R(X, Y )∇W ξ
(4.5)

yazılır. Bu son eşitlik (3.1) ve (3.3) eşitlikleri yardımıyla,

(∇WR)(X, Y )ξ = α2 [η(∇WX)Y + g(X,∇W ξ)Y + η(X)∇WY − η(∇WY )X

−g(Y,∇W ξ)X − η(Y )∇WX]− α2 [η(∇WY )X − η(Y )∇WX]

−α2 [η(X)∇WY − η(∇WY )X] + αR(X, Y )φ2W

(4.6)

bulunur. (4.6) eşitliğinde gerekli sadeleştirmeler yapılırsa,

(∇WR)(X, Y )ξ = α3 [g(X,W )Y − g(Y.W )X]− αR(X, Y )W (4.7)

denklemine ulaşılır. ∇R = 0 olduğundan (4.7) denklemi

αR(X, Y )W = α3 [g(X,W )Y − g(Y.W )X] (4.8)

haline indirgenir. Buradan

R(X, Y )W = −α2 [−g(X,W )Y + g(Y.W )X]

elde edilir. Böylece α 6= 0 olmak üzere, M nin k = −α2 olacak şekilde bir negatif sabit

uzay eğriliğine sahip olduğu ispatlanmı̧s olur.

Sonuç 4.2 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) manifoldu (α = 1)

için, aşağıdaki koşullar birbirine denktir:

(i) M , −1 sabit eğriliğine sahiptir,

(ii) M lokal simetriktir,

(iii) M yarı-simetriktir.
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Tanım 4.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Eğer M üzerinde, ∀

X, Y, Z,W ∈ χ(M) için,

(R(X, Y ).S)(Z,W ) = R(X, Y )S(Z,W )− S(R(X, Y )Z,W )

−S(Z,R(X, Y )W ),
(4.9)

tensör çarpımıile tanımlınan

R.S = 0 (4.10)

şartısağlanıyorsa, M ye Ricci yarı-simetrik manifold denir (Sinyakov 1981).

Tanım 4.2 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Eğer M üzerinde Ricci

tensörü S sıfırdan farklıve β bir 1-form olmak üzere, ∀ Y, Z,W ∈ χ(M) için,

(∇Y S)(Z,W ) = β(Y )S(Z,W ) (4.11)

koşulu sağlanıyorsa, M ye Ricci rekürent manifold adıverilir (Patterson 1952).

Teorem 4.4 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Eğer M

Ricci yarı-simetrik ise o zaman M bir Einstein manifoldudur (Jun vd. 2005).

Teorem 4.5 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M Ricci yarı-simetrik ise o zaman M

manifoldu S = −2nα2g ile verilen bir Einstein manifoldudur (Öztürk 2017).

İspat Hipotezimiz

R(X, ξ)S(Z,W )− S(R(X, ξ)Z,W )− S(Z,R(X, ξ)W ) = 0 (4.12)

önermesine denktir. Bu son eşitlikte W = ξ ve ξ(α) = 0 alırsak,

α2 [g(X,Z)S(ξ, ξ)− η(Z)S(X, ξ) + η(X)S(Z, ξ)− S(X,Z)] = 0 (4.13)

bulunur. (3.21) ve (3.22) eşitlikleri (4.13) eşitliğinde kullanılırsa,

α2
[
2nα2g(X,Z) + S(X,Z)

]
= 0

elde edilir. Bu son eşitliği takiben

2nα2g(X,Z) + S(X,Z) = 0
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yazılır. Bu da istenen sonuçtur.

Hatırlatma 4.1 R · R = 0 ⊂ R · S = 0 olduğundan R · R = 0 önermesi R · S = 0

önermesini gerektirir.

Sonuç 4.3 Bir (2n + 1)-boyutlu yarı-simetrik α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve

α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde, M bir Einstein

manifoldudur.

Teorem 4.6 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. Eğer M

Ricci rekürent ise o zaman M bir Einstein manifoldudur (Jun vd. 2005).

Teorem 4.7 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M Ricci rekürent ise o zaman M bir

Ricci yarı-simetrik ve Einstein manifoldudur.

İspat M üzerinde h2 = g(Q,Q) şartınısağlayan bir h fonksiyonunu göz önüne alalım.

Burada S(X, Y ) = g(QX, Y ) dır. Bu durumda,

X(h2) = X [g(Q,Q)] = 2g(∇XQ,Q)

yazılır. (4.11) eşitliğini takiben

X(h2) = 2h2β(X) (4.14)

dir. Burada β 1-formdur. Bundan başka,

X(h2) = 2h(Xh) (4.15)

eşitliğinden

h(Xh) = h2β(X) (4.16)

elde edilir. Bu son eşitliklerden

Xh = hβ(X) 6= 0 (4.17)

bulunur. (4.17) eşitliğinin kullanılmasıyla

Y (Xh)−X(Y h) = {Y β(X)−Xβ(Y )}h
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eşitliğine ulaşılır. Bu son eşitlik yardımıyla

{
∇Y∇X −∇X∇Y −∇[Y,X]

}
h = {Y β(X)−Xβ(Y )− β [Y,X]}h (4.18)

yazılır. h 6= 0 olmak üzere, (4.18) eşitliği

dβ(Y,X) = 0 (4.19)

dır. (4.19) eşitliği β 1-formunun kapalıolduğunu göstermektedir. Ayrıca, (4.11) eşitliği

yardımıyla,

(∇Y∇XS)(Z,W ) = {Y β(X)−Xβ(Y )− β [Y,X]}S(Z,W ) (4.20)

elde edilir. (4.19) ve (4.20) eşitliklerinin kullanılmasıyla,

(R(Y,X).S) (Z,W ) = 2dβ(Y,X)S(Z,W )

ifadesi özdeş olarak sıfırdır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.8 Bir (2n+1)-boyutlu konformal yarı-simetrik α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

ve α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde,M konformal flat

şartınısağlar.

İspat Öncelikle, M konformal yarı-simetrik olsun. Yani,

R.C = 0 (4.21)

dır. Bu tensör çarpımının tanımıkullanılırsa (4.21) eşitliğinin denk önermesi

R(X, ξ)C(U, V )W − C(R(X, ξ)U, V )W

−C(U,R(X, ξ)V )W − C(U, V )R(X, ξ)W = 0
(4.22)

olacaktır. Weyl konformal eğrilik tensörü tanımından (2.7) eşitliği yardımıyla, ξ(α) = 0

için,

g(C(X, Y )Z, ξ) =
[
2nα2

2n−1 − α
2 + r

2n(2n−1)

]
η(X)g(Y, Z)

+
[
− 2nα2

2n−1 −
r

2n(2n−1) + α2
]
η(Y )g(X,Z)

+ 1
2n−1 [η(Y )S(X,Z)− η(X)S(Y, Z)]

(4.23)
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dir. (4.23) eşitliğinde X = ξ seçilirse,

g(C(ξ, Y )Z, ξ) =
[
2nα2

2n−1 − α
2 + r

2n(2n−1)

]
g(Y, Z)

+
[
− 2nα2

2n−1 −
r

2n(2n−1) + α2
]
η(Y )η(Z)

+ 1
2n−1 [−2nα2η(Y )η(Z)− S(Y, Z)]

(4.24)

veya kısalık için L =
[
2nα2

2n−1 − α
2 + r

2n(2n−1)

]
için,

g(C(ξ, Y )Z, ξ) = L [g(Y, Z)− η(Y )η(Z)]

+ 1
2n−1 [−2nα2η(Y )η(Z)− S(Y, Z)]

(4.25)

bulunur. (4.22)-(4.25) ve (3.5) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki eşitlikler yazılır:

g(R(X, ξ)C(U, V )W, ξ) = α2g(C(U, V )W,X)

−α2η(X) [L (η(U)g(V,W )− η(V )g(U,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(U,W )− η(U)S(V,W ))

] (4.26)

g(C(R(X, ξ)U, V )W, ξ) = −α2η(U) [L (η(X)g(V,W )− η(V )g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,W )− η(X)S(V,W ))

]
+α2g(X,U) [L (g(V,W )− η(V )η(W ))

− 1
2n−1 (2nα2η(V )η(W ) + S(V,W ))

]
(4.27)

g(C(U,R(X, ξ)V )W, ξ) = α2η(V ) [L (η(X)g(U,W )− η(U)g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(U)S(X,W )− η(X)S(U,W ))

]
−α2g(X, V ) [L (g(U,W )− η(U)η(W ))

− 1
2n−1 (2nα2η(U)η(W ) + S(U,W ))

]
(4.28)

g(C(U, V )R(X, ξ)W, ξ) = −α2η(W ) [L (η(U)g(X, V )− η(V )g(X,U))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,U)− η(U)S(V,X))

]
.

(4.29)

Burada g(C(X, Y )ξ, ξ) = 0 dır. (4.26)-(4.29) eşitlikleri (4.22) eşitliğinde kullanılırsa,
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α2g(C(U, V )W,X)− α2η(X) [L (η(U)g(V,W )− η(V )g(U,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(U,W )− η(U)S(V,W ))

]
+ α2η(U) [L (η(X)g(V,W )− η(V )g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,W )− η(X)S(V,W ))

]
− α2g(X,U) [L (g(V,W )− η(V )η(W ))

− 1
2n−1 (2nα2η(V )η(W ) + S(V,W ))

]
− α2η(V ) [L (η(X)g(U,W )− η(U)g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(U)S(X,W )− η(X)S(U,W ))

]
+ α2g(X, V ) [L (g(U,W )− η(U)η(W ))

− 1
2n−1 (2nα2η(U)η(W ) + S(U,W ))

]
+ α2η(W ) [L (η(U)g(X, V )− η(V )g(X,U))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,U)− η(U)S(V,X))

]
= 0

(4.30)

elde edilir. {Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} cümlesi M nin her noktasındaki tanjant uzayının

bir ortonormal tabanıolmak üzere, (2.7) eşitliği yardımıyla,

2n+1∑
i=1

g(C(Ei, Y )Z,Ei) = 0 (4.31)

yazılır. (4.30) eşitliğinde X = U = Ei alınarak kontraksiyon yapılır ve (4.31) eşitliği

göz önüne alınırsa,

S(V,W ) = (2n− 1)Lg(V,W )−
( r

2n
+ α2(2n+ 1)

)
η(V )η(W ), (4.32)

bulunur. O halde, (4.30) ve (4.32) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa,

g(C(U, V )W,X) =
(

r
2n
+α2(2n+1)−2nα2

2n−1 − L
)
g(X,U)η(V )η(W )

+
(
L−

r
2n
+α2(2n+1)−2nα2

2n−1

)
g(X, V )η(U)η(W ).

(4.33)

denklemine indirgenir. Son olarak, (4.33) eşitliğinde X = U = Ei alınarak kontraksiyon

yapılırsa, ( r
2n

+ α2(2n+ 1)− 2nα2

2n− 1
− L

)
2nη(V )η(W ) = 0 (4.34)

elde edilir. Bu son denklemin birinci çarpanıher zaman sağlanır. Yani, C özdeş olarak

sıfırdır. Böylece ispat tamamlanır. O halde, aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 4.3 Bir (2n+1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve n > 1 olsun. Eğer

M konformal yarı-simetrik ise o zaman M konformal flattir (Jun vd. 2005).

Teorem 4.9 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve n > 1 olsun.

Eğer M konformal flat ise o zaman M manifoldu −1 negatif sabit eğriliğe sahiptir

(Kenmotsu 1972).
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Teorem 4.10 Bir (2n + 1)-boyutlu projektif flat α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

ve α, ξ karakteristik vektör alanı boyunca paralel olsun. O zaman M bir Einstein

manifoldudur (Öztürk 2017).

İspat Kabul edelim ki P = 0 olsun. (2.10) eşitliği yardımıyla,

R(X, Y )Z =
1

2n
[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] (4.35)

dır. (4.35) eşitliği kullanılarak, W = ξ için,

R(X, Y, Z,W ) =
1

2n
[S(Y, Z)g(X,W )− S(X,Z)g(Y,W )]

ve

η(R(X, Y )Z) =
1

2n
[S(Y, Z)η(X)− S(X,Z)η(Y )] (4.36)

yazılır. Burada R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) dır. X = ξ seçilerek, (3.18) ve (3.19)

eşitliklerinin (4.36) eşitliğinde yerine yazılmasıyla,

S(Y, Z) = −2n (α2 + ξ(α)) g(Y, Z) (4.37)

elde edilir. Burada ξ(α) = 0 için,

S(Y, Z) = −2nα2g(Y, Z) (4.38)

dir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.11 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 0) ve α,

ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M projektif yarı-simetrik ise o

zaman M projektif flattir (Öztürk 2017).

İspat (2.10) eşitliğinde (3.17) eşitliğini kullanırsak,

η(P (X, Y )Z) = − (α2 + ξ(α)) η(X)g(Y, Z) + (α2 + ξ(α)) η(Y )g(X,Z)

− 1
2n

[η(X)S(Y, Z)− η(Y )S(X,Z)]
(4.39)

dir. (4.39) eşitliğinde Z yerine ξ alırsak,

η(P (X, Y )ξ) = 0 (4.40)
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bulunur. Tekrardan X yerine ξ alırsak,

η(P (ξ, Y )Z) = −
(
α2 + ξ(α)

)
g(Y, Z)− 1

2n
S(Y, Z) (4.41)

elde edilir. Şimdi, R.P tensör çarpımının tanımınıgöz önüne alırsak,

(R(X, Y ).P )(U, V )Z = R(X, Y )P (U, V )Z − P (R(X, Y )U, V )Z

−P (U,R(X, Y )V )Z − P (U, V )R(X, Y )Z
(4.42)

dır. Hipotezden dolayıR.P = 0 olduğundan (4.42) eşitliği

R(X, Y )P (U, V )Z − P (R(X, Y )U, V )Z

−P (U,R(X, Y )V )Z − P (U, V )R(X, Y )Z = 0
(4.43)

indirgenir. X = ξ için, (4.43) eşitliğinin her iki tarafıξ karakteristik vektör alanına

göre iç çarpılırsa, P (U, V, Z, Y ) = g(P (U, V )Z, Y ) olmak üzere,

−P (U, V, Z, Y ) + η(Y )η(P (U, V )Z)− η(U)η(P (Y, V )Z)

+g(Y, U)η(P (ξ, V )Z)− η(V )η(P (U, Y )Z)

+g(Y, V )η(P (U, ξ)Z)− η(Z)η(P (U, V )Y ) = 0

(4.44)

haline dönüşür. (4.44) eşitliğinde U yerine Y alınırsa,

−P (U, V, Z, U) + g(U,U)η(P (ξ, V )Z)− η(V )η(P (U,U)Z)

+g(U, V )η(P (U, ξ)Z)− η(Z)η(P (U, V )U) = 0
(4.45)

yazılır. {Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} cümlesi M nin her noktasındaki tanjant uzayının bir

ortonormal tabanıolmak üzere, (4.45) eşitliğine U = Ei için, kontraksiyon yapılırsa,

η(P (ξ, V )Z) = −
(

1
2n(2n+1)

)
S(V, Z)−

(
α2+ξ(α)
2n+1

)
g(V, Z)

+
(
α2 + ξ(α) + r

2n(2n+1)

)
η(V )η(Z)

(4.46)

elde edilir. (4.41) ve (4.46) eşitlikleri birlikte düşünülürse,

S(V, Z) = −2n (α2 + ξ(α)) g(V, Z)

−
(
(2n+ 1) (α2 + ξ(α)) + r

2n

)
η(V )η(Z)

(4.47)

dir. (4.47) eşitliğinde Z = ξ alınır ve (3.21) eşitliği kullanılırsa,

r = −2n(2n+ 1)
(
α2 + ξ(α)

)
(4.48)
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bulunur. ξ(α) = 0 olmak üzere, (4.39), (4.46), (4.47) ve (4.48) eşitlikleri (4.44) eşitliğinde

yerine yazılırsa

P (U, V )Z = 0

denklemine ulaşılır. Bu da ispatıtamamlar. Böylece aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 4.4 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 0) ve α, ξ

karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M projektif yarı-simetrik ise o

zaman M manifoldu skalar eğriliği

r = −2nα2(2n+ 1)

ile verilen bir η-Einstein manifoldudur.

Teorem 4.12 Bir (2n+1)-boyutlu konsirküler flat α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

ve α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu durumda, M nin skalar

eğriliği r = −2nα2(2n+ 1) dir.

İspat Farz edelim ki C = 0 (konsirküler flat) olsun. (2.9) eşitliği yardımıyla,

R(X, Y )Z =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] (4.49)

yazılır. Bundan başka, W = ξ için, (4.49) eşitliğinden

R(X, Y, Z,W ) = r
2n(2n+1)

[g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )]

olmak üzere, (
r

2n(2n+1)
+
(
α2 + ξ(α)

))
[η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)] = 0

bulunur. ξ(α) = 0 için,(
r

2n(2n+1)
+ α2

)
[η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)] = 0 (4.50)

elde edilir. Buradan
r

2n(2n+1)
+ α2 = 0

sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.13 Bir (2n+ 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 0) ve α, ξ

karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M konsirküler yarı-simetrik ise

o zaman M konsirküler flattir (Öztürk 2017).

İspat (3.17) eşitliği (2.9) eşitliğinde kullanılırsa,

η(C(X, Y )Z) =
((
α2 + ξ(α)

)
+ r

2n(2n+1)

)
(η(Y )g(X,Z)− η(X)g(Y, Z)) (4.51)

bulunur. (4.51) eşitliğinde Z yerine ξ alırsak,

η(C(X, Y )ξ) = 0 (4.52)

elde edilir. Ayrıca, tekrardan (4.51) eşitliğinde X yerine ξ aldı̆gımızda,

η(C(ξ, Y )Z) =
((
α2 + ξ(α)

)
+ r

2n(2n+1)

)
(η(Y )η(Z)− g(Y, Z)) (4.53)

yazılır. Şimdi, R.C tensör çarpımının tanımından

(R(X, Y )C)(U, V )Z = R(X, Y )C(U, V )Z − C(R(X, Y )U, V )Z

−C(U,R(X, Y )V )Z − C(U, V )R(X, Y )Z
(4.54)

yazabiliriz. Hipotez gereğince, R.C = 0 olsun. O halde, (4.54) eşitliği

R(X, Y )C(U, V )Z − C(R(X, Y )U, V )Z

−C(U,R(X, Y )V )Z − C(U, V )R(X, Y )Z = 0
(4.55)

haline indirgenir. Bu son eşitlikte X = ξ için, eşitliğin her iki tarafını ξ ye göre iç

çarparsak,

−C(U, V, Z, Y ) + η(Y )η(C(U, V )Z)− η(U)η(C(Y, V )Z)

+g(Y, U)η(C(ξ, V )Z)− η(V )η(C(U, Y )Z)

+g(Y, V )η(C(U, ξ)Z)− η(Z)η(C(U, V )Y ) = 0

(4.56)

elde edilir. Burada C(U, V, Z, Y ) = g(C(U, V )Z, Y ) dir. Ayrıca, (4.56) eşitliğinde U

yerine Y alınırsa,

−C(U, V, Z, U) + g(U,U)η(C(ξ, V )Z)− η(V )η(C(U,U)Z)

+g(U, V )η(C(U, ξ)Z)− η(Z)η(C(U, V )U) = 0
(4.57)
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dır. {Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} cümlesi M nin her noktasındaki tanjant uzayının bir

ortonormal tabanıolmak üzere, (4.57) eşitliğine U = Ei için, kontraksiyon yapılırsa,

η(P (ξ, V )Z) = 1
(2n+1)

S(V, Z)−
(
2(α2+ξ(α))n+r

2n(2n+1)

)
g(V, Z)

+
(

(α2 + ξ(α)) + r
2n(2n+1)

)
η(V )η(Z)

(4.58)

denklemine ulaşılır. (4.53) ve (4.58) eşitliklerini takiben,

S(V, Z) = −2n
(
α2 + ξ(α)

)
g(V, Z) (4.59)

yazılır. O halde, ξ(α) = 0 için, (4.59) eşitliği

S(V, Z) = −2nα2g(V, Z) (4.60)

formunu alır. Son olarak, (4.51)-(4.53) ve (4.60) eşitlikleri (4.56) eşitliğinde göz önüne

alınırsa,

C(U, V )Z = 0

sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır ve aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 4.5 Bir (2n + 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 0) ve α, ξ

karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M konsirküler yarı-simetrik ise

o zaman M manifoldu skalar eğriliği

r = −2nα2(2n+ 1)

ile verilen bir Einstein manifoldudur.

Tanım 4.3 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) (n > 4) olsun. Bu durumda, M

üzerinde D-konformal eğrilik tensörü B,

B(X, Y )Z = R(X, Y )Z + 1
n−3 [S(X,Z)Y − S(Y, Z)X + g(X,Z)QY − g(Y, Z)QX

−S(X,Z)η(Y )ξ + S(Y, Z)η(X)ξ − η(X)η(Z)QY + η(Y )η(Z)QX]

− (k−2)
(n−3) [g(X,Z)Y − g(Y, Z)X]

+ k
(n−3) [g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ + η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X]

(4.61)

şeklinde tanımlanır. Burada k = r+2(n−1)
n−2 dır (Chuman 1983).
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Tanım 4.4 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) (n > 4) olsun. Bu takdirde, M

üzerinde D-konformal eğrilik tensörü B nin rotasyonu (curl)

RotB = (∇WB)(X, Y, Z) + (∇XB)(W,Y, Z)

+(∇YB)(W,Y, Z)− (∇ZB)(X, Y,W )
(4.62)

şeklinde tanımlıdır (Bagewadi vd. 2005).

YardımcıTeorem 4.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) (n > 4) olsun. Bu

takdirde, M üzerinde D-konformal eğrilik tensörü B,

∇Z (B(X, Y )ξ) = B(∇ZX, Y )ξ +B(X,∇ZY )ξ

+B(X, Y )∇Zξ
(4.63)

eşitliğini sağlar (Bagewadi vd. 2005).

İspat ∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için, ikinci Bianchi özdeşliğinden,

(∇WB)(X, Y )Z) + (∇XB)(Y,W )Z) + (∇YB)(W,X)Z) = 0 (4.64)

yazılır. Buradan (4.62) eşitliği

RotB = curlB = −(∇ZB)(X, Y )W (4.65)

dır. EğerM üzerindeD-konformal eğrilik tensörüB rotasyonel değilse o zaman curlB =

0 ve

(∇ZB)(X, Y )W = 0

eşitliklerini takiben

∇Z (B(X, Y )W ) = B(∇ZX, Y )W +B(X,∇ZY )W +B(X, Y )∇ZW (4.66)

sağlanır. (4.66) eşitliğinde W = ξ alınırsa (4.63) eşitliği elde edilir.

Önerme 4.1 Bir n-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 4) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde, M nin D-konformal eğrilik

tensörü B, γ = −2
(
α2−1
n−3

)
olmak üzere,

B(X, Y )ξ = γ [η(X)Y − η(Y )X] (4.67)
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koşulunu sağlar.

İspat (4.61) eşitliğinde ξ(α) = 0 için, (3.17) ve (3.21) eşitlikleri kullanılırsa, (4.67)

eşitliği kolayca elde edilir.

Önerme 4.2 Bir n-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 4) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M nin D-konformal eğrilik tensörü B

rotasyonel değilse, o zaman D-konformal eğrilik tensörü B,

B(X, Y )Z = γ [g(X,Z)Y − g(Y, Z)X] (4.68)

eşitliği ile gösterilir.

İspat (4.63) eşitliğinde (4.67) ve (3.17) eşitlikleri hesaba katılırsa, ξ(α) = 0 için,

∇Z (γ [η(X)Y − η(Y )X]) = γ [η(X)∇ZY − η(∇ZY )X]

+γ [η(∇ZX)Y − η(Y )∇ZX] + α [B(X, Y )(Z − η(Z)ξ)]
(4.69)

elde edilir. Yukarıdaki eşitlik sadeleştirilirse (4.68) eşitliği bulunur.

Teorem 4.14 Bir n-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) (n > 4) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M nin D-konformal eğrilik tensörü B

rotasyonel değilse, M nin skalar eğriliği,

r = −α2(n− 1)2 + 1− n2 (4.70)

dir.

İspat (4.61) ve (4.68) eşitliklerini takiben

R(X, Y )Z = γ [g(X,Z)Y − g(Y, Z)X]− 1
n−3 [S(X,Z)Y − S(Y, Z)X + g(X,Z)QY

−g(Y, Z)QX − S(X,Z)η(Y )ξ + S(Y, Z)η(X)ξ − η(X)η(Z)QY + η(Y )η(Z)QX]

+ k−2
n−3 [g(X,Z)Y − g(Y, Z)X]

− k
n−3 [g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(Z)ξ + η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X]

(4.71)

elde edilir. {Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} cümlesi M nin her noktasındaki tanjant uzayının

bir ortonormal tabanıolmak üzere, (4.71) eşitliğinin her iki tarafıW vektör alanıile iç
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çarpılır ve W = X = Ei için, kontraksiyon yapılırsa,[
γ(1− n) + r

n−3 + (k−2)(1−n)
n−3 + k

n−3

]
g(Y, Z)

−
[
2α2(n−1)+r+k(2−n)

n−3

]
η(Y )η(Z) = 0

(4.72)

bulunur. Son olarak, ξ(α) = 0 olmak üzere, (4.72) eşitliğinin her iki tarafına Y = Z =

Ei için, kontraksiyon yapılırsa,

r = 2α2 + γn(n− 3) + (k − 2)n+ k
(

n
1−n
)
− k

(
2−n
1−n
)

(4.73)

dır. Burada (4.73) eşitliği sadeleştirilirse (4.70) eşitliğinin ispatıgörülür.

Tanım 4.5 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M üzerinde Riemann

eğrilik tensörü R, ∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için,

(∇XR)(Y, Z)W = ψ(X)R(Y, Z)W + β(X) [g(Z,W )Y − g(Y,W )Z] (4.74)

şartısağlanıyorsa, M ye genelleştirilmi̧s rekürent manifold adıverilir. Burada ψ ve β

1-formları

ψ(X) = g(X,A), β(X) = g(X,B) (4.75)

ile tanımlıolup, β 6= 0, A ve B, sırasıyla, ψ ve β ile bağlantılıvektör alanlarıdır (De ve

Guha 1991).

Tanım 4.6 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M üzerinde Ricci eğrilik

tensörü S, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için,

(∇XS)(Y, Z) = ψ(X)S(Y, Z) + (n− 1)β(X)g(Y, Z) (4.76)

şartınısağlıyorsa, M ye genelleştirilmi̧s Ricci rekürent manifold adıverilir. Burada ψ

ve β, (4.75) eşitliğinde verilen 1-formlardır (De ve Guha 1991).

Tanım 4.7 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M üzerinde konsirküler

eğrilik tensörü C, ∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için,

(∇XC)(Y, Z)W = ψ(X)C(Y, Z)W + β(X) [g(Z,W )Y − g(Y,W )Z] (4.77)

şartınısağlıyorsa, M ye genelleştirilmi̧s konsirküler rekürent manifold adıverilir. Bu-

rada ψ ve β (4.75) eşitliğinde verilen 1-formlardır (Maralabhavi ve Rathnamna 1999).
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Teorem 4.15 Bir n-boyutlu genelleştirilmi̧s rekürent α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

ve α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde, M üzerinde her

yerde

α2ψ − β = 0 (4.78)

eşitliği geçerlidir.

İspat M nin bir genelleştirilmi̧s rekürent α-Kenmotsu manifoldu olduğunu varsayalım.

Bu durumda, ∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için, (4.74) eşitliği sağlanır. (4.74) eşitliğinde

Y = W = ξ alınırsa,

(∇XR)(ξ, Z)ξ = ψ(X)R(ξ, Z)ξ + β(X)[g(Z, ξ)ξ − g(ξ, ξ)Z] (4.79)

yazılır. Diğer yandan,

(∇XR)(ξ, Z)ξ = ∇XR(ξ, Z)ξ −R(∇Xξ, Z)ξ

−R(ξ,∇XZ)ξ −R(ξ, Z)∇Xξ
(4.80)

dır. ξ(α) = 0 olmak üzere, (3.17)-(3.19) eşitlikleri yardımıyla (4.80) eşitliği

(∇XR)(ξ, Z)ξ = 0

haline indirgenir. Ayrıca, (4.79) eşitliğinin sol tarafı, (2.15) ve (3.5) eşitlikleri kul-

lanılırsa,

(η(Z)ξ − Z)
(
α2ψ(X)− β(X)

)
= 0 (4.81)

elde edilir. (3.1) eşitliğinden dolayı(4.81) eşitliğinin çarpanlarından η(Z)ξ − Z değeri

asla özdeş olarak sıfır olamaz. Dolayısıyla (4.81) eşitliği gereğince, ikinci çarpan her X

vektör alanıiçin, özdeş olarak sıfırdır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.16 Bir n-boyutlu genelleştirilmi̧s Ricci rekürent α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

ve α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. O zaman (4.78) eşitliği sağlanır.

İspat M nin bir genelleştirilmi̧s Ricci rekürent α-Kenmotsu manifoldu olduğunu farz

edelim. O halde, ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için, (4.76) eşitliği sağlanır. (4.76) eşitliğinde

Y = Z = ξ seçilirse,

(∇XS)(ξ, ξ) = −α2(n− 1)ψ(X) + (n− 1)β(X) (4.82)
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bulunur. Bundan başka,

(∇XS)(ξ, ξ) = 0 (4.83)

olduğu açıktır. ξ(α) = 0 olmak üzere, (4.82) ve (4.83) eşitliklerinin kullanılmasıyla,

−α2(n− 1)ψ(X) + (n− 1)β(X) = 0 (4.84)

elde edilir. Yukarıdaki denklemin düzenlenmesiyle,

(n− 1)
[
−α2ψ(X) + β(X)

]
= 0 (4.85)

şekline dönüşür. Böylece ispata ulaşılır.

Teorem 4.17 Bir n-boyutlu genelleştirilmi̧s rekürent α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g)

ve α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde, M nin skalar

eğriliği r,

r = −(n− 1)

[
2α2 + n

η(B)

η(A)

]
(4.86)

dir.

İspatM bir genelleştirilmi̧s rekürent α-Kenmotsu manifold olsun. O halde, ∀X, Y, Z,W ∈

χ(M) için, ikinci Bianchi özdeşliği yardımıyla,

ψ(X)R(Y, Z)W + β(X)[g(Z,W )Y − g(Y,W )Z]

+ψ(Y )R(Z,X)W + β(Y )[g(X,W )Z − g(Z,W )X]

+ψ(Z)R(X, Y )W + β(Z)[g(Y,W )X − g(X,W )Y ] = 0

(4.87)

elde edilir. (4.87) eşitliğinin Y vektör alanına göre kontraksiyonu yapılırsa,

ψ(X)S(Z,W ) + nβ(X)g(Z,W ) +R(Z,X,W,A)

β(Z)g(X,W )− β(X)g(Z,W )− ψ(Z)S(X,W )− nβ(Z)g(X,W ) = 0
(4.88)

bulunur. Tekrardan (4.88) eşitliğininW ve Z vektör alanına göre kontraksiyonu yapıldı̆gında,

rψ(X) + n(n− 1)β(X)− 2S(X,A) = 0 (4.89)

denklemine indirgenir. (4.89) eşitliğinde X yerine ξ seçilir, hipotez gereğince ξ(α) = 0

için, (3.21) eşitliği göz önüne alınırsa,

rη(A) = (1− n)
[
2α2η(A) + nη(B)

]
(4.90)
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dir. Böylece (4.90) eşitliğinden (4.86) eşitliğinin ispatına ulaşılır.

Teorem 4.18 Bir n-boyutlu genelleştirilmi̧s konsirküler rekürent α-Kenmotsu manifold

(M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karakteristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu takdirde,

X(r) = n(n− 1)
[
α2ψ(X)− β(X)

]
+ rψ(X) (4.91)

dir. Burada X(r), X vektör alanına göre r nin türevidir.

İspat M bir genelleştirilmi̧s konsirküler rekürent α-Kenmotsu manifold olsun. Bu

durumda, ∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için, (4.77) eşitliği sağlanır. (4.77) eşitliğinde Y =

W = ξ için,

(∇XC)(ξ, Z)ξ = ψ(X)C(ξ, Z)ξ + β(X)[g(Z, ξ)ξ − g(ξ, ξ)Z] (4.92)

yazılır. Diğer yandan,

(∇XC)(ξ, Z)ξ = ∇XC(ξ, Z)ξ − C(∇Xξ, Z)ξ

−C (ξ,∇XZ) ξ − C (ξ, Z)∇Xξ
(4.93)

dır. (2.9) ve (3.19) eşitlikleri (4.93) eşitliğinde kullanılırsa, ξ(α) = 0 için,

(∇XC)(ξ, Z)ξ = ∇X

[(
α2 +

r

n(n− 1)

)
(Z − η(Z)ξ)

]
−
[
α

(
α2 +

r

n(n− 1)

)]
(η(X)η(Z)ξ − η (Z)X)

−
[(
α2 +

r

n(n− 1)

)]
(∇XZ − η(∇XZ)ξ)

−
[
α

(
α2 +

r

n(n− 1)

)]
(η(Z)η(X)ξ − g (X,Z) ξ)

(4.94)

yazılabilir. (4.94) eşitliğinin sadeleştirilmesiyle,

(∇XC)(ξ, Z)ξ =
1

n(n− 1)
X(r) (Z − η(Z)ξ) . (4.95)

formuna dönüşür. Ayrıca, (4.92) eşitliği ile (4.95) eşitliği hesaba katılırsa,

ψ(X)C(ξ, Z)ξ + β(X) (η(Z)ξ − Z) =

(Z − η(Z)ξ)

[(
α2 +

r

n(n− 1)

)
ψ(X)− β(X)

] (4.96)

bulunur. Böylece (4.95) ve (4.96) eşitliklerini takiben, (Z − η(Z)ξ) 6= 0 olmak üzere,(
α2 +

r

n(n− 1)

)
ψ(X)− β(X)− X(r)

n(n− 1)
= 0 (4.97)
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denklemine ulaşılır. Bundan dolayı(4.97) eşitliğinin düzenlenmesiyle (4.91) eşitliğinin

doğruluğu görülür.

Hatırlatma 4.2 Bir n-boyutlu genelleştirilmi̧s rekürent α-Kenmotsu manifoldlar üz-

erinde elde edilen sonuçlar α = 1 durumu için Özgür (2007) tarafından verilmi̧stir.

Tanım 4.8 Bir (2n+ 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. M üzerinde

∀ X, Y, Z,W ∈ Kerη için,

φ2((∇WR)(X, Y )Z) = 0 (4.98)

şartısağlanıyorsa, M ye lokal φ-simetrik manifold adıverilir (De vd. 2009).

Tanım 4.9 Bir (2n+ 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) olsun. M üzerinde

∀ X, Y, Z,W ∈ χ(M) için,

φ2((∇WR)(X, Y )Z) = 0 (4.99)

şartısağlanıyorsa, M ye global φ-simetrik manifold adıverilir (De vd. 2009).

Teorem 4.19 Bir (2n+ 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M global φ-simetrik ise o zaman M

bir Einstein manifoldudur.

İspat M nin bir global φ-simetrik α-Kenmotsu manifoldu olduğunu kabul edelim. O

halde, (4.99) eşitliğinden

(∇WR)(X, Y )Z − η((∇WR)(X, Y )Z)ξ = 0 (4.100)

ve

g((∇WR)(X, Y )Z, V )− η((∇WR)(X, Y )Z)η(V ) = 0 (4.101)

dır. {Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} cümlesiM nin her noktasındaki tanjant uzayının bir orto-

normal tabanıolmak üzere, (4.57) eşitliğine X = V = Ei için, kontraksiyon yapılırsa,

(∇WS)(Y, Z)−
2n+1∑
i=1

η((∇WR)(Ei, Y )Z)η(Ei) = 0 (4.102)

bulunur. Burada (4.102) eşitliğinin ikinci kısmıZ = ξ için,

η((∇WR)(Ei, Y )Z)η(Ei) = g((∇WR)(Ei, Y )ξ), ξ)η(Ei)
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olup, ∀ p ∈M noktasında

g((∇WR)(Ei, Y )ξ), ξ) = g(∇WR(Ei, Y )ξ, ξ)− g(R(∇WEi, Y )ξ, ξ)

−g(R(Ei,∇WY )ξ, ξ)− g(R(Ei, Y )∇W ξ, ξ)
(4.103)

yazılır. Buradan Riemann eğrilik tensörü özellikleri kullanılırsa,

g(R(Ei,∇WY )ξ, ξ) = 0 (4.104)

g((∇WR)(Ei, Y )ξ, ξ) = g(∇WR(Ei, Y )ξ, ξ)− g(R(Ei, Y )∇W ξ, ξ) (4.105)

g(∇WR(Ei, Y )ξ, ξ) + g(R(Ei, Y )ξ,∇W ξ) = 0 (4.106)

g((∇WR)(Ei, Y )ξ, ξ) = −g(R(Ei, Y )ξ,∇W ξ)− g(R(Ei, Y )∇W ξ, ξ) (4.107)

g((∇WR) (Ei, Y )ξ, ξ) = 0 (4.108)

(4.102) eşitliği

(∇WS)(Y, Z) = 0 (4.109)

formunu alır. (4.109) eşitliğinde Z = ξ için,

(∇WS)(Y, ξ) = 0 (4.110)

dır. Ayrıca,

(∇WS)(Y, ξ) = ∇WS(Y, ξ)− S(∇WY, ξ)− S(∇W ξ, Y )

olduğundan ξ(α) = 0 için, (3.8) ve (3.21) eşitlikleri (4.110) eşitliğinde kullanılırsa,

S(Y,W ) = −(∇WS)(Y, ξ)− 2nα2g(Y,W ) (4.111)

elde edilir. (4.110) ve (4.111) eşitliklerinden

S(Y,W ) = −2nα2g(Y,W ) (4.112)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.20 Bir 3-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karakteristik

vektör alanıboyunca paralel olsun. Bu durumda, M nin lokal φ-simetrik olmasıiçin

gerek ve yeter koşul M nin skalar eğriliği r nin sabit olmasıdır.
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İspat De ve Pathak (2004) çalı̧smasında kullanılan metodoloji ile 3-boyutlu Kenmotsu

manifold için kullanılan

R(X, Y )Z = r+4
2

(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

− r+6
2

(η(X)g(Y, Z)ξ − η(Y )g(X,Z)ξ + η(Y )η(Z)X − η(X)η(Z)Y )
(4.113)

eşitlik yardımıyla sonuca ulaşılabilir. Ayrıca, 3-boyutta konformal tensör alanıözdeş

olarak sıfır olduğundan, ξ(α) = 0 için,

R(X, Y )Z = −S(X,Z)Y + S(Y, Z)X − g(X,Z)QY

+g(Y, Z)QX + r
2
[g(X,Z)Y − g(Y, Z)X]

(4.114)

eşitliği de geçerli olacaktır. O halde, (4.114) eşitliğini göz önüne alalım. Bu eşitliğin

her iki tarafının W vektör alanına göre kovaryant türevi alınır ve daha sonra bu son

eşitliğin her iki tarfına φ2 tensörü uygulanırsa, ∀ X, Y, Z ∈ Kerη için,

dr(W )[g(X,Z)Y − g(Y, Z)X] = 0 (4.115)

elde edilir. Yani, (4.115) eşitliğinden

dr(W ) = 0 (4.116)

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Hatırlatma 4.3 Teorem 4.19 ve Teorem 4.20 de elde edilen sonuçların α = 1 durumları

De vd. (2009) tarafından verilmi̧stir.

Teorem 4.21 Bir (2n+ 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karak-

teristik vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer M global φ-simetrik ise, M nin sabit

eğriliği k = −α2 dir.

İspatM nin bir global φ-simetrik α-Kenmotsu manifoldu olduğunu kabul edelim. Bun-

dan başka, ξ(α) = 0 için,

(∇WR)(X, Y )ξ = α3[g(X,W )Y − g(Y,W )X]− αR(X, Y )W (4.117)

dır. (4.117) eşitliğinin her iki tarafına soldan iki kez φ tensörünü uygularsak,

φ2 ((∇WR)(X, Y )ξ) = α3[g(X,W )φ2Y − g(Y,W )φ2X]− αφ2 (R(X, Y )W ) (4.118)
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yazılır. Yukarıdaki eşitlik yardımıyla,

αφ2 (R(X, Y )W ) = α3[g(X,W )φ2Y − g(Y,W )φ2X] (4.119)

bulunur. Ayrıca, (4.119) ve (3.9) eşitlikleri birlikte hesaba katılır ve gerekli sadeleştirmeler

yapılırsa,

αR(X, Y )W + α3[g(Y,W )X − g(X,W )Y ] = 0 (4.120)

formuna indirgenir. Böylece (4.120) eşitliğinden

R(X, Y )W = −α2[g(Y,W )X − g(X,W )Y ] (4.121)

elde edilir.

Sonuç 4.6 Bir (2n+ 1)-boyutlu α-Kenmotsu manifold (M,φ, ξ, η, g) ve α, ξ karakteris-

tik vektör alanıboyunca paralel olsun. EğerM lokal φ-simetrik ise,M nin sabit eğriliği

k = −α2 dir.

46



5 KAYNAKLAR

Arslan K, De U C, Murathan C, Yıldız A, 2009, On Generalized Recurrent

Riemannian Manifolds, Acta Math. Hungar., 123, 27—39.
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