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1 Giris

Degme geometrisinin dayandigi kokler; Huygens, Barrow, Newton, Hamilton ve Ja-
cobi’nin geometrik optikler ile ilgili {i¢ asir 6nce yapilan ¢aligmalarina dayanmaktadir.
Degme geometrisi, "tam integrallenebilir olmayan" adi verilen bir kosulu saglayan tan-
jant demetindeki bir hiperdiizlem dagilimi tarafindan verilen tiirevlenebilir manifoldlar
iizerindeki geometrik bir yapinin incelenmesinden ibarettir. Bagka bir degisle, boyle bir
dagilim (en azindan yerel olarak) bir diferensiyel 1-formun g¢ekirdegi olarak verilebilir
ve integrallenebilir olmama kogulu, bu form iizerinde maksimum bir dejenere olmama
koguluna doniigiir. Bu kosullar, bir hiperdiizlem dagiliminin "tam integrallenebilirlik"
icin iki egdeger kogulun tersidir. Yani, denk 6nermesi Frobenius teoreminin igerigi olan
manifold iizerinde bir egboyut foliasyonuna tanjant (teget) olmasidir. Degme geometrisi
bir¢ok yonden simplektik geometrinin tek boyutlu bir karsiligidir, belirli ¢ift boyutlu
manifoldlar iizerindeki bir yapidir. Hem degme hem de simplektik geometri, klasik

mekanigin matematiksel formundan ilham alir.

Degme doniigiimler teorisi (bir degme yapisim koruyan doniigiimler), diferensiyel den-
klemleri (6rnek olarak, Legendre doniisiimii veya kanonik doniigiim) incelemek igin 1872
yilinda Sophus Lie tarafindan geligtirilmistir. Degme geometri, teorik matematigin
bircok alaniyla iligkilidir ve 6zellikle, mekanik, optik, kontrol teorisi ve termodinamik

gibi fizigin ve miihendisligin altdisiplinlerinde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.

Tek boyutlu manifoldlar tizerinde U(n) x 1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen
hemen degme yapilar Gray (1959) tarafindan tamimlanmigtir. Bundan sonra, hemen
hemen degme metrik yapilar Sasaki (1960) tarafindan verilmigtir. Bunu takiben, Sasaki
(1961) galigmasinda hemen hemen degme manifoldlar iizerinde normallik gartini tanim-
lamig ve bu sartin J kompleks yapisinin (J2 = —I) integrallenebilmesi oldugununu

ispatlamigtir.

Ayrica, Goldberg ve Yano hemen hemen degme metrik yapilarin bir altsinifi olan kosim-
plektik manifoldlar1 tanimladilar (Goldberg ve Yano 1969). Bunu takiben, Olszak
kosimplektik manifoldlar iizerinde énemli ¢aligmalar yapmigtir (Olszak 1981, 1989).



Caligmamizin esasini olusturan manifold tanimi 1972 yilinda Kenmotsu tarafindan
yapilmigtir (Kenmotsu 1972). Giintimiizde, Kenmotsu manifoldlar olarak adlandirilan
bu tiir manifoldlar; hemen hemen degme metrik Riemann manifoldlarin bir siifidir.
Bir (2n 4 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢,&,n, g) olmak iizere,
vV XY € x(M) igin,

Vx§ =X —n(X)§,

(Vx0)Y = g(¢X,Y)E —n(Y)oX

esitlikleri saglaniyorsa, (¢, &, 7, g)-yapist normaldir. Buna kargin, ¢ karakteristik vektor
alan1 Killing vektor alan1 olmadigindan Sasakian yapida degildir. Bu sartlari saglayan
Kenmotsu manifoldlar kompakt bir yapiya da sahip degildir (div¢ = 2n). Kenmotsu
manifoldlarla ilgili dikkat ceken sonuclar igeren caligmalar pek cok yazar tarafindan
kaleme almmustir (De 2004, 2009, Ozgiir 2007, Oztiirk 2010, 2017, Jun vd. 2005, Dileo
ve Pastore 2007, 2009, Kim ve Pak 2005, Naik vd. 2020).

Bundan bagka, 1981 yilinda Vanhecke hemen hemen Kenmotsu yapilarin bir genellemesi

olarak, hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlar: tanimlamigtir (Vanhecke 1981).

Tezin birinci boliimii giris kismina ayrilmistir. Degme yapilar, hemen hemen degme

metrik yapilar ve Kenmotsu manifoldlar ile ilgili gerekli bilgiler verilmigtir.

Tezin ikinci boliimiinde, temel kavramlar ve literatiir bilgileri verilmistir. Birinci kisimda,
Riemann manifoldlar1 ve ozellikleri tamitilmistir. Ikinci kisimda, hemen hemen degme
metrik yapilar ile ilgili temel kavramlar sunulmustur. Uciincii kisimda ise, hemen hemen

a-Kenmotsu manifoldlar tanitilmis ve ayrintili bir 6érnek insa edilmistir.

Tezin tigiincii boliimiinde, a-Kenmotsu manifoldlar ile ilgili temel kavramlar ve bazi
ozellikler incelenmistir. Ozellikle, Riemann egrilik tensorii R ile ilgili bazi sonuclar
elde edilmigtir. Ayrica, n-paralel Ricci tensoriine sahip 7-Einstein (veya Einstein) a-

Kenmotsu manifoldlar aragtirilmigtir.

Tezin son boliimiinde, a-Kenmotsu manifoldlar iizerinde bazi 6zel tensorel carpim sart-
lar1 aragtirilmigtir. Yari-simetrik, lokal simetrik, Ricci-yar1 simetrik, Ricci rekiirent,

konformal yari-simetrik, projektif yari-simetrik, konsirkiiler yari-simetrik, konformal
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flat, projektif flat, konsirkiiler flat, D-konformal egrilik tensorii, genellestirilmis rekiirent,
genellestirilmis Ricci rekiirent, genellegtirilmis konsirkiiler rekiirent, lokal ve global
¢-simetrik kosullarini saglayan a-Kenmotsu manifoldlar iizerinde bazi sonuclar elde

edilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR ve LITERATUR BiLGIiLERi

Bu boliim aragtirma konumuz ile ilgili olan temel tanimlar, kavramlar ve literatiir bil-

gilerinin sunulmasina adanmistir.

2.1 Riemann Manifoldlar: ve Ozellikleri

Tanim 2.1.1 n-boyutlu bir C* manifold M, M iizerinde reel degerli C* fonksiyon-

larinin halkast C*°(M, R) ve vektor alanlarinin uzayr x (M) olsun. Bu durumda,
g x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde tanimlanan bilineer, simetrik ve pozitif tanimli g déniigiimiine M {izerinde bir
Riemann metrik tensor ve (M, g) ikilisiyle verilen manifolda ise bir Riemann manifoldu
ad1 verilir. M nin herhangi iki ¢ ve r noktas1 i¢in, M iizerinde bu noktalar1 birlestiren

bir egri bulunabiliyorsa, M ye baglantili manifold denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.2 Bir C* manifold M ve M {izerindeki vektor alanlarimin uzayi y (M) olsun.

Bu takdirde, V f,g € C*°(M,R),V X,Y, Z € x(M) olmak {izere,

Vs x(M) x x(M) "5y (M)
(X,Y) — V(X,Y) =VyY

doniisiimii,
(i) Vx(Y + Z) = VxY + Vi 7,
(i4) VixigvZ = [ VxZ +g VyZ,
(11) Vx(f Y) = f VxY + X(f)Y,

sartlarin saghyorsa, V ya M iizerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.3 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve V, M iizerinde bir afin
konneksiyon olsun. Bu durumda, V XY, Z € x(M) olmak iizere,

(1) VxY — Vy X = [X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon sarti),

(1) Xg(Y,Z) = g(VxY, Z)+g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdagma sart1),
ozellikleri saglamyora, V ya M nin Levi-Civita konneksiyonu (sifir torsiyonlu bir Rie-

mann konneksiyonu) denir (O’neill 1983).



Tamim 2.1.4 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve V, M iizerinde bir Levi-
Civita konneksiyonu olsun. Bu takdirde, V X,Y, Z, € x(M) i¢in,

R x(M) x x(M) x x(M) — (M)
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vixy|Z

(2.1)

seklinde tamimlanan (1, 3)-tipli tensor alam R ye M nin Riemann egrilik tensorii ad1 ver-
ilir. Ayrica, V X, Y, Z. W € x(M) igin, Riemann egrilik tensorii R agagidaki 6zellikleri
saglar:

(1) RX, Y)W = —=R(Y, X)W,

(i) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z),

(tit) ROX, Y)W + R(Y, W)X + R(W,X)Y =0,

(iv) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y),
(O’neill 1983).

Onerme 2.1.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve V, M {izerinde bir Levi-
Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda, G, E, F, sirasiyla, (1.1)-tipli bir tensor alani,

simetrik bir tensor alam ve ters simetrik bir tensor alani olmak {izere,
(VxG@)Y =VxGY — G(VxY),
g(VxE)Y,Z) = g(Y,(VxE)Z), (2:2)
g(VxF)Y,Z) = —g(Y,(VxF)Z)

dir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.5 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. T,M tanjant uzaymin

iki boyutlu altuzay: II ve X, W & II vektorleri {izerine kurulan paralel kenarin alani

olmak iizere,
g(R(X, W)W, X)
g(XaX)g(VVa W) - g<X7 W)2

degerine II nin kesit egriligi denir ve K (II) ile sembolize edilir (O’neill 1983).

K(X,W) = (2.3)



Tanim 2.1.6 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {e1, es, ..., €, } lokal ortonor-

mal vektor alanlarinin ciimlesi olsun. Bu takdirde,
S:x(M)xx(M)—R

n (2.4)
(X, W) — S(X, W) = ;g(R(ei, X)W, e;)

seklinde tanimh (0, 2)-tipli S tensor alanmna M iizerindeki Ricci egrilik tensorii denir.

Bundan bagka, (0, 2)-tipli @ Ricci operatorti,
S(X,Y) =g(QX.Y) (2.5)
ile verilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.7 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {es, ea, ..., €, } lokal ortonor-

mal vektor alanlarinin ciimlesi olsun. Bu takdirde,

r= Z S(e;, e;) (2.6)
i=1
seklinde tanimlanan r degerine M nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.8 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Eger M nin egrilik
tensorii paralel (VR = 0) ise o zaman, M ye lokal simetrik uzay adi verilir (Yano ve

Kon 1984).

Tamm 2.1.9 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve M iizerinde pozitif tanimh
bir fonksiyon ¢ olsun. O halde, ¢* = (g esitligi M iizerinde bir metrik degisimini
gosterir. Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki agi invaryanttir. Bu gekilde
tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi ad1 verilir. Eger ( sabit
ise konformal doniigiim homotetiktir denir. Eger ¢ 6zdes olarak 1 e esit ise bu doniigiim
bir izometri olarak bilinir. Eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g*
Riemann metrigi ile konformal olarak iligkili ise o zaman, M Riemann manifolduna

konformal diizlemsel (konformal flat) denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.10 Bir (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu (), g) olsun. Bu durumda, V
X,Y,Z € x(M) icin,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z — 525[S(Y. Z)X — S(X,2)Y — g(X, Z)QY 2
+9(Y, 2)QX] + 5t [a(Y, 2)X — g(X, Z)Y] |

2n(2n—1)
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seklinde tamimlanan C' tensoriine M nin (1, 3)-tipli Weyl konformal egrilik tenstr alam

denir. C' nin diverjansi ¢ (¢ = div C) ise,

o(X,Y) = (VxQ)Y = (VyQ)X — 55, [(Vx)Y — (Vyr)X] (2.8)

2(2n—1)
esitligi gegerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.11 Bir (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. V XY, 7 €
X (M) igin,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z — 5odrss [9(Y, 2)X — g(X, Z)Y], (2.9)

PX,Y)Z =R(X,Y)Z — % [S(Y,Z2)X — S(X,2)Y] (2.10)
seklinde tamimlanan (1, 3)-tipli C' ve P tensor alanlarina sirasiyla, konsirkiiler ve pro-

jektif egrilik tensor alanlar: denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.12 Bir (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu (), g) olsun. Bu durumda, V
X,Y € x(M) igin,
R(X,Y).R=0 (2.11)

tensor carpimi garti saglaniyorsa, (M, ¢g) bir yari-simetrik uzay olarak adlandirilir (Yano

ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M nin konformal flat
olmasi i¢in gerek ve yeter sart n > 3 i¢in C'= 0 ve n = 3 igin ¢ = 0 olmasidir (Yano ve

Kon 1984).

Teorem 2.1.2 Sabit bir k egriligine sahip bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g)
olsun. Bu durumda, V X, Y, W € x(M) igin,

ROX, Y)W = k[g(¥, W)X — g(X,W)Y] (2.12)
esitligi gegerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.13. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir. n-

boyutlu bir M uzay formu M (k) ile gosterilir (Yano and Kon 1984).



Tamim 2.1.14 Sabit bir k£ egriligine sahip bir n-boyutlu uzay form (M, g) olsun. Bu

takdirde, n > 2 olmak iizere,

0 ise M(k) = E™ Oklid uzay
5 ise M(k) = S"(r) kiiresi
—2% ise M(k) = H"(r) Hiperbolik uzay

k
M(k)=<X k
k

dir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.15 Bir n-boyutlu C'*° manifold M olsun. Bu durumda,

p:Rx M" — M"
(t,p) — @u(P)

seklinde tanimlanan ¢ doniigiimii
(1) Vt € Rigin, ¢, : P — ¢,(P) diffeomorfizm,
(i) Vt,s € Rve P e M igin, ¢, (P) = ¢ (¢, (P)),
artlarini saghyorsa, ¢ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

§
(Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.1.16 Bir n-boyutlu C* manifold M ve VY € x(M) igin, Y ile gerilmis lokal
dontistimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. Bu takdirde, K bir tensor alan ve p € M
i¢in,

(LK), = T (K, — (), (213)
seklinde tanimlanan Ly K doniisiimiine Y yoniinde K nin Lie tiirevi denir ve Ly K ile

gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.2 Bir n-boyutlu C'*° manifold M ve M iizerindeki bir Y vektor alam
yoniindeki Lie tiirevi igin,

(1) Ly(X®Z)=(LyX)®Z+ X ®(LyZ), (VX,Z € x(M))

(15) Ly f =Y (f), ( f, K cismi iizerinde bir fonksiyon)

(1it) Ly X = [Y, X], (X € x(M™))
sartlar1 gegerlidir (Yano ve Kon 1984).



Tamim 2.1.17 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Bu durumda, V Y €

X(M) igin, Ly g = 0 sart1 saglaniyorsa, Y vektor alanina bir Killing vektor alani denir

(Blair 1976).

2.2 Hemen Hemen Degme Metrik Yapilar

Tanim 2.2.1 (2n 4 1)-boyutlu bir manifold M, ¢,£,n da M iizerinde, sirasiyla, (1, 1)-
tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1-form olsunlar. Bu durumda, ¥V X € x (M)
i¢in,

X =X +n(X)E n(€) =1 (2.14)
esitlikleri saglamyorsa, (¢,&,n) iigliisime M iizerinde bir hemen hemen degme yapi

denir. Bu yapu ile birlikte M manifolduna bir hemen hemen degme manifold adi verilir

(Blair 1976).

Tanim 2.2.2 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu (¢, £, ) iigliisiiyle birlikte hemen hemen

bir degme yapiya sahip olsun. Bu takdirde, M tizerinde bir ¢ Riemann metrigi

n(X) =g(X,§), 9(¢X,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (2.15)

seklinde tanimlaniyorsa g metrigine hemen hemen degme metrik, (¢, &, 7, g) yapisina da
hemen hemen degme metrik yapi denir. (¢, &, 7, g) yapist ile birlikte M ye de hemen
hemen degme metrik manifold denir. Bundan sonraki kisimlarda (M, ¢, &, n, g) gos-

terimi ile (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold kastedilmektedir

(Blair 1976).
Onerme 2.2.1 Bir (M, ¢,&,m, g) hemen hemen degme metrik yapisi igin,
9(¢X,Y) = —g(X, ¢Y) (2.16)
esitligi gegerlidir (Blair 1976).
Tanim 2.2.3 Bir (M, ¢, £, 7, g) hemen hemen degme metrik yapisi igin,

®(X,Y) = g(X, oY) (2.17)



seklinde verilen ® doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.2.4 (M™, g) bir Riemann manifold ve x1, zs, . .., z,, M™ nin lokal koordinatlar:
olsun. w = +/|gldxy Adxas A ... Adz, ve g(x) > 0 ise w ye M™ tizerindeki bir hacim
form denir. Burada dx;, M" iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g|, M" iizerinde

metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tanim 2.2.5 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde bir hacim form

mevcut ise M™ ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot vd. 2004).

Tanim 2.2.6 Yukarida verilen tammlar 1isiginda, (M™, ¢, £, 7, g) hemen hemen degme
metrik manifoldu yonlendirilebilirdir (® ters simetrik ve nA®™ # 0) (Chinea ve Gonzalez

1990).
Tanim 2.2.7. Bir C* manifold M olsun. Eger w 1-form ise, V X, Y € x(M) igin,
2dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w[X,Y] (2.18)

ve eger w 2-form ise,

3dw(X,Y, Z) = X(w(Y, 2)) + Y(w(Z,Y)) + Z(w(X,Y))
_w<[X> Y]v Z) - w({Yv Z], X) - w([Z7 X]? Y)

(2.19)

seklinde tanimhdir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.2. (M, $,£,7,g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V da bir
Riemann konneksiyonu olsun. Bu takdirde, V X, Y, Z € x(M) igin,

(1) (Vx®)(Y, Z) = g(Y, (Vx¢)Z)

(i) (Vx®)(Y, Z) + (Vx @) (oY, ¢Z) = n(Z)(Vxn)oY —n(Y)(Vxn)¢Z
(ii1) (Vxn)Y = g(Y, Vx§) = (Vx2)(£, ¢Y)

(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X

(v) 3dB(X,Y,Z) = & (Vx®)(Y,Z2)

XY, Z

dir. Burada & X,Y,Z vektor alanlar iizerinden alinan devirli toplam ifade etmek-
XY, 2

tedir (Chinea ve Gonzalez 1990).
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Onerme 2.2.3 (M, ¢,£,7, g) bir hemen hemen degme metrik manifold, V bir Riemann
konneksiyonu ve i = 1,2,...,n i¢in {X;, ¢X;,£{}, M nin agk bir altciimlesi iizerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. Bu takdirde, M iizerinde § operatorii

on ==Y {(Vxn)Xi+ (Vox,n)oX;} (2.20)

i=1

seklinde tanimlanir (Chinea ve Gonzalez 1990).

Tanim 2.2.8 M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M"™ nin her p
noktasi i¢in J? = —I olacak sekilde 7),M tanjant uzayin bir .J endomorfizmasi mevcut
ise, o zaman M™" iizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yapi adi verilir.
Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Hatirlatma 2.2.1 M iizerinde (¢, £, 7, g) bir hemen hemen degme metrik yapi olsun. O
zaman, M X R iizerinde herhangi bir vektor alan (X, f %) seklinde tamimlanir. Burada
X, M manifolduna teget bir vektor alani; ¢, R nin bir koordinat: ve f, M x R iizerinde

bir C*° fonksiyondur. Boylece M x R iizerindeki bir hemen hemen kompleks yapi

16,15 = (60X - 76 00 ) (221

bigiminde tanimlanir. Buradan J? = —T elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.9 Bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold M olmak tizere, M {iizerinde

(1, 1)-tipli bir tensor alanm F olsun. V X, Y € x(M) i¢in,
Np(X,Y) = F?[X,Y] + [FX,FY] - F[FX,Y] — F[X, FY] (2.22)

seklinde tanimli Np tensor alanina F' tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.10 J, M f{izerinde bir hemen hemen kompleks yapi olsun. Tanmim 2.2.9

yardimiyla M tizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

NyX,Y) = JX,Y]+[JX,JY] = JJJX,Y] = J[X, JY]
= X, Y]+ [JX,JY] = JJX,Y] = J[X,JY]

(2.23)
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ile tanimhdir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.11 (M?", J) hemen hemen kompleks manifold olsun. Bu durumda, N; = 0
ise J doniisiimiine integrallenebilirdir denir. Eger M?" x R tiizerindeki bir J hemen
hemen kompleks yapisi integrallenebiliyorsa, (¢,&,n7) hemen hemen degme yapisina

normaldir denir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.4 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldun normal

olmasi icin gerek ve yeter sart
Ny +2dn®&=10 (2.24)

denkleminin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina goére Nijenhuis torsiyon ten-

soriidiir (Yano ve Kon 1984).
Tamm 2.2.12 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifoldu (M, ¢, &, 1, g),
dd =0, dyp =0 (2.25)

sartlarini sagliyorsa M manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eger
bir hemen hemen kosimplektik manifold normal ise bu manifolda kosimplektik manifold

denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢, &, 7, g)
olsun. M nin bir kosimplektik manifold olmas: i¢in gerek ve yeter sart V® ve Vn

kovaryant tiirevlerinin 6zdes olarak sifir olmasidir (Olszak 1981).

2.3 Hemen Hemen -Kenmotsu Manifoldlar

Tanim 2.3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢, &, 1, g)
olsun. Eger M iizerinde V X,Y, Z € x(M) ve a € R, a # 0 igin,

dn =0, d® =2a (n N ) (2.26)

denklemleri saglaniyorsa, M ye bir hemen hemen a-Kenmotsu manifold denir. Ozel

olarak, @ = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).
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Hatirlatma 2.3.1 Ozel olarak, bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold

(M, ¢,&,m, g) normal ise o zaman a-Kenmotsu manifold olarak adlandirilir.

Onerme 2.3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g)
olsun. Bu takdirde,

1 . 1
* = — * pr— pu— * T 2_27
= E=al ¢ =96, 9" =g (2.27)

seklinde tanimlanan homotetik deformasyon yardimiyla M {izerinde bir (¢',&' 1/, ')

hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Teorem 2.3.1 Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢, &, 1, g)

olsun. M nin bir Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(Vx@)Y = g(¢X,Y)E = n(Y)9X, Vxé = —¢X, (2.28)
dir (Kenmotsu 1972).

Hatirlatma 2.3.2 Tamim 2.3.1 deki d® = 2a (n A @) denklemini saglayan « reel sayisi
yerine daha genel manada tiirevlenebilir fonksiyon segebiliriz (Janssens ve Vanhecke

1981).

Onerme 2.3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g)
olsun. Bu durumda, V XY € x(M) igin,

hX = 3(Led)X, h(€) =0 (2.29)
Vxé=—ap’X — ohX (2.30)

Vel =0, Vep=0 (2.31)

(poh)X + (hod)X =0 (2.32)

(Vxn)Y = ag(X,Y) = n(X)n(Y)] + g(¢Y, hX) (2.33)
on = —2an, Iz(h)=0 (2.34)

h=0& V= —ap? (2.35)

dir (Oztiirk 2009).
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Yardimci Teorem 2.3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold

(M, 9,&,m, g) olsun. Bu durumda, ¥V X € y(M) i¢in,
(Veh)op+ ¢po(Veh) =0
dir (Blair 2002).

Yardimci Teorem 2.3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold
(M, 9,&,m, g) olsun. M iizerinde (1,1)-tipli A ve h tensor alanlari, sirasiyla, A = —V¢
ve h = 1L¢¢ bi¢iminde tammlansm. Bu takdirde, V X,Y € x(M) igin,

(1) A ve h simetriktir ve Ap + ¢A = —2a,

(i) no A=0,n0oh=0ve h=Ao ¢+ ag,

(i1i) hA + Ah = —2ah, [2(A) = —2an ve I2(¢A) =0
dir (Oztiirk 2009).

Onerme 2.3.3 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold (M, ¢, £, 1, g)
olsun. Bu takdirde, V X,Y € x(M) igin,

R(X,Y)¢ = o [(X)Y —n(Y)X] — a[n(X)phY —n(Y)ohX] (2.36)
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y,
R(X,Y)E = (VyA)X — (VxA)Y (2.37)

dir (Oztiirk 2009).

Onerme 2.3.4. Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold (M, ¢, €, 7, g)
olsun. Bu takdirde, V X € x(M) igin,

R(X,€)€ = a?¢* X + 2aphX — h2X + ¢(Veh) X, (2.38)
(Veh) X = —R(X,€)€ — 029X — 20hX — ¢h*X, (2.39)
R(X, )¢ — 9R(6X,6)€ = 2 [0*¢*X — h*X], (2.40)
S(X,€) = —2na’n(X) — (div(oh))X, (2.41)
S(E,€) =12(1) = — [2na2 + fz(hQ)] (2.42)

dir (Oztiirk vd. 2014).
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Onerme 2.3.5 Bir (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g)
olsun. Bu durumda, V¢h = 0 dir (Dileo ve Pastore 2007).

Onerme 2.3.6 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen a-Kenmotsu manifold (M, ¢, €, 7, g)

olsun. M iizerinde R Riemann egrilik 6zellikleri agagida verilmigtir:

R(X,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y —a[n(X)ohY —n(Y)ohX]  (2.43)

+[a® + ()] (XY —n(Y)X],

R(X, 8¢ = [0 +&(@)] ¢°X 4+ 2a0hX — h*X + ¢(Veh) X, (2.44)
R(X,€)¢ — 9R(¢X, €€ = 2 [(a” + ()9 X — h*X] (2.45)
(Veh)X = —¢R(X, )¢ — [0 + &(a)] ¢X — 2ahX — ¢h*X, (2.46)
S(X,€) = —2n[a® + &(a)] n(X) — (div(¢h))X, (2.47)
S(E,€) = — [zn(a2 +€(a)) + jz(hQ)] . (2.48)

Burada « reel sabiti yerine M iizerinde da A n = 0 kosulu ile verilen bir tiirevlenebilir
fonksiyon segtik. Ayrica, £(a) ifadesi « tiirevlenebilir fonksiyonunun £ vektor alam

yoniindeki V konneksiyonuna gore kovaryant tiirevidir (Oztiirk vd. 2014).
Ornek 2.3.1 3-boyutlu M C IR? manifoldu
M ={(z,y,2) e R’ : 2z # 0}

seklinde verilsin. M iizerindeki vektor alanlar

2 0 _
ox’ Ay

€1 —=¢€

olsun. {ej, ey, e3} ciimlesinin M nin her noktasinda lineer bagimsiz oldugu agiktir. O

halde, ¢ Riemann metrigi

gler,er) = glea, e2) = gles,e3) =1,

gler,ea) = gler,es3) = glea, e3) =
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dir. Bundan bagka, ¢ Riemann metrigi

1
g= €2Z3(dx®dm+dy®dy)+dz®dz

tensor carpimi ile verilsin.

Ayrica, n 1-formu V X € x(M) i¢in, n(X) = g(X, e3) ve ¢ (1, 1)-tipli tensor alan
¢(€1) = 62,¢(€2) = —61,(/5(63) =0
seklinde tanimlansin. Bunun yaninda, h (1, 1)-tipli tensor alan
h(e1) = —Xeq, h(es) = Aequeh(ez) =0

ile verilsin. Bu takdirde, g ve ¢ nin tanimlarindan

¢’ X = —X +n(X)es,

elde edilir.

V, g Riemann metrigi ile verilen Levi-Civita konneksiyonu oldugundan

le1e3] = —32%e,
leaes] = —32%e,,
leres] = 0

yazilir. Boylece (¢,&,n,g) dortlii yapist bulunmug olur. Simdi, bu yapiin bir hemen
hemen a-Kenmotsu yapisi olmasi i¢in @ nin sifirdan farkl bilegenlerini kontrol etmek

yeterli olacaktir. Bu takdirde,

B 5 =B 50 = s
dir. Buradan
¢ = —62—123(dx A dy) (2.49)
bulunur. Burada ®(eje;) = —1 ve aksi halde i < j i¢in, ®(e;e;) = 0 olacaktur.

Dolayisiyla ® nin dis tiirevi tanimindan
dd = 6222 (dx A dy A dz) (2.50)
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elde edilir. Ayrica, n = dz oldugundan (2.49) ve (2.50) esitliklerinin yardimiyla
dd = —62° (n A )
sonucuna ulagilir. Burada « tiirevlenebilir fonksiyonu
a(z) = —322

seklindedir. Bundan bagka, N, = 0 dir. Bagka bir ifadeyle, A/ manifoldu normal bir

hemen hemen a-Kenmotsu (a-Kenmotsu) manifoldudur.
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3 Q-KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu boliimde, a-Kenmotsu manifoldlar ile ilgili temel kavramlar ve belli tensor sartlar

ele alinarak, bazi sonuclar elde edilmigtir.

Tanim 3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢, &, 1, g)

olsun. M nin bir a-Kenmotsu manifold olmasi i¢in, ¥ X, Y € x(M) olmak iizere,
V€= —a¢’X = a[X —n(X)¢, (3.1)

(Vx9)Y = —afg(X, 0Y)E +n(Y)oX] (3.2)

esitliklerinin saglanmasi gerekir (o« = 1 durumu Kenmotsu 1972).

Onerme 3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, $,&,n,g) olsun. Bu
takdirde, V X,Y, Z € x(M) igin, agagidaki egrilik ozellikleri saglanir:

R(X,Y)§ = o® [n(X)Y — n(Y)X], (3.3)

R(X,Y)Z = —(VzR)(X,Y)¢ — ®g(Y, 2)X + o*g(X, Z)Y, (3.4)
R(§, X)Y = o® [-g(X,Y)¢ +n(Y)X], (3.5)

g(R(§, X)Y,€) = a® [-g(X,Y) + n(X)n(Y)], (3.6)

S(X, &) = —2na’n(X), (3.7)

(Vxn)(Y) = alg(X,Y) = n(X)n(Y)], (3.8)
N(R(X,Y)Z) = a*n(Y)g(X, Z) = n(X)g(Y, Z)] (3.9)

(Oztiirk vd. 2010).
Hatirlatma 3.1 Yukaridaki esitlikler n-boyut igin verilirse, 2n yerine (n—1) alinmalidir.

Teorem 3.1 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g) olsun. Bu du-
rumda, ¥V X,Y € x(M) igin,

S(pX,pY) = S(X,Y) + 2na’n(X)n(Y) (3.10)

esitligi saglanir (Oztiirk vd. 2010, o = 1 durumu Jun vd. 2005).
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Teorem 3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n,g) olsun. Bu du-
rumda, ¥V X,Y, Z € x(M) igin,

R(X,Y)¢Z — ¢R(X,Y)Z = o? [g(8Y, Z)X + g(Y, Z)pX]|

, (3.11)
a2 96X, Z)Y + g(X, Z)6Y]
R(OX.6Y)Z = ROXY)Z - o [g(X. 2)Y = g(Y, 2)X] 12
—a?[g(6Y, 2)6X — g(6X, Z)6Y]
Ispat (3.9) esitliginden
R(X,Y)Z = —a?q(Y, 2)X + a*g(X, 2)Y (3.13)
yazilir. (3.13) esitliginde Z yerine ¢Z segersek,
R(X,Y)6Z = —a?g(Y,62)X + o?g(X, 62)Y (3.14)
elde edilir. Ayrica, (3.13) esitliginin her iki tarafina —¢ uygulanirsa,
—$(R(X,Y)Z) = +a%g(Y, 2)6X — a*q(X, Z)¢Y (3.15)

bulunur. (3.14) ve (3.15) esitlikleri taraf tarafa toplamrsa (3.11) esitliginin ispatina
ulagilir.

Benzer yolla, (3.13) egitliginde X yerine ¢X ve Y yerine ¢Y alinarak,
R(¢pX,0Y)Z = —a’g(9Y, Z)pX + a’g(¢X, Z)pY (3.16)

yazilir. (3.1), (3.11) ve (3.16) esitlikleri birlikte hesaba katilirsa (3.12) esitligi ispatlan-

mis olur.

Onerme 3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, $,&,n,g) olsun. Bu
takdirde, V XY, Z € x(M) i¢gin o, da A p = 0 sartim saglayan tiirevlenebilir bir

fonksiyon olmak tizere, agagidaki egrilik 6zellikleri saglanir:

R(X,Y)§ = [0 +&(a)] (n(X)Y = n(Y)X), (3.17)

R(X,€)¢ = [a* +&(@)] (n(X)€ — X), (3.18)
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R(&X)Y = [a® +&(a)] (n(Y)X = g(X,Y)E), (3.19)

g(R(§, X)Y.€) = [o® + &(a)] (—g(X,Y) + n(X)n(Y)), (3.20)
S(X,€) = —2n [0 + &(a)] n(X), (3.21)

S(&.€) = —2n(a” +¢(a)), (3.22)

S(¢X,0Y) = S(X,Y) + 2n [o® 4+ &(a)] n(X)n(Y) (3.23)

(Oztiirk 2017).

Tanim 3.2 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n,g) olsun. Eger S
Ricei tensori V X, Y, Z € x(M) igin,

(VxS) (oY, ¢Z) =0 (3.24)

esitligini sagliyorsa, M ye n-paralel Ricci tensorlii a-Kenmotsu manifold adi verilir (Jun

vd. 2005).

Teorem 3.3 Bir (2n+ 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 1, g) ve «, & karakter-
istik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Bu takdirde, M nin n-paralel Ricci tensorlii

a-Kenmotsu manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul

L(VxS)(Y, Z) = —2na® n(2)g(X,Y) +n(Y)g(X, Z)]

(3.25)
—(2)S(Y, X) +n(Y)S(X, Z)]

egitliginin saglanmasidir. Burada «, dao A n = 0 sartin1 saglayan tiirevlenebilir bir

fonksiyondur.

Ispat Hipotez geregince £(a) = 0 (Vea = 0) olsun. Bu durumda, bir (2n 4 1)-boyutlu
n-paralel Ricci tensorlii a-Kenmotsu manifoldu M olmak tizere,
(VxS5) (Y, ¢Z) = VxS5(¢Y, 9Z) (3.26)
—S(Vx6Y, 62) — S(6Y, V6 2)

yazilir. (3.1), (3.2) ve (3.23) esitlikleri (3.26) esitliginde yerine yazilirsa

(VxS)(9Y,0Z) = VxS(Y, Z) + 2na® [n(Z)Vxn(Y) + n(Y)Vxn(Z)]
+an(Y) [S(X, Z) + 2na’n(X)n(Z)] (3.27)
+an(Z) [S(Y, X) + 2ne’n(X)n(Y)] — S(VxY, Z)
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elde edilir. Ayrica,
VAS(Y, Z) = (VS)(Y, Z) + S(VxY, 6Z) + S(Y, V. Z) (3.28)

ve

(Vxn)Y = Vxn(Y) —n(VxY) (3.29)

dir. (3.8), (3.28) ve (3.29) egitlikleri yardimiyla (3.27) esitligi

(VxS) (Y, 0Z) = (VxS)(Y, Z) 4 2na® [n(Z)g(X,Y) +n(Y)g(X, Z)]
+an(Z)S(Y, X) +n(Y)S(X, Z)]

(3.30)

indirgenir. Hipotezin kullamilmasiyla, (3.24) esitligi (3.30) esitliginde yerine yazlirsa
(3.25) esitligine ulagihr. Tersine olarak, (3.25) esitliginin dogru oldugunu kabul eder-
sek, M nin n-paralel Ricci tensorlii a-Kenmotsu manifold oldugunu kolayca yukaridaki

benzer yolla gosterebiliriz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g) ve «, £ karak-
teristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M n-paralel Ricci tensore sahip ise o

zaman M nin skalar egriligi sabittir.

Ispat {E\, E,, ..., Ey,, &} ciimlesi i = 1,2, ...,2n + 1 icin tanjant uzaym herhangi nok-
tasinin bir ortonormal tabani olsun. (3.30) esitliginin her iki tarafina ¢ = 1,2, ....2n+1

icin, Y = Z = FE; olmak {izere, kontraksiyon yaparsak,

221(VXS)(Ei7 E;) = —2na32§1 M(E)g(X, E;) +n(E)g(X, E;)]

—« ; (n(E:)S(Ei, X) +n(E;)S(X, Ej))

elde edilir. Bunu takiben,
2n+1

Z(VXS)(EiaEi) =0

i=1
bulunur. Bundan dolay1, dr(X) = 0 denklemi ortaya ¢ikar ki bu da r nin sabit olmasi

anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanir.

Hatirlatma 3.2 Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 iin ispatlart « = 1 i¢in Jun vd. (2005)

tarafindan verilmigtir.
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Tamim 3.3 Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢,&,n,g)
olsun. Eger M nin Ricci tensorii S, V X, Y € x(M) igin,

S(X,Y) =ag(X,Y) + n(X)nY) (3.31)

sartin1 sagliyorsa M ye bir n-Einstein manifold denir. Burada a,b: M — R fonksiyon-

lardir. Ozel olarak, b = 0 ise M bir Einstein manifoldudur (Blair 1976).

Teorem 3.5 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g) ve «, £ karak-

teristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M bir n-Einstein manifold ise
a+b=—2na’ (3.32)
dir (o = 1 i¢in Kenmotsu 1972).
Ispat (3.21) ve (3.31) esitliklerinden &(a) = 0 igin,
S(X,€) = an(X) + bn(X)

ve

S(X,€) = —2na’n(X)
yazilir. Buradan (3.32) esitliginin ispati agikardir.
Teorem 3.6 Bir (2n + 1)-boyutlu 7-Einstein Kenmotsu manifold (M, ¢,&, 7, g) olsun.

Eger a ve b fonksiyonlarindan biri sabit ise o zaman M bir Einstein manifoldudur

(Kenmotsu 1972).

Onerme 3.3 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &,1,g) ve o, & karak-

teristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu takdirde,

a=a®+ % (3.33)
b= —% —a*(2n +1) (3.34)
r=2n+1la+b (3.35)

dir.
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Ispat (3.31) esitliginin her iki tarafina i = 1,2,...,2n 4+ 1 i¢cin, X = Y = E; olmak
tizere, kontraksiyon yapilirsa,

2n+1 2n+1 2n+1

ZS(E}, E;) = aZg(Ei, E;) + bZU<Ez)77<Ez)

esitliginden (3.35) elde edilir. Bundan bagka, (3.32) ve (3.35) esitlikleri taraf tarafa
gikarilirsa,

r = 2na — 2na’ (3.36)

bulunur. O halde, (3.35) ve (3.36) esitliklerinden (3.33) esitligine ulagilir. (3.33) esitligi
(3.32) esitliginde yerine yazilirsa

a? + — + b= —2na?
2n
elde edilir. Yukaridaki esitlik (3.34) esitliginin ispatidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7 Bir (2n+ 1)-boyutlu 7-Einstein a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g) olsun.
O halde, V X, Y € x(M) i¢in,

S(X,Y) = (a2 + %) g(X,Y) - (% Fa?(2n + 1)) X)) (3.37)

esitligi gecerlidir.
Ispat Onerme 3.3 ve (3.31) esitliginden ispat aciktir.

Teorem 3.8 Bir (2n + 1)-boyutlu n-Einstein Kenmotsu manifold (M, ¢,&, 7, g) olsun.
Bu takdirde, a ve b fonksiyonlarinin her ikisi de sabittir (Jun vd. 2005).

Teorem 3.9 Bir (2n + 1)-boyutlu 7-Einstein a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n, g) ve «,
¢ karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu takdirde, asagidaki énermeler
birbirine denktir:

(1) M, n-paralel Ricci tensoriine sahiptir,

(i1) M, —2n(2n + 1)a? skalar sabit egriligine sahiptir,

(iti) M, S(X,Y) = —2na?g(X,Y) ile verilen bir Einstein manifoldudur.

Ispat Teorem 3.3, Teorem 3.4, Tamm 3.3 ve Onerme 3.3 birlikte diisiiniiliirse yukari-

daki {i¢ 6nermenin, sirasiyla, birbirine denk oldugu goriiliir. Ayrica, (3.1) ve (3.37)

23



egitliklerinin birlikte kullanilmasiyla,
1
(VxS) (oY, 0Z) = %dT(X)Q(GﬁY, ) (3.38)
elde edilir. (3.38) esitligi ve Teorem 3.4 kullanilarak ispat tamamlanur.

Hatirlatma 3.3 Teorem 3.9 un ispati o = 1 icin Ozgiir vd. (2006) tarafindan ver-

ilmigtir.
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4 BAZI SARTLARI SAGLAYAN (*-KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu boliimde, a-Kenmotsu manifoldlar: iizerinde bazi egrilik sartlar: ve bazi ¢zel tensor

sartlar1 incelenecektir.

Teorem 4.1 Bir (2n+1)-boyutlu yari-simetrik Kenmotsu manifold (M, ¢, £, 1, g) olsun.
Bu takdirde, M manifoldu —1 negatif sabit egriligine sahiptir (Kenmotsu 1972).

Teorem 4.2 Bir (2n+ 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, n, g) ve «, & karakter-
istik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M yari-simetrik ise o zaman M {izerinde

sabit egrilik mevcut degildir.

Ispat Hipotez geregince, tensor carpimi tammmindan, V Y, U, V, W € x (M) icin,

0= R(Y,ORU V)W — R(R(Y, U, V)W
—R(U, R(Y, OV)W — R(U,V)R(Y, )W

(4.1)

esitligi (2.11) esitligine denktir. (3.18) ve (3.19) egitliklerinin yardimiyla (4.1) esitliginin
sag tarafindaki dort tensorel carpim ifadeleri U = ¢ icin, ayr1 ayri hesaplanir ve

toplanirsa

(@ + (@) [g(V, W)Y = g(Y, W)V + (02 + £(a)) R(X, V)W
= (a2 + &))" n(V)n(W)X = n(V)g(X, W) (42)
(0 + () [=n(V)n(W)X +n(V)g(X, W)¢]

elde edilir. (4.2) esitligi sadelestirilerek,

R(Y,V)W = (a® + {(a)) [9(Y, W)V — g(V,W)Y]

(4.3)
(@2 +&(@)) (o + &(a) = Dn(V) (W)Y — g(Y, W)¢]
yazilir. Buradan £(«) = 0 esitligini takiben
RY, V)W =a? [g(Y, W)V — g(V,IV)Y] (1.4)

a?(a® = 1)n(V) [n(W)Y — g(Y,W)¢]

bulunur. (4.4) ve (2.12) esitliklerinden M {izerinde sabit egriligin olmadig goriiliir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1 o = 1 i¢in Teorem 4.1 in ispat1 agiktir.
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Teorem 4.3 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&, 7, g) ve «, £ karak-

teristik vektor alani boyunca paralel olsun. Eger M lokal simetrik ise o zaman M

manifoldu —a? negatif sabit bir uzay egriligine sahiptir (Oztiirk 2017).

Ispat Hipotezden dolay1 £(a) = 0 olsun. (3.3) esitliginin her iki tarafinin W vektor

alanina gore kovaryant tiirevi alinirsa,

(VwR)(X,Y)§ = Vw R(X,Y)€ — R(Vw X, V)¢

(4.5)
—R(X,VwY){ — R(X,Y)Vw¢
yazilir. Bu son esitlik (3.1) ve (3.3) esitlikleri yardimuyla,
(VwR)(X,Y)E = n(Viw X)Y + g(X, V)Y +n(X)VwY = n(VwY)X
—g(Y, V&) X = n(Y)VwX] — ® [n(ViwY)X — n(Y) Vi X] (4.6)
—a® N(X)VwY = n(VwY)X] + aR(X,Y)¢'W
bulunur. (4.6) esitliginde gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,
(VwR)(X,Y)¢ = [g(X, W)Y — g(YW)X] — aR(X, Y)W (4.7)
denklemine ulagilir. VR = 0 oldugundan (4.7) denklemi
aR(X, Y)W = o [g(X, W)Y — g(Y.W)X] (4.8)
haline indirgenir. Buradan
R(X, Y)W = —a? [—g(X, W)Y + g(Y.W)X]
elde edilir. Boylece o # 0 olmak tizere, M nin k = —a? olacak sekilde bir negatif sabit

uzay egriligine sahip oldugu ispatlanmis olur.

Sonug 4.2 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M, ¢, &, n, g) manifoldu (o = 1)

icin, agagidaki kosullar birbirine denktir:
(1) M, —1 sabit egriligine sahiptir,
(73) M lokal simetriktir,
(731) M yari-simetriktir.
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Tamim 4.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Eger M iizerinde, V
XY, Z,W € x(M) igin,

(R(X,Y).8)(Z,W) = R(X,Y)S(Z,W) — S(R(X,Y)Z, W)
—S(Z, R(X,Y)W),

(4.9)

tensor carpimi ile tanimlinan

RS =0 (4.10)

sart1 saglaniyorsa, M ye Ricci yari-simetrik manifold denir (Sinyakov 1981).

Tamim 4.2 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Eger M iizerinde Ricci

tensorii S sifirdan farkli ve 5 bir 1-form olmak iizere, VY, Z, W € x(M) icin,
(VyS)(Z2, W) = B(Y)S(2, W) (4.11)
kogulu saglaniyorsa, M ye Ricci rekiirent manifold adi verilir (Patterson 1952).

Teorem 4.4 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M, ¢,£,n,g) olsun. Eger M

Ricci yari-simetrik ise o zaman M bir Einstein manifoldudur (Jun vd. 2005).

Teorem 4.5 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,7,9) ve «, £ karak-
teristik vektor alanit boyunca paralel olsun. Eger M Ricci yari-simetrik ise o zaman M

manifoldu S = —2na?g ile verilen bir Einstein manifoldudur (Oztiirk 2017).
Ispat Hipotezimiz
R(X,6)S(Z,W)—=S(R(X,§)ZW)—S(Z, R(X, )W) =0 (4.12)

onermesine denktir. Bu son esitlikte W = £ ve {(a) = 0 alirsak,

a?[g(X, 2)S(&,€) —n(2)S(X,€) +n(X)S(Z,€) - S(X, Z)] =0 (4.13)
bulunur. (3.21) ve (3.22) esitlikleri (4.13) esitliginde kullanmlirsa,

o? [2na’g(X, Z) + S(X,Z)] =0
elde edilir. Bu son esitligi takiben
2na’g(X, Z) + S(X,Z) =0
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yazilir. Bu da istenen sonuctur.

Hatirlatma 41 R- R =0 C R-S = 0 oldugundan R - R = 0 énermesi R-S = 0

onermesini gerektirir.

Sonug 4.3 Bir (2n + 1)-boyutlu yari-simetrik a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n,g) ve
a, & karakteristik vektor alami boyunca paralel olsun. Bu takdirde, M bir Einstein

manifoldudur.

Teorem 4.6 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M, ¢,£,n,g) olsun. Eger M

Ricci rekiirent ise o zaman M bir Einstein manifoldudur (Jun vd. 2005).

Teorem 4.7 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n,9) ve «, £ karak-
teristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M Ricci rekiirent ise o zaman M bir

Ricci yari-simetrik ve Einstein manifoldudur.

Ispat M tizerinde h? = ¢(Q, Q) sartim saglayan bir h fonksiyonunu goz éniine alalim.

Burada S(X,Y) = ¢g(QX,Y) dir. Bu durumda,
X(h*) = X [9(Q,Q)] = 29(VxQ,Q)
yazihr. (4.11) esitligini takiben
X(h?) = 2R*3(X) (4.14)

dir. Burada 3 1-formdur. Bundan baska,

X (h?) = 2h(Xh) (4.15)
esitliginden

h(Xh) = h*B(X) (4.16)
elde edilir. Bu son esitliklerden

Xh=hpB(X)#0 (4.17)

bulunur. (4.17) esitliginin kullanilmasiyla
Y(Xh) = X(Yh) ={YB(X) - XB(Y)} h
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egitligine ulagilir. Bu son esitlik yardimiyla
{VyVx = VxVy = Viyx} h={YB(X) - XB(Y) - B[V, X]} h (4.18)
yazilir. h # 0 olmak {izere, (4.18) esitligi
ds(Y,X) =0 (4.19)

dir. (4.19) esitligi # 1-formunun kapali oldugunu gostermektedir. Ayrica, (4.11) esitligi

yardimiyla,
(VyVxS)(Z, W) = {YB(X) - XB(Y) - 8[Y, X]} 5(Z, W) (4.20)
elde edilir. (4.19) ve (4.20) egitliklerinin kullanilmasiyla,
(R(Y,X).S)(Z,W) =2ds(Y,X)S(Z, W)
ifadesi 6zdes olarak sifirdir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.8 Bir (2n+1)-boyutlu konformal yari-simetrik a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 1, g)
ve «, £ karakteristik vektor alani1 boyunca paralel olsun. Bu takdirde, M konformal flat

sartini saglar.
Ispat Oncelikle, M konformal yari-simetrik olsun. Yani,

RC=0 (4.21)
dir. Bu tensor ¢arpiminin tanimi kullanilirsa (4.21) esitliginin denk énermesi

R(X,)C(U, V)W — C(R(X,§U, V)W
—C(U,R(X, V)W = C(U,V)R(X, )W =0

(4.22)

olacaktir. Weyl konformal egrilik tensorii tanimindan (2.7) esitligi yardimyla, £(a) = 0

i¢in,

9(C(X,Y)Z,€) = |22 — 0+ ot | n(X)g(Y, 2)

+ |5 - mE t 042} n(Y)g(X, Z) (4.23)
+55 N(Y)S(X, Z) = n(X)S(Y, Z)]




dir. (4.23) esitliginde X = ¢ segilirse,

HCEVIZ.9) = [22 — otz (v 2)
+ [_ 33;”21 - 2n(2n 1) +a } n(Y)n(Z)
+anmg [2na’n(Y)n(Z) — S(Y. Z)]

2na?

veya kisalik icin L = [ T a? + m] icin,

9(C(&,Y)Z,§) = L[g(Y, Z) —n(Y)n(Z)
+527 [—2na’n(Y)n(Z) — S(Y, Z))

bulunur. (4.22)-(4.25) ve (3.5) esitlikleri yardimiyla agagidaki esitlikler yazilir:

9(R(X,§)C(U, V)W, §) = a’g(C(U, V)W, X)

—a’n(X) [L (n(U)g(V, W) = n(V)g(U, W)
+1 ((V)S(U, W) = n(U)S(V, W))]

2n—1

(
v,

9(C(R(X, U, V)W, &) = —a’*n(U) [L (n(X)g(V, W) —n(V)g(X, W))
+anmg (M(V)S(X, W) = n(X)S(V, W))]

+0429(X U)[L(g(V, W) = n(V)n(W))

(2na®n(V)n(W) + S(V,W))]

2n 1

9(C(U, R(X, V)W, &) = o*n(V) [L (n(X)g(U, W) — n(U)g(X, W))

+5 (N(U)S(X, W) = n(X)S(U,W))]
—oz?g(X V)L (g(U, W) = n(U)n(W))

—gn (2na®n(U)n(W) + S(U,W))]
g(C(U,VIR(X, W, &) = —an(W) [L (n(U)g(X, V) = n(V)g(X,U))
+m1 ((V)S(X,U) = n(U)S(V. X))] .

2n—1

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

Burada ¢g(C'(X,Y)¢, &) = 0 dir. (4.26)-(4.29) esitlikleri (4.22) esitliginde kullanilirsa,
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a?g(C(U V)W, X) = o*n(X) [L (n(U)g(V. W) = n(V)g(U,W))

tang (M(V)S(U W) = n(U)S(V,W))] + a?n(U) [L (n(X)g(V, W) = n(V)g(X, W)
+ang (H(V)S(X, W) = n(X)S(V,W))] = a?g(X,U) [L (g(V, W) — n(V)n(W))

— g1 2naPn(V)n(W) + S(V,W))] — (V) [L (n(X)g(U, W) = n(U)g(X, W))
Fanmg (MU)S(X, W) = n(X)S(U,W))] + a?g(X, V) [L (g(U,W) = n(U)n(W))

— 5 (2naPn(U)n(W) + S(U,W))] + an(W) [L (n(U)g(X, V) = n(V)g(X,U))
+ant (H(V)S(X,U) = n(U)S(V, X))] =0

(4.30)
elde edilir. {F;, i =1,2,...,2n + 1} ciimlesi M nin her noktasindaki tanjant uzayinin
bir ortonormal tabani olmak iizere, (2.7) esitligi yardimuyla,

2n+1
> 9(C(E,Y)Z,E) =0 (4.31)
i=1

yazilir. (4.30) esitliginde X = U = E; alinarak kontraksiyon yapilir ve (4.31) esitligi

goz oOniine alinirsa,

SV, W) = (20 = DLg(V,W) = (5 +a*@n+ 1) n(VIn(W),  (4:32)

bulunur. O halde, (4.30) ve (4.32) esitlikleri birlikte hesaba katilirsa,

2n—1

T 1a?(2n —2na?
n <L— =+ (2n+1)-2 )g(X, Vn(U)n(W).

GO VIW, X) = (B2 1) (X, U)(V)n(W) o

2n—1

denklemine indirgenir. Son olarak, (4.33) esitliginde X = U = E; alinarak kontraksiyon

yapilirsa,

5+ a*(2n + 1) — 2na®
2n —1

elde edilir. Bu son denklemin birinci ¢carpani her zaman saglanir. Yani, C' 6zdeg olarak

- L) 2nn(V)n(W) =0 (4.34)

sifirdir. Boylece ispat tamamlanir. O halde, agsagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 4.3 Bir (2n+ 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M, ¢, £, 7, g) ve n > 1 olsun. Eger

M konformal yari-simetrik ise o zaman M konformal flattir (Jun vd. 2005).

Teorem 4.9 Bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold (M, ¢,&,7n,g) ve n > 1 olsun.
Eger M konformal flat ise o zaman M manifoldu —1 negatif sabit egrilige sahiptir

(Kenmotsu 1972).
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Teorem 4.10 Bir (2n + 1)-boyutlu projektif flat a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n,g)
ve «, ¢ karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. O zaman M bir Einstein

manifoldudur (Oztiirk 2017).
Ispat Kabul edelim ki P = 0 olsun. (2.10) esitligi yardimiyla,

R(X,Y)Z = 2i IS(Y, 2)X — S(X, Z)Y] (4.35)

n

dir. (4.35) esitligi kullamlarak, W = ¢ i¢in,

R(X,Y,2,0) = o [S(Y, 2)g(X, W) = S(X, 2)g(¥, W)]

ve

NR(X,Y)Z) = o~ [S(Y, Z)n(X) = S(X, Z)n(Y )] (4.36)

~on
yazilir. Burada R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z, W) dir. X = ¢ segilerek, (3.18) ve (3.19)
esitliklerinin (4.36) esitliginde yerine yazilmasiyla,

S(Y,Z) = —2n(a®+&(a)g(Y, Z) (4.37)
elde edilir. Burada &(a) = 0 igin,
S(Y,Z) = —2na*g(Y, Z) (4.38)
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.11 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,£,71,9) (n > 0) ve a,
¢ karakteristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M projektif yari-simetrik ise o

zaman M projektif flattir (Oztiirk 2017).
Ispat (2.10) esitliginde (3.17) esitligini kullanirsak,

N(P(X,Y)Z) = — (o + &(a)) n(X)g(Y, Z) + (o® + {(@)) n(Y)g(X, Z)

(4.39)

—5, M(X)S(Y, Z) = n(Y)S(X, Z)]

dir. (4.39) esitliginde Z yerine ¢ alirsak,
n(P(X,Y)¢) =0 (4.40)

32



bulunur. Tekrardan X yerine ¢ alirsak,
1
MPEY)Z) = — (0 + £0) (Y, 2) — 3-S5V, 2) (1.41)

elde edilir. Simdi, R.P tensor ¢carpiminin tanimini goz 6niine alirsak,

(R(X,Y).P)(U,V)Z = R(X,Y)P(U,V)Z — P(R(X,Y)U,V)Z

(4.42)
—P(U,R(X,Y)V)Z — P(U,V)R(X,Y)Z
dir. Hipotezden dolay1 R.P = 0 oldugundan (4.42) esitligi
RX,Y)PU,V)Z - P(R(X,Y)U,V)Z
(X.Y)P(U.V)Z = P(RCX.Y)U.V) i

—P(U,R(X,Y)V)Z — P(U,V)R(X,Y)Z =0

indirgenir. X = ¢ i¢in, (4.43) esitliginin her iki tarafi ¢ karakteristik vektor alanina
gore i¢ carpilirsa, P(U,V, Z,Y) = g(P(U,V)Z,Y) olmak iizere,
+9(YV,Vn(P(U,§)Z) —n(Z)n(P(U,V)Y) =0
haline doniisiir. (4.44) esitliginde U yerine Y alinirsa,
+9(U V)n(P(U,£)Z) —n(Z)n(P(U,V)U) =0

(4.45)

yazihir. {E;, i =1,2,...,2n+ 1} ciimlesi M nin her noktasindaki tanjant uzayinin bir

ortonormal tabani olmak tizere, (4.45) esitligine U = FE; i¢in, kontraksiyon yapilirsa,

N(PEV)Z) = = (5phes ) S12) = (“5552) 9(V, 2)

(4.46)
+ (02 + €(0) + gy ) n(VIn(2)
elde edilir. (4.41) ve (4.46) esitlikleri birlikte diistiniiliirse,
SV, Z)==2n(a*+&(a)) g(V, Z
(V. 2) = 2 (0® + (@) (V. 2) e
= (2n+1) (a® +&(a)) + 5;) n(V)n(Z)
dir. (4.47) esitliginde Z = £ alnir ve (3.21) esitligi kullanilirsa,
r=-2n(2n+1) (¢’ +¢(a)) (4.48)
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bulunur. £(a) = 0 olmak iizere, (4.39), (4.46), (4.47) ve (4.48) esitlikleri (4.44) esitliginde
yerine yazilirsa

P(UV)Z =0

denklemine ulagilir. Bu da ispat1 tamamlar. Boylece agsagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 4.4 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,£,n,9) (n > 0) ve a, &
karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Eger M projektif yari-simetrik ise o

zaman M manifoldu skalar egriligi
r=—2na*(2n +1)
ile verilen bir n-Einstein manifoldudur.

Teorem 4.12 Bir (2n+ 1)-boyutlu konsirkiiler flat a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 1, g)
ve «, & karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu durumda, M nin skalar
egriligi r = —2na?(2n + 1) dir.

Ispat Farz edelim ki C' = 0 (konsirkiiler flat) olsun. (2.9) esitligi yardimyla,

r

R(X,Y)Z = T

yazilir. Bundan bagka, W = ¢ i¢in, (4.49) esitliginden

R(X,Y,Z,W) = 5

m [Q(Yv Z)Q(Xv W) - g<X7 Z)g(Y7 W)]

olmak iizere,
(s + (07 +£(0)) ) [0(X)g (Y. 2) — (Y )g(X. 2)] = 0
bulunur. &(a) = 0 icin,
(m + o?) (X)g(Y, Z) —n(Y)g(X,Z)] =0 (4.50)

elde edilir. Buradan
r 2
e T = 0

sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.13 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,£,n,9) (n > 0) ve «, £
karakteristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M konsirkiiler yari-simetrik ise

o zaman M konsirkiiler flattir (Oztiirk 2017).
Ispat (3.17) esitligi (2.9) esitliginde kullanilirsa,
N, 1)2) = (02 + &) + gy ) (M)9(X, 2) = n(X)g(V,2))  (451)
bulunur. (4.51) esitliginde Z yerine ¢ alirsak,
n(C(X,Y)¢§) =0 (4.52)
elde edilir. Ayrica, tekrardan (4.51) esitliginde X yerine ¢ aldigimizda,
N0 Y)2) = (02 +6()) + zgirs ) O(Z) — 9, 2))  (453)

yazilir. Simdi, R.C' tensér carpiminin tanimindan

(R(X,Y)C)(U,V)Z = R(X,Y)C(U,V)Z — C(R(X,Y)U,V)Z

o _ (4.54)
~C(U,R(X,Y)V)Z — C(U,V)R(X,Y)Z
yazabiliriz. Hipotez geregince, R.C' = 0 olsun. O halde, (4.54) esitligi
R(X,YC(U,V)Z — C(R(X,Y)U,V)Z
(X.Y)CW.V)Z = C(REXY)UY) .

—C(U,R(X,Y)V)Z = C(U,V)R(X,Y)Z =0

haline indirgenir. Bu son esgitlikte X = ¢ icin, esitligin her iki tarafim £ ye gore ig
carparsak,

&V)Z) = n(V)n(C(U,Y)Z) (4.56)

elde edilir. Burada C(U,V,Z,Y) = g(C(

S
<
S—
N
=~
S~—
e
=
>
~<
=
o
o
—~
i~
ot
=2
)
Lo
=
03
=
(o
@
3

yerine Y alinirsa,

—C(U,V,2,U) + g(U,U)n (5)( V)Z) = n(V)n(C(U,U)Z) (4.57)

+g(UV)n(C(U,€)Z) = n(Z)n(C(U,V)U) =0

35



{E;, i=1,2,...,2n+ 1} ciimlesi M nin her noktasindaki tanjant uzaymin bir

ortonormal tabani olmak tizere, (4.57) esitligine U = E; i¢in, kontraksiyon yapilirsa,

WPEVIZ) = S22 - (el ) a0.2)

(4.58)
+ (@2 +€(@) + 5y ) n(VIn(2)
denklemine ulagilir. (4.53) ve (4.58) esitliklerini takiben,
S(V,Z) = =2n(a® +&(a)) g(V, 2) (4.59)
yazilir. O halde, £(«) = 0 igin, (4.59) esitligi
S(V,2) = —2na*q(V, Z) (4.60)

formunu alir. Son olarak, (4.51)-(4.53) ve (4.60) esitlikleri (4.56) esitliginde gtz oniine
aliirsa,

U, V)Z =0
sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir ve agagidaki sonucu verebiliriz:
Sonug 4.5 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,n,g) (n > 0) ve «,

karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Eger M konsirkiiler yari-simetrik ise

o zaman M manifoldu skalar egriligi
r=—2na*(2n +1)
ile verilen bir Einstein manifoldudur.

Tanim 4.3 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) (n > 4) olsun. Bu durumda, M

iizerinde D-konformal egrilik tensorii B,

B(X,Y)Z = R(X,Y)Z + [S(X,2)Y — S(Y, 2)X + g(X, Z)QY — g(Y, Z)QX
—S(X ZIn(Y)E+ S(Y, Z)n(X)€ — n(X)n(2)QY +n(Y)n(Z)QX]
2 [9(X, 2)Y —g(Y, Z)X]

(X, Z2)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)§ + n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z)X]

5 19
(4.61)

seklinde tanimlanir. Burada k = M dir (Chuman 1983).
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Tamim 4.4 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) (n > 4) olsun. Bu takdirde, M

tizerinde D-konformal egrilik tensorii B nin rotasyonu (curl)

RotB = (VwB)(X,Y, Z) + (VxB)(W,Y, Z)
+(VyB)(W,Y,Z) — (VzB)(X,Y, W)

(4.62)

seklinde tanimhdir (Bagewadi vd. 2005).

Yardimci Teorem 4.1 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) (n > 4) olsun. Bu

takdirde, M iizerinde D-konformal egrilik tensorii B,

Vz (B(X,Y)§) = B(VzX,Y){ + B(X,VzY)§

(4.63)
+B(X,Y)V £
esitligini saglar (Bagewadi vd. 2005).
Ispat V XY, Z, W € x(M) icin, ikinci Bianchi dzdesliginden,
(Vi B)(X,Y)Z) + (VxB)(Y,W)Z) + (Vy B)(W, X)Z) = 0 (4.64)
yazilir. Buradan (4.62) esitligi
RotB = curl B = —(V,B)(X, Y)W (4.65)

dir. Eger M iizerinde D-konformal egrilik tensorii B rotasyonel degilse o zaman curl B =

0 ve

(VzB)(X, Y)W =0
esitliklerini takiben
Vz(B(X,Y)W)=B(VzX, Y)W+ B(X,VzY)W + B(X,Y)V,W (4.66)
saglanir. (4.66) esitliginde W = ¢ alimirsa (4.63) esitligi elde edilir.

Onerme 4.1 Bir n-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,7, g) (n > 4) ve a, € karak-
teristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu takdirde, M nin D-konformal egrilik

tensorii B, v = —2 (‘f—:;) olmak iizere,

B(X,Y)§ =~ [n(X)Y —n(Y)X] (4.67)
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kogulunu saglar.

Ispat (4.61) esitliginde £(a) = 0 icin, (3.17) ve (3.21) esitlikleri kullamlirsa, (4.67)
esitligi kolayca elde edilir.

Onerme 4.2 Bir n-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &,1,g) (n > 4) ve a, € karak-
teristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M nin D-konformal egrilik tensorii B

rotasyonel degilse, o zaman D-konformal egrilik tensorii B,

B(X,Y)Z =~[9(X,2)Y — g(Y, Z2)X] (4.68)
esitligi ile gosterilir.
Ispat (4.63) esitliginde (4.67) ve (3.17) esitlikleri hesaba katilirsa, &(a) = 0 icin,

Vz(y[n(X)Y —n(Y)X]) =y [n(X)VzY —n(VzY)X]
+y (V2 X)Y —n(Y)VzX] + a[B(X,Y)(Z —n(Z)§)]

(4.69)

elde edilir. Yukaridaki esitlik sadelestirilirse (4.68) esitligi bulunur.

Teorem 4.14 Bir n-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,£, 7, g) (n > 4) ve «, £ karak-
teristik vektor alani boyunca paralel olsun. Eger M nin D-konformal egrilik tensorii B

rotasyonel degilse, M nin skalar egriligi,

r=—a*(n—1)>+1-n? (4.70)
dir.
Ispat (4.61) ve (4.68) esitliklerini takiben

R(X,Y)Z =~[g(X,2)Y — g(Y, 2)X] — 5[S(X, 2)Y — S(Y, Z)X + g(X, Z)QY
—g(Y, 2)QX — S(X, Z)n(Y)§ + S(Y, Z)n(X)E§ — n(X)n(Z2)QY +n(Y)n(Z)QX]
+E2[9(X, 2)Y — g(Y, Z2)X]

— L [9(X, Z)n(YV)E — g(Y, Z)n(Z2)E +n(X)n(Z)Y —n(Y)n(Z)X]
(4.71)

elde edilir. {F;, i =1,2,...,2n + 1} ciimlesi M nin her noktasindaki tanjant uzayinin

bir ortonormal tabani olmak iizere, (4.71) esitliginin her iki tarafi W vektor alan ile ig
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carpilir ve W = X = FE; icin, kontraksiyon yapilirsa,

(1= n) 4 5+ 20 ] (v, 2)

. |:2a2(n71nt1;’+k(2fn):| W(Y)H(Z) -0

(4.72)

bulunur. Son olarak, £(«) = 0 olmak tizere, (4.72) esitliginin her iki tarafina Y = 7 =

E; icin, kontraksiyon yapilirsa,
r=2a"+vn(n—3)+ (k—2)n+k () — k(32) (4.73)
dir. Burada (4.73) esitligi sadelestirilirse (4.70) esitliginin ispat1 goriiliir.

Tanim 4.5 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M iizerinde Riemann

egrilik tensorii R, V X, Y, Z, W € x(M) igin,
(VxR)(Y, Z)W = (X)R(Y, Z)W + B(X) [9(Z, W)Y —g(Y,W)Z] (4.74)

sart1 saglaniyorsa, M ye genellestirilmig rekiirent manifold adi verilir. Burada ¢ ve 3
1-formlar:

P(X) = g(X, A), B(X) = g(X, B) (4.75)

ile tamiml olup, 5 # 0, A ve B, sirasiyla, ¢ ve (3 ile baglantili vektor alanlaridir (De ve
Guha 1991).

Tanim 4.6 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, ¢g) olsun. M iizerinde Ricci egrilik

tensorii S,V XY, Z € x(M) igin,
(Vx9)(Y, Z) = p(X)S(Y, Z) + (n — 1)B(X)g(Y, Z) (4.76)

sartin1 sagliyorsa, M ye genellestirilmis Ricci rekiirent manifold adi verilir. Burada

ve f3, (4.75) egitliginde verilen 1-formlardir (De ve Guha 1991).

Tanim 4.7 Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. M iizerinde konsirkiiler

egrilik tensorii C, V X, Y, Z,W € x(M) igin,
(VxO)Y, Z2)W = p(X)C(Y, Z)W + B(X) [9(Z, W)Y — g(Y,W)Z] (4.77)

sartin1 sagliyorsa, M ye genellestirilmis konsirkiiler rekiirent manifold adi verilir. Bu-

rada ¢ ve 3 (4.75) esitliginde verilen 1-formlardir (Maralabhavi ve Rathnamna 1999).
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Teorem 4.15 Bir n-boyutlu genellegtirilmis rekiirent a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g)
ve «, & karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu takdirde, M {izerinde her
yerde

oy — =0 (4.78)

esitligi gecerlidir.

Ispat M nin bir genellestirilmis rekiirent a-Kenmotsu manifoldu oldugunu varsayalim.
Bu durumda, V XY, Z, W € x(M) igin, (4.74) esitligi saglamr. (4.74) egitliginde
Y =W = ¢ alinirsa,

(VxR)(E, 2)§ = »(X)R(E, 2) + B(X)[9(Z,§)§ — 9(£,£)Z] (4.79)
yazilir. Diger yandan,

(VxR)(&, 2)§ = VxR(E, 2)§ — R(Vx€, Z)¢
—R(§, Vx2)§ — R(€, Z2)VxE

(4.80)

dir. ¢(a) = 0 olmak iizere, (3.17)-(3.19) esitlikleri yardimiyla (4.80) esitligi
(VxR)(§, Z2)§ =0

haline indirgenir. Ayrica, (4.79) esitliginin sol tarafi, (2.15) ve (3.5) esitlikleri kul-
lanilirsa,

((2)€ = Z) (a*Y(X) — (X)) =0 (4.81)
elde edilir. (3.1) esitliginden dolay1 (4.81) esitliginin ¢arpanlarindan n(Z)§ — Z degeri
asla ozdes olarak sifir olamaz. Dolayisiyla (4.81) esitligi geregince, ikinci garpan her X

vektor alam igin, 6zdeg olarak sifirdir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.16 Bir n-boyutlu genellestirilmis Ricci rekiirent a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, n, g)

ve a, € karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. O zaman (4.78) esitligi saglanir.

Ispat M nin bir genellestirilmis Ricci rekiirent a-Kenmotsu manifoldu oldugunu farz
edelim. O halde, V XY, Z € x(M) icin, (4.76) esitligi saglanir. (4.76) esitliginde
Y = 7 = ¢ segilirse,

(VxS)(€:€) = —a®(n— D)y(X) + (n — 1)B(X) (4.82)
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bulunur. Bundan bagka,
(VxS)(€) =0 (4.83)

oldugu agiktir. £(a)) = 0 olmak iizere, (4.82) ve (4.83) esitliklerinin kullanilmasiyla,
—a?(n —DY(X)+ (n—1)B(X) =0 (4.84)
elde edilir. Yukaridaki denklemin diizenlenmesiyle,
(n—1) [—a*Y(X) + B(X)] =0 (4.85)
sekline doniigiir. Boylece ispata ulagilir.

Teorem 4.17 Bir n-boyutlu genellestirilmis rekiirent a-Kenmotsu manifold (M, ¢, £, 7, g)
ve «, & karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu takdirde, M nin skalar
egriligi r,

r=—(n-1) {2@2 + n%] (4.86)

dir.

Ispat M bir genellestirilmis rekiirent a-Kenmotsu manifold olsun. O halde, V XY, Z, W €
X(M) igin, ikinci Bianchi 6zdegligi yardimuyla,

PX)R(Y, Z)W + B(X)[g(Z, W)Y — g(Y,W)Z]

+(Y)R(Z, X)W + B(Y)[g(X,W)Z — g(Z,W)X] (4.87)
(D) RX, Y)W + B(Z)[g(Y, W)X — g(X, W)Y ] =0

elde edilir. (4.87) egitliginin Y vektor alanina gore kontraksiyonu yapilirsa,

W(X)S(Z, W) +nB(X)g(Z,W) + R(Z, X, W, A)
B(2)g(X, W) = B(X)g(Z, W) = ¢(2)S(X, W) = nf(Z)g(X, W) =0

(4.88)

bulunur. Tekrardan (4.88) esitliginin W ve Z vektor alanina gore kontraksiyonu yapildiginda,
rp(X) +n(n—1)8(X) —25(X,4) =0 (4.89)

denklemine indirgenir. (4.89) esitliginde X yerine £ segilir, hipotez geregince (a) = 0

icin, (3.21) esitligi goz oniine alimirsa,

rn(A) = (1 —n) [204277(14) + nn(B)} (4.90)
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dir. Boylece (4.90) egitliginden (4.86) esitliginin ispatina ulagilir.

Teorem 4.18 Bir n-boyutlu genellestirilmis konsirkiiler rekiirent a-Kenmotsu manifold

(M, 9,&,m,g) ve «, € karakteristik vektor alani boyunca paralel olsun. Bu takdirde,

X(r) =n(n—1) [a®(X) = B(X)] +r(X)

dir. Burada X (r), X vektor alanina gore r nin tiirevidir.

(4.91)

Ispat M bir genellestirilmis konsirkiiler rekiirent a-Kenmotsu manifold olsun. Bu

durumda, V XY, Z, W € x(M) icin, (4.77) esitligi saglanir. (4.77) esitliginde ¥V =

W = £ icin,
(VxO)(&,2)¢ = p(X)C(€, 2)E + B(X)[9(Z,£)€ — 9(&.€)Z]

yazilir. Diger yandan,

(VxC)(€ 2)§ = VxC(§, 2)€ — C(VxE, Z2)¢
—C(§,Vx2)§~C (& 2) Vx§

dir. (2.9) ve (3.19) esitlikleri (4.93) esitliginde kullanilirsa, £(«) = 0 i¢in,
r

VxO)(E. 216 = Vi | (07 + s ) (2= 206
o (az i m) (1(X)n(2)€ — 1(Z) X)
_ _(04 Ty 1))‘ (VxZ —n(VxZ)E)

| e - gx.2)9

r

_ 2,
“\ +n(n—1)

yazilabilir. (4.94) esitliginin sadelegtirilmesiyle,

1

X(r)(Z —=n(Z2)¢).
formuna doniigiir. Ayrica, (4.92) esitligi ile (4.95) esitligi hesaba katilirsa,

VXTI 2)E + AX) (n(2)6 — 2) =
2 -n2)8) [(02 + L5 ) vix) - 500

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

bulunur. Boylece (4.95) ve (4.96) esitliklerini takiben, (Z — n(Z)&) # 0 olmak iizere,

5 r B B X(r) _
(a—i_n(n—l))w(){) LX) n(n —1) 0
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denklemine ulagilir. Bundan dolay1 (4.97) esitliginin diizenlenmesiyle (4.91) egitliginin

dogrulugu goriiliir.

Hatirlatma 4.2 Bir n-boyutlu genellegtirilmis rekiirent a-Kenmotsu manifoldlar {iz-

erinde elde edilen sonuglar o = 1 durumu icin Ozgiir (2007) tarafindan verilmistir.

Tanim 4.8 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 1, g) olsun. M {izerinde
VXY Z, W e Kern igin,
¢*(VwR)(X,Y)Z) =0 (4.98)

sart1 saglaniyorsa, M ye lokal ¢-simetrik manifold adi verilir (De vd. 2009).
Tanim 4.9 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 1, g) olsun. M iizerinde

Y X,Y,Z,W € y(M) icin,
¢*(VwR)(X,Y)Z) =0 (4.99)

sart1 saglaniyorsa, M ye global ¢-simetrik manifold adi verilir (De vd. 2009).
Teorem 4.19 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,&,7,g) ve «, & karak-

teristik vektor alani boyunca paralel olsun. Eger M global ¢-simetrik ise o zaman M

bir Einstein manifoldudur.

Ispat M nin bir global ¢-simetrik a-Kenmotsu manifoldu oldugunu kabul edelim. O
halde, (4.99) esitliginden

(VwR)(X,Y)Z —n((VwR)(X,Y)Z)§ =0 (4.100)

ve
9(VwR)(X,Y)Z, V) = n((VwR)(X,Y)Z)n(V) =0 (4.101)
dir. {E;, i=1,2,...,2n + 1} ciimlesi M nin her noktasindaki tanjant uzayimin bir orto-

normal tabani olmak iizere, (4.57) esitligine X = V = E; i¢in, kontraksiyon yapilirsa,

(VwS)(Y,Z2) = > n((VwR)(E,Y)Z)n(E;) =0 (4.102)

i=1

bulunur. Burada (4.102) esitliginin ikinci kismu Z = ¢ i¢in,

n((VwR)(E;,Y)Z)n(E:) = g(VwR)(Ei, Y)E), §)n(E:)

43



olup, V p € M noktasinda

g(VwR)(E;, Y)E),8) = g(VwR(E;, Y)E,§) — g(R(Vw E;, Y)E, §)
—9(R(E;, VwY)§, &) — g(R(E;, Y )VwE, §)

yazilir. Buradan Riemann egrilik tensorii ozellikleri kullanilirsa,
9(R(E;, VwY)§,§) =0
g(VwR)(E;, Y)E §) = g(VwR(E;, Y)E, §) — g(R(E;, Y)VwE, )
g(VwR)(Ei, Y)E,€) = —g(R(E;, Y)E, VwE) — g(R(E;, Y) V¢, §)

9(VwR) (E;,Y)§,€) =0

(4.102) esitligi
(Vi S)(Y,Z) =0

formunu ahr. (4.109) esitliginde Z = ¢ igin,
(VwS)(Y,€) =0
dir. Ayrica,

(VwS)(Y,§) = VwS(Y,§) = S(VwY, £) = S(Vwg, Y)

(4.103)

(4.104)

(4.105)
(4.106)
(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

oldugundan &(a) = 0 igin, (3.8) ve (3.21) esitlikleri (4.110) esitliginde kullanilirsa,

S(Y, W) = —=(VwS)(Y.€) — 2na’g(Y, W)
elde edilir. (4.110) ve (4.111) esitliklerinden
S(Y,W) = —2na’g(Y, W)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

(4.111)

(4.112)

Teorem 4.20 Bir 3-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢,£,n, g) ve a, & karakteristik

vektor alani boyunca paralel olsun. Bu durumda, M nin lokal ¢-simetrik olmasi igin

gerek ve yeter kosul M nin skalar egriligi » nin sabit olmasidir.
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Ispat De ve Pathak (2004) calismasinda kullanilan metodoloji ile 3-boyutlu Kenmotsu

manifold i¢in kullanilan

R(X,Y)Z =54 (9(Y, 2)X — g(X, Z)Y) (4.113)

—58 ((X)g(Y, 2)§ = n(Y)g(X, Z)§ +n(Y)n(Z)X — n(X)n(Z)Y)
esitlik yardimiyla sonuca ulagilabilir. Ayrica, 3-boyutta konformal tensor alani 6zdes
olarak sifir oldugundan, &(a)) = 0 igin,
R(X,)Y)Z =-S(X,2)Y +S(Y,2)X — g(X, Z)QY

(4.114)

esitligi de gegerli olacaktir. O halde, (4.114) esitligini g6z oniine alalm. Bu esitligin
her iki tarafinin W vektor alanina gore kovaryant tiirevi alimir ve daha sonra bu son

esitligin her iki tarfina ¢® tensorii uygulanirsa, V X,Y, Z € Kern icin,
dr(W[g(X,2)Y —g(Y,Z2)X] =0 (4.115)
elde edilir. Yani, (4.115) esitliginden
dr(W) =0 (4.116)
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Hatirlatma 4.3 Teorem 4.19 ve Teorem 4.20 de elde edilen sonuclarin @ = 1 durumlar:

De vd. (2009) tarafindan verilmistir.

Teorem 4.21 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g) ve «, & karak-
teristik vektor alan1 boyunca paralel olsun. Eger M global ¢-simetrik ise, M nin sabit

egriligi k = —a? dir.

Ispat M nin bir global ¢-simetrik a-Kenmotsu manifoldu oldugunu kabul edelim. Bun-

dan bagka, £(a) = 0 igin,
(VwR)(X, V)¢ = ?[g(X, W)Y — g(Y,W)X] — aR(X, Y)W (4.117)
dir. (4.117) esitliginin her iki tarafina soldan iki kez ¢ tensoriinii uygularsak,
¢* (VwR)(X,Y)E) = a’[g(X, W)Y — g(Y, W) X] — ad” (R(X,Y)W)  (4.118)
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yazilir. Yukaridaki esitlik yardimiyla,
ad? (R(X, V)W) = o*[g(X, W)g2Y — (¥, W)¢*X] (4.119)

bulunur. Ayrica, (4.119) ve (3.9) esitlikleri birlikte hesaba katilir ve gerekli sadelestirmeler
yapilirsa,

aR(X, Y)W +a?[g(Y, W)X — g(X,W)Y] =0 (4.120)

formuna indirgenir. Boylece (4.120) esitliginden
R(X, Y)W = —a?[g(Y, W)X — g(X,W)Y] (4.121)
elde edilir.

Sonug 4.6 Bir (2n + 1)-boyutlu a-Kenmotsu manifold (M, ¢, &, 7, g) ve «, £ karakteris-
tik vektor alani1 boyunca paralel olsun. Eger M lokal ¢-simetrik ise, M nin sabit egriligi

k= —a? dir.
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