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Danisman: Dog. Dr. Ufuk OZTURK
Es Danisman: Dog. Dr. Esra Betiil KOC OZTURK

Bu tez ¢aligmasinda, a: I — R? diizlem egrisinin biikiilme noktasi olmadiginda, a egrisi
icin afin yay uzunlugu parametresi olarak adlandirilan benzersiz parametrenin tanimi
verilmistir. Afin yay uzunlugu parametresi kullanilarak, a egrisinin bir afin teget
vektorii ve bir afin normal vektorii elde edilmistir. Bu vektorlerin tiirevleri alinarak a
egrisinin degismezi olan egriligi elde edilmistir. Afin uzaklik fonksiyonlarinin bir ailesi
tanimi verilmistir. Oklid teorisine tamamen benzer sonuglar elde edildigi gosterilmistir.
Ayrica, diizlem egrisi durumu ve Oklid uzay egrisi teorisine benzer sekilde ilerleyerek
a:1 - R3 uzay egrileri i¢in afin yay uzunlugu parametresi, afin egriliklerini ve afin
catist verilmistir. Afin uzaklik fonksiyonlarinin ailesi de tanimlanmistir. Daha sonra,
sabit afin egrilikli afin uzay egrisi ile Bertrand egrilirinin karakterizasyonlari
incelenmistir.
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ABSTRACT
Master of Science Thesis

ON CURVES IN AFFINE SPACE
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In this thesis, the definition of the unique parameter called the affine arc length
parameter is given for the a curve when the plane curve a:1 — R? has no inflection
point. Using the affine arc length parameter, an affine tangent vector and an affine
normal vector of the a curve are obtained. By taking the derivatives of these vectors, the
invariant curvature of the a curve is obtained. A definition of a family of affine distance
functions is given. It has been shown that results completely similar to the Euclidean
theory are obtained. In addition, affine arc length parameter, affine curvatures and affine
framework are given for a: 1 — R3 space curves, proceeding similarly to plane curve
case and Euclidean space curve theory. A family of affine distance functions has also
been defined. Then, the characterizations of the affine space curve with constant affine
curvature and Bertrand curves were investigated.

2022, 35 pages
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SEKILLER DIiZiNi

Sekil 2.1 HIPErbol (@ = D = 1) .ottt bbb



1. GIRIS

Oklid diferansiyel geometrisi, kat1 hareketler grubuna gore diferansiyel degismezlerin
incelenmesidir. Afin diferansiyel geometrisi, afin doniisiimleri grubuna gore
diferansiyel degismezlerin, yani 6telemelerle birlikte tekil (singiiler) olmayan dogrusal

dondsiimlerin incelenmesidir.

Equi-afin veya tek modiillii doniisiimler grubu olarak da bilinen afin 6zel lineer

dontigiimler grubu, 6telemelerle birlikte hacmi koruyan dogrusal dontisiimlerden olusur.

Bu grup ASL(n, R) ile gosterilir ve bir topolojik uzay olarak Kartezyen ¢arpiminin
yapisina sahiptir, yani; ASL(n, R): = SL(n, R) x R™ dir. Ancak bir Lie grubu olarak
yar1 direkt carpim yapisina sahiptir.

1841°de A. Transon, afin diferensiyel geometri kavramini 6ne siiren ilk kisidir. Fakat,
1872’de Alman matematik¢i F. Klein, Oklid olmayan geometrileri, doniisiimler grubu
altinda invaryant kalan Ozellikleri inceledigi “Erlanger programi” isimli arastirma
planinda afin geometri adini ilk kez kullanmigtir. Blaskche ve Reidemester (1923) ile
Nomizu ve Sasaki (1991; 1994) bu alanda ¢ok onemli c¢aligmalar yapmislardir. Hu
(2012) homojen uzaylar ve uzay egrilerinin afin geometrisi konusunda doktora tezi
hazirlamigtir. Davis (2018), Cansu (2015), Balkis (2018) afin diferensiyel geometride

egriler teorisi konusunda bir yiiksek lisans tezi hazirlamiglardir.

Bu tezde afin uzayda diizlemsel ve uzay afin egrilerin diferensiyel geometrik 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica, sabit afin egrilikli afin uzay egrileri ile Bertrand egrilerin tanimi

verilmis ve 6zellikleri incelenmistir.



2.  AFIN DUZLEM EGRILERI

Bu bolimde 2 — boyutlu afin uzayda diizlem egrilerinin temel o6zelliklerini
inceleyecegiz. Bu boliimiin hazirlanmasinda D. Davis’in “Affine differential geometry

and singularity theory” isimli tezinden genis 6l¢tide yararlanilmistir (Davis 2018).

R? diizleminde, diizlemin &teleme grubu ile birlestirilmis dzel lineer grup

SL(Z,R) = {(Z Z):ad—bc= lvea,b,c,d€e R},

olmak tizere
ASL(2,R) = SL(2,R) x R?,

yar1 direkt ¢arpimina afin o6zel lineer grup denir ve equi-afin veya tek modiillii
(unimodular) olarak da adlandirilir. Equi-afin doniisimler alan1 korudugu ig¢in, afin
degismez olacagindan, alani kullanarak diizlem egrilerinin parametrizasyonlarmni elde

edebiliriz.
Tamm 2.1 I € R bir acik aralik olmak {izere

a:l - R?

s — a(s) = (a1(s), ax(s))

diferensiyellenebilir bir diizlem egrisi olsun. O halde Vs € [ i¢in

det(a’(s),a”(s)): =la'(s),a"(s)]=1

ise s ye afin yay uzunlugu parametresi denir.



'(s) =2 = (ﬂ dL) ns) = L2 = (d2a1 dzaz)
Burada, a'(s) = — = (—,— ) vea"(s) = = = (7 —= ) olup

da;, d?a,

r " _ E dSZ
[a'(s),a"(s)] = da, d’a,
ds ds?

dir.

Tamm 2.2 a: 1 - R? egrisi, keyfi bir parametre ile parametrelenmis diferensiyellenebi-

lir bir diizlem egrisi olmak {izere;
(i) to € I igin [a(ty), d@(ty)] = 0 ise a(t,) noktasina, biikiilme veya doniim noktasi,

(i) vt € I igin [a@(t), &(t)] # 0 ise a egsinin biikiilme noktasi yoktur
4 . da .. d’a .
denir. Burada, a(t) = - Ve a(t) = pres dir.

Tamm 2.3 a:1 > R? egrisi, biikiilme noktas1 olmayan keyfi bir t parametresi ile
parametrelenmis diferensiyellenebilir bir diizlem egrisi olsun. O halde, a egrisinin afin

yay uzunlugu parametresi,

1
s(t) = [ [a(t), d@(®)]zdt (1)
seklinde tanimlanir.
Onerme 2.1 a:] -> R? egrisi, keyfi bir parametre ile parametrelenmis

diferensiyellenebilir bir diizlem egrisi olsun. O halde, Vs € I igin afin yay uzunlugu

parametresi,



[a'(s),a"(s)] =1
dir.

ispat

da d*a g ..
a'(s) = — Ve a(s) = - oldugundan zincir kuralin1 kullanarak

da dt da
= s (2)

ve

d?a (dt)z d?a | d%tda 3)
ds2 = \ds/ atz ' ds? at

elde ederiz. (2) ve (3) denklemlerinden

dt da d%tda (dt)z d?a (@)
ds dt ’ ds? dt ds) dt?

[a’(s),a"(s)] =
olup determinantin temel 6zelliklerinden

o dtda d’tda] [dtda (dt\*d’a
[ (5,2 ()] = (%)

asat'dszat| lasac\@s) a2

_ (dt)3 da da] N (dt>3 da d*a
~ \ds/ ldt’dt ds/ |dt’ dt?

0

_ (dt>3 da da
~ \ds/ |dt’dt?



ar\3 .. .
= (%) [e.a] (5)
elde edilir. Burada, (1) esitliginden s(t) = [ [d(t),d(t)]gdt, yani; ds = [a, d]idt
oldugundan
[a'(s),a"(s)] =1
yazilabilir. m

Uyan 2.1 2 —boyutlu Oklid uzayinda bir a diizlem egrisinin egriligi: Vs € I icin

a'(s),a’ (s)]

4
K(8) = S (©)
dir. a egrisinin parametresi afin yay uzunlugu parametresi oldugunda

[a’(s), a"(s)] = 1

1
e’ ()13

dir. Dolayisiyla k(s) = > 0 olup egrilik her zaman pozitiftir.

Ornek 2.1 a:1 —» R?, a(t) = (acosh(t), bsinh(t)) ile verilen bir hiperbolii ele alalim
(bak Sekil 2.1).



Sekil 2.1 Hiperbol (a=b =1)

Burada,
a(t) = (asinh(t), bcosh(t)),
a(t) = (acosh(t), bsinh(t)),
olacagindan

.+ _ [asinh(t) acosh(t)] _

la, & = bcosh(t) bsinh(t) = —ab, (7)

olarak bulunur. (2) esitliginden egrinin afin yay uzunlugu parametresi
1
s(t) = —(ab)st,

1
dir ve a egrisinde t yerine —(ab) 3s yazilirsa a egrisinin afin yay uzunlugu

parametresi ile parametrik ifadesi

a(s) = (acosh ((ab)_%s) ,—bsinh ((ab)_gs))



dir.
2.1 Afin Tegetler ve Afin Normaller

Tamm 2.4 Afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem

egrisia:1 > R?, a(s) = (al(s),az(s)) olsun. O halde,
(i) @' (s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki afin teget vektorii denir ve

a (da1 da,

2 = (@), 43(9)

d
a'(s) = ds

dir.

(i) " (s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki afin normal vektorii denir ve

a'(s) =752 =\ G5z " as2

d’a <d2a1 d?a,
s

> (a1’ (s), a3 ()

dir.

Kabul edelim ki, a:1 - R?, a(t) = (a:l(t), a, (t)) egrisinin parametresi, Oklid yay
uzunlugu parametresi olsun. O halde, Vt € I igin ||&|| = ” ” = 1 dir. Oyleyse (1)

esitliginden

1

ds = [a, @]3dt

yazabiliriz. Ayrica, a egrisinin birim teget vektorii T, birim normal vektorii N ve Oklid

egriligi k olmak tizere yukaridaki esitligi



1 1

1 1
ds = [T,kN]3dt = [T, N]3 k3dt = k3dt (8)
1

olarak elde edilir. (2) ve (8) esitliklerinden

1
a'(s) =k 3T

da d?a
dt’ dt?

| = [adl

ifadesi elde edilir. Buradan, herhangi bir keyfi parametre t ve k = [

olmak tuzere

ds’
olup a diizlem egrisinin afin teget vektorii
, da
a'(s) = I

_ dt da
"~ ds dt

olarak elde edilir. Ayrica, a diizlem egrisinin afin normal vektori

d*a
ds?

_ d (da)
" ds\ds

(X”(S) —



da) dt

d
a <S>=a(d—s s

1 . 4 1
= (k™36 — Tkk3d) k™5
3
2L 1,5
=k sa—<kk s 9
olarak yazilabilir.

Dahasi, a(t,) noktasindaki a egrisinin afin teget dogrusu, a(t,) dan gegen a'(s(ty)) a
paralel olan dogru olacagindan afin teget dogrusu iizerindeki keyfi bir nokta X € R?
olmak tizere, a(t,) daki a egrisinin afin teget dogrusunun denklemi

[X = a(to),(tp)] = 0 (10)
seklindedir.
Onerme 2.2 Keyfi bir t parametre ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem
egrisi a: I » R?, a(s) = (al(s), az(s)) olsun. O halde, a(t,) daki a egrisinin afin
normal dogrusunun denklemi
dir. Burada, X = (x,y) € R?, afin normal dogrusu iizerindeki keyfi bir noktadir.

. _2 . _5
Ispat (9) esitliginden a” = k™3¢ — %kk sa olup @ = (a4, @y) oldugundan

5 . .
a" = =k73(3kéy — ke, ki, — kdy) (12)



dir. a egrisinin afin normal dogrusu, a(t,) dan gecen a”(s(to)) a paralel olan dogru
olacagindan afin normal dogrusu iizerindeki keyfi bir nokta X = (x,y) € R? olmak

tizere, a(ty) daki a egrisinin afin normal dogrusunun denklemi
[X - a(to), a”(S(to))] =0
dir ve (5) esitliginden

lk—; 3kdiy — kdy  3kdy — k| _
3 X — o4 y—a,

veya

3k, — ka, 3kd, —ka,
X —aq y—

—0 (13)
elde edilir. Buradan

dir.m

Kabul edelim ki, a:1 - R?, a(t) = (a;1(t), a,(t)) egrisinin parametresi, Oklid yay

- . da d?’a -
uzunlugu parametresi olsun. Bu durumda, i T ve prol kN olacagindan

_[da d*a
| dt’ dt?

= [T,kN]

10



ve

dir. Oyleyse, (9) esitligini

olarak elde ederiz.

2.2 Afin Egrilik

k=—(ad])

1 1 _3
a' = k3N — KK 3T

(14)

Biliyoruz ki, Oklid egriligi, izometrik doniisiimler altinda degismez. Benzer sekilde,

equi-afin doniisiimler altinda degismeyen bir afin egrilik tanimlanabilir.

11



Afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem egrisi
a:I - R?, a(s) = (a;(s), ay(s)) olsun. O halde, Tanim 1’den a egrisinin afin yay

uzunlugu
[, a"]=1
olup her iki tarafin afin yay uzunluguna gore tiirevi alindiginda
[a',a"']=0
dir. Oyleyse, a’ ve a'"’ vektorleri paraleldir. Yani, Vs € I igin
a(s) +u(s)a'(s) =0

olacak sekilde bir u:I — R vardir. Buradaki, reel degerli 4 = u(s) fonksiyonuna, «

egrisinin afin egriligi denir ve @'’ + pa’ = 0 oldugundan u = [a"”, a'"'] dir.

Tamm 2.5 Afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem
egrisi a: 1 - R?, a(s) = (a;(s), a,(s)) olsun. O halde, a egrisinin a(s,) noktasinda
u(sy) # 0ve u'(sy) = 0ise, a egrisi a(s,) noktasinda bir afin tepeye sahiptir denir.

Eger, 1''(so) # 0 ise bu afin tepeye, siradandir denir.

Ornek 2.2 a: 1 - R? diizlem egrisi

S S
a(s) = | acos (—1> ) bsin( 1)
(ab)§ (ab)§

egrisi afin yay uzunlugu ile parametrelenmis bir elips olsun. Burada

12



(o) ar(a)
a(s)=\-— -sin - |,——=cos - ]
(ab)s (ab)s/ (ab)s (ab)s

a ( s ) b ( s )
a(s) =\ — 5 COS - |, — >sin - |
(ab)z (ab):/  (ab):  \(ab)?

1 . s 1 s
alll(s) = ESIH ( 1) , —ECOS (( )1>
(ab)3 ab)3

olup a egrisinin afin egriligi 4 = [a"’, a""'] oldugundan

2 2
u=(ab)7s (cosz< o 1> + sin2< £ 1)) = (ab)s
(ab)3 (ab)3

2
elde edilir. Va, b # 0 igin (ab) 3 > 0 olacagindan, elipsin her noktasindaki afin egrilik

pozitif ve sabittir.

Uyan 2.2 Diferansiyellenebilir bir a: I -» R? diizlem egrisinin, a; € R ve a, # 0 olmak

— 1 2 1 k
O((t) =\t azt + -+ 'akt g(t)

dir. Burada g: 1 — R, diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. O zaman, a(0) noktasinda

a egrisinin afin egriligi

3a,a, — 5a
u(0) = ——5—>

9a

N W]

13



olarak elde edilir. Buradan, p afin egrilik fonksiyonunun, o diizlem egrisinin 4. merte-

beden afin diferansiyel degismezi oldugunu sdyleyebiliriz.

Onerme 2.3 Afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem

egrisi a: 1 > R?, a(s) = (ay (), az(s)) olsun. O halde, a egrisinin afin egriligi
b =1 (3kk — 5k2 + 9K[d &)k 3 (15)
dir. Burada, k = [&, @] dir.
Ispat (9) esitliginin s ye gore tiirevi alinirsa
o' = (223 - Skk2) i — kk2a+ k1 (16)
elde edilir. Oyleyse, a egrisinin afin egriligi

1= o]
=[5 TS, (Zk2k® — Tk 6 k2 + k1]
= [k56, (Zk2k? - Lia?) o] + [k 5, k2] + [k -5 k)
- 2 sa, (i2ke® - 2ike?) & + [~ Lk Sa, ~ k2]

1. s
+[—§kk 3('x,k‘1'(’i]

14



. 11 . 8 .
n= (2K —kk3) [ 6 — Kk [ & + k5[, &)

5 o g LN 105, 21 10, -8, ..
+ (-2 k3K + 2kkk S ) &, @] + kK3 [ ] — S kk 36 6,
0

dir. Ayrica, k = [&, &] ve k = [&, &) oldugundan yukaridaki ifade

5'2 —E 15 —E —E s eee 1‘2 —E 1'2 —E
u:—gkk3+§kk s+ k 3[0(,0(]+§kk3—§kk3

. o 8
= = (3kk — 5k? + 9k[ét, 6] )k 3,
olarak elde edilir. m

Sonug¢ Diferansiyellenebilir bir a: 1 » R? diizlem egrisinin afin egriligi y, « egrisinin

Oklid egriligi x cinsinden
8
u= %(3}{1’% —5k% + 9xHKk 3 (17)
olarak yazilabilir.

Ispat Kabul edelim Ki, a: 1 - R? egrisinin parametresi, Oklid yay uzunlugu parametresi

olsun. Bu durumda,

k =k

=
I
&

15



dir ve

oldugundan (15) esitliginden
1 .. . _8
=g 3Kk - 5k% 4+ 9x*)Kk 3
olarak elde edilir. m

2.3 Afin Uzakhk

Tanmm 2.6 Afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem

egrisi a: I » R? olsun. O halde,
A(x,s) =[x—a,d] (18)

ile taniml1 A: R? x I — R fonksiyonu a egrisi iizerinde tanimlanan iki parametreli bir
fonksiyon ailesidir ve bu aileye afin uzakhk fonksiyonlar1 ailesi denir. Ayrica,
Xy € R? noktas1 ve s, € I verildiginde, A(x,,s) @, Xo noktasindan a(sy) noktasina

olan afin uzaklik denir.

Burada, afin uzaklik A(x,, sg) degerini hesaplamak i¢in en az ii¢ noktaya veya bir nokta
ve bir vektore ihtiya¢ vardir. Bundan dolay1, A(X, s) afin uzaklik fonksiyonunun tanimi

vektorleri igerdiginden R? de iki nokta arasinda afin uzaklik taniml degildir.

Onerme 2.4 Keyfi bir t parametresi ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir diizlem

egrisi a: I - R? olsun. O halde, afin uzaklik fonksiyonlar ailesi
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1

Ax,s) =[x —a,&][d, &] 3 (19)

dir.

. 1
Ispat o' (s) = k™ 3d, k = [&, &] ve (18) esitliklerini kullanarak afin uzaklik fonksiyonlari

ailesi A(x, s) nin (19) esitligini sagladigi kolayca gosterilebilir. m

Uyan 2.3 Afin uzaklik fonksiyonlar ailesi A(X, s), determinant tarafindan verildigi i¢in

0zel afin dontigiimler altinda degismezdir.
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3. AFIN UZAY EGRILERI

3.1 Afin Yay Uzunlugu

3 — boyutlu uzayda afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir

egri a = a(s):1 — R3 olmak iizere Vs € I i¢in

da d?a d3a "
—, ==, o,a’, "] =1
" ds2’ ds3 [ ]
da . d%a . dBa ...
dir. Ayrica, a egrisinin keyfi bir parametresi t olmak iizere — -G avez=a

olsun. O halde,

do _ dtda
ds  ds dt’

d?a _ d’tda (d_a)z d?a

ds?  ds? dt ds/ dt2’

Po_ Prde | gt gy s
ds3 = ds3 dt dtds? dt? ds/ dt3

dirve [o, o, '] = 1 oldugundan yukaridaki esitlikleri kullanarak

_ﬂﬂfﬂzgqfﬁﬁ%+ﬂﬁ£+@fiz
" |ds dt’ ds? dt ds/ dt2’ds3 dt dtds? dt?

- (@) s

olacagindan

18



dt ° o e ees oI I
(E) [¢&, &, 6] = [af, o, '],

olarak bulunur. Buradan ds = [q, &, 'éi]%dt olup
s(0) = [ [& & &]sdt,

olarak elde edilir.
Ozel Durum: t parametresi, Oklid yay uzunlugu parametresi ise

a=T,

a =N,

G = kN + ktB — k*T
dir. Burada, {T, N, B, k, T}, a egrisinin Serret-Frenet elemanlaridir. Boylece

[&, &, &] = [T, kN, —x?T + kN + ktB] = k%t

dir ve (%)6 [&, &, &] = 1 oldugundan

1

6

dt_(l)
ds  \k2t

yazilabilir. Burada, xt # 0 dir. Ciinkdi, xt = 0 olan noktalarda % taniml1  degildir.

Ayrica
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d3a

ds3

d*a

ds*

do
ds

_ dt da
T ds dt

_ d’tda

ds? dt

_d
T ds

(
<

3 d3t da

_d
T ds

“dssac T

dt
ds

+(&)

_ d3tda

ds3 dt

[

_d
~ ds

_d
T ds

20

d’«a
ds?

d?t da
ds? dt

da
ds3

d3t da
ds3 dt

(20)

dt

+(&

)

2 42¢
dt?

(21)

)

2 42¢
dt?

)

d2a+
dt2

)

+(&

(

dt d?t d®a

ds ds? dt?

dt
ds

d?t
ds?

)

3 d3 a
de3

3 d3a
dt3

dt
ds

d2a
dt2?

dt
ds

d?t

ds?

(22)

@&+ @)

)

dt

3 d3a
ds

dt3

d?a
dt?

d?t
ds?

)T+ (%) )

(dt
ds



_ d'tda  dt (dt) da (dt) da (& ‘ da
~ds*dt  ds3\ds/dtz = " ds3\ds/ dt? ds2) dt?

d2t (dt)z d3a L (dt)z d?t d3a N <dt>4 d*a
ds?2\ds/ dt3 ds/ ds? dt3 ds/ dt*

_ ditda [ d% <dt> NS *\ d2a
~ ds* dt ds3 \ds ds2) | dt2

dt\2 d2t d3a dt\% d*a
+6(3) et (@) = (23)
dir.

3.2 Afin Egrilik ve Burulma

3 — boyutlu uzayda afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir

egri a = a(s):1 — R3 olmak iizere Vs € I i¢in
[o, o, '] =1,
olup s ye gore her iki tarafin tiirevi alinirsa
[, o, a®] =0
dir. Oyleyse, o', '’ ve a'® vektérleri lineer bagimhdir. Yani, Vs € I i¢in

a® + va' + pa”’ =0, (24)
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olacak sekilde p,v:I — R fonksiyonlar1 vardir. Buradaki, reel degerli u = p(s) ve
v = v(s) fonksiyonlarina, sirasiyla, a egrisinin afin egriligi ve afin burulmasi denir ve

[, ", "] = 1 oldugundan
p=[a,a”, a®]
ve
v=—[a",a", a®W]

dir. Dahasi, o', o'’ ve a'”’ vektorlerine, sirasiyla, a egrisini afin tanjant vektord, asli afin

normali ve afin binormali denir ve

o 0 1 0 o
ds
an/ —v n 0 aul
dir.

Ozel Durum: t parametresi, Oklid yay uzunlugu parametresi ise (20)-(23)

esitliklerinden
n= [(X,, aIII’ a(4)]

_ [dtda 3d2t<dt)d2a (dt)z d’tda
~ |ds dt’ " ds?\ds/ dt2’ ~\ds/ ds? dt3

dtda d2t (dt) d2« (dt)4d4a

etz \as) e \&) @
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.\ dt da (dt)3d3a 4d3t(dt)+3 d2t\*\ d2a
ds dt’\ds/ dt3’\ ds3\ds ds? dt2
N dt da (dt)3d3a (dt>4 d*a

ds dt’\ds/ dt3’\ds/ dt*

ve

vV = —[(X”, (X”I, a(4)]

_ [e?tda  d%t (dt) d2a (dt)z d2t d3a
dez’

~ |ds? dt’ ” ds? \ds ds/ ds? dt? |

d?t da 3d2t(dt) d2« <dt)4d4o{
ds? dt’~ ds? \ds/ dt? '\ds/ dt*

d2t da (dt)3d3a 4d3t(dt)+3 d2t\?\ d2a
ds? dt'\ds/ dt3’\ ds3\ds ds? dt2
d?t da (dt)3d3a (dt>4 d*a
ds? dt'\ds/ dt3’\ds/ dt*

(dt)zdza d3t da 6(dt)2 d?t d3a
ds/ dt?’ds3dt’ \ds/ ds2 dt3

(dt)z d?a d3tda (dt)4 d*a
ds/ dt2’ds3 dt’\ds/ dt*

(dt)2 d2a (dt)3 d3a (dt)4 d*a
ds/ dtZz’\ds/ dt3’\ds/ dt*
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(dt)2 d2a (dt>3 d3a d*tda
ds/ dt?2’\ds/ dt3’ds*dt|
3.3 Afin Uzakhk

Tamm 3.1 (Davis 2018) 3 — boyutlu uzayda afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis

diferansiyellenebilir bir egri a = a(s):1 — R3 ve bir x € R3 sabit nokta olmak iizere

A(x,50) = [x = also), o’ (so), & (so)],

ile tamml1 A: R3 x [ — R fonksiyonuna a egrisi iizerinde tammmlanan ii¢ parametreli
bir fonksiyon ailesi veya afin uzaklik fonksiyonlar: ailesi ve A(x, s,) ifadesine de x

ile a(sg) arasindaki uzakhk denir.

Onerme 3.1 (Davis 2018) 3 — boyutlu uzayda keyfi bir t parametresi ile
parametrelenmis diferansiyellenebilir bir egri o = a(s):1 — R3 olmak iizere afin

uzaklik fonksiyonlarmin ailesi

A D) = [x = o &, ][ & ]

dir.
O halde, a uzay egrisi tlizerinde bir nokta P = a(t) olsun. t; = t + At,t, = t; + At, ve
t; = t, + At, olmak tizere a egrisi lizerinde ii¢ ardisik P’ = a(ty),P” = a(t,) ve

P""" = a(t3) noktalarini alalim.

A uzayda sabit bir nokta olmak tizere A — P,P,P; ve P — P,P,P; dort yiizlilerinin

hacimleri, sirastyla, V; ve V, olsun. O zaman
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= hm — |A — a(ty), a(t; + Aty) — a(ty), alt, + Aty) — a(ty)]

At3

= 11m — [A — a(ty), a(ty)At; + a(tl)

LA +

A — a,a,al,

ve

6V
¥? = lim
At—0 At

e a(ty)At, + “GZ)AtZ

(25)

= lim — |A a(ty), alty + Aty) — a(ty), a(t, + Aty) — a(t,)]

At—0 At®

- Alicmoﬁ |ACt + At) — a(t), alty + Aty) — alty), alt; + Aty) — a(ty)]

= |&, &, d

esitlikleri elde edilir.

™MD

Uy

olmak uzere

|A— O(O(OL| |A adad2a|
@s)3

Yy =

|ocaoc|2

elde edilir. Burada dS afin lineer elemani belirtir.
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O zaman, yi;, o egrisi lizerinde bir P = a(t) noktasinda uzayda sabit bir A

noktasindan oskiilator diizleme afin dik uzakhk olarak adlandirilir.

Sonug¢ 3.1 Afin uzayda {;, parametre degisiminde degismediginden bir o egrisi i¢in bir

afin degismezdir.

Sonu¢ 3.2 Afin uzayda o egrisinin dik mesafesi p,, egrilik yarigapi p ve burulma

yarigap1 T olmak tizere

1
W1l = p1p~ It 2 (29)

esitligi elde edilir.
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4. OZEL EGRILER

3 — boyutlu uzayda afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir

egri o = a(s):1 — R3 olmak iizere Vs € I i¢in

da d?a d3a
da — [(X,,(X”, (X,”] =1

ds’ ds?’ ds3
dir. Ayrica, a egrisinin keyfi bir parametresi t olmak {izere (;—(: = q, % =ave % =0
olsun. O halde
(%Y fa &, = [o¢, @, @] = 1 (30)
oldugundan
o =&,
a’ =&, (31)
G
esitlikleri (30) denkleminde yerine yazilirsa
(61,8281 =1 (32)
olup sonug olarak
[61,82,85]1 =0 (33)
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elde edilir. Bu nedenle

& +vE +ug =0 (34)

temel denklem elde edilir. Burada &;,§,, &5, 1 ve v sirasiyla teget, asli normal, binormal
birim vektor, bagil afin egrilik ve bagil afin burulma olarak adlandirilir. Dolayisiyla
Frenet-Serret formiillerini

& =&,
5 =2, (35)
& = —vE — p&;

elde edilir. Burada, % =qve

w=[&, 8,8l (36)

v =—[&;,83, 8]

esitlikleri elde edilir.

OZEL HAL

3 — boyutlu uzayda afin yay uzunlugu s ile parametrelenmis diferansiyellenebilir bir

egri a: 1 — R3 olmak iizere a egrisinin egrilik merkezi
1
n=a+

u
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seklinde tanimlanir. o egrisi iizerindeki bir a(s) noktasinda m egrilik merkezinden

{&€1, &3} rektifyan diizleme afin dik mesafeyi r, ile gosterelim. O halde (28) esitliginden

I = [—10(”: 21,23] ==

i M
esitligini elde ederiz.
Eger pu =sabit ise,

1 o
u

nl — al +
esitligi elde edilir. Oyleyse, a egrisinin 1 egrilik merkezi tegetinin a egrisi {izerindeki

bir a(s) noktasindaki {&;, &5} rektifyan diizleme paraleldir.
4.1 Bertnard Egrileri

Tammm 5.1 3 — boyutlu uzayda afin yay wuzunlugu s ile parametrelenmis
diferansiyellenebilir bir a = a(s):1 — R3 egrisinin asli afin normali o', baska bir

. 4B
> ds*2

B:] — R3 egrisinin asli afin normali, yani ile a'’ (s) paralel ise, (a, B) ikilisine bir

afin Bertrand egri cifti denir ve

B(s*) = als) + A" (s),

yazilabilir. Burada, A = A(s), bir reel degerli fonksiyondur.

Simdi, 3 — boyutlu uzayda afin yay uzunluklart s ve s* olan diferansiyellenebilir a(s)

ve B(s*) egrilerinin bertrand egri ¢ifti olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir kosul arayalim.

Tanim 5.1 den
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B=a+Ara" (37)

ve

T
oz = ad (s) (38)

dir. Burada, a = a(s) bir reel degerli fonksiyondur. O halde, (37) ifadesinin s ye gore

iki kez tiirevi alinirsa

dp ds*
B_=al +A’Iall+lalll
ds* ds

a’p (d_S*)Z ﬁ@ _ 1y 1 Iy (4)
—i\) tTooge = A +ADa" +20a™ + Aa

. ds*
dir ve d—s’s = ¢ dersek

%cp =o +Aa” +Aa"’ (39)
2
L +R0 = () + 2N + Ao ® (40)

denklemleri elde edilir. (24) ifadesinden o™ +va' +pa’’ =0 ve (38)-(40)

esitliklerinden

ac' @2 + (o + X" + A’ % =1 +2A)d" + 20" + A(—va' — pa')

ya da

!
Lo+

I";’ 2 " (P;’ no_— _ ’ "no_ " I
" (7& (p+a(p)a +7t(poc viad' + (1 + A" —p) o + 20 a
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denklemi elde edilir. [a’, a”, a'"'] = 1 oldugundan yukaridaki son esitlikten

%:—M, (41)
N % +a@? =1+ — A, (42)
A% =2\ (43)
dir. (43) esitliginden
© =A%, A€ERH (44)

ve (38) ifadesinin s ye gore iki kez tiirevi alinirsa

3
d e

*Scp—aa + aa’”’ (45)
a2 d3p dg d2p d3 §
dir ve [d o e Ty q)] [ B ds*i'ds*i] ¢@? oldugundan (38), (39) ve (45)

1

esitliklerinden

0 = [0 s i)

= [ + N a" + A", a0, a"a’” + aa’"’]
— [al, aal’) aal’l]

— a2 [O(,, O(”, (X’”]
~—————
1
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Il
o

bulunur.

(41) ve (43) esitliklerinden

olup asagidaki iki durum vardir.

() v = 0 ise yukaridaki esitlikten A = sabit # 0 olup (42) esitliginden

ap?=1-—pA
dir. (46) esitliginden
ad=1-—ur
olup a egrisinin afin egriligi
"= 1—7\a3

dir.

(I1) v # 0 ise yukaridaki esitlikten A = ﬁ olup (42) esitliginden

M =202+ A2+ (1—-a®>A=0

elde edilir. O halde asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.1 3 — boyutlu uzayda afin egrilikleri p ile v olan afin yay uzunlugu s ile
parametrelenmis diferansiyellenebilir bir a(s): 1 — R3 egrisinin bir f(s*) Bertrand egri

cifti olabilmesi i¢in

() v=20ise

L= l—Aa
dir. Burada, A = sabit # 0 dir.
(i) v # 0 ise

A= fvzds
ve

M =202+ A2+ (1 —-a®>A=0

esitlikleri saglanmalidir.
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