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OZET
A~{m} FARK OPERATORUNUN c VE cs DiZi UZAYLARI
UZERINDE SPEKTRAL AYRISIMLARI

Omer OZDEMIR

Yiiksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dali
Danisman: Dog¢. Dr. Nuh DURNA

2022, 41+x sayfa

Bu tez dort bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, sinirh lineer operatorlerin spektrumundan kisaca bahsedilmistir

ve spektrumun Goldberg siniflandirilmast verilmistir.
Ikinci boliimde, tez calismasi ile alakali literatiir 6zeti ve gosterimler verilmistir.

Uctincii boliimde, P. Baliarsingh ve ark. 2021 de calistig ¢ tizerinde A™, m € N
fark operatoriiniin ince spektrumlar: verilmistir. Ayrica bizim tarafimizdan
bu operator i¢in spektrumun aralarinda ayrik olmasi gerekmeyen ayrigimlar:

hesaplanmistir.

Dordiincii boliimde ise A™, m € N fark operatoriiniin cs dizi uzay: iizerinde
ince spektrumlar1 ve spektrumun aralarinda ayrik olmasi gerekmeyen ayrisim-

lar1 hesaplanmistir. Bu boliim orjinaldir.

Anahtar Kelimeler: Spektrum, yaklasik nokta spektrum, eksik spektrum,

sikistirma spektrum.
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ABSTRACT

SPECTRAL DECOMPOSITION OF A~ {m} DIFFERENCE
OPERATOR OVER c AND cs SEQUENCE SPACES

Omer OZDEMIR
Master of Science Thesis

Department of Mathematics
Supervisor: Associate Professor Dr. Nuh DURNA

2021, 41+x pages

This thesis consists of four sections.

In the first chapter, the spectrum of bounded linear operators is briefly men-

tioned and the Goldberg classification of the spectrum is given.

In the second chapter, the literature summary and representations related to

the thesis study are given.

In the third chapter, P. Baliarsingh et al. fine spectra of the difference operator
A™ m € N are given on ¢ that he worked in 2021. In addition, we have
calculated decompositions of the spectrum for this operator, which do not

need to be disjoint.

In the fourth chapter, the fine spectra of the difference operator A™, m € N
over the cs sequence space and the decompositions of the spectrum that do

not need to be disjoint between them are calculated. This part is original.

Keywords: Spectrum, approximate point spectrum, defect spectrum, com-

pression spectrum.
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SIMGELER DiZiNi

X uzayi iizerinde verilen biitiin sinirh lineer
operatorlerin kiimesi

L operatoriiniin goriintii kiimesi

L operatoriiniin rezolvent kiimesi

L operatoriiniin spekturumu

L operatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesi

L operatoriiniin siirekli spektrumunun kiimesi

L operatoriiniin rezidii spektrumunun kiimesi

L operatoriiniin yaklagik nokta spektrumunun kiimesi
L operatoriiniin eksik spektrumunun kiimesi

L operatoriiniin sikigtirilmig spektrumunun kiimesi

Genellegtirilmis fark operatorii



1. GIRIiS

Birinci dereceden fark operatorii ile dizi uzayr tammlama fikri[20] de ortaya atildi
ve [21] de daha da genellestirildi. Daha sonra farkli mertebeden fark operatorleri
aracihgiyla gesitli dizi uzaylar1 birgok yazar tarafindan incelenmigtir (ayrintilar igin
bakiniz[22]-[27]). Baliarsingh ve ark. 2021 yilinda [42] de, daha 6nce tanimlanan fark
operatorlerinin ¢ogunu birlestirip ince spektrumlarimi daha genel ve kapsamli bir

sekilde bulmusgtur.

Mevcut literatiire kapsamli bilgi saglamak icin, bu alanda bir¢ok yenilikci ve yeni
fikirlere ulagmaya kendini tamamen adamig bircok ¢nemli aragtirmaciya bagvura-
biliriz. Ornegin, Reade [28] ve Akhmedov ve Basar [29]-[30] Cesaro operatoriiniin
spektrumlarin sirasiyla ¢ ve bv, (1 < p < 00) dizi uzaylar iizerinde caligmiglardir.
Fark operatoriiniin ¢y, ¢ ve ¢, (0 < p < 1) dizi uzaylan iizerindeki ince spektrumu
sirastyla Altay ve Basar tarafindan [31]-[32] incelenmistir. B(r, s) genellestirilmis fark
operatoriiniin ¢y ve ¢ tizerindeki ince spektrumlari [33] de Altay ve Basar tarafindan
incelenmistir ve fark operatorii ¢, ve bv, (1 < p < 00) dizi uzaylar iizerinde|34]- 35|
de Akhmedov ve Bagar tarafindan hesaplanmigtir. Srivastava ve Kumar [36]-[37] de
co ve {1 dizi uzaylar iizerindeki A, genellestirilmis fark operatoriiniin ince spektrum-
larimi incelemislerdir, burada a = (ax) ve b = (by) belirli 6zelliklere sahip yakinsak
dizilerdir, v = (vy) sabit veya kesin olarak azalan bir dizidir ve r € N dir. Son
zamanlarda, Akhmedov ve El-Shabrawy ,[3s] Dutta ve Baliarsingh[3s]-[40] , sirasiyla
¢, ¢o ve £y dizi uzaylan tizerinde A, ;, A? ve A” genellegtirilmis fark operatorlerinin
ince spektrumlarimi incelemiglerdir, burada a = (ax) ve b = (by) belirli 6zelliklere
sahip yakinsak dizilerdir, v = (vy) sabit veya kesin olarak azalan bir dizidir ve r € N
dir. Daha fazla ayrint1 igin, okuyucu son zamanlarda gahgilan [41]-[48] de bagvura-
bilir. Bu konu hakkinda daha fazla ayrintih bilgi i¢in [49] daki Mursaleen ve Bagar’in
kitabina bagvurulabilir. Daha 6nce tartigildigi gibi, Banach uzay1 c iizerindeki fark

operatorlerinin spektrumlarina iligkin bilinen sonuclardan bazilarini sunuyoruz.

Yukarida bahsedilen caligmalarin ¢ogunda spektrum aralarinda ayrik olan; nokta

spektrum, siirekli spektrum ve rezidii spektrum biciminde ayrigtirilmistir. Bununla

1



birlikte[s] da Durna ve Yildirim ¢ tizerinde factorable matrislerinin ve[s] de Basar,
Durna ve Yildirim bazi dizi uzaylar iizerinde genellestirilmis fark operatoériiniin
spektrumun alt ayrigimin (yaklagik nokta spektrum, eksik spektrum, sikigtirilmig
spektrum) incelemiglerdir. Bu galigmalardan sonra spektrum ile ilgili yapilan bir ¢ok
makalede yaklagik nokta spektrum, eksik spektrum ve sikigtirilmig spektrum da hesa-
planmistir. Ornegin, [54] de Durna, o ve ¢ dizi uzaylar tizerinde A%’ genellestirilmis
iist tiggensel ¢ift-bant matrisinin spektral ayrigimini hesaplamigtir. [55] de Das ¢y dizi
uzay1 iizerinde U (11, 79; S1, S2) list iicgensel matrisinin spektrumunu ve fine spektur-
munu ¢aligmigtir. [44] de El-Shabrawy ve Abu-Janah bug ve h dizi uzaylar tizerinde
B(r, s) genellestirilmis fark operatoriiniin spektral ayrigimlarini incelemiglerdir. [s6]
da Tripathy ve Das ¢q dizi uzay: iizerinde U(r, 0,0, s) iist iiggensel matrisinin spek-

trumunu ve fine spekturmunu galigmiglardir.

Spektral teori fonksiyonel analizin 6nemli bir parcasidir. Spektral teorinin; fonksiyon
teorisi, karmagik analiz, diferansiyel ve integral denklemler, kontrol teorisi ve kuan-
tum fizigi de dahil olmak iizere matematigin ve fizigin bir¢ok yerinde uygulamalar

bulunmaktadar.

Son yillarda, spektral teori énemli geligmelere sahne olmusgtur. Yaklagik noktasal
spektrum, Taylor spektrum, yerel spektrum, essential spektrum gibi bir ¢ok tipe

sahip olan spektrum igin bir ¢ok énemli uygulamalar vardir.

Bu tezde A™ operatoriiniin ¢ Banach uzay: iizerinde Baliarsingh ve ark. [42] de
calistigr ve cs dizi uzay1 iizerinde bizim hesapladigimiz spektrumunu, nokta spek-
trum, stirekli spektrum, rezidii spektrum ve ince spektrum gibi spektral ayrigimini

verilecektir. Tezin son kismi orjinaldir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

X sonsuz boyutlu kompleks Banach uzayi olsun. Eger T' € B(X) ise bu durumda 7'
nin R(T) deger kiimesi icin : (I) R(T) = X, (II) R(T) = X, fakat R(T) # X, (III)
R(T) # X, durumlar1 ve 7! icin: (1) 77! meveut ve siirekli, (2) 7! mevcut fakat
siireksiz, (3) T~ mevcut degil, durumlar gegerlidir. Miimkiin olan biitiin olasiliklar
diisiiniildiigiinde dokuz farkli durum olusur. Bunlar, Iy, I, I3, Iy, I15, I3, 1114,
111y, 1115 biciminde numaralandirihr. Ornegin, eger bir operator 111, durumunda

ise R (T) # X ve T~! mevcut fakat siirekli degildir. Ayrica kapah grafik teoreminden
I, = (0 dir (Goldberg, S. [10]).

Simdi spektrumun ve spektrumun bazi ayrisgimlarinin tanimlarini verelim.

Tanim 2.1 T : D(T) — X , D(T) C X dzerinde tanwml bir lineer operatir
olsun, burada D(T'), T nin tanim kiimesini gostermektedir ve X sonsuz boyutlu bir
kompleks normlu uzaydir. I birim operatori gostermek tizere T' € B(X) ve A € C
wein Ty := M — T olsun. Bu durumda spektrumla ilgili bazi tanim ve gdsterimler

asaqidaki gibi verilir:

1. Ty U mevcut, sinurl ve X icinde yogun bir kiime tzerinde taniml olacak sekilde
ki X kompleks saylarimin kiimesine T' nin rezolvent kiimesi denir ve p(T, X)

bictminde gosterilir.
2. o(T,X) spektrum kiimesi p(T, X) in C deki timleyenidir,
3. Nokta spektrum (0z degerler kiimesi): o,(T, X ) :={\ € C: T\ birebir degil},

4. Strekli spektrum: o.(T,X) = {\ € C : Ty birebir ve R(T\) = X, fakat
R(Ty) # X},

5. Rezidi spektrum: o,.(T, X) := {)\ € C: Ty birebir fakat R(Ty) # X},
6. FEksik spectrum: os(T,X) :={X € o(T, X) : R(T\) # X},

7. Sikistirma spektrum: o.,(T, X) = {)\ € C: R(Ty) # X},
3



8. Yaklasik nokta spectrum: o,,(T, X) :={\ € C: Herk € Ni¢in X de ||zg]| =1
ve limy_oo || T (z1)|| = O olacak sekilde bir (xy) dizisi mevcuttur} (Appell ve
ark. [2] wve Stone [15]).

Yukarida ki tanimlar 1g1g¢inda, eger A kompleks sayis1 Ty € I, veya T\ € II; bici-
minde ise A € p (7, X) dir. p(7,X) de bulunmayan biitiin A skaler degerleri 7" nin
spektrumunu olugturur. Eger Ty, I11; ye aitse A € [11s0 (T, X) yazlir. o (T, X)
in bu simiflandirilmasi1 7' nin ince spektrumunu meydana getirir. Bu, o (T, X) in
Lo (T, X) = 0, I3o(T,X), Lo (T,X), II30(T,X), III,o(T,X), I[II,0(T,X),
11130 (T, X) bigiminde aralarinda ayrik alt kiimelerine boliinebilmesi demektir (bak

[10] ).

Boylece spektrumun tam bir ayrik ayrisimi elde edilir. Yukaridaki tanimlardan yola
gikarak [6] da Durna ve Yildirnm spektrumun bu ayrigimlar: arasindaki iligkiyi bir

tabloda toparlamistir. Bu tablodan yola ¢ikarak asagidaki énerme verilebilir:

Onerme 2.1 BirT € B (X) operatoriniin spektrumu ve alt spektrumlar: asagidaki

ozelliklere sahiptir:

1. o(T,X) = I1o(T, X)UlLo(T, X)UII;0(T, X)UII16(T, X)U Il Lo(T, X)U
[11;0(T, X),

2. p(T,X) = Lo(T,X)UILo(T, X),

3. 0,(T,X) = Io(T,X) U I1;50(T, X) U 11 150(T, X),

4. 0T, X) = ILo(T, X),

5. 0.(T,X) = I11Lo(T,X)UIILo(T, X),

6. o5(T,X) =o(T, X)\I50(T, X),

7. 0oo(T, X) = I11,0(T, X) U 11 Lo(T, X) U 11 I;0(T, X),

8. 0up(T, X) = o(T, X)\I11,6(T, X).
4



Banach uzaylar {izerinde tanimh sinirli lineer operatorlerin spektrumlarini ve spek-

tral ayrisimlarini hesaplamada yararlanilan kullanigh bir 6nerme verelim.

Onerme 2.2 T € B(X) operatiriimiin ve onun T* € B(X*) adjoint operatériniin

spectrumu ve spektral ayrisimlar: i¢in asaqidaki ozellikler gegerlidir:
(a) o(T*, X*) =0o(T, X),

(b) oo(T*, X*) C 04y(T, X),

(c) 0u,p(T*, X*) =05(T,X),

(d) os(T*, X*) = 04p(T, X),

(€) op(T", X*) = 00o(T, X),

(£) 0el(T*, X*) 2 0,(T, X),

(8) o(T,X) =0, (T, X)Uc,(T*, X*) = 0,(T, X) U0, (T*, X*) ([2] , Onerme 1.3)

2.1 Gosterimler

Bu tez boyunca w ile biitiin reel veya kompleks degerli dizilerin uzayini gosterecegiz.
w nin herhangi altvektor uzayma dizi uzayi denir. /., ¢, cg, bv ve by ile sirasiyla;
tiim siirl, yakinsak, sifir, sinirh salinimh ve sifira yakinsayan sinirhi salimimh diziler
uzay1 gosterilir. Ayrica ¢4, £, bu, ile sirasiyla; tiim mutlak toplanabilir diziler, p—

mutlak toplanabilir diziler ve p—simirh salinimh diziler gosterilir.

Ucgen, tiim esas kogsegen elemanlar sifirdan farkl olan alt ticgensel matrisdir. A ve
p iki dizi uzayr ve A = (an); n, k € N = {0,1,2,...} olmak iizere a,; reel veya

kompleks sayilarin sonsuz matrisi olsun. Bu durumda her z = (x}) € A igin
(Az), =Y amar, neEN (2.1)
k

olmak iizere x in A déniistimii, Az = {(Axz), } dizisi, pr de ise A : A — p ile gosterilen
A, X dan p ye bir matris doniistimii tanimlar. Gosterimlerde kolaylik icin burada

ve ilerisinde toplamlar1 0 dan oco a limitsiz gosterecegiz. A : A — u olacak sekildeki
5t



tiim A matrislerinin simfi (A, ) ile gosterilir. Boylece A € (A, 1) olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kogul (2.1) in sag tarafindaki serinin her n € N ve her x € A igin yakisak

olmasidir ve her z € X i¢in Az = {(Az),} € p olmas1 gerekir.

Bu tez boyunca tiim negatif alt indisli terimler sifir olarak kabul edilir.

2.2 Literatiir Ozeti

Bir ¢ok yazar bazi dizi uzaylar iizerinde 6zel limitleme matrisleri ile verilen lineer
operatorlerin spektrumunu ve fine spektrumunu calismigtir. Spektrum ve fine spek-
trum ile ilgili literatiirde var olan bilgileri 6zetleyelim. 1 < p < oo i¢in ¢, dizi
uzay1 iizerinde Cesaro operatoriiniin fine spektrumu [19] da Gonzalez tarafindan
caligilmigtir. Ayrica Wenger [18] de ¢ iizerinde Cesaro operatoriiniin tamsay1 kuvve-
tinin fine spektrumunu incelemistir ve Rhoades [14] de bu sonucu agirhikh orta-
lama metotlarina genellegtirmigtir. Reade [28] de, ¢y dizi uzay1 iizerinde Cesaro
operatoriiniin spektrumunu calismistir. ¢y ve ¢ dizi uzaylar1 {izerinde Rhaly oper-
atorlerinin spektrumu Yildirim tarafindan [16] ve [17] de ¢aligilmigtir. Son yillarda
bir ¢ok yazar genellestirilmis fark matrislerinin spektral ayrigimlarini incelemistir.
Ornegin, Akhmedov ve El-Shabrawy, [1] ,[3s] de co, ¢ ve £, (1 < p < 00) dizi uzaylari
iizerinde A, genellestirilmis alt iicgensel ¢ift bant matrisinin spektrumunu ve fine

spektrumunu caligmigtir.

{1 ve bu dizi uzaylar iizerinde A fark operatoriiniin fine spektrumu [11] de Kayadu-
man ve Furkan tarafindan ve ¢ ve ¢ iizerinde ise [31] de Altay ve Bagar tarafindan

aragtirilmigtir.

Yukarida bahsedilen ¢caligmalar Goldberg tarafindan tanimlanan spektrumun ayrigimi
ile ilgilidir. Bununla birlikte [6] da Durna ve Yildirim ¢ tizerinde factorable matris-
leri igin spetrumun alt ayrigimini incelemistir ve [3] de Bagar, Durna ve Yildirim baz

dizi uzaylar iizerinde genellestirilmis fark operatoriiniin spektrumunu incelemistir.



3. c¢ DizZi UZAYI UZERINDE A™ FARK OPERATORUNUN SPEK-
TRAL AYRISIMLARI

Banach uzaylar iizerinde sinirh operatorlerin spektrumlarinin ¢ok fazla uygulamasi
vardir. Bu nedenle siirhi lineer operatorlerin spektrumlart son yillarda bir ¢ok
kisi tarafindan calhigilmigtir. Bu ¢alisma, ¢ Banach uzayi iizerinde literatiirdeki fark
operatorlerinin veya matrislerinin spektrumlar: iizerine bazi incelemeleri bir araya
getirmeyi ve ilgili problemler icin bir temel saglamay:1 amaglamaktadir. Simdiye
kadar ¢ dizi uzay: tizerinde problem maksimum 2 mertebeye kadar ¢oziilmiistiir.
Fakat P. Baliarsingh ve ark. 2021 de, c¢ iizerinde A™, m € N fark operatoriiniin ince
spektrumlarini hesaplamiglardir. Bu tezde biz A™, m € N fark operatoriiniin ¢ ve
cs dizi uzaylar: tizerinde spektral ayrigimlarini verecegiz. Boylece daha 6nce m =1
icin [31] de galigilan A fark operatorii, [33] de galigilan B (1, —1) genellestirilmig fark
operatorii ve m = 2 i¢in [52] de galigilan B (1,—2, 1) genellegtirilmis fark operatorii

i¢in elde edilen sonuglar bu ¢alismada igerilmis ve genellestirilmig olacaktir.

¢ Banach uzayinda bir m dogal sayist icin A™ genellestirilmis fark operatorii k£ € Ny

olmak {izere

(Az)r = T —Tp1
(AQZE)]C = A(Al’)k = A(l’k — xk—l) =T — 25(7k—1 + Tp_o

(A%)k = T — 33?1{,1 + 33%—2 — Tk—3

(A™z), = g;k - <T) Th1 4 (7;) Toeo -+ (=)™ T
- R ()

m(m —1)

TR R (=)™ Tpm

= I — MTr_1+

bi¢iminde tanimlanir. Burada Ng = {0,1,2,---} dir ve & < 0 i¢in x; = 0 dir (bak

] ).

A™ operatoriiniin m + 1 banth bir (a,;) matrisi ile gosterilebildigi kolayca ispat-
7



lanabilir. Burada her n, k € Ny icin

(=" (), max{O,n—m}<k<n
Ank =

0 , 0<k<max{0,n—m} veya k >n

dir. Buna denk olarak

1 0 0 0 0 0
-m 1 0 0 0 0
mml) 1 0 0 0
A" = (ank) = : : : : P (3.1)
(=)™ (=)™ 1m -m 1 0
0 (—)™  (=1)"'m -m 1

yazilabilir.

Aslinda, A™ operatorii, farkli limitleme kogullar altinda A, A2, B (r,s) ve B (r, s, 1)
bigimindeki fark operatorlerini genellegtiren bir (m + 1)-inci bant matrisi ile temsil
edilir. Ilk olarak, A™ geri fark operatoriiniin linerliligi ve smirliligi hakkinda baz
temel bilgiler verilecektir. Daha sonra, ¢ uzayinda tamimlanan operatoriin; nokta
spektrumu, siirekli spektrumu ve artik spektrumu gibi spektrum ve ince spektrum

kiimeleri hesaplanacaktir.

¢ Banach uzay1 iizerinde fark operatorlerinin spektrumlari hakkinda bilinen bazi

sonugclar: agagidaki gibidir.

(i). ¢ tizerinde A operatériiniin fine spektrumu [31] de agagidaki bigimde belirlen-

mistir:
o o(A)={AeC:|A—1] <1},
o o,(Ac) =0,
o o, (Ac)={\eC:|\—1|<1}U{0},

o 0. (Ac)={AeC:|]A=1]=11{0}.
8



(ii). c iizerinde A3 operatoriiniin fine spektrumu [31] de asagidaki bicimde belir-

lenmistir:
o (A% c)={AeC:A—1] <7},
o 0,(A%¢c) =0,
o 5, (A%c)={AeC:|A—1]<T7}U{0},
o 0.(A%c)={AeC:[A—1] =TH{0}.

(iii). c tizerinde A, operatoriiniin fine spektrumu [38] de agagidaki bigimde belir-

lenmigtir:

o 0(Aw,c)=DUE,

E , her j > m icin a; # a; olacak sekilde m € N mevcuttur

® O-P(Aamc) =
(), diger yerde
([ fap: k€ N}\op(Aap, ) C 00(Aaps ),
{AeC:la— A< |b|}U{a+0b} Cop(Auw,c),
o 0, (Ap,c) = 0 (Agp, ¢) C {)\G(C:infk %‘ <1}U{a+b},
{/\ € C: sup, “’2;’\‘ < 1} C 0,(Aw, ),
| 0+ (Aw,0) € ((DUE)\G)U{a+0b}.
( 0c(Aap, ) C ((D UE)N {)\ € C : sup,, “’;);)" > 1}) \H,
0e(Aup,0) CHANEC: Ja— N =1|b|}UE)\H,
L4 Uc<Aabac) = . A\
<{>\ € C:inf, 5= ‘ < 1} N E) \{a + b} C go(Aup ),
| (G\{a+b}) Coc(Awc).
burada

= (AeCila— A < b},
E = {ay:a ¢ D,k € N},
G = {AeC:herk>kyigin |ar — A| = |bx| olacak sekilde enaz bir ky € N vardir}

dir.



(iv). ¢ tizerinde B (r,s) operatoriiniin fine spektrumu [33] de asagidaki bigimde

belirlenmigtir:
e 0(B(rs),c) ={AeC:[A—-r|<|s]},
e 0,(B(rs),c)=0,
o« 0.(B(r.s),c) = A eC:A—r] <|s]}U{r+s},

o 0.(B(r,s),c)={AeC:|AN=r|=]s|}\{r+s}.

(v). c tizerinde B (r,s,t) operatoriiniin fine spektrumu [52] de agagidaki bigimde

)

belirlenmigtir:

2(r=\)
—s+4/82—4t(r—X)

e 0(B(rs,t),c)= {)\EC:

0,

o 0p(B(r,8,1),0)

_a =N

e 0,.(B(rs,t), —{)\E(C oY 7y 1}U{r+s+t},
— =N

e 0,.(B(rs,t), —{)\EC Oy -y 1}\{r+s+t}.

3.1 c¢ dizi uzay1 iizerinde A™ fark operatoriiniin spektumu ve fine spek-

trumu

Simdi Baliarsingh ve ark.[42] de ¢aligtig1 ¢ Banach uzay: tizerinde A™ operatoriiniin
spektrumunu ve nokta spektrum, siirekli spektrum, rezidii spektrum ve ince spek-

trum gibi spektral ayrisimini verelim.

Lemma 3.1 Bir A = (a,x) matrisinin ¢ den ¢ ye sinarl lineer bir T operatori
belirtmesi i¢cin gerekli ve yeterli kosul

(1) A man saturlar {1 dedir ve satrlarin ¢4 normlary sinwrlidar,

(i1) A mn situnlars ¢ dedir,

(113) A man satur toplamlariman dizisi ¢ dedir.

Ustelik Al () = sup,, Zk \ank| dor (53] , p.6 Teorem 6).
10



Lemma 3.2 (z;) ve (di) her k € Ny i¢in |29| = p < 00 ile zpy1 = 2k + dii1 olacak
sekilde ikt karmasik sayr dizisi olsun. Bu durumda
(i) (O r_odi) dizisi sumrly ise (z,) dizisi de sinarldur,

(i) (O r_odi) dizisi yakinsak ise (zx) dizist de yakinsaktir ((42] , Lemma 1).
Ispat. (z;) ve (di) nm her k € Ny icin |z] = p < 0o ile zj11 = 2 + disy olacak
sekilde iki karmagik say1 dizisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Zht1 — 2k = diy1

dir. Simdi yukaridaki esitligin her iki tarafindan 0 dan n ye kadar toplam alirsak

Z(Zk-H —2) = de+1
=0

=0

n
= Zpt1 — R0 = E di+1
i=0

n
— Zpy1 = E di+1 + 20
i=0

elde edilir. Dolayisiyla > " di41 dizisi sirasiyla simrh veya yakinsak ise (zj,) dizisi

de smirh veya yakisaktir. m

Teorem 3.1 A™ : ¢ — c fark operatori sinwrly lineerdir ve
[A™ | ey = 2™

dir (Ja2] , Teorem 1).

Ispat. A™ geri fark operatoriiniin (3.1) deki matris gosterimine dikkat edecek olur-
sak A™ m + 1 banth bir bant matristir. Dolayisiyla Lemma 3.1 in kosullarimin

saglandig1 agiktir. Ayrica

1A™]]

c:c)

elde edilir. m
11



Teorem 3.2 c uzerinde A™ operatorinin point spektrumu o, (A™,c) = 0 dir (J42]

, Teorem 2).

Ispat. c de z # 6 = {0,0,0, - - -} olmak iizere A™z = ax lineer denklem sistemini

goz oniine alalm. (3.1) den

1 0 0 0 0 0
—-m 1 0 0 0 0
To i)
mim 1) m 1 0 0 0
x T
=«
i) i)
(=)™ (=1)™'m —m 1 0
0 (=)™ (=)™ 'm —-m 1
oldugundan
g = QX9
—MIy +T1 = QI
m(m — 1)
o Tog— M1 +Ty = O
— -1 -2 -1

elde edilir. Birinci denklemden xq # 0 olursa a = 1 dir. Dolayisiyla 2. denklemden
—mxo + x1 = x1 olup xg = 0 olmalidir. Bu ise bir geligkidir. O halde kabul edelim
ki o = 0 olsun bu durumda 2. denklemden z; = az; olup z; # 0 olursa a = 1
dir. Dolayisiyla 3. denklemden —mxy + 9 = x5 olup z; = 0 olmahdir. Bu ise
bir celigkidir. Bu sekilde devam edersek z; = 29 = 23 = --- . = 0 olur. Buradan

A™x = ax olacak sekilde x # 0 yoktur. Dolayisiyla o,(A™,¢) =0 dir. m

Sonug 3.1 [30(A™,¢) = II30(A™, ¢) = [1130(A™, )

0.

Ispat. Onerme 2.1 (3) den o, (A", ¢) = I30(A™, ¢) U II30(A™, c) U IT1I30(A™, ¢)

oldugundan istenilen sonug Teorem 3.2 den elde edilir. =
12



A™ : ¢ — ¢ sirh lineer bir operatoér oldugundan, C & /; iizerinde diigiiniildiigiinde

(A™)" : ¢* — ¢* adjoint operatorii

X 0
B (A™"

matris gosterimine sahiptir. Burada (Am)T , A™ matrisinin transpozudur, y, A™ nin
satir toplamlarinin dizisinin limitinden A™ nin siitunlariin limitlerinin toplaminin
farkidir ve B, her k € Ny i¢in k£ -mnci1 girisi A™ nin k& -ina siitunlarinin limiti olan
siitun vektoriidiir. A™ fark matrisi i¢in y = 0 oldugu ve B = 0 sifir siitun matrisi

oldugu agiktir. Dolayisiyla ¢* = /; iizerinde (A™)" adjoint operatériiniin matris

gosterimi
00 0 0 0 0 0 0
01 —m =z . (=)™ 0 0
00 1 —m mol (=)™ 0
00 0 1 —m 2=l (=)™
dir.

Asagidaki Lemmalar ilerleyen kisimlar igin gereklidir.

Lemma 3.3 T lineer operatériinin yogun gorintiye sahip olmast i¢in gerekli ve

yeterli kosul T* adjoint operatorinin bire bir olmasidur (J10] , Theorem II 3.7).

Lemma 3.4 T lineer operatoriniin sinwrl terse sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterls

kosul T* adjoint operatérinin érten olmasidir ([10] , Theorem II 8.7).

Teorem 3.3 ¢* = (; iizerinde (A™)" adjoint operatériiniin point spektrumu
op (A™)" 01) ={aeC:|l—a|l<2™ -1} U{0}

kiimesidir ([42] , Teorem 3).

13



Ispat. Kabul edelim ki (A™)*f = af ve 0 # f € ¢ olsun. Simdi

0.fo+0.f1+0.fa+---+0.fr, = afo
m(m — 1)

fl_mf2+Tf3+"'+(_1)mfm+l = afi
f2_mf3+%f4+'”+(_l)mfm+2 = afs
e —mfr + wﬁcm +o (D) frem = afi (3.3)

denklem sistemini gtz oniine alalim. Direkt hesaplama ile her £ > 1 igin

1 m(m — 1)
!

| fx] = m|mfk+1 - 5

elde edilir. O halde (3.4) den her k € Ny igin || < 1iken f = (1,a, a2, -+ ,aF, oF1 ...

Sera + o+ (=1)" fryml| (3.4)

vektoriiniin |1 — «| < 2™ — 1 esitsizligini saglayan a 6z degerine kargilik gelen bir 6z

vektor oldugu aciktir. Gergekten de

1-al = 3 v (7) L
=~ (m St
= Z(z) fe

dir. Boylece

{aeC:|1—a] <2™ -1} C .0,((A™)", 4)
elde edilir.
Tersine, eger |1 — a| < 2™ — 1 durumu diigiiniiliirse (A™)* — ol adjoint operatorii
1 —1 degildir. Giinkii x = (0,21, 22, ) # (1, 21,29, -+ ) = y i¢in (A™)* —al)z =
((A™)* — al) y dir. O halde Lemma 3.3 dan A™—al operatorii ¢ de yogun goriintiiye
sahip degildir. Dolayisiyla (A™)* — al tersinir degildir ve

op((A™)",01) C{aeC: |1 —a| <2™ -1}

dir.
Ayrica m = 1 durumu igin fo # 0 i¢in @ = 0, f = (fo,0,0,-- ) 6zdegerine karsilik
14



gelen bir ozvektordiir. Dolayisiyla 0 € o,((A™)*, ¢1) elde edilir. Zaten m > 1 ise 0

{a € C:|1 —a] < 2™ — 1} kiimesi tarafindan igerilir. m

Teorem 3.4 c tzerinde A™ operatorinin rezidi spektrumu
o, (A" c)={aeC: |l —a] <2™ -1} U{0}
kiimesidir ([a2] , Teorem 4).

Ispat. o, (A™,c) = 0,((A™)*, £1)\o, (A™, ¢) oldugundan istenilen sonug Teorem
3.2 ve 3.4 den elde edilir. =

Teorem 3.5 c tzerinde A™ operatoriniin spektrumau

(A" c)={aecC:|l—-a|] <2™ -1} (3.5)
kiimesidir ([42] , Teorem 5).
ispat. Teoremin ispat1 iki adimdan olusur. Ilk énce

o(A™ ) C{aeC:|1—a|/<2™ -1}

oldugu veya eger o € C iken |1 — «| > 2™ —1i¢in a ¢ o(A™, ¢) oldugu gostermelidir.

Bir sonraki adimda
{aeC:|1—a|<2™ -1} Co(A™,¢)

oldugu gosterilmelidir.
Kabul edelim ki |1 — | > 2™ — 1 kogulu altinda o € C olsun. (A™ — o) bir ii¢ggen

oldugundan bir terse sahiptir yani, (b,;) =

T 0 0 0 0
e — 0 0 0

(1Ta2<)3 - ;'l((lni;;g (1—772)2 ﬁ 0 0 <3'6)
o Y e aap T O




olmak iizere (A™ — aI)~ = (b,;) dir. Basit bir hesaplama ile her n € Ny igin

bpn = ! ,
l-«
Dot = (1—a)?’
B m? m(m — 1)
ban-2 = (1—a)® 2(1-a)?
- m? m2(m—1) m(m—1)(m —2)
bun=s = GO T TA—ap T 3—a)
; _ m*  m’(m—1) m*m-1)(m-2) m’(m—1)
e (1—a) (1-a) 31(1 —a)? 21(1 — a)t
+m2(m—1)2 m2(m —1)(m — 2) ~ m(m—1)(m —2)(m — 3)
2121(1 — a)?3 31— a)® A1 — a)?
. ! m(m — 1) m(m —1)(m — 2)
b = T [t — Ty Banomia £ g b

4+ 4+ (_1)m71bn’n]

elde edilebilir. Simdi Lemma 3.1 i kullanarak (A™ — al)~! € B(c) oldugunu kanit-

lanacaktir. Her n € Ny icin >/ |b,x| serisinin yakinsak oldugunu gosterilecektir.

S = Z bk | = [bnol + [bnal + - + [bp,nl
k=0

= ‘bn,n’ + |bn,n71’ + ’bn,an‘ + -+ ‘bn,[]’ + -

N ‘ m N ‘ m?  m(m—1)
(1—a)? (1—a)p 2/(1—-a)?
m3 B m2(m — 1) +m(m—1)(m—2)‘

(1—a) (1—a)? (1 — «)?

m ~m’(m—1)  m*(m—1)(m - 2)
(1—a) (1—a) (1 —a)?
_m3(m— 1) m*m-—172% m?*(m—1)(m-2)

2I(1 — )t 2121(1 — «)? (1 — )3
~m(m = 1)(m —2)(m — 3)‘ N

411 — a)?
B |_nlz|{‘1?a +‘3<1T—noz>2 *‘(21711@)3‘?!((1”1—;;)
+<1ma>4”’2fma>{>6 mg(_ll—)gz_z)‘ }

i




olsun. Simdi, 3,, = ™= ve |3, ¥ mn katsays: ise

2 <Z)<Z)---(?Z)ﬁi(if‘)---i(i)

11,02, ik =1 =1

olmak tizere

i 1 m m? m®  m*(m—1)
im s = gl e e ey
+' m? B m3(m—1)  m?*(m—1)(m — 2)’
(1—a) (1—a) 3(1 — «)?
N ' m®  mi(m—-1)?*  m’(m—1)(m—2)
(1—a)p 2|(1—a) 311 —a)?
~mim—=1) m*m—1?  m’(m—1)(m—2)
211 — )t 211 —a)d 311 — )3
m?(m —1)(m — 2) (m — 3)
- 41(1 — a)? ‘JF}
1 m 2 m |?
W 11—« * 11—« !
m—1] m |? m |* m |
M ‘1—@ +‘1—0¢ +(m_1)'1—a
(m—1)m-=2) m |? m |’ m |
N 3! -« 11—« +(m_1)‘1—o¢
2m—1)(m—-2) m |° (m-11] m |*
3! l-a i 2! l-«a
m—1\" P m=D(m—-2)(m—=3)] m |’
+< 2! ) 1—a 4! 1—a +}
- ‘,{w 418+ 18+ 18, 418,
w22
1Bl = 1) |8, 4 22

3!
+ZL—ﬂﬁl<+<myl)1ﬁ\
MU U IR
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: mi'{w |+( |Z( ))I@A”(%Zil( )(m>>ﬁm+}

1,22
1 2m — 1
= |m—|{|ﬁm|+‘7‘|5m|2 }

1
< 1
|1—a\{ i

1
= <
1o —|2m -1~

m_

2m — 1
3
+}

' < 1 oldugundan |3,,|* nin katsayilar: sonludur. Béylece

om _ 112
1 —«

2m 1
l—«o

2m—1

l1—«o

_|_

m

2
dir. Her £ > 1 i¢in

lim,, o Sy, < 00 dur. (S),) bir pozitif ree say1 dizisi olarak yakinsaktir ve dolayisiyla
smirhdir.

Ikincisi,

2™ —1
11—«

<

<1
l—o| ™

‘1
<
l—o|

‘ m

oldugundan her k € Ny icin lim,,_,, b, mevcuttur.

Son olarak (b, ) nin satir toplamlarinin dizisinin genel terimi zj, olarak diigiiniildiigiinde

1 Jiem o m? m(m — 1)
I — -
: l—a  (1—a)2 2(1-0a)

11—«
m3 m2(m—1) m(m—1)(m —2)
_ cee (1 —a)b
B i Ty T s e S 0’“}
1 Jip_m m? m(m—1)+ m3
Z —
ta 1—a 1-a) (1-a)2 21-a) (1-a)p
m2(m — 1
—ﬁ + e 4 (1 — a)b1,k+1 -+ (1 — a)b07k+1}
= 2+ bo k11
. 1 . n . o
dir. |z] = 1—' <1, 1limy o ) pg [bok| = lim, s S, < 00 oldugu aciktir. Her
-«

n € Ny icin (b,) dizisi yakinsaktir. Bu Lemma 3.2 den (z) dizisinin de yakinsak
olmasini saglar. Dolayisiyla (b,,) nin satir toplamlarinin dizisi yakinsaktir [1 — of >
2™ — 1 iken ve (A™ — al)~! € B(c) dir.

Simdi (A™ — ol)~! operatériiniin tamim kiimesinin ¢ de yogun oldugu denk olarak
A™ — o] operatoriiniin goriintii kiimesinin ¢ de yogun oldugu, ki bu durumda (A™ —

al)~! operatorii ortendir, gosterilebilir. Boylece

o(A™ ) C{aeC:|l—a| <2™ -1} (3.7)
18



dir. Tersine a # 1 ve |1 —a| < 2™ — 1 oldugu diisiiniiliirse A™ — ol nmn bir
tiggen oldugu ve dolayisiyla (A™ — ol)~! in mevcut oldugu aciktir. Teorem 3.2
nin sonucu olarak y = (1,0,0,---) birim dizisinin (A™ — of)~! déniisiimii yani,
r = (A™ — al)™ 1y dizisi ¢ dedir. Bu |1 — a| < 2™ — 1 kogulu altinda ve Teorem 3.3
den (A™—al)~! operatoriiniin bir 6zdegeri olmamasim énerir. Buradan (A™)* —al
nin 1-1 olmadigr sonucuna varilir. Dolayisiyla |1 — a] < 2™ —1 kogul altinda A™—al
operatorii ¢ de yogun degildir. Son olarak o = 1 durumu igin sonug ispatlanir. Eger

« = 1 ise bu durumda

0 0 0 O
—-m 0 0 O
A" -] = mimol) -m 0 0
(mf;!)(lﬂ) m(TQn'fl) _4
tersinir degildir. Boylece
{aeC:|1-a|<2" -1} Co(A™,¢) (3.8)

dir. (3.7) ve (3.8) kullanilarak ispat tamamlanir. =
Simdi yukaridaki sonuglarin daha fazla ayrintisi ve dogrulugu icin agagidaki uyarilar

ve ornek verilecektir:

Uyar1 3.1 (Teorem 3.5 in 1. kismana alternatif bir ispat) A™ = I + B olacak
sekildeki bir B : ¢ — ¢ matris operatorini ele alalim. A™ : ¢ — c ve |A™[| ., =2"

oldugundan || B ...y = 2™ — 1 oldugu agikter. imdi 1 # a € C i¢in
A" —al = (1—a)l+ B
1
= (1-a) (I + B)

l—«

2m —1
= < 1 iken (A™ — o)™ nin ¢ de mevcut ve

(c:e) —a
sinarly oldugunu gésterir. Bu |1 — af < 2™ — 1 olmasina denktir ([42] , Uyari 1).

B

hesaplanirsa bu

—

Uyar: 3.2 A™ nin lineer operator oldugunu bildigimiz gibi

Am — A o Am—l
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seklinde yazilabilir burada o semboli, A™ operatorine karsilik gelen matrislerin
carpyma olarak tamimlanabilen operatorlerin birlesimini gosterir. Spektral dontigim

teorems kullanilarak

a(A™, ¢c) = [a(A, )]

elde edilir. Bu

o(A" c)={aecC:|1—a| <2™ -1}

oldugunu gosterir ([42] , Uyari 2).

Bu iki uyarinin, spektrumun alt ayrigimi yerine yalnizca sinirli bir lineer operatoriin

spektrumunu bulmak icin kullanildigina dikkat edilmelidir.

Ornek 3.1 m = 2 ve a = —1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda o € o,.(A?,c)
dir. Teorem 3.3 den |1 — (—1)| < 2> — 1 = 3 oldugu agiktr.

Buna ragmen —1 ¢ 0,(A?,¢) ve —1 ¢ 0.(A? ¢) oldugu fakat —1 € o(A?,¢) oldugu
kolayca goriilir.

Bu amacla A? + I operatérii ele alimarsa, burada

2 0 0 0
-2 2 0 0
A’+I=] 1 -2 2 0
0 1 -2 2

dir. A2+ 1 diggen oldugundan bir terse sahiptir yani, (A2+1)~* meveuttur. Bu —1 ¢
o,(A% ¢) olduginu ispatlar. Jimdi (A*+1)~" = (c,x) ters matrisinin elemanlar igin

genel tekrarly formal tiretilir. Yani zo = 2 = 1/2 baslangi¢ degerleri ile

22p10— 22,01+ 2, =0, n>0
20



dur.

5 0 0 0000
i 2 0 0000
: 1 2 0000

1 1 1
(AZ4 1)) = 0 3 3z 32000
1 9 1 1 1 g 9

8 4 2 2
0 h g
e e B

oldugu kolayca hesaplanabilir. Simdi (A? + 1)~ nin satwrlarn €1 normunun supre-

mumu alinirsa

n
sup Z |Cnk
" k=0

i, > len
k=0
1T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 8 8 16 32 32 64 128 128 256
1 1 1 1 1 1 1

1
7 A ALY o TR T
T2 1716716 64 64 256 256 }

PR D T
2 8 32 128 512
1 5
1+ —— =12
2(1—-3) 3

elde edilir. Bu, (A? + I)~! nin satir ve siitiin toplamlarimin c de oldugunu gdsterir.

Béylece (A* + I)™' € B(c) dir ve —1 ¢ 0.(A?% ¢) sonucuna variar.

Son olarak, Teorem 3.3 den (A% +I)* érten degildir ve Lemma 3.4 geregince A* + I

operatoriiniin gérinti kimesi ¢ de yogun degildir. Béylece —1 € o,.(A?, ¢) dir ve

sonug olarak —1 € o(A?,¢) dir ([a2] , Ornek 1).

Teorem 3.6 c tzerinde A™ operatoriniin siirekli spektrumu

0. (A" c)={aecC:|l—af/=2"—-1}\{0}

kimesidir ([a2] , Teorem 6).

Ispat. Sir lineer bir operatoriin spektrumunun tammimdan ve Teorem 3.5, 3.2 ve

3.4 den dogrudan elde edilir. m
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Teorem 3.7 Egera € ({a€C:|1—a| <2™ -1} U{0}\{1}) isea € [I11,0(A™,c)
dir ([42] , Teorem 7).

Ispat. Kabul edelim ki « € ({a € C: |1 —a|<2™ -1} U{0}\{1}) olsun. Bu
durumda Teorem 3.3 den (A™)* — al operatorii 1 — 1 degildir ve dolayisiyla Lemma
3.3 den a € IT1o(A™,c) elde edilir. Dahast o # 1 igin A™ — ol operatoriiniin bir
terse sahip oldugu fakat o = 0 i¢in (A™)* — al operatoriiniin 6rten olmadig1 elde
edilir. Boylece Lemma 3.4 den A™ — «l operatorii sinirh terse sahip degildir. Bu

A™ — ol nin siirekli olmadigini gosterir. m
Sonug 3.2 [I1I0(A™, c) = {1} dir.

Ispat. Onerme 2.1 (5) den o, (A™,¢) = II10 (A™, ¢) U I1I,0 (A™, ¢) oldugundan
ve [0 (A™ ¢) N I1I0 (A™, c) = ) oldugundan istenilen sonug Teorem 3.4 ve 3.7

den elde edilir. =

Teorem 3.8 Eger a € ({a € C: |1 —al >2™ —1}\{1}) ise a € Lio(A™,¢) dir
(l42] , Teorem 7).

Ispat. Kabul edelim ki o € ({a € C: |1 — | > 2™ — 1}\{1}) olsun. a # 1 oldugu
agiktir. Bu nedenle A™ — « operatorii bir terse sahiptir. Bu A™ — «[ operatériiniin
orten oldugunu gosterir ve dolayisiyla (A™ —al)~! ters operatorii ¢ de yogun goriin-
titye sahiptir. Boylece Lemma 3.3 den (A™ — «l) operatérii ¢ de yogundur. Bu
nedenle o € Io(A™,¢) dir. Dahasi, |1 —a] > 2™ — 1 oldugundan Teorem 3.5 den
A™ — ol operatorii bir sinirli terse sahiptir. Dolayisiyla oo € 1o(A™, ¢) dir. Boylece

|1 — | > 2™ —1 egitsizligini saglayan « lar igin o € [;0(A™, ¢) sonucuna ulagilir. m

3.2 ¢ dizi uzay1 iizerinde A™ fark operatoriiniin aralarinda ayrik olmasi

gerekmeyen spektral ayrigimlari

Teorem 3.9 c dzerinde A™ operatorinin spektral ayrigims i¢in asagqdakiler geger-
lidir:

a) 0 (A™,c) ={a e C: |1 —al <2™ -1} \{1},

b) os (A™,c)={aecC:|l—a] <2™ -1},

c) 0o (A, ) ={a e C: |1 —a| <2™ -1} U{0}.
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Ispat. a) Onerme 2.1 (8) den o,, (A™, ¢) = o (A™,c)\I11,0 (A™, c) oldugundan,
istenilen sonug Teorem 3.5 ve Sonug 3.2 den elde edilir.

b) Onerme 2.1 (6) dan o5 (A™, ¢c) = o (A™, c)\I30 (A™, ¢) oldugundan, istenilen
sonu¢ Teorem 3.5 ve Sonug 3.1 den elde edilir.

c¢) Onerme 2.1 (6) dan

0o (A™,c) = IILo(A™,c)UIIlyo (A™, c)UIlls0 (A™, c)
= o, (A" c)UIlllz0 (A™,c)

oldugundan, istenilen sonu¢ Teorem 3.4 ve Sonug 3.1 den elde edilir. m

Sonug 3.3 0,,(A™)",61) ={aeC:|1—a| <2™—1} dir ve
os((A™)" ) ={aeC:|l—al <2™—1}\{1} dir

Ispat. Onerme 2.2 (c)-(d) ve Teorem 3.9 dan elde edilir. =

3.3 m sayisinin se¢imine gore karsilagtirma

Bu kisimda X fark operatorleri icin farkl m sayilar alarak bu aragtirmanin sonuglarimin

daha once yapilan calismalar: icerdigi gosterilecektir.
(i) Eger m =1 ve X = A almursa (bakimz [5] ve [31]):

e 0(Ac)={a€eC:1—a|<2' —1=1},

o o,(Ac)={acC:|l—a]<2'—1=1}u{o0},
o s.(Ac)={aeC:|l—al=2"—1=1}{0},
o tup(A ) ={acC:|l—a]<2' —1=1}\{1},
o os(Ac)={acC:|l—a] <2 —1=1},

o 0o(Ac)={aeC:|l—a|<2—1=1},

o 0ip((A™ 0)={aeC:[l—al<2'—1=1},
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o os((A™)* ) ={aeC:|1—a] <2'—1=1}\{1} dir.
(ii) Eger m =1 ve X = B(1,—1) almrsa (bakinz [3] ve [33]):
e o(B(1,-1),c)={aeC:|1-a|<2'-1=1}={aeC:[1—a| <|-1]},

o o,(B(1,-1),¢) =0,

0.(B(1,-1),c)={aeC:[1—a] <2 =1=1}U{0}
={aeC:|1-a|<|-1}U{l -1},

oo(B(1,—1),¢) ={a € C: |1 —a| =2' — 1 = 1}\{0}
={aecC:[1-af=[-1}\{l -1},

Gap(B(1,—1),c) ={a €C: |l —a| <2' — 1 = 1}\{1}
={aeC:[1-aof <[-1[}\{1},

e 05(B(1l,-1),¢c)={aeC:|[1-a|<2'—-1=1}={aeC:|1—a| <|-1]}

0eo(B(1,—1),c)={ae€C: |1 —a|] <2' —1=1}U{0}
={acC:|1—af<|=-1}U{l+ (-1},

Gap(B(L,—1))* ,0)) ={a€C:|[1—a| <2 —1=1}
—f{aeC:ll—al<|-1]},

os((B(1,—1)" &) ={aeC:|1—a| <2 —1=1}\{1}
—{aeC:|1—al<|—1}\{1} dir.

(iii) Eger m =2 ve X = B(1,—2,1) alinirsa (bakimiz [4] ve [52])
2 —1
(1) —Ja-1/<1

2+ /4—4(1— )

Vol =1 <[Va-1] <1

— —1<|Vo|-1<1

— Al <2

— |a| <4

elde edilir. Dolayisiyla |1 — | < 3 ise |a| < 4 olacagindan |1 —af < 3 ise
2(a—1)

2+ /4—4(1— )

< 1 olup asagidakiler gegerlidir:
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o(B(1,-2,1),¢c)={a € C: |1 —a| <2?—-1=3},
op(B(1,-2,1),¢) =0,

o.(B(1,-2,1),c)={a€C:[1—a| <22 -1=3}
={aecC:|l-a|<3}U{l—-2+1},

o.(B(1,-2,1),¢c)={a€C:|l—a|=22—-1=3}
={aeC:|1—-af=3})\{1-2+1},

Gap(B(1,—2,1),¢) = {a € C: |1 —a| <22 —1=3}\{1}
—{aeC:|[1—a| <3N\{1-2+1},

o5(B(1,-2,1),c) ={a€C:|1—a|<2?—1=23}
={aeC:|l—-al <3},

0eo(B(1,-2,1),c) ={a€C:|1—a| <22 -1=3}
={aeC:|1-a|=3}U{l-2+1},

oup(B(1,=2,1)* 1) ={a€C:|1—a|<2?-1=23}
={aecC:|l—-al <3},

Gap(B(1,—2,1)%,6) ={a e C: |1 —a| <22 —1=31\{1}
—{aeC:|1—al <3\{1—2+1} dir.

Her k € Nigin m =1, a = 1, by = 1 ve X = Ay; alimirsa (bakimz [38] ) bu

durumda
D={aecC:|1-af <1}

E={aeC:|1-1]>1}=0
G={aecC:|l-a =1}
H=10

elde edilir. Dolayisiyla

0(An,c)=DUE={aecC:|l—-a| <1},
O'p(AH,C) :EI(Z),

0.(A11,¢) ={a e C: |1 —al <3}U{0},
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o 0.(A1,¢c)={aeC:|1—-a =3}\{0}

oldugu dogrulanabilir.

(v) m=3ve X = A? alimirsa (bakiniz [50] )

e 0(A3c)={a€eC:|1—a|<22-1=T},

o 0,(A%¢c)=1,

o 0,(A%c)={aeC:|l-a]<2)-1=T7}U{0},

e 0.(A%c)={aeC:|l-—al=2-1=T7}\{0}
elde edilir.

3.4 Geometrik Yorum

a = p(cost + isint) € o(A™, c¢) olsun. Teorem 3.5 kullamlarak

1-af < 27-1
— (1 —pcost)® + p?sin’t < 22™ — 2™+ 4

— p? —2pcost — 2™ 4 2m T <

elde edilir. Bu, merkezi (1,0) ve yarigapt 2 — 1 olan kapal bir dairesel diski tem-
sil eder. Benzer bir sekilde A™ fark operatoriiniin rezidii spektrumunun yukaridaki
dairesel diskin i¢ kismini temsil ettigi kolaylikla gosterilebilir. Dairesel diskin cevresi,
A™ fark operatoriiniin siirekli spektrumunun bir boliimiinii belirtir. Ornegin, MAT-
LAB ¢izim araglarim kullanarak, spektrumun bolgelerini (bkz. Sekil 1), m = 2 i¢in
A™ fark operatoriiniin rezidii ve siirekli spektrumu c¢izilmistir. Beyaz ve yesil ren-

kli bolgeler, sirasiyla rezidii ve siirekli spektrumlar: belirtirken, her iki bolge icin
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birlestirilmis kisim, A? fark operatoriiniin spektrumunu belirtir.

qc{az,.:xnm solor line)

Uliﬁz.c)(Gmen color region)

L)

o(A?,¢) (smur ile birlikte dairesel bolge)
Sekil 1. ¢ dizi uzay iizerinde A? fark operatoriiniin fine spektrumunun

spektral ayrigimlar

3.5 Sonug

m nin farkli uygun kosullar1 altinda A™ operatoriiniin, birkac¢ fark operatoriinii
genelledigi fark edilmistir. Ornegin; m = 1 i¢in A operatorii, m = 1 i¢in B(1,—1)
operatorii, m = 2 igin B(1, —2,1) operatorii, m = 1 igin her k i¢in a, = 1 ve b, = —1
olmak iizere A, operatorii elde edilir. Ayrica, bu boliimde verilen sonuslar Altay ve
Bagar [31] tarafindan ¢ahgilan A operatoriiniin spektruma, Altay ve Bagar tarafin-
dan ¢alhgilan B(r, s) operatoriiniin spektrumuna [33] ve Furkan, Bilgi¢ ve Altay [52]
tarafindan ¢ Banach uzayi iizerinde ¢aligilan B(r, s,t) operatoriiniin spektrumuna
indirgenmistir. Daha onceki ¢aligmalarda fark operatorlerinin spektrumlar: sadece
ikinci mertebeye kadar incelendi, ancak [42] de m. yiiksek mertebeden (m > 1)
fark operatoriiniin spektrumunu ve ince spektrumu da arastirildi ve bu béliimde

sunuldu. Bu nedenle, bu boliimde verilen [42] nin sundugu sonuglar daha geneldir
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ve literatiirdednceki yazarlarinkinden daha kapsamlidir.
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4. cs DiZi UZAYI UZERINDE A™ FARK OPERATORUNUN SPEK-
TRAL AYRISIMLARI

Bu boliimde A™ operatoriiniin cs dizi uzayi iizerinde spektrumunu fine spektrumunu

ve spektral ayrisgimlar: hesaplanacaktir. Burada

cs {x = (x,) €w: lim sz mevcut}

i=0
bi¢imindeki dizi uzayidir. Eger T : ¢s — c¢s , A matris gosterimine sahip sinirh
lineer bir operator ise T™ : c¢s* — cs* = bv adjoint operatoriiniin matris gosterimi A

matrisinin transpozudur.

Lemma 4.1 A = (a,;) matrisinin bir T' € B(cs) operatéri belirtmesi i¢in gerekli
ve yeterl, kosul

i) Her k icin ) an, yakinsaktor,
it) supy S 1SN (ank — Gnp1)| < 0o dir (53] , 8.4.6B).

Lemma 4.2 > 3" (b = Y peo Dono buk gegerlidir.

ispat.
DD b = Y bowt D bt Y byt
n=0 k=0 k=0 k=0 k=0
+bio+b11 F o124+ b
+b20+b21+b22+"'+b2m+"'
n=0 n=0 n=0
- S e
k=0 n=0
| ]

Teorem 4.1 A™ € B (cs) dir.

Ispat. A™ geri fark operatoriiniin (3.1) deki matris gosterimine dikkat edecek olur-

sak A™ m + 1 banth bir bant matristir. Dolayisiyla Lemma 4.1 nin (i) kogulunu
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saglandig1 agiktir.

ii)

, N cift
dir. Burada A = sayisidir. O halde
, N tek
ol m m
2> m| = () +(2)]
k |n=1 k
B i m n m
B k k—1
k=0

< 2m+1

elde edilir. Boylece A™ € B (cs) dir. =

4.1 cs dizi uzay: lizerinde A™ fark operatoriiniin spektumu ve fine spek-

trumu

Teorem 4.2 A™ nin cs tzerindeki point spektrumu o,(A™, cs) =0 dir.

Ispat. ¢s de z # 0 = {0,0,0,---} olmak iizere A™z = ax lineer denklem sistemini

goz oniine alahm. (3.1) den

1 0 0 0 0 0
—m 1 0 0 0 0
m(m—1) Lo Lo
(m m 1 0 0 0
T T
=«
) )
(=)™ (1)1 “m 10
0 (=)™ (=1)™'m -m 1

30



oldugundan

g = QX9
—MIg +T1 = QI
m(m — 1)
TQJQ —MTy +T2 = QIy
—m(m —1)(m — 2 m(m —1
( 3')( >a:0+ ( 5 >x1—mx2+x3 = au3 (4.1)

elde edilir. (4.1) denklem sisteminin birinci denkleminden xy # 0 olursa o = 1
dir. Dolayisiyla 2. denklemden —mzy + 1 = 21 olup x¢p = 0 olmahdir. Bu ise bir
celigkidir. Kabul edelim ki xy = 0 olsun bu durumda 2. denklemden z; = ax; olup
x1 # 0 olursa a = 1 dir. Dolayisiyla 3. denklemden —mx; 4+ x5 = x5 olup z; = 0
olmahdir. Bu ise bir geligkidir. Bu sekilde devam edersek z; = 29 = 23 = --- =0
olur. Buradan A™x = ax olacak sekilde x # 0 yoktur. Dolayisiyla o,(A™, cs) = ()

dur. m

Sonug 4.1 I30(A™, cs) = [I30(A™, cs) = [1130(A™, cs) = ().

Ispat. Onerme 2.1 (3) den o, (A™, cs) = I30(A™, cs)UII30(A™, cs)UITI30(A™, cs)

oldugundan istenilen sonu¢ Teorem 4.2 den elde edilir. m

Teorem 4.3 cs* = bv dzerinde (A™)* adjoint operatérinin point spektrumu

o, ((A™*, bv) = {a € C: |1 —a| < 2™ — 1} U {0}

kiimesidir.
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Ispat. Kabul edelim ki (A™)*z = ax ve 0 # 2 € bv olsun. Bu durumda (3.1) de

verilen matrisin transpozesinden

() (e (3ot (e (o = o
(5)e= (1)t (3t 0 (2 Janrto (D omes =
)

Tm42 — QT2

3
/‘\g‘\

(4.2)

m m m m
(0)$k—(1)$k+1+(2)$k+2+“'+(—1) Thtm = O

denklem sistemi elde edilir. (4.2) denkleminde k = n ve k = n+ 1 yazip taraf tafara

gikartirsak
m
Z(—1>k< k) A o VO W
k=0

elde edilir. O halde tiggen esitsizliginden

1 & /m
[Tn — Tny1| < Z ( ) |Thin — Thini (4.3)
ol =5\ F
bulunur. (4.3) esitsizliklerini n = 0,1,2,- -+ igin yazip taraf tarafa toplarsak
w0l < 12 35 (1) i = 1 (4.4
nZ:O |a| n=0 k=0 k

elde edilir. (4.4) esitsizliginin sag tarafina Lemma 4.2 yi uygularsak

o m o0

1 m
E | Ty — Zpga| < m E (k) E | Tkt — Thpni
n=0 a n=0 n=0

elde edilir. ||z||,, = > "¢ |Tktn — Th+n+1| oldugundan

|/l = () _ 2"
”bev S |a|U Z l{? - m ”bev

k=0

elde edilir. Boylece |a| < 2™ bulunur. O halde {« € C : |1 —a] < 2™ — 1} C

ap((A™)*, bv) elde edilir. Tersine, eger |1 — a < 2" —1 durumu diistiniiliirse (A™)*—
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al adjoint operatorii 1 — 1 olmadigindan Lemma 3.3 den A™ — al operatorii cs de

yogun goriintiiye sahip degildir. Dolayisiyla (A™)* — al tersinir degildir ve
op((A™)",bv) C{a e C: |1 —a| <2™ -1}

dir.
Ayrica m = 1 durumunda zy # 0 icin « = 0, f = (20,0,0, ) 6zdegerine karsilik
gelen bir ozvektordiir. Dolayisiyla 0 € o,((A™)*,bv) elde edilir. Zaten m > 1 ise 0

{a € C: |1 —a] <2™— 1} kiimesi tarafindan igerilir. m
Teorem 4.4 cs tuzerinde A™ operatorinin rezidi spektrumu

o, (A™ cs)={aeC: |1 —a|<2" -1} U{0}
kiimesidir.

Ispat. o, (A™, cs) = a,((A™)*, bv)\o, (A™, cs) oldugundan istenilen sonug Teorem

4.2 ve 4.3 den elde edilir. =
Teorem 4.5 A™ nin cs tizerindeki spektrumu

og(A™ cs) ={aeC:|l—a| <2™ -1}
kiimesidir.

Ispat. (A™ — al) bir alt biicgensel matris oldugundan tersi mevcuttur. (A™ —

al)™ = (by,) matrisi (3.6) de verilmigtir ve n € Ny olmak iizere

bpn = ! ,
1l -«
bon-1 = 1—a)’
B m? m(m — 1)
e = A A —a)
b = m3 _mZ(m—l) m(m — 1)(m — 2)
e 1-a)t (1-a) 311 — a)?
; _ m*  mm—1) m’(m-1)(m—-2) m’(m—1
e (1—a) (1—a) 3(1 —a)? 21(1 — a)t
m*(m —1)> m*(m —1)(m —2) m(m—1)(m —2)(m — 3)
2121(1 — «)? (1 — )’ 41(1 — a)?



m(m—1 mm —1)(m — 2
%bn,n—m—&& + ( 3)'( )bn,n—m—l—?)

bn,n—m — mbn,n—m—i—l -

e (1) )

elde edilir. Simdi (A™ — al)™! € B(cs) oldugunu gosterelim. Bunun igin Lemma
4.1 kullamlacaktir. Teorem 3.5 de herbir k igin Y 7 o |b,x| serisinin yakinsak oldugu
gosterilmisti. Mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan ) b, serisi yakinsak
olup Lemma 4.1 in (i) kogulu saglanir.

Simdi Lemma 4.1 in (i) kosulu olan supy 32, |30 (bur — bus_1)| < o0

oldugunu gosterelim. Her t = 1,2,3,..., N — 1 icin byy = b,—¢ x—+ oldugundan
sup »  [(buk — 1) + (bar — bag—1) + (bsk — bsp—1) + . + (bwk — bvp—1)]
N k=1

N
= supZ|ka| :supZIka|
Nk N =1

= |bN1| ol |bN2| + |bN3| + ...+ |bN,N—1| + |bNN|
N

= |bn1| + [bv—11]| + |br—21] + - + |bar| + |b11] = Z | b |

n=1

elde edilir. Teorem 3.5 den 25:1 |buk] = Sy olup (Sy) dizisinin yakinsak olmasi
2

i¢in ’ in__al| < 1 olmasi gerektigi soylenmistir. Yani |1 —a| > 2™ —1igin (A™al)™! €

B(es) dir. Dolayisiyla
o(A™ cs) C{aeC: |l —a| <2™ -1} (4.5)

elde edilir. (A™ —al)™! € B(c) dir.

Tersine a # 1 ve |1 — af < 2™ —1 oldugu diisiiniiliirse. A™ —«/ nin bir iiggen oldugu
ve dolayisiyla (A™ — aI)~! in mevcut oldugu agiktir. Teorem 4.2 nin sonucu olarak
y = (1,0,0,---) birim dizisinin (A™ — of)~! déniigiimii yani, z = (A™ — ol)™ !y
dizisi cs dedir. Bu |1 — a| < 2™ — 1 kosulu altinda ve Teorem 4.3 den (A™ — al)~!
operatoriiniin bir 6zdegeri olmamasimi 6nerir. Buradan (A™)* —aJ nin 1-1 olmadig:
sonucuna varilir. Dolayisiyla |1 — «| < 2™ — 1 kosulu altinda A™ — o operatorii cs

de yogun degildir. Son olarak o = 1 durumu igin sonug ispatlanir. Eger v = 1 ise
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bu durumda

0 0 0 0
—m 0 0 0
A" — ] = mlm 1) -m 0 0
_mmD0D ol g
tersinir degildir. Boylece
{aeC:|1—a]<2™ -1} Co(A™¢) (4.6)

dir. (4.5) ve (4.6) kullanilarak ispat tamamlanir. =

Teorem 4.6 cs tizerinde A™ operatoriniin sirekli spektrumu
0. (A" cs) ={aeC: |l —a|=2"—-1}\{0}

kiimesidir.

Ispat. Sir lineer bir operatériin spektrumunun tammimdan ve Teorem 4.2, 4.4 ve

4.5 den dogrudan elde edilir. m

Teorem 4.7 Egera € ({a € C: |1 —af <2™ -1} U{0}\{1}) isea € I11y0(A™, cs)
dir.

Ispat. Kabul edelim ki o« € ({a € C: |1 —a| <2™ —1}U{0}\{1}) olsun. Bu
durumda Teorem 4.3 den (A™)* — ol operatorii 1 — 1 degildir ve dolayisiyla Lemma
3.3den o € II1o(A™, cs) elde edilir. Dahasi « # 1 igin A™ — ol operatériiniin bir
terse sahip oldugu fakat o = 0 igin (A™)* — al operatériiniin drten olmadig1 elde
edilir. Boylece Lemma 3.4 den A™ — «l operatorii sinirh terse sahip degildir. Bu

A™ — ol nin stirekli olmadigini gosterir. m
Sonug 4.2 [1I,0(A™, cs) = {1} dir.

Ispat. Onerme 2.1 (5) den o, (A™, cs) = I11,0 (A™, cs) U I1L,o (A™, cs) oldugun-
dan ve I'11o (A™,cs) N 1110 (A™, cs) = () oldugundan istenilen sonug Teorem 4.4

ve 4.7 den elde edilir. =
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Teorem 4.8 Egera € ({a € C: |1 —af >2™ -1} \{1}) ise o € L1o(A™,cs) dir.

Ispat. Kabul edelim ki o € ({a € C: |1 —a| > 2™ — 1} \{1}) olsun. a # 1 oldugu
agiktir. Dolsayisiyla A™ —al operatorii bir terse sahiptir. Bu A™ —al operatoriiniin
orten oldugunu gosterir ve dolayisiyla (A™ — al)~! ters operatorii cs de yogun
goriintiiye sahiptir. Boylece Lemma 3.3 den (A™ — o) operatorii ¢s de yogundur.
Bu nedenle o € Io(A™, ¢s) dir. Dahasi, |1 — a| > 2™ — 1 oldugundan Teorem 4.5
den A™ — ol operatorii bir sinirli terse sahiptir. Dolayisiyla a € 1o(A™, ¢s) dir.
Boylece |1 — a| > 2™ — 1 esitsizligini saglayan « lar i¢gin « € I;0(A™, ¢s) sonucuna

ulagilir. m

4.2 cs dizi uzayi ilizerinde A™ fark operatoriiniin aralarinda ayrik olmasi

gerekmeyen spektral ayrigimlar:

Teorem 4.9 cs tizerinde A™ operatorinin spektral ayrisims icin asagidakiler geger-
lidir:

a) o (A™, cs) ={a e C: |1 —a| <2™ —1}\{1},

b) o5 (A", cs) ={aecC:|l—a| <2™ -1},

c) 0o (AM,cs) ={a e C: |1 —al <2™ -1} U{0}.

Ispat. a) Onerme 2.1 (8) den o4y (A™,cs) = o (A™,cs)\II1,0 (A™, cs) oldugun-
dan, istenilen sonu¢ Teorem 4.5 ve Sonug 4.2 den elde edilir.

b) Onerme 2.1 (6) dan o5 (A™, cs) = o (A™, cs) \Iz0 (A™, cs) oldugundan, istenilen
sonug Teorem 4.5 ve Sonug 4.1 den elde edilir.

¢) Onerme 2.1 (6) dan

Oco (A" cs) = IILo(A™, cs)UIllyo (A™,cs) U IIIz0 (A™,cs)

= 0, (A™ cs) U lllz0 (A™, cs)
oldugundan, istenilen sonug Teorem 4.4 ve Sonug 4.1 den elde edilir. =

Sonug 4.3 o0,,((A™)",bv) ={a e C: |1 —a| <2™—1} dir ve
as((A™)" bv) ={a e C: |l —a] <2™ —1}\{1} dir.

Ispat. Onerme 2.2 (c)-(d) ve Teorem 4.9 den elde edilir. m
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