
 

 
 
 

 
 

T. C. 
SİVAS CUMHURİYET ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 
 
 
 
 

Δ^{m} FARK OPERATÖRÜNÜN c VE cs DİZİ UZAYLARI 
ÜZERİNDE SPEKTRAL AYRIŞIMLARI 

 
YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 
 

Ömer ÖZDEMİR 
(20199237003) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Matematik Anabilim Dalı 
 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Nuh DURNA 
 
 
 

 
 
 

SİVAS 
Haziran 2022 



Ömer ÖZDEMİR’in hazırladığı ve “Δ^{m} FARK OPERATÖRÜNÜN c VE cs 
DİZİ UZAYLARI ÜZERİNDE SPEKTRAL AYRIŞIMLARI” adlı bu çalışma 
aşağıdaki jüri tarafından MATEMATİK ANABİLİM DALI’nda YÜKSEK LİSANS 
TEZİ olarak kabul edilmiştir. 
 

 

Tez Danışmanı :     Doç. Dr. Nuh DURNA    ……………... 
    Sivas Cumhuriyet Üniversitesi  

 
 

Jüri Üyelesi :     Doç Dr. İbrahim KARAHAN   ……………... 
   Erzurum Teknik Üniversitesi 

 

Jüri Üyelesi :     Dr. Öğr. Üyesi Merve Esra TÜRKAY  ……………... 
   Sivas Cumhuriyet Üniversitesi 

 

    
 

 

 
 
 

 

 

Bu tez, Sivas Cumhuriyet Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tarafından YÜKSEK 

LİSANS TEZİ olarak onaylanmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Prof. Dr. Özlem Pelin CAN 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ MÜDÜRÜ 



 iii

 

 

 

 

 

 

Bu tez, Sivas Cumhuriyet Üniversitesi Senatosu’nun 20.08.2014 tarihli ve 7 sayılı kararı ile 

kabul edilen Fen Bilimleri Enstitüsü Lisansüstü Tez Yazım Kılavuzu (Yönerge)’nda belirtilen 

kurallara uygun olarak hazırlanmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 



 iv 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bütün hakları saklıdır. 

Kaynak göstermek koşuluyla alıntı ve gönderme yapılabilir. 

 

 

© Ömer ÖZDEMİR, 2022 

 



 

 v

 

 

 

 

 

 

ETİK 

   

Sivas Cumhuriyet Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü, Tez Yazım Kılavuzu (Yönerge)’nda 

belirtilen kurallara uygun olarak hazırladığım bu tez çalışmasında;  

 

 Bütün bilgi ve belgeleri akademik kurallar çerçevesinde elde ettiğimi,  

 Görsel, işitsel ve yazılı tüm bilgi ve sonuçları bilimsel ahlak kurallarına uygun olarak 

sunduğumu,  

 Başkalarının eserlerinden yararlanılması durumunda ilgili eserlere, bilimsel normlara 

uygun olarak atıfta bulunduğumu ve atıfta bulunduğum eserlerin tümünü kaynak 

olarak gösterdiğimi, 

 Bütün bilgilerin doğru ve tam olduğunu, kullanılan verilerde herhangi bir değişiklik 

yapmadığımı,  

 Tezin herhangi bir bölümünü, Cumhuriyet Üniversitesi veya bir başka üniversitede, 

bir başka tez çalışması olarak sunmadığımı beyan ederim.  

 

     24.06.2022   

         Ömer ÖZDEMİR       

 

 
 



vi 
 

KATKI BELİRTME VE TEŞEKKÜR 

Tez çalışmamın her aşamasında bana yardımcı olan benden bilgi ve yardımlarını 

eksik etmeyen çok değerli danışman hocam; Doç. Dr. Nuh DURNA’ ya, yüksek 

lisans eğitimim boyunca emeği geçen tüm bölüm hocalarıma teşekkür ederim. 

Ayrıca maddi ve manevi desteğini hiçbir zaman eksik etmeyen başta eşim Fatıma 

ÖZDEMİR olmak üzere aileme ve bölüm arkadaşlarıma beni yalnız 

bırakmadıkları için minnet ve şükranlarımı sunarım. 











x 
 

İÇİNDEKİLER 
 

 Sayfa 

KATKI BELİRTME VE TEŞEKKÜR………………………………………   vi 

ÖZET  ……………………..…………………………………………………..   vii 

ABSTRACT  ………………………………………………………………….   viii 

ŞEKİLLER DİZİNİ  ………………………………………………………….   ix 

SİMGELER DİZİNİ  …………………………………………………………   x 

  

1. GİRİŞ  ………………………………………………………………………   1 

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ……………………………………   3 
 2.1 Gösterimler  ………………………………………………….………   5 
 2.2 Literatür Özeti  ………………………………………………..……..   6 

3. c DİZİ UZAYI ÜZERİNDE ∆m FARK OPERATÖRÜNÜN 
    SPEKTRAL AYRIŞIMLARI  ……………………………………………………   7 

 
3.1 c dizi uzayı üzerinde ∆m fark operatörünün spektrumu ve fine  
      spektrumu  ………………………………………………...……………………..   10 

 
3.2 c dizi uzayı üzerinde ∆m fark operatörünün aralarında ayrık olması 
      gerekmeyen spektral ayrışımları ………………………………....................   22 

 3.3 m sayısının seçimimne göre karşılaştırma …………………………..   23 
 3.4 Geometrik yorum ……………………………………………………   26 
 3.5 Sonuç ………………………………………………………………   27 

4. cs DİZİ UZAYI ÜZERİNDE ∆m FARK OPERATÖRÜNÜN  
    SPEKTRAL AYRIŞIMLARI ………………………………………...…...   29 
4.1 cs dizi uzayı üzerinde ∆m fark operatörünün spektrumu ve fine  
      spektrumu  ………………………………………………...……………………..     30 
4.2 cs dizi uzayı üzerinde ∆m fark operatörünün aralarında ayrık olması 
      gerekmeyen spektral ayrışımları ………………………………....................     36 

  

KAYNAKLAR  ……………………………………………………………… 37 

ÖZGEÇMİŞ  ………………………………………………………….………   41 

 



S·IMGELER D·IZ·IN·I

B (X) : X uzay¬üzerinde verilen bütün s¬n¬rl¬lineer

operatörlerin kümesi

R (L) : L operatörünün görüntü kümesi

� (L) : L operatörünün rezolvent kümesi

� (L) : L operatörünün spekturumu

�p (L) : L operatörünün özde¼gerlerinin kümesi

�c (L) : L operatörünün sürekli spektrumunun kümesi

�r (L) : L operatörünün rezidü spektrumunun kümesi

�ap (L) : L operatörünün yaklaş¬k nokta spektrumunun kümesi

�� (L) : L operatörünün eksik spektrumunun kümesi

�co (L) : L operatörünün s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumunun kümesi

�m : Genelleştirilmi̧s fark operatörü

x



1. G·IR·IŞ

Birinci dereceden fark operatörü ile dizi uzay¬tan¬mlama �kri[20] de ortaya at¬ld¬

ve [21] de daha da genelleştirildi. Daha sonra farkl¬mertebeden fark operatörleri

arac¬l¬¼g¬yla çeşitli dizi uzaylar¬birçok yazar taraf¬ndan incelenmi̧stir (ayr¬nt¬lar için

bak¬n¬z[22]-[27]). Baliarsingh ve ark. 2021 y¬l¬nda [42] de, daha önce tan¬mlanan fark

operatörlerinin ço¼gunu birleştirip ince spektrumlar¬n¬ daha genel ve kapsaml¬ bir

şekilde bulmuştur.

Mevcut literatüre kapsaml¬bilgi sa¼glamak için, bu alanda birçok yenilikçi ve yeni

�kirlere ulaşmaya kendini tamamen adam¬̧s birçok önemli araşt¬rmac¬ya başvura-

biliriz. Örne¼gin, Reade [28] ve Akhmedov ve Başar [29]-[30] Cesàro operatörünün

spektrumlar¬n¬s¬ras¬yla c0 ve bvp (1 � p <1) dizi uzaylar¬üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Fark operatörünün c0, c ve `p (0 � p < 1) dizi uzaylar¬üzerindeki ince spektrumu

s¬ras¬yla Altay ve Başar taraf¬ndan [31]-[32] incelenmi̧stir. B(r; s) genelleştirilmi̧s fark

operatörünün c0 ve c üzerindeki ince spektrumlar¬[33] de Altay ve Başar taraf¬ndan

incelenmi̧stir ve fark operatörü `p ve bvp (1 < p <1) dizi uzaylar¬üzerinde[34]-[35]

de Akhmedov ve Başar taraf¬ndan hesaplanm¬̧st¬r. Srivastava ve Kumar [36]-[37] de

c0 ve `1 dizi uzaylar¬üzerindeki�v genelleştirilmi̧s fark operatörünün ince spektrum-

lar¬n¬incelemi̧slerdir, burada a = (ak) ve b = (bk) belirli özelliklere sahip yak¬nsak

dizilerdir, v = (vk) sabit veya kesin olarak azalan bir dizidir ve r 2 N dir. Son

zamanlarda, Akhmedov ve El-Shabrawy ,[38] Dutta ve Baliarsingh[39]-[40] , s¬ras¬yla

c, c0 ve `1 dizi uzaylar¬üzerinde �a;b, �2 ve �r
v genelleştirilmi̧s fark operatörlerinin

ince spektrumlar¬n¬incelemi̧slerdir, burada a = (ak) ve b = (bk) belirli özelliklere

sahip yak¬nsak dizilerdir, v = (vk) sabit veya kesin olarak azalan bir dizidir ve r 2 N

dir. Daha fazla ayr¬nt¬için, okuyucu son zamanlarda çal¬̧s¬lan [41]-[48] de başvura-

bilir. Bu konu hakk¬nda daha fazla ayr¬nt¬l¬bilgi için [49] daki Mursaleen ve Başar�¬n

kitab¬na başvurulabilir. Daha önce tart¬̧s¬ld¬¼g¬gibi, Banach uzay¬c üzerindeki fark

operatörlerinin spektrumlar¬na ili̧skin bilinen sonuçlardan baz¬lar¬n¬sunuyoruz.

Yukar¬da bahsedilen çal¬̧smalar¬n ço¼gunda spektrum aralar¬nda ayr¬k olan; nokta

spektrum, sürekli spektrum ve rezidü spektrum biçiminde ayr¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r. Bununla
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birlikte[6] da Durna ve Y¬ld¬r¬m c0 üzerinde factorable matrislerinin ve[3] de Başar,

Durna ve Y¬ld¬r¬m baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde genelleştirilmi̧s fark operatörünün

spektrumun alt ayr¬̧s¬m¬n¬(yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum, s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s

spektrum) incelemi̧slerdir. Bu çal¬̧smalardan sonra spektrum ile ilgili yap¬lan bir çok

makalede yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrum da hesa-

planm¬̧st¬r. Örne¼gin, [54] de Durna, c0 ve c dizi uzaylar¬üzerinde �uv genelleştirilmi̧s

üst üçgensel çift-bant matrisinin spektral ayr¬̧s¬m¬n¬hesaplan¬̧st¬r. [55] de Das c0 dizi

uzay¬üzerinde U(r1; r2; s1; s2) üst üçgensel matrisinin spektrumunu ve �ne spektur-

munu çal¬̧sm¬̧st¬r. [44] de El-Shabrawy ve Abu-Janah bv0 ve h dizi uzaylar¬üzerinde

B(r; s) genelleştirilmi̧s fark operatörünün spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬incelemi̧slerdir. [56]

da Tripathy ve Das c0 dizi uzay¬üzerinde U(r; 0; 0; s) üst üçgensel matrisinin spek-

trumunu ve �ne spekturmunu çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Spektral teori fonksiyonel analizin önemli bir parças¬d¬r. Spektral teorinin; fonksiyon

teorisi, karmaş¬k analiz, diferansiyel ve integral denklemler, kontrol teorisi ve kuan-

tum �zi¼gi de dahil olmak üzere matemati¼gin ve �zi¼gin birçok yerinde uygulamalar¬

bulunmaktad¬r.

Son y¬llarda, spektral teori önemli geli̧smelere sahne olmuştur. Yaklaş¬k noktasal

spektrum, Taylor spektrum, yerel spektrum, essential spektrum gibi bir çok tipe

sahip olan spektrum için bir çok önemli uygulamalar vard¬r.

Bu tezde �m operatörünün c Banach uzay¬ üzerinde Baliarsingh ve ark. [42] de

çal¬̧st¬¼g¬ve cs dizi uzay¬üzerinde bizim hesaplad¬¼g¬m¬z spektrumunu, nokta spek-

trum, sürekli spektrum, rezidü spektrum ve ince spektrum gibi spektral ayr¬̧s¬m¬n¬

verilecektir. Tezin son k¬sm¬orjinaldir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

X sonsuz boyutlu kompleks Banach uzay¬olsun. E¼ger T 2 B(X) ise bu durumda T

nin R(T ) de¼ger kümesi için : (I) R(T ) = X; (II) R(T ) = X, fakat R(T ) 6= X, (III)

R(T ) 6= X; durumlar¬ve T�1 için: (1) T�1 mevcut ve sürekli, (2) T�1 mevcut fakat

süreksiz, (3) T�1 mevcut de¼gil, durumlar¬geçerlidir. Mümkün olan bütün olas¬l¬klar

düşünüldü¼günde dokuz farkl¬durum oluşur. Bunlar, I1; I2; I3; II1; II2; II3; III1;

III2; III3 biçiminde numaraland¬r¬l¬r. Örne¼gin, e¼ger bir operatör III2 durumunda

ise R (T ) 6= X ve T�1 mevcut fakat sürekli de¼gildir. Ayr¬ca kapal¬gra�k teoreminden

I2 = ; dir (Goldberg, S. [10]).

Şimdi spektrumun ve spektrumun baz¬ayr¬̧s¬mlar¬n¬n tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 2.1 T : D (T ) ! X , D(T ) � X üzerinde tan¬ml¬ bir lineer operatör

olsun, burada D(T ), T nin tan¬m kümesini göstermektedir ve X sonsuz boyutlu bir

kompleks normlu uzayd¬r. I birim operatörü göstermek üzere T 2 B(X) ve � 2 C

için T� := �I � T olsun. Bu durumda spektrumla ilgili baz¬ tan¬m ve gösterimler

aşa¼g¬daki gibi verilir:

1. T�1� mevcut, s¬n¬rl¬ve X içinde yo¼gun bir küme üzerinde tan¬ml¬olacak şekilde

ki � kompleks say¬lar¬n¬n kümesine T nin rezolvent kümesi denir ve �(T;X)

biçiminde gösterilir.

2. �(T;X) spektrum kümesi �(T;X) in C deki tümleyenidir,

3. Nokta spektrum (öz de¼gerler kümesi): �p(T;X) := f� 2 C : T� birebir de¼gilg,

4. Sürekli spektrum: �c(T;X) := f� 2 C : T� birebir ve R(T�) = X, fakat

R(T�) 6= Xg,

5. Rezidü spektrum: �r(T;X) :=
n
� 2 C : T� birebir fakat R(T�) 6= X

o
,

6. Eksik spectrum: ��(T;X) := f� 2 �(T;X) : R(T�) 6= Xg,

7. S¬k¬̧st¬rma spektrum: �co(T;X) :=
n
� 2 C : R(T�) 6= X

o
,
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8. Yaklaş¬k nokta spectrum: �ap(T;X) := f� 2 C : Her k 2 N için X de kxkk = 1

ve limk!1 kT� (xk)k = 0 olacak şekilde bir (xk) dizisi mevcutturg (Appell ve

ark. [2] ve Stone [15]).

Yukar¬da ki tan¬mlar ¬̧s¬¼g¬nda, e¼ger � kompleks say¬s¬T� 2 I1 veya T� 2 II1 biçi-

minde ise � 2 � (T;X) dir. � (T;X) de bulunmayan bütün � skaler de¼gerleri T nin

spektrumunu oluşturur. E¼ger T�, III2 ye aitse � 2 III2� (T;X) yaz¬l¬r. � (T;X)

in bu s¬n¬�and¬r¬lmas¬T nin ince spektrumunu meydana getirir. Bu, � (T;X) in

I2� (T;X) = ;, I3� (T;X), II2� (T;X), II3� (T;X), III1� (T;X), III2� (T;X),

III3� (T;X) biçiminde aralar¬nda ayr¬k alt kümelerine bölünebilmesi demektir (bak

[10] ).

Böylece spektrumun tam bir ayr¬k ayr¬̧s¬m¬elde edilir. Yukar¬daki tan¬mlardan yola

ç¬karak [6] da Durna ve Y¬ld¬r¬m spektrumun bu ayr¬̧s¬mlar¬aras¬ndaki ili̧skiyi bir

tabloda toparlam¬̧st¬r. Bu tablodan yola ç¬karak aşa¼g¬daki önerme verilebilir:

Önerme 2.1 Bir T 2 B(X) operatörünün spektrumu ve alt spektrumlar¬aşa¼g¬daki

özelliklere sahiptir:

1. �(T;X) = I3�(T;X)[ II2�(T;X)[ II3�(T;X)[ III1�(T;X)[ III2�(T;X)[

III3�(T;X),

2. �(T;X) = I1�(T;X) [ II1�(T;X),

3. �p(T;X) = I3�(T;X) [ II3�(T;X) [ III3�(T;X),

4. �c(T;X) = II2�(T;X),

5. �r(T;X) = III1�(T;X) [ III2�(T;X),

6. ��(T;X) = �(T;X)nI3�(T;X),

7. �co(T;X) = III1�(T;X) [ III2�(T;X) [ III3�(T;X),

8. �ap(T;X) = �(T;X)nIII1�(T;X).
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Banach uzaylar¬üzerinde tan¬ml¬s¬n¬rl¬lineer operatörlerin spektrumlar¬n¬ve spek-

tral ayr¬̧s¬mlar¬n¬hesaplamada yararlan¬lan kullan¬̧sl¬bir önerme verelim.

Önerme 2.2 T 2 B(X) operatörünün ve onun T � 2 B(X�) adjoint operatörünün

spectrumu ve spektral ayr¬̧s¬mlar¬için aşa¼g¬daki özellikler geçerlidir:

(a) �(T �; X�) = �(T;X),

(b) �c(T �; X�) � �ap(T;X),

(c) �ap(T �; X�) = ��(T;X),

(d) ��(T �; X�) = �ap(T;X),

(e) �p(T �; X�) = �co(T;X),

(f) �co(T �; X�) � �p(T;X),

(g) �(T;X) = �ap(T;X)[�p(T �; X�) = �p(T;X)[�ap(T �; X�) ([2] , Önerme 1.3)

2.1 Gösterimler

Bu tez boyunca w ile bütün reel veya kompleks de¼gerli dizilerin uzay¬n¬gösterece¼giz.

w n¬n herhangi altvektör uzay¬na dizi uzay¬denir. `1, c, c0, bv ve bv0 ile s¬ras¬yla;

tüm s¬n¬rl¬, yak¬nsak, s¬f¬r, s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ve s¬f¬ra yak¬nsayan s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬diziler

uzay¬gösterilir. Ayr¬ca `1, `p, bvp ile s¬ras¬yla; tüm mutlak toplanabilir diziler, p�

mutlak toplanabilir diziler ve p�s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬diziler gösterilir.

Üçgen, tüm esas köşegen elemanlar¬s¬f¬rdan farkl¬olan alt üçgensel matrisdir. � ve

� iki dizi uzay¬ve A = (ank) ; n; k 2 N = f0; 1; 2; : : :g olmak üzere ank reel veya

kompleks say¬lar¬n sonsuz matrisi olsun. Bu durumda her x = (xk) 2 � için

(Ax)n =
X
k

ankxk; n 2 N (2.1)

olmak üzere x in A dönüşümü, Ax = f(Ax)ng dizisi, � de ise A : �! � ile gösterilen

A; � dan � ye bir matris dönüşümü tan¬mlar. Gösterimlerde kolayl¬k için burada

ve ilerisinde toplamlar¬0 dan 1 a limitsiz gösterece¼giz. A : �! � olacak şekildeki
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tüm A matrislerinin s¬n¬f¬(�; �) ile gösterilir. Böylece A 2 (�; �) olmas¬için gerekli

ve yeterli koşul (2.1) in sa¼g taraf¬ndaki serinin her n 2 N ve her x 2 � için yak¬nsak

olmas¬d¬r ve her x 2 � için Ax = f(Ax)ng 2 � olmas¬gerekir.

Bu tez boyunca tüm negatif alt indisli terimler s¬f¬r olarak kabul edilir.

2.2 Literatür Özeti

Bir çok yazar baz¬dizi uzaylar¬üzerinde özel limitleme matrisleri ile verilen lineer

operatörlerin spektrumunu ve �ne spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r. Spektrum ve �ne spek-

trum ile ilgili literatürde var olan bilgileri özetleyelim. 1 < p < 1 için `p dizi

uzay¬üzerinde Cesàro operatörünün �ne spektrumu [19] da Gonzalez taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Wenger [18] de c üzerinde Cesàro operatörünün tamsay¬kuvve-

tinin �ne spektrumunu incelemi̧stir ve Rhoades [14] de bu sonucu a¼g¬rl¬kl¬ orta-

lama metotlar¬na genelleştirmi̧stir. Reade [28] de, c0 dizi uzay¬ üzerinde Cesàro

operatörünün spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r. c0 ve c dizi uzaylar¬üzerinde Rhaly oper-

atörlerinin spektrumu Y¬ld¬r¬m taraf¬ndan [16] ve [17] de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Son y¬llarda

bir çok yazar genelleştirilmi̧s fark matrislerinin spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬ incelemi̧stir.

Örne¼gin, Akhmedov ve El-Shabrawy, [1] ,[38] de c0, c ve `p (1 < p <1) dizi uzaylar¬

üzerinde �v genelleştirilmi̧s alt üçgensel çift bant matrisinin spektrumunu ve �ne

spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r.

`1 ve bv dizi uzaylar¬üzerinde � fark operatörünün �ne spektrumu [11] de Kayadu-

man ve Furkan taraf¬ndan ve c0 ve c üzerinde ise [31] de Altay ve Başar taraf¬ndan

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Yukar¬da bahsedilen çal¬̧smalar Goldberg taraf¬ndan tan¬mlanan spektrumun ayr¬̧s¬m¬

ile ilgilidir. Bununla birlikte [6] da Durna ve Y¬ld¬r¬m c0 üzerinde factorable matris-

leri için spetrumun alt ayr¬̧s¬m¬n¬incelemi̧stir ve [3] de Başar, Durna ve Y¬ld¬r¬m baz¬

dizi uzaylar¬üzerinde genelleştirilmi̧s fark operatörünün spektrumunu incelemi̧stir.
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3. c D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDE �m FARK OPERATÖRÜNÜN SPEK-

TRAL AYRIŞIMLARI

Banach uzaylar¬üzerinde s¬n¬rl¬operatörlerin spektrumlar¬n¬n çok fazla uygulamas¬

vard¬r. Bu nedenle s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin spektrumlar¬ son y¬llarda bir çok

ki̧si taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧sma, c Banach uzay¬üzerinde literatürdeki fark

operatörlerinin veya matrislerinin spektrumlar¬üzerine baz¬incelemeleri bir araya

getirmeyi ve ilgili problemler için bir temel sa¼glamay¬ amaçlamaktad¬r. Şimdiye

kadar c dizi uzay¬ üzerinde problem maksimum 2 mertebeye kadar çözülmüştür.

Fakat P. Baliarsingh ve ark. 2021 de, c üzerinde �m, m 2 N fark operatörünün ince

spektrumlar¬n¬hesaplam¬̧slard¬r. Bu tezde biz �m, m 2 N fark operatörünün c ve

cs dizi uzaylar¬üzerinde spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬verece¼giz. Böylece daha önce m = 1

için [31] de çal¬̧s¬lan � fark operatörü, [33] de çal¬̧s¬lan B (1;�1) genelleştirilmi̧s fark

operatörü ve m = 2 için [52] de çal¬̧s¬lan B (1;�2; 1) genelleştirilmi̧s fark operatörü

için elde edilen sonuçlar bu çal¬̧smada içerilmi̧s ve genelleştirilmi̧s olacakt¬r.

c Banach uzay¬nda bir m do¼gal say¬s¬için �m genelleştirilmi̧s fark operatörü k 2 N0
olmak üzere

(�x)k = xk � xk�1

(�2x)k = �(�x)k = �(xk � xk�1) = xk � 2xk�1 + xk�2

(�3x)k = xk � 3xk�1 + 3xk�2 � xk�3
...

(�mx)k = xk �
�
m

1

�
xk�1 +

�
m

2

�
xk�2 + � � �+ (�1)mxk�m

=

mX
i=0

(�1)i
�
m

i

�
xk�i

= xk �mxk�1 +
m (m� 1)

2!
xk�2 + � � �+ (�1)m xk�m

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada N0 = f0; 1; 2; � � � g d¬r ve k < 0 için xk = 0 d¬r (bak

[42] ).

�m operatörünün m + 1 bantl¬bir (ank) matrisi ile gösterilebildi¼gi kolayca ispat-
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lanabilir. Burada her n; k 2 N0 için

ank =

8<: (�1)n�k
�
m
k

�
; maxf0; n�mg � k � n

0 ; 0 � k < maxf0; n�mg veya k > n

dir. Buna denk olarak

�m = (ank) =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 � � �

�m 1 0 0 0 0 � � �
m(m�1)

2
�m 1 0 0 0 � � �

...
...

...
...

...
... � � �

(�1)m (�1)m�1m � � � �m 1 0 � � �

0 (�1)m (�1)m�1m � � � �m 1 � � �
...

...
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCCCCCCCA
(3.1)

yaz¬labilir.

Asl¬nda, �m operatörü, farkl¬limitleme koşullar¬alt¬nda �; �2; B (r; s) ve B (r; s; t)

biçimindeki fark operatörlerini genelleştiren bir (m + 1)-inci bant matrisi ile temsil

edilir. ·Ilk olarak, �m geri fark operatörünün linerlili¼gi ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda baz¬

temel bilgiler verilecektir. Daha sonra, c uzay¬nda tan¬mlanan operatörün; nokta

spektrumu, sürekli spektrumu ve art¬k spektrumu gibi spektrum ve ince spektrum

kümeleri hesaplanacakt¬r.

c Banach uzay¬ üzerinde fark operatörlerinin spektrumlar¬ hakk¬nda bilinen baz¬

sonuçlar¬aşa¼g¬daki gibidir.

(i). c üzerinde � operatörünün �ne spektrumu [31] de aşa¼g¬daki biçimde belirlen-

mi̧stir:

� �(�; c) = f� 2 C : j�� 1j � 1g;

� �p(�; c) = ;;

� �r(�; c) = f� 2 C : j�� 1j < 1g [ f0g;

� �c(�; c) = f� 2 C : j�� 1j = 1gnf0g:
8



(ii). c üzerinde �3 operatörünün �ne spektrumu [31] de aşa¼g¬daki biçimde belir-

lenmi̧stir:

� �(�3; c) = f� 2 C : j�� 1j � 7g;

� �p(�3; c) = ;;

� �r(�3; c) = f� 2 C : j�� 1j < 7g [ f0g;

� �c(�3; c) = f� 2 C : j�� 1j = 7gnf0g:

(iii). c üzerinde �ab operatörünün �ne spektrumu [38] de aşa¼g¬daki biçimde belir-

lenmi̧stir:

� �(�ab; c) = D [ E;

� �p(�ab; c) =

8<: E ; her j � m için ai 6= aj olacak şekilde m 2 N mevcuttur

; ; di¼ger yerde

� �r(�ab; c) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

fak : k 2 Ng n�p(�ab; c) � �r(�ab; c);

f� 2 C : ja� �j < jbjg [ fa+ bg � �r(�ab; c);

�r(�ab; c) �
n
� 2 C : infk

���ak��bk

��� < 1o [ fa+ bg ;n
� 2 C : supk

���ak��bk

��� < 1o � �r(�ab; c);

�r(�ab; c) � ((D [ E) nG) [ fa+ bg :

� �c(�ab; c) =

8>>>>>><>>>>>>:

�c(�ab; c) �
�
(D [ E) \

n
� 2 C : supk

���ak��bk

��� � 1o� nH;
�c(�ab; c) � (f� 2 C : ja� �j = jbjg [ E) nH;�n
� 2 C : infk

���ak��bk

��� < 1o \ E� n fa+ bg � �c(�ab; c);

(Gn fa+ bg) � �c(�ab; c):

burada

D = f� 2 C : ja� �j � jbjg ;

E = fak : ak =2 D; k 2 Ng ;

G = f� 2 C : her k > k0 için jak � �j = jbkj olacak şekilde enaz bir k0 2 N vard¬rg

dir.
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(iv). c üzerinde B (r; s) operatörünün �ne spektrumu [33] de aşa¼g¬daki biçimde

belirlenmi̧stir:

� �(B (r; s) ; c) = f� 2 C : j�� rj � jsjg ;

� �p(B (r; s) ; c) = ;;

� �r(B (r; s) ; c) = f� 2 C : j�� rj < jsjg [ fr + sg ;

� �c(B (r; s) ; c) = f� 2 C : j�� rj = jsjg n fr + sg :

(v). c üzerinde B (r; s; t) operatörünün �ne spektrumu [52] de aşa¼g¬daki biçimde

belirlenmi̧stir:

� �(B (r; s; t) ; c) =
�
� 2 C :

���� 2(r��)
�s+
p
s2�4t(r��)

���� � 1� ;
� �p(B (r; s; t) ; c) = ;;

� �r(B (r; s; t) ; c) =
�
� 2 C :

���� 2(r��)
�s+
p
s2�4t(r��)

���� < 1� [ fr + s+ tg ;
� �r(B (r; s; t) ; c) =

�
� 2 C :

���� 2(r��)
�s+
p
s2�4t(r��)

���� = 1� n fr + s+ tg :
3.1 c dizi uzay¬üzerinde �m fark operatörünün spektumu ve �ne spek-

trumu

Şimdi Baliarsingh ve ark.[42] de çal¬̧st¬¼g¬c Banach uzay¬üzerinde �m operatörünün

spektrumunu ve nokta spektrum, sürekli spektrum, rezidü spektrum ve ince spek-

trum gibi spektral ayr¬̧s¬m¬n¬verelim.

Lemma 3.1 Bir A = (ank) matrisinin c den c ye s¬n¬rl¬ lineer bir T operatörü

belirtmesi için gerekli ve yeterli koşul

(i) A n¬n sat¬rlar¬`1 dedir ve sat¬rlar¬n `1 normlar¬s¬n¬rl¬d¬r,

(ii) A n¬n sütunlar¬c dedir,

(iii) A n¬n sat¬r toplamlar¬n¬n dizisi c dedir.

Üstelik kAk(c:c) = supn
X

k
jankj d¬r ([53] , p.6 Teorem 6).
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Lemma 3.2 (zk) ve (dk) her k 2 N0 için jz0j = p <1 ile zk+1 = zk + dk+1 olacak

şekilde iki karmaş¬k say¬dizisi olsun. Bu durumda

(i) (
Pn

k=0 dk) dizisi s¬n¬rl¬ise (zk) dizisi de s¬n¬rl¬d¬r,

(ii) (
Pn

k=0 dk) dizisi yak¬nsak ise (zk) dizisi de yak¬nsakt¬r ([42] , Lemma 1).

·Ispat. (zk) ve (dk) n¬n her k 2 N0 için jz0j = p < 1 ile zk+1 = zk + dk+1 olacak

şekilde iki karmaş¬k say¬dizisi oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

zk+1 � zk = dk+1

d¬r. Şimdi yukar¬daki eşitli¼gin her iki taraf¬ndan 0 dan n ye kadar toplam al¬rsak
nX
i=0

(zk+1 � zk) =
nX
i=0

dk+1

=) zn+1 � z0 =
nX
i=0

dk+1

=) zn+1 =
nX
i=0

dk+1 + z0

elde edilir. Dolay¬s¬yla
Pn

i=0 dk+1 dizisi s¬ras¬yla s¬n¬rl¬veya yak¬nsak ise (zk) dizisi

de s¬n¬rl¬veya yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.1 �m : c! c fark operatörü s¬n¬rl¬lineerdir ve

k�mk(c:c) = 2m

dir ([42] , Teorem 1).

·Ispat. �m geri fark operatörünün (3.1) deki matris gösterimine dikkat edecek olur-

sak �m m + 1 bantl¬ bir bant matristir. Dolay¬s¬yla Lemma 3.1 in koşullar¬n¬n

sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r. Ayr¬ca

k�mk(c:c) = sup
n

X
k

jankj

= sup
n

X
k

����(�1)n�k�mk
�����

=

�
m

0

�
+

�
m

1

�
+

�
m

2

�
+ � � �+

�
m

m

�
= 2m

elde edilir.
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Teorem 3.2 c üzerinde �m operatörünün point spektrumu �p (�m; c) = ; dir ([42]

, Teorem 2).

·Ispat. c de x 6= � = f0; 0; 0; � � � g olmak üzere �mx = �x lineer denklem sistemini

göz önüne alal¬m. (3.1) den0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 � � �

�m 1 0 0 0 0 � � �
m(m�1)

2
�m 1 0 0 0 � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

(�1)m (�1)m�1m � � � �m 1 0 � � �

0 (�1)m (�1)m�1m � � � �m 1 � � �
...

...
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBB@
x0

x1

x2
...

1CCCCCCA = �

0BBBBBB@
x0

x1

x2
...

1CCCCCCA

oldu¼gundan

x0 = �x0

�mx0 + x1 = �x1
m(m� 1)

2!
x0 �mx1 + x2 = �x2

�m(m� 1)(m� 2)
3!

x0 +
m(m� 1)

2!
x1 �mx2 + x3 = �x3 (3.2)

...

elde edilir. Birinci denklemden x0 6= 0 olursa � = 1 dir. Dolay¬s¬yla 2. denklemden

�mx0 + x1 = x1 olup x0 = 0 olmal¬d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde kabul edelim

ki x0 = 0 olsun bu durumda 2. denklemden x1 = �x1 olup x1 6= 0 olursa � = 1

dir. Dolay¬s¬yla 3. denklemden �mx1 + x2 = x2 olup x1 = 0 olmal¬d¬r. Bu ise

bir çeli̧skidir. Bu şekilde devam edersek x1 = x2 = x3 = � � � : = 0 olur. Buradan

�mx = �x olacak şekilde x 6= 0 yoktur. Dolay¬s¬yla �p(�m; c) = ; dir.

Sonuç 3.1 I3�(�
m; c) = II3�(�

m; c) = III3�(�
m; c) = ;:

·Ispat. Önerme 2.1 (3) den �p (�m; c) = I3�(�
m; c) [ II3�(�m; c) [ III3�(�m; c)

oldu¼gundan istenilen sonuç Teorem 3.2 den elde edilir.
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�m : c! c s¬n¬rl¬lineer bir operatör oldu¼gundan, C� `1 üzerinde düşünüldü¼günde

(�m)� : c� ! c� adjoint operatörü0@ � 0

B (�m)T

1A
matris gösterimine sahiptir. Burada (�m)T ;�m matrisinin transpozudur, �;�m nin

sat¬r toplamlar¬n¬n dizisinin limitinden �m nin sütunlar¬n¬n limitlerinin toplam¬n¬n

fark¬d¬r ve B; her k 2 N0 için k -¬nc¬giri̧si �m nin k -¬nc¬sütunlar¬n¬n limiti olan

sütun vektörüdür. �m fark matrisi için � = 0 oldu¼gu ve B = 0 s¬f¬r sütun matrisi

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla c� �= `1 üzerinde (�m)� adjoint operatörünün matris

gösterimi 0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0 0 � � �

0 1 �m m(m�1)
2

� � � (�1)m 0 0 � � �

0 0 1 �m m(m�1)
2

� � � (�1)m 0 � � �

0 0 0 1 �m m(m�1)
2

� � � (�1)m
...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

1CCCCCCCCCA
dir.

Aşa¼g¬daki Lemmalar ilerleyen k¬s¬mlar için gereklidir.

Lemma 3.3 T lineer operatörünün yo¼gun görüntüye sahip olmas¬ için gerekli ve

yeterli koşul T � adjoint operatörünün bire bir olmas¬d¬r ([10] , Theorem II 3.7).

Lemma 3.4 T lineer operatörünün s¬n¬rl¬terse sahip olmas¬için gerekli ve yeterli

koşul T � adjoint operatörünün örten olmas¬d¬r ([10] , Theorem II 3.7).

Teorem 3.3 c� �= `1 üzerinde (�m)� adjoint operatörünün point spektrumu

�p ((�
m)� ; `1) = f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g [ f0g

kümesidir ([42] , Teorem 3).
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·Ispat. Kabul edelim ki (�m)�f = �f ve 0 6= f 2 `1 olsun. Şimdi

0:f0 + 0:f1 + 0:f2 + � � �+ 0:fm = �f0

f1 �mf2 +
m(m� 1)

2!
f3 + � � �+ (�1)mfm+1 = �f1

f2 �mf3 +
m(m� 1)

2!
f4 + � � �+ (�1)mfm+2 = �f2

...

fk �mfk+1 +
m(m� 1)

2!
fk+2 + � � �+ (�1)mfk+m = �fk (3.3)

...

denklem sistemini göz önüne alal¬m. Direkt hesaplama ile her k � 1 için

jfkj =
1

j1� �j jmfk+1 �
m(m� 1)

2!
fk+2 + � � �+ (�1)mfk+mj (3.4)

elde edilir. O halde (3.4) den her k 2 N0 için j�j < 1 iken f = (1; �; �2; � � � ; �k; �k+1; � � � )

vektörünün j1� �j < 2m� 1 eşitsizli¼gini sa¼glayan � öz de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen bir öz

vektör oldu¼gu aç¬kt¬r. Gerçekten de

j1� �j =
�����
mX
i=1

(�1)i+1
�
m

i

�
fk+i
fk

�����
�

mX
i=1

�
m

i

� ����fk+ifk
����

<
mX
i=1

�
m

i

�
= 2m � 1

dir. Böylece

f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g � :�p((�m)�; `1)

elde edilir.

Tersine, e¼ger j1� �j < 2m � 1 durumu düşünülürse (�m)� � �I adjoint operatörü

1�1 de¼gildir. Çünkü x = (0; x1; x2; � � � ) 6= (1; x1; x2; � � � ) = y için ((�m)� � �I)x =

((�m)� � �I) y dir. O halde Lemma 3.3 dan�m��I operatörü c de yo¼gun görüntüye

sahip de¼gildir. Dolay¬s¬yla (�m)� � �I tersinir de¼gildir ve

�p((�
m)�; `1) � f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g

dir.

Ayr¬ca m = 1 durumu için f0 6= 0 için � = 0; f = (f0; 0; 0; � � � ) özde¼gerine kaŗs¬l¬k
14



gelen bir özvektördür. Dolay¬s¬yla 0 2 �p((�m)�; `1) elde edilir. Zaten m > 1 ise 0

f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g kümesi taraf¬ndan içerilir.

Teorem 3.4 c üzerinde �m operatörünün rezidü spektrumu

�r (�
m; c) = f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g [ f0g

kümesidir ([42] , Teorem 4).

·Ispat. �r (�m; c) = �p((�
m)�; `1)n�p (�m; c) oldu¼gundan istenilen sonuç Teorem

3.2 ve 3.4 den elde edilir.

Teorem 3.5 c üzerinde �m operatörünün spektrumu

� (�m; c) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g (3.5)

kümesidir ([42] , Teorem 5).

·Ispat. Teoremin ispat¬iki ad¬mdan oluşur. ·Ilk önce

�(�m; c) � f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g

oldu¼gu veya e¼ger � 2 C iken j1� �j > 2m�1 için � =2 �(�m; c) oldu¼gu göstermelidir.

Bir sonraki ad¬mda

f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g � �(�m; c)

oldu¼gu gösterilmelidir.

Kabul edelim ki j1� �j > 2m � 1 koşulu alt¬nda � 2 C olsun. (�m � �I) bir üçgen

oldu¼gundan bir terse sahiptir yani, (bnk) =0BBBBBBBBB@

1
1�� 0 0 0 0 � � �
m

(1��)2
1

1�� 0 0 0 � � �
m2

(1��)3�
m(m�1)
2!(1��)2

m
(1��)2

1
1�� 0 0 � � �

m3

(1��)4�
m2(m�1)
(1��)3 +

m(m�1)(m�2)
3!(1��)2

m2

(1��)3�
m(m�1)
2!(1��)2

m
(1��)2

1
1�� 0 � � �

...
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCA
(3.6)
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olmak üzere (�m � �I)�1 = (bnk) dir. Basit bir hesaplama ile her n 2 N0 için

bnn =
1

1� �;

bn;n�1 =
m

(1� �)2 ;

bn;n�2 =
m2

(1� �)3 �
m(m� 1)
2!(1� �)2 ;

bn;n�3 =
m3

(1� �)4 �
m2(m� 1)
(1� �)3 +

m(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)2

bn;n�4 =
m4

(1� �)5 �
m3(m� 1)
(1� �)4 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3 � m

3(m� 1)
2!(1� �)4

+
m2(m� 1)2
2!2!(1� �)3 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3 � m(m� 1)(m� 2)(m� 3)

4!(1� �)2
...

bn;n�m =
1

1� �

�
mbn;n�m+1 �

m(m� 1)
2

bn;n�m+2 +
m(m� 1)(m� 2)

3!
bn;n�m+3

+ � � �+ (�1)m�1bn;n
�

...

elde edilebilir. Şimdi Lemma 3.1 i kullanarak (�m � �I)�1 2 B(c) oldu¼gunu kan¬t-

lanacakt¬r. Her n 2 N0 için
P1

k=0 jbnkj serisinin yak¬nsak oldu¼gunu gösterilecektir.

Sn =
nX
k=0

jbnkj = jbn;0j+ jbn;1j+ � � �+ jbn;nj

= jbn;nj+ jbn;n�1j+ jbn;n�2j+ � � �+ jbn;0j+ � � �

=

���� 1

1� �

����+ ���� m

(1� �)2

����+ ���� m2

(1� �)3 �
m(m� 1)
2!(1� �)2

����
+

���� m3

(1� �)4 �
m2(m� 1)
(1� �)3 +

m(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)2

����
+

���� m4

(1� �)5 �
m3(m� 1)
(1� �)4 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3

�m
3(m� 1)
2!(1� �)4 +

m2(m� 1)2
2!2!(1� �)3 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3

�m(m� 1)(m� 2)(m� 3)
4!(1� �)2

����+ � � �
=

1

jmj

����� m

1� �

����+ ���� m2

(1� �)2

����+ ���� m3

(1� �)3 �
m2(m� 1)
2!(1� �)2

����
+

���� m4

(1� �)4 �
m3(m� 1)
(1� �)3 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)2

����+ � � ��
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olsun. Şimdi, �m =
m
1�� ve j�mj

k n¬n katsay¬s¬ise

1

jmjk
mX

i1;i2;��� ;ik=1

�
m

i1

��
m

i2

�
� � �
�
m

ik

�
=

1

jmjk
mX
i1=1

�
m

i

�
� � �

mX
ik=1

�
m

ik

�

olmak üzere

lim
n!1

Sn =
1

jmj

����� m

1� �

����+ ���� m2

(1� �)2

����+ ���� m3

(1� �)3 �
m2(m� 1)
2!(1� �)2

����
+

���� m4

(1� �)4 �
m3(m� 1)
(1� �)3 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)2

����
+

���� m5

(1� �)5 �
m4(m� 1)2
2!(1� �)4 +

m3(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3

�m
4(m� 1)
2!(1� �)4 +

m3(m� 1)2
2!(1� �)3 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3

�m
2(m� 1)(m� 2) (m� 3)

4!(1� �)2

����+ � � ��

� 1

jmj

(���� m

1� �

����+ ���� m

1� �

����2 + ���� m

1� �

����3
+
m� 1
2!

���� m

1� �

����2 + ���� m

1� �

����4 + (m� 1) ���� m

1� �

����3
+
(m� 1)(m� 2)

3!

���� m

1� �

����2 + ���� m

1� �

����5 + (m� 1) ���� m

1� �

����4
+
2(m� 1)(m� 2)

3!

���� m

1� �

����3 + (m� 1)2!

���� m

1� �

����4
+

�
m� 1
2!

�2 ���� m

1� �

����3 + (m� 1)(m� 2) (m� 3)4!

���� m

1� �

����2 + � � �
)

=
1

jmj

�
j�mj+ j�mj

2 + j�mj
3 +

m� 1
2!

j�mj
2 + j�mj

4

+2
m� 1
2!

j�mj
3 +

(m� 1)(m� 2)
3!

j�mj
2

+ j�mj
5 + (m� 1) j�mj

4 +
2(m� 1)(m� 2)

3!
j�mj

3

+
m� 1
2!

j�mj
4 +

�
m� 1
2!

�2
j�mj

3

+
(m� 1)(m� 2) (m� 3)

4!
j�mj

2 + � � �
�
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=
1

jmj

(
j�mj+

 
1

jmj

mX
i1=1

�
m

i

�!
j�mj

2 +

 
1

jmj2
mX

i1;i2=1

�
m

i1

��
m

i2

�!
j�mj

3 + � � �
)

=
1

jmj

(
j�mj+

����2m � 1m

���� j�mj2 + ����2m � 1m

����2 j�mj3 + ����2m � 1m

����3 j�mj4 + � � �
)

<
1

j1� �j

(
1 +

����2m � 11� �

����+ ����2m � 11� �

����2 + ����2m � 11� �

����3 + � � �
)

=
1

j1� �j � j2m � 1j <1

d¬r. Her k � 1 için
����2m � 11� �

���� < 1 oldu¼gundan j�mjk n¬n katsay¬lar¬sonludur. Böylece
limn!1 Sn <1 dur. (Sn) bir pozitif ree say¬dizisi olarak yak¬nsakt¬r ve dolay¬s¬yla

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ikincisi, ���� 1

1� �

���� � ���� m

1� �

���� � ����2m � 11� �

���� < 1
oldu¼gundan her k 2 N0 için limn!1 bnk mevcuttur.

Son olarak (bnk) n¬n sat¬r toplamlar¬n¬n dizisinin genel terimi zk olarak düşünüldü¼günde

zk =
1

1� � �
�
1 +

m

1� � +
m2

(1� �)2 �
m(m� 1)
2!(1� �)

+
m3

(1� �)3 �
m2(m� 1)
(1� �)2 +

m(m� 1)(m� 2)
3!(1� �) + � � �+ (1� �)b0k

�
zk+1 =

1

1� � �
�
1 +

m

(1� �) +
m2

(1� �)2 �
m(m� 1)
2!(1� �) +

m3

(1� �)3

�m
2(m� 1)
(1� �)2 + � � �+ (1� �)b1;k+1 + (1� �)b0;k+1

�
= zk + b0;k+1

dir. jz0j =
���� 1

1� �

���� < 1 , limn!1
Pn

k=0 jb0kj = limn!1 Sn < 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Her

n 2 N0 için (bnk) dizisi yak¬nsakt¬r. Bu Lemma 3.2 den (zk) dizisinin de yak¬nsak

olmas¬n¬sa¼glar. Dolay¬s¬yla (bnk) n¬n sat¬r toplamlar¬n¬n dizisi yak¬nsakt¬r j1� �j >

2m � 1 iken ve (�m � �I)�1 2 B(c) dir.

Şimdi (�m � �I)�1 operatörünün tan¬m kümesinin c de yo¼gun oldu¼gu denk olarak

�m��I operatörünün görüntü kümesinin c de yo¼gun oldu¼gu, ki bu durumda (�m�

�I)�1 operatörü örtendir, gösterilebilir. Böylece

�(�m; c) � f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g (3.7)
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d¬r. Tersine � 6= 1 ve j1� �j � 2m � 1 oldu¼gu düşünülürse �m � �I n¬n bir

üçgen oldu¼gu ve dolay¬s¬yla (�m � �I)�1 in mevcut oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem 3.2

nin sonucu olarak y = (1; 0; 0; � � � ) birim dizisinin (�m � �I)�1 dönüşümü yani,

x = (�m � �I)�1y dizisi c dedir. Bu j1� �j � 2m � 1 koşulu alt¬nda ve Teorem 3.3

den (�m��I)�1 operatörünün bir özde¼geri olmamas¬n¬önerir. Buradan (�m)���I

n¬n 1-1 olmad¬¼g¬sonucuna var¬l¬r. Dolay¬s¬yla j1� �j � 2m�1 koşul alt¬nda�m��I

operatörü c de yo¼gun de¼gildir. Son olarak � = 1 durumu için sonuç ispatlan¬r. E¼ger

� = 1 ise bu durumda

�m � I =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 � � �

�m 0 0 0 � � �
m(m�1)

2!
�m 0 0 � � �

�m(m�1)(1�2)
3!

m(m�1)
2!

�m 0 � � �
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCA
tersinir de¼gildir. Böylece

f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g � �(�m; c) (3.8)

dir. (3.7) ve (3.8) kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

Şimdi yukar¬daki sonuçlar¬n daha fazla ayr¬nt¬s¬ve do¼grulu¼gu için aşa¼g¬daki uyar¬lar

ve örnek verilecektir:

Uyar¬3.1 (Teorem 3.5 in 1. k¬sm¬na alternatif bir ispat) �m = I + B olacak

şekildeki bir B : c! c matris operatörünü ele alal¬m. �m : c! c ve k�mk(c:c) = 2m

oldu¼gundan kBk(c:c) = 2m � 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Şimdi 1 6= � 2 C için

�m � �I = (1� �)I +B

= (1� �)
�
I +

1

1� �B
�

hesaplan¬rsa bu





 1

1� �B





(c:c)

=
2m � 1
1� � < 1 iken (�m � �I)�1 nin c de mevcut ve

s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterir. Bu j1� �j � 2m � 1 olmas¬na denktir ([42] , Uyar¬1).

Uyar¬3.2 �m nin lineer operatör oldu¼gunu bildi¼gimiz gibi

�m = � ��m�1
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şeklinde yaz¬labilir burada � sembolü, �m operatörüne karş¬l¬k gelen matrislerin

çarp¬m¬olarak tan¬mlanabilen operatörlerin birleşimini gösterir. Spektral dönüşüm

teoremi kullan¬larak

�(�m; c) = [�(�; c)]m

elde edilir. Bu

�(�m; c) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g

oldu¼gunu gösterir ([42] , Uyar¬2).

Bu iki uyar¬n¬n, spektrumun alt ayr¬̧s¬m¬yerine yaln¬zca s¬n¬rl¬bir lineer operatörün

spektrumunu bulmak için kullan¬ld¬¼g¬na dikkat edilmelidir.

Örnek 3.1 m = 2 ve � = �1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda � 2 �r(�2; c)

dir. Teorem 3.3 den j1� (�1)j < 22 � 1 = 3 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Buna ra¼gmen �1 =2 �p(�2; c) ve �1 =2 �c(�2; c) oldu¼gu fakat �1 2 �(�2; c) oldu¼gu

kolayca görülür.

Bu amaçla �2 + I operatörü ele al¬n¬rsa, burada

�2 + I =

0BBBBBBBBB@

2 0 0 0 � � �

�2 2 0 0 � � �

1 �2 2 0 � � �

0 1 �2 2 � � �
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCA
d¬r. �2+I üçgen oldu¼gundan bir terse sahiptir yani, (�2+I)�1 mevcuttur. Bu �1 =2

�p(�
2; c) oldu¼g¬nu ispatlar. Şimdi (�2+I)�1 = (cnk) ters matrisinin elemanlar¬için

genel tekrarl¬formül türetilir. Yani z0 = z1 = 1=2 başlang¬ç de¼gerleri ile

2zn+2 � 2zn+1 + zn = 0; n > 0
20



d¬r.

(�2 + I)�1 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1
2

0 0 0 0 0 0 � � �
1
2

1
2

0 0 0 0 0 � � �
1
4

1
2

1
2

0 0 0 0 � � �

0 1
4

1
2

1
2
0 0 0 � � �

�1
8

0 1
4

1
2

1
2
0 0 � � �

�1
8
�1
8

0 1
4

1
2

1
2
0 � � �

� 1
16

�1
8
�1
8
0 1

4
1
2

1
2
� � �

...
...

...
...
...
...
...
. . .

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
oldu¼gu kolayca hesaplanabilir. Şimdi (�2 + I)�1 nin sat¬rlar¬n `1 normunun supre-

mumu al¬n¬rsa

sup
n

nX
k=0

jcnkj = lim
n!1

nX
k=0

jcnkj

=

�
1

2
+
1

2
+
1

4
+
1

8
+
1

8
+
1

16
+
1

32
+
1

32
+
1

64
+

1

128
+

1

128
+

1

256
+ � � �

�
=

�
1 +

1

4
+
1

4
+
1

16
+
1

16
+
1

64
+
1

64
+

1

256
+

1

256
+ � � �

�
=

�
1 +

1

2
+
1

8
+
1

32
+

1

128
+

1

512
+ � � �

�
= 1 +

1

2
�
1� 1

4

� = 5

3

elde edilir. Bu, (�2 + I)�1 nin sat¬r ve sütün toplamlar¬n¬n c de oldu¼gunu gösterir.

Böylece (�2 + I)�1 2 B(c) dir ve �1 =2 �c(�2; c) sonucuna var¬l¬r.

Son olarak, Teorem 3.3 den (�2+ I)� örten de¼gildir ve Lemma 3.4 gere¼gince �2+ I

operatörünün görüntü kümesi c de yo¼gun de¼gildir. Böylece �1 2 �r(�2; c) dir ve

sonuç olarak �1 2 �(�2; c) dir ([42] , Örnek 1).

Teorem 3.6 c üzerinde �m operatörünün sürekli spektrumu

�c (�
m; c) = f� 2 C : j1� �j = 2m � 1g n f0g

kümesidir ([42] , Teorem 6).

·Ispat. S¬n¬r¬lineer bir operatörün spektrumunun tan¬m¬ndan ve Teorem 3.5, 3.2 ve

3.4 den do¼grudan elde edilir.
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Teorem 3.7 E¼ger � 2 (f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g [ f0gnf1g) ise � 2 III2�(�m; c)

dir ([42] , Teorem 7).

·Ispat. Kabul edelim ki a 2 (f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g [ f0gnf1g) olsun. Bu

durumda Teorem 3.3 den (�m)���I operatörü 1�1 de¼gildir ve dolay¬s¬yla Lemma

3.3 den � 2 III�(�m; c) elde edilir. Dahas¬� 6= 1 için �m � �I operatörünün bir

terse sahip oldu¼gu fakat � = 0 için (�m)� � �I operatörünün örten olmad¬¼g¬elde

edilir. Böylece Lemma 3.4 den �m � �I operatörü s¬n¬rl¬terse sahip de¼gildir. Bu

�m � �I n¬n sürekli olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Sonuç 3.2 III1�(�
m; c) = f1g dir.

·Ispat. Önerme 2.1 (5) den �r (�m; c) = III1� (�
m; c) [ III2� (�m; c) oldu¼gundan

ve III1� (�m; c) \ III2� (�m; c) = ; oldu¼gundan istenilen sonuç Teorem 3.4 ve 3.7

den elde edilir.

Teorem 3.8 E¼ger � 2 (f� 2 C : j1� �j > 2m � 1g nf1g) ise � 2 I1�(�m; c) dir

([42] , Teorem 7).

·Ispat. Kabul edelim ki � 2 (f� 2 C : j1� �j > 2m � 1g nf1g) olsun. a 6= 1 oldu¼gu

aç¬kt¬r. Bu nedenle �m��I operatörü bir terse sahiptir. Bu �m��I operatörünün

örten oldu¼gunu gösterir ve dolay¬s¬yla (�m��I)�1 ters operatörü c de yo¼gun görün-

tüye sahiptir. Böylece Lemma 3.3 den (�m � �I) operatörü c de yo¼gundur. Bu

nedenle � 2 I�(�m; c) dir. Dahas¬, j1� �j > 2m � 1 oldu¼gundan Teorem 3.5 den

�m��I operatörü bir s¬n¬rl¬terse sahiptir. Dolay¬s¬yla � 2 1�(�m; c) dir. Böylece

j1� �j > 2m� 1 eşitsizli¼gini sa¼glayan � lar için � 2 I1�(�m; c) sonucuna ulaş¬l¬r.

3.2 c dizi uzay¬üzerinde �m fark operatörünün aralar¬nda ayr¬k olmas¬

gerekmeyen spektral ayr¬̧s¬mlar¬

Teorem 3.9 c üzerinde �m operatörünün spektral ayr¬̧s¬m¬için aşa¼g¬dakiler geçer-

lidir:

a) �ap (�m; c) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g nf1g;

b) �� (�m; c) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g ;

c) �co (�m; c) = f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g [ f0g:
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·Ispat. a) Önerme 2.1 (8) den �ap (�m; c) = � (�m; c) nIII1� (�m; c) oldu¼gundan,

istenilen sonuç Teorem 3.5 ve Sonuç 3.2 den elde edilir.

b) Önerme 2.1 (6) dan �� (�m; c) = � (�m; c) nI3� (�m; c) oldu¼gundan, istenilen

sonuç Teorem 3.5 ve Sonuç 3.1 den elde edilir.

c) Önerme 2.1 (6) dan

�co (�
m; c) = III1� (�

m; c) [ III2� (�m; c) [ III3� (�m; c)

= �r (�
m; c) [ III3� (�m; c)

oldu¼gundan, istenilen sonuç Teorem 3.4 ve Sonuç 3.1 den elde edilir.

Sonuç 3.3 �ap((�
m)� ; `1) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g dir ve

��((�
m)� ; `1) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g nf1g dir.

·Ispat. Önerme 2.2 (c)-(d) ve Teorem 3.9 dan elde edilir.

3.3 m say¬s¬n¬n seçimine göre kaŗs¬laşt¬rma

Bu k¬s¬mdaX fark operatörleri için farkl¬m say¬lar¬alarak bu araşt¬rman¬n sonuçlar¬n¬n

daha önce yap¬lan çal¬̧smalar¬içerdi¼gi gösterilecektir.

(i) E¼ger m = 1 ve X = � al¬n¬rsa (bak¬n¬z [5] ve [31]):

� �(�; c) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1g;

� �p(�; c) = ;;

� �r(�; c) = f� 2 C : j1� �j < 21 � 1 = 1g [ f0g;

� �c(�; c) = f� 2 C : j1� �j = 21 � 1 = 1gnf0g;

� �ap(�; c) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1gnf1g;

� ��(�; c) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1g;

� �co(�; c) = f� 2 C : j1� �j < 21 � 1 = 1g;

� �ap((�m)� ; `1) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1g;
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� ��((�m)� ; `1) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1gnf1g dir.

(ii) E¼ger m = 1 ve X = B(1;�1) al¬n¬rsa (bak¬n¬z [3] ve [33]):

� �(B(1;�1); c) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1g = f� 2 C : j1� �j � j � 1jg;

� �p(B(1;�1); c) = ;;

� �r(B(1;�1); c) = f� 2 C : j1� �j < 21 � 1 = 1g [ f0g

= f� 2 C : j1� �j < j � 1jg [ f1� 1g;

� �c(B(1;�1); c) = f� 2 C : j1� �j = 21 � 1 = 1gnf0g

= f� 2 C : j1� �j = j � 1jgnf1� 1g;

� �ap(B(1;�1); c) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1gnf1g

= f� 2 C : j1� �j � j � 1jgnf1g;

� ��(B(1;�1); c) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1g = f� 2 C : j1� �j � j � 1jg;

� �co(B(1;�1); c) = f� 2 C : j1� �j < 21 � 1 = 1g [ f0g

= f� 2 C : j1� �j < j � 1jg [ f1 + (�1)g ;

� �ap((B(1;�1))� ; `1) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1g

= f� 2 C : j1� �j � j � 1jg;

� ��((B(1;�1))� ; `1) = f� 2 C : j1� �j � 21 � 1 = 1gnf1g

= f� 2 C : j1� �j � j � 1jgnf1g dir.

(iii) E¼ger m = 2 ve X = B(1;�2; 1) al¬n¬rsa (bak¬n¬z [4] ve [52])����� 2(�� 1)
2 +

p
4� 4(1� �)

����� = jp�� 1j � 1
jj
p
�j � 1j � j

p
�� 1j � 1

=) �1 � j
p
�j � 1 � 1

=) j
p
�j � 2

=) j�j � 4

elde edilir. Dolay¬s¬yla j1� �j � 3 ise j�j � 4 olaca¼g¬ndan j1� �j � 3 ise����� 2(�� 1)
2 +

p
4� 4(1� �)

����� � 1 olup aşa¼g¬dakiler geçerlidir:
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� �(B(1;�2; 1); c) = f� 2 C : j1� �j � 22 � 1 = 3g;

� �p(B(1;�2; 1); c) = ;;

� �r(B(1;�2; 1); c) = f� 2 C : j1� �j < 22 � 1 = 3g

= f� 2 C : j1� �j < 3g [ f1� 2 + 1g;

� �c(B(1;�2; 1); c) = f� 2 C : j1� �j = 22 � 1 = 3g

= f� 2 C : j1� �j = 3gnf1� 2 + 1g;

� �ap(B(1;�2; 1); c) = f� 2 C : j1� �j � 22 � 1 = 3gnf1g

= f� 2 C : j1� �j � 3gnf1� 2 + 1g;

� ��(B(1;�2; 1); c) = f� 2 C : j1� �j � 22 � 1 = 3g

= f� 2 C : j1� �j � 3g;

� �co(B(1;�2; 1); c) = f� 2 C : j1� �j < 22 � 1 = 3g

= f� 2 C : j1� �j = 3g [ f1� 2 + 1g;

� �ap(B(1;�2; 1)�; `1) = f� 2 C : j1� �j � 22 � 1 = 3g

= f� 2 C : j1� �j � 3g;

� �ap(B(1;�2; 1)�; `1) = f� 2 C : j1� �j � 22 � 1 = 3gnf1g

= f� 2 C : j1� �j � 3gnf1� 2 + 1g dir.

(iv) Her k 2 N için m = 1; ak = 1; bk = 1 ve X = �11 al¬n¬rsa (bak¬n¬z [38] ) bu

durumda
D = f� 2 C : j1� �j � 1g

E = f� 2 C : j1� 1j > 1g = ;

G = f� 2 C : j1� �j = 1g

H = ;

elde edilir. Dolay¬s¬yla

� �(�11; c) = D [ E = f� 2 C : j1� �j < 1g;

� �p(�11; c) = E = ;;

� �r(�11; c) = f� 2 C : j1� �j < 3g [ f0g;
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� �c(�11; c) = f� 2 C : j1� �j = 3gnf0g

oldu¼gu do¼grulanabilir.

(v) m = 3 ve X = �3 al¬n¬rsa (bak¬n¬z [50] )

� �(�3; c) = f� 2 C : j1� �j � 23 � 1 = 7g;

� �p(�3; c) = ;;

� �r(�3; c) = f� 2 C : j1� �j < 23 � 1 = 7g [ f0g;

� �c(�3; c) = f� 2 C : j1� �j = 23 � 1 = 7gnf0g

elde edilir.

3.4 Geometrik Yorum

� = �(cos t+ i sin t) 2 �(�m; c) olsun. Teorem 3.5 kullan¬larak

j1� �j � 2m � 1

=) (1� � cos t)2 + �2 sin2 t � 22m � 2m+1 + 1

=) �2 � 2� cos t� 22m + 2m+1 � 0

elde edilir. Bu, merkezi (1; 0) ve yar¬çap¬2m � 1 olan kapal¬bir dairesel diski tem-

sil eder. Benzer bir şekilde �m fark operatörünün rezidü spektrumunun yukar¬daki

dairesel diskin iç k¬sm¬n¬temsil etti¼gi kolayl¬kla gösterilebilir. Dairesel diskin çevresi,

�m fark operatörünün sürekli spektrumunun bir bölümünü belirtir. Örne¼gin, MAT-

LAB çizim araçlar¬n¬kullanarak, spektrumun bölgelerini (bkz. Şekil 1), m = 2 için

�m fark operatörünün rezidü ve sürekli spektrumu çizilmi̧stir. Beyaz ve yeşil ren-

kli bölgeler, s¬ras¬yla rezidü ve sürekli spektrumlar¬belirtirken, her iki bölge için
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birleştirilmi̧s k¬s¬m, �2 fark operatörünün spektrumunu belirtir.

�(�2; c) (s¬n¬r ile birlikte dairesel bölge)

Şekil 1. c dizi uzay¬üzerinde �2 fark operatörünün �ne spektrumunun

spektral ayr¬̧s¬mlar¬

3.5 Sonuç

m nin farkl¬ uygun koşullar¬ alt¬nda �m operatörünün, birkaç fark operatörünü

genelledi¼gi fark edilmi̧stir. Örne¼gin; m = 1 için � operatörü, m = 1 için B(1;�1)

operatörü, m = 2 için B(1;�2; 1) operatörü, m = 1 için her k için ak = 1 ve bk = �1

olmak üzere �ab operatörü elde edilir. Ayr¬ca, bu bölümde verilen sonuşlar Altay ve

Başar [31] taraf¬ndan çal¬̧s¬lan � operatörünün spektruma, Altay ve Başar taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lan B(r; s) operatörünün spektrumuna [33] ve Furkan, Bilgiç ve Altay [52]

taraf¬ndan c Banach uzay¬üzerinde çal¬̧s¬lan B(r; s; t) operatörünün spektrumuna

indirgenmi̧stir. Daha önceki çal¬̧smalarda fark operatörlerinin spektrumlar¬sadece

ikinci mertebeye kadar incelendi, ancak [42] de m: yüksek mertebeden (m � 1)

fark operatörünün spektrumunu ve ince spektrumu da araşt¬r¬ld¬ ve bu bölümde

sunuldu. Bu nedenle, bu bölümde verilen [42] nin sundu¼gu sonuçlar daha geneldir
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ve literatürdeönceki yazarlar¬nkinden daha kapsaml¬d¬r.
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4. cs D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDE �m FARK OPERATÖRÜNÜN SPEK-

TRAL AYRIŞIMLARI

Bu bölümde�m operatörünün cs dizi uzay¬üzerinde spektrumunu �ne spektrumunu

ve spektral ayr¬̧s¬mlar¬hesaplanacakt¬r. Burada

cs :

(
x = (xn) 2 w : lim

n!1

nX
i=0

xi mevcut

)
biçimindeki dizi uzay¬d¬r. E¼ger T : cs ! cs , A matris gösterimine sahip s¬n¬rl¬

lineer bir operatör ise T � : cs� ! cs� �= bv adjoint operatörünün matris gösterimi A

matrisinin transpozudur.

Lemma 4.1 A = (ank) matrisinin bir T 2 B(cs) operatörü belirtmesi için gerekli

ve yeterli koşul

i) Her k için
P

n ank yak¬nsakt¬r,

ii) supN
P

k

���PN
n=1(ank � an;k�1)

��� <1 dir ([53] , 8.4.6B).

Lemma 4.2
P1

n=0

Pm
k=0 bnk =

P1
k=0

Pm
n=0 bnk geçerlidir.

·Ispat.

1X
n=0

mX
k=0

bnk =
mX
k=0

b0k +
mX
k=0

b1k +
mX
k=0

b2k + � � �

= b00 + b01 + b02 + � � �+ b0m

+b10 + b11 + b12 + � � �+ b1m

+b20 + b21 + b22 + � � �+ b2m + � � �

=

1X
n=0

bn0 +

1X
n=0

bn1 + � � �+
1X
n=0

bnm

=

1X
k=0

mX
n=0

bnk:

Teorem 4.1 �m 2 B (cs) dir.

·Ispat. �m geri fark operatörünün (3.1) deki matris gösterimine dikkat edecek olur-

sak �m m + 1 bantl¬bir bant matristir. Dolay¬s¬yla Lemma 4.1 nin (i) koşulunu
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sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

ii)

NX
n=1

(ank � an;k�1) =

NX
n=1

(�1)n�k
��
m

k

�
�
�
m

k � 1

��

= (�1)k
��
m

k

�
�
�
m

k � 1

�� NX
n=1

(�1)n

= (�1)k
��
m

k

�
�
�
m

k � 1

��
A

d¬r. Burada A =

8<: 0 ; N çift

1 ; N tek
say¬s¬d¬r. O halde

X
k

�����
NX
n=1

(ank � an;k�1)
����� �

X
k

��
m

k

�
+

�
m

k � 1

��
=

mX
k=0

��
m

k

�
+

�
m

k � 1

��
� 2m+1

elde edilir. Böylece �m 2 B (cs) dir.

4.1 cs dizi uzay¬üzerinde �m fark operatörünün spektumu ve �ne spek-

trumu

Teorem 4.2 �m nin cs üzerindeki point spektrumu �p(�m; cs) = ; dir.

·Ispat. cs de x 6= � = f0; 0; 0; � � � g olmak üzere �mx = �x lineer denklem sistemini

göz önüne alal¬m. (3.1) den0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 � � �

�m 1 0 0 0 0 � � �
m(m�1)

2
�m 1 0 0 0 � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

(�1)m (�1)m�1m � � � �m 1 0 � � �

0 (�1)m (�1)m�1m � � � �m 1 � � �
...

...
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBB@
x0

x1

x2
...

1CCCCCCA = �

0BBBBBB@
x0

x1

x2
...

1CCCCCCA
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oldu¼gundan

x0 = �x0

�mx0 + x1 = �x1
m(m� 1)

2!
x0 �mx1 + x2 = �x2

�m(m� 1)(m� 2)
3!

x0 +
m(m� 1)

2!
x1 �mx2 + x3 = �x3 (4.1)

...

elde edilir. (4.1) denklem sisteminin birinci denkleminden x0 6= 0 olursa � = 1

dir. Dolay¬s¬yla 2. denklemden �mx0 + x1 = x1 olup x0 = 0 olmal¬d¬r. Bu ise bir

çeli̧skidir. Kabul edelim ki x0 = 0 olsun bu durumda 2. denklemden x1 = �x1 olup

x1 6= 0 olursa � = 1 dir. Dolay¬s¬yla 3. denklemden �mx1 + x2 = x2 olup x1 = 0

olmal¬d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir. Bu şekilde devam edersek x1 = x2 = x3 = � � � = 0

olur. Buradan �mx = �x olacak şekilde x 6= 0 yoktur. Dolay¬s¬yla �p(�m; cs) = ;

dur.

Sonuç 4.1 I3�(�
m; cs) = II3�(�

m; cs) = III3�(�
m; cs) = ;:

·Ispat. Önerme 2.1 (3) den �p (�m; cs) = I3�(�
m; cs)[II3�(�m; cs)[III3�(�m; cs)

oldu¼gundan istenilen sonuç Teorem 4.2 den elde edilir.

Teorem 4.3 cs� �= bv üzerinde (�m)� adjoint operatörünün point spektrumu

�p((�
m)�; bv) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g [ f0g

kümesidir.
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·Ispat. Kabul edelim ki (�m)�x = �x ve 0 6= x 2 bv olsun. Bu durumda (3.1) de

verilen matrisin transpozesinden�
m

0

�
x0�

�
m

1

�
x1+

�
m

2

�
x2+

�
m

3

�
x3+ � � �+ (�1)m

�
m

m

�
xm = �x0�

m

0

�
x1�

�
m

1

�
x2+

�
m

2

�
x3+ � � �+ (�1)m

�
m

m� 1

�
xm+(�1)m

�
m

m

�
xm+1 = �x1�

m

0

�
x2�

�
m

1

�
x3+ � � �+ (�1)m

�
m

m

�
xm+2 = �x2

...

(4.2)�
m

0

�
xk�

�
m

1

�
xk+1+

�
m

2

�
xk+2+ � � �+ (�1)mxk+m = �xk

...

denklem sistemi elde edilir. (4.2) denkleminde k = n ve k = n+1 yaz¬p taraf tafara

ç¬kart¬rsak
mX
k=0

(�1)k
�
m

k

�
(xk+n � xk+n+1) = �(xn � xn+1)

elde edilir. O halde üçgen eşitsizli¼ginden

jxn � xn+1j �
1

j�j

mX
k=0

�
m

k

�
jxk+n � xk+n+1j (4.3)

bulunur. (4.3) eşitsizliklerini n = 0; 1; 2; � � � için yaz¬p taraf tarafa toplarsak

1X
n=0

jxn � xn+1j �
1

j�j

1X
n=0

mX
k=0

�
m

k

�
jxk+n � xk+n+1j (4.4)

elde edilir. (4.4) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬na Lemma 4.2 yi uygularsak

1X
n=0

jxn � xn+1j �
1

j�j

mX
n=0

�
m

k

� 1X
n=0

jxk+n � xk+n+1j

elde edilir. kxkbv =
P1

n=0 jxk+n � xk+n+1j oldu¼gundan

kxkbv �
kxkbv
j�j

mX
k=0

�
m

k

�
=
2m

j�j kxkbv

elde edilir. Böylece j�j � 2m bulunur. O halde f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g �

�p((�
m)�; bv) elde edilir. Tersine, e¼ger j1� �j < 2m�1 durumu düşünülürse (�m)��

32



aI adjoint operatörü 1� 1 olmad¬¼g¬ndan Lemma 3.3 den �m � aI operatörü cs de

yo¼gun görüntüye sahip de¼gildir. Dolay¬s¬yla (�m)� � aI tersinir de¼gildir ve

�p((�
m)�; bv) � f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g

dir.

Ayr¬ca m = 1 durumunda x0 6= 0 için � = 0; f = (x0; 0; 0; � � � ) özde¼gerine kaŗs¬l¬k

gelen bir özvektördür. Dolay¬s¬yla 0 2 �p((�m)�; bv) elde edilir. Zaten m > 1 ise 0

f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g kümesi taraf¬ndan içerilir.

Teorem 4.4 cs üzerinde �m operatörünün rezidü spektrumu

�r (�
m; cs) = f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g [ f0g

kümesidir.

·Ispat. �r (�m; cs) = �p((�
m)�; bv)n�p (�m; cs) oldu¼gundan istenilen sonuç Teorem

4.2 ve 4.3 den elde edilir.

Teorem 4.5 �m nin cs üzerindeki spektrumu

�(�m; cs) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g

kümesidir.

·Ispat. (�m � �I) bir alt büçgensel matris oldu¼gundan tersi mevcuttur. (�m �

�I)�1 = (bnk) matrisi (3.6) de verilmi̧stir ve n 2 N0 olmak üzere

bnn =
1

1� �;

bn;n�1 =
m

(1� �)2 ;

bn;n�2 =
m2

(1� �)3�
m(m� 1)
2!(1� �)2 ;

bn;n�3 =
m3

(1� �)4�
m2(m� 1)
(1� �)3 +

m(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)2

bn;n�4 =
m4

(1� �)5�
m3(m� 1)
(1� �)4 +

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3 �m

3(m� 1)
2!(1� �)4

+
m2(m� 1)2
2!2!(1� �)3+

m2(m� 1)(m� 2)
3!(1� �)3 �m(m� 1)(m� 2)(m� 3)

4!(1� �)2
...
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bn;n�m =
1

1� �

�
mbn;n�m+1 �

m(m� 1)
2

bn;n�m+2 +
m(m� 1)(m� 2)

3!
bn;n�m+3

+ � � �+ (�1)m�1bn;n
�

...

elde edilir. Şimdi (�m � �I)�1 2 B(cs) oldu¼gunu gösterelim. Bunun için Lemma

4.1 kullan¬lacakt¬r. Teorem 3.5 de herbir k için
P1

n=0 jbnkj serisinin yak¬nsak oldu¼gu

gösterilmi̧sti. Mutlak yak¬nsak her seri yak¬nsak oldu¼gundan
P

n bnk serisi yak¬nsak

olup Lemma 4.1 in (i) koşulu sa¼glan¬r.

Şimdi Lemma 4.1 in (i) koşulu olan supN
P

k

���PN
n=1(bnk � bn;k�1)

��� < 1

oldu¼gunu gösterelim. Her t = 1; 2; 3; :::; N � 1 için bNk = bn�t;k�t oldu¼gundan

sup
N

X
k=1

j(b1k � b1;k�1) + (b2k � b2;k�1) + (b3k � b3;k�1) + :::+ (bNk � bN;k�1)j

= sup
N

X
k

jbNkj = sup
N

NX
k=1

jbNkj

= jbN1j+ jbN2j+ jbN3j+ :::+ jbN;N�1j+ jbNN j

= jbN1j+ jbN�1;1j+ jbN�2;1j+ :::+ jb21j+ jb11j =
NX
n=1

jbnkj

elde edilir. Teorem 3.5 den
PN

n=1 jbnkj = SN olup (SN) dizisinin yak¬nsak olmas¬

için
��2m�1
1�a

�� < 1 olmas¬gerekti¼gi söylenmi̧stir. Yani j1� aj > 2m�1 için (�maI)�1 2

B(cs) dir. Dolay¬s¬yla

�(�m; cs) � fa 2 C : j1� �j � 2m � 1g (4.5)

elde edilir. (�m � �I)�1 2 B(c) dir.

Tersine � 6= 1 ve j1� �j � 2m�1 oldu¼gu düşünülürse. �m��I n¬n bir üçgen oldu¼gu

ve dolay¬s¬yla (�m��I)�1 in mevcut oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem 4.2 nin sonucu olarak

y = (1; 0; 0; � � � ) birim dizisinin (�m � �I)�1 dönüşümü yani, x = (�m � �I)�1y

dizisi cs dedir. Bu j1� �j � 2m � 1 koşulu alt¬nda ve Teorem 4.3 den (�m � �I)�1

operatörünün bir özde¼geri olmamas¬n¬önerir. Buradan (�m)���I n¬n 1-1 olmad¬¼g¬

sonucuna var¬l¬r. Dolay¬s¬yla j1� �j � 2m� 1 koşulu alt¬nda �m��I operatörü cs

de yo¼gun de¼gildir. Son olarak � = 1 durumu için sonuç ispatlan¬r. E¼ger � = 1 ise
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bu durumda

�m � I =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 � � �

�m 0 0 0 � � �
m(m�1)

2!
�m 0 0 � � �

�m(m�1)(1�2)
3!

m(m�1)
2!

�m 0 � � �
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCA
tersinir de¼gildir. Böylece

f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g � �(�m; c) (4.6)

dir. (4.5) ve (4.6) kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.6 cs üzerinde �m operatörünün sürekli spektrumu

�c (�
m; cs) = f� 2 C : j1� �j = 2m � 1g n f0g

kümesidir.

·Ispat. S¬n¬r¬lineer bir operatörün spektrumunun tan¬m¬ndan ve Teorem 4.2, 4.4 ve

4.5 den do¼grudan elde edilir.

Teorem 4.7 E¼ger � 2 (f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g [ f0gnf1g) ise � 2 III2�(�m; cs)

dir.

·Ispat. Kabul edelim ki � 2 (f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g [ f0gnf1g) olsun. Bu

durumda Teorem 4.3 den (�m)���I operatörü 1�1 de¼gildir ve dolay¬s¬yla Lemma

3.3 den � 2 III�(�m; cs) elde edilir. Dahas¬� 6= 1 için �m � �I operatörünün bir

terse sahip oldu¼gu fakat � = 0 için (�m)� � aI operatörünün örten olmad¬¼g¬elde

edilir. Böylece Lemma 3.4 den �m � �I operatörü s¬n¬rl¬terse sahip de¼gildir. Bu

�m � �I n¬n sürekli olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Sonuç 4.2 III1�(�
m; cs) = f1g dir.

·Ispat. Önerme 2.1 (5) den �r (�m; cs) = III1� (�
m; cs) [ III2� (�m; cs) oldu¼gun-

dan ve III1� (�m; cs) \ III2� (�m; cs) = ; oldu¼gundan istenilen sonuç Teorem 4.4

ve 4.7 den elde edilir.
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Teorem 4.8 E¼ger � 2 (f� 2 C : j1� �j > 2m � 1g nf1g) ise � 2 I1�(�m; cs) dir.

·Ispat. Kabul edelim ki � 2 (f� 2 C : j1� �j > 2m � 1g nf1g) olsun. a 6= 1 oldu¼gu

aç¬kt¬r. Doļsay¬s¬yla�m��I operatörü bir terse sahiptir. Bu�m��I operatörünün

örten oldu¼gunu gösterir ve dolay¬s¬yla (�m � �I)�1 ters operatörü cs de yo¼gun

görüntüye sahiptir. Böylece Lemma 3.3 den (�m � �I) operatörü cs de yo¼gundur.

Bu nedenle � 2 I�(�m; cs) dir. Dahas¬, j1� �j > 2m � 1 oldu¼gundan Teorem 4.5

den �m � �I operatörü bir s¬n¬rl¬terse sahiptir. Dolay¬s¬yla � 2 1�(�m; cs) dir.

Böylece j1� �j > 2m � 1 eşitsizli¼gini sa¼glayan � lar için � 2 I1�(�m; cs) sonucuna

ulaş¬l¬r.

4.2 cs dizi uzay¬üzerinde �m fark operatörünün aralar¬nda ayr¬k olmas¬

gerekmeyen spektral ayr¬̧s¬mlar¬

Teorem 4.9 cs üzerinde �m operatörünün spektral ayr¬̧s¬m¬için aşa¼g¬dakiler geçer-

lidir:

a) �ap (�m; cs) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g nf1g;

b) �� (�m; cs) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g ;

c) �co (�m; cs) = f� 2 C : j1� �j < 2m � 1g [ f0g:

·Ispat. a) Önerme 2.1 (8) den �ap (�m; cs) = � (�m; cs) nIII1� (�m; cs) oldu¼gun-

dan, istenilen sonuç Teorem 4.5 ve Sonuç 4.2 den elde edilir.

b) Önerme 2.1 (6) dan �� (�m; cs) = � (�m; cs) nI3� (�m; cs) oldu¼gundan, istenilen

sonuç Teorem 4.5 ve Sonuç 4.1 den elde edilir.

c) Önerme 2.1 (6) dan

�co (�
m; cs) = III1� (�

m; cs) [ III2� (�m; cs) [ III3� (�m; cs)

= �r (�
m; cs) [ III3� (�m; cs)

oldu¼gundan, istenilen sonuç Teorem 4.4 ve Sonuç 4.1 den elde edilir.

Sonuç 4.3 �ap((�
m)� ; bv) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g dir ve

��((�
m)� ; bv) = f� 2 C : j1� �j � 2m � 1g nf1g dir.

·Ispat. Önerme 2.2 (c)-(d) ve Teorem 4.9 den elde edilir.
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