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An   Lie algebra is defined as a vector space with a transformation that provides 

bilinear, skew-symmetric and Jacobi identity on field  . For each    , the 

elements     that provide the condition ,  ,   --      are called extremal 

elements. In this study, the center, central and inner automorphisms of Lie algebras 

generated by two and three extremal elements and the normalization of some 

subspaces were investigated. 
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LIE CEBİRLERİ VE EKSTREMAL ELEMANLAR 

 

KIRMIZI, Tolga 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi: Yrd. Doç. Dr. Özge ÖZTEKİN 

Kasım 2017 

38 sayfa 

 

Bir   Lie cebiri,   cismi üzerinde bilineer, ters simetrik ve Jacobi özdeşliğini 

sağlayan bir dönüşüme sahip bir vektör uzayı olarak tanımlanır. Her bir     için 

,  ,   --     koşulunu sağlayan     elemanlarına ekstremal elemanlar denir 

 

Bu çalışmada iki ve üç ekstremal eleman tarafından üretilen Lie cebirlerinin merkezi, 

merkezi ve iç otomorfizmleri ile bazı altuzaylarının normalleyeni incelenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Lie cebirleri, Ekstremal Elemanlar, Merkezi Otomorfizmler, İç 

Otomorfizmler 
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GİRİŞ 

  cismi üzerindeki bir   cebirinin ,    -       çarpımı aşağıdaki iki 

özelliği sağlıyorsa   cebirine Lie cebiri denir. 

i. ,    - çarpımı  ters-simetriktir. Her     için ,   -    

ii. ,    - çarpımı Jacobi özdeşliğini sağlar. Her         için 

,   ,   - -  ,  ,   - -  ,  ,   - -    

      veya 

, ,   -   -  , ,   -  -  , ,   -   -    

 

 Lie cebirlerinin fizik ve matematiğin birçok alanındaki çalışmalarda özellikle 

diferansiyel denklemlerde uygulamaları bulunmaktadır. Bir Lie cebiri genellikle 

çarpım tablosu veya üreteçleri ve bağıntılarından oluşan kümesinin bir takdimi ile 

bilinebilir. Üreteç sayısı çoğaldıkça Lie cebirinin çarpım tablosunu yazmak oldukça 

zordur. Bundan dolayı, bu çalışmada sadece iki ve üç ekstremal eleman tarafından 

üretilen Lie cebirlerinin bazı özel otomorfizmleri incelenmiştir. 

Her bir     için ,  ,   --     koşulunu sağlayan     elemanlarının yani 

ekstremal elemanların özelliklerini ve bu elemanlar tarafından üretilen Lie 

cebirlerinin yapısını Don Roozemond, Cohen, Steinbach, Ushirobira ve Wales [1], 

[2], [3] ve [19] çalışmalarında incelemiştir. 

Bu çalışma, dört kısımdan oluşmaktadır.  

Birinci kısımda cebirin temel tanım ve teoremleri verilerek Lie cebiri kavramına 

hazırlık yapılmıştır.  

İkinci kısımda ise Lie cebirleri tanıtılarak bazı Lie cebiri örnekleri ile Lie 

cebirlerinin temel tanım ve teoremleri verilmiştir.  

Üçüncü kısımda [1], [2], [3] ve [19] çalışmalarından faydalanılarak ekstremal 

elemanlar tarafından üretilen Lie cebirleri tanıtılmış ve bazı önemli özellikleri 

verilmiştir.  

     cismi üzerinde sonlu üretilmiş bir Lie cebiri olsun.     nin bir otomorfizmi 

olmak üzere her      için  ( )     ( ) ise   ya " merkezi otomorfizm " denir. 

Burada  ( )  *    | ,   -           +    Lie cebirinin merkezidir.
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 Bu tanımdan yola çıkarak dördüncü kısımda iki ve üç ekstremal eleman 

tarafından üretilen Lie cebirlerinin merkezi, merkezi ve iç otomorfizmleri ile bazı 

altuzaylarının normalleyeni incelenmiştir. 
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BÖLÜM 1 

 

Bu bölümde Lie cebirleri kavramına temel oluşturacak şekilde temel tanım ve 

teoremler verilmiştir. 

 

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Tanım  1.1.1:   ve   boştan farklı kümeler olmak üzere     nin boş olmayan her 

alt kümesine   dan   ye bir bağıntı denir  

  ,   da bir bağıntı olsun. (   )    ise a, b ye bağlıdır denir. 

Tanım 1.1.2:     dan   ye bir bağıntı olsun.      için   ya   ile bağlı   de bir ve 

yalnız bir eleman bulunabiliyorsa,   ye   dan   ye bir fonksiyon denir ve       

ile gösterilir. 

Tanım 1.1.3:       fonksiyonu verilsin. Eğer her         için  (  )   (  ) 

iken        oluyor ise   ye birebir fonksiyon denir. Eğer her      için  ( )    

olacak şekilde bir      varsa   ye örten fonksiyon denir. Eğer    hem örten hem de 

birebir ise   ye birebir eşleme denir. 

Tanım 1.1.4:     dan   ya bir fonksiyona   da bir ikili işlem denir. 

 

1.2. GRUPLAR 

Tanım 1.2.1:   boş olmayan bir küme ve      de bir ikili işlem olsun. (   ) cebir 

yapısı aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa bir grup denir. 

i.   işleminin   de birleşme özelliği vardır yani her         için  

  (   )  (   )    
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ii.   işleminin   de birim elemanı vardır yani her     için a         

olacak şekilde bir     vardır. 

 

iii. Her     için             olacak şekilde bir    bulunabilir.(    

elemanına   nın   işlemine göre tersi denir) 

 

Tanım 1.2.2: (   ) bir grup ve her        için a       değişme özelliği de 

sağlanıyorsa gruba değişmeli grup veya Abel grubu denir. 

Örnek 1.2.3:    mertebeden regüler matrisleri çarpma işlemine göre bir gruptur. Bu 

gruba genel lineer grup denir ve    ( ) ile gösterilir. 

Tanım 1.2.4:   bir grup ve     nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer     

deki işleme göre bir grup oluyor ise   ye   nin bir alt grubu denir ve     ile 

gösterilir. 

Önerme 1.2.5:   grubunun boş olmayan bir altkümesinin altgrup olması için gerek 

ve yeter koşul her        için        olmasıdır. 

Önerme 1.2.6: Bir grubun bir takım altgruplarının arakesiti de bir altgruptur. 

Örnek 1.2.7:   grubunun tüm elemanları ile değişmeli olan elemanları bir altgrup 

oluşturur. Bu alt gruba   nin merkezi denir. 

Tanım 1.2.8:   bir   grubunun bir alt kümesi olsun.   yi kapsayan,   nin bütün 

altgruplarının arakesitine   nin ürettiği altgrup denir ve 〈 〉 ile gösterilir.   nin 

elemanlarına da 〈 〉 grubunun üreteçleri denir. 

Tanım 1.2.9:   bir grup,     ve     olsun. 

   *    |     + ve    *    |     + kümelerine sırasıyla   nin   deki sol 

koseti ve sağ koseti denir. 

Tanım 1.2.10:   bir grup olsun.   nin bir altgrubu   ve bir elemanı   olsun. Her 

    için       elemanına   nin   ya göre eşleniği denir. 

      *           + 



 

5 
 

kümesine   nin   ya göre eşleniği denir. 

Tanım 1.2. 11:   bir grup ve     nin bir alt grubu olsun. Eğer her     için 

         

ise   ye   nin bir normal altgrubu denir. 

Örnek 1.2.12:   nin merkezi bir normal alt gruptur. 

Tanım 1.2.13:   bir grup ve      nin bir normal alt grubu olsun.     üzerinde bir 

çarpma işlemi şöyle tanımlansın. Her           için 

(  )(  )  (  )  

olsun. Bu işleme göre     bir gruptur ve bu gruba   nin   ile bölüm grubu denir. 

Tanım 1.2.14: (   )  ve (   ) iki grup ve       bir fonksiyon olsun. Her 

      için  (   )   ( )   ( ) ise   ye   den   ye bir homomorfizma denir. 

Eğer ek olarak   birebir ise   ye monomorfizma,   örten ise epimorfizma ve   hem 

örten  hem de birebir ise   ye izomorfizma denir. Ayrıca     den   ye bir 

izomorfizma ise   ye otomorfizma denir. 

Önerme 1.2.15:   nin bütün otomorfizmaların kümesi  ( ) bileşke işlemi altında 

bir gruptur. 

Tanım 1.2.16:       bir grup homomorfizması olsun. 

   ( )  *      ( )    + 

 kümesine   nin çekirdeği denir. 

Tanım 1.2.17:   bir grup ve     olsun. Her     için  

  ( )        

ile tanımlı        , G nin bir otomorfizmasıdır.    ya   nin bir iç otomorfizması 

denir. 

Önerme 1.2.18: Bir   grubunun bütün iç otomorfizmaların kümesi    ( ),  ( ) 

otomorfizmalar grubunun bir alt grubudur. 
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Önerme 2.2.19: Her     için  ( )    ile tanımlı         ( ) fonksiyonu 

bir homomorfizma ve ker    (  nin merkezi) olup         ( ) dir. 

Tanım 1.2.20:   bir grup         olsun. 

,     -    
    

       

elemanına    ile     nin komütatörü denir. 

     ve    ,   grubunun  boştan farklı altkümeleri olsun. 

,     -  〈  ,     -                  〉 

olarak tanımlanır. Burada          ise ,   - komütatör grubuna    nin 

komütatör altgrubu denir. 

Tanım 1.2.21:   boştan farklı bir küme olsun.   üzeründe tanımlı birebir ve örten bir 

fonksiyona   üzerinde bir permutasyon denir. Bir   kümesi üzerinde tanımlı bütün 

permutasyonların kümesi      ile gösterilir ve      kümesi fonksiyonların 

bileşke işlemine göre bir gruptur.      grubuna   kümesi üzerinde bir grup denir. 

Tanım 1.2.22:   bir grup ve   bir küme olsun. Eğer            

homomorfizması varsa   ye   nin bir permutasyon temsili denir. 

 

1.3. HALKALAR 

Tanım 1.3.1:   boş olmayan bir küme olsun ve bu küme üzerinde tanımlı    ve      

ikili işlemleri verilsin. Aşağıdaki aksiyomları sağlayan (     ) cebirsel yapısına 

bir halka denir. 

i. (   ) değişmeli bir gruptur. 

 

ii.   işleminin   de birleşme özelliği vardır. Yani her         için 

  (   )  (   )   

iii.   işleminin   işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özellikleri vardır: 

Her         için  

  (   )        ve (   )         
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Eğer her       için         ise halkaya değişmeli halka denir.   nin toplama 

işlemine göre etkisiz elemanı    ile gösterilir ve buna halkanın sıfır elemanı denir. 

Halkanın   işlemine göre etkisiz elemanı olmayabilir. Eğer ikinci işleme göre de 

etkisiz eleman varsa halkaya birimli halka denir ve etkisiz elemana da halkanın  

birim elemanı denir ve    ile gösterilir. 

Tanım 1.3.2:   bir halka ve       olsun.       iken      ise   ya sol sıfır 

bölen ve   ye sağ sıfır bölen denir.   nin değişmeli olması durumunda sıfır bölen 

ifadesi kullanılır. 

Tanım 1.3.3:   birim elemanlı ve değişmeli bir halka olsun.   sıfır bölensiz ise   ye 

tamlık bölgesi denir. 

Tanım 1.3.4:   birimli ve değişmeli bir halka ve   *  +     , ikinci işleme göre 

bir grup ise   ye bir cisim denir. 

Tanım 1.3.5:   bir tamlık bölgesi olsun.         olacak şekilde     tamsayısı 

varsa bu m sayılarının en küçüğüne   nin karakteristiği denir. Eğer böyle bir pozitif 

tamsayı yoksa   nin karakteristiği sıfır denir. 

Tanım 1.3.6:   bir halka ve     olsun. Eğer bazı pozitif n tamsayıları için      

oluyorsa   elemanına nilpotent eleman denir. 

Tanım 1.3.7: R bir halka ve       olsun.   deki işlemlere göre   altkümesi bir 

halka oluyorsa   ye   halkasının bir alt halkası denir. 

Tanım 1.3.8:   bir halka ve       olsun. 

i. Her        için       

ii. Her     ve her     için      (veya     ) 

 ise   ya   nin bir sol (veya sağ) ideali denir. 

Hem sol hem de sağ ideale iki taraflı ideal veya kısaca ideal denir. 

Önerme 1.3.9: Bir halkanın bir takım ideallerinin arakesiti de bir idealdir. 

Tanım 1.3.10:     halkasının bir alt kümesi olsun.   nin   yı kapsayan bütün 

ideallerinin arakesitine   nın ürettiği ideal denir ve 〈 〉 ile gösterilir. 

Tanım 1.3.11:   halkasının bir   idealine göre tanımlanan denklik sınıfları arasında 
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(   ) (   )  (   )    

(   ) (   )  (  )    

ile tanımlanan   ve   işlemlerine göre     bir halkadır. Bu halkaya   nin   idealine 

göre bölüm halkası denir. 

Tanım 1.3.12 :   ve   iki halka ve       bir fonksiyon olsun. Eğer her       

için 

i.  (   )   ( )   ( ) 

ii.  (  )   ( )  ( ) 

 

ise   ye   den   ye bir halka homomorfizması denir. Eğer bir   halka 

homomorfizması aynı zamanda birebir ise   ye bir halka monomorfizması, örten ise 

bir halka epimorfizması ve birebir eşleme ise bir halka izomorfizması denir.   den   

ye tanımlı bir izomorfizmaya otomorfizma denir. 

Tanım 1.3.13:   ve   iki halka ve       homomorfizması olsun. 

      *   |  ( )    + 

kümesine   nin çekirdeği denir. 

 

1.4 VEKTÖR UZAYLARI 

Tanım 1.4.1: Bir   vektör uzayı aşağıdakilerden oluşur. 

1. Boş olmayan bir   kümesinin elemanlarına vektör denir. 

2.   cismi elemanlarına skaler denir. 

3. Her       elemanlarına (   )    elemanını karşılık getiren ve 

aşağıdakileri sağlayan     toplama işlemi 

a. Her       için         

b. Her         için   (   )  (   )    

c. Her     için           olacak şekilde     vardır. 

d. Her     için   (  )  (  )      olacak şekilde      vardır. 
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4. Her     ve     elemanlarına      elemanını karşılık getiren ve 

aşağıdakileri sağlayan     çarpma işlemi  

a. Her       ve     için  (   )        

b. Her                için (     )          

c. Her                için (    )    (   ) 

d. Her     için       olacak şekilde     vardır. 

(      ) bir vektör uzayıdır. 

Tanım 1.4.2 :     cismi üzerinde bir vektör uzayı ve     olsun.     deki 

işlemlerle bir vektör uzayı oluyorsa   ya   nin bir altuzayıdır denir. 

Önerme 1.4.3 :   nin boş olmayan bir   altkümesinin bir altuzay olabilmesi için 

gerek ve yeter koşul her       ve her     için        olmasıdır. 

Tanım 1.4.4:     cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.              ve 

             olmak üzere 

              ∑    

 

   

 

vektörüne,            vektörlerinin bir lineer toplamı veya lineer kombinasyonu 

denir. 

Teorem 1.4.5: Bir   vektör uzayının altuzaylarının arakesiti de   nin bir alt uzayıdır. 

Tanım 1.4.6 :   bir vektör uzayı ve   de   deki vektörlerin bir kümesi olsun.   yi 

içeren bütün alt uzayların arakesitine   tarafından gerilen altuzay denir ve   ( ) ile 

gösterilir.   ( ) uzayı   yi içeren en küçük altuzaydır. 

Tanım 1.4.7 :     cismi üzerinde bir vektör uzayı ve   de  nin boş olmayan bir 

altkümesi olsun. Eğer   deki farklı            vektörleri için 

              

olacak şekilde hepsi aynı anda sıfır olmayan            skalerleri varsa 

           vektörleri lineer bağımlıdır denir. Aksi taktirde lineer bağımsızdır. 

Tanım 1.4.8 :     cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.   yi geren lineer bağımsız 

bir kümeye   nin bir bazı denir. 
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Tanım 1.4.9 :   nin herhangi bir bazındaki vektörlerin sayısına   nin boyutu denir 

ve      ile gösterilir. 

 

1.5. LİNEER DÖNÜŞÜMLER 

Tanım 1.5.1 :   ile   aynı   cismi üzerinde iki vektör uzayı ve       bir 

dönüşüm olsun. Eğer her       ve     için  

 (    )    ( )   ( ) 

oluyorsa   ye bir lineer dönüşüm denir. 

Tanım 1.5.2 :     cismi üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere      olacak 

biçimdeki bir        lineer dönüşümüne izdüşüm denir. 

Tanım 1.5.3 :       bir   cismi üzerinde vektör uzayları olsun.          

fonksiyonu aşağıdaki iki koşulu sağlıyorsa   ye bilineer dönüşüm denir. 

i. Her    ,   her   ,     ,   her     için  

 (        )   (    )    (    ) 

 

ii. Her    , her     , her   ,      için 

 (         )   (    )    (    ) 

dir. 

Tanım 1.5.4 :     bir   cismi üzerinde vektör uzayları olmak üzere         

bilineer dönüşümü her   ,      için  (     )   (     ) eşitliğini sağlarsa   

bilineer dönüşümüne simetriktir denir.  

Tanım 1.5.5: Simetrik bir bilineer fonksiyona   vektör uzayı üzerinde bilineer form 

denir. 

 

1.6. CEBİR 

Tanım 1.6.1 :           bilineer dönüşüme sahip   cismi üzerinde bir vektör 

uzayı ise   ya bir cebir denir. 
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Buradaki  , bilineer dönüşümüne çarpım denir. 

  cebir olmak üzere ve her       için  (   ) yazmak yerine kısaca    yazarız. 

Tanım 1.6.2:   bir cebir olmak üzere   nın bir   alt uzayına her       için 

     oluyorsa alt cebir denir. 

Tanım 1.6.3: Eğer her     ve     için      ve      oluyor ise   ye bir 

ideal denir. 

Tanım 1.6.4:   bir cebir ve     nın bir ideali ise     uzayına bölüm cebiri denir. 

Tanım 1.6.5:   ve  , bir   cismi üzerinde iki cebir ve       bir lineer dönüşüm 

olsun. 

Eğer her       için  (  )   ( ) ( ) oluyorsa   ya bir cebir morfizmi denir.   

birebir eşleme ise    ya cebir izomorfizmi denir.       cebir izomorfizmi ise 

otomorfizm denir. 

Tanım 1.6.6 :    bir cebir olsun. Her         için 

(  )   (  ) 

sağlanıyorsa   ya birleşmeli cebir denir. 
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BÖLÜM 2 

 

2.1. LIE CEBİRLERİ 

Tanım 2.1.1:    cismi üzerindeki bir   cebirinin ,    -       çarpımı 

aşağıdaki iki özelliği sağlıyorsa   cebirine Lie cebiri denir. Bu çarpıma braket 

diyeceğiz. 

i. ,    - çarpımı  ters-simetriktir. Her     için ,   -    

ii. ,    - çarpımı Jacobi özdeşliğini sağlar. Her         için 

,   ,   - -  ,  ,   - -  ,  ,   - -    

      veya 

, ,   -   -  , ,   -  -  , ,   -   -    

Not 2.1.2: i. koşuluna özdeş olarak ,   -   ,   - alabiliriz. 

Örnek 2.1.3:   herhangi bir vektör uzayı olmak üzere  

,   -              

trivial braket ile bir Lie cebiridir. 

 

Örnek 2.1.4:  ,   cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. Sıfırdan farklı      alalım.   

tarafından üretilen uzayı    ile gösterelim.    bir boyutlu abelyen Lie cebiridir. 

       alalım. 

,     -    ,   -              

olup tüm 1 boyutlu Lie cebirleri trivial brakete sahiptir. 

Örnek 2.1.5:   , ,   -      (

  

  

  

)  (

  

  

  

)  (

         

         

         

) 

vektör çarpımı ile bir Lie cebiridir.
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Çözüm: İlk önce bu çarpım ile    vektör uzayının bir cebir olduğunu gösterelim. 

Yani bu çarpımın bilineer olduğunu gösterelim.    ,          alalım. 

,      -  (

      

      

      

)  (

  

  

  

)  (

(      )   (      )  

(      )   (      )  

(      )   (      )  

) 

        (

         

         

         

)  (

         

         

         

)   ,   -  ,   - 

benzer  şekilde  ,       -   ,   -  ,   - olduğu gösterilir. Bu durumda    

tanımlanan işlem ile bir cebirdir. Şimdi bu çarpımın Tanım 2.1.1 deki iki özelliği 

sağladığını gösterelim. 

i. ,   -   (

  

  

  

)  (

  

  

  

)  (

         

         

         

)  (
 
 
 
)    

olup bu çarpım ters-simetriktir. 

 

ii. , ,   -   -  , ,   -  -  , ,   -   -   

 (  (

         

         

         

))  (  (

         

         

         

))  (  (

         

         

         

)) 

 

 (

                           

                           

                           

) 

 

 (

                           

                           

                           

) 

 

 (

                           

                           

                           

) 

 

 (
 
 
 
)    
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Örnek 2.1.6: Herhangi   asosyatif cebiri, braket olarak komütatör aldığımızda Lie 

cebirine dönüşür. 

,   -                 

Örnek 2.1.7:  ,   cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı olsun.   den   ye 

olan tüm lineer dönüşümlerin kümesi       vektör uzayını düşünelim. 

      *  |                     + 

      fonksiyonların bileşkesi ile asosyatif bir cebirdir.       üzerinde çarpımı 

,   -         olarak tanımlayalım.       bu çarpım ile bir Lie cebirdir. Bu Lie 

cebirine “genel lineer cebir” diyeceğiz ve   ( ) ile göstereceğiz.   ( ) nin asosyatif 

bir cebir olduğu açıktır. 

Örnek 2.1.8:     ( )  {  [   ]   
|       }  kümesini düşünelim.      ( ) 

vektör uzayı ,   -        çarpımı ile bir Lie cebiridir.     ( )nin asosyatif bir 

cebir olduğu açıktır. 

Örnek 2.1.9:        ( ) için   ( ) ile    nın izini gösterelim.    ( )  

*      ( )|   ( )   + olsun.    ( )     ( ) nin bir alt cebiridir. Bu cebire özel 

Lie cebiri denir. 

Not 2.1.10:   ( )      ( ) 

Not 2.1.11:    bir cebir ve     alt cebir olsun.   da olan özelliklerin tamamı   

için de geçerlidir. Yani   bir Lie cebir ise   de Lie cebirdir.   asosyatif ise   de 

asosyatiftir 

 

2.2. YAPI SABİTLERİ 

Tanım 2.2.1:     cismi üzerinde bazı *          + olan bir cebir olsun. 

     ∑    
 

 

   

                     

çarpımı    cebirinin çarpım tablosunu belirler. Gerçekten de  
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  ∑             ∑     

ise 

   ∑        

   

 ∑        
   

     

 

olup   daki çarpım    tane    
  sabitinin bilinmesiyle tam olarak bellidir. Bu sabitlere 

yapı sabitleri denir. 

 

2.3. MERKEZ VE NORMALLEYEN 

Tanım 2.3.1:  , *          + bazına sahip bir Lie cebiri olsun.     nin alt kümesi 

olmak üzere 

  ( )  *    | ,   -                + 

kümesine   nin   deki merkezleyeni (centralizer) denir. 

Tanım 2.3.2:  ( )  *    | ,   -           + kümesine   Lie cebirinin 

merkezi denir. 

Teorem 2.3.3:  ( )   nin bir idealidir. 

İspat:   

i.  ( )   nin altuzayıdır:                    ( ) alalım. 

 

,         -  ,     -  ,     -   ,    -   ,    -    

 

olup           ( ) dir. 

 

ii.  ( )    nin altcebiridir:        ( );     olmak üzere 

 

[,       -  ]   , ,    -    -  , ,     -    -    

 

olup ,     -   ( ) dir. 
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iii.  ( )    nin bir idealidir.    ( )          olmak üzere 

 

, ,     -  -  ,   -    

 

      olup ,   -   ( ) dir.  

Burada merkezi hesaplayan bir algoritma verelim.  

 , *          + bazına sahip bir Lie cebiri olsun.  

)(. LCxx
i

i   için   0, jxx , nj 1 dir. Buradan, 

   














0.

0,.

k

k

ijijii

j

i

i

xcxx

xx





 

elde edilir. Burada, 
k

ijc  yapı sabitidir. 0kx olduğundan 0
,


ji

k

ijic dır. Buradan, n

tane bilinmeyene ),...,( 1 n  bağlı 2n  tane denklem elde ederiz. Gauss eliminasyon 

yöntemi ile bu denklem sistemini çözerek merkezi elde ederiz. 

Not 2.3.4:  ( )     ise   ye abelyan veya komutatif denir. 

Lemma 2.3.5:   ve     nin iki ideali ise     *    |        + ve ,   -  

 * ∑,     - |            +  kümeleri de   nin idealleridir. 

Tanım 2.3.6:    ve    iki Lie cebiri olsun.          lineer dönüşümü her     

    için  ,   -  , ( )  ( )-  oluyor ise    ye Lie cebir homomorfizması 

diyeceğiz. 

a. Eğer   Lie cebir homomorfizmi birebir ve örten ise Lie cebir izomofizmi 

diyeceğiz. 

b. Eğer         Lie cebir homomorfizmi ise    ye endomorfizm diyeceğiz 

c. Eğer         Lie cebir izomorfizmi ise   ye Lie cebir otomorfizmi 

diyeceğiz.    nin tüm otomorfizmlerinin kümesini    ( )  ile göstereceğiz 
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Eğer    bir Lie cebir ise       ( ) herhangi bir    dönüşümü için , ( )  ( )-  

 ( )  ( )   ( )  ( ) tanımlayabiliriz. 

Tanım 2.3.7:     cismi üzerinde bir Lie cebir olsun. Her     için 

                 ( )  ,   -           

lineer dönüşümünü tanımlayalım. Bu dönüşüme   tarafından belirlenen adjoint 

dönüşüm denir. 

Tanım 2.3.8:   sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun. 

       ( )      ( )           

lineer dönüşümü bir Lie cebir homomorfizmidir.  

İspat: L bir Lie cebiri ve       olsun. Her      için Jacobi özdeşliğinden       

        ,   -( )  , ,   -  - 

          ,   ,   -- 

       ,   ,   --  ,   ,     -- 

       ,   ,   --  ,   ,     -- 

          ( )        ( ) 

           ,       -( ) 

elde ederiz. Bu durumda   ,   -( )  ,       -( ) olup    bir homomorfizmdir. 

Not 2.3.9: Kolaylık olması açısından ,   ,   ,     ---  yerine (   )
 ( ) yazacağız. 

Teorem 2.3.10: Merkez, ad dönüşümünün çekirdeğidir. 

İspat:         alalım. Her     için 

   ( )  ,   -    

olup    ( ) dir.    ( ) alalım. Her     için 

,   -     ( )    
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olup         dır. 

Tanım 2.3.11: Bir  , Lie cebir homomorfizmi  ,   -  , ( )  -  ,   ( )- 

koşulunu sağlıyorsa   ye bir derivasyondur denir. 

Teorem 2.3.12:   bir Lie cebiri olsun.      için           homomorfizmi   nin 

bir derivasyonudur. 

İspat:         olmak üzere 

          (,   -)    ,  ,   -- 

            ,  ,   --   ,  ,   -- 

        , ,   -  -  ,   ,    -- 

     ,      -  ,      - 

Tanım 2.3.13:     Lie cebirinin bir alt uzayı olsun. 

  VvVvxLxVNL  ,,)(  

kümesine   nin   deki normalleyeni denir. 

Teorem 2.3.14: ),(VNL    Lie cebirinin bir alt cebiridir. 

İspat:   

i. ),(VNL    nin altuzayıdır:               )(VNL alalım. 

 

,         -  ,     -  ,     -   ,    -   ,    -  Vvv    

 

olup          ),(VNL dir. 

 

ii. ),(VNL     nin alt cebiridir:       )(VNL  alalım. 

[,       -  ]   , ,    -    -  , ,     -    - V  
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olup ,     -  )(VNL  dir. 

Teorem 2.3.15:     Lie cebirinin bir alt cebiri ise     )(VNL  Lie cebirinin bir 

idealidir. 

Burada normalleyeni hesaplayan bir algoritma verelim. 

  , *          + bazına sahip bir Lie cebiri olsun.    nin *           + 

tarafından üretilen alt uzayı olsun. Bu durumda her kiyi 1, için 



n

j

jli xy
j

1

  dir. 

Normalleyen tanımından bir   
i

ii x  elemanının )(VNL  nin içinde olması için 

gerek ve yeter koşulun her Vv için   Vvx , olması gerektiğini biliyouz. Özel 

olarak V nin baz elemanları için de doğrudur. O halde,   
i

ii x  )(VNL  olmak 

üzere ,   Vyx i , dir. Bu çarpımdan i  lere bağlı bir denklem sistemi elde edilir. Bu 

denklem sistemi çözülerek )(VNL elde edilir. 

 

2.4. NİLPOTENTLİK VE ÇÖZÜLEBİLİRLİK 

Verilen bir Lie cebiri nilpotent veya çözülebilir olabilir. 

Tanım 2.4.1:   bir Lie cebiri olsun.    nin ideallerinin bir zinciri 

  ( )  ,   -   ( )  [ ( )  ( )]  [ ,   - ,   -]  

  ( )  , ( )  ( )-    (   )  , ( )  ( )-   

tanımlansın. Eğer     tamsayısı için   ( )    oluyorsa   ye çözülebilir Lie cebir, 

en küçük   sayısına da çözülebilirlik derecesi denir. 

Not 2.4.2:  

1.  , 1. dereceden çözülebilir ise yani  

  ( )  , ( )  ( )-  ,   -    

ise   değişmeli Lie cebiridir. 

2.  , 2. dereceden çözülebilir Lie cebiri ise  yani 
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  ( )  , ( )  ( )-  , ,   - ,   --    

ise   metabelyan Lie cebirdir. 

Tanım 2.4.3:   bir Lie cebiri olsun   nin ideallerinin bir serisi 

          ,   -     ,    -          [     ]  

tanımlansın. 

                    

serisine azalan merkezi seri denir. Eğer     için      oluyorsa   ye nilpotent 

Lie cebiri denir.      fakat         olacak şekilde en küçük   sayısına 

nilpotentlik sınıfı denir. 

Not 2.4.4: 1. sınıftan nilpotent Lie cebiri değişmelidir. 

Lemma 2.4.5:  , nilpotent ise çözülebilirdir. 

Tanım 2.4.6:   bir Lie cebiri olsun.   nin en geniş (maksimal) idealine   nin radikali 

denir.    ( ) ile gösterilir. 

Lemma 2.4.7:      nin nilpotent derivasyonu olsun.     ,   nin bir otomorfizmi 

olur. 

Tanım 2.4.8: Eğer     nilpotent ise    (   )       otomorfizmdir. Bu formdaki 

otomorfizmlere iç, iç otomorfizmler tarafından üretilen     ( ) nin alt grubuna iç 

otomorfizm grubu denir ve    ( ) ile gösterilir.  

Teorem 2.4.9 (Engel):   sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun.   nilpotenttir ancak ve 

ancak her      için     nilpotent endomorfizmdir. 

İspat : [4, sf 41] 
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BÖLÜM 3 

 

3.1 EKSTREMAL ELEMANLAR 

Tanım 3.1.1:     cismi üzerinde bir Lie cebir olsun. Sıfırdan farklı bir   elemanı 

,   ,   --     koşulunu sağlıyorsa ekstremal eleman denir. Özel olarak 

[   ,   -]         oluyor ise   ekstremal elemanına sandwiches denir. 

Not 3.1.2:     Lie cebirinin ekstremal elemanı olsun. Herhangi bir     için     

olmak üzere    
 ( )  ,  ,  ,   ---  ,    -   ,   -    olur. Bu durumda,   

en fazla 3. mertebeden ad-nilpotenttir. 

Bu bölümde   Lie cebirini karakteristiği 2 den farklı olan bir   cismi üzerinde kabul 

edeceğiz. 

Not 3.1.3: [  ,   -]  y ye göre lineerdir. 

İspat:    ,   ,        --   ,  ,     -  ,    -- 

                  ,  ,     --  ,  ,    -- 

                   ,  ,    --  ,  ,    -- 

Lemma 3.1.4:   ekstremal elemandır ancak ve ancak her     için ,  ,   --  

  ( )  olacak şekilde       ,     ( ) lineer fonksiyoneli vardır. 

İspat: Ekstremal elemanın tanımından açıktır. 

Not 3.1.5:  Eğer   ve   değişmeli ise ,   -  ,   - dir. Çarpımın ters simetrik 

özelliğinden ,   -   ,   - elde edilir. Bu durumda ,   -  ,   -   ,   -    

elde edilir. Bu ise    ( )    olması demektir. 

Lemma 3.1.6:   nin sıfırdan farklı extremal elemanlarının kümesini   ile gösterelim. 

Eğer       ise   ( )    ( ) tir. 
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İspat: [1] 

Tanım 3.1.7(Exponential):     ve     için aşağıdaki fonksiyonu tanımlayalım. 

   (   )         
 

 
     

  

    ise    
 =0 olduğundan bu      derivasyonunun eksponantialidir. Yani 

   (   )        dir. 

   (   ),   nin bir otomorfizmidir. İlk olarak 

,   
 ( )    

 ( )-    ( )  ( ),   -      ve 

,   ( )    
 ( )-  ,   

 ( )    ( )-  ,,   - ,  ,   ---    ,,  ,   -- ,   --  

         ,,   -   ( ) -    ,  ( )  ,   -- 

            ( ),  ,   --      ( ),  ,   --  

            ( )  ( )      ( )  ( )  

                          

olduğuna dikkat ediniz. 

Şimdi bu özdeşliklerin aşağıdaki zincirini elde ederiz. 

,   (   )( )    (   )( )-   

 ,      ( )  
 

 
     

 ( )       ( )  
 

 
     

 ( )- 

 ,   -    ,      ( )-    ,  
 

 
     

 ( )- 

 ,    ( )  -    ,    ( )     ( )-    ,    ( ) 
 

 
     

 ( )- 

 [
 

 
     

 ( )  ]  [
 

 
     

 ( )     ( )]  ,
 

 
     

 ( ) 
 

 
     

 ( )- 

  ,   -     ,     ( )-     ,   ( )  - 

   
 

 
  ,   ( )    ( )-  

 

 
  ,     

 ( )-  
 

 
  ,   

 ( )  -      

 ,   -        (,   -)   
 

 
     

 (,   -) 

     (   )(,   -).                     
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Böylece    (   ) gerçekten    nin bir otomorfizimidir.   ile    (   ) tarafından 

üretilen tüm otomorfizmlerin grubunu gösterelim. 

Lemma 3.1.8: [1]  Eğer   ekstremal elemanlar tarafından üretilen Lie cebiri ise  ,   

tarafından lineer olarak gerilir.   

Teorem 3.1.9: Eğer   sonlu sayıda extremal eleman tarafından üretilen Lie cebiri ise 

  sonlu boyutludur.  

Bu teoremin ispatı Zelmanov ve Kostrikin [18] çalışmasında bulunmaktadır. 
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BÖLÜM 4 

 

4.1. İKİ EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN ÜRETİLEN LİE 

CEBİRLERİNİN MERKEZİ VE OTOMORFİZMLERİ 

Teorem 4.1.1 :[1]     cismi üzerinde x ve   ekstremal elemanları tarafından 

üretilen bir Lie cebiri olsun. Aşağıdaki 3 durumdan birisi sağlanır. 

1.         abelyendır,     * +   

2.            burada   ,   -    ve     * +   

3.       ve   ,   nin tüm nilpotent elemanlarından oluşur. 

 

Tanım 4.1.2:     cismi üzerinde sonlu üretilmiş bir Lie cebiri olsun.      ( ) 

olmak üzere her      için  ( )     ( ) ise   ya " merkezi otomorfizm " denir. 

 Yukarıdaki 3 durum için   nin merkezi ve merkezi otomorfizmleri aşağıdaki 

gibidir. 

1.  Eğer         abelyan,     * +   ise  ( )  *   + ve  

 

    ( )  {
,              - ,                -   

,                -
} 

 

İspat:  ( )  *    | ,   -           + tanımını kullanarak, 1. durum için 

,   -  ,   -  ,   -    

elde ederiz. Buradan  ( )  *   + olduğu açıktır. 

  ,     ,    lineer dönüşümler olup   nin otomorfizmleridir. 

  ( )     ,   ( )      

olup    ( ) dir. 
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Bu durumda     merkezi otomorfizm olur. 

  ( )     ,    ( )      

olup      ( ) dir. Bu durumda    merkezi otomorfizm olur. 

  ( )        ( )      

olup      ( ) dir. Bu durumda    merkezi otomorfizm olur. 

1. durum için   nin iç otomorfizmleri  

    
          ,   -    

                       ,   -    

dir. Benzer şekilde 

    
          

                        

elde  edilir. Öyleyse    ( )  *  + dir. 

Not 4.1.3:       ( ) olmak üzere           olduğu açıktır. 

2. Eğer             burada   ,   -    ,      * +  ve     ise 

 ( )  〈,   -〉 dir. 

 

    ( )  〈
,              - ,         ,   -        - 

[                 ,   -] 
〉 

dir. 

 

İspat: 2. durum için çarpım tablosu aşağıdaki gibidir. 

     

 

 

 

       

  0   0 

     0 0 

  0 0 0 
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,   -     olup    

1) ,  ,   --  ,   -    

2) [  ,   -]  ,   -     

olduğu tablodan görülür. Bu durumda  ( )  〈,   -〉 dir. 

2. durum için    nin iç otomorfizmleri 

    
         

             ,   - 

                   
          ,   - 

                    

                                     

şeklindedir.  

Şimdi    ve    ün  merkezi otomorfizmler olduğunu gösterelim.  

  ( )     ,   -   ( )   ( )       ( ) 

olup    merkezi otomorfizmdir.  Benzer şekilde    te merkezi otomorfizmdir. 

Bu durumda   ,     ve    aynı zamanda iç otomorfizmlerdir. 

3. Eğer       ve   ,   nin tüm nilpotent elemanlarından oluşuyor ise bu 

durumda  ,     nin tüm nilpotent elemanlarından oluşur. 

 

  〈    |   .
  
  

/    .
  
  

/〉 

Not 4.1.4:   ve        nin nilpotent elemanlarıdır.  

   .
  
  

/ .
  
  

/  .
  
  

/     .
  
  

/ .
  
  

/  .
  
  

/ 

Not 4.1.5:    nilpotent Lie cebiri değildir. 

      olmak üzere ,    ,   ,   ,   --  -    ,      

  nin merkezi  ( )  * + olup  
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    ( )  *  ,         -+ 

elde edilir. 

    ( )     ( ) 

Örnek 4.1.6:     cismi üzerinde x ve   elemanları tarafından üretilen bir Lie cebiri 

ve         abelyen,     * +   olsun.      nin * + ile üretilen altuzayı olsun. 

  nin   içindeki normalleyenini bulalım. 

              

    ( )  ,   -    

                ( )  ,         -    

                   ( )  ,         -    ,   -⏟  
  

   ,   -⏟  
  

     

  ( )    * + 

Lemma 4.1.7:      sırasıyla x ve y  ekstremal elemanları tarafından belirlenen iç 

otomorfizmler olsun. Fcc 21, olmak üzere 

1.                 (     )  

2. Eğer ,   -    ise ,     -    

dir. 

İspat:  

1.              ( )        .  ,     -  
,         -

 
/ 

            (  ,     -  
  

 

 
  ⏟            

 

),  

        ,     -  
,         -

 
 

       ,     -  
  

 

 
   ,     -  ,         - 

     
,         -
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       (     ),   -   
(  

    
 )

 
        ⏟              

(     )  

 
,     -

 

        (     )  

2.   ,   elemanı tarafından belirlenen iç otomorfizm ise   
  

 ,    extremal 

elemanı tarafından belirlenir. Benzer şekilde   ,   elemanı tarafından 

belirlenen iç otomorfizm ise   
  

,     extremal elemanı tarafından 

belirlenir. 

      ve ,   -    ise ,,   -   -  ,,   -  - dir. Görelim 

 

,,   -   -   ,,   -⏟  
  

   -
⏟      

  

  ,,   -  - 

               ,,   -  - 

              ,,   -  - 

 Şimdi ,   -    ise              (   )  olduğunu görelim.     için  

                   ( )      (  ,   -  
,     -

 
) 

              ,   -  
,     -

 
 ,   - 

          ,     -  
,     -

 
 

,,   -    -

 
 

 Son terim; 

          ,,   -    -  ,,   -    - 

                       ,   ⏟
  

 ,   --
⏟      

  

 ,  ,   -  - 

             ,  ,   -  -  ,,   -    -  ,    -    

 Buradan; 

                  ( )    ,     -  
,         -
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              (   )( ) 

elde edilir. Öyleyse 

      ,     -     (   )   (   )           

               (            )     

 

4.2. ÜÇ EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN ÜRETİLEN LİE 

CEBİRLERİNİN MERKEZİ VE OTOMORFİZMLERİ 

 

Bu bölümde bir   Lie cebirlerinin     ve   gibi üç ekstremal eleman 

tarafından üretilmesini çalışacağız. Aşağıdaki 8 eleman,   

                                        ,   - ,   - ,   - ,  ,   -- ,  ,   -- 

  yi gerer. Bu   nin 8 den daha fazla boyuta sahip olmadığını gösterir. Herhangi bir 

durumda  bazın 8 eleman tarafından  üretildiği kontrol edilebilir, böylece        

dir.  

 

4.3. ÜÇ EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN ÜRETİLEN LIE 

CEBİRLERİNİN YAPISI: 

 

  nin lineer üreteçlerinde     ve     nin etkisini çalışacağız ve dört 

 (   )  (   )  (   ), ve  (  ,   -) parametresinin terimlerindeki özdeşlikler 

tarafından tamamen tanımlanabilir olduğunu göreceğiz.       tepeleri ile üçgenler 

çizerek bu parametreleri tanımlayacağız ve  (   ) parametresinin    kenarını 

işaretliyoruz, ortaya yönelimin bir göstergesi ile merkez parametresi  (  ,   -) yi 

koyuyoruz. Şekil 5.1 de görülmektedir.  
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           Şekil 5.1: Üç üreteçli durum 

Üreteçlerin dönüştürülmesi ile  (  ,   -) sıfıra yaklaşacaktır, aşağıdaki gibi. 

    olsun ve         (   )  üçlü durumunu düşünelim. Aşağıdaki parametrelere 

elde ederiz. 

 (   )     (   )   

         (     (   ) )     (   ) 

          (     (   ) )    (   )     (  ,   -)  
 

 
   (   )  (   ) 

   (  ,     (   ) -)     (  ,   -)      (   ) (   )                        

İspat: ikinci parametre için 

      (     (   ) )     (   )      (  ,   -)   
 

 
   (  ,  ,   --)     (   )               

elde ederiz. Üçüncü parametre için 

 (     (   ) )    (   )     (  ,   -)  
 

 
   (  ,  ,   --) 

                                           (   )     (  ,   -)  
 

 
   (   (   ) )  

      

elde ederiz. Sonraki parametre için 

 (  ,     (   ) -)     (  ,   -)      (  ,  ,   --)   
 

 
   (  ,  ,  ,   ---)             
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elde ederiz. 

Son terim açıkça sıfırdır ve ikinci terim için 

 (  ,  ,   --)      (  ,  ,   --)      (   ) (   )      (   ) (   ) 

Böylece gerçekten  (  ,     (   ) -)     (  ,   -)      (   ) (   ) tir. 

Açıkça bu üç tekrar extremal elemanlar tarafından oluşur ve       gibi aynı cebiri 

üretir. İki durum öne çıkar: 

 Üç kenarın en az ikisi sıfırdan farklı işaretlere sahip ise 

( (   )     (   )) merkez parametresi  (  ,   -) yi   nin uygun 

bir seçimi ile sıfıra dönüştürebiliriz, bu durum     
 (  ,   -)

 (   ) (   )
 dir. 

 En fazla bir kenar sıfırdan farklı işaret ise,  (   ) varsayalım, ve 

merkez parametresi  (  ,   -) sıfırdan farklıdır, biz bir kenar ile üç  

    ve    (   )  ekstremal üreteçleri için hareket edebiliriz (başka 

bir deyişle  (     (   ) )  Böylece birinci duruma indirgeyebiliriz 

ve böylece merkezi parametre sıfır olduğunda indirgemek her zaman 

mümkündür. 

Şimdi            * + ve      , ler          için ölçek olsun. Bu merkez 

parametresini 0 bırakır ve    (   )       (   ) ve    (   ) için kenar işaretlerini 

değiştirir. Bu   nin bir cisim uzantısının kullanılabileceği anlamına gelir, biz bütün 

kenar işaretlerini -2 için dönüştürebiliriz. 

Yukarıdaki akıl yürütmeden dolayı, sadece dört farklı eses durumda bırakırız, 

üçgende sıfırdan farklı işaretli kenarların sayısı ile ayırt edildi. 

Teorem 4.3.1:   nin üç ekstremal eleman tarafından üretilen bir Lie cebiri olduğunu 

varsayalım. Gerekirse cismi genişlettikten sonra,   merkezi parametresi sıfır olan ve 

sıfırdan farklı kenar parametresi -2 olan üç ekstremal eleman tarafından üretilir. 

Özellikle          ile  (  ,   -)      ektremal elemanları tarafından üretilen bir   

Lie cebirinin bir bölümüdür ve         dir. 

Bu dört durum sıfırdan farklı kenar parametrelerinin sayısına bağlı olarak ayırt 

edilebilir. 

 Dört durum aşağıdaki gibidir. 
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  (   )     (   )     (   )      

    ise    ( )    dir, böylece   çözülebilirdir. 

  (   )       (   )     (   )     : 

Bu durumda   çözülebilir radikalinin boyutu 5 olur 

*  ,   - ,   - ,  ,   -- ,  ,   --+ tarafından gerilir. 

  (   )    (   )          (   )     : 

Bu durumda yine   çözülebilir radikalinin boyutu 5 tir 

 {   
 

 
[  ,   -]    

 

 
[  ,   -] ,   -  ,   - ,   - [  ,   -]}  

ile gerilir. 

  (   )     (   )     (   )      : 

Bu durumda       dir. Örnek olarak;  

  (
   
   
   

),       (
   
   
   

)  ve   (
   
   

      
)  

 

Teorem 4.3.2:        ve   ekstremal elemanları tarafından üretilen metabelyan ve 1. 

durum koşullarını sağlayan Lie cebiri olsun. Bu durumda L nin merkezi 

 ( )  〈,     - ,     - ,     -〉  

dir. 

İspat: 

 ,     -,  ( ) nin elemanıdır. Görelim: 

   ,,     -  -    ,     ,   --  ,  ,   -   - 

        ,   ,    -  - 

       , ,   -     - 

1.durum koşullarından dolayı son ifade sıfırdır. 

,,     -  -  ,,   -   - 

olup 1. durum koşullarından dolayı son ifade sıfırdır. 

 ,,     -  -    ,     ,   --  ,  ,   -  - 

       ,   ,    -  - 

       , ,   -     - 

       , ,   -     - 
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olup ,     -   ( ). 

 

 ,     -,  ( ) nin elemanıdır. Görelim: 

 

,,     -  -  ,,   -   -    

,,     -  -    ,     ,   --  ,  ,   -   - 

       ,   ,    -  - 

       , ,   -     - 

        

 

  ,,     -  -    ,     ,   --  ,  ,   -  - 

       ,   ,    -  - 

      , ,   -     - 

       , ,   -     - 

        

 

 ,     -,  ( ) nin elemanıdır. Görelim: 

 ,,     -  -    ,     ,   --  ,  ,   -   - 

      ,  ,   -   - 

     ,,   -     - 

     ,,   -    - 

       

 

 [,     -  ]  [,   -  ]    

 

 ,,     -  -   ,    ,   --  ,  ,   -  -  

      ,  ,   -  - 

     ,,   -    - 

       

Not 4.3.4: ,     -   ,      -   ,     - 

         ,     -   ,     - 



 

34 
 

                 ,     -   ,     -  ,     -  ,     -  ,     - 

dir. ,     -, ,     - ve ,     - merkezdeki elemanlar türünden yazılır. 

Şimdi bu Lie cebirinin bazı merkezi otomorfizmlerini belirleyelim. 

   *    ,  ,   --         + 

   *         ,  ,   --    + 

   *             ,  ,   -+ 

otomorfizmleri hem merkezi hem de iç otomorfizlerdir. Görelim. 

  , ,   - elemanı tarafından belirlenen iç otomorfizmdir. 

    ,   -( )    [  ,   -]   
[  ,   - ,   -]

 
  ⏟          

  

 

   ,  ,   -- 

     ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  ⏟          

  

 

   ,  ,   -- 

   ,,   -  - 

   ,,   -  - 

                

     ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  ⏟          

  

 

   ,  ,   -- 

   ,,   -  - 

                

dir.  

  , merkezi otomorfizmdir. 
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      ( )    ,  ,   --   ( ) 

      ( )       ( ) 

      ( )       ( ) 

olup        ( )     ( ) 

Benzer şekilde   , ,   - elemanı tarafından belirlenen iç otomorfizmdir. 

     ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  ⏟        

  

 

   ,  ,   -- 

   ,,   -  - 

   ,,   -  - 

                

      ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  ⏟          

  

 

   ,  ,   -- 

     ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  ⏟        

  

 

   ,  ,   -- 

   ,,   -  - 

              

  , merkezi otomorfizmdir. 

      ( )       ( ) 

      ( )    ,  ,   --   ( ) 

      ( )       ( ) 

olup        ( )     ( ). 
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  , ,   - elemanı tarafından belirlenen iç otomorfizmdir. Görelim: 

      ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  ⏟          

  

 

   ,  ,   -- 

   ,,   -  - 

   ,,   -  - 

                

   ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  

⏟            
  

 

   ,  ,   -- 

   ,,   -  - 

                

   ,   -( )    ,  ,   --   
,  ,   - ,   --

 
  

⏟            
  

 

   ,  ,   -- 

  , merkezi otomorfizmdir. 

      ( )       ( ) 

      ( )       ( ) 

      ( )    ,  ,   --   ( ) 

olup        ( )     ( ). 

Lemma 4.3.5:   ,    ve    iç otomorfizmlerinin bileşkesi de iç otomorfizmdir. 

      ,      ,      ,       ,     ,       

      ,       ,       ,       ,       ,        
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bileşkeleri de merkezi otomorfizim olur. 

İspat: 

     ( )    (  ( ))    ( )     ,  ,   -- 

      ( )    (  ( ))      ( )    (   ,  ,   --) 

    ,  ,   -- 

      ( )    ( )    

        ( )    ,  ,   --   ( ) 

        ( )    ,  ,   --   ( ) 

        ( )       ( )  

olup          ( ) dir. 

       ( )    (  (  ( )))    (  ( ))     ( )    ,  ,   -- 

        ( )    (  (  ( )))    (  ( ))    (  ,  ,   --) 

         ,  ,   -- 

      ( )    (  (  ( )))    (  (  ,  ,   --)    (  ,  ,   --) 

   ,  ,   -- 

          ( )    ,  ,   --   ( ) 

          ( )    ,  ,   --   ( ) 

          ( )    ,  ,   --   ( ) 

olup            ( ) dir. 

Diğer bileşkler de benzer şekilde yapılabilir 

Sonuç 4.3.6:     ve   sandwiches elemanları tarafından üretilen metabelyen Lie 

cebirlerinin merkezi 

 ( )  〈,     - ,     - ,     -〉  

olup     ( )  〈        〉 dir. Burada 



 

38 
 

   *    ,  ,   --         + 

   *         ,  ,   --    + 

   *             ,  ,   -+ 

dir. 
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