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Danigman: Prof. Dr. Aydin GEZER

Bu tezde, (1,1)-tipli tensor demet {lizerindeki Sasaki ve Cheeger-Gromoll tipli
metriklerin Levi-Civita konneksiyonlariyla birlesen Vranceanu konneksiyonlari ele
alimmistir. Sasaki tipli metrigin Levi-Civita konneksiyonuyla birlesen Vranceanu
konneksiyonunun baz manifoldun metriginin Levi-Civita konneksiyonuyla c¢akismasi
nedeniyle daha ¢ok Cheeger-Gromoll tipli metrigin Levi-Civita konneksiyonuyla
birlesen Vranceanu konneksiyonuna odaklanilmig ve bu konneksiyonun bazi

diferensiyel geometrik 6zellikleri verilmistir.
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In this thesis, Vranceanu connections associated with the Levi-Civita connections of the
Sasaki type and Cheeger-Gromoll type metrics are considered on (1,1)-type tensor
bundle. Because of coinciding the Vranceanu connection associated with the Levi-
Civita connection of the Sasaki type metric and the horizontal lift of the Levi-Civita
connection of the base manifold’s metric, it is focused especially on the Vranceanu
connection associated with the Levi-Civita connection of the Cheeger-Gromoll type
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2017, 38 pages

Keywords: Tensor bundle, Sasakian metric, Cheeger-Gromoll metric, special

Vranceanu connection.



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu calisma Atatiirk Universitesi Fen Fakiiltesi

Matematik Boliimiinde yapilmistir.

Bu tez konusunu ¢alismami saglayan ve caligmanin yiiriitiillmesinde degerli bilgileri ve
oOnerileri ile beni yonlendirerek destek olan danigsman hocam Saym Prof. Dr. Aydin

GEZER’e en igten sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Tezin hazirlanis siirecinde degerli fikirlerinden yararlandigim Saymn Yrd. Dog. Dr.

Murat ALTUNBAS a tesekkiirii bir borg bilirim.

Hayatimin tiim donemlerinde kendilerinden gérmiis oldugum destek, giiven ve sonsuz

sevgiden dolay1 her zaman yanimda olan aileme goniilden tesekkiir ederim.

Elanur DOGAN
Temmuz - 2017



ICINDEKILER

OZET ...ttt i
ABSTRACT <. i
TESEKKUR .....coctiiitiiiieteiiieiss sttt sttt bttt ii
SIMGELER DIZINI.......cooiiiiiiiiiiirisiisise e v
Lo GIRIS ..ottt 1
2. KURAMSAL TEMELLER ..ot 3
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar..............cccoooiiiiiiiie 3
2.2. Tanjant Vektorler ve Vektor Alanlart .........ccccoovviiiiiiienici e 5
2.3. Kotanjant VeKtOTIET .........cocuiiiiiiiiiiiiie e 8
2.4, TenSOT ALANIATT.......cueiiiiiiieiie e 9
2.5. Lie Parantezi ve Li€ TUICVI ....cccvveiiiiiieiieiiiesie e 13
2.6. Diferensiyellenebilir Manifoldlar Uzerinde Afin Konneksiyon ......................... 15
2.7. Burulma ve EZrilik TensOTIeri........c.cvoiviiiiiiiiiiiiiciccsesee e 16
2.8. Riemann Manifoldu.............cocoviiiiiiiiic 18
3. MATERYAL YONTEM........coooviiiiiiiiniiniieeiesissiesiesie s 23
3.1, (1,1)- Tipli TensOr DEMEL .....c.cceeieiiiiiiiiiesiieieeee et 23
3.2. Tensor Alanlarinin Tensor Demete Liftleri ve y Operatorii........c.coveevviveiiinnnnne 24
3.3. Baz Manifoldun Afin Konneksiyonunun Tensér Demete Yatay Lifti................ 27
3.4. Tensor Demette V Konneksiyonuna Adapte Olmus Cati........ccccceeevieiiinennnnen. 27
4. ARASTIRMA BULGULARI ......cooiiiiiiiiiii e 30
4.1. (1,1)-Tipli Tensor Demette Sasaki Metrigi .......ccccovriiiviiiiiiniiiiciicescseee 30

4.2. (1,1) - tipli tensor demette Cheeger-Gromoll tipli metrigin Levi-Civita

KONNEBKSTYONU .. 31

4.3. (1,1)- Tipli Tensor Demette Ozel Vranceanu Konneksiyonlart......................... 32

5. TARTISMA Ve SONUGC ........oooioeeoeeeeoeeeeeeeeeoeesseeesseeeeseeesseseseseesseeesseesseeaeees 37
KAYNAKLAR ..ttt bttt b sne s 38
(07/€) 510 Y1 - OOY 39



SIMGELER DiZIiNi

.M : M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi
TLH(M) : M manifoldunun (1,1)- tipli tensér demeti
C*(M,R) : M - R seklinde tanimli her mertebeden siirekli tiirevlere sahip olan

fonksiyonlarin kiimesi

F(M) . M {izerindeki C* fonksiyonlarin cebiri
[X,Y] : X ve Y vektor alanlariin Lie ¢arpimlari

Ly : X vektor alani yoniinde Lie tiirev operatorii
Filj : 2. Tiir Christoffel sembolleri (konneksiyon katsayilari)
\Y : Afin konneksiyon

‘v . Afin konneksiyonun demete tam lifti

ty : Bir t tensoriiniin p noktasindaki degeri

" A . A tensor alaninin yatay lifti

VA : A tensor alanmnin dikey lifti

g : Cheeger-Gromoll metrigi

T : Dogal izdiisiim fonksiyonu

R;; i : Egrilik tensoriiniin koordinatlari

R : Reel sayilar kiimesi

Sg : Sasaki metrigi

It (M) : (1,1)-tipli tensorlerin F (M) tizerindeki modiilii



1. GIRIS

“Konneksiyon” fikrinin ortaya ¢ikisi, Christoffel’m 1869 yilindaki Uber die
Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades makalesine
dayanmasina ragmen, matematik¢ilerin bu kavrami tam manasiyla kavrayabilmesi
yaklagik yarim asir sonra gerceklesmistir. Christoffel bu calismasinda, meshur Fl-;-‘
sembollerini ilk kez kullanmig ancak bunlarin bir “konneksiyon” belirttiginin farkina

varamamistir.

Gregorio Ricci-Curbastro, Riemann metriginden elde edilen bu Christoffel
sembollerinin "koordinatsiz" diferansiyel hesap olusturmak i¢in kullanilabilecegini fark
etmistir. Diferansiyel hesabin bu sekilde genisletilmesi, kismi tiirevlerin egrilikli (yani,
Oklid dig1) uzaylarda kovaryant tiirev vasitastyla bir degisikligine izin vermistir. Oklid
uzaymda ise kovaryant tiirev ile kismi tiirev cakigsmaktadir. Ricci, bir koordinat
sisteminde yazilan bir denklemin baska bir koordinat sisteminde gegerli olmasina biiyiik
onem vermistir. Bu koordinat bagimsizlii, diferensiyel hesabin bu sekildeki
genisletilmesinin “mutlak diferensiyel hesap” olarak anilmasina neden olmustur. Mutlak
diferensiyel hesap, bir¢ok yeniligi beraberinde getirmesine ragmen, tamamen bi¢imseldi

ve geometrik yorumlar1 barindirmamaktaydi.

Gelinen bu noktada, 1917 yilina kadar tamamen analitik bir algoritma olarak kalan
“konneksiyon”, kovaryant tiirev olarak matematik¢ilerin oniindeydi. Levi-Civita, bir
Riemann manifoldu tizerindeki paralellik kavramimi 1917°de yayinlattigi Nozione di
parallelismo in una variet'a qualunque e conseguente specificazione geometrica della
curvatura riemanniana adli calismasinda tanimlamustir. Levi-Civita’nin bu makalesinin
Oonemi, kovaryant tiirev hakkinda verdigi geometrik bilgiydi. Buna gore, kovaryant
tiirev, izometrik olarak Oklid uzaymna gémiilii olan bir manifold verildiginde, bir tanjant
vektér boyunca alinan Oklid tiirevinin manifoldun tanjant uzayina izdiisiimii olarak
goriilebiliyordu. Levi Civita’nin kovaryant tiirev operatoriine 0zgli paralellikten

bahsetmesinden kisa bir siire sonra konneksiyon teorisi ger¢ekten dogmustu.



“Konneksiyon” kavrami ilk kez Herman Weyl’in Reine Infinitesimal Geometrie isimli
calismasinda yer almistir. Bu ¢alismanin dglincii bolimiinde Weyl bir afin
konneksiyonu “P noktasindaki bir vektorii, P ye sonsuz yakin olan P’ noktasindaki bir
vektore tasiyan donilisim” olarak belirlemistir. Weyl’in bdyle belirledigi paralel
tasimadaki sart “vektorlerin tiimiiniin P den P’ noktasina transferi bir afin doniisiim
iiretmelidir” seklindedir. Buradaki “afin”den kasit, doniisiimiin dogrusallig1 ve uzaklik
oranlarint korumasina ragmen, acilart ve uzunluklari koruma zorunlulugunun
olmamasidir. Weyl afin konneksiyonun bilesenlerini FJ‘ = I}{‘ olarak belirlemistir.
Doérdiincti bolimde ise Weyl, bir afin konneksiyonun bir metrik manifoldda

tanimlanmis olmasi durumunu g6z Oniline almistir. (Burada Weyl’in kastettigi

giiniimiizde Riemann manifoldu olarak bilinmektedir) (Freeman 2006).

Levi-Civita’nin paralel tasimasiyla kovaryant tiirev operatorii Weyl’in “konneksiyon”
kavramiyla tam olarak uyustugu i¢in, Levi-Civita’nin paralel tasima sistemiyle birlesen

kovaryant tiirev operatorii bugiin Levi-Civita konneksiyonu olarak bilinmektedir.

Levi-Civita konneksiyonu, bir Riemann manifoldu tizerindeki metrigi paralel birakan ve
burulmasiz (yani, Christoffel sembolleri simetrik) olan bir tek afin konneksiyon vardir.
Bu konneksiyon yardimiyla manifold {izerinde eslenik konneksiyon, hemen hemen
carpim konneksiyonu, Schouten-Van Kampen konneksiyonu gibi yeni konneksiyonlar

tanimlanabilir. Bunlardan biri de Vranceanu konneksiyonudur.

Vranceanu konneksiyonu, holonomik olmayan manifoldlar1 ¢aligmak i¢in 1926 yilinda
Vranceanu tarafindan tanimlanmistir. Bu konudaki en kapsamli ¢aligma, Bejancu and

Farran (2006)’1n kitabidir.

Bu tezin amaci ise (1,1)-tipli tensdr demette iyi bilinen Sasaki ve Cheeger-Gromoll
metriklerinin  Levi-Civita konneksiyonlar1 ile birlesen iki farkli Vranceanu
konneksiyonunu tanimlamak ve bu konneksiyonlara gore demetin temel diferensiyel
geometrik Ozelliklerini incelemektir. (Tensoér demetlerin tarihgesi ic¢in Altunbag

(2014)’1n doktora tezine bakilabilir)



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamim 2.1.1: M bir Hausdorff uzay1 olsun. Eger Vp € M i¢in p noktasinin R™ deki
bir agik kiimeye homeomorf olacak sekilde bir U acik komsulugu varsa M ye bir

topolojik manifold veya kisaca manifold ad1 verilir.

Bu durumda boy(R"™) = n oldugundan, manifoldun boyutu n olarak tanimlanir ve
n —boyutlu manifold M,, ile ifade edilir (Sahin 2013).

Tamm 2.1.2: Tanim 2.1.1°de bahsedilen homeomorfizm ¢:U = V = @(U) c R" ise

(U, @) ikilisine bir harita ad1 verilir..

Tamm 2.1.3: x=¢(p) = (x4 x%...,x") ER" olsun. ghR"->R,i=12,...,n
siirekli fonksiyonlar1 g'(x) = x' seklinde verilsin. Bu durumda ¢‘= gioq@:U -
R,i=1,...,n reel degerli fonksiyonlarina p € M noktasinin (U,¢) haritasinin
@'(p) = x' doniisiimiinii  saglayan koordinat fonksiyonlar;, (x%,x2%,...,x") reel
sayilarina ise p € M noktasinin (U, ¢) haritasindaki koordinatlart adi verilir (Suhubi

2008).

Tez boyunca manifoldun lokal koordinatlar ifadesi gegtiginde bu anlagilacaktir.

@ 1:p(U) =V - U ters doniisiimii U kiimesinin bir parametrelemesi adin alir ve

x1,x?%,..., x™ koordinatlarma U nun parametreleri denir.

Tamm 2.1.4: M, n —boyutlu bir manifold olsun. Eger M {izerindeki haritalarin bir ailesi
olan A = {(U,, ¢o): @ € I} kiimesi agagidaki sartlar sagliyorsa A koleksiyonuna M

tizerinde C¥* sinifi bir atlas adi verilir:



(i) {U,} a¢ik kiimelerinin kolleksiyonu M manifoldunun bir agik ortiistidiir.
(ii) (Ua, o) Ve (Ug, pp) gibi iki farkli haritayr goz oniine alahm. U, N Ug # @ olsun.

®q ile @p altindaki goriintiileri genellikle farkli olan bu kiime {izerinde

Pap: (pa(Ua n Uﬁ) - (PB(UO( n Uﬂ)
Ppa = (paﬁ_l: QDﬁ(Ua n Uﬁ) = @9 (Ug N U,B)

dontigiimleri tanimlandigi zaman bu doniisiimlerin k. mertebeye kadar tiirevleri var ve

stireklidir (Suhubi 2008).

Ikinci sarta (Uy, @) Ve (Up, ¢p) haritalarinin C ¥ uzlasmasi sart1 ad1 verilir.

(U @) Ve (Ug, @p) haritalarindaki koordinatlar1 sirastyla (xH) ve (yY) ile ifade
edersek, @qp doniisiimii ayn1 p € M noktasinin birbiri lizerine binen iki harita altinda

goriintiileri olan x Ve y = @45(x) € R™ noktalarinin koordinatlari arasinda

yi=fix);ij=1,...,mx € 9 (Uy N Up) (2.1)

seklinde bir bagintiy1 meydana getirir. Dogal olarak, ¢, ﬁ‘l doniistimii bu bagintinin

tersini ortaya ¢ikarir:

x'=g' )i =1,....my € pg(Uy N Up). (2.2)

(2.1) ve (2.2) bagintilarinin manifoldun U, N Ug agik kiimesi tizerinde bir koordinat
dontisiimiine karsilhik geldigi aciktir. (Ug, o) Ve (Ug, @p) haritalarinin C * uzlasir
olmasi, f! fonksiyonlarinin x/ degiskenlerine gore k. mertebeye kadar tiirevlerinin var
ve siirekli olmasi anlamina gelmektedir. C* smifi bir atlas tiim haritalar1 C* uzlasir olan

bir atlastir. U, N Ug = @ ise bu haritalar uzlagir kabul edilir.



Tamm 2.1.5: ki C* atlas A; ve A, olsun. Eger A; U A, de bir C¥ atlas ise, baska bir
ifadeyle A, deki her harita A, deki her harita ile C* uzlasir ise, bu iki atlasa C* uzlasir
veya denk atlaslar denir (Suhubi 2008).

Atlaslarin C¥ uzlasmasi bir denklik bagintis1 olur ve bu, C* atlaslar kiimesini denklik

siniflarina ayirir.

Tanim 2.1.6: M manifoldu iizerindeki C¥ atlaslarmin bir denklik sinifina bir C* yap1
ad1 verilir. C* yapismin igindeki atlaslarm birlesimi de bu smifin iginde kalmak

zorundadir. Yani her denklik sinifi bir tane en biiylik atlasi ihtiva eder ki bu atlasa

maksimal atlas denir (Suhubi 2008).

Tammm 2.1.7: M manifoldu Tanim 2.1.5’teki gibi bir maksimal atlasa sahipse bu

manifolda C* diferensiyellenebilir manifold ad: verilir.

Eger (2.1) ve (2.2) reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin her mertebeden tiirevi
var ve siirekli ise C* atlas ve C* diferensiyellenebilir manifold elde edilir. C*

diferensiyellenebilir manifoldlara kisaca diizgiin manifoldlar denir (Suhubi 2008).
Bundan sonra biitiin manifoldlar diizgiin kabul edilecektir.

2.2. Tanjant Vektorler ve Vektor Alanlari

M n —boyutlu bir manifold, p € M bir nokta, p noktasindaki diizgiin fonksiyonlarin
kiimesi C”(M,R) ve f € C* (M, R) olarak alinsin. p noktasindaki bir harita (U, ¢) ise

o) = (xt,...,.x™ € R™ denp = ¢~ 1(x%,...,x™) olur.Buradan

y=f®) =fle~'(x"...,.x™) = g(x*,...,x™)

elde edilir. Burada g = f o ¢! olarak tanimlanmustir. Asagidaki gibi yazilan



of o dg
axip'_ axiw(p)

gosterimi kabul edelim. Bazen <L | yerine — |(f) de yazilr. n tane olan ¢' € R
14 14

sayilarini g6z oniine alalim ve

O |
Xp(f) = £ 57 1, €7 (M, )

bi¢iminde tanimlanan X,:C*(M,R) » R lincer fonksiyonunu ele alalim. Bu

fonksiyonu

bigiminde ve bu sekildeki tiim fonksiyonlarin kiimesini de T,M ile gosterelim. T,M

kiimesi tizerinde toplama ve skalerle ¢arpma islemlerini sirasiyla

Xy, + X)) = Xi, () + Xo, (),
(aX,)(f) = aX,(f)

seklinde tanimlanirsa T, M kimesi bu islemlerle beraber R cismi iizerinde bir vektor

uzay1 olur.

Tamm 2.2.1: M manifoldu ve p € M noktasi olsun. Yukarida anlatilan T,M vektor
uzayina M nin p noktasindaki tanjant uzayi, bu uzayin elemanlarina ise M nin p

noktasindaki tanjant vektorleri adi verilir (Salimov ve Magden 2008).



Teorem 2.2.2: : M,n —boyutlu bir manifold, T,,M onun p noktasindaki tanjant uzay1 ve

p nin (U, @) haritasinda koordinatlar1 (x?,...,x™) olsun. Bu durumda T,M vektor

uzayinin bir bazi {(%)p, e (axin)p} dir.

Tanim 2.2.3: Teorem 2.3.2°de gegen {(%)p,..., (a%n)p} bazina M nin p noktasindaki
dogal catis1 adi1 verilir.Genellikle bu baz, karisma tehlikesi olmadigr durumlarda nokta

a

vurgusu yapilmaksizin, Pl 0; yazilimi ile {04, ..., 0, } seklinde gosterilir.

Sonug 2.2.4: M manifoldunun boyutu ile T, M nin boyutu esittir.

Tamm 2.2.5: M,n —boyutlu bir manifold ve T,M onun p noktasindaki tanjant uzayi
olarak verilsin. Bu durumda her p € M noktasina T,M uzayinda bir tanjant vektor

karsilik getiren C* sinifindan bir fonksiyona bir vektor alani ad1 verilir (Sahin 2013).
Boylece M manifoldu iizerinde bir X vektor alam

X:M - U T,M
PEM

seklinde taniml1 bir C* donniisiimdiir. Burada vektor alaninin C* sinifindan olmasi her

f € C”(M,R) i¢in
Xf:M - R, Xf(p) = X, (f)
ile taniml1 fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasidir.

Vektor alanlarinin kiimesi simdilik y(M) ile ifade edilecektir. Bir lokal koordinat

sisteminde bir X vektor alam X = fiF ile ifade edilebilir. g,h € C*(M,R) ve

X,Y € y(M) verildiginde, keyfip € M ve f € C*(M, R) i¢in

d
x



(gX + hY),f = g@)Xpf + h(P)Y,f

seklinde tanimlanirsa X +Y, M {izerinde yeni bir vektdr alani olur. Bu sekilde
tanimlanan toplama ve ¢arpma iglemleri ile birlikte y(M), C* (M, R) halkasi tizerinde

bir modiildiir.
2.3. Kotanjant Vektorler

Tamm 2.3.1: M, n —boyutlu bir manifold f € C*(M,R) olsun. f fonksiyonunun
p € M noktasindaki diferensiyeli

of
df = ﬁzl,dxl

bigiminde tanimlanir.

Eger f,g € C*”(M,R) ise df +dg ifadesi f+ g€ C”(M,R) fonksiyonunun
diferensiyeli ve a € R olmak iizere adf ifadesi de af € C*(M,R) fonksiyonunun
diferensiyeli olur. Buna gore, f € C”(M,R) fonksiyonlarm p noktasindaki

diferensiyelleri R iizerinde T;Muzaymi olusturur. xt € C*(M,R) igin dx'E€ oM
olacag aciktir. %J) € R oldugundan, Vdf € TyM diferensiyeli dx' diferensiyellerinin
lineer birlesimi olur. dx' ler bagimsiz olan x%,i=1,...,n degiskenlerinin

diferensiyelleri oldugundan, lineer bagimsiz olacaktir. Boylece asagidaki teorem

bulunur:

Teorem 2.3.2: M, n —boyutlu bir manifold ve p € M olsun. T; M vektor uzayinm bir

bazi {dx*,dx?,...,dx"} ve dolayisiyla boyTyM = n dir.



T;M uzaymin keyfi dfelemam df(X) = X(f),VX € T,M lineer doniisiimiinii tayin

eder. Bu esitlikte f = x*, X = % alinirsa dxk(%) = &F bulunur. Yani, {dx*} ve

{%} bazlar1 dual bazlardir. Buna gore T; M uzay1 T, M uzaymin duali olur.

Tamm 2.3.3: M bir manifold ve T,M onun p noktasindaki tanjant uzay1 olsun. T, M nin
dual uzayr olan T;M uzayma M nin p noktasindaki kotanjant uzayi, TyM nin

elemanlarina kotanjant vektor (kovektor) adi verilir (Salimov ve Magden 2008).

Tamm 2.3.4: Teorem 2.4.2°de gegen {dx?, dx?,...,dx"} bazina M manifoldunun bir p

noktasindaki kocatis1 ad1 verilir.

Tamim 2.3.5 M manifoldunun her noktasina bir kotanjant vektor karsilik getiren bir C*

fonksiyona 1-form adi verilir.
2.4. Tensor Alanlar1

Tamm 2.4.1: M, n —boyutlu bir manifold ve T,M onun p noktasindaki tanjant uzay:

olsun.

tp:TpM X TpM X...X TpM - R

stane

seklinde taniml1 her bir bilesene gore lineer olan, yani

tp(V1, .. Vicy, QU + bV, Vigq, .., V) = Aty (Vg0 Vo, Uiy Vigs -0, Us) +

bt,(V1,.., Vi1, Vi, Vig1s- -+ Vs)

esitligini saglayan t,, fonksiyonuna p noktasinda s —lineer fonksiyon ad1 verilir.
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T,M X T,M X...XT,M den R ye taniml biitiin s —lineer fonksiyonlarin kiimesi
lizerinde toplama ve skalerle ¢arpma islemleri sirasiyla V(vy,...,v5) € T,M X T,M X

... XTyM ve VA € R igin

(tp T up) (Ve Us) = tp (V.0 Vs) + Up(Ve, ..., Vs),
(Aty) (W4, ..., V5) = Aty (Vq, ..., Vs)

biciminde tanimlanirsa bu kiime R cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olur.

Tamm 2.4.2: Yukarida tanimlanan vektor uzayma T,"M dual uzaylarimn tensérel

capmu adi1 verilir ve Tso(p)(M) =@ T, M=T,MQQT,M ®..QT,"M ile ifade

stane

edilir. Bu kiimenin her bir elemanina s. dereceden kovaryant tensor veya (0,s) —tipli

tensOr adi verilir.

Kovaryant tensor i¢in yapilan tanimda, T, MyerineT, M almarak ve (TyM)*ileT,M nin

izomorf olmasindan faydalanilarak asagidaki tanim yapilabilir:

Tamm 2.4.3: M, n —boyutlu bir manifold ve T,M onun p noktasindaki tanjant uzay:

olsun.

T§ (y (M) =@ T,M = T,M @ T,M ®...Q T,M

rtane

vektor uzayma T, M tanjant uzayinin tensorel garpimi, bu kiimenin her bir elemanina r.

dereceden kontravaryant tensor veya (7, 0) —tipli tensor ad1 verilir.

Tamm 2.4.4: M, n —boyutlu bir manifold ve T,M ile T;M sirastyla M nin p

noktasindaki tanjant ve kotanjant uzay1 olsun.



11

tp:T,;“M X...X T;M XTyM X..XT,M - R

rtane stane

seklinde tanimli her bir bilesene gore lineer olan t, fonksiyonuna (r + s) —lineer

fonksiyon adi verilir.

Bu sekildeki (r + s) —lineer fonksiyonlarin kiimesi, {izerinde tanimlanan toplama ve

carpma islemlerine gore R cismi {lizerinde vektor uzayi olur. Bu vektor uzayr Ty ( p)M ile

gosterilerek asagidaki tanim yazilir:

Tamm 2.4.5: M, n—boyutlu bir manifold ve T,M ile T;M sirasiyla M nin p

noktasindaki tanjant ve kotanjant uzay1 olsun.

Ty (M) = T,M ®..QT,M @ TyM ®...Q TyM

rtane stane

vektor uzayma T,M ve T, M uzaylarinin tensorel ¢arpimi; bu vektor uzaymin her bir
elemanina s. dereceden kovaryant, r. dereceden kontravaryant tensdr veya kisaca

(7, s) —tipli tensor adi verilir.

Iki tensoriin toplanabilmesi igin bu tensorlerin aymi tipli olmasi gerekir. t; Ve t,

(7, s) —tipli iki tensor olsun. Bu tensdrlerin toplami

T T T

1 1 1
(tl + tz)(fy---:f:xly---;xs) = tl(f""'frxl""'xs) + tZ(fr"'Jfrxlr"'JxS)

biciminde tanimlanir.

Iki tensoriin carpilabilmesi icin bu tensdrlerin ayni tipli olmasi gerekmez. t; Ve t,

sirastyla (rq,s1) Ve (ry,s,) —tipli iki tensor olsun. Bu iki tensoriin ¢arpimi (ry + 15,

s; + s,) —tipli bir tensordiir ve bu ¢arpim
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r r+1 r1+1;

1
(tl®t2)(f)"')€) E ryrry S; lxli'"1x51'x51+1""'x51+52):

T ri+1 ritr

tl(’fi' t S;)xli' . ')xsl)tZ( E rrry E 'x51+11' "rxsl+sz)
bicimindedir. Tensor ¢arpimi degismeli degildir.

Tensorler tizerinde yapilan islemlerden biri de kontraksiyondur. Ty , .M tensor uzayi

»

uzerinde

Gl TE 4y (M) = Ty (M)
A G LKy e Ky = CIAC. Ky Kreg, 8L, 857D

ve

CHA) = D AG™ &% 87 X X X )
m

seklinde tanimlanan operatdre kontraksiyon operatorii adi verilir. Bdoylece bir
kontraksiyon operatorii (r,s) —tipli bir tensorii (r — 1,5 — 1) —tipli bir tensore tagsir,

yani kovaryantlik ve kontravaryantlik derecelerini diisiiriir (Sahin 2013).

T} (py(M) tensdr uzayimnin bir bazi

I ...

.....

(ax‘

dir. Burada

| .. ® | X dx11| .. ®dx15|)(dx"1 o, dxkr,

(6xll dxl’ " gxls

— k1 kr ¢j1 Js
=511, 8f 511...515
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dir. Bir t,, tensorti, bu baz cinsinden yazilirsa

t, = A" | ®..09

J1- Js 6x11

| ® dx/t| ®...Q dx’s| ifadesi elde edilir. Burada A},
p p

dxir

d
Toxi1’ " axs

t, nin bu baza gore koordinatlari, yani AEZ = tp(dxil,...,dxir ) dir

(Kiihnel 2005).

Tamm 2.4.6: M manifoldunun her noktasma bir T (M) —tipli tensér karsilik getiren
C” smifindan A doniisimiine (1,1)-tipli bir tensér alami adi verilir (Bishop and
Goldberg 1968).

Bundan sonra, bir M manifoldu iizerindeki bir (1,1)-tipli bir ¢ tensér alan1 t] ile ifade
edilecektir. M manifoldu tizerinde C* siifindan (1,1)-tipli  tensor alanlarinin,
C®smifindan fonksiyonlarin cebiri olan F(M) kiimesi iizerindeki modiilii ise 31 (M) ile
isaretlenecektir. Bu kiime ayn1 zamanda R iizerinde bir vektor uzayidir. 31 (M), I(M)R

uzerinde bir cebir olur.

Tanmim 2.4.7: Vp € M noktasinda A, tensorii simetrik ise A tensor alanina M manifoldu
lizerinde simetrik tensor alam, A, tensorii anti-simetrik ise A tensdr alanina M

manifoldu tizerinde anti-simetrik tensor alanmi ad1 verilir.
2.5. Lie Parantezi ve Lie Tiirevi

Tanmmm 2.5.1: Asagidaki sartlar1 saglayan D:J(M) —» J(M) donistimine J(M)
cebirinin tensor diferensiyellenmesi islemi adi verilir:

1. D sabit katsayilara gore lineerdir, yani a, b € R i¢in D(at + bs) = aDt + bDs dir.
2. D tipi korur, yani T ile DT ayni tipli tensordiir.

3. D(t®s)=DtRs+tQ Ds.

4. D islemi tensorlerin kontraksiyon islemi ile yer degistirebilir (Salimov ve Magden
2008).
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Tanmm 2.5.2: M manifoldunun U agik kiimesi tizerinde tanimli vektor alanlar1 X ve Y

ile f € C* (M, R) fonksiyonu olsun.

[X,Y1(f) = XY (f) = YX(f)

esitligiyle belirli [X,Y] vektor alanina X ve Y vektor alanlarinin Lie parantezi (Lie

carpimi) adi verilir. [X,Y] vektor alaniin d; dogal catisi cinsinden ifadesi

[X,Y]=XY —YX = (X"0;Y/ —Y'9,X)) 0; (2.3)

seklindedir. Ozel olarak X = 9;,Y = d; alinirsa (2.3) ifadesinden

[0;,0;]]=0

oldugu goriiliir. Lie parantezinin asagidaki 6zellikleri vardir:

1. [X,Y+Z]=[XY]+[X Z] (Lineerlik)

2. [X,fY]=X(H)Y +f[X,Y] (Leibniz sart1)

3. [X,Y]=[-Y, X] (Antisimetriklik)
4. [X, [V, Z]]+ 1Y, [Z,X]]+[Z [X, Y]] =0 (Jacobi 6zdesligi)

Tamm 2.5.3: Asagidaki iki sart: saglayan D = Ly, X € 33(M) tensor diferensiyelleme

islemine X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi ad1 verilir:

1. Lyf = Xf,Vf € IY(M),
2. LyY =[X,Y],VX,Y € 33(M).

(2.3) formiiliine gore, LyY nin lokal koordinatlardaki ifadesi
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LyYt=X¥0,Y —Yk0,X
seklindedir. Lie diferensiyellemesi sonucunda elde edilen degere Lie tiirevi ad1 verilir.

Keyfi t € I (M) tensor alani i¢in Lie tiirev formiilii asagidaki gibidir:
S T
il'"iT _ k lllr . k lllr _ i llklr
Lyt 750 = X" 0ty 50 + Z(amx It ks Z(akx QLY
=1 =1

(Salimov ve Magden 2008).
2.6. Diferensiyellenebilir Manifoldlar Uzerinde Afin Konneksiyon
Tamim 2.6.1: M bir manifold olsun. T (M) cebirinin

D =Vy:T(M) > T(M),X € I5(M)
diferensiyelleme islemi Vf, g € C*(M,R),VX,Y € I5(M), Vt € T(M) icin

(1) Vixegrt = fVxt + gVyt,
(i) Vx(ft) = X[f]t + fVxt

sartlar1 saglaniyorsa Vy e X vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirev ad1 verilir.

V:35(M) x IL(M) > I (M) seklinde tanimlanan ddniisiime afin konneksiyon, (M, V)

ciftine afin konneksiyonlu uzay adi verilir (Salimov ve Magden 2008).

Eger t € I35 (M) ise Vxt € I (M) olur. Ayrica Vt € I, (M) dir ve bu
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1 r 1 T
(Vt)(X,f,...,E,Xl,...,XS) = (VXt)(f,...,f,Xl,...,Xs)
formili ile verilir.

Tammm 2.6.2: M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon V ve (U,¢) M nin

2 ...,x™} lokal koordinatlarina sahip bir haritas: olsun. Pl d; gosterimi ile

{x1,x
COO
Vy,0; = I%0, seklinde tanimlanan n3 tane Fl-’j: U — R fonksiyonlarina V

konneksiyonunun katsayilar1 ya da 2. tiir Christoffel sembolleri ad1 verilir.
2.7. Burulma ve Egrilik Tensorleri

Siirekli bir f fonksiyonunun tam diferensiyeli alinarak bir 1-form elde edilebilecegi 2.4.
alt basliktan bilinmektedir. df = 9;fdx" oldugundan df ye koordinatlar1 f; = @;f olan
bir kovektor karsilik gelir. f siirekli oldugundan f i¢in ikinci tlirevler siraya baglh
degildir, yani d;f; = 9;f; dir. f; nin kovektor olmasindan dolay1 bu 6zelliin kovaryant

tiirevler i¢in de gecerli olup olmadig: sorgulanabilir.
Vifi = Vif; = 0;f; — Fjli{fk —0if; + Filjfk = (FiI; - r}'lf)fk = TiI;fk (2.4)
elde edilir.

Tamm 2.7.1: (2.4) denkleminde olusan ve kovaryant indislere goére antisimetrik olan

(1,2) —tipli Ti’j = —T]’f =Tk - l"]'f tensoriine V konneksiyonunun burulma tensorii adi

verilir.

Buradan acgikca goriilmektedir ki ancak T{} tensoriiniin sifir olmasiyla, yani Fi’j = [}’f

olmasiyla , V;f; = V;f; esitligi elde edilebilir. Bu da V konneksiyonunun simetrik
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olmasi anlamima gelmektedir. Burulma tensorii sifir olan uzaylara burulmasiz uzaylar

ad1 verilir.
Burulma tensériiniin invaryant yazilimi X, Y € 3§(M) igin asagidaki gibidir:
T(X,Y) =VyY —VyX — [X,Y],VX,Y € S(M). (2.5)

Skaler bir fonksiyon igin yapilan yukaridaki islemler bir V = V'9; vektérii igin

tekrarlanirsa

Vi (V;iV) = 0, (VD) + T, ViV + TV, Y
= 0, OV + VY + T, (0;V™ + TIVY — TRV, VY
= 05,V + (0k Ty + TV — T ViV + T 0, V! + T 0,V (2.6)

oldugundan

V(v V') = 05 Vi+ (8,T, + TLIM) V! — TRV, Vi +

T 0V + T 0, V" (2.7)

elde edilir. (2.6) esitliginden (2.7) esitliginin ¢ikarilmasiyla

Vk(VjVi) - Vj(VkVi) = (ak jil - ajrlil + Fiinr}'rzl - l-}'inrl?l)vl +

TV, V? (2.8)

esitligi bulunur. Burada (2.8) esitligi
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Vi(V;iVD) = V;(ViVD) = R,V + TV, V! (2.9)

seklinde ifade edilirse R,i( j1 1le gosterilen bir (1,3) —tipli tensér bulunur.

Tamm 2.7.2: (2.9) denkleminde ortaya ¢ikan R} j1 tensoriine V konneksiyonunun egrilik

tensorii ad verilir.
Egrilik tensdriiniin invaryant yazilim X, Y, Z € I§(M) icin asagidaki gibidir:

R(X, Y, Z) == VvaZ - VyVXZ - V[X'y]Z.

Egrilik tensorii ilk iki indise gore antisimetriktir, yani R}, = —R}kl dir.

Burulmasiz uzaylarda, sirasiyla, 1.Bianchi ve Bianchi-Padov 6zdesligi denilen asagidaki

iki esitlik gegerlidir:

V[mRkj]ll = VmRkjll + Vkijll + Vijkll = 0.

2.8. Riemann Manifoldu

Tammm 2.8.1: M manifoldu iizerinde tanimlanan g:3J3(M) X I5(M) - C*(M,R)
bilineer formu i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa g ye Riemann metrigi veya metrik

tensor,(M, g) ikilisine Riemann manifoldu adi verilir:

1. gX,Y)=g9(,X) (simetriklik)
2. gX,X)=0veg(X,X) =02 X=0 (pozitif tanimlilik).
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Yukaridaki tanimda pozitif tanimlilik sarti, ondan daha zayif olan “VY i¢in g(X,Y) =0
olmasi X =0 olmasmi gerektirir” sarti ile degistirilirse (M, g) ikilisine pseudo-
Riemann (yari-Riemann) manifoldu denir. Bu sarta metrigin yozlagmama (non-dejenere
0lma) sart1 denir (Kiihnel 2005).

Metrik tensor lokal koordinatlarda gosterilirse, U = u‘d;,V = v/ d; olmak iizere
g(u,v) = g;;uv’/  yazabiliriz. Burada g;; = g(9;,0;) dir. {dx'},{9;} nin dual baz

oldugundan metrik tensoér g = g;;dx' ® dx’ olarak da ifade edilebilir.

Tammm 2.8.2: (M, g), V afin konneksiyonuna sahip olan bir manifold olsun. Eger

Vg = 0 ise V afin konneksiyonuna, g ye gore metrik konneksiyon adi verilir.

Teorem 2.8.3: (M,g) Riemann manifoldu {iizerinde burulmasiz bir tek metrik

konneksiyon mevcuttur.

Tammm 2.8.4: Teorem 2.8.3’te verilen konneksiyona Levi-Civita veya Riemann

konneksiyonu ad1 verilir.

Teorem 2.8.5: (M,g) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V olsun.

X,Y,Z € I (M) i¢in Koszul formiilii olarak tanimlanan asagidaki esitlik gegerlidir:

29(VxY,2) = X(g(Y,2)) + Y(g(Z,X)) — Z(g(X,Y))

~g(X,[Y, Z]) + g(¥,[Z,X]) + g(Z, [X,Y]). (2.10)

(2.10) denkleminde X = 9;,Y = d;,Z = 0 segilirse
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ZQ(Vai 0j,0x) = 0;(9(9;,0¢)) + 9;(g(x, ;) — 9x(g(9;,0;))
—9(0;,[0;,0«]) + g(9), [0k, 0;]) + g(Or, [0;,0;])

S~———— N——
0 0 0

29([}}} 0n 0x) =0i9jk +0igki — 01 9ij
2T} gnie = 0ijk + 0;Gxi — 0rGij

1
I = zghk(aigjk + 0;9ki — 0 9ij) (2.11)

elde edilir ki bu Fl-f} fonksiyonlarina, V Levi-Civita konneksiyonunun katsayilart adi

verilir.

Tamm 2.8.6: (M,g) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V olsun.
X,Y,Z € I5(M) igin

R(X, Y, Z) = VvaZ - VvaZ - V[X,Y]Z

denklemiyle belirli (1,3) —tipli R tensorine V konneksiyonunun Riemann (veya

Riemann-Christoffel) egrilik tensorii ad verilir.
Tamm 2.8.7: Bir (M, g) Riemann manifoldunun R egrilik tensorii 6zdes olarak sifir

oluyorsa M ye flat (diiz) manifold denir.

V, Levi-Civita konneksiyonu burulmasiz afin konneksiyon oldugundan, burulmasiz afin
konneksiyonun egriligi i¢in gegerli olan tiim 6zellikler Riemann egrilik tensorii i¢in de

gecerli olacaktir.

Herhangi bir afin konneksiyonun egrilik tensoriiniin aksine, Riemann egrilik tensoriiniin

kontravaryant indisi indirilirek kovaryant egrilik tensorii bulunabilir. Yani:

I _ ml .
Riji- = 9™ Rijic.,
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esitligi gecerlidir. Benzer sekilde egrilik tensoriiniin kovaryant indisleri de yiikseltilerek
kontravaryant egrilik tensorli de bulunabilir. Kovaryant egrilik tensoriiniin agagidaki

ozellikleri mevcuttur:

Rijki = —Rjirt, Rijii = —Rijue Rijri = Riaijy
Rijki + Rjky + Ryiji = 0.

Tamm 2.8.8: Egrilik tensorii yardimiyla tanimlanan (0,2) —tipli Rj, = R, jkl tensoriine

Ricci egrilik tensorii adi verilir.

Ricci egrilik tensori simetriktir. Gergekten

- L _ ml — yml —_ ml _ m __
Rix = Rijx = 9" Rijum = 9" Rkmij = 9" Rmkji = Rmkj = Rij

dir.

Tamm 2.8.9: Ricci egrilik tensoriiniin tam kontraksiyonuna skaler egrilik adi verilir ve

r ile ifade edilir. Yani r = g/*R;; dur.

Tamm 2.8.10: (M, g), n —boyutlu Riemann manifoldu, T,M onun p noktasindaki
tanjant uzay1 ve T,M nin 2 —boyutlu alt uzayr P verilsin. P diizlemini geren birim

vektorler X ve Y olmak tizere

JRX, V)Y, X)
gX, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

K(P) =K(X,Y) =

degerine M manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi ad1 verilir.
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Teorem 2.8.11 (Schur Teoremi): n —boyutlu (n > 2) M Riemann manifoldunun
K(P) kesitsel egriligi her P diizlemi i¢in ayni oluyorsa manifoldun her noktasinda

sabittir.

Tanim 2.8.12: Teorem 2.8.11°deki manifoldlara sabit egrilikli manifoldlar ad1 verilir.



23
3. MATERYAL YONTEM

3.1. (1,1)- Tipli Tensor Demet

Tamm 3.1.1: M, n —boyutlu bir manifold ve Tll(p)(M), M nin bir p noktasindaki

(1,1) —tipli tensor uzay1 olsun.

rion = | 1,00

PEM
ile tanimlanan T} (M) kiimesine M manifoldunun (1,1) —tipli tensér demeti ad1 verilir.

Bu tanimdaki M manifolduna demetin baz manifoldu, Tll(p)(M) tensor uzaylarina

demetin fibreleri (lifleri) denir.

Bir P = (p,T) € T,"(M) noktas1 verildiginde P — p orten eslemesi, m: T;*(M) —» M,
n(p,T) =p, T €T} ) (M) seklinde olan bir  dogal izdiistimii belirler. Bu m izdiisiimii,

bir tensor uzayindaki her tensorii bagli bulundugu p noktasina gotiiriir.

T (p) = ©~1({p}) oldugu agiktir.

Tamim 3.1.2: p € M nin U komsulugundaki koordinatlari xJ, T tensoriiniin % Q dx’

bazina gdre koordinatlari x/ = tf ise (x/, t}) = (x/, N=x), j=1,...mj=n+
1,...,n+n?% ] =1,...,n+n? 7 1(U) komsulugunda lokal koordinat sistemi olur. Bu

koordinat sistemine x/ den indirgenmis koordinat sistemi ad1 verilir.

Tamm 3.1.3: T, (M) tensor demetinde lokal gosterimi

a=aijaj®dxi
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olan bir & tensorii olsun. Bu tensoriin tam kontraksiyonu olan 1 ya T;*(M) de bir

fonksiyon denir. 1@ nin lokal gosterimi 1@ = aij t} seklindedir.

3.2. Tensor Alanlarinin Tensor Demete Liftleri ve y Operatorii

Tamm 3.2.1: f, M de bir fonksiyon olmak iizere V' f: T} (M) - R,V f = f o 7 seklinde

tanimli V f fonksiyonuna f nin dikey lifti denir.

V £ dikey lifti, 7=1(p) = T{(p) fibresi boyunca sabittir ve degeri p = m(P) € M olmak
tizere f (p) ye esittir.

Simdi T,;'(M) tensér demetindeki vektor alanlarini belirlemeye calisalm. X €
IA(TL(M)) verildiginde X vektdr alaninin tam olarak belirlenebilmesi igin, onun
T,* (M) deki C* smifindan fonksiyonlar iizerindeki etkisine bakilmalidir. Bunun igin de

asagidaki dnerme kullanilir:

Onerme 3.2.2: X,Y € I3(TL(M)) olsun. Her a € TH(M) i¢in X(@) = Y (1) ise
X = Y dir (Cengiz and Salimov 2002).

Tamim 3.2.3: « € T (M) ve A € T{ (M) olsun. Bu durumda
VAQa) = a(A) et =V (a(4))

sartin1 saglayan Y A € (T (M)) vektor alanina A tensér alanmin Ti(M) tensor

demetine dikey lifti ad1 verilir (Ledger and Yano 1967).

TL(M) nin (x/, x7) koordinatlarina gére ¥ A vektdr alaniin bilesenleri
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VA 0
seklindedir.

Tamm 3.2.4: V, M iizerinde bir afin konneksiyon ve Vy, X € I3(M) vektor alanma

gore kovaryant tiirev operatdrii olsun. Bu durumda a € T{ (M) igin

HX(a) =1(Vya)

sartin1 saglayan X € J3(T{(M)) vektdr alanma X vektdér alaninm T (M) tensor

demetine yatay lifti denir (Magden and Salimov 2001).

TE(M) nin (x/, x7) koordinatlarina gore ¥ X vektdr alaninin bilesenleri

Hy = y i +m myi
XO(—Timt™ + Tth) 3.2)
seklindedir.

Tamm 3.2.5: Ly, V € I3(M) vektor alanmna gore Lie tiirev operatorii olsun. Bu

durumda a € T(M) igin
CVQa) =1(Lya)

sartin1 saglayan ¢V vektor alanina V vektdr alaninm T (M) tensér demetine tam lifti

ad1 verilir (Ledger and Yano 1967).

TL(M) nin (x/, x7) koordinatlarma gore ¢ V vektdr alaninin bilesenleri

]
C V = <th F) Vi _ ti avm> (3 3)
j Ym mvYj )

seklindedir.
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Tammm 3.2.6: Lokal koordinatlarla ifadesi (p=<p;%®dxj olan ¢ € J1(M)
tensoriinii géz oniine alalim. T{(M) tensdér demetinin bir 7~ 1(U) komsulugunda

(x/, x7) koordinatlarmna gore

T
9
Yo = (2 t,-’”<p#l)—7,
o=t Ox

T
_ . 9]
Vo = (Z ) ==
= 0x
seklinde tanimlanan operatore y operatorti adi verilir (Cengiz and Salimov 2002).

(3.3)’ten, y¢ nin T (M) tensér demetinde bir dikey vektor alan1 oldugu goriiliir. Bu y¢
vektor alanma ¢ € J1(M) tensoriiniin Ty (M) tensér demetine dikey vektdr lifti ad

verilir.

y operatdriiniin yardimiyla, T{ (M) tensor demetindeki vektor alanlarinin Lie carpimlart

asagidaki teoremle verilir:

Teorem 3.2.7: M burulmasiz V afin konneksiyonuna sahip bir manifold ve T} (M), M
nin (1,1) —tipli tensdér demeti olsun. X,Y € J5(M) ve A, B € I1(M) igin asagidaki

esitlikler gecerlidir:

[ X,7Y]="[X,Y] + (7 —v)RX,Y),
[7 X,V A] =V (VxA), (3.4)
[V4,VB] =o.

Burada R(X,Y), M nin V konneksiyonunun egrilik tensoriidiir.(Salimov and Gezer
2011)
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3.3. Baz Manifoldun Afin Konneksiyonunun Tensor Demete Yatay Lifti
Tamm 3.3.1: M V afin konneksiyonuna sahip bir manifold olsun. Asagidaki sartlar
saglayan T§(M) —tipli tensér demetinde tanimli ¥V konneksiyonuna V afin
konneksiyonunun yatay lifti denir:
Hvu JY =H(VyY), 7V Y A=V (V44), (3,9)
Byy AY=0,7Vv,VB=0.
Burada X, Y € IL(M) ve 4, B € I1(M) dir (Kopuzlu and Salimov 1999).

3.4. Tensor Demette V Konneksiyonuna Adapte Olmus Cati

M nin burulmasiz V afin konneksiyonu ile T{(M) nin her m~*(U) koordinat

komsulugunda yeni bir ¢at1 tammlayabiliriz. Her bir U(x") € M haritasinda

a h a ~1 .
X(]) :@: 6] WEJO(M)'] =1,...,n

AD =0, @ dx) = 61610, @ dx" e L (M),j =n+1,...,n +n?

secilirse, (3.3) ve (3.4)’ten bu vektdr alanlarmin TE(M) deki axiH = {%,%} dogal
X

catisina gore lokal gosterimleri

vV AD) = sks) o-
Y 3.6
H Xy = 810y + (~Tftl + TRtE) 05 (3.6)

olarak bulunur. Burada (Sij Kronecker deltasidir. Bu n + n? tane vektor alani lineer

bagimsizdir ve sirastyla T{ (M) nin dikey dagilimi ile V nin yatay dagilimmi gerer.



28

Boylece {* X(j), v AD)3, TI (M) igin bir cati olur ve bu kiimeye 7~ 1(U) c TE(M) de

tamiml1 V afin konneksiyonuna adapte olmus ¢at1 ad1 verilir (Salimov et al. 2009).

ey = "Xy e G = v A0) gosterimi kabul edilerek, adapte olmus cat1 {eg} = {e;, e;}

seklinde yazilir. Buradaki g indisleri 1 ile n + n? arasinda degismektedir.

(3.6) esitliklerinden

i ch
Hy XJSJ_-
—XI (=T th + THtH)
61-’1 (3.7)
= Xf< ) Xlecn,
_l-}k + thk 6))
2= () = (starss)
l (3.8)
A] (611(6;1) A]eU)

elde edilir. Boylece ¥ Ave’ X vektdr alanlarmim {eg} adapte olmus catisina gore

koordinatlar sirasiyla

Va=(YaF)= (: Ai) _ (2111> (3.9)

Al J

ij ;
Hy _ HyB — <HX7> _ (gff> (3.10)

olarak bulunur. Burada A]i- , Anm; X/ de X in M deki lokal koordinatlaridir (Salimov et
al. 2009).

Lemma 3.4.1: T} (M) nin adapte olmus catisinin Lie carpimlar asagidakileri saglar:
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[Ey, Ej] = (&5 Ryjr* — 67 Ryjs V) EF,
[El»Ej] = (Sﬂrzlf - 5¥F11Z)E?:
[Ei’ Ej] = 0.

Burada R;;.° ile Mmanifoldunun *V afin konneksiyonunun egrilik tensoriiniin

bilesenleri gosterilmektedir.

Onerme 3.4.2. T} (M) iizerinde tamiml olan ¥ V yatay lift konneksiyonunun adapte

olunmus catiya gore sifirdan farkli bilesenleri asagidaki gibidir:

Hypr _pr Hpr —vsl J sv



30

4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimdeki bulgular (Altunbas et al. 2016) ¢alismasinda yaymlanmuistir.

4.1. (1,1) —Tipli Tensor Demette Sasaki Metrigi

Tamm 4.1.1: (M, g) bir Riemann manifoldu ve T}(M) onun (1,1) —tipli tensér demeti
olsun. VP € M igin m~1(P) = T{(P) tensoér uzaymnda g skaler garpiminin G ile
gosterilen genislemesi G(4,B) = g;rg’ lA]i-Bf seklinde tanimlanir. Burada A,B €
T (M)dir.

Tamm 4.1.2: A, B € J1(M)ve X, Y € I5(M) olmak iizere T (M) de Sasaki metrigi

S g asagidaki gibi tanimlanir:

Sg("A,"B) =" (G(AB)), (4.1)
Sg("AMY) =0, (4.2)
Sg("X,"Y) =gX,Y). (4.3)

(4.1)-(4.3) esitlikleriyle (3.9) ve (3.10) esitliklerinin (1,1) —tipli tensor demetteki

yazilimlart kullamlarak, S g metriginin ve tersinin {e,} adapte olmus catismma goére

bilesenleri
CDi (Sg)-zl lgvl 0 l _
T 9Dpy = "= W=t 44
CO0r =gy o Tlo gu?]™ 7" 4
Sgyit (Sqg)it o - .
om0 O e

seklinde bulunur. Bdylece S g metriginin Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari ile

ilgili olarak asagidaki teorem yazilabilir:
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Teorem 4.1.3: (M, g), bir Riemann manifoldu ve (T1(M),S g) onun Sasaki metrikli

(1,1) —tipli tensdr demeti olsun. Bu durumda, T(M) nin Levi- Civita konneksiyonu

olan V asagidaki denklemleri saglar:

~ 1 1

Vi Ej = TE, + (S Ry °t§ — S Ryjs 67} Ex,

~ 1 ;T 1 . . .

Ve,Ej = (5 9iaR® | t§ — 9" Ris"3}E, + {1}6] — T}.67}EF,
~ 1 1 r 1

inEj = {Eng_s_j ty — Egletsjrtg}Er,

WEiE7 = 0.

(4.6)

Burada R,Sljlr = g* g R, dir (Salimov and Gezer 2011).

4.2. (1,1)-tipli tensor demette Cheeger-Gromoll tipli metrigin Levi-Civita

konneksiyonu

Tamm 4.2.1: A, B € I}(M)ve X, Y € J}5(M) olmak iizere Cheeger-Gromoll tipli
metrik CGg asagidaki gibi tanimlanir:

Cg(PxHY) =" (g(X,Y)),
CGg( VA,H Y) — 0’
C6g(VAYB) =V (aG(A,B) + bG(t,A)G(t, B)) (4,7)

Burada, a ve b a > 0 and a + bt > 0 sartlarm1 saglayan 7 = [|t2|| = g;rg’'t/t} nun

diizgiin fonksiyonlaridir.

Bu metrigin ve tersinin adapte olmus ¢atiya gore bilesenleri

S (GO0 RN 0Ny
NG (“°9) ;1 0 agig’ +bt]t;

. - L
(C6g) BY = <(CG9) o (*g) ﬂ) 9’ 1 0 ;i

o Zgitg,——————tiet
ag g]l l

(Tt (gt
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seklindedir. Burada f{ = g/" gtk dur.

Teorem 4.2.2: (M, g), bir Riemann manifoldu ve (T{ (M), “¢ g) onun Sasaki metrikli
(1,1) —tipli tensér demeti olsun. Bu durumda, T{(M) nin Levi- Civita konneksiyonu

olan V asagidaki denklemleri saglar:

— 1 1
Vg, Ej = TE, + {ERU—TSt;’ - Elesvt}S}EF'

—~ a P T a . : :

Vg 5 = {EgiaR.S_Jl tg — EgjbRisthzS;}Er +{I};6] — T8} E,
a
2

~ h, U , y

VpE;=1 (ttaﬂai" + t{éﬁag’) + MgY g, t? + Nt ¢2. (4.8)

—~ a L T
Vg Ej = {EgtaR-s-j ts 9" Resj 3} Ey,

Bu metrikle ilgili daha fazla bilgi igin (Peyghan et al. 2013) calismasina bakilabilir.

4.3. (1,1) - Tipli Tensor Demette Ozel Vranceanu Konneksiyonlari

Tammm 4.3.1: V, T (M) iizerinde keyfi bir afin konneksiyon olsun. X ve Y, T{(M)de

iki vektor alani olmak tizere

VeV = HVy3HY + VY, 5VY + H[VX, HY] + V[HX, VY]

seklinde tanimli konneksiyona konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonu

denir.

V konneksiyonunun Katsayilari f‘LR] ile gosterilirse V ile birlesen Vranceanu

konneksiyonunun sifirdan farkli bilesenleri

—r -~ —T = =
Ly =1, T =Ty =L (4.9)
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olarak bulunur.

Simdi V konneksiyonu yerine Sasaki ve Cheeger-Gromoll tipli metriklerin Levi-Civita

konneksiyonlari alinarak, sirastyla *V ve “°7 konneksiyonlari elde edilecektir.

(4.6) ve (4.8) denklemlerinin (4.9)’da yerine yazilmasiyla, bu konneksiyonlarin

katsayilari sirasiyla
T = 1y, 5T = hv6) = IloY; (410
Ty = I, Ty = 78] ~ 16,
CTF = L(EL8]67 + T/ 587) + Mgl g,it? + NtlE/ ey, (4.11)

olarak bulunur. (4.10) denklemi ve Onerme 3.4.2’den asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.3.2: T} (M) iizerindeki Sasaki metrigiyle birlesen Vranceanu konneksiyonu

7 ile yatay lift konneksiyonu "V ¢akisur.

Yukaridaki teoremden dolay1, bundan sonraki arastirmalar Cheeger-Gromoll metriginin

Levi-Civita konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonu iizerine olacaktir.

Onerme 4.3.3: (M, g), Riemann manifoldu ve (T(M),“¢ V) manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonuna

sahip (1,1)-tipli tensér demeti olsun. ¢ V nin simetrik olmas1 igin gerek ve yeter sart

(M, g)nin lokal flat olmasidir.

ispat: €€ V nin burulma tensérii ¢ T, €6 T(X,¥) = €6 V3V — €6 VX — [X, Y]denklemi

ile bulunur. (4.11) esitlikleri kullanilirsa °© T nin tensdriiniin {Eg}adapte olmus catisina
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—T —r r
gore sifirdan farkli bilesenleri ¢ Ty = —Ry;,.°t7 + Ryjs t8, “C Ty, = %(gtaRlsllj td —

g”’RtSjrtg) olarak bulunur. Bu esitliklerdeki tiim terimler baz manifoldun egrilik

tensoriine bagl oldugu icin ispat tamamlanur.

Bir V konneksiyonunun €¢ g metrigine gore metrik konneksiyonu olmast igin gerek ve

yeter sart

ca g(V}?Y'Z) = 6 g(v)??lz) +%(CG g(CG T(X' Y)rZ) — ¢ g(CG T(?,Z),X)
_CGg(CG T(Z'X)' Y))

esitliginin saglanmasidir. (4.8), (4.11) ve Onerme 4.3.3 ile asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.3.4: (M, g) Riemann manifoldu ve (TL(M),c¢ g) manifoldun, Cheeger-
Gromoll metrigine sahip (1,1)-tipli tensér demeti olsun. Bu durumda €6V

konneksiyonu, burulma tensérii Onerme 4.3.3’teki gibi olan tek metric konneksiyondur.

Onerme 4.4.4: (M, g) Riemann manifoldu ve (T{(M),%¢ V) manifoldun, Cheeger-
Gromoll metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonuna
sahip (1,1)-tipli tensér demeti olsun. ¢¢V konneksiyonunun egrilik tensdriiniin

tensortintin {Eg} adapte olmus ¢atisina gore sifirdan farkl bilesenleri asagidaki gibidir:

- T
CcG — r
lej - lej ’

CGﬁ _'? =R

mlj mli

=J
- leﬁtg)ti )

. . .1 ,
"8} = Ry 8 + M(giiR® t& — g™ Riisti)t? + LRt}

mlir

—_ T . . . .
CGRm} = F, (§1t] 8L.87 — £t 878%) + F2(9™ 95i 8487 — gY g 87'8%) +
F3(gY gutitt? — g™ gnitit?),

olarak bulunur. Burada F;: = 2L' — L> — N(1 — L1),
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Fp:=L—-—M(1+Lt) ve
F; =2M' + M? — N(1 — t™) dur.

ispat: ¢ V konneksiyonunun egrilik tensérii

CCR(X,V)Z =CCVzC0VZ —COVCEVRZ — Vg Z esitligi ile bulunur.

X=(EnEm),Y = (El, EZ)'X = (Ej, E;) alinir ve (4.11) esitlikleri kullanilirsa istenen

elde edilir.

— — — 1)
€6V konneksiyonunun Ricci tensorii °¢ Ryp = ¢ Rgap esitligi ile bulunur. Yukaridaki

onerme goz Oniline alinirak asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 4.4.5: (M, g) Riemann manifoldu ve (T{(M),€¢ V) manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonuna
sahip (1,1)-tipli tensér demeti olsun. ¢V konneksiyonunun Ricci tensriiniin {Eg}

adapte olmus catisina gore sifirdan farkli bilesenleri asagidaki gibidir:

“Rij = Ry,

_ —j—l .
c6 Ry = ((1— n®)F; — F)tite + (1 —n®)F, + tF3)gY gy;.

Sonu¢ 4.4.6: €€V, konneksiyonunun Ricci tensdriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve
yeter sart (1 — n?)F; — F; = 0 olmasidur.

€67 — CG

€6V konneksiyonunun skaler egriligi g% Ryp esitligi ile bulunur.

Boylece asagidaki 6nerme elde edilir.



36

Onerme 4.4.7. (M,g) Riemann manifoldu ve (T{(M),%¢ V) manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonuna
sahip (1,1)-tipli tensér demeti olsun. €€ V konneksiyonunun skaler egriligi asagidaki

esitligi saglar:

o= T b(trt? 5
=r+4(~————(1—-n?)F, —F
rErt G T sar TR

+n2 br 1 —n?)F, + 1F

(a a(a+b1')( O, + k.

Burada r ile (M, g) nin skaler egriligi gosterilmektedir.



37

5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde, (1,1)-tipli tensoér demette, daha Onceden iyi bilinen Sasaki ve Cheeger-
Gromoll tipli metriklerin Levi-Civita konneksiyonlarindan yararlanilarak iki farkli
Vranceanu konneksiyonu tanimlanmistir. Sasaki metriginin Levi-Civita konneksiyonu
ile birlesen Vranceanu konneksiyonunun, baz manifoldun metriginin Levi-Civita
konneksiyonunun yatay lifti ile c¢akistifi gosterilmistir. Yatay lift konneksiyonun
ozellikleri 6nceden arastirildigindan daha ¢ok Cheeger-Gromoll metriginin Levi-Civita
konneksiyonu ile birlesen Vranceanu konneksiyonu ile ilgilenilmistir. Bu
konneksiyonun katsayilar1 hesaplandiktan sonra bunlara bagli olarak, burulma tensorii,

egrilik tensori, Ricci tensorii ve skaler egriligi hesaplanmustir.
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