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Bu tezde, (1,1)-tipli tensör demet üzerindeki Sasaki ve Cheeger-Gromoll tipli 

metriklerin Levi-Civita konneksiyonlarıyla birleĢen Vranceanu konneksiyonları ele 

alınmıĢtır. Sasaki tipli metriğin Levi-Civita konneksiyonuyla birleĢen Vranceanu 

konneksiyonunun baz manifoldun metriğinin Levi-Civita konneksiyonuyla çakıĢması 

nedeniyle daha çok Cheeger-Gromoll tipli metriğin Levi-Civita konneksiyonuyla 
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SĠMGELER DĠZĠNĠ 

             :   manifoldunun   noktasındaki tanjant uzayı 

  
     :   manifoldunun (1,1)- tipli tensör demeti 

        :     Ģeklinde tanımlı her mertebeden sürekli türevlere sahip olan 

fonksiyonların kümesi 

     :   üzerindeki   
 fonksiyonların cebiri 

      :   ve   vektör alanlarının Lie çarpımları 

   :   vektör alanı yönünde Lie türev operatörü  

   
  : 2. Tür Christoffel sembolleri (konneksiyon katsayıları) 

  : Afin konneksiyon 

  
   : Afin konneksiyonun demete tam lifti 

 
   : Bir   tensörünün   noktasındaki değeri 

  
              :   tensör alanının yatay lifti 

  
              :   tensör alanının dikey lifti 

  
    : Cheeger-Gromoll metriği 

  : Doğal izdüĢüm fonksiyonu 

    
  : Eğrilik tensörünün koordinatları 

  : Reel sayılar kümesi 

  
   : Sasaki metriği 

  
     : (1,1)-tipli tensörlerin

 
     üzerindeki modülü  
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1. GĠRĠġ 

“Konneksiyon” fikrinin ortaya çıkıĢı, Christoffel’ın 1869 yılındaki Uber die 

Transformation der homogenen Differentialausdrücke zweiten Grades makalesine 

dayanmasına rağmen, matematikçilerin bu kavramı tam manasıyla kavrayabilmesi 

yaklaĢık yarım asır sonra gerçekleĢmiĢtir. Christoffel bu çalıĢmasında, meĢhur    
  

sembollerini ilk kez kullanmıĢ ancak bunların bir “konneksiyon” belirttiğinin farkına 

varamamıĢtır.  

 

Gregorio Ricci-Curbastro, Riemann metriğinden elde edilen bu Christoffel 

sembollerinin "koordinatsız" diferansiyel hesap oluĢturmak için kullanılabileceğini fark 

etmiĢtir. Diferansiyel hesabın bu Ģekilde geniĢletilmesi, kısmî türevlerin eğrilikli (yani, 

Öklid dıĢı) uzaylarda kovaryant türev vasıtasıyla bir değiĢikliğine izin vermiĢtir. Öklid 

uzayında ise kovaryant türev ile kısmî türev çakıĢmaktadır. Ricci, bir koordinat 

sisteminde yazılan bir denklemin baĢka bir koordinat sisteminde geçerli olmasına büyük 

önem vermiĢtir. Bu koordinat bağımsızlığı, diferensiyel hesabın bu Ģekildeki 

geniĢletilmesinin “mutlak diferensiyel hesap” olarak anılmasına neden olmuĢtur. Mutlak 

diferensiyel hesap, birçok yeniliği beraberinde getirmesine rağmen, tamamen biçimseldi 

ve geometrik yorumları barındırmamaktaydı.  

 

Gelinen bu noktada, 1917 yılına kadar tamamen analitik bir algoritma olarak kalan 

“konneksiyon”, kovaryant türev olarak matematikçilerin önündeydi. Levi-Civita, bir 

Riemann manifoldu üzerindeki paralellik kavramını 1917’de yayınlattığı Nozione di 

parallelismo in una variet`a qualunque e conseguente specificazione geometrica della 

curvatura riemanniana adlı çalıĢmasında tanımlamıĢtır. Levi-Civita’nın bu makalesinin 

önemi, kovaryant türev hakkında verdiği geometrik bilgiydi. Buna göre, kovaryant 

türev, izometrik olarak Öklid uzayına gömülü olan bir manifold verildiğinde, bir tanjant 

vektör boyunca alınan Öklid türevinin manifoldun tanjant uzayına izdüĢümü olarak 

görülebiliyordu. Levi Civita’nın kovaryant türev operatörüne özgü paralellikten 

bahsetmesinden kısa bir süre sonra konneksiyon teorisi gerçekten doğmuĢtu. 
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“Konneksiyon” kavramı ilk kez Herman Weyl’in Reine Infinitesimal Geometrie isimli 

çalıĢmasında yer almıĢtır. Bu çalıĢmanın üçüncü bölümünde Weyl bir afin 

konneksiyonu “  noktasındaki bir vektörü,   ye sonsuz yakın olan    noktasındaki bir 

vektöre taĢıyan dönüĢüm” olarak belirlemiĢtir. Weyl’in böyle belirlediği paralel 

taĢımadaki Ģart “vektörlerin tümünün   den    noktasına transferi bir afin dönüĢüm 

üretmelidir” Ģeklindedir. Buradaki “afin”den kasıt, dönüĢümün doğrusallığı ve uzaklık 

oranlarını korumasına rağmen, açıları ve uzunlukları koruma zorunluluğunun 

olmamasıdır. Weyl afin konneksiyonun bileĢenlerini    
     

  olarak belirlemiĢtir.  

Dördüncü bölümde ise Weyl, bir afin konneksiyonun bir metrik manifoldda 

tanımlanmıĢ olması durumunu göz önüne almıĢtır. (Burada Weyl’in kastettiği 

günümüzde Riemann manifoldu olarak bilinmektedir) (Freeman 2006). 

 

Levi-Civita’nın paralel taĢımasıyla kovaryant türev operatörü Weyl’in “konneksiyon” 

kavramıyla tam olarak uyuĢtuğu için, Levi-Civita’nın paralel taĢıma sistemiyle birleĢen 

kovaryant türev operatörü bugün Levi-Civita konneksiyonu olarak bilinmektedir. 

 

Levi-Civita konneksiyonu, bir Riemann manifoldu üzerindeki metriği paralel bırakan ve 

burulmasız (yani, Christoffel sembolleri simetrik) olan bir tek afin konneksiyon vardır. 

Bu konneksiyon yardımıyla manifold üzerinde eĢlenik konneksiyon, hemen hemen 

çarpım konneksiyonu, Schouten-Van Kampen konneksiyonu gibi yeni  konneksiyonlar 

tanımlanabilir. Bunlardan biri de Vranceanu konneksiyonudur.   

 

Vranceanu konneksiyonu, holonomik olmayan manifoldları çalıĢmak için 1926 yılında 

Vranceanu tarafından tanımlanmıĢtır. Bu konudaki en kapsamlı çalıĢma, Bejancu and 

Farran (2006)’ın kitabıdır. 

 

Bu tezin amacı ise (1,1)-tipli tensör demette iyi bilinen Sasaki ve Cheeger-Gromoll 

metriklerinin Levi-Civita konneksiyonları ile birleĢen iki farklı Vranceanu 

konneksiyonunu tanımlamak ve bu konneksiyonlara göre demetin temel diferensiyel 

geometrik özelliklerini incelemektir. (Tensör demetlerin tarihçesi için AltunbaĢ 

(2014)’ın doktora tezine bakılabilir) 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1:   bir Hausdorff uzayı olsun. Eğer       için     noktasının   
 deki 

bir açık kümeye homeomorf olacak Ģekilde bir   açık komĢuluğu varsa   ye bir 

topolojik manifold veya kısaca manifold adı verilir.  

Bu durumda           olduğundan, manifoldun boyutu   olarak tanımlanır ve 

  boyutlu manifold    
ile ifade edilir (ġahin 2013). 

Tanım 2.1.2: Tanım 2.1.1’de bahsedilen homeomorfizm              
 ise 

      ikilisine bir harita adı verilir.. 

Tanım 2.1.3:                          olsun.                     

sürekli fonksiyonları           Ģeklinde verilsin. Bu durumda           

            reel değerli fonksiyonlarına     noktasının       haritasının 

         dönüĢümünü sağlayan koordinat fonksiyonları,                reel 

sayılarına ise     noktasının       haritasındaki koordinatları adı verilir (ġuhubi 

2008).  

Tez boyunca manifoldun lokal koordinatları ifadesi geçtiğinde  bu anlaĢılacaktır. 

             ters dönüĢümü   kümesinin bir parametrelemesi adını alır ve 

             koordinatlarına   nun parametreleri denir.  

Tanım 2.1.4:      boyutlu bir manifold olsun. Eğer   üzerindeki haritaların bir ailesi 

olan   {           } kümesi  aĢağıdaki Ģartlar sağlıyorsa   koleksiyonuna   

üzerinde    sınıfı bir atlas adı verilir: 
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(i) {  }
 
açık kümelerinin kolleksiyonu   manifoldunun bir açık örtüsüdür.          

(ii)        
 
ve        

 
gibi iki farklı haritayı göz önüne alalım.         olsun. 

   ile    altındaki görüntüleri genellikle farklı olan bu küme üzerinde    

                       

       
                      

 

dönüĢümleri tanımlandığı zaman bu dönüĢümlerin k. mertebeye kadar türevleri var ve 

süreklidir (ġuhubi 2008). 

Ġkinci Ģarta        
 
ve        

 
haritalarının    uzlaĢması Ģartı adı verilir.  

       
 

ve        
 

haritalarındaki koordinatları sırasıyla      ve      ile ifade 

edersek,     dönüĢümü aynı     noktasının birbiri üzerine binen iki harita altında 

görüntüleri olan   ve            

 
noktalarının koordinatları arasında 

 

                                           (2.1)  

Ģeklinde bir bağıntıyı meydana getirir. Doğal olarak,    
  

 
dönüĢümü bu bağıntının 

tersini ortaya çıkarır:                                                                                                         

  

 

                                          .   (2.2) 

 

(2.1) ve (2.2) bağıntılarının manifoldun       açık kümesi üzerinde bir koordinat 

dönüĢümüne karĢılık geldiği açıktır.        
 

ve        
 

haritalarının   
 uzlaĢır 

olması,    fonksiyonlarının   
 değiĢkenlerine göre  . mertebeye kadar türevlerinin var 

ve sürekli olması anlamına gelmektedir.    sınıfı bir atlas tüm haritaları   
 uzlaĢır olan 

bir atlastır.         ise bu haritalar uzlaĢır kabul edilir. 
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Tanım 2.1.5: Ġki    atlas    ve    olsun. Eğer       de bir   
 atlas ise, baĢka bir 

ifadeyle    deki her harita    deki her harita ile    uzlaĢır ise, bu iki atlasa     uzlaĢır 

veya denk atlaslar denir (ġuhubi 2008). 

Atlasların    uzlaĢması bir denklik bağıntısı olur ve bu,    atlaslar kümesini denklik 

sınıflarına ayırır.  

Tanım 2.1.6:   manifoldu üzerindeki    atlaslarının bir denklik sınıfına bir    yapı 

adı verilir.    yapısının içindeki atlasların birleĢimi de bu sınıfın içinde kalmak 

zorundadır. Yani her denklik sınıfı bir tane en büyük atlası ihtiva eder ki bu atlasa 

maksimal atlas denir (ġuhubi 2008).  

Tanım 2.1.7:   manifoldu Tanım 2.1.5’teki gibi bir maksimal atlasa sahipse bu 

manifolda   
 diferensiyellenebilir manifold adı verilir.  

Eğer (2.1) ve (2.2) reel değiĢkenli ve reel değerli fonksiyonların her mertebeden türevi 

var ve sürekli ise    atlas ve    diferensiyellenebilir manifold elde edilir.    

diferensiyellenebilir manifoldlara kısaca düzgün manifoldlar denir (ġuhubi 2008). 

Bundan sonra bütün manifoldlar düzgün kabul edilecektir.  

2.2. Tanjant Vektörler ve Vektör Alanları  

    boyutlu bir manifold,     bir nokta,   noktasındaki düzgün fonksiyonların 

kümesi         ve           olarak alınsın.   noktasındaki bir harita       ise 

                     den                  olur.Buradan  

                                      

elde edilir. Burada          olarak tanımlanmıĢtır. AĢağıdaki gibi yazılan  
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gösterimi kabul edelim. Bazen 
  

    
 
 yerine 

 

    
 
    de yazılır.   tane olan      

sayılarını göz önüne alalım ve  

        
  

   
 
 
         

biçiminde tanımlanan              lineer fonksiyonunu ele alalım. Bu 

fonksiyonu 

     
 

   
 
 
 

biçiminde ve bu Ģekildeki tüm fonksiyonların kümesini de     ile gösterelim.     

kümesi üzerinde toplama ve skalerle çarpma iĢlemlerini sırasıyla  

    
    

        
       

    

                          
 

Ģeklinde tanımlanırsa     kümesi bu iĢlemlerle beraber   cismi üzerinde bir vektör 

uzayı olur.   

Tanım 2.2.1:   manifoldu ve     noktası olsun. Yukarıda anlatılan     vektör 

uzayına   nin   noktasındaki tanjant uzayı, bu uzayın elemanlarına ise   nin   

noktasındaki tanjant vektörleri adı verilir (Salimov ve Mağden 2008). 
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Teorem 2.2.2: :     boyutlu bir manifold,     onun   noktasındaki tanjant uzayı ve 

  nin       haritasında koordinatları             olsun. Bu durumda     vektör 

uzayının bir bazı { 
 

           
 

     } dır.   

Tanım 2.2.3: Teorem 2.3.2’de geçen { 
 

           
 

     } bazına   nin   noktasındaki 

doğal çatısı adı verilir.Genellikle bu baz, karıĢma tehlikesi olmadığı durumlarda nokta 

vurgusu yapılmaksızın, 
 

       yazılımı ile {         } Ģeklinde  gösterilir. 

Sonuç 2.2.4:   manifoldunun boyutu ile     nin boyutu eĢittir.  

Tanım 2.2.5:     boyutlu bir manifold ve     onun   noktasındaki tanjant uzayı 

olarak verilsin. Bu durumda her     noktasına     uzayında bir tanjant vektör 

karĢılık getiren    

 
sınıfından bir fonksiyona bir vektör alanı adı verilir (ġahin 2013). 

Böylece   manifoldu üzerinde bir   vektör alanı 

     
   

    

Ģeklinde tanımlı bir    dönnüĢümdür. Burada vektör alanının    sınıfından olması her  

          için  

      ,             

ile tanımlı fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasıdır.  

Vektör alanlarının kümesi Ģimdilik      ile ifade edilecektir. Bir lokal koordinat 

sisteminde bir   vektör alanı

 

     

   

 

ile ifade edilebilir.             ve 

         verildiğinde, keyfi     ve           için   
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Ģeklinde tanımlanırsa    ,   üzerinde yeni bir vektör alanı olur. Bu Ģekilde 

tanımlanan toplama ve çarpma iĢlemleri ile birlikte     ,         halkası üzerinde 

bir modüldür.   

2.3. Kotanjant Vektörler 

Tanım 2.3.1:      boyutlu bir manifold           olsun.   fonksiyonunun 

    noktasındaki diferensiyeli  

   
  

   
 
 
    

biçiminde tanımlanır.   

Eğer             ise       ifadesi             fonksiyonunun 

diferensiyeli ve     olmak üzere     ifadesi de            fonksiyonunun 

diferensiyeli olur. Buna göre,           fonksiyonların   noktasındaki 

diferensiyelleri   üzerinde   
  uzayını oluĢturur.            için       

   

olacağı açıktır. 
  

    
 

   olduğundan,       
   diferensiyeli     diferensiyellerinin 

lineer birleĢimi olur.     ler bağımsız olan              değiĢkenlerinin 

diferensiyelleri olduğundan, lineer bağımsız olacaktır. Böylece aĢağıdaki teorem 

bulunur: 

Teorem 2.3.2:      boyutlu bir manifold ve     olsun.   
   vektör uzayının bir 

bazı {               } ve dolayısıyla      
     dir.  
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   uzayının keyfi   elemanı                   lineer dönüĢümünü tayin 

eder. Bu eĢitlikte        
 

     alınırsa     
 

       
  bulunur. Yani, {   } ve  

{
 

   } bazları dual bazlardır. Buna göre   
   uzayı     uzayının duali olur.  

Tanım 2.3.3:   bir manifold ve     onun   noktasındaki tanjant uzayı olsun.    
 
nin 

dual uzayı olan   
  

 
uzayına    nin   noktasındaki kotanjant uzayı,    

   nin 

elemanlarına kotanjant vektör (kovektör) adı verilir (Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 2.3.4:  Teorem 2.4.2’de geçen {               } bazına   manifoldunun bir   

noktasındaki koçatısı adı verilir. 

Tanım 2.3.5  
 
manifoldunun her noktasına bir kotanjant vektör karĢılık getiren bir    

fonksiyona 1-form adı verilir. 

2.4. Tensör Alanları  

Tanım 2.4.1:      boyutlu bir manifold ve     onun  
 
noktasındaki tanjant uzayı 

olsun.  

                  ⏟              
     

   

Ģeklinde tanımlı her bir bileĢene göre lineer olan, yani  

 

                                                                   

                                 

eĢitliğini sağlayan    
fonksiyonuna   noktasında   lineer fonksiyon adı verilir. 
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den   ye tanımlı bütün   lineer fonksiyonların kümesi 

üzerinde toplama ve skalerle çarpma iĢlemleri sırasıyla                      

        ve      için 

                                               

                               
 

biçiminde tanımlanırsa bu küme   cismi üzerinde bir vektör uzayı olur.  

Tanım 2.4.2: Yukarıda tanımlanan vektör uzayına   
  

 
dual uzaylarının tensörel 

çapımı adı verilir ve   
 
   

        
     

     
         

  ⏟                  
      

ile ifade 

edilir. Bu kümenin her bir elemanına    dereceden kovaryant tensör veya       tipli 

tensör adı verilir. 

Kovaryant tensör için yapılan tanımda,            
   alınarak ve    

          
 
nin 

izomorf olmasından faydalanılarak aĢağıdaki tanım yapılabilir: 

Tanım 2.4.3:      boyutlu bir manifold ve     onun   noktasındaki tanjant uzayı 

olsun.  

  
 
   

                         ⏟                
      

vektör uzayına     
 
tanjant uzayının tensörel çarpımı, bu kümenin her bir elemanına r. 

dereceden kontravaryant tensör veya       tipli tensör adı verilir. 

Tanım 2.4.4:      boyutlu bir manifold ve     ile   
   sırasıyla   nin p 

noktasındaki tanjant ve kotanjant uzayı olsun.  



11 

 

 

 

     
         

  ⏟          
     

            ⏟          
     

   

Ģeklinde tanımlı her bir bileĢene göre lineer olan    fonksiyonuna       lineer 

fonksiyon adı verilir.  

Bu Ģekildeki       lineer fonksiyonların kümesi, üzerinde tanımlanan toplama ve 

çarpma iĢlemlerine göre   cismi üzerinde vektör uzayı olur. Bu vektör uzayı   
 
   

 
 
ile 

gösterilerek aĢağıdaki tanım yazılır: 

Tanım 2.4.5:      boyutlu bir manifold ve     ile   
   sırasıyla   nin   

noktasındaki tanjant ve kotanjant uzayı olsun.  

  
 
   

               ⏟          
     

   
         

  ⏟          
     

 

vektör uzayına     ve   
  

 
uzaylarının tensörel çarpımı; bu vektör uzayının her bir 

elemanına    dereceden kovaryant,    dereceden kontravaryant tensör veya kısaca 

      tipli tensör adı verilir.  

Ġki tensörün toplanabilmesi için bu tensörlerin aynı tipli olması gerekir.    
ve    

      tipli iki tensör olsun. Bu tensörlerin toplamı  

             
 

      
 

                
 

      
 

                
 

      
 

                        

biçiminde tanımlanır.  

Ġki tensörün çarpılabilmesi için bu tensörlerin aynı tipli olması gerekmez.    
ve    

sırasıyla         ve         tipli iki tensör olsun. Bu iki tensörün çarpımı        

       tipli bir tensördür ve bu çarpım 
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biçimindedir. Tensör çarpımı değiĢmeli değildir. 

Tensörler üzerinde yapılan iĢlemlerden biri de kontraksiyondur.   
 
   

  tensör uzayı 

üzerinde  

  
    

 
   

        
   

   
   

    
                               {                                    }

 

ve 

  
     ∑     

 

                            

Ģeklinde tanımlanan operatöre kontraksiyon operatörü adı verilir. Böylece bir 

kontraksiyon operatörü       tipli bir tensörü           tipli bir tensöre taĢır, 

yani kovaryantlık ve kontravaryantlık derecelerini düĢürür (ġahin 2013). 

  
 
   

     tensör uzayının bir bazı  

 
 

    
 
 
     

 

    
 
 
      

 
          

 
                             

dır. Burada 
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dır. Bir    
tensörü, bu baz cinsinden yazılırsa 

           

        

    
 
 
     

 

    
 
 
      

 
          

  
ifadesi elde edilir. Burada         

       , 

   nin bu baza göre koordinatları, yani         

                         
 

    
     

 

    
  dır 

(Kühnel 2005). 

Tanım 2.4.6:  
 
manifoldunun her noktasına bir   

     tipli tensör karĢılık getiren 

   sınıfından   dönüĢümüne (1,1)-tipli bir tensör alanı adı verilir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

Bundan sonra, bir   manifoldu üzerindeki bir (1,1)-tipli bir   tensör alanı   
 

 
ile ifade 

edilecektir.   manifoldu üzerinde   
 sınıfından (1,1)-tipli  tensör alanlarının,

 

  sınıfından fonksiyonların cebiri olan      kümesi üzerindeki modülü ise   
     ile 

iĢaretlenecektir. Bu küme aynı zamanda   üzerinde bir vektör uzayıdır.   
    ,       

üzerinde bir cebir olur. 

Tanım 2.4.7:      noktasında    tensörü simetrik ise   tensör alanına   manifoldu 

üzerinde simetrik tensör alanı,    tensörü anti-simetrik ise  
 

tensör alanına   

manifoldu üzerinde anti-simetrik tensör alanı adı verilir.  

2.5. Lie Parantezi ve Lie Türevi  

Tanım 2.5.1: AĢağıdaki Ģartları sağlayan             dönüĢümüne      

cebirinin tensör diferensiyellenmesi iĢlemi adı verilir: 

1.   sabit katsayılara göre lineerdir, yani       için                  dir. 

2.   tipi korur, yani   ile    aynı tipli tensördür. 

3.                   

4.   iĢlemi tensörlerin kontraksiyon iĢlemi ile yer değiĢtirebilir (Salimov ve Mağden 

2008). 
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Tanım 2.5.2:   manifoldunun   açık kümesi üzerinde tanımlı vektör alanları   ve   

ile           fonksiyonu olsun.  

                     

eĢitliğiyle belirli [X,Y] vektör alanına   ve   vektör alanlarının Lie parantezi (Lie 

çarpımı) adı verilir. [X,Y] vektör alanının    doğal çatısı cinsinden ifadesi  

                                     
       

        (2.3) 

Ģeklindedir. Özel olarak           
alınırsa (2.3) ifadesinden  

          

olduğu görülür. Lie parantezinin aĢağıdaki özellikleri vardır: 

1.                                                     (Lineerlik) 

2.                                                     (Leibniz Ģartı) 

3.                                                               (Antisimetriklik) 

4.                                              (Jacobi özdeĢliği) 

Tanım 2.5.3: AĢağıdaki iki Ģartı sağlayan          
    

 
tensör diferensiyelleme 

iĢlemine   vektör alanı yönündeki Lie diferensiyellemesi adı verilir: 

1.             
      

2.                  
      

(2.3) formülüne göre,    
 
nin lokal koordinatlardaki ifadesi  
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Ģeklindedir. Lie diferensiyellemesi sonucunda elde edilen değere Lie türevi adı verilir. 

Keyfi     
    

 
tensör alanı için Lie türev formülü aĢağıdaki gibidir: 

          

                    

        ∑    

 

   

               

        ∑   

 

   

            

           

 

(Salimov ve Mağden 2008). 

2.6. Diferensiyellenebilir Manifoldlar Üzerinde Afin Konneksiyon  

Tanım 2.6.1:   bir manifold olsun.      cebirinin 

                   
     

diferensiyelleme iĢlemi             ,       
    ,         için 

(i)                     

(ii)                    

Ģartları sağlanıyorsa    
e   vektör alanı yönünde kovaryant türev adı verilir. 

    
       

       
     Ģeklinde tanımlanan dönüĢüme afin konneksiyon,       

çiftine afin konneksiyonlu uzay adı verilir (Salimov ve Mağden 2008). 

Eğer     
     ise       

     olur. Ayrıca        
     dir ve bu  
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formülü ile verilir. 

Tanım 2.6.2:   manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon   ve         nin 

{            } lokal koordinatlarına sahip bir haritası olsun. 
 

   
   

  
gösterimi ile  

   
      

    Ģeklinde tanımlanan    tane     
   

  

→   fonksiyonlarına   

konneksiyonunun katsayıları ya da 2. tür Christoffel sembolleri adı verilir.   

2.7. Burulma ve Eğrilik Tensörleri  

Sürekli bir   fonksiyonunun tam diferensiyeli alınarak bir 1-form elde edilebileceği 2.4. 

alt baĢlıktan bilinmektedir.          
 
olduğundan df  ye koordinatları        

olan 

bir kovektör karĢılık gelir.   sürekli olduğundan   için ikinci türevler sıraya bağlı 

değildir, yani           
dir.    nin kovektör olmasından dolayı bu özelliğin kovaryant 

türevler için de geçerli olup olmadığı sorgulanabilir.   

                  
            

        
     

        
         

(2.4) 

elde edilir.  

Tanım 2.7.1: (2.4) denkleminde oluĢan ve kovaryant indislere göre antisimetrik olan 

      tipli     
      

     
     

 

 
tensörüne   konneksiyonunun burulma tensörü adı 

verilir.  

Buradan açıkça görülmektedir ki ancak    
 

 
tensörünün sıfır olmasıyla, yani    

     
 

 

olmasıyla ,           eĢitliği elde edilebilir. Bu da   konneksiyonunun simetrik 
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olması anlamına gelmektedir. Burulma tensörü sıfır olan uzaylara burulmasız uzaylar 

adı verilir.  

Burulma tensörünün invaryant yazılımı       
    

 
için aĢağıdaki gibidir: 

                                
            (2.5) 

Skaler bir fonksiyon için yapılan yukarıdaki iĢlemler bir        
vektörü için 

tekrarlanırsa       

            

      
         

      
    

     
     

                             
     

        
     

     
        

     

                          
          

     
    

        
    

     
    

     
    

                 

      

olduğundan  

  (   
 )     

    (     
     

    
 )      

    
   

                                               
    

     
    

                                         (2.7)  

elde edilir. (2.6) eĢitliğinden (2.7) eĢitliğinin çıkarılmasıyla 

  (   
 )    (   

 )  (     
       

     
    

     
    

 )    

                                                                
    

                                          (2.8)  

eĢitliği bulunur. Burada (2.8) eĢitliği 
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                                      (2.9) 

Ģeklinde ifade edilirse     
 

 
ile gösterilen bir       tipli tensör bulunur. 

Tanım 2.7.2: (2.9) denkleminde ortaya çıkan     
  tensörüne   konneksiyonunun eğrilik 

tensörü adı verilir.  

Eğrilik tensörünün invaryant yazılımı         
    

 
için aĢağıdaki gibidir: 

                              

Eğrilik tensörü ilk iki indise göre antisimetriktir, yani     
       

  dir.  

 

Burulmasız uzaylarda, sırasıyla, 1.Bianchi ve Bianchi-Padov özdeĢliği denilen aĢağıdaki 

iki eĢitlik geçerlidir: 

    
      

      
    

        
        

        
        

    
  

2.8. Riemann Manifoldu  

Tanım 2.8.1:   manifoldu üzerinde tanımlanan     
       

             

bilineer formu için aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa   ye Riemann metriği veya metrik 

tensör,      ikilisine Riemann manifoldu adı verilir: 

1.                                                                     (simetriklik) 

2.                                               (pozitif tanımlılık). 
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Yukarıdaki tanımda pozitif tanımlılık Ģartı, ondan daha zayıf olan “                 

olması     olmasını gerektirir” Ģartı ile değiĢtirilirse       ikilisine pseudo-

Riemann (yarı-Riemann) manifoldu denir. Bu Ģarta metriğin yozlaĢmama (non-dejenere 

olma) Ģartı denir (Kühnel 2005). 

Metrik tensör lokal  koordinatlarda gösterilirse,               
olmak üzere 

           
     yazabiliriz. Burada              

dir. {   } {  } nin dual bazı 

olduğundan metrik tensör             

 
olarak da ifade edilebilir.  

Tanım 2.8.2:           afin konneksiyonuna sahip olan bir manifold olsun. Eğer 

     ise   afin konneksiyonuna,   ye göre metrik konneksiyon adı verilir. 

Teorem 2.8.3:       Riemann manifoldu üzerinde burulmasız bir tek metrik 

konneksiyon mevcuttur.   

Tanım 2.8.4: Teorem 2.8.3’te verilen konneksiyona Levi-Civita veya Riemann 

konneksiyonu adı verilir.  

Teorem 2.8.5:       Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu   olsun. 

        
    

 
için Koszul formülü olarak tanımlanan aĢağıdaki eĢitlik geçerlidir: 

                                       
                                                                 

   (2.10) 

(2.10)  denkleminde                
seçilirse  
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                                               ⏟    
 

              ⏟    
 

              ⏟  
 

 

       
                           

                  
                       

                           
  

 

 
                                                                                      

 

elde edilir ki bu    
 

 
fonksiyonlarına,   Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları adı 

verilir. 

Tanım 2.8.6:       Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu   olsun. 

        
    

 
için  

                             

denklemiyle belirli       tipli   tensörüne   konneksiyonunun Riemann (veya 

Riemann-Christoffel) eğrilik tensörü adı verilir.  

Tanım 2.8.7: Bir       Riemann manifoldunun   eğrilik tensörü özdeĢ olarak sıfır 

oluyorsa   ye flat (düz) manifold denir.  

    Levi-Civita konneksiyonu burulmasız afin konneksiyon olduğundan, burulmasız afin 

konneksiyonun eğriliği için geçerli olan tüm özellikler Riemann eğrilik tensörü için de 

geçerli olacaktır.  

Herhangi bir afin konneksiyonun eğrilik tensörünün aksine, Riemann eğrilik tensörünün 

kontravaryant indisi indirilirek kovaryant eğrilik tensörü bulunabilir. Yani: 
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eĢitliği geçerlidir. Benzer Ģekilde eğrilik tensörünün kovaryant indisleri de yükseltilerek 

kontravaryant eğrilik tensörü de bulunabilir. Kovaryant eğrilik tensörünün aĢağıdaki 

özellikleri mevcuttur:  

                                      

                    
 

Tanım 2.8.8: Eğrilik tensörü yardımıyla tanımlanan       tipli         
  tensörüne 

Ricci eğrilik tensörü adı verilir.  

Ricci eğrilik tensörü simetriktir. Gerçekten  

        
                                 

      

dır.  

Tanım 2.8.9: Ricci eğrilik tensörünün tam kontraksiyonuna skaler eğrilik adı verilir ve 

  ile ifade edilir. Yani           dır.    

Tanım 2.8.10:         boyutlu Riemann manifoldu,     onun   noktasındaki 

tanjant uzayı ve    
 
nin   boyutlu alt uzayı   verilsin.   düzlemini geren birim 

vektörler   ve   olmak üzere  

            
            

                    
 

değerine   manifoldunun   düzlemine göre kesit eğriliği adı verilir. 



22 

 

 

 

Teorem 2.8.11 (Schur Teoremi):   boyutlu          Riemann manifoldunun 

     kesitsel eğriliği her   düzlemi için aynı oluyorsa  manifoldun her noktasında 

sabittir.   

Tanım 2.8.12: Teorem 2.8.11’deki manifoldlara sabit eğrilikli manifoldlar adı verilir. 
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3. MATERYAL YÖNTEM   

3.1. (1,1)- Tipli Tensör Demet   

Tanım 3.1.1:  ,   boyutlu bir manifold ve   
 
   

   ,   nin bir   noktasındaki 

      tipli tensör uzayı olsun. 

  
     ⋃   

 
   

   

   

 

ile tanımlanan   
     kümesine   manifoldunun       tipli tensör demeti adı verilir.  

Bu tanımdaki   manifolduna demetin baz manifoldu,   
 
   

    tensör uzaylarına 

demetin fibreleri (lifleri) denir.  

Bir  ̃          
    

 
noktası verildiğinde  ̃    örten eĢlemesi,     

      , 

             
 
   

   
 
Ģeklinde olan bir   doğal izdüĢümü belirler. Bu   izdüĢümü, 

bir tensör uzayındaki her tensörü bağlı bulunduğu p noktasına götürür. 

   
         { }  olduğu açıktır.  

Tanım 3.1.2:     nin   komĢuluğundaki koordinatları   ,   tensörünün 
 

       
 

bazına göre koordinatları      
  ise       

               
 
               

                        ,        komĢuluğunda lokal koordinat sistemi olur. Bu 

koordinat sistemine    den indirgenmiĢ koordinat sistemi adı verilir. 

Tanım 3.1.3:   
     tensör demetinde lokal gösterimi  
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olan bir   tensörü olsun. Bu tensörün tam kontraksiyonu olan    ya   
     de bir 

fonksiyon denir.    nın lokal gösterimi      
 
  
  Ģeklindedir.  

3.2. Tensör Alanlarının Tensör Demete Liftleri ve   Operatörü 

Tanım 3.2.1:  ,   de bir fonksiyon olmak üzere   
     

         
      

 
Ģeklinde 

tanımlı   
   fonksiyonuna   nin dikey lifti denir.  

  
   dikey lifti,          

    
 
fibresi boyunca sabittir ve değeri      ̃    olmak 

üzere      ye eĢittir.  

ġimdi   
    

 
tensör demetindeki vektör alanlarını belirlemeye çalıĢalım.  ̃  

  
    

      verildiğinde  ̃ vektör alanının tam olarak belirlenebilmesi için, onun 

  
    

 
deki   

 sınıfından fonksiyonlar üzerindeki etkisine bakılmalıdır. Bunun için de 

aĢağıdaki önerme kullanılır: 

Önerme 3.2.2:  ̃  ̃    
    

     
 

olsun. Her     
    

 
için  ̃      ̃     ise 

 ̃   ̃ dır (Cengiz and Salimov 2002). 

Tanım 3.2.3:     
    

 
ve     

    
 
olsun. Bu durumda  

  
                

        

Ģartını sağlayan   
     

    
     

 
vektör alanına   tensör alanının   

     tensör 

demetine dikey lifti adı verilir (Ledger and Yano 1967). 

  
    

 
nin         koordinatlarına göre   

   vektör alanının bileĢenleri  
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   (

  
   

  
   

)  (
 
  

 )                                (3.1) 

Ģeklindedir.  

Tanım 3.2.4:      üzerinde bir afin konneksiyon ve         
     vektör alanına 

göre kovaryant türev operatörü olsun. Bu durumda     
    

 
için  

  
              

Ģartını sağlayan   
     

    
      vektör alanına   vektör alanının   

     tensör 

demetine yatay lifti denir (Mağden and Salimov 2001). 

  
    

 
nin         koordinatlarına göre   

   vektör alanının bileĢenleri  

  
   (

  

       
   

     
   

  
)                                (3,2) 

Ģeklindedir. 

Tanım 3.2.5:   ,     
    

 
vektör alanına göre Lie türev operatörü olsun. Bu 

durumda     
    

 
için  

  
              

Ģartını sağlayan   
   vektör alanına   vektör alanının   

     tensör demetine tam lifti 

adı verilir (Ledger and Yano 1967). 

  
     nin         koordinatlarına göre   

   vektör alanının bileĢenleri 

     
   (

  

  
        

    
 )                                     (3.3) 

Ģeklindedir. 
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Tanım 3.2.6: Lokal koordinatlarla ifadesi     
  

        olan     
    

 

tensörünü göz önüne alalım.   
    

 
tensör demetinin bir        komĢuluğunda 

        koordinatlarına göre  

    ∑  
   

  

 

   

 

   
 

 ̃   ∑  
   

  

 

   

 

   

 

Ģeklinde tanımlanan operatöre   operatörü adı verilir (Cengiz and Salimov 2002). 

(3.3)’ten,    nin   
    

 
tensör demetinde bir dikey vektör alanı olduğu görülür. Bu    

vektör alanına     
    

 
tensörünün   

    
 
tensör demetine dikey vektör lifti adı 

verilir. 

  operatörünün yardımıyla,   
     tensör demetindeki vektör alanlarının Lie çarpımları 

aĢağıdaki teoremle verilir: 

Teorem 3.2.7:   burulmasız   afin konneksiyonuna sahip bir manifold ve   
    ,   

nin       tipli tensör demeti olsun.       
     ve       

     için aĢağıdaki 

eĢitlikler geçerlidir: 

                

   
     

      
         ̃           

   
     

      
       

   
     

         
                      (3.4)  

Burada           nin   konneksiyonunun eğrilik tensörüdür.(Salimov and Gezer 

2011)  
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3.3. Baz Manifoldun Afin Konneksiyonunun Tensör Demete Yatay Lifti 

Tanım 3.3.1:     afin konneksiyonuna sahip bir manifold olsun. AĢağıdaki Ģartları 

sağlayan   
     tipli tensör demetinde tanımlı   

   konneksiyonuna   afin 

konneksiyonunun yatay lifti denir: 

  
    

    
     

         
    

    
     

                        (3,5) 

  
    

    
       

    
    

      

Burada       
    

 
ve       

     dir (Kopuzlu and Salimov 1999). 

3.4. Tensör Demette   Konneksiyonuna Adapte OlmuĢ Çatı 

  nin burulmasız   afin konneksiyonu ile   
     nin her        koordinat 

komĢuluğunda yeni bir çatı tanımlayabiliriz. Her bir         haritasında 

     
 

   
   

  

   
   

               

              
   

 
         

                   

 

seçilirse, (3.3) ve (3.4)’ten bu vektör alanlarının   
     deki 

 

    {
 

    
 

   
}
 
doğal 

çatısına göre lokal gösterimleri  

  
        

   
 
   

  
        

         
   

     
   

    
            (3.6) 

olarak bulunur. Burada   
 

 
Kronecker deltasıdır. Bu     

 tane vektör alanı lineer 

bağımsızdır ve sırasıyla   
     nin dikey dağılımı ile   nın yatay dağılımını gerer. 
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Böylece {   
        

     }    
     için bir çatı olur ve bu kümeye          

    
 
de 

tanımlı   afin konneksiyonuna adapte olmuĢ çatı adı verilir (Salimov et al. 2009). 

       
             

      gösterimi kabul edilerek, adapte olmuĢ çatı {  }  {     } 

Ģeklinde yazılır. Buradaki   indisleri 1 ile     
 arasında değiĢmektedir.  

(3.6) eĢitliklerinden  

  
                    (

    
 

        
   

     
   

  
)

                     (
  

 

    
   

     
   

 
)         

                                     (3.7) 

  
   (

 
  

 )  (
 

  
   

 
  

 )

           
 (

 

  
   

 )    
     

                                          (3.8) 

elde edilir. Böylece   
      

   vektör alanlarının {  } adapte olmuĢ çatısına göre 

koordinatları sırasıyla  

  
   (   

   )  (
  

   

  
   

)  (
 
  

 )         (3.9) 

  
     

    (
  

   

  
   

)  ( 
 

 
)         (3.10) 

olarak bulunur. Burada   
  ,  

 
nın;    de   in   deki lokal koordinatlarıdır (Salimov et 

al. 2009). 

Lemma 3.4.1:   
     nin adapte olmuĢ çatısının Lie çarpımları aĢağıdakileri sağlar: 
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Burada     
         ile  manifoldunun   

   afin konneksiyonunun eğrilik tensörünün 

bileĢenleri gösterilmektedir. 

Önerme 3.4.2.    
     üzerinde tanımlı olan   

   yatay lift konneksiyonunun adapte 

olunmuĢ çatıya göre sıfırdan farklı bileĢenleri aĢağıdaki gibidir:  
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

Bu bölümdeki bulgular (AltunbaĢ et al. 2016) çalıĢmasında yayınlanmıĢtır. 

4.1.       Tipli Tensör Demette Sasaki Metriği 

Tanım 4.1.1:       bir Riemann manifoldu ve   
    

 
onun       tipli tensör demeti 

olsun.      için          
     tensör uzayında   skaler çarpımının   ile 

gösterilen geniĢlemesi            
    

   
 

 
Ģeklinde tanımlanır. Burada     

  
    dir.  

Tanım 4.1.2:       
    ve       

     olmak üzere   
    

 
de Sasaki metriği 

  
   aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

  
     

     
      

 (      )                                                                               

  
     

     
                                                                                                        

  
     

     
                                                                                                 

  

(4.1)-(4.3) eĢitlikleriyle (3.9) ve (3.10) eĢitliklerinin       tipli tensör demetteki 

yazılımları kullanılarak,   
   metriğinin ve tersinin {  }

 
adapte olmuĢ çatısına göre 

bileĢenleri 

   
      *

   
        

     

   
        

     

+  *
    

     
  +       

 

 

 

(4.4) 

   
      *

   
         

   
 
  

   
   

 
     

   
 
  
+  *

    

        
+       

 

    
(4.5) 

Ģeklinde bulunur. Böylece   
  

 
metriğinin Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları ile 

ilgili olarak aĢağıdaki teorem yazılabilir: 
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Teorem 4.1.3:       
 
bir Riemann manifoldu ve    

       
   

 
onun Sasaki metrikli 

      tipli tensör demeti olsun. Bu durumda,   
     nin Levi- Civita konneksiyonu 

olan  aĢağıdaki denklemleri sağlar: 

 ̃  
      

    {
 

 
    

   
  

 

 
    

   
 }   

 ̃  
   {

 

 
     

 
 
 

 

 
  
  

 

 
       

   
 }   {   

   
 
    

 
  

 }   

 ̃ 
 
   {

 

 
     

 
 
 

 

 
  
  

 

 
       

   
 }   

 ̃ 
 
     

   (4.6) 

Burada    
 
 
 

 

 
           

  dir (Salimov and Gezer 2011).   

4.2. tipli tensör demette Cheeger-Gromoll tipli metriğin Levi-Civita 

konneksiyonu 

Tanım 4.2.1:
 
      

    ve       
     olmak üzere Cheeger-Gromoll tipli 

metrik  aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

                                   
                 
               (                     )                                     

Burada,   ve       and        Ģartlarını sağlayan   ‖  ‖      
    

   
   nun 

düzgün fonksiyonlarıdır.   

Bu metriğin ve tersinin adapte olmuĢ çatıya göre bileĢenleri  

      
   (

      
        

  ̅

      
 ̅       

 ̅ ̅
)  (

    

      
      ̅

 
  ̅
  
)    ̅    

 ; 

         (
                ̅

       ̅        ̅ ̅
)  (

    

 
 

 
       

 

       
  
   

 )    ̅    
   



(1,1) -

CGg
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Ģeklindedir. Burada   ̅
 
         

  dır.  

Teorem 4.2.2:       
 
bir Riemann manifoldu ve    

       
    

 
onun Sasaki metrikli 

      tipli tensör demeti olsun. Bu durumda,   
     nin Levi- Civita konneksiyonu 

olan  ̂ aĢağıdaki denklemleri sağlar: 

 ̂  
      

    {
 

 
    

   
  

 

 
    

   
 }   

 ̂  
   {

 

 
     

 
 
 

 

 
  
  

 

 
       

   
 }   {   

   
 
    

 
  

 }   

 ̂ 
 
   {

 

 
     

 
 
 

 

 
  
  

 

 
       

   
 }   

 ̂ 
 
    (  

 
  

 
  

    
 
  

   
 )           

     
   

 
  
                                                       

 

Bu metrikle ilgili daha fazla bilgi için (Peyghan et al. 2013) çalıĢmasına bakılabilir.  

4.3. Tipli Tensör Demette Özel Vranceanu Konneksiyonları 

Tanım 4.3.1:  ̃    
     üzerinde keyfi bir afin konneksiyon olsun. X ve Y,    

    de 

iki vektör alanı olmak üzere  

 ̃ ̃
  ̃    ̃  ̃  ̃    ̃  ̃  ̃      ̃   ̃      ̃   ̃  

Ģeklinde tanımlı konneksiyona  konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonu 

denir.  

 ̃ konneksiyonunun katsayıları  ̃  
 

 
ile gösterilirse  ̃ ile birleĢen Vranceanu 

konneksiyonunun sıfırdan farklı bileĢenleri  

                                              

 
  ̃  

     

 
  ̃

  
     

 
  ̃

  
 

                                         
(4.9) 

(1,1) -
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olarak bulunur.  

ġimdi  ̃ konneksiyonu yerine Sasaki ve Cheeger-Gromoll tipli metriklerin Levi-Civita 

konneksiyonları alınarak, sırasıyla  ̅   ve  ̅    konneksiyonları elde edilecektir.  

(4.6) ve (4.8) denklemlerinin (4.9)’da yerine yazılmasıyla, bu konneksiyonların 

katsayıları sırasıyla 

 ̅  
      

   ̅  ̅
 ̅     

   
 
    

 
  

                                                          (4.10) 

 ̅  
       

   ̅  ̅
 ̅      

   
 
    

 
  

                               

 ̅  ̅̅
 ̅     (  ̅

   
 
  

    ̅
 
  

   
 )           

     
   ̅

 
  
                           (4.11) 

 

olarak bulunur. (4.10) denklemi ve Önerme 3.4.2’den aĢağıdaki teorem yazılabilir.  

 

Teorem 4.3.2:     
     üzerindeki Sasaki metriğiyle birleĢen Vranceanu konneksiyonu  

 ̅   ile yatay lift konneksiyonu    çakıĢır.  

Yukarıdaki teoremden dolayı,  bundan sonraki araĢtırmalar Cheeger-Gromoll metriğinin 

Levi-Civita konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonu üzerine olacaktır.  

Önerme 4.3.3:         Riemann manifoldu ve    
       

     manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonuna 

sahip (1,1)-tipli tensör demeti olsun.   
    nin simetrik olması için gerek ve yeter Ģart 

     nin lokal flat olmasıdır. 

Ġspat:   
    nin burulma tensörü   

   ,   
     ̃  ̃    

    ̃ ̃    
    ̃ ̃    ̃  ̃ denklemi 

ile bulunur. (4.11) eĢitlikleri kullanılırsa   
    nin tensörünün {  }adapte olmuĢ çatısına 
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göre sıfırdan farklı bileĢenleri     
     

 
      

   
      

   
    

     

 
 

 

 
      

 
 
 

 

 
  
  

       
   

   olarak bulunur. Bu eĢitliklerdeki tüm terimler baz manifoldun eğrilik 

tensörüne bağlı olduğu için ispat tamamlanır. 

Bir   konneksiyonunun   
    metriğine göre metrik konneksiyonu olması için gerek ve 

yeter Ģart  

  
      ̃ ̃  ̃    

     ̃ ̃ ̃  ̃  
 

 
   
      

     ̃  ̃   ̃    
      

     ̃  ̃   ̃ 

                                  
      

     ̃  ̃   ̃  

 

eĢitliğinin sağlanmasıdır.  (4.8), (4.11) ve Önerme 4.3.3 ile aĢağıdaki önerme elde edilir.  

Önerme 4.3.4:       Riemann manifoldu ve    
       

     manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriğine sahip (1,1)-tipli tensör demeti olsun. Bu durumda   
    

konneksiyonu, burulma tensörü Önerme 4.3.3’teki gibi olan tek metric konneksiyondur.  

Önerme 4.4.4:       Riemann manifoldu ve    
       

     manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonuna 

sahip (1,1)-tipli tensör demeti olsun.   
    konneksiyonunun eğrilik tensörünün 

tensörünün {  } adapte olmuĢ çatısına göre sıfırdan farklı bileĢenleri aĢağıdaki gibidir:  

                 

         
     

            

       

         
     

           
 
     

       
  

         
 
 
 

 

 
  
            

    
        

         
 

     
         

    ̅
 
  

        

       
      ̅

   ̅
 
  

   
    ̅

   ̅
 
  

   
       

       
   

          
   

   

                                      
       ̅

   
          ̅

   
    

olarak bulunur. Burada                         
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                                                            ve  

                                                               dır.  

Ġspat:   
     konneksiyonunun eğrilik tensörü  

  
   ( ̃  ̃) ̃    

    ̃   
    ̃ ̃    

    ̃   
    ̃ ̃    

     ̃  ̃  ̃   eĢitliği ile bulunur.  

 ̃           ̃  (     )  ̃  (     )  alınır ve (4.11) eĢitlikleri kullanılırsa istenen 

elde edilir.  

  
     konneksiyonunun Ricci tensörü   

        
      

 
eĢitliği ile bulunur. Yukarıdaki 

önerme göz önüne alınırak aĢağıdaki önerme yazılabilir.  

Önerme 4.4.5:        Riemann manifoldu ve    
       

     manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonuna 

sahip (1,1)-tipli tensör demeti olsun.   
    konneksiyonunun Ricci tensörünün {  } 

adapte olmuĢ çatısına göre sıfırdan farklı bileĢenleri aĢağıdaki gibidir:  

  
          

  
                     

 
  
 
                

      
 

Sonuç 4.4.6:   
       konneksiyonunun Ricci tensörünün simetrik olması için gerek ve 

yeter Ģart               olmasıdır. 

  
    konneksiyonunun skaler eğriliği    

      
       

      eĢitliği ile bulunur. 

Böylece aĢağıdaki önerme elde edilir.  
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Önerme 4.4.7.       Riemann manifoldu ve    
       

     manifoldun, Cheeger-

Gromoll metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonuna 

sahip (1,1)-tipli tensör demeti olsun.   
    konneksiyonunun skaler eğriliği aĢağıdaki 

eĢitliği sağlar:  

  
       

 

 
 

      

       
            

  
  

 
 

  

       
             

 

Burada   ile        nin skaler eğriliği gösterilmektedir.  
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5. TARTIġMA ve SONUÇ 

Bu tezde, (1,1)-tipli tensör demette, daha önceden iyi bilinen Sasaki ve Cheeger-

Gromoll tipli metriklerin Levi-Civita konneksiyonlarından yararlanılarak iki farklı 

Vranceanu konneksiyonu tanımlanmıĢtır. Sasaki metriğinin Levi-Civita konneksiyonu 

ile birleĢen Vranceanu konneksiyonunun, baz manifoldun metriğinin Levi-Civita 

konneksiyonunun yatay lifti ile çakıĢtığı gösterilmiĢtir. Yatay lift konneksiyonun 

özellikleri önceden araĢtırıldığından daha çok Cheeger-Gromoll metriğinin Levi-Civita 

konneksiyonu ile birleĢen Vranceanu konneksiyonu ile ilgilenilmiĢtir. Bu 

konneksiyonun katsayıları hesaplandıktan sonra bunlara bağlı olarak, burulma tensörü, 

eğrilik tensörü, Ricci tensörü ve skaler eğriliği hesaplanmıĢtır.  
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