ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

LIGHTLIKE (NULL) KONi UZERINDEKi{ EGRILERIN
KARAKTERIZASYONLARI

Esra Selcen YAKICI

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA
2012

Her hakki sakhdir



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

LIGHTLIKE (NULL) KONI UZERINDEKI EGRILERIN
KARAKTERIZASYONLARI

Esra Selcen YAKICI

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Doc. Dr. F. Nejat EKMEKCI

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde, temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir lightlike (null, 151ks1) yiizey icin

egri-yiizey ikilisinin egrilikleri incelenmigtir.

Dordiincii boltimde, lightlike koni {izerindeki egriler incelenmis ve bu egrilerle ilgili

cesitli karakterizasyonlar verilmistir.

Son boliimde ise 2-boyutlu ve 3-boyutlu lightlike koni iizerindeki egilim ¢izgileri (he-

lisler) incelenmistir.
Haziran 2012, 110 sayfa
Anahtar Kelimeler: Egri, Lightlike koni, Konformal déniigsiim, Frenet formiilleri,

Egrilik Fonksiyonu, Altmanifold.



ABSTRACT
Master Thesis

CHARACTERIZATIONS OF CURVES IN THE LIGHTLIKE (NULL) CONE
Esra Selcen YAKICI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. F. Nejat EKMEKCI

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.
The second chapter, basic definitions and concepts are given.

In the third chapter, curve-surface curvatures are investigated for a lightlike surface

in 3-dimensional Minkowski space.

In the fourth chapter, curves in the lightlike cone are investigated and various char-

acterizations related to these curves are given.

The last chapter, helices in the 2-dimensional lightlike cone and 3-dimensional light-

like cone are investigated.
June 2012, 110 pages

Key Words: Curve, Lightlike cone, Conformal map, Frenet formulas, Curvature

Function, Submanifold.

i



TESEKKUR

Caligmamin her asamasinda goriis ve 6nerileriyle beni yonlendiren, bana her konuda
yardimel ve destek olan damigman hocam Dog¢. Dr. F. Nejat EKMEKCI (Ankara
Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali)’ye, calismalarima verdikleri
katk: ve desteklerinden dolay1 degerli hocalarim Prof. Dr. Yusuf YAYLI (Ankara
Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali)’ya ve Yard. Dog. Dr. Is-
mail GOK (Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali)’ne ve haf-
talik seminerlerimizde benimle birlikte olan arkadaslarima en derin duygularimla
minnetlerimi ve tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, matematik ve geometri bilimine
biiyiik katkisi olan saygideger hocam Prof. Dr. H. Hilmi Hacisalihoglu (Bilecik
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali)’ya da verdigi manevi

desteklerinden dolay1 siikranlarimi arz ederim.

Yiiksek lisans yaptigim siire boyunca verdigi burs ile beni destekleyen TUBITAK’a
ve caligmalarim sirasinda bana anlayis gosteren bagta kardeglerim olmak tizere aileme

ve dostlarima en icten sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Esra Selcen YAKICI
Ankara, Haziran 2012

1l



ICINDEKILER

[0/ 3 WU PP PUUPPRPPUPOPRRRIRt i
ABSTRACT ... iiiiiiiiiiiiiiieiiaiitesatistossosstsssossssasossossssssssssssssssosssssssnssnss ii
TESEKKUR.....ouuiiiiiiiiiieriieterteeterteetneeserneesnesseesnsessesneessesssesnessnssneees jii
SIMGELER DIZINI.....ccvuuiiiiiiiiiiiiiiiiieiciiieeeeteiee e eeeneeeeeeneeseennnnseesnnnnnns v
SEKILLER DIZINT ...ouvuvucitieiriececncrnnneesesesssssescsesssssssesessssssssesesssssssssssssssssssssesess o vi
Lo GIRIS ceveveeeeeeiererenenesesesssessssssssesssssssssssssssssssssssessssssssssesesssesasssesesesases oae 1
2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR .....ccioniiiiinrniineissancssssssssssnsssssossssssasssassssassss sae 4
2.1 YArI-OKHAYeN UZAYIAT .....v.cecuereenereecresessesessesesessesssssesessessssssessssasssessessssesssssasssses soe 4
2.2 Yari-Riemann Manifoldlar ve Lightlike Manifoldlar .........cccoecceevvuercrcercscnnnenns 13
2.3 Oklid ve Minkowski Uzayinda Bir Egrinin Egrilikleri ve Frenet Catilar1 ...... 18
3. LIGHTLIKE YUZEY iCIN EGRi-YUZEY iKiLiSININ EGRILiKLERi......24
4. LIGHTLIKE KONI UZERINDE EGRILER ......cooveveunsuentnenseressensassssssssessasses oue 37
4.1 E13 Minkowski Uzayinda ki Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde Egriler.......... 40
4.2 E14 Minkowski Uzayinda U¢ Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde Egriler.......... .62
4.3 Eln *2 Minkowski Uzayinda (n+1)-Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde

ESFIIEE couuuneriiiiinniiiniinniicnisnriisssssnnecsssnsssssssssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssesss 5
5. LIGHTLIKE KONi UZERINDE EGILIM CIZGILERI ........cuueveerererernnne. 82
5.1 E13 Minkowski Uzayinda iki Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde

| OFe 111 Q08441 1<) o TN 82
5.2 E14 Minkowski Uzayinda U¢ Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde

EGIM CIZGIleTT.cueiiruiiieiireinnseinssnnssanossnsssancsssnssssossssssasssssssssssssasssssssssssssssssasssassssss 101
KAYNAKLAR ..oooiiiireicnnnennnesasesssnsssssssssssasssssssssssssssssassssssssssossssssasssssssssssssssssasssasas 108
OZGECMIS ..cueeinenenresescnsensessessesssnsssssssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssasssssssss s o s 110

v



B
B
B
E?+2
QZ
Q?:
Q"

{T,Z,Y}

Rzy Ry, Ty

SIMGELER DiZzZiNi

n—boyutlu Oklid uzay1

3—boyutlu Minkowski uzay1

4—boyutlu yar-Oklidyen (Minkowski) uzay

(n + 2)—boyutlu yari-Oklidyen (Minkowski) uzay
2—boyutlu lightlike koni

3—boyutlu lightlike koni

(n 4+ 1)—boyutlu lightlike koni

Egri

Lightlike yiizey icin egri-yiizey catisi

Egri-yiizey egrilikleri



SEKILLER DiZiNi

Sekil 1.1 Lightlike koni (lightlike yiizey 6rnegi) .................... 2
ekil 2. arli-Riemann kiiresi tizerinde geodezikler ................
Sekil 2.1 Yari-Ri k i inde geodezikl 12
ekil 3.1 (« egri-ylizey ikilisinin catist ............... ... ... ....
Sekil 3.1 («r, M) egri-yiizey ikilisinin ¢ 24
ekil 4.1 Lightlike koni iizerinde koni egriligi sifir olan bir egri

kil 4.1 Lightlike koni ()2 inde koni egriligi sifir olan bir egri 47
ekil 5. iizerinde lightlike eksenli egilim ¢izgisi ................
Sekil 5.1 Q? inde lightlike eksenli egilim c¢izgisi 92
ekil 5. lizerinde spacelike eksenli egilim cizgisi .
Sekil 5.2 Q? inde spacelike eksenli egilim c¢izgisi 94
Sekil 5.3 Q? iizerinde timelike eksenli egilim ¢izgisi ................ 96

vi



1. GIRIS

Diferensiyel geometride manifoldlar, altmanifoldlar ve bunlar iizerinde egriler teorisi
oldukca onemli bir yer tutar. Eger bir manifoldun tanjant demeti iizerinde pozi-
tif tamimli, simetrik, bilineer tensor varsa bu durumda manifolda Riemann mani-
foldu adi verilir. 1970 li yillarda manifold tizerindeki metrik tensor alaninin pozitif
veya negatif olma durumu goz oniine alinmig ve Riemann manifoldlara ait czelik-
ler bu manifoldlarda incelenmis, ayrica bu tiir manifoldlara yari-Riemann mani-
fold denilmistir. Bu tiir manifoldlara ait ¢alismalar B. O’Neill tarafindan "Semi-
Riemannian Geometry with Applications to Relativity" adli kitabinda derlenmistir.
Yari-Riemann manifold {izerinde indirgenen metrik tensor alani altmanifoldun tan-
jant demeti tizerinde pozitif ise spacelike altmanifold, negatif ise timelike altmanifold
olarak adlandirilir. Bir yari-Riemann manifold tizerindeki metrik tensor alani, bu
manifoldun keyfi bir altmanifoldu tizerine her zaman nondejenere bir metrik tensor
indirgemez, yari-Riemann manifold, altmanifold iizerine sadece simetrik, bilineer
bir doniisiim indirger. Eger indirgenen bilineer doniisiim dejenere ise altmanifold,

lightlike (null, 151ks1) altmanifold olarak adlandirihr (Duggal ve Sahin 2010).

E”, n—boyutlu Oklid uzay1, iizerinde simetrik, bilineer, nondejenere ve indeksi 1 olan
metrik ile birlikte Minkowski n-uzay1 adin1 alir. Bu uzayda sifirdan farkhi bir vek-
toriin uzunlugu sifir ise vektor lightlike (null, 1s1ks1) olarak adlandirilir. Minkowski
uzayindaki bir yiizeyin normal vektorii lightlike ise yiizey lightlike yiizey olarak

bilinir.

Yari-Riemann manifoldu iizerinde bir egrinin karakteri o egriye ait hiz vektoriine
gore spacelike, timelike ve lightlike egri olarak adlandirilir. Bu yiizden yari-Riemann

manifoldu tizerindeki altmanifoldlar gibi egriler de tek tip degildirler.



Lightlike yiizeye ait giizel bir érnek olan lightlike koni (Sekil 1.1) ile ilgili; L.L. Kong
ve D.H.Pei tarafindan "On spacelike curve in nullcone 3-space" isimli makalede
lightlike koni iizerindeki spacelike egriler incelenmigtir; C.Takizawa ve K. Tsukada
tarafindan "Horocyclic Surfaces In Hyperbolic 3-Space" adli gahsmada R} de light-
like koni tizerindeki spacelike egri i¢in Frenet formiilleri verilmistir; ayrica H. Liu
lightlike koni tizerindeki koni egrilerini inceleyerek 2 ve 3-boyutlu lightlike koni iiz-

erinde egri ornekleri vermistir.

Sekil 1.1 Lightlike koni (lightlike yiizey 6rnegi)

Bir hiperyiizeyin normali bir lightlike koniye teget ise lightlike hiperyiizey olarak
adlandirilir. Lightlike hiperyiizeyler i¢in indirgenmis metrik her yerde degeneredir
(Kossowski 1989). Lightlike hiperyiizeyler 1961 yilinda R. Penrose tarafindan fizik-
sel acidan ele alinarak, lightlike hiperyiizeyler icin baglangic deger problemleri ver-
ilmigtir. Minkowski uzayinda lightlike hiperyiizeylerin diferensiyel geometrisi iizerine
ilk calismalar 1972 yilinda Rosca ve Bonnor tarafindan yapilmistir. Minkowski uza-
yinda "The Intrinsic Conformal Structure and Gauss Map of a Light-like Hypersur-
face in Minkowski Space" adli galigmasinda Kossowski (1989), fiziksel matematikle
ilgilenmis ve daha ¢nce bu konu ile ilgili ¢caligmalari olan R. Bryant, R. Harvey,
R. Penrose, R. O. Wells den ilham alarak lightlike koni ve lightlike hiperyiizeylerin

diferensiyel geometrisi iizerine genis bilgiler vermistir.



Lightlike hiperyiizeyin normali, hiperyiizeyin teget diizlemindedir. Burada temel
problem, tanjant demete tiimleyen olan bir vektor alaninin Riemann geometrideki
yolla elde edilememesidir. Boyle bir vektor alanimin varhigi Bejancu ve Duggal (1996)

tarafindan ortaya koyulmustur.

Lightlike hiperyiizeylerin geometrisi spacelike ve timelike hiperyiizeylerin geometrisin-
den oldukca farkhidir. Lightlike geometri genel olarak, Ozel ve Genel Rélativite
teorisinde oldugu kadar elektromagnetizma teorisi, Kerr karadelikleri ve Kruscal
i olay horizonlar1 gibi bazi 6zel konularda da gerekli olan matematiksel altyapiy1

olugturdugu icin oldukca onemlidir.

Bu calismada lightlike koni tizerindeki egriler incelenmis ve cesitli karakterizasyonlar

elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢aligmamiza esas olan kavramlarla ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

2.1 Yar1-Oklidyen Uzaylar

Tanim 2.1.1 V bir reel vektor uzayi olsun.
g:VxV -V

doniisiimii Va, b € R ve Yu, v, w € V igin

i g(U,U) e g(U,U) )
ii. g(au + bv,w) = ag(u,w) + bg(v, w)
g(u,av 4+ bw) = ag(u,v) + bg(u,w)

ozeliklerine sahip ise g doniistimiine V' vektor uzay tizerinde simetrik bilineer form

denir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.1.2 V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g, ¢g: V xV — R

olsun.

i. Vo € V, v # 0 i¢in g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna V' iizerinde pozitif
tanimli,
ii. Yo € V, v # 0 igin g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna V iizerinde negatif
tanimli,
iii. Yo € V i¢in g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna V' iizerinde yari-pozitif
tanimli,
iv. Yu € V i¢in g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna V' {izerinde yari-negatif

tanimh denir (O’Neill 1983).



Tanim 2.1.3 V bir reel vektor uzay: ve g, V' iizerinde simetrik bilineer form olsun.

0 # £ € V olmak tizere Vv € V i¢in

g(§,v) =0

ise g simetrik bilineer formuna V' iizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye
nondejeneredir denir. Yani, g nin nondejenere olmasi icin gerek ve yeter sart Vu € V'
icin

g(u,v) =0 iken v =0

olmasidir (Duggal ve Bejancu 1996).
V' nin bir alt uzay1 W alinirsa, g bu altuzay iizerine kisitlanabilir. g nin W {iizerine
kisitlanmigi da bir simetrik bilineer formdur, gy ile gosterilir (Duggal ve Bejancu

1996).

Tamim 2.1.4 V bir reel vektor uzay: olsun.V {izerinde tanimlh
g:VxV -V

doniisiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V tiizerinde bir skalar carpim

denir. V vektor uzay1 tizerindeki skalar ¢carpim g ise (V) g) ikilisine de skalar ¢arpim

uzay1 denir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.1.5 V' vektor uzayimin bir altuzay1 W olsun.

Wrt={veVjp LW}

uzay1 da V nin bir alt uzayidir. W+ altuzayma W nin diki denir. Her zaman W+,

W nin ortogonal tiimleyeni olmayabilir (O’Neill 1983).

Lemma 2.1.1 V vektor uzaymin bir altuzayr W nondejeneredir ancak ve an-
cak V, W ve W+ altuzaylarmin direkt toplami seklinde yazlabilir (O’Neill 1983).
Yani, V =W W+ icin V=W+W+ ve WNnW+ = {0} sartlar1 saglanir.

bt



Lemma 2.1.2 (V, g) bir g nondejenere metrigi ile bir metrik uzay olsun.

i. Eger W c V bir altuzay ise boy(Wi) = boy (V') — boy (W) dir.
ii. Eger W c V biralt uzay ise (W+)" =W du.
iii. Eger W c V nondejenere altuzay ise (W+) de bir nondejenere altuzaydir

(O’Neill 1983, Lopez 2008).

Tamim 2.1.6 V' bir skalar carpim uzayi, W da tizerindeki skalar ¢arpim g,

negatif taniml olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu alt uzay: olsun. Bu durumda
W nin boyutuna ¢ skalar carpimin indeksi denir. ¢ skalar carpimin indeksi ¢ ise
0 < g < boyV oldugu agiktir. Ayrica V' skalar carpim uzayimin indeksi, iizerinde

tanimlh ¢ skalar garpiminin indeksi olarak tanimlanir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.7 V' vektor uzay: izerindeki skalar ¢arpim g olmak tizere g nin indeksi
q olmak tizere ¢ = 1 ve boyV > 2 ise g ye Lorentz metrigi V' skalar ¢arpim uzayina

bir Lorentz uzay1 denir.

Eger g dejenere ise o zaman V' vektor uzayina g ye gore lightlike (dejenere) vektor

uzay1 denir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tanmim 2.1.8 V bir reel vektor uzayi ve g, V iizerinde simetrik bilineer form olsun.
V' nin

RadV ={£ €V |g(&,v) =0,Yv e V'}

seklinde tamimli altuzayina, ¢ simetrik bilineer formuna gore V' uzayinin radikal

(veya null) uzay1 denir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tanmim 2.1.9 V bir lightlike vektor uzayr ve RadV, V' vektor uzayinin radikali
olsun. Radikal uzaya tiimleyen olan nondejenere altuzaya perde uzay denir ve SV

ile gosterilir (Duggal ve Bejancu 1996).



Tanmim 2.1.10 V bir reel vektor uzay1 ve W da V' nin altuzayi olsun. gy dejenere

ise W ya lightlike (dejenere) altuzay denir ve
W NnWw+ £ {0}

dir. Burada,

W+ ={veViglv,w)=0vwe W}

altuzayma W uzaymin diki denir (Duggal ve Bejancu 1996).

Teorem 2.1.1 V bir yari-Oklidyen uzay ve W, V nin bir altuzay1 olsun. O zaman,

RadW = RadW* =W NW+

dir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tanim 2.1.11 V bir Lorentz uzay1 ve g, V iizerinde bir skalar carpim olsun.

Yo €V igin,

i. g(v,v) >0 veyawv =0 isev ye spacelike vektor,
ii. g(v,v) <0 ise v ye timelike vektor,

iii. v £ iken g(v,v) =0 ise v ye lightlike vektor

denir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tamim 2.1.12 V bir skalar carpim uzay1 ve ¢ € V' olsun.

[vll = Vlg(v,v)| (2.1.1)

esitligi ile tanimh ||v|| reel sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore

de birim vektor denir (O’Neill 1983).



Tanim 2.1.13 V bir Lorentz uzay1 ve W, V nin bir alt uzay1 olsun. Bu durumda

i. gyw pozitif tammh ise TV ya spacelike alt uzay,
ii. g nondejenere ve indeksi 1 ise W' ya timelike alt uzay,

iii. gy dejenere ise W ya lightlike alt uzay

denir (O’Neill 1983).

Lemma 2.1.3 V bir Lorentz uzayi, V nin bir alt uzayr W ve boyW > 2 olsun. Bu

durumda agagidaki ifadeler birbirine denktirler:

i. I timelike alt uzay ise W bir Lorentz vektor uzayidir.
ii. W alt uzay: iki tane lineer bagimsiz lightlike vektor igerir.

iii. W uzay1 bir tane timelike vektor igerir (O’Neill 1983).

Onerme 2.1.1 V bir Lorentz uzay1, V nin bir alt uzayr W ve boyW > 2 olsun. Bu

durumda agagidaki énermeler birbirine denktirler:

i. W lightlike altuzaydir.

ii. W lightlike vektor igerir, ancak timelike vektor igermez.

iii. WnNQ=1L-— {0} ve boyL =1 - Burada L bir-boyutlu altuzay ve @, V' nin
lightlike konisidir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.1.14 M, n boyutlu reel diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iize-
rinde simetrik, nondejenere ve sabit indeksli (0,2) -tipinden ¢ tensor alanma bir
metrik tensor denir. Bagka bir deyisle g, M manifoldunun her p noktasina 7,M

tanjant uzay iizerinde, bir
gp : T,M x T,M — R

skalar carpimi karsilik getirir ve g skalar ¢arpimin indeksi her p € M icin aymidir



(O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tanim 2.1.15 E", n— boyutlu Oklid uzay iizerinde

q n
g(u,v) = (u,w) = — Zuiwi + Z UjWj, 0<qg<n (2.1.2)

i=1 j=q+1
esitligiyle verilen g—indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen (E”, (,)) ikilisine
yari-Oklidyen uzay denir ve By ile gosterilir. ¢ = 0 ise E" e indirgenir (O’Neill
1983).

Tanim 2.1.16 Eger Ej uzaymda n > 2 ve ¢ = 1 ise Ef yari-Oklidyen uzayina

Minkowski n-uzay1 denir.

Ozel olarak 5, =3 ve g =1 almirsa, Eff = (E?’, () olup o = (u1, ug uz),

w = (w1, wy, w3) 1GIn
g (u,w) = (u,w) = —uywy + uswsy + uzws (2.1.3)

seklinde tanimlanir (O’Neill 1983).
Onerme 2.1.2 V skalar carpim uzay1 ve ¢ 3 vektorii alinsin.

i. v bir timelike vektordiir ancak ve ancak <v>L spacelike altuzaydir ve boylece
E} = (v) @ (U>L seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, spacelike vektorler icin de v

bir spacelike vektordiir ancak ve ancak <U>L timelike vektordiir yani E? ={(v)® (U)L

seklinde yazilabilir.

ii. W c V , bir altuzay olsun. W spacelike altuzaydir ancak ve ancak W+ timelike

altuzaydir.

iii. W bir altuzay olsun. W lightlike altuzaydir ancak ve ancak W+ lightlike alt-
uzaydir (Lopez 2008).



Onerme 2.1.3 V skalar carpim uzay1 olmak iizere W c V altuzay: ve

u,v € B} vektorleri alinsin.

i. u ve v iki lightlike vektor olmak iizere, u ve v lineer bagimhdir ancak ve ancak
(u,v) =0 dir.

ii. Eger u ve v, (u,v) =0 esitligi ile iki timelike veya lightlike vektor ise bunlar

lightlike vektorlerdir.

iii. Eger W lightlike altuzay ise boy(WW N W+) =1 dir (Lopez 2008).

Onerme (2.1.2) ve (2.1.3), E3 ozel halinin yanmsira E} Minkoski n—uzay1 icin de

gecerlidir.

Tanim 2.1.17 u,v,w € E3 olsun. u x v ile gosterilen vektor eger,
(u x v,w) = det(u,v,w) (2.1.4)

sartini saglarsa bu vektore u ile v nin Lorentz anlaminda vektorel ¢arpimi adi verilir.

Burada u = (u1,ugu3) ve v = (vy, vg,v3) olmak iizere
u X U = (Uuzvy — U3, UgU1 — U V3, UV2 — UgV1)

dir (Lopez 2008).

Onerme 2.1.4 E? de Lorentz anlamindaki vektorel garpim asagidaki ozellikleri
saglar (Lopez 2008):

i uxv=—-vxu.

ii. u x v u ve v ye ortogonaldir.

ill. uxv#£0, P= (u,v) diizleminde yatar ancak ve ancak P lightlike diizlemdir.
Onerme 2.1.5 E? de bir P diizlemi ele alinsin. P diizlemine dik olan vektor n ile

gosterilsin. O halde P bir spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) diizlemdir ancak ve
ancak n bir timelike (sirasiyla spacelike, lightlike) vektordiir (Lopez 2008).
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Tanim 2.1.18 M, diizgiin, baglantih bir yiizey ve z: M — E? bir immersiyon
olsun. Yani; dx,:T,M — R? tiirev doniigtimii birebir olan diferensiyellenebilir bir
dontigiim olsun. M yiizeyinin nir p noktasindaki 7, M tanjant diizlemi dz, (1,M)

ile birlikte tanimlanir. g, tanjant diizleminde taniml metrik olmak tizere,

gp = (u,0),, = (dwp(u), dy(v))

(TPM () p> uzaymdaki metrik x doniisiimiiniin durumuna gore degisir.

i. T,,M spacelike bir diizlem yani, g, pozitif taniml,
ii. T, M timelike bir diizlem yani, g, indeksi 1 olan bir metrik,

iii. 7,,M lightlike bir diizlem yani, g, dejenere bir metriktir (Lopez 2008).

Tamim 2.1.19 E}™! — {0} de bir vektor n ve ¢ € R olmak tizere, normal vektorii n

ile birlikte bir hiperdiizlem
HP(n,c) = {z € E{"" [(z,n) = ¢}

seklindedir. Eger;

i. n normal vektorii timelike ise, H P(n, ¢) spacelike hiperdiizlem,

ii. » normal vektorii spacelike ise, H P(n, ¢) timelike hiperdiizlem,

iii. n normal vektorii lightlike ise, H P(n, ¢) lightlike hiperdiizlem olarak adlandirilir
(Izumiya ve Yildirim 2011).

Tanim 2.1.20 E7, ¢ indeksli yar-Oklidyen uzayda sabit bir nokta ¢ ve 7 > 0 bir

sabit olsun. n > 2 ve 0 < ¢ < n i¢in;
i) E2*" de yarigapi 7 olan,
Sie,r)={z e B (x —c,x —¢) =r?}
seklinde tanimlh n boyutlu ¢ indeksli hiperkuadrige yari-Riemann kiire denir.
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ii) E;‘Ill de yaricap1 r olan,

H}(c,r) = {x € Egill (rt —c,x—c) = —r2}

seklinde tanimli n— boyutlu g—indeksli hiperquadrige yari-Riemann hiperbolik uzay

denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.21 Ey ,q indeksli yar-Oklidyen uzayda, sabit bir nokta ¢ ve 7 > 0 bir

sabit olsun. n > 2 ve 0 < ¢ < n i¢in,
Que)={as Bl (x—c,x—c)=0}

seklinde tamimli n— boyutlu g—indeksli hiperyiizeye yari-Riemann lightlike koni
denir (O’Neill 1983).

Onerme 2.1.6 ~, S7(r) C Byt de sabit olmayan bir geodezik egri olsun;

(1) Eger ~ timelike ise Ef*! de bir hiperboliin bir dalnin parametrizasyonudur,
(2) Eger ~ lightlike ise bu bir (lightlike) dogru olup, EZH de bir geodeziktir.

(3) Eger 7 spacelike ise B} de bir elipsin periyodik parametrizasyonudur (O’Neill
1983).

Timelike geodezik

Lightlike geodezik

Spacelike geodezik

Lightlike geodezik

Sekil 2.1 Yari-Riemann kiiresi iizerinde geodezikler (O’Neill 1983)
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2.2 Yari-Riemann Manifoldlar ve Lightlike Manifoldlar

Tanmim 2.2.1 M bir diferensiyellenebilir (C'*°) manifold olsun. M iizerindeki (C'*)
vektor alanlarimin uzay1 x (M) ve M den R ye (C*) fonksiyonlarin uzayr C* (M, R)

olmak {izere, M iizerinde
() x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde tamimlanan pozitif, simetrik, bilineer (,) fonksiyona M iizerinde bir ig
carpim, metrik tensor, diferensiyellenebilir metrik veya Riemann metrigi denir. (M, (,))

ikilisine de bir Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu 2004).

Tanmim 2.2.2 M bir diferensiyellenebilir (C'*°) manifold olsun. M iizerindeki (C'*)
vektor alanlarimin uzay1 (M) ve M den R ye (C*) fonksiyonlarin uzayr C* (M, R)

olmak {iizere, M iizerinde
g9 x(M) x x(M) — C*(M,R)
simetrik bilineer form olsun. Eger g formu
VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0=Y =0

ozeligini sagliyorsa g tensoriine bir yari-Riemann metrigi ve (M, g) ikilisine de yari-
Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu 2004, O’Neill 1983). Yari-Riemann mani-
foldu kisaca M ile gosterilebilir.

Tanim 2.2.3 Bir M yari-Riemann manifoldu {izerinde g metrik tensoriiniin indek-
sine yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. Eger indeks ¢ ise 0 < ¢ < boyM dir.
Ozel olarak, ¢ = 0 ise Vp € M igin g,, T,M iizerinde pozitif tammh bir ig ¢arpim
oldugundan, M bir Riemann manifoldu olur. ¢ = 1 ve n > 2 olmasi1 durumunda ise,

M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill 1983).
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Tanim 2.2.4 M, (C*°), n boyutlu bir manifold olsun. M nin her p noktasna, 7, M

teget uzaymn r boyutlu bir D, alt uzaym karsilik getiren

D : M— UTM
peEM

p— D(p) =D, CT,M
doniigtimiine, M iizerinde r-boyutlu dagilim denir.

X, M manifoldunun tizerinde bir vektor alani olmak tizere her p € M icin X (p) € D,
oluyorsa, X D nin kesitidir (yani X vektor alani D ye aittir) denir. X € I'(D) ile
gosterilir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tanim 2.2.5 M, (C*), n boyutlu bir manifold olsun. Eger her p € M noktasi igin
D,, de r tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alan1 var ise D dagilimina

diferensiyellenebilirdir denir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tamim 2.2.6 M reel, n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, g de M iizerinde
(0,2) tipinde simetrik tensér alani olsun. Ayrica, Vi € M noktasma, T, M iize-
rinde karsilik gelen g, simetrik bilineer formu, sabit ¢ indeksli olsun. Bir ¢ e M

noktasinda,

RadT M ={¢ € T,M : g(§{,v) =0,Yv € T, M}

olmak {izere, eger

RadTM : M — U T,M
ueM

doniigtimii M iizerinde r > ( rankl diferensiyellenebilir bir dagilim tanimliyorsa,
M ye r—lightlike (r—dejenere) manifold, g ye de r—lightlike (r—dejenere) metrik
denir. Bu durumda RadT'M dagihimima, M manifoldunun radikal dagilhmi denir

(Duggal ve Sahin 2010).
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Tanim (2.2.6) uyarmca
g6, X) =0, V& e T (RadTM), VX € D(TM)

dir.

Lemma 2.2.1 M, n—boyutlu diferensiyellenebilir manifoldunun r—lightlike olmas1
icin gerek ve yeter sart, g nin M iizerinde (n — r) rankima sahip olmasidir (Duggal

ve Jahin 2010).

boyRadT M = r < n oldugundan, RadT'M demetini T'M demetine tiimleyen bir

S(TM) demeti alinsin. S(T'M) nin lifleri, x € M olmak iizere T, M uzaymin perde
altuzaylar1 oldugundan, S(TM) bir dagilimdir ve bu dagilima M {izerinde perde
dagilimi adi verilir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tanmim 2.2.7 M ve M, srasiyla, n ve (n + d)—boyutlu (C*) manifoldlar olmak

tizere gz : M — M diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. Vp € M igin

dl'p : TpM — Tx(p)M

tiirev doniiglimii bire bir ise x fonksiyonuna bir immersiyon denir (Hacisalihoglu

2000).

Tamim 2.2.8 M ve M, sirasiyla, n ve (m + n)—boyutlu (C*°) manifoldlar ve
x: M — M doniigiimii bir immersiyon olsun. M manifoldu bir Riemann yapiya

sahip ise # yardimiyla M den indirgenen metrik icin, Vp € M olmak tizere

<X, Y>‘p = <dI‘p,de‘|p> , VX,Y € TpM

lz(p)

esitligi saglandiginda x e bir izometrik immersiyon denir (Hacisalihoglu 2000).
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Tamim 2.2.9 M yari-Riemann manifoldunun bir (C*°) altmanifoldu M ve M deki
metrik g olsun. o : M — M, p — p(p) immersiyon doniisiimii icin p € M nok-

.lp

- r e es e — N £ PP e s
tasindaki tiirev dontisimit 7,M ™5 T, M ve ek doniigtimiide 7, M* “— Tso(p) M

olmak iizere

90|*p (g|p)(Xp7Yp) = 9(p.(Xp), 90*<Y;7))|p7 VX Y, e T,M

esitligi ile tanimli <,0|*p (gjp), M iizerinde bir metrik ise M ye M nin bir yari-Riemann

altmanifoldu denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.10 M, M yari-Riemann manifoldunun bir yar-Riemann altmanifoldu

olsun. Vp € M icin
T,M* = {V, € T,M : g,(V,, W,) =0,YW, € T,M }

uzayimin boyutuna M nin dik tiimleyeninin boyutu (eg boyutu), 7,,M* in indeksine

de M nin dik tiimleyeninin indeksi denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.10 M, bir yar-Riemann manifold olsun. A nin dik tiimleyeninin
boyutu (es boyutu) 1 olan yari-Riemann altmanifolduna, M nin bir yar-Riemann
hiperyiizeyi denir (veya n—boyutlu bir yari-Riemann manifoldunun (n — 1)-boyutlu
bir M yar1 Riemann altmanifolduna M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi denir)

(O’Neill 1983).

Tamim 2.2.11 (M, g) reel (m + n)—boyutlu yari-Riemann manifoldu (n > 0),
g, ¢ € {1,...,m+n—1} sabit indeksli yar-Riemann metrik ve M, M nin bir
hiperyiizeyi olsun. g metriginin altmanifold iizerine indirgenmis oldugu tensor alani

g ile gosterilsin. p € M igin
T,M* = {V, € T,M : g,(V,,, W,) = 0,YW, € T,M }
ile tammlanan dik uzay goz oniine alimirsa, g,, T,M~* de nondejenere oldugunda
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T,M ve T,M~ uzaylar1 nondejenere ve T,M uzaymn tiimleyen ortogonal altuzay-
laridir. Diger durumda 7),M, T,M* ortogonal uzaylar, fakat tiimleyen degildirler.
Bu durumda

RadT,M = RadT,M* = T,M NT,M*

dir (Duggal ve Sahin 2010).

Tanim 2.2.12 M, (m + n)—boyutlu M yar1 Riemann manifoldunun hiperyiizeyi
olsun. RadT,M # {0} ise M ye M nin lightlike (151ks1) hiperyiizeyi denir.

M bir lightlike (1s1ks1) hiperyiizey ise her p € M icin T,M ", teget uzaym icinde 1
boyutlu lightlike bir dogrultudur. O halde T M+ ¢ TM dir.

Tanmim 2.2.13 TM* vektor demetini T'M icinde TM demetine tiimleyen S(7M)

tiimleyen vektor demeti goz oniine alinirsa
TM = S(TM)®TM*

dir. Her bir S(T'M),, T,M uzaymimn altuzay1 oldugundan, S(T'M) demetine M

tizerinde perde vektor demeti denir.

Tanim 2.2.13 (m+n)-boyutlu bir yari-Riemann M manifoldunun es boyutu n olan

bir altmanifoldu M olsun. Vp € M igin
Rad :p € M — Radl,M

doniistimii, M iizerinde ranki r» > 0 olacak gekilde diferensiyellenebilir bir dagilim

tamimliyorsa M ye r—lightlike altmanifold denir (Duggal ve Bejancu 1996).
Lightlike altmanifoldlar teorisi ile Riemann ve yari-Riemann altmanifoldlar arasin-

daki temel fark, lightlike durumda 7'M ~ demetinin bir kisminm 7'M demetinde

kalmasidir.
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2.3 Oklid ve Minkowski Uzayinda Bir Egrinin Egrilikleri ve Frenet Catilari

Tanim 2.3.1 M C E" egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile verilsin. Vs € I ya

kargilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r— ayaklis1 {V1, V3, ..., V,.} olsun. Buna gore,

ki - IT—-R 1<i<r

s = kils) = (V) (), Via(s) )

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin :—yinci egrilik fonksiyonu denir. Vs € [
icin k;(s) reel sayisina da «a(s) noktasinda M nin i—yinci egriligi denir (Hacisalihoglu

2000).

Teorem 2.3.1 M C E" egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. Vs € I ya
kargilik gelen «(s) noktasindaki Frenet r— ayakhs1 {V3, V5, ..., V,.} ve i—yinci egriligi
k;i(s) ise;

Vi(s) = ku(s)Va(s)
(s) = —ki_1(s)Vie1(s) + ki(s)Viga(s), 1<i<r
Vils) = —kra(s)Vioa(s)

dir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.3.2 n = 3 6zel hali igin E3de M egrisi (I, a) komgulugu ile verilsin. s € [

yay parametresi olmak {izere;

a : I —E?

S — a(s) = (al(s), Oég(S), 063(8))
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seklinde tanimlansin. Bu durumda Frenet ii¢ ayaklisi {T(s), N(s), B(s)} i¢in

T(s) = als)

_ a'(s)
M= aen
B(s) — a (s)Aa (s)

[l (s)]
dir (Hacisalihoglu 2000). Burada T'(s), N(s) ve B(s), sirasiyla, egrinin teget, asli

normal ve binormal vektorii olarak adlandirilir.

Teorem 2.3.3. E3de M egrisi (I, ) komsulugu ile verilsin. s € I yay parametresi

olmak iizere;

a : I —>E

s — a(s) = (a1(s), aa(s), as(s))

seklinde tanimlansin. Bu durumda Frenet iig ayaklisi {T(s), N(s), B(s)} icin bu

Frenet vektorlerinin kovaryant tiirevleri yine kendileri cinsinden ifade edilebilir:

T'(s) = ki(s)N(s)
N (s) = —ki(s)T(s) + ko(s)B(s)
B (s) = —ka(s)N(s)

Yukarida verilen esitliklere Frenet formiilleri ad1 verilir. Burada,

kl : I —R

s — ki(s) :‘

a” (S) H
egrinin B3 Oklid uzayinda egriligi olup, genelde & ile gosterilir;

ks + I —R
s — ka(s) = <N/(s),B(s)>
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egrinin E? Oklid uzayimda burulmas: (torsiyonu) olup, genelde 7 ile gosterilir.

Frenet formiilleri (esitlikleri):

T 0 k 0 T
N |=| - 0 71 N
B 0 —7 0 B

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu 2000).

Oklid uzayinda oldugu gibi E? Minkowski uzaymda da egrinin geometrisi herhangi

bir noktasindaki ortonormal baz ile tamimlanabilir (Lopez 2008).

Tanim 2.3.4 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkh olan egriye regiiler egri

denir) (Hacisalihoglu 2000).
Onerme 2.3.1 Herhangi timelike ya da lightlike egri regiilerdir (Lopez 2008).

Dolayisiyla spacelike bir egrinin her zaman regiiler oldugu styleyenemez ancak aksi

belirtilmedikge calismamiz boyunca egrileri regiiler egri olarak ele alacagiz.

Yay parametresi ile parametrelendirilmis regiiler bir « egrisini goz oniine alalim. s,
« egrisinin yayparametresini gostermek tizere T'(s) = o'(s) vektorii a(s) egrisinin
teget vektorii olarak adlandirilir ve <T(5), T'(5)> — (0 dir. Herbir s i¢in T'(S) £0

ve T'(s), T(s) ile orantili olmadig1 kabul edilecektir. Bu egrinin diiz bir dogru

olmasindan kaginmak i¢indir (Lopez 2008).
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a(s) egrisinin timelike olmasi durumu:

a bir timelike egri olsun. Bu durumda T'(s) #£0 T(s) den bagimsiz spacelike

bir vektordiir. a nmin s deki egriligi x(s) = HT'(S) H ile tanimlanir. Normal vektorii

N(s), N(s)= 1}:((5) _ HZZEZH ile tamimlanir, ayrica buradan r(s) = (T7(s), N(s))

seklindedir. Binormal vektor B(s) =T(s) x N(s) ile ifade edilir, bu sartlar

saglayan B(s) vektorii birim spacelike vektordiir. Herbir s i¢in, {T, N, B} E} uza-
yinin ortonormal bir bazidir ve « egrisinin Frenet {igliisii (¢atis1) olarak adlandirilir.

a nin s noktasindaki torsiyonu 7(s) = < N /(5), B( 3)> ile tamimlanir.

Frenet tigliisiindeki herbir vektor fonksiyonunun s ye gore tiirevleri alinirsa ve tiirev-
lerin Frenet tigliisiindeki (gatisindaki) vektorlerle ilgisi ortaya koyulursa, Frenet egit-

likleri

T 0 K 0 T
N’ =l x 0 T N
B 0 —7 0 B

seklinde elde edilir (Lopez 2008). «(s) egrisinin timelike olmasi durumu igin Frenet
tigliistindeki vektorler T, N, B, sirasiyla, timelike, spacelike, spacelike vektorlerdir.
Lightlike koni iizeride spacelike egri inceleyecegimiz icin « spacelike egri olmak iizere

egrinin Frenet ticliisii caligmamiz igin 6nem tagimaktadir.
a(s) egrisinin spacelike olmasi1 durumu:

a: I —E} s— a(s) ,syay parametreli spacelike bir egri olmak {izere, Frenet esit-
likleri T'(s) = a'(s) teget vektoriiniin tiirevinin T'(s) in karakterine bagh olarak
ti¢ durumda verilir (Lopez 2008).

i. T'(s) spacelike vektor olsun. «f(s) egrisinin yay parametresi s icin egriligi

(s) = |[7'(9) i

metresi s igin binormal vektorit de B(s) = T'(s) x N(s) ile ifade edilir. Frenet

, normal vektorii N(s) = dir. «a(s) egrisinin yay para-
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esitlikleri

T 0 « O T
N |=|-k 0 1 N
B’ 0 7 0 B
dir. Burada egrinin torsiyonu 7(s) = — < N /(3), B(5)> ile tanimlanir. Bu durumda

Frenet ticliisiindeki vektorler T, N, B, sirasiyla, spacelike, spacelike, timelike vek-

torlerdir.

T'(s)
K(s)
a mn egriligi x(s) = \/ —(T"(s),T'(s)) seklindedir. Binormal vektor

ii. 7"(s) timelike vektor olsun. Normal vektorii N (s) = olmak tizere, burada

B(s) =T(s) x N(s) spacelike bir vektordiir. Frenet egitlikleri;

T 0 k 0 T
N | =]k 0 7 N
B 0 7 0 B

seklindedir. Burada o nin torsiyonu 7(s) = < N'(s), B(5)> dir. Bu durumda Frenet

tigliistindeki vektorler T, N, B, sirasiyla, spacelike, timelike, spacelike vektorlerdir.

iii. 7'(s) lightlike vektor olsun herhangi s igin (T'(s) # 0 ve T(s) ile orantili
degildir). Normal vektorii N(s) = T"(s) seklinde tanimlansin, N(s), T'(s) ile lineer
bagimsizdir.  B(s), (N(s), B(s)) =1 sartiu saglayan ve T'(s) ile ortogonal tek
lightlike vektordiir. Bu vektor B(s), a egrisinin binormal vektorii olarak adlandirilir.

Bu durumda Frenet esitlikleri

/

T 0 1 0 T
N |l=]0 7 0 N
B -1 0 —1 B

seklindedir.
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Burada 7, a nin torsiyonu olup 7(s) = < N,<3)’ B(3)> dir. « egrisi i¢in egrilik
tanimh degildir. Bu durumda Frenet iicliisiindeki vektorler T, N, B, sirasiyla, space-

like, lightlike, lightlike vektorlerdir.
a(s) egrisinin lightlike olmasi1 durumu:

o yarl-yay parametresi ile parametrelendirilmis lightlike bir egri olsun, yani o (s)
birim spacelike vektor olsun. Teget vektor T'(s) = a'(s) venormal vektor N(s) = T (s)
seklinde tamimlanir. Binormal vektoér N(s) vektoriine ortogonal olan tek lightlike

vektor olup, (N(s), B(s)) =1 sartim saglar. Buradan Frenet esitlikleri

g 0 1 0 T
N l|l=|7 0 -1 N
B’ 0 —7 0 B
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3. LIGHTLIKE YUZEY IiCIN EGRIi-YUZEY iKiLiSININ
EGRILIKLERI

3-boyutlu Minkowski uzayinda, bir bagka bakig agisiyla lightlike (null, 1g1ks1) yiizeyler
herbir noktasindaki teget diizlemi, lightlike koniye teget olan ytiizey olarak goriilebilir

(Izumiya, Pei ve Sano 2000).

2, 3-boyutlu Minkowski uzayinda M lightlike bir yiizey, M yiizeyi i¢inde birim hizh
bir «: I — M spacelike egrisi ve yiizeyin normal vektor alam1 Z olsun. M lightlike
yiizeyin normal vektor alam1 Z lightlike vektordiir. a spacelike egrisinin birim teget
vektor alan1 7' olmak {izere,

(2,2) = (Y,Y)=(Z,T) = (Y,T) =0 (3.1.1)

sartlarim saglayacak sekilde Y lightlike vektorii vardir ve tektir. Dolayisiyla {T', 7)Y’}
ciimlesi « egrisi boyunca bir ¢ati alam olugturur. Bu gat1 alanina («, M) egri-yiizey
ikilisinin gatis1 diyecegiz. Bu kisimda |2 = (E3, (,)) olup, vektorlerin ¢arpim igin

(2.1.3) esitligi kullanilmaktadir.

Sekil 3.1 («r, M) egri-yiizey ikilisinin gatist
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Tanim 3.1.1 o : ] — M,s — a(s) s yay parametreli lightlike M ylizeyi iizerinde
spacelike birim hizh bir egri ve {7, 7 Y} ciimlesi E? de « egrisi icin bir ¢at1 olmak

lizere

esitligiyle belirli s, (s) sayisma, (o, M) egri-yiizey ikilisinin «(s) noktasimdaki

z—egriligi denir.

r, fonksiyonu o vektoriiniin Y lightlike vektoriine paralel izdiistimiiniin uzunlugunu

olcer.

Tanim 3.1.2 a: I — M, s — «(s) s yay parametreli lightlike M yiizeyi tizerinde

spacelike birim hizli bir egri olsun.

esitligiyle belirli ,(s) sayisina, (o, M) egri-yiizey ikilisinin «(s) noktasindaki

y—egriligi denir.

. " e .s Ty s . . e Ty . .s s s s
ky fonksiyonu o vektortinlin yiizeyin normali Z vektoriine paralel izdiigtimiiniin

uzunlugunu olger.

Tanim 3.1.3 a: I — M, s — a(s) s yay parametreli lightlike M yiizeyi tizerinde

spacelike birim hizli bir egri olsun.

esitligiyle belirli 7,(s) saysina, (o, M) egri-yiizey ikilisinin a/(s) noktasindaki burul-

mas1 denir.

Tanim 3.1.4 « : I — M birim hizh bir egri olmak tizere, x., s, 7, fonksiyonlaria

(v, M) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri denir.
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Asagidaki teorem T, Z Y vektor alanlarmin a egrisi boyunca tiirevlerinin yine bu

catiya baglh olarak yazilabilecegini gosterir.

Teorem 3.1.1 «, M lightlike yiizeyi icinde spacelike birim hizli bir egri olsun.

(a, M) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri &, k., 7, egri-yiizey egrilikleri olmak tizere

T = k.7 + kY
7' = -k, +71,7 (3.1.2)

/

Y =—-rT—-1,Y

dir.

Ispat Her s € I icin {T(s),Z(s),Y (s)} ctimlesi Tws)(E}) uzay icin bir baz
oldugundan, 7' = \;T + \yZ + \3Y Dicimindedir. Simdi A;, A2, A3 katsayilarim
(3.1.1) deki esitliklerden yararlanarak hesaplayalim.

1) T'=MT + MZ + N3V esitliginin her iki yam 7T ile ¢arpilarak, ), = <T’,T>
bulunur. (7,7) =1 oldugundan, ), = <T',T> — 0 elde edilir.

T = MT + \oZ + \3Y esitliginin her iki yam Z ile carpilarak, \; = <o//, Z) =k,
ve benzer gekilde 77 = \T 4+ \oZ + \3Y esitliginin her iki yam Y ile garpilarak,
Ao =(T"Y)=(a"Y) =k, eldeedilir. Buradan

T = k.7 + kY

dir.

ii) 7' € Sp{T(s),Z(s),Y(s)} oldugundan 7' = \\T 4 \yZ + \Y dir.
7' = MT + \Z + \3Y esitliginin her iki yan, sirasiyla, T, Z,Y ile carpilirsa,

M=(ZT)y=—(T,Z)=—{(a"(s), Z(s)) = —kry
Ns=(Z,Z)=0

/\2:<Z/,Y>:7'y

26



bulunur. Boylece,

7' =k, 47,7

elde edilir.

i) Y' e Sp{T(s),Z(s),Y(s)} oldugundan Y’ = \T 4 \yZ + \3Y dur.
Y = MT 4 X\oZ 4+ A\3Y  esitliginin her iki yan, swrasiyla, 7', Z, Y ile carpilirsa,

M= (Y T)=—(T"Y)=—(a"(5).Y(5)) = =
N =Y ,2Z)=—(ZY)=—-1,
A =(Y' Y)=0

bulunur. Boylece,

!

Y = —x,T—-1,Y

dir.

K, Ky, T, fonksiyonlari, a egrisinin tammlandigy I arahigindan R ye giden reel
degerli fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar egriye ve yiizeye baghdir. Yani egri-yiizey

egrilikleri, egrinin ytizey i¢indeki konumuna bagldir.

Teorem 3.1.2 o : [ — M, s — «(s) s yay parametreli lightlike M yiizeyi iizerinde
spacelike bir egri olsun. T'(s) = o/(s) , a(s) egrisinin spacelike birim teget vektor

alan1 olmak tizere, o/'(g) € sp{Z(s),Y(s)} dir
Ispat o: 1 — M, s — a(s) s yay parametreli lightlike M yiizeyi iizerinde spacelike

bir egri olmak tizere {Z,T,Y } egri-yiizey catisi i¢in o (s) € sp{Z(s),T(s),Y(s)}
dir. O halde A1, Ay, A3 € R degerleri icin o (s) = A\ Z(s) + A\ T'(s) + A\3Y (s) dir.
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(3.1.1) esitliginden,

M= <o/’(s),Y(s)>
Ay = <a”(s),T(s)> = <oz”(s),o/(s)> =0
Ao = (a”(),2(5))

elde edilir. Dolayisiyla o (s) = (a”(s),Y(s)) Z(s) + (a"(s), Z(s)) Y(s) olup
o' (s) € sp{Z(s),Y(s)} dir.

Sonug olarak, o (s) vektorii {Z(s),Y(s)} vektorlerinin gerdigi diizlemdedir. Bu
diizleme dik olan vektor T'(s) spacelike vektorii olup {Z(s),Y(s)} vektorlerinin
gerdigi diizlem timelike diizlemdir. Timelike diizlemin i¢inde ii¢ tip vektor de yata-

bileceginden " (s) vektorii spacelike, timelike, lightlike olabilir.

a spacelike egrisinin E? deki Frenet vektorleri T = T', N, B ile gosterilirse, s € I igin

Z(s),Y(s), B(s), N(s) vektorlerinin dordii de T'(s) vektoriine dik oldugundan, bu
dort vektor diizlemseldir. « spacelike egrisi icin T'(s) = o/'(g) vektorii T'(s) birim
teget vektor alaninin s ye gore tiirevi olmak {izere bu vektoriin spacelike, timelike,

lightlike olma durumlarina bagh olarak ti¢ durum stz konusudur.

« spacelike egrisinin E? iizerindeki {T, N.B } Frenet catisi icin K, 7, sirasiyla, «
egrisinin egrilik ve burulmasimi gostersin. « egrisinin spacelike olma durumuna
karsilik gelen Frenet denklemlerinden yararlanarak, x, 7 ile egri-yiizey catisinin

Ky, Kz, Ty egri-ylizey egrilikleri arasindaki bagintilar1 inceleyelim.

Teorem 3.1.3 o:] — M C E3, s — a(s) ,s yay parametresi olmak tizere a(s)
egrisi boyunca egri-yiizey gatist {T,Z, Y} ve egri ytizey egrilikleri ¢, x,, 7, ol-
sun. a(s) egrisi boyunca E? de yari-ortonormal gatisi i¢in a(s) egrisinin egrilik, tor-
siyon, asli normal ve binormalleri, sirasiyla, &, 7, N, B ile gosterilsin, o' (s) =T (s)

spacelike olmak {izere,

R = \/2K.k, (3.1.3)
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Ve ! li ! ! 2 li i
2 _ gk, N l(ﬁzﬁy + /-@ZQ/-@y) N Ty(Kyky — I{zl-{y) L
Kyk, 4 (/gz/@y) Kzhy

2
Y

dir. Ayrica, burada k,, k, # 0, kx5, >0 dir.

Ispat T/(S
{T,N,B} catismn Frenet formiilleri,

el

~
[
[
=l
=

~

=
I
|
=
3
4
S
o3

Sy
I

)
=

(3.1.4)

) = (s) spacelike olursa « spacelike birim hizh egrisi boyunca E} de

(3.1.5)

seklindedir (Lopez 2008). Bu Frenet formiillerine gore egrilik 7(s) = ||T7(s)|| -

T’(s): o’ (s)
R(s)  lla”(s)ll

i # 0 , normal vektorii N(s) =

(3.1.2) esitligi ve (3.1.5) de verilen birinci esitlikten,

/

T = kK. Z+KyY

RN = Kk, 7+ KyY
dir. Buradan (3.1.6) denkleminden

</%]\7, RN> = (k.2 + kY, k. Z + K,)Y)

sartlarin saglarlar.

(3.1.6)

(3.1.7)

elde edilir. Ayrica (3.1.1) de verilen esitliklerden ve (N, N) =1 esitliginden (3.1.7)

denklemi

R2 = 2K, Ky

halini alir ve sonug olarak

R = \/2kK;kKy
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olup, istenilen elde edilir. Burada Ky, Kz 7 0, Kaky > 0 oldugu goriiliir.

T kZ4rY
N=—= fe 2 Ry (3.1.9)
R /2K Ky
dir. Buradan her iki tarafin s ye gore tiirevi alinirsa,
— KR ’ KR ’ K ’ K ’
N = = Z + =7 + L )Y + L)Y 3.1.10
( Y Z +( )7+ GV (Y (110)

\/ 2K Ky /2K Ky

(3.1.5) de verilen Frenet formiillerinden

(—RT+7B) = (— ) Z 4 () 2+ (—e )Y 4 (—e)Y (3.1.11)

/2K Ky /2K hy /2K Ky /2K kKy

elde edilir. (3.1.2) denklemlerinden Z' ve Y yerine yazilirsa, (3.1.11) esitliginin sag

tarafl

Kz

/2K hy

’ K

)Z+(\/m

)=y T + 7y 7) + (—o=)'Y + (—e=) (—k.T — 7,Y)

(3.1.12)

haline doniisiir. (3.1.12) esitligi (3.1.11) de yerine yazilirsa

— K, / K
—kT'+7TB) = Z+ -k +T1,7) +
/fy ’ /fy

Il
—~

bulunur.
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Esitligin sag tarafinda 7" vektor alaninin katsayisi

— 2Ky K _
T, Ve = F
zhvy

dir. Buradan sag ve sol tarafdaki T" teget vektor alanlarinin katsayilarinin egit oldugu

goriiliir.
Dolayisiyla
_ ' Ko (K oy + Kok, ;
B oo (fe  mRhes) Ry
/265Ky 2k ky/ 2K Hy \V/ 2Kk
K, Koy (ke + /lei;/) .4

y _
(\/2@@ 26, Ky\/2K 2Ky /2K Ky

)Y

seklindedir. (7, Z) = (Y,Y) =0, (Z,Y) =1 esitliklerinden ve <B7 B> =1

esitliginden yararlanarak,

_ i ' Ko (K Ky + Kok .
(:BB) = o fe Pl EEK) | R,

\/ 2K Ky 26, Kyr/ 2K Ky \/ 2K Ky

( Ii; B my(m;my+mzn;/)  RyTy )

/2K kKy 26, Ky\/ 2K 2Ky \/ 2Kz kKy

+ ).

buradan
i ! !
\/ 26Ky 26, Ky\/ 2K Ky /26Ky
( “y + iy (rapy + ishiy) _ Ty )
V 2K Ky 26, Kyr/ 2K Ky /26Ky
bulunur.
! ! !/ / ’ ,
—72 = Ryk, | Rabky(Roky + KoKy K RyTy
2K Ky (2&2%)2 2K 5Ky
' ' ! ! "\2 / ’
B Kby (K by + Koy _ Koty (K by + Koky)? Kok Ty (K Ry + KoK,
(221)? (2k.5y)" (2k.5y)°
“;KzTy RyhiaTy (K kg + Koty B Koyh=T
26Ky (26,k,)° 2K Ky
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buradan son esitlik diizenlenirse,

’ !/ ! ’ 2 !’ !
L Kk, (K Ry +Roky)? Ty(R Ry — KaKy)
TN =— + - 3 + + 7
Kyk, 4 (/Qz/-gy) Kxhy

elde edilir.

Teorem 3.1.4 o:] — M C E3, s — a(s) ,s yay parametresi olmak tizere a(s)
egrisi boyunca egri-yiizey gatist {T,Z, Y} ve egri ytizey egrilikleri g, x,, 7, ol-
sun. «(s) egrisi boyunca E? de yari-ortonormal ¢atisi i¢in a(s) egrisinin egrilik, tor-
siyon, asli normal ve binormalleri, sirasiyla, &, 7, N, B ile gosterilsin, o' (s) =T'(s)

timelike olmak iizere,
R = /—2Kky (3.1.13)

ve
ki, 1(kyky + kak)?  Ty(K,ky — Kok,
po s | 1(Rery zy) 4 Toltisty y>+7§ (3.1.14)
kyk, 4 (/.;Z/{y) Kzky

dir. Burada Ky, Kz 7 0, Kokiy <0 dir.

Ispat T'(s) — a”(s) timelike olursa « spacelike birim hizh egrisi boyunca E} de

{T, N, B} catisinin Frenet formiilleri,

T = T =&kN

N = kT +7B (3.1.15)

— —

seklindedir. Bu Frenet formiillerine gore K(s) = \/ —(T'(s),T'(s)) » k#0 , nor-

7/:((38)) dir (Lopez 2008).

mal vektorii icin N(s) =

(3.1.2) ve (3.1.15) den,

T = K. Z+K)Y

RN = K4 + kyY
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ve

(RN,EN) = (k.Z + K,Y, k.2 + k,Y)

(3.1.1) de verilen esitliklerden ve (N, N) = —1 esitliginden
—Rr= 2K, Ky

seklinde olup,

R = /—2K.Ky
elde edilir. Burada -
N 2 _ K Z+ kY
R —2K,Ky

dir. Buradan her iki tarafin s ye gore tiirevi alinirsa,

elde edilir. Z' ve Y’ nin esitini yerine yazilirsa, esitligin sag tarafi

N~k T—7,Y)

Ry )/Y+(
\/ T2k Ky \/ T2k Ky

") 7 (e ) (— Ry TH7, Z)+(

(, /—2K Ky \/ 2K Ky

haline doniisiir. Bu esitlikten yararlanarak,

_ K;z / Ik(;z
KI'+7B) = (———) 24+ (————)(—k, I +7,2) +
(/f T ) (\/%) (m)( Ry Ty )
/fy / /ﬁ?y
—— VY 4+ (———)(—k, T — 7,V
—/ilzli —/{z/il
Ko/ —2K Ky — Ky \/:’Z?y) )
= ( = )2+ ( = )(—=ry T + 7y7)
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bulunur. Esitligin sag tarafinda 7" vektor alaninin katsayisi

—2KyK, _
\/T% =\/—2K;ky = K
zhy

dir. Dolayisiyla

- D 'Lil HZ(’ffzﬂy + KZK;;) 'L{'z'ry
7B = Z _— + + 7 +
(\ =2k K5y  —2K.Ky\/—2K.Ky A /—2/<;Zr<;y)
K, Ky (Ko ky + 2K Ky Ty

Y —
(\/—2@@ * =26, Ky\/ 26Ky  \/—2K.Ky

(3.1.1) esitliklerinden ve <B B > = 1 egitliginden yararlanarak,

)Y

2 _ 2( “lz KZ(’{;’{y‘i"{z”f;) KyTy

[—2kK .k, y —2h Ky — 2Kk d \/—QIQZIQy)'
)

I i
Ky Ky(K Ky + K /<oy) KyTy

/26Ky pr —2K Ky 2K Hy 9 \/ 2Kk

(

ro ’ ’ ’ ,
Kyk, KRy (R Ry + KKy) KKy T,

2
=) 7T = 2(—
(=) ( 2K, Ky (—2;<;z;<;y)2 2K, Ky
Iizli;(lilzl{y + /{Z/{;/) Kby (Ko kg + mzn;)z —Fokiy Ty (K.
(—2k.ry ) (—2k.r,)° (—2K.ky

! ’ !
2
| RykeTy | RyReTy(RoRy + Raky) | RykeT

2K, Ky (—2,‘12@)2 2K Ky

buradan son esitlik diizenlenirse,

elde edilir.
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Teorem 3.1.5 o:] — M C E3 s — a(s) ,s yay parametresi olmak tizere a(s)
egrisi boyunca yari-ortonormal gat1 i¢in a(s) egrisinin torsiyon, asli normal ve bi-
normalleri, sirasiyla, 7, N, B ile gosterilsin, o'(s) = T"(s) i¢in T'(s) lightlike olmak

tizere ve a(s) egrisinin ky, k., T, egri-ytizey egrilikleri icin
Kyk, =0

dir.

Ispat 7'(s) lightlike vektor olsun. Bu durumda « egrisinin Frenet esitlikleri,

T =N

~
I

=
I
al

(3.1.16)

seklindedir. Burada 7, a nin torsiyonu olup 7(s) = < N '(5), B(5)> dir. « egrisi i¢in
egrilik tanimh degildir (Lopez 2008).

Egri-yiizey catisindan elde edilen (3.1.2) denkleminden ve 7" lightlike olmas1 duru-
munda (3.1.16) denklemlerinden

TI:N:KJZZ—FKJyY

olup (3.1.1) den
<N, N> = 2K, Ky

elde edilir. < N,N > =0 igin,
Koty =0 (3.1.17)

saglanir.

(3.1.17) esitligi k., =0 veya r, = 0 olmasi ile saglamir. Eger y—egriligi x, =0
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olursa
T =k.Z + kY
7' =—k,+1,7

!

Y =—xT—-1,Y

denklemleri

!

T =k, 7

Z =Ty
Y'=—kT-1,Y

halini alir. Yani 7' = k.7 icin o (s) yiizeyin normali Z yoniinde olup egri lightlike
yiizey tizerindeki lightlike dogrulardan biri olur. Lightlike dogrular lightlike ytizey

icin geodezik egriler oldugu icin x, = 0 icin geodezik egriler elde edilir.
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4. LIGHTLIKE KONi UZERINDE EGRILER

Tanim 4.1 Egﬂde sabit bir nokta ¢ olmak {izere,
QZ'(C) = {x € EZH lg(x — c,x —¢) = 0}

seklinde tanmimlh hiperyiizeye yari-Riemann lightlike koni (kuadrik koni) denir.
¢ =0 ve ¢ =1 oldugu zaman Q7(0) (n—boyutlu 1 indeksli yar-Riemann lightlike
koni) basitce Q" ile gosterilebilir ve lightlike koni olarak adlandirilir (O’Neill 1983).

Onerme 4.1 R3+1(yar1—0klidyen uzay) daki lightlike koni (Q?) bir skalar ¢arpim
altinda invaryant kalan bir hiperyiizeydir ve (R? — {0}) x S" 7 ile diffeomorftur.
(O’Neill 1983).

R7*! uzaym yer (pozisyon) vektor alan lightlike koninin hem tegeti hem de norma-
lidir. Sonug olarak yari-Riemann kiire ve yari-Riemann hiperbolik uzay Riemann
geometrisi ile benzerlik gosterirken, lightlike koninin geometrisi Riemann geometrisi

ile benzerlik gostermez.

Lightlike koninin iiretegleri (yani lightlike vektorler) aym zamanda koninin normal-
leridir. Lightlike koninin teget diizlemi lightlike olarak adlandirilir. Lightlike koninin
teget diizleminde, koninin iireteclerinden biri ve lightlike vektorlere ortogonal olan

spacelike vektorler yatar (Riesz 1988).

Tanmim 4.2 E}*2, (n 4 2)—boyutlu Minkowski uzay1 olmak iizere, E}*? de sifirdan

farkli o vektorii eger;
(x,x) > 0 ise = spacelike vektor,

(xz,x) <0 ise x timelike vektor,

(z,x) = 0 ise z lightlike vektor olarak adlandirilir (Liu 2004).
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Tamim 4.3 E7? tizerindeki {e1, €3, ..., €, €nt1, €nyo} catl alani icin

€n+1, €n+1> <en+27 en+2> = 01

K
<€'ﬂ+17 €n+2> 1 (41)
< .

| |

€nt1,€ > <6n+27ez> 0> 1= ]-7 ey T

e, ej) =05, i,j=1,...,n.

sartlar1 saglaniyorsa bu gati alanina asimptotik gat1 alani denir (Liu 2004).

Tamim 4.4 E'? tizerindeki {e1, €, ..., €, €nt1, €nyo} catl alan icin

Cn+1, 6n+1> <6n+2, en+2> - ]-a

[
<€n+1, €n+2> 0; (4.2)
(
| |

en+17€z> <€n+27€2> - 07 1= 17 ey T

ei,e;) =05, i,j=1,...n

sartlar1 saglaniyorsa bu cati alanina yari-ortonormal ¢at1 alani denir (Liu 2004).

Tanmim 4.5 I, R nin bir agig1 ve M bir Lorentz manifoldu olmak {izere

a:ICR— M

diferensiyellenebilir déniigiimlere egri adi verilir (O’Neill 1983).

Tanim 4.6 M bir Lorentz manifoldu ve o : I C R — M bir egri olsun.« egrisinin

teget vektor alani 7' olmak tizere

g(T,T) > 0 ise « egrisine spacelike egri,

g(T,T) < 0 ise « egrisine timelike egri,

g(T,T) =0 ve T # 0 ise « egrisine lightlike egri denir.

Egrinin bir 6zel hali olan dogru gozoniine alinirsa; dogrunun dogrultman vektorii
spacelike ise dogru spacelike dogru, dogrultman vektorii timelike ise dogru timelike

dogru, dogrultman vektor lightlike ise dogru lightlike dogrudur (O’Neill 1983).
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Aksi belirtilmedik¢e a , o : 1 — Q"' C B/, t — aft) € Q" Q"*! tizerinde

= da(t) olarak

regiiler bir egri (V¢ € I icin o (t) # 0 ) ve Vt € I igin aft) wa(t)
alinacaktir (Liu 2004).

Tamim 4.7 B2 de a(t) egrisi verilsin. V¢ € I icin alt),a (t),a" (t), ..., ™ (t), a1 (1)
vektor alanlari lineer bagimsiz ve a(t), o’ (t),a’ (1), ..., ™ (t), o™V (1), a2 ()
vektor alanlari lineer bagimli olma sartin sagliyorsa Ef*? de a(t) egrisine Frenet

_ ") gy (Lin 2004).

dtn

egrisi denir. Burada o("(¢)

Onerme 4.1 Lightlike koni iizerinde, o : 7 c R — Q"' B2t — aft) € Q"
egrisi verilsin. Eger a ve da lineer bagimsiz ise da spacelike vektordiir (Takizawa ve

Tsukada 2009).

ispat a € Q" oldugu icin (a,a) =0 dir. (a,a) =0 oldugundan, (a,da) =0
elde edilir. Bir lightlike vektor ya kendisiyle lineer bagimh bir vektore ya da space-
like bir vektore ortogonaldir. Dolayisiyla o ve da lineer bagimsiz oldugu icin da

spacelike olacaktir.

Lemma 4.1 « spacelike veya timelike bir egri olsun. O zaman ||o/(s)H = 1 olacak

sekilde bir parametre degisimi vardir (Lopez 2008).

Tanim 4.8 « ve da lineer bagimsiz olarak alindigi i¢in, « spacelike egrisi yay uzun-

lugu ile parametrelendirilebilir. a(t) egrisinin yay uzunlugu s
ds* = (da(t), da(t))

ile tanmimlanir (Liu 2004).

Eger a(t) egrisinin yay parametresi s alimirsa ve a(s) = a(t(s)) ile gosterilirse
o (s) = Z—i , a(s) egrisinin spacelike birim teget vektor alanmidir. O halde

a: ] — Q" C Eyt? , birim hizh spacelike bir egridir. Buradan anlagihyor ki a

lightlike (yer) vektoriiniin lightlike koni iizerine ¢izdigi egri spacelike bir egridir.
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4.1 E? Minkowski Uzayinda iki Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde Egriler

Bu boliimde iki boyutlu lightlike koni iizerinde bir « egrisi i¢in asimptotik cat1 alani
verilerek ve « egrisinin koni egrilik fonksiyonundan yararlanilarak, « egrisi i¢in baz
karakterizasyonlar elde edilmigtir. Ayrica « spacelike egrisinin Ei” de {T, N, B}

Frenet catisi igin &, 7 (sirasiyla, « egrisinin egrilik ve burulmasi olmak iizere) ile &

koni egrilik fonksiyonu arasinda bagintilar incelenmistir.

Bilindigi gibi, «: 1 — Q? C E$ olmak tizere, a lightlike koninin hem teget diizle-
minde yatar hem de normalidir. Dolayisiyla burada egri-yiizey catisindaki lightlike
yiizeyin normal vektorii 6zel olarak 7 = o dir. Yani normali ayni zamanda koninin

yer vektorii olur.

o' (s) = Z—i , a(s) egrisinin spacelike birim teget vektor alamdir. o : I — Q? C E?

spacelike egrisinin ¢(s) = a'(s) birim teget vektor alanindan yararlanarak o yer

vektoriinii i¢ine alan bir ¢at1 alani olugturmak icin

(y(s),y(s)) (4.1.1)

I
—
~
—~
VA
~—
N
—~
VA
~—
~
I
=
—~
Q
—~
VA
~—
<
—~
VA
~—
~
I
[a—y

sartlarini saglayan y(s) lightlike vektorii bulunmalhidir.

a:l — Q? C E3,afs) lightlike koninin teget diizleminde yatan tek lightlike vektor
oldugu i¢in y(s) lightlike vektor teget diizlemde yatamaz yani y(s) ¢ Sp {a(s), o (s)}
dir. Ancak « lightlike vektor olup 4(s) lightlike vektorii ile arasinda ortogonal-
lik s6z konusu olmadig1 igin y(s) , a nin spacelike normal uzayinda da yatamaz.

Agagidaki Lemma ile y(s) vektorii karakterize edilebilir.
Lemma4.1.1 o :] — Q? c E3, iki boyutlu lightlike koni (Q?) iizerinde bir egri ol-

sun. (y(s),y(s)) =0 ve (y(s),a(s)) = 1 olacaksekildebirtek y(s) € {a(s),a"(s)}
vektorii vardir (Takizawa ve Tsukada 2009).
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O halde y(s) lightlike vektorii
y(s) = Ma(s) + Ao (s) (4.1.2)

seklinde yazlabilir. (4.1.2) esitliginin her iki tarafi a(s) ile garpilirsa,

(y(s),als)) = A2 (a’(s), a(s))
Ao (@ (s),a(s)) =1

elde edilir. Ayrica (o, a) =0 oldugui¢in (a',a) =0 dir, buradan

<a”, a> + <0/, o/> — 0 bulunur. o' spacelike birim teget vektor olup <a”, a> = _1
dir. Boylece )\, = —1 dir.
(4.1.2) esitliginin her iki tarafi y(s) ile carpilirsa,

W(s).5(5) = A {a(s),ys)) + o (0 (), 5(s) )
(=) = {a"(),5(s)) =0

(s) (4.1.3)

elde edilir.

Tanim 4.1.1 o:] — Q% s — a(s) , s yay parametreli spacelike bir egri olsun.

esitligiyle belirli k(s) sayisina « egrisinin «(s) noktasindaki koni egriligi denir (Liu

2004).
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Teorem 4.1.1 o:] — Q> C Eff, s — afs) yay parametreli spacelike bir egri ol-
mak iizere {t «,y} Uglisi Q? iizerindeki a egrisi boyunca E? de asimptotik gati

alani olugturur. Ayrica {t a,y} Ticliisii icin

t'(s) = r(s)a(s) —y(s) (4.1.4)

esitlikleri saglanir. Burada s, egrinin yay parametresi, x koni egrilik fonksiyonudur.

Ispat Tamm (4.3) den, {t(s), a(s),y(s)} iicliisti

(4.1.5)

sartlarim sagladigy icin Q? tizerindeki a(s) egrisi boyunca {t(s), a(s),y(s)} , Ei de
asimptotik cati alanidir.

a:l — Q*CE3 s— a(s) icin, t(s) = a'(s) spacelike teget vektordiir. Dolayisiyla
(4.1.4) deki birinci esitlik aciktir.
Her s e I c R olmak tizere {¢(s), a(s),y(s)} tigliisti T (ES) uzay: icin a(s) egrisi

boyunca asimptotik ¢at1 alan1 oldugundan

t € Sp{t(s),als), y(s)}

olup
t =Mt + doa + gy (4.1.6)

dir. (4.1.6) esitliginin her iki tarafi ¢ ile carpilirsa (4.1.5) esitliklerinden )\, =0

elde edilir. (4.1.6) egitliginin her iki tarafi « ile garpilirsa (4.1.5) esitliklerinden
A3 = <t’7 a> = —1 bulunur. Son olarak (4.1.6) esitliginin her iki tarafi y ile ¢arpilirsa
(4.1.5) esitliklerinden ve koni egrilik fonksiyonu tanmmindan )\, = <t', y> =k bu-
lunur. Ay, Ao, A3 degerleri (4.1.6) denkleminde yerine yazilirsa (4.1.4) deki ikinci

esitlik ispatlanmig olur.
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Her s € I C R olmak iizere {t(s), a(s)’ y(s)} tigliisii icin y/ € Sp {t(s), a(s), y(s)}
oldugundan

Y = Mt + dea + Mgy (4.1.7)

dir. (4.1.7) esitliginin her iki tarafi ¢ ile garpilirsa (4.1.5) esitliklerinden ve koni egrilik
fonksiyonu tammmdan )\, = <y/,t> —_— <y,tl> = —, bulunur. (4.1.7) esitliginin
her iki tarafi « ile garpilirsa (4.1.5) esitliklerinden )\; = <y/,a> —(y,t) =0 di.
Son olarak (4.1.7) esitliginin her iki tarafi y ile carpilirsa (4.1.5) esitliklerinden
Ay = <y'7y> = (0 bulunur. A\, A2, A3 degerleri (4.1.7) denkleminde yerine yazilirsa
(4.1.4) deki son esitlik de ispatlanmug olur.

Teorem 4.1.2 o :] — Q* CE}, s — a(s) , s yay parametresi olmak tizere Q?
iizerinde sifirdan farkli baz sabit ¢ ler i¢in koni egrilik fonksiyonu K(s) = cs72

olan bir egri olsun. O halde a(s) egrisi a;,a, a3 € E? olmak iizere,

i) c# —3i¢in a(s) = ars + agsITVIT) 4 ggs(l-VIT2) |

ii) c = —% icin a(s) = a;s 4 agslns + agsln® s seklinde yazilir (Liu 2004).

ispat Q? tizerinde bir o : ] — Q* C E3, s — a(s) egrisi icin (4.1.4) esitliginde
{t(s),a(s),y(s)} > Q? iizerindeki o egrisi boyunca E? deki asimptotik cat1 alam

icin bunlarin s ye gore tiirevleri arasindaki iligkileri

likten vy,

y(s) = —a’(s) + r(s)a(s)
seklinde yazabilir. y(s) in s ye gore tiirevi alinirsa,

’ "

y(s) = —a (s) + K (s)als) + r(s)a

!’

(s)
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elde edilir. (4.1.4) formiillerinde {igiincii esitlik son esitlikte yerine yazilirsa

"

—k(s)t(s) = —a (s)+ K (s)a(s) + k(s)a

!

(s)

olup, buradan

"

a (s)—2k(s)a'(s) — k

!

(s)a(s) =0 (4.1.8)

elde edilir.
K, koni egrilik fonksiyonu (sifirdan farkli bazi sabit ¢ ler i¢in) x = ¢s~2 oldugundan
ve buldugumuz

"

a (s)—2k(s)a’ (s) — K

!

(s)a(s) =0

esitliginden;

"

o (s) — 2es72a/ (5) + 2cs3a(s) = 0

ve son olarak

sa’ (s) — 2csal (s) + 2ca(s) = 0 (4.1.9)

(lineer, degisken katsayili, homogen diferensiyel denklem) elde edilir. (4.1.9) Euler
diferensiyel denklemi i¢cin s = ¢! degisken degistirmesi yapilirsa ds = efdt olur.

Buradan
/( )_doz_dozdt B 1 do
G T s T dtds s dt
elde edilir. Yani,

/ do _do
a(s) = ¢ tﬁ (4.1.10)

dir.

Ayni sekilde o (s) niin s ye gore tiirevi almirsa

Pa  d, _do dt

= a aas (4.1.11)
B doa d°«
= (- 2
dt — dt?

elde edilir.

44



Son olarak (4.1.11) egitliginin s ye gore tiirevi alinirsa

" dSO[ d do d2a dt
a (s)=—==—(e(——+—7))—
ds® _dt dt — dt? " ds

Bor 2o do (4.1.12)

gt — 9 — et
(g 3 T2

(4.1.10) ve (4.1.12) esitlikleri (4.1.9) esitliginde yerlerine yazilirsa

d*a d*a da do
L L D S P Yy
ar  Cae Ta T Ca T

bulunur, buradan % = D igin (D3 —3D?%+ 2(1—¢)D +2c)a=0 elde edilir. O
halde 73 —3r2 4+ 2(1 —c)r+2c=0 (4.1.9) diferensiyel denkleminin karakteristik
denklemi olup, karakteristik denklemin kokleri ) =1, re3 =141+ 2c dir. Bu-

1N
radan q,, ay, a3 € B3 olmak tizere ¢ # ~5 icin,
a(t) = aret + ape (VIR | o (1=VTF20):
olup, s = ¢! esitliginden,

a(s) = ays + g s(1TVIH20) o g g(1=VI1+20) (4.1.13)

bulunur. ¢ = —% icin karakteristik denklem 3 — 372 +3r —1 =0 olup, karak-

teristik denklemin kokleri r),3 =1 dir. O halde ay,as,a3 € E? igin,
a(t) = e'(ay + ast + ast?)
olup, s = ¢! esitliginden,
a(s) = a5 + azslns + azsln’ s (4.1.14)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1.3 o: ] — Q% C E?, s — a(s) syay parametreli ve koni egrilik fonksi-
yonu sabit bir egri olmak iizere a(s), ay, as, as €E3 olmak iizere agagidaki sekillerde

yazilir:

i) Kk =01i¢in a(s) = a;s® + azs +az (egri parabol),
ii) K > 0 igin a(s) = a; sinh(v/2k)s + ay cosh(v/2k)s + as (egri hiperbol),
iii) k < 0i¢in a(s) = a; sin(yv/—2k)s 4 ag cos(v/—2k)s 4 ag  (egri elips) (Liu 2004).

Ispat Q? tizerinde bir o : [ — Q? C E3, s — a(s) egrisinin {t(s), a(s),y(s)} asimp-
totik cat1 alani igin

"

a (s)—2k(s)a'(s) — k

/

(s)afs) =0

esitligi onceki teoremin ispatinda verilmistir.

O halde (4.1.8) esitliginden ve &, koni egrilik fonksiyonu sabit oldugundan
a (s) =2k(s)a (s) (4.1.15)

elde edilir. (4.1.15) esitligi x min durumlarina gore ¢oziiliirse ay, as, a3 € E3 olmak
lzere
i) k =0 i¢in

as) = a15* + azs + as (4.1.16)
bulunur.

ii) kK > 0 i¢in (4.1.15) in karakteristik denklemi 3 = 2xr olup karakteristik den-
klemin kokleri r; =0, T3 = +V2kK dir. Buradan

a(s) = c1eV25 4 e V2 1y
(V2r)s _ ,—(\/2r)s (V2k)s —(V2k)s
bulunur.  ginh(/2ks) = ‘ 26 Ve  cosh(v/2ks) = ¢ —;e
esitliklerinde yararlanilarak,
a(s) = ay sinh(v/2k)s + ag cosh(v2k)s + ag (4.1.17)

46



elde edilir.
iii) x < 0 icin (4.1.15) in karakteristik denklemi 3 = 2xr olup karakteristik den-
klemin kokleri r; =0, ro3 = Fiv/—2k seklindedir. Buradan,

a(s) = ay sin(vV—2k)s + az cos(vV —2k)s + ag (4.1.18)

elde edilir.

Ornek 4.1.1 o:] — Q? C E}, s — a(s) , koni egrilik fonksiyonu sabit bir egri
olmak tizere

afs) = %(32 +1,2s,5% — 1) spacelike egrisi lightlike koni iizerinde yatar. Ayrica

1" e . . . VS EREYE) 1 1" 1"
a’ ' (s) = (1,0,1) olup, a egrisinin koni egriligi x(s) = s <a (s), ($)> =0 di.

Sekil 4.1 Lightlike koni iizerinde koni egriligi sifir olan bir egri

Teorem 4.1.4 o :] — Q* CE}, s — a(s) ,s yay parametresi olmak {izere a(s)
in teget vektor alam t(s), B} uzayimdaki sabit bir vektor ile sabit bir ag1 yapsm. Bu
durumda «a(s) egrisi Teorem (4.1.2) ve Teorem (4.1.3) de verilen egrilerden biri gibi

yazilabilir (Liu 2004).

Ispat d, E? de sabit bir vektor ve (t,d) = [, [ sabit olsun. Eger | = 0 ise {t,d) =0

olup son egitlikte s ye gore tiirev ahmirsa, (4.1.4) denklemlerinin ikinci egitliginden

0= <tl, d> = (k(s)a(s) — y(s),d)
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olup, buradan

bulunur. Son egitlikte tekrar s ye gore tiirev alimirsa ve (4.1.4) esitlikleri yerlerine

yazilirsa,

K (s) {a(s), d) + k(s) <o/(s), d> — <y/(s), d> =0
(=) w'(s) {afs),d) =0

elde edilir. Yani, x'(s) =0 , & sabittir. «x koni egrilik fonksiyonu sabit bulundugu
icin o :1 — Q*CE} egrisi Teorem (4.1.3) de verilen (4.1.16), (4.1.17) ve (4.1.18)
esitliklerden biri seklinde yazilabilir.

k(s) sabit olmasin ve | # (0 sabit olsun. O halde (t,dy =1 esitliginden

k(s) (als), d) — (y(s),d) =0

olup esitligin s ye gore tiirev alinirsa,
K (s) (a(s),d) + k(s) <o/(s), d> - <y'(s), d> =0
elde edilir burada (4.1.4) esitlikleri yerlerine yazilirsa son esitlik
26(s) + £k (s) (a(s),d) = 0 (4.1.19)

halini alir. (4.1.19) esitliginden

!

25@ﬂ+#@ﬂﬂ@@ywa@ng@>:o (4.1.20)

2K(s)l
elde edilir. (4.1.19) esitliginden (a(s),d) = — :,23 olup (4.1.20) esitliginde bu

esitlik yerine yazilirsa [ sabit oldugu igin,

" /2

2k(s)k (s) —3k(s) =0 (4.1.21)
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elde edilir. (4.1.21) (II. basamaktan lineer olmayan) diferensiyel denklemin ¢oziimii

icin,
dk
"(s) = — = 4.1.22
Wis) = L= (41.22)
aliirsa,
v, dpdk dp

. = p— 4.1.2
i (s) dk ds pdli ( 3)

olup, (4.1.22) ve (4.1.23) esitlikleri (4.1.21) denkleminde yerine yazilirsa

25(3)19% —3p*=0

elde edilir. Buradan p =0 veya 2&(8)3—]9 —3p =0 bulunur.
K

Bu durumda p=0 ise (4.1.22) den % — (0 yani K =sabit olup kabiiliimiize
s
uymamaktadir. Dolayisiyla
dp

2&(3)% —3p=0 (4.1.24)

olmalidir. (4.1.24) degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel denklemin ¢oziimiinden
c1 # 0 ve ¢y sabitleri igin,

k(s) =ci(s+ )72

elde edilir. Dolaysiyla o : T — Q* c E3 egrisi Teorem (4.1.2) de verilen (4.1.13)
ve (4.1.14) esitliklerden biri seklinde yazlabilir.

Teorem 4.1.5 o:1 — Q> C E3, s — a(s) ,s yay parametresi olmak iizere a(s)
egrisi boyunca asimptotik cat1 {t(s), a(s),y(s)} ve k(s) koni egrilik fonksiyonu
olsun. Yari-ortonormal cati igin «(s) egrisinin egrilik, torsiyon, asli normal ve bi-
normalleri, sirasiyla, 7,7, N ve B ile gosterilsin, o (s) =t(s) igin t'(s) =T'(s)

spacelike olmak iizere

R(s) = v/ —2k(s),

K(s) R (s) (4.1.25)

dir. Burada (N,N) =1, (N,B) =0, k < 0 dur (Liu 2004).

Ispat o/ (s) =t(s) i¢in afs) spacelike bir egri olmak tizere {T'(s), N(s), B(s)}
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ticliisiiniin 7" (s) = ¢ (s) spacelike olma durumu icin Frenet formiilleri

T (s) = E(s)N(s)
N'(s) = —R(s)T(s) +7(s)B(s)
B'(s) = 7T(s)

seklindedir (Lopez 2008).

O halde « egrisi i¢in (4.1.4) esitliginden ve {T'(s), N(s), B(s)} ¢atismmn Frenet for-

miillerinden
o (s) = t(s)
t'(s) = r(s)a(s) — y(s) = F(s)N(s)

dir. Buradan

olur.

elde edilir.

1

) <a"(s),a(s)> = ——

=1

N t'(s)
(§(5)al9) = (5. a9) =
seklinde olup (4.1.27) esitliginde yerine yazilirsa,
R(s) = \/—2k(s)

istenilen birinci egitlik elde edilir.
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a spacelike egrisinin yari-ortonormal ¢ati alam igin egriligi £(s) # 0 dir, ayrica

R(s) = /(T'(s),T'(s)) = /{t'(s),£(s)) icin T'(s) =t'(s) spacelike vektor oldugun-
dan &(s) > 0 olur ve sonug olarak (4.1.29) esitliginden —x > (0 yani g < ( dir.

« egrisi i¢in (4.1.4) esitliginden, {T(s), N(s), B (3)} catisinin Frenet formiillerinden
ve (4.1.29) esitliginden yararlamlarak,

N(s) = _t) - (4.1.30)

— K(S) 1 ,
N (s) = — 5 4.1.31
(5) = (G0l ~ = ¥(e) (4.1.31)
olup, N'(s) in esiti yerine yazihrsa,
(=R(5)1()+7($)B)) = (=) als)+ — e (5) (=) 35~ (— == )0 (5)

! /

K K K K
R et t+ NI
o/ —2r 2k | onv—2r? " o

—Rt+7B =

dir. Bu egitlikte (4.1.29) esitliginden yararlanilarak her iki tarafta da ¢(s) in kat-
sayilar1 esit oldugu goriiliir. O halde

7(s)B(s) = (a(s) + ——=y(9)) (4.1.32)

2/ —2k(s) K(s)
seklindedir. (B, B) = —1 oldugundan ve (4.1.5) (a,a) = (y,y) =0, (a,y) =1
esitliklerinden yaralanilarak (4.1.32) esitliginden

! /

K

- K 1 1
(TB,7B) = <2—__2K(04 + Ey), 5 __2/{(04 + Ey))>
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dir. Buradan

7(s) = —%(ﬁ <S)) A (4.1.33)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Buradan su sonu¢ ¢ikarlabilic: T =¢t=¢' , Z=0a, Y = y olmak {izere, her-
hangi bir lightlike yiizey i¢in verilen egri-yiizey (serid) ¢atisindaki egrilikler, yiizeyin
lightlike koni olmasi durumunda , = <a”, y> =K, ky= <a", a> =-1, 7,= <o/, y> =0
halini alir. Dolayisiyla yiizeyin lightlike koni olmasi durumunda Teorem (3.1.3) de

egrilikler yerine yazilirsa Teorem (4.1.5) de verilen (4.1.25) esitligi saglanir.

Teorem 4.1.6 o :] — Q?C Ei s — afs) ;s yay parametresi olmak {izere a(s)
egrisi boyunca asimptotik cat1 {#(s), a(s),y(s)} ve k(s) koni egrilik fonksiyonu
olsun. «(s) egrisi boyunca yari-ortonormal ¢at1 igin «(s) egrisinin egrilik, torsiyon,
asli normal ve binormalleri, sirasiyla, 7,7, N ve B ile gosterilsin, a'(g) = t(s) igin

t'(s) = T'(s) timelike olmak tizere

K(s) R (s) (4.1.34)

Ispat o/(s) =t(s) i¢in afs) spacelike bir egri olmak tizere {T'(s), N(s), B(s)}

ticliisiiniin 7" (s) = ¢ (s) timelike olma durum icin Frenet formiilleri

T (s) = R(s)N(s)
N'(s) = R(s)T(s)+7(s)B(s)
B'(s) = 7T(s)

seklindedir (Lopez 2008).
O halde « egrisi i¢in (4.1.4) esitliginden ve {T'(s), N(s), B(s)} ¢atisimn Frenet for-
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miillerinden
o (s) = t(s)
t'(s) = K(s)a(s) — y(s) = K(s)N(s)

dir. Buradan

(R(s)N(s), B(s)N(s)) = (k(s)a(s) = y(s), s(s)a(s) — y(s)) (4.1.35)

olup, <N,N> =—1 ve (41.5) (a,a)= {(y,y) =0, {a,y) =1 esitliklerinden ve
(4.1.35) esitliginden

olur. Dolayisiyla
R(s) = v/ 2k(s) (4.1.36)

elde edilir.

o spacelike egrisinin yari-ortonormal gati alam igin egriligi 7(s) # 0 dir, ayrica
K(s) = /2K(s) esitliginden x > (0 olmalidir.
a egrisi igin (4.1.4) esitliginden, {T(s), N (s), B(s)} ¢atisinin Frenet formiillerinden

ve (4.1.36) esitliginden yararlamlarak,

N (5) = (psa(s) = (o) (4.1.37)
olup, N'(s) in esiti yerine yazihrsa,
(R(a)H(s) + () B(3) = (=) a(s) + —=a’(9) = (=) v(s) = (= (9
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(burada x = k(s) ) dir. a egrisi igin (4.1.4) esitliklerinden

!/

K K K K
a + t+ + t
2V 2K V2K 254/ 2/$y V2K

Rkt +7B =

dir. Bu esitlikte (4.1.36) esitliginden yararlamlarak her iki tarafta da ¢(s) in kat-

sayilar1 esit oldugu goriiliir. O halde

7(5)B(s) = ——=———(a(s) + —y(s)) (4.1.38)
seklindedir. <B7B> =1 oldugundan ve (4.1.5) (a,0) = (y,9) =0, {a,y) =1
esitliklerinden yaralanilarak

K(s) 1

(7(s)B(s),7(s)B(s)) = T OLO)

4K2(s)
elde edilir. Buradan . .,
(o) = -y - -2 (4130

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Buradan su sonu¢ ¢ikarilabilic: 7T =¢t=¢' , Z=a, Y = y olmak {izere, her-
hangi bir lightlike yiizey i¢in verilen egri-yiizey (serid) ¢atisindaki egrilikler, yiizeyin
lightlike koni olmasi durumunda , = <a”, Y) =k, Ky, = <a", ay=-1, r,= <o/, y) =0
halini alir. Dolayisiyla yiizeyin lightlike koni olmas1 durumunda, Teorem (3.1.4) de

egrilikler yerine yazilirsa, Teorem (4.1.6) de verilen (4.1.34) esitligi saglanir.

Teorem 4.1.7 o : ] — Q* C E}, s — a(s) ,s yay parametresi olmak {izere a(s)
egrisi boyunca yari-ortonormal gati igin «/(s) egrisinin egrilik, torsiyon, asli normal
ve binormalleri, sirasiyla, &, 7, N ve B ile gosterilsin, o (s) = t(s) i¢in t'(s)=1T(s)

lightlike olmak iizere o egrisinin koni egrilik fonksiyonu x = ( dir.
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Ispat o' (s) = t(s) igin a(s) spacelike bir egri olmak iizere {T(s), N(s)

73(8)}

tigliistiniin  7"(s) = ¢ (s) timelike olma durum i¢in Frenet formiilleri

T (s) = N(s)
N'(s) = 7(s)N(s)
B(s) = —T(s) —7(s)B(s)

seklindedir (Lopez 2008).

a/(s) = t(s)

i (4.1.40)
t'(s) = K(s)a(s) —y(s) = N(s)

esitliginden
(k(s)a(s) —y(s), k(s)a(s) — y(s)) = (N(s), N(s))

seklindedir. Buradan < N(s), N (3)> = (0 oldugundan ve (4.1.4) esitliklerinden,
—2k(s) = 0 yani, k(s) =0

elde edilir.

Sonug olarak ¢’ = o” lightlike olmasi durumunda o : ] — Q? C 2 egrileri Teo-
rem (4.1.3) (i). de verilen sekildeki egrilerdir. Yani, bu durumda qy,ay, a3 € E3

icin « koni egrileri a(s) = ay s? + ags + ag seklinde ifade edilir.

Burada TT=t=¢d', Z=a, Y = y olmak {fizere, herhangi bir lightlike ytizey
i¢in verilen egri-ytiizey ¢atisindaki egrilikler, yiizeyin lightlike koni olmas1 durumunda

K, = <oz”,y> =K, Ky = <a”,a> =1, 7,= <0/,y> = 0 halini alir. Dolayisiyla
Teorem (3.1.5) de verilen k,k, =0 esitligi ylizeyin lightlike koni olmasi durumunda

k = 0 halini alir.

Teorem 4.1.8 o :] — Q* C E3, s — a(s) ,s yay parametresi olmak tizere a(s)

diizlemsel bir egridir ancak ve ancak a(s) in koni egrilik fonksiyonu r(s) sabittir
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(Liu 2004).

ispat a:] —Q*C E?, s — af(s) spacelike egrisi icin ¢/ = " lightlike olmas1 du-
rumunda £ = 0 (sabit) olup a diizlemsel egridir. Aym sgekilde « diizlemsel egrisi
icin k=0 dir (yani ¢’ = o lightlike olmasi durumu igin ispat Teorem (4.1.7) den
agiktir).

olmasi durumunda,

(=) a(s) diizlemsel bir egri olsun. «(s) diizlemsel bir egri ise, a(s) egrisi boyunca

yar1 -ortonormal c¢at1 icin torsiyo 0 dir. Dolayisiyla Teorem (4.1.5) ve Teorem

nT=
(4.1.6) dan 7(s) = —;R((i)) = —2((5)) olup ,{(3) — (0 dir. Buradan o egrisinin

koni egrilik fonksiyonu sabit olur.

(<) Tersine koni egrilik fonksiyonu sabit olsun. Bu durumda 5'(3) =0 dir. Teo-

rem (4.1.5) ve Teorem (4.1.6) dan 7(s) = — £ (5) oldugu biliniyor, bu durumda
2k(s)

7(s) = 0 olup « egrisi diizlemseldir.

Teorem 4.1.9 o :] — Q?> CE3, s — a(s) , s yay parametreli, Q)? tizerinde yari-
ortonormal catisi icin N normal vektorii lightlike olmayan bir egri olsun. «(s) bir

Bertrand egrisidir ancak ve ancak «(s) egrisinin koni egrilik fonksiyonu x(s),

(i) sifirdan farkh bir sabite
veya
s
(ii) A # 0 olmak iizere A ve p sabitleri igin € A+ e;),g ,& = *£1, fonksiyonuna
2

esittir (Liu 2004).
Ispat (=) o:1 — Q? C B3, s — a(s) yar-ortonormal gatisi igin N normal vek-
torii lightlike olmayan bir Bertrand egrisi olsun. O halde « egrisinin E? de «f(s)

egrisi boyunca yar1 -ortonormal ¢at1 i¢in egriligi £(s) ve torsiyonu 7(s) olmak iizere

Nk A+ pu7 =1 (4.1.41)
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esitligi baz1 A # 0 ve p sabitleri igin saglanir (Lopez 2008, Peng, Ying ve Liu 2000).
E? de a(s) egrisi boyunca o niin lightlike olmamasi durumunda yar1 -ortonormal
cat1 icin egriligi k(s)#0 dir.
p = 0 olursa & # 0 sabit olur. Bu durumda (4.1.29) ve (4.1.36) esitliklerinden o”
niin spacelike ve timelike olma durumlarma gore, sirasiyla, g(s) = \/—2k(s) ve
k(s) = \/T(s) olup « egrisinin koni egrilik fonksiyonu x sifirdan farkh bir sabit
olur. Dolayisiyla o egrisi Teorem (4.1.3) de verilen (4.1.16), (4.1.17) ve (4.1.18)
esitliklerden biri seklinde yazilabilir.

p # 0 ve K # sabit olsun. (4.1.33) ve (4.1.39) esitliklerinden 7(s) = — ((8)) olup,
s

N

N

bu egitlik (4.1.41) esitliginde yerine yazlirsa,

R (s)

AR(s) — A(5)

=1 (4.1.42)
elde edilir. (4.1.42) esitliginden,
— R () + A&2(s) — R(s) =0

dir. Buradan

R = —éff S lfi S
R (s) = . <)+M (s)
dR(s)
—i/?az(s) + lFc(s) -
u u

en son olarak

pin(~Ak(s) + 1) — In((s)) = 5 + ¢

bulunur, son esitlik yardimiyla

As) = (el )

elde edilir. (4.1.29) ve (4.1.36) esitliklerinden o” niin spacelike ve timelike olma

durumlarina gore, sirasiyla, g(s) = \/—2k(s) ve &(s) = +/2k(s) olup a egrisinin
s S
. o 1 . 1 —+c 1 ——+c
koni egrilik fonksiyonu «(s), k(s) = _5()\ el )2 Ve g(s) = 5(}\ ek )2
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K(s) = SO+ et )2 (4.1.43)

olup istenilen koni egrilik fonksiyonu elde edilir.

(<) a(s) egrisinin koni egrilik fonksiyonu r(s) sifirdan farkl bir sabite egit olsun.
Dolayisiyla (4.1.29) ve (4.1.36) esitliklerinden (s) de sifirdan farkli bir sabit olur

dolayisiyla egri bir Bertrand egrisidir. o : ] — Q2 egrisinin koni egrilik fonksiy-

s
onu ) E()\ I e;+c)_2 olsun. Buradan (4.1.29) ve (4.1.36) esitliklerinden &(s),
- eklindedir. (4.1.33) ve (4.1.39) esitliklerinden 7(s) = _,—{’(8)
R(s)=(A+ek >_31 & Y e -1 S =~
_ 1 1
olup, 7(s) = —;(eﬂ ) —5— seklindedir. Dolayisiyla &(s) ve 7(s) den \g + u7 =1
2

A+el
elde edilir. O halde «a(s), E? de bir Bertrand egrisidir.

Tanim 4.1.2 o:] — Q? CE3, s — a(s) , s yay parametreli, (Q? tizerinde bir
egri ve {t(s),a(s),y(s)} E? de « egrisi igin asimptotik gati alam olmak iizere,
(y(s),y(s)) =0 oldugundan &(s) = y(s) almrsa &(s) de yine Q* iizerinde bir

egridir. &(s) egrisine a(s) egrisinin arkadas egrisi denir (Liu 2004).

Teorem 4.1.10 &(s), a(s) egrisinin arkadag egrisi olmak iizere &(s) egrisinin koni

egrilik fonksiyonu £ ile a(s) egrisinin sifirdan farkli koni egrilik fonksiyonu x igin

x>
I

(4.1.44)

3=

esitligi saglanir (Liu 2004).
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Ispat &(s) = y(s) olmak iizere, &(s) in yay parametresini § olarak alinirsa,

8 = () as) =)

= (%)y'(S) (4.1.45)
=

d

) (=R(s)H(s))

elde edilir.a(s) egrisini yay parametresi § igin <&l(§), 6/(§)> =1 dir. Bu esitlikten
ve (4.1.45) esitliginden;

(8'6.8'6)) = (-6, (AR5t (4.1.46)

olup,

ds

T +r(s) =er(s), (e = +1) (4.1.47)
elde edilir. (4.1.45) ve (4.1.47) esitliklerinden,

& (8) = —ed/(s)

) (4.1.48)
t(8) = —¢t(s)

elde edilir. (Elde edilen son esitlik gosterir ki; v egrisinin birim teget vektorii ile «
nin arkadag egrisi olan & min birim teget vektorii lineer bagimhidir.)
(4.1.4), (4.1.46), (4.1.48) ve &(s) = y(s) esitliklerinden,

ds

—e(k(s)a(s) —y(s)) = (£)<’%(§)&('§) —9(3)) (4.1.49)

= er(s)(R(8)y(s) — 9(3))

elde edilir. (4.1.49) esitliginden «(s) # 0 igin,

x>
Il
3=

oldugu goriiliir.
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Teorem4.1.11 o : ] — Q* C E3, s — a(s) , s yay parametreli, ()? tizerinde space-
like bir egri ve v min koni egrilik fonksiyonu x(s) olsun. a(s) = eU(S)a(S) konfor-
mal egrisinin koni egrilik fonksiyonu /< olmak tizere o : I — R fonksiyonu sabit ise

/’% = e_ZUH dlI‘.

Ispat o: 7 — Q? ,iki boyutlu lightlike koni {izerinde s yay parametreli bir egri ve
a min koni egrilik fonksiyonu x(s) olmak iizere, koni egrilik fonksiyonu tanim ve

(4.1.4) esitliklerinden

oldugu goriilmektedir.

a(s) = e”Pafs) (4.1.50)
egrisi i¢in
(da(s),da(s)) = (o'(s)e”@a(s) + e @a'(s), 0" (s)e”@a(s) + e a(s))

— () (da(s), da(s))

esitliginden & ile o egrisinin konformal oldugu goriiliir. Ayrica

olup (a(s),a(s)) =0 dir. Dolayisiyla é(s) de Q? iizerinde bir koni egrisidir.

& egrisinin yay parametresi 5 olmak iizere koni egrilik fonksiyonu,

seklindedir. (4.1.50) egitliginden

/ da  da,ds
&~ ds s

d(e”®a(s)),  ds

= ("))

= (o' (s)e"Pa(s) +e"a'(s))(

(4.1.51)

ds
pEL
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elde edilir.

/ !

Ayrica a(s) egrisi, § yay parametresi igin <& (5), @ (§)> =1 esitligini saglar.

ve egitliklerinden

ds
= =) 4.1.52
FE (4.1.52)

bulunur. (4.1.51) ve (4.1.52) esitliklerinden

/ / !

a(5) =0 (s)a(s) +al(s) (4.1.53)
olup sonug olarak,
75 = o=
d , / ds
= (0 (s)als) +a' ()5 (4.1.54)

e 70 (0" (s)a(s) + o' (s)a (s) + o (s))
elde edilir. Buradan
(s) — 20" (5) + <o/’(s), a”(s)>) (4.1.55)
bulunur. ¢ sabit fonksiyonu i¢in ¢'(s) =0 ve 0“(5) = (0 dir. Dolayisiyla x ve &

tanimindan,

_2UH

R
I
)

olup istenilen elde edilir.
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4.2 B Minkowski Uzayinda Uc Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde Egriler

Bu boliimde ti¢ boyutlu lightlike koni tizerinde bir « egrisi i¢in asimptotik cati alani
verilerek ve av egrisinin koni egrilik fonksiyonlarindan yararlanilarak o egrisi icin bazi

karakterizasyonlar elde edilmigtir.

o (s) = fi—a , a(s) egrisinin spacelike birim teget vektor alamdir. o : I — Q3 C Ef
s

spacelike egrisinin t(s) = 0/(3) birim teget vektor alanmindan yararlanarak o yer

vektoriinii igine alan bir ¢ati alani olugturmak igin «(s) in spacelike normal uzay1

V3 ile gosterilmek tizere

(y(s), y(s)) = (t(s), y(s)) = (t(s), B(s)) = (als), B(s)) = (y(s), 5(s)) = O,
{a(s),y(s)) = (B(s), B(s)) = 1,

V3= {sp{a,y,t}}", spla,yt,V3} =E
(4.2.1)

sartlarim saglayan y(s) vektorti ve g e V3 spacelike vektorti bulunmalidir (Liu

2004).

Tanim 4.2.1 o:] — Q3 C E‘ll, s — afs) yay parametreli bir egri olmak {izere

(
kals) = (8'()9(5)) (422

esitlikleriyle belirli sayilara « egrisinin a(s) noktasindaki koni egrilikleri denir (Liu

2004).
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Teorem 4.2.1 o:] — Q3 C ]E‘ll, s — afs) yay parametreli bir egri olmak iizere
{t,a, B,y} dortlii catisi Q3 tizerindeki « egrisi boyunca Ef de asimptotik ¢at1 alani

olusturur. Ayrica {t, a,3,y} dortliisii icin

[ o/ (s) = t(s)
"(s) = ma(s)u(s) + rs(s)B(s) — y(s)
B'(s) = —ka(s)t(s) + ra(s)a(s)
)

t
(4.2.3)
| ¥/ (5) = —ri(s)t(s) — rals

esitlikleri saglanir. Burada s, a egrisinin yay parametresi, ki, ko, k3 koni egrilik

fonksiyonlaridir.

Ispat Tanim (4.3) den, {t(s), a(s),3(s),y(s)} dortliisii,

<O[,O[> - <y7y> = <t76> = <aa6> = <ya6> — <O€,t> = <y,t> = O’
<aay> — <tvt> : <ﬁaﬁ> = |

(4.2.4)

sartlarim sagladigi icin Q® tizerindeki «(s) egrisi boyunca {t(s),a(s), B(s),y(s)}
E? de asimptotik ¢at1 alanidir.

a: ] — Q> CEe s— a(s) icin, t(s) = a'(s) spacelike teget vektordiir.
Dolayisiyla (4.2.3) deki birinci egitlik agiktir.

Her s € I C R olmak tizere {(s), a(s), 5(s), y(s)} dortliisti Ts)(E}) uzay: i¢in a(s)

egrisi boyunca asimptotik cat1 alanm1 oldugundan

t € Sp{t(s),a(s), B(s), y(s)}

olup
t = Mt + doa+ N8+ My (4.2.5)

seklinde yazilir. (4.2.5) esitliginin her iki tarafi ¢ ile garpilirsa (4.2.4) esitliklerinden
A\ = <t'7 t> = (0 elde edilir. Benzer gekilde (4.2.5) esitliginin her iki tarafi, sirasiyla,
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a, B,y ile carpilirsa (4.2.4) esitliklerinden ve Tanim (4.2.1) den

AN = <t,,oz> =-1

A3 = (t',8) =(a",8) = k3

Ny = (thy) = (" y) =K

bulunur. Aj, Ay, Az, Ay degerleri (4.2.5) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.2.3) de
istenilen ikinci esitlik ispatlanmis olur.

Her s € I C R olmak tizere {t(s),a(s),3(s),y(s)} asimptotik gatisi i¢in
B € Sp{t(s), a(s), B(s) y(s)} »

B = Mt + daor + X384+ My (4.2.6)

dir. (4.2.6) esitliginin her iki tarafi ¢ ile carpilirsa (4.2.4) esitliklerinden ve koni egri-
likleri tammindan )\, = (#',t) = —k3 elde edilir. Benzer sekilde (4.2.6) egitliginin
her iki tarafi, sirasiyla, «, 3,y ile garpilirsa (4.2.4) esitliklerinden ve Tamim (4.2.1)

den

M o= (B,a)=—(8,a)=0
A3 = (B,6)=0
Ao = (B y) = ko

bulunur. Aj, Ao, A3, Ay degerleri (4.2.6) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.2.3) de

istenilen {iciincii esitlik ispatlanmig olur.

Son olarak, her s € I C R olmak iizere {t(s), a(s), (s),y(s)} dortliisii igin

y' € Sp{t(s), a(s), B(s),y(s)}

olup
Y = At + doar+ A3+ Ay (4.2.7)
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seklinde yazlir. (4.2.7) esitliginin her iki tarafi ¢ ile ¢arpilirsa (4.2.4) esitliklerinden
ve koni egrilikleri tammmindan X\, = (y/,¢) = — (¢',y) = —k; elde edilir. Benzer
se-kilde (4.2.6) esitliginin her iki tarafi, sirasiyla, «, 3,y ile garpilirsa (4.2.4) esitlik-

lerinden ve Tanim (4.2.1) den

/\4 = <y/,04> = - <y70/> =0
A= (Y, 8) =—(BLy) =~k

A = (,y)=0

bulunur. Bulunan Aj, Ay, A3, Ay degerleri (4.2.7) denkleminde yerlerine yazihirsa

(4.2.3) de istenilen son esitlik ispatlanmig olur.

Teorem 4.2.2 o :] — @Q° Cc B! s yay parametreli bir egri ve koni egrilik fonksi-
yonlar1 k1, ko, k3 {in herbiri sabit olsun. O halde « egrisi, a1, as, a3, ay € E} olmak

tizere agagidaki sekillerde yazilabilir (Liu 2004):

i) k1 = ke = k3 =0 i¢in  a(s) = a5 + ags +az + ay

ii) kp = k3 =0, k1 > 0 igin  a(s) = ay sinh(y/2k1)s + ag cosh(y/2k1)s + as + ay

iii) kg = k3 = 0, k1 < 0icin a(s) = a; sin(y/—2k1)s + as cos(v/—2K1)s + as + ay
iv) Ko # 0 i¢in  a(s) = ay sinhls 4 ag cosh ls + azsin pus + agcosps , 1 > 0, >0,

+lve £/=1p rt — (25 — k2)r? — k2 = 0 denkleminin reel ve imajiner kokleridir.

ispat (4.2.3) deki esitliklerden ve k1, ko, k3 sabitler olmak iizere,
t'(s) = a"(s) = ria(s) + k3 B(s) — y(s)
i¢in s ye gore tiirev alinirsa,

o = kit + k3(kea — K3t) — (—kKt — Kaf3)

= KoKz + (2/‘11 - Iig)()él + ligﬁ
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seklinde olup, tekrar bu esitlikte s ye gore tiirev alinirsa,

" = kgkzd + (261 — K3)a" + KofS
= hokst + (261 — K3)Q” + Ka(Koar — Kst)

= mya+ 2k — K3)”

elde edilir. Yani,

ko = 0 icin, " — (251 — K3)a' =0,

ke # 0 igin, Q" — (2k; — K3 — Kia =0

elde edilir.

Ko = 0igin (4.2.3) esitliklerinden 3 = 0 olur. k; sabit olmak iizere yukaridaki esitlik
¢oziilerse,

ko = kg = 0 i¢in;

i) k1 = 0 olmas1 halinde, " = (0 dir. Buradan ay, as, as, ay € B} igin,
2
a(s) = a1s” + ass + az + ay

seklinde yazilir.
ii) k1 > 0 olmasi halinde " — 2,0/ = 0 olup karakteristik denklemi 13 = 24,1
seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri ; = 0, To3 = +/25K; dir. Buradan

4 . .
ai, ag, as, ay € K7 icin,

a(s) = ay sinh(v/2k1)s + ag cosh(v/2k1)s + ag + ag, 2k >0

seklindedir.
iii) k1 < 0 olmasi halinde «” — 2k,0/ =0 olup karakteristik denklemi 73 = 24;r
seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri 7, = 0, T3 = +v/—1y/ =2k, dir. Bu-

radan ay, as, as, ay € Ef icin,

a(s) = aysin(v/—2k1)s + az cos(v/—2k1)s + az + ag, 2Kk <0
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seklindedir.

iv) kg # 0 olmak tizere (4.2.8) o — (2k; — K2)a"” — Kk2a = 0 denklemi goziilerse a
egrisi diger durumlar da oldugu gibi karakterize edilebilir. " — (2K1 — /ig)o/’ — /{ga =0
diferensiyel denkleminin karakteristik denklemi 4 — (2k1 — 5%)702 — ,‘q;% =0 sek-

lindedir. Karakteristik denklemin kokleri,

N V(21 — K2)? + 4K2 + (2K — K2)
2

2 _ 2)\2 4 2 _ 2 2
7“374::|:\/—1\/\/( K1 — K3) +2 K3 — (2k1 — K3)

)

T2 =

seklinde olup « egrisini daha rahat ifade edebilmek icin,

2 V(281 — K3)% + 4K3 + (261 — K3)
2

o VR =R A3 = )
2

almirsa £ ve ++/—1p , r* — (2r1 — 5%)73 — ,@g — (0 denkleminin reel ve imajiner

kokleridir. Buradan ay, as, as, as € Ef icin
a(s) = ay sinhls + ag cosh ls + ag sin s + a4 cos ps

seklinde bulunur.

Ornek 4.2.1 o:] — Q3 C B} s yay parametreli bir egri ve koni egrilik fonksi-
yonlar1 k1, kg, k3 olsun. Teorem (4.2.2) den yararlanilarak x1, ko, k3 sabitlerinin du-
rumlarina gore a,b € R olmak iizere a(s) egri dérnekleri verilebilir (Liu 2004):

i) Ky = ko = k3 =0 olmak iizere,
1 1
a(s) = (zs*+1,5,=5%1) ,

2 2

Q? tizerinde s yay parametreli spacelike bir egri 6rnegi olarak verilebilir.
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Gercekten (a(s),a(s)) =0 dir. « egrisinin birim teget vektor alani
t(s) =d'(s) = (s,1,s,0)

olup (#(s), (s)) = (0(s),0/(s)) = 1 dir. Aynea

sartlarim saglayan tek tiirlii belli olan lightlike y vektor alam ¢ = (—1,0,—1,0) ve

<t76> = <Oé,ﬂ> = <y76> =0, <B:ﬁ> =1
sartlarim saglayan 3 vektor alam 3 = (1,0,1,1) seklindedir. Dolayisiyla

1 1
a(s) = (552 +1,s, 582, 1), t(s) = (s,1,s,0), y(s) = (-1,0,—1,0), 5(s) = (1,0,1,1)
olmak iizere {t a,(,y} dortlii catiss Q° iizerindeki a egrisi boyunca Ej de asimp-

totik cat1 alani olusturur.

1) Ky =ry =0,k >0 olmak iizere, a® + b* # 0 i¢in

! va? + b2 cos k1)S, Va2 + b2sin K1)S, a
a(s):\/m( a’>+b h(v/2k1)s, + b2 sinh(1/2k1)s, ,0)

Q3 iizerinde s yay parametreli spacelike egri 6rnegi olarak verilebilir. Egrinin birim

spacelike teget vektorii

! 2 + b2)sin K1)S k1 (a? + b2) cos K1)S
t(s) = \/m(\/%l(a + b2) sinh(v/2k1)s, v/2K1 (a2 + b2) cosh(v/2k1)s, 0, 0)

seklindedir.

i) Ky = k3 = 0,k; < 0 olmak fizere, a? — b* > 0 icin

a(s) = ! (a,b,vVa? — b2 cos(v/—2k1)s, Va? — b?sin(y/—2k1)s) |

2k1(b% — a?)

Q3 iizerinde s yay parametreli spacelike egri ¢rnegi olarak verilebilir. Egrinin birim
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spacelike teget vektorii

t(s) = 2/@1(;2 ) (0,0, —v/2k1(b? — a?) sin(v/—2k1)s, —\/2k1(b* — a?) cos(v/—2k1)s)

seklindedir.

iv) kg # 0 olmak iizere

a(s) = ;(Cosh(ls),sinh(ls),sin(us),cos(,us) 7

V24 p?
Q? tizerinde s yay parametreli spacelike egri drnegi olarak verilebilir. Egrinin birim

spacelike teget vektorii

t(s) = ;(l sinh(ls), [ cosh(ls), ucos(us), psin(us)

NiET

o VO R AE 4 (2 — )
eklindedir. Burada 2 " dir.
3 2= V(261 — K2)2 + 4k2 — (2K1 — K3)
2

a:l— Q3 CE! afs) lightlike koninin teget diizleminde yatan tek lightlike vektor
oldugu i¢in y(s) lightlike vektor teget diizlemde yatamaz yani y(s) ¢ Sp {a(s), o (s)}
dir. Ancak « lightlike vektor olup y(s) lightlike vektorii ile arasinda ortogonallik soz

konusu olmadig igin y(s), o nin spacelike normal uzayinda da yatamaz.
Asagidaki Lemma ile y(s) vektoriinii karakterize edilebilir.

Lemma4.2.1 o:] — Q® C E#, iig boyutlu lightlike koni (Q?) iizerinde bir egri ol-
sun. (y(s),y(s)) =0 ve (y(s),a(s)) =1 olacak sekilde bir tek y(s) € {a(s),a"(s)}
vektorii vardir (Takizawa ve Tsukada 2009).

O halde y(s) lightlike vektorii

y(s) = Aa(s) + Aaa (s) (4.2.8)
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seklinde yazilabilir.

(s) (4.2.9)
aliirsa (y(s),y(s)) = ((s),y(s)) =0, {(a(s),y(s)) =1 esitlikleri elde edilir. Bu-

radan t(s) = /(s) olmak tlizere det(t(s), a(s), B (s),y(s)) =1 sartim saglayacak
sekilde 5(s) secilmelidir. (4.2.9) dan

(4.2.10)

seklindedir (Liu 2011).

Tanim 4.2.2 o = a(s): [ — Q* C Ef, Q? de spacelike bir egri olmak tizere (4.2.10)
daki x(s) ve 7(s) fonksiyonlarina, sirasiyla, Q® iizerindeki « egrisinin (birinci) koni
egriligi ve koni torsiyonu (veya ikinci koni egriligi) denir. {¢(s), a(s), 5 (s),y(s)} catr

alanina da «(s) egrisinin koni Frenet gatisi denir (Liu 2011).

Onerme 4.2.1 ¢ = a(s) : I — @Q* C Ef, s yay parametreli bir egri olmak tizere, o

o kont eirligi (s) = 3 (o (s)."(5)) ve koni torsiyonu

7(s) = \/(0/"(3), a”(s)) — (a”(s), a”(s))Q ile verilir. Ayrica o nin koni Frenet cat1

y(s) = —5 (a"(5), 0" (5)) als) — " (s)
()5 (5) = 0" (5) + 0"(5), () (5) + (0" (5), 0" (5)) ()

(4.2.11)

esitlikleri ile bellidir (Liu 2011).
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Uyar1 4.2.1 o:] — Q3 C E‘ll, s — a(s) yay parametreli bir egri olmak {izere
Teorem (4.2.1) den biliniyor ki {¢ «,3,y} dortli catisi Q? tizerindeki o egrisi
boyunca E{ de asimptotik gati1 alam olugturur. Ayrica {t,a, B,y} dortliisti igin
Frenet formiilleri )

a/(s) = t(s)
t'(s) = wi(s)a(s) + wa(s)B(s) — y(s)
B'(s) = —ra(s)t(s) + ra(s)als)
\ Y (5) = —k1(s)t(s) — ra(s)B(s)

seklindedir. Kolayca goriiliiyor ki k3 = 0 dir ancak ve ancak y(s);

(4.2.9) esitligini saglar.

a: I — @Q*CEf syayparametreli bir egri ve koni egrilik fonksiyonlari k1, kg, k3 0l-
sun. Ornek (4.2.1) de verilen egri érnekleri y(s) = —% (a"(s),a"(s)) a(s) — a’(s)
olmasi durumuna gore incelenirse, k3 = 0 olur. k(s) ve 7(s) fonksiyonlar: v egrisinin
koni egriligi ve koni torsiyonunu gostersinler. Bu durumda asagidaki koni egri 6rnek-

leri verilebilir;

Ornek 4.2.2 -] — Q3 C I[-IflL olmak iizere,

i)
1 1
as) = (552 +1,s, 552, 1),

@Q? de s yay parametreli spacelike bir egridir ve o nin koni egriligi k(s) =0 , koni
torsiyonu 7(s) =0 dir. Gergekten (a(s),a(s)) =0 ,«a egrisinin birim teget vektor
alam

t(s) =d'(s) = (s,1,s,0)

i, {1(). 1) = (@/(9).0/(s)) =1 dir. s(s) =~ (a"(5),0"(5)) olmak tizere

o/(s) = (1,0,1,0) olup, x(s) =0 dir. 7(s) = /(0" (s),a" (s)) — (0" (s),’ (s))"
icin de a”(s) = (0,0,0,0) olup 7(s) =0 dir.
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ii) a® + b* # 0 olmak iizere,

a(s) = (va? + b2 cosh( - ), vV a? + b2 sinh(

a?+b

).a.b)

a?+b

Q? de s yay parametreli spacelike bir egridir ve o nin koni egriligi x(s) = (sabit)# 0,
koni torsiyonu 7(s) =0 dir.

iii) a*> — b* > 0 olmak {izere,

a(s) = (a,b,va? — b? cos(;), Va2 — b?sin(

N v

Q? de s yay parametreli spacelike bir egridir ve o nin koni egriligi x(s) = (sabit)< 0
, koni torsiyonu 7(s) =0 dar.

iv) ab # 0 olmak iizere

1
a(s) = —————=(cosh(as), sinh(as), sin(bs), cos(bs
(5) = s cosh(as).snl(as).sin(bs) cos(bs)
koni egriligi r(s) = r(sabit) # 0, koni torsiyonu 7 (s) = 7(sabit) # 0, olan Q* de s
yay parametreli spacelike bir egridir (Liu 2011).

Teorem 4.2.3 o : ] — Q* CEf, s — a(s) Q? de s yay parametresi ile bir Frenet

egrisi olsun,

\/(O/”(s), o (s)) — (o (s),a"(s))? (dav, dav) (4.2.12)

bir konformal degismezdir (Liu 2004). Konformal invaryant «(s) egrisinin koni tor-

siyonudur (ikinci koni egriligidir).

ispat a(s), @3 iizerinde spacelike bir egri olsun. {a(s),a(s)) =0 oldugundan ,
o : I — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere &(s) = e’®a(s) de Q°

tizerinde bir egri belirtir.
(da(s),da(s)) = (o' (s)e”@a(s) + e @ (s),0'(s)e"@a(s) + e”Pa(s))

— () (da(s), da(s))
(4.2.13)
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esitliginden a(s) ve a(s) egrilerinin konformal oldugu goriiliir. &(s) egrisinin yay

parametresini § ile gosterelim. O halde,

esitligi elde edilir.

Ayrica a(s) egrisi, § yay parametresi igin <& (3), (§)> =1 egitligini saglar.

<a’(§),a (§)> — (a'(s),a/(5)) =1 ve (a(s),a'(s)) =0

esitliklerinden
ds
(O 4.2.15
= © (42.15)
dir. (4.2.14) ve (4.2.15) esitliklerinden
& (5) =o' (s)a(s) + o' (s) (4.2.16)

seklindedir.
a (5) = fa _ i(@)
GV T e T s ds (4.2.17)
= e (0"(s)a(s) + o (s)a' (5) + " (s))

dir. Sonug olarak,elde edilir. Buradan

"

(d"(5),3"3)) = 20 (5" (5) — 20

’

(s) + <a”(s), o/’(s)>) (4.2.18)

bulunur.
7@ = D)
_d(e7O) (" (s)a(s) + o () (s) + o (s)) ds
_ - (%) (4.2.19)

! 1" " 2

= e 2O (0" (s) = (s)0" (s)a(s) + (20" (s) — o (s))a(s) +

"

(s)
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ve

esitliklerinden,

(@"(3),a"(3) = e 20" - o V420" —20") (a",a" )+ (a",a")]
(4.2.20)
elde edilir. Burada o diferensiyellenebilir fonksiyonu ve tiirevleri, ayrica o nin tiirev-
leri s yay paremetresine baghdir.

Yukarida elde ettigimiz egitlikler yardimi ile

bulunur. Onerme (4.2.1) den koni torsiyonu 7(s) = \/(o/”(s), a”(s)) — {a"(s), 0/’(5)>2
seklindedir, dolayisiyla (4.2.21) esitligi kullanilarak,

elde edilir.
(da(s),da(s)) = e*®) (da(s), da(s)) (4.2.22)

esitligi sayesinde, &(3) ve a(s) Frenet egrileri igin
72(3) (da, da) = e *772(s) {da, da) (4.2.23)

saglanir. (4.2.22) ve (4.2.23) esitliklerinden,

N
I
D
N

elde edilir.
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4.3 E""2 Minkowski Uzayinda (n+1)—Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde  Egriler

da

T ds
a(s) egrisinin spacelike birim teget vektor alanidir. Buna gore a(s) egrisinin space-

Eger a(t) egrisinin yay parametresi s almirsa ve a(s) = a(t(s)) ile gosterilirse o' (s)

like normal uzay1 V"1 ve 6yle bir vektor alam y(s) secilsin ki;

(a(s),y(s)) =1, (als),as)) = (y(s), y(s)) = (a'(),y(s) ) =0,

1 J_ 1
Yyl = {spanR {a,y,oz }} ,  Spang {a,y,oz ,V”_l} = ]ET“2

sartlarin1 saglasinlar. Bu sartlar altinda asagidaki tanim ve teoremler verilebilir.

Tanim 4.3.1 o : ] — Q"' C Bl s — a(s) egrisiverilsin. o/ (s) = t(s) = ay(s)
olmak tizere qy(s), as(s),...,an(s) € V=1 segilsin. s € I ya karsihk gelen a(s)

noktasindaki Frenet (n + 2)— ayaklisi,

{t(s) = ai(s), als), az(s), ..., an(s), y(s)}
olmak iizere,

I—-R, 1<j<n

i

s — Ki(s) = <Oéj(3)7y(3)>

7, + I >R 1<i<n

!

s = 7i(s) = (@i(s), ina(s))

seklinde tammh fonksiyonlar Q™" ((n + 1)—lightlike koni) iizerindeki koni egrilik
fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.

k;(s) ve T;(s) reel sayilarina da j—yinci ve i—yinci koni egrilikleri denir (Liu 2004).
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Teorem 4.3.1 o : ] — Q"' C E’f*z, s — a(s) egrisi verilsin. s € I yay parame-
tresi olmak tizere a(s) noktasindaki i—yinci egrilik 7;(s), j—yinci egrilik x;(s) ve

Frenet (n + 2)— a,yakhSl {t(s) = 041<3)7 04(3)7 042(3)7 - an<s)7 y(s)} ise

(4.3.1)

SQ\
—
»
~—
I
S
—
»
—
Q
—
»
~—
|
o

L
—
»
—
2

L
—
V2]
~—
+
o
—
»
~—
2
+
—
—
»
~
[\
IA
<.
IA
N

01 (8) = Fin_1(5)a(s) — Tnoa(s)an—a(s) + Tu-1(s)n(s)
n(8) = fn(s)a(s) — Tu-1(s)an-1(s)

y'(s) = =2 rils)auls)

=1

dir. Burada ()42(5),043(3)’ ,,‘70471(3) eVl ve <05i7aj> = (Sij,i,j =1,2,...n dir.
Yani, {t(s) = a;(s),a(s),as(s),...,an(s),y(s)} catist Q™! tizerindeki «v egrisi boyunca

B2 de asimptotik catidir (Liu 2004).

Frenet vektorlerinin tiirevlerini yine kendileri cinsinden yazmaya yarayan bu teorem
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yardimiyla Frenet vektorleri ile tiirevleri arasindaki iligski matris formda:

seklindedir. Burada x; (1 < j <n)ver; (1 <i<n)s &€l yay parametresine bagh

koni egrilik fonksiyonlaridir.

Tanim 4.3.2 M ve M iki Riemann manifold olmak tizere, F': M — M diferen-
siyellenebilir bir doniisiim olsun. Her p (p € M) noktas1 ve X,Y (XY € T,M)

tanjant vektorleri icin )\ : M — R sifirdan farkh bir fonksiyon olmak {izere,

J1rep) (Fu(X), F(Y)) = X(p)gp(X,Y)

ise F' doniigiimii konformal doniigiim olarak adlandirihir (Kiihnel, W., 2002).

Teorem 4.3.2 o : ] — Q"™ C B2 s — a(s) (n>2) , Q"' de s yay parame-

tresi ile bir Frenet egrisi olsun,

\/<o/”(s), " (s)) — (o (s), " (s))* (dav, dav) (4.3.3)

« egrisinin konformal egrisi a(s) = @U(S)a(s) i¢in bir konformal degismezdir (Liu

2004).

7

o' (s) 0o 0 1 0 0 0 als)
Yy (s) 0 0 —K1 —kKo —hKn—1 —HKn y(s)
oy (s) Kk —1 0 7 0 0 a;(s)
ay(s) ke 0 —11 0 0 0 az(s)
a;—1($)
a;(s) ki 0 0 0 -7 00T . 0 0 a;(s)
ai1(s)
0 0
a;_l(s) Kp—1 O 0 0 —Th_9 0 Trn—1 an-1(9)
a, (s) | ke 00 0 —Tn-1 0 | | anls)
(4.3.2)




Ispat a(s), Q" tizerinde bir egri olsun. {(a(s),a(s)) =0 oldugundan,o:I — R

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere a(s) = eU(S)a<S) de Q! {izerinde

bir egri belirtir.

(da(s),da(s)) = (0'(s)e”@a(s) + e @a'(s), 0 (s)e”@a(s) + e a(s))

_ e27() (da(s), da(s))
(4.3.4)

esitliginden a(s) ve «(s) egrilerinin konformal oldugu goriiliir. &(s) egrisinin yay

parametresini § ile gosterilsin. O halde,

: da  da ds

a(s) = e g(ﬁ)
e”Gays s
_ (X - ( )>)(%) (4.3.5)

ds

= (o' (s)e”a(s) + ea(s)a'(S))(ﬁ

)

esitligi elde edilir.

Ayrica a(s) egrisi, § yay parametresi igin <&'(§), &’(§)> =1 esitligini saglar.

<&/(§),&/(§)> = (a/(s),a/(s)) =1 ve {a(s),a'(s)) =0 esitliklerinden

dS
22 o(s) 4

elde edilir. (4.3.5) ve (4.3.6) esitliklerinden

elde edilir.

a(5) =0 (s)a(s)+a(s) (4.3.7)
W) = o

d, / ds
= 2o (s)als) + o ()(5)

e (o (s)a(s) + o (s)a'(s) + ' (s))
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olup sonug olarak,

1"

a (8)=e (o (s)a(s) + o (s)a'(s) + ' (s)) (4.3.8)
elde edilir. Buradan

(s) + <o/’<s), o/’(s)>) (4.3.9)

bulunur.
@) = 2ED
~d(e79(" (s)a(s) + o () (s) + a' (s)) ds
h — () (4.3.10)

(a(s).a(s)) = (a'(s)als)) = (a”(s).a(s)) = 0.
<a"(s),a(s)> = -1, <o/”(s),al(s)>:—<a”(s),a”(s)>
esitliklerinden,

" __m " /2 /2 " " " " "
<54 ,Q >:e’4" [(20 —0 *+2(0 —20 )<a , o >—|—<a ,Q >} (4.3.11)

elde edilir. Burada o diferensiyellenebilir fonksiyonu ve tiirevleri, ayrica o nin tiirev-
leri s yay paremetresine baghdir.

Yukarida elde ettigimiz esitlikler yardimu ile

elde edilir.
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esitligi ve (4.3.12) esitligi sayesinde, &(3) ve a(s) Frenet egrileri i¢in

\/ (@".a") (&, a”>2 (@, i) = /(o a") — (@, a") (o, da)  (4.3.13)

saglanir. (4.3.13) esitligi,

\/(CY/”, a///> . <CY”, a//>2 <da, dCY>

ifadesinin ¢7(s) doniigiimii altinda invaryant kaldigimi gosterir.

Sonug 4.3.1 o :] — Q"' C B! s — a(s) egrisi verilsin. s € I yay parame-
tresi olmak tizere a(s) noktasindaki i—yinci egrilik 7,(s), j—yinci egrilik x;(s) olmak
iizere, a(s) = e”®a(s) [o(s) : I — R], Q" iizerinde a(s) egrisinin konformal egrisi

olsun. n > 2 i¢in

n

e | (re +11)° + (Rs + T1m2)* + Y K] (4.3.14)

=4

ifadesi konformal déniigsiim altinda degismez kalir.

Onerme 4.3.1 o:] — QU CEI? s — als) Q™! tizerinde yay parametreli,
regiiler bir egri olsun. Biliniyor ki (4.2.9) esitligi y(s) = —% (a"(s),a"(s)) a(s) — a’(s)

ve (a(s)als)) = (y(s),y(s)) = (t(s),y()) = 0, (a(s),y(s)) = 1 esitlikleri 3 ve 4-
boyutlu lightlike koni i¢in saglandig1 gibi herhangi bir boyutta da saglanir.

t(s) = ai(s) = a'(s) , aa(s),...,an(s) € {spanR {Oz,y,o/}}L ve (g, ) = 04,
]- 1" " 1" v
i,7=1,2,...,n olmak iizere y(s)= ) (a"(s),a"(s))a(s) —a’(s) saglansm. O

halde Q"*! tizerindeki « egrisi boyunca B2 de asimptotik cat1 vektorlerinin tiirev-

lerinin bu vektorler tarafindan yazilmasimi saglayan (4.1.3) esitligi,
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(4.3.15)

halini alir.

Frenet vektorlerinin tiirevlerini yine kendileri cinsinden yazmaya yarayan bu énerme
yardimiyla Frenet vektorleri ile tiirevleri arasindaki iligski matris formda da yazila-
bilir.

a (s) 0 0 1 0 0 0 a(s)
Yy (s) 0 0 —K; —kKg —Kp_1 —Knp y(s)
oy (s) ki -1 0 0 0 0 a1 (s)
vy () ko 0 0 0 0 0 as(s)

o, (s) k1 0 0 0o . 0 0 0 an-1(8)
a, (s) kn 0 0 0o . .. 0 0 an(s)
(4.3.16)
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5. LIGHTKLIKE KONi UZERINDE EGILiM CiZGILERI

Bu boliimde 2—boyutlu ve 3—boyutlu lightlike koni tizerindeki egilim ¢izgileri ile ilgili
bazi tanimlar ve karakterizasyonlar verecegiz. Bu tanimlar1 ve karakterizasyonlar:

verirken 4. boliimdeki notasyonlar1 ve kavramlar: kullanacagiz.

Tamim 5.1 M C E" egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € I igin o' (s)
hiz vektorti, bir U sabit vektorii ile sabit ac1 teskil ediyorsa, M ye bir egilim ¢izgisi
ve Sp{U} ya da M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir (Hacisalihoglu 2000).

5.1 E3 Minkowski Uzayinda iki Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde Egilim
Cizgileri

Bu boliimde 2—boyutlu lightlike koni tizerindeki egilim ¢izgileri ile ilgili tanimlar ve
karakterizasyonlar1, bunlarin yamsira E? de lightlike koni iizerindeki egilim ¢izgisi
icin harmonik egrilik fonksiyon tanmimini verecegiz. Ayrica bu harmonik egrilik
fonksiyonundan yararlanarak egilim ¢izgisinin egilim eksenini ve Darboux vektor
alanini tammlayacagiz. Bu kisimda kullanacagimiz ¢ metrigi (2.1.3) de verilen E?

yar1-Oklidyen uzayin metrigidir.

Tanim 5.1.1 «o:] — Q*CE3, s — a(s) , s yay parametresi olmak iizere, Q?
tizerinde koni egrilik fonksiyonu sifirdan farkl bir egri olsun. Eger a(s) egrisinin
teget vektor alami E3 deki sabit bir vektor ile sabit aci olusturursa af(s) egrisine

lightlike koni {izerinde egilim ¢izgisi denir. Yani egri boyunca,

g(d (s),u) = <a’(s),u> = (t(s),u) = f(p) = sabit (5.1.1)

dir. Burada u, E? de sabit birim vektor ve f(¢) sabit agi fonksiyonudur.

Tanim 5.1.2 o:] — Q% C Ei’, s — af(s) , s yay parametresi olmak tizere Q? iiz-

erinde birim hizh bir egri olsun. « koni egrisinin sifirdan farkli koni egrilik fonksiyonu
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K(s) ise

H : IcR—-R

s— H(s)=—

(5.1.2)

seklinde tanimli H fonksiyonuna, a koni egrisinin s noktasindaki harmonik egriligi

denir.

Onerme 5.1.1 o :] — Q* C ]Eif7 s — afs) , s yay parametresi olmak {izere, ()?
iizerinde koni egrilik fonksiyonu sifirdan farkli birim hizh bir egri ve u, E3 de sabit
birim eksen olsun.  {¢ «a,y} lightlike koni iizerindeki asimptotik gati ve H, «
egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu olmak iizere, eger «, u sabit ekseni ile bir-

likte egilim ¢izgisi ise

{a(s),u) = H(s) (t(s) ,u)
(y(s),u) = K(s)H(s) (t (s) ,u)

(5.1.3)

esitlikleri saglanir.

Ispat a, Q? lightlike koni iizerinde egilim cizgisi olsun. (5.1.1) esitliginden biliniyor
ki

Y

(t(s),u) = f(p) = sabit

bu egitlikte s ye gore tiirev alinirsa,

<t’<s),u> ~0 (5.1.4)

bulunur. Asimptotik catiya gore (3.1.4) Frenet denklemlerinden (5.1.4) esitligi

(r(s)als) —y(s),u) =0
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seklinde yazilir. Buradan

(y(s), u) = K(s) (a(s),u) (5.1.5)

elde edilir. (5.1.5) esitliginde s ye gore tiirev alinirsa

!

(y/(5).1) = K'(5) (als), u) + (s) (#(s), u) (5.1.6)

bulunur. (5.1.6) denklemin asimptotik gatiya gore (3.1.4) Frenet denklemleri yerine

yazilirsa,

K'(s) (5.1.7)
= H(s) (t(s),u)

esitligi elde edilir. Bu egitlik (5.1.5) esitligine uygulanirsa

(y(s),u) = w(s)H(s) (t(s), u)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 5.1.1 o : ] — Q? C E}, s — a(s) , s yay parametresi olmak fizere, Q? iiz-
erinde koni egrilik fonksiyonu «(s) sifirdan farkh birim hizl bir egri olsun. {¢, a,y}
lightlike koni tizerindeki asimptotik cat1 alanini ve H, o egrisinin harmonik egrilik

fonksiyonunu gostersin. Eger « egilim ¢izgisinin egilim ekseni u ise
u={t(s) + r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s)} (t(s), u) (5.1.8)

veya

u={t(s) + r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s)} [ () (5.1.9)

seklinde yazilir.

ispat u, E? deki lightlike koni iizerindeki « egilim ¢izgisinin ekseni ise, {t,a,y}
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lightlike koni tizerindeki asimptotik cat1 olmak iizere
u = A (8)t(s) + Aa(s)a(s) + A3(s)y(s) (5.1.10)

seklinde yazilabilir. Onerme (5.1.1) ve (3.1.5) esitlikleri kullanilirsa

(
Aa(s) = (y(s),u) = r(s)H(s) (t(s),u) (5.1.11)

esitlikleri elde edilir. Son egitlikler (5.1.10) da yerlerine yazilirsa

u={t(s) + r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s)} {t(s), u)

veya

u={t(s) + r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s)} [ (¢)

elde edilir.

Tanmm 5.1.3 o : [ — Q? C B3, s — a(s) , @* de birim uzh bir egri olsun.  {¢, o, 3y}

egrinin asimptotik catisini; H(s) egrinin harmonik egrilik fonksiyonunu gostersin.
D =1t(s)+ r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s) (5.1.12)
vektoriine « egilim ¢izgisinin Darboux vektorii denir.

Uyar: 5.1.2 Buradaki Darboux vektorii de a(s) egilim ¢izgisi i¢in bir eksendir.

Teorem 5.1.1 o: [ — Q* C E3, s — a(s) , birim hizhi bir egri olsun. {¢ «,y}
lightlike koni itizerindeki asimptotik cati alanmini ve H, a egrisinin harmonik egri-
lik fonksiyonunu gostersin. « egrisi bir egilim ¢izgisidir ancak ve ancak D sabit

vektordiir.
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ispat (=) a, Q? iizerinde bir egilim ¢izgisi olmak fizere o nin ekseni u olsun. Sonug

(5.1.1) de (5.1.9) esitligi
u={t(s) + r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s)} [ ()
seklindedir. Burada f(p) sabit a1 fonksiyonu olmak tizere Tanim (5.1.3) den
u=Df(p) (5.1.13)

yazilabilir. wu, B2 de sabit birim hizhi vektér alamdir dolayisiyla D sabit vektor

alanidir.

(<) Tersine E2 de D sabit vektor alami olsun. D vektér alaninin tanmim ve Sonug

(5.1.1) de verilen (5.1.9) esitliginden

u=Df(¢)
yazilabilir. Buradan

(u, t(s)) = (Df (), t(s)) = f() (D, t(s)) (5.1.14)

elde edilir. (5.1.12) D Darboux ekseni tamimindan

(D,t(s)) =1
olup (5.1.14) esitliginde yerine yazilirsa

(u,t(s)) = f(p) = sabit

elde edilir. Dolaysiyla o, Q? iizerinde bir egilim cizgisidir.

Teorem 5.1.2 o :] — Q*C EZ{, s — a(s) @Q? iizerinde birim hizhi bir egri ve

H(s), a(s) noktasimndaki harmonik egrilik fonksiyonu olsun. « egrisi lightlike ol-
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mayan y € 3 ekseniyle bir egilim ¢izgisi ise xH? = sabittir.

Ispat a, Q? tizerinde bir egilim cizgisi olsun. O halde o min sabit lightlike olmayan

birim ekseni u icin ||u||2 =1 dir. Yani (2.1.1) esitliginden

lull = Vlg(u, u)|

Jul® = [g(u,u)| =1

dir. Burada (5.1.9) egitligi kullanmlirsa
lull® = |<H2£2(0) + ()]
bulunur. Dolayisiyla
esH f2 () + f2(p) =1, e=41

olup, buradan

1— f%(p)

erH? = — 17

f2(¢)
elde edilir. « egilim ¢izgisi oldugu icin f(p) sabittir. Sonug olarak, xH? = sabit

oldugu goriiliir.
Sonug 5.1.2 o:] — Q*CE3, s— afs), s yay parametreli, Q? iizerinde bir
egilim ¢izgisi olsun. {¢ «,y} lightlike koni {izerindeki asimptotik ¢ati alanini, sifir-

dan farkli k(s) egrinin koni egrilik fonksiyonunu ve D, «v egrisinin Darboux vektoriinii

gostersin. D Darboux vektoriiniin karakteri koni egrilik fonksiyonuna baghdir.

Ispat o, Q? iizerinde bir egilim cizgisi olsun. Darboux vektoriin tanmmindan

D =1t(s)+ r(s)H(s)a(s) + H(s)y(s)
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dir. Ayrica
(D, D) = (t(s) + r(s)H(s)(s) + H(s)y(s), t(s) + r(s)H (s)a(s) + H(s)y(s))

olup (3.1.5) esitliklerinden
(D,D) =2xH? +1

elde edilir. H egrinin Harmonik fonksiyonu olmak iizere, Tanim (5.1.2) den

8 3
(D,D) =~ +1 (5.1.15)
K

olup, son esitlikten D vektoriiniin karakterinin « ya bagh oldugu goriiliir.

Sonug olarak x # 0 i¢in asagidaki karakterizasyonlar verilebilir:

: . . 8K?
i. D € By lightlike vektor ise — = —1 ,
N 5 : o 8
ii. D € By spacelike vektor ise —- > —1,
K
83

iii. D € E} timelike vektor ise < —1 seklindedir.

/2

Teorem 5.1.3 o : ] — Q% C ]E?l’, s — a(s) , s yay parametresi olmak tizere, Q? iiz-
erinde koni egrilik fonksiyonu #(s) sifirdan farkh birim hizh bir egri olsun. {¢, «,y}
lightlike koni {izerindeki asimptotik cat1 alanini ve H, a egrisinin harmonik egrilik

fonksiyonunu gostersin. « egilim ¢izgisidir ancak ve ancak
H(s)=1 (5.1.16)
saglanir.

Ispat (=) @Q? iizerindeki a egrisi boyunca Darboux vektériiniin s ye gore tiirevi

alinirsa,

’

D' =t(s)+ (k(s)H (s) + K (s)H(s))a(s) + r(s)H(s)a'(s) + H (s)y(s) + H(s)y (s)

= (r'(s)H(s) + K(s)H (s) + r(s))a(s) + (H (s) = 1)y(s)
(5.1.17)
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bulunur. « egilim ¢izgisi oldugu igin D, E? de sabit vektor alamdir, yani D' = dir.
Dolaysiyla (5.1.17) esitliginden «(s) ve y(s) vektorleri lineer bagimsiz oldugu
icin

K (8)H(s) + k(s)H (s) + k(s) =0 (5.1.18)

ve

H'(s) =1 (5.1.19)

elde edilir. Buradan H/(S) =1 e§1t11§;1 /{I(s)H(S) + f{(s)Hl(,g) + /{(3) =0 e§itliginde
yerine yazilirsa,

26(s) + K (s)H(s) =0

elde edilir. Bu egitlik harmonik egrilik fonksiyonu tanimindan Vs € J igin saglanir.

(<) Tersine H'(s) =1 olursa 2x(s) + /{(s)H(s) — (0 esitligi saglamr. D Dar-
boux vektérii tammindan D' = (0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla D sabit vektor

alanidir, Teorem (5.1.1) uyarinca o, Q? de bir egilim cizgisidir.

Tanmimladigimiz D Darboux vektorii yardimiyla Teorem (3.1.4) de verilen egriler i¢in

yeni bir ispat yontemi agagidaki sonug ve teorem ile elde edilmistir.

Sonug 5.1.3 «: ] — Q? CE3, s — a(s) yay parametreli regiiler bir egri olsun.
{t,a,y} Ttgliisii Q? tizerindeki o egrisi boyunca E? de asimptotik gati alamimi ve
k($), a egrisinin sifirdan farkh koni egrilik fonksiyonu olmak {izere, eger « bir egilim

¢izgisi ise 0 # ¢y, co sabitleri igin
K(s) = ci(s+ )72 (5.1.20)

dir.
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Ispat «, Q? iizerinde bir egilim ¢izgisi olsun. O halde D' =0 olup

H'(s)=1
2k(s) 4+ K (s)H(s) = 0

esitlikler saglanir. H '(5) =1 esitliginden ¢ sabiti i¢in  H(s) = s + ¢ bulunur.
2k(s) 4+ k' (s)H(s) = 0 esitliginde H(s) yerine yazihirsa,

26(s) + K (s)(s+¢) =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Denklemin ¢oziimiinden k(s) = ci1(s + cg)—2 elde

edilir.

Teorem 5.1.4 o : ] — Q? C ]Eif, s — afs) , syay parametresi olmak tizere, )? iiz-
erinde koni egrilik fonksiyonu #(s) sifirdan farkh birim hizh bir egri olsun. {¢, a, y}
lightlike koni tizerindeki asimptotik cati alanini gostersin. « egilim ¢izgisidir ancak
ve ancak

/2 1"
3k —2kKk =0 (5.1.21)

dir.

Ispat (=) a, Q? iizerinde bir egilim ¢izgisi olsun. Tanim (5.1.2) ve Tanim (5.1.3)
den , « egrisinin ekseni

252 2K
D=t—-—Fa—-—7y
K K

seklindedir. a egrisi boyunca D nin s ye gore tiirevi alimrsa, (3.1.4) esitliklerinden

yararlanilarak

D= (=

2 2
, _3 ! 2 2 1 _3 A 2 "
HK_FKH)Q+<—ﬁ—ij£>y (5.1.22)

elde edilir. « bir egilim ¢izgisi oldugu icin, D sabit bir vektordiir, yani D' = ( dur.
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Dolayisiyla (5.1.18) esitliginden,

/2 1" /2 "
—3kk + 2K’k =3k + 2Kk
( I€/2 )a + /1/2 y=20

/2 1"
—3kk + 2K%k

bulunur. «,y lineer bagimsiz vektorler olduklar: icin -

=0 Ve

/2 "
—3k + 2KK

2 — 0 dir. Budurumda bulunan son iki denklemden _3,{'2 1ok =0

K
olup istenilen elde edilir.

(<) Tersine «, @? iizerinde bir egri olsun ve a nin koni egrilik fonksiyonu &,

3,{2 — 2kk’ =0 sartim saglasin. « koni egrisinin harmonik egriligi H = _2_7
seklinde tanimlanmigtir dolayisiyla
H =2(—-1+ "5 (5.1.23)
K
/2
dir. (5.1.21) esitliginden " _ 3% oldugu goriilir bu esitlik (5.1.23) de yerine

yazilirsa H' =1 elde edilir. H' =1 olmasi durumunda 2k(s) + ,Lg'(s) H(s)=0

esitligi saglanir. Dolayisiyla «, bir egilim c¢izgisidir.

Ornek 5.1.1 o: ] — Q? C B3, s — a(s) , s yay parametreli bir egri olmak fiizere,

1+1In%s 1—1In%s

1
5 s, 2

a(s) = s( ) (5.1.24)

iki boyutlu lightlike koni iizerinde bir egilim ¢izgisidir.

« egrisinin teget vektor alani

/ 1+ In® 1—In®
t(s) =a(s) = (¥+lns,lns+l,%—lns)

dir. Buradan

"

1
a (s) = g(lns—i-l,l,—lns— 1)
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bulunur. O halde bu egrinin koni egrilik fonksiyonu

k(s) = —% <a”(s),oz"(3)>

1/1 1
= —= <—(ln3+1,1,—lns— 1),-(Ins+1,1,—Ins — 1)>
s s

dir. k(s), Sonug (5.1.3) de elde edilen k(s) karakterizasyonuna uymaktadir.

Ayrica egrinin koni egriligi (s) = _% g2

/2 "
-3k +2kk =0

sartini saglar. Dolayisiyla Teorem (5.1.3) den « bir egilim ¢izgisidir.

Verilen a egilim ¢izgisinin Darboux vektorii, ayn1 zamanda egilim ekseni olan vektor

1
D=t——a+sy
2s

3

seklindedir. Egrinin «(s) koni egrilik fonksiyonundan 8/?2 = —1 bulunur. Dolayisiyla
K

Sonug (5.1.2) den egrinin D Darboux ekseni lightlike vektordiir. O halde,

1+1n2s 1—1n’s

a(s) = S(T, In s, T),

@Q? iizerinde lightlike eksenli, birim hizli bir egilim cizgisidir.

Sekil 5.1 Q? iizerinde lightlike eksenli egilim cizgisi
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Genel haliyle bu egri (Liu 2011) de

slns, ¢ Ins c Ins
_ -2 5.1.25
a(s) 2 <lns+ ¢ lns c ) ( )

seklinde verilmistir.

Ornek 5.1.2 o: ] — Q* C ]Ei’, s — afs) , s yay parametreli bir egri olmak tizere,

a(s) = g((s?’ +57%),2, (8% = s7%) (5.1.26)

iki boyutlu lightlike koni iizerinde bir egilim ¢izgisidir.

a egrisinin teget vektor alani
fs) = a'(5) = 5 (268 = 57) 1, (25 +57))

dir. Buradan

"

o (s) = (252 +57%0,25° —s7%)

bulunur. O halde bu egrinin koni egrilik fonksiyonu

k(s) = ~3 <04”(s),a”(3)>

1
= -3 <(232 +57%0,25% — 574, (25 +574,0,25% — 8_4)>

= 4572

dir. k(s) Sonug (5.1.3) de elde edilen r(s) karakterizasyonuna uymaktadir. Ayrica

egrinin koni egriligi x(s) = 4572
/2 "
-3k +2kk =0

sartin1 saglar. Dolayisiyla Teorem (5.1.3) den « bir egilim ¢izgisidir.

Verilen a egilim ¢izgisinin Darboux vektorii, ayn1 zamanda egilim ekseni olan vektor
4
D=t+-a+sy
s
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13
=8 > —1 bulunur.

seklindedir. Egrinin x(s) koni egrilik fonksiyonundan —- =

Dolayisiyla Sonug (5.1.2) den egrinin D Darboux ekseni spacelike vektordiir.
O halde,

a(s) = g((33 +573),2,(s* —573)), (5.1.27)

Q? tizerinde spacelike eksenli, birim hizh bir egilim cizgisidir.

Sekil 5.2 Q? iizerinde spacelike eksenli egilim cizgisi

Genel haliyle bu egri (Liu 2011) de
a(s) = i(sc +572,8 — 57°) (5.1.28)

seklinde verilmigtir.

Ornek 5.1.3 o: 7 — Q? C E3, s — a(s) , s yay parametreli bir egri olmak fiizere,

a(s) = i(s, scos(vV71n

7 ), ssin(v/7In

- ) (5.1.29)

iki boyutlu lightlike koni iizerinde bir egilim ¢izgisidir.

« egrisinin teget vektor alani

Hs) = a'(s) = \%(1, —ﬁsin(\ﬁln%
V7 cos(v7In W) + sin(v/71n W))

) 4 cos(v/7In W),
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dir. Buradan

1 S ) S
a(s) = E(O’ —V/Tcos(v/7In ﬁ) — 1sin(v/71n ﬁ)’

—V7sin(v/7In ﬁ) + 1cos(vV7In ﬁ))

bulunur. O halde bu egrinin koni egrilik fonksiyonu

dir. k(s) Sonug (5.1.3) de elde edilen x(s) karakterizasyonuna uymaktadir. Ayrica

egrinin koni egriligi x(s) = —4s72
/2 "
-3k +2kk =0

sartim saglar. Dolayisiyla Teorem (5.1.3) den « bir egilim ¢izgisidir.

Verilen a egilim ¢izgisinin Darboux vektorii, ayni zamanda egilim ekseni olan vektor

4
D=t——-a+sy
s

3

seklindedir. Egrinin r(s) koni egrilik fonksiyonundan = —8 < —1 bulunur.

)
Dolayisiyla Sonug (5.1.2) den egrinin D Darboux ekseni timelike bir vektordiir. O
halde,

1 s . S
a(s) = ﬁ(s, scos(v/71n W), ssin(y/71n W)),

Q? iizerinde timelike eksenli, birim hizh bir egilim cizgisidir.
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Sekil 5.3 ? tizerinde timelike eksenli egilim cizgisi

« egrisinin teget vektor alam ¢(s) ile Ef deki sabit bir vektor alam sabit ag1 yapmas
durumunun yamsira, « egrisinin y(s) ve a(s) vektor alanlarinin da E? deki sabit bir

vektor alam ile sabit a¢i yapmasi durumu incelenebilir:

Tamm 5.1.4 o : ] — Q? CE3, s — af(s) » Q? tizerinde s yay parametreli regiiler
bir egri olsun. Eger a(s) egrisinin y(s) vektor alan1 E? deki sabit bir vektor ile sabit
ag1 olugturursa a(s) egrisine lightlike koni iizerinde y—slant helis denir. Yani «v egrisi

boyunca,

9(y(s), uy) = (y(s),u,) = c = sabit (5.1.30)

dir. Burada u,, E} de sabit birim vektordiir.

Onerme 5.1.2 o:] — Q? C E3, s — a(s) , s yay parametresi olmak iizere, Q?
tizerinde koni egrilik fonksiyonu (x) sifirdan farkli birim hizhi bir egri ve u, £ de
sabit birim eksen olsun. {t,a,y} lightlike koni iizerindeki asimptotik cati alam

olmak fizere, eger «, u, sabit ekseni ile birlikte y—slant helis ise

(t(s),uy) =0
1
(a(s), uy) = ) (y(s), uy)



dir. Burada her s e J i¢in « egrisinin ekseni olarak adlandirilan Uy Ei’ de sabit

birim vektordiir.

ispat a, y—slant helis olsun, o halde (y(s), Uy> — ¢ = sabit dir. Esitligin s ye gore

tiirevini alinirsa Vs € [ igin,

<yl(3>auy> =0

bulunur. {t «,y} asimptotik gatisi igin (3.1.4) denklemlerinden  (¢(s),u,) = 0
elde edilir. Yani
(t(s),uy) =0 (5.1.31)
dir. (5.1.31) egitliginin s ye gore tiirevi alinirsa (3.1.4) denklemlerinden,
1
(a(s), uy) = (s (y(s), uy)

elde edilir.

Sonug 5.1.4 o : ] — Q* C E}, s — a(s) , s yay parametresi olmak {izere, Q? iiz-
erinde koni egrilik fonksiyonu r(s) sifirdan farklh birim hizh bir egri olsun. {¢, o, 5/}
lightlike koni tizerindeki asimptotik ¢at1 alanini gostersin. Eger a y—slant helisin

ekseni u, ise c sifirdan farkh sabit olmak tizere,

= {a(s) + —u(6) | 0(s) ) (5.1.32)

veya

u, = ¢ {a(s) + —y(s)} (5.1.33)

seklinde yazilir.

Ispat u,, B} deki lightlike koni tizerindeki o, y—slant helisin ekseni ise, {t,a,y}
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lightlike koni tizerindeki asimptotik cat1 alami olmak iizere,
uy, = A1(s)t(s) + Aa(s)a(s) + As(s)y(s) (5.1.34)

seklinde yazlabilir. (3.1.5) esitlikleri kullamlirsa,

Aa(s) = (y(s),uy) = c (5.1.35)

veya

elde edilir.

Tamm 5.1.5 o : ] — Q* CE3, s — a(s) » Q? de birim hizhi bir egri olsun. {t, o, y}

egrinin asimptotik cat1 alani olsun.
D = a(s) + —y(s) (5.1.36)

vektoriine «, y—slant helisin Darboux vektorii denir.

Uyari 5.1.3 (5.1.36) ile tamimlanan Darboux vektorii de a(s) y—slant helis igin bir

eksendir.
Teorem 5.1.5 o : 1 — Q*CE2, s — a(s) , Q)? tizerinde birim hizli bir egri olsun.

{t,a,y} lightlike koni iizerindeki asimptotik gat1 alanimi gostersin. « egrisi bir

y—slant helisdir ancak ve ancak D sabit bir vektordiir.
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ispat (=) a, @?* iizerinde bir y—slant helis olmak iizere o min ekseni u, olsun.

Sonug (5.1.4) de (5.1.33) egitligi

seklindedir. Burada ¢ sabit olmak iizere Tanim (5.1.5) den
u, = cD (5.1.37)

yazilabilir. wu, B2 de sabit birim hizli vektér alamdir dolayisiyla D sabit vektor

alanidir.

(<) Tersine E2 de D sabit vektor alami olsun. D vektér alaninin tanim ve Sonug

(5.1.4) de verilen (5.1.33) esitliginden
uy = cD
yazilabilir. Buradan
(uy,y(s)) = (D, y(s)) = c(D,y(s)) (5.1.38)
elde edilir. (5.1.36) esitligiyle verilen D Darboux ekseni tanimindan
(D,y(s)) =1
olup (5.1.38) esitliginde yerine yazilirsa
(uy,y(s)) = ¢ = sabit

elde edilir. Dolayisiyla o, Q? iizerinde bir y—slant helisdir.
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Sonug 5.1.5 o:] — Q*C E?, s — a(s) , s yay parametresi olmak iizere, (? iiz-
erinde koni egrilik fonksiyonu #(s) sifirdan farkh birim hizh bir egri olsun. {¢, a,y}
lightlike koni tizerindeki asimptotik ¢ati alanini fonksiyonunu gostersin. «, y—slant

helisdir ancak ve ancak s sabittir.

Ispat (=) Q? iizerindeki o, y—slant helis egrisi boyunca Darboux vektoriiniin s ye

gore tiirevi alinirsa,

’ /il
D=~y (5.1.39)

bulunur. «, Q? tizerinde bir y—slant helis oldugu icin D vektorii sabittir.

Dolayisiyla D' =0 olur. (5.1.39) esitliginden
K = 0; yani, K = sabittir.

a, y—slant helis i¢in x =sabit oldugundan, « egrisi Teorem (4.1.3) de verilen (4.1.17)

ve (4.1.18) esitlikleri seklinde yazilabilir.

(<) Tersine, o min koni egrilik fonksiyonu x(s) sabit olsun. Buradan D' =( olur.

Dolayisiyla Teorem (5.1.1) uyarinca «, y—slant helis olur.

100



5.2 E{ Minkowski Uzayinda Uc¢ Boyutlu Lightlike Koni Uzerinde Egilim

Cizgileri

Bu boliimde 3—boyutlu lightlike koni iizerindeki egilim ¢izgisini tanimlayarak, E} de
lightlike koni tizerindeki egilim ¢izgisi i¢in harmonik egrilik fonksiyonlar: tanimlay-
acagiz. Ayrica bu harmonik egrilik fonksiyonundan yararlanarak egilim eksenini ve
Darboux vektor alanin1 tanimlayacagiz. Bu eksen yardimiyla koni iizerindeki egilim

¢izgisi icin baz1 karakterizasyonlar verecegiz.

a:I—Q*CEf s—als), Q? tizerinde yay parametreli egri, {t,a, B,y} dortlii
sistemi Q® iizerindeki « egrisi boyunca E} de asimptotik gat1 alan1 olmak iizere
(4.2.10) dan

[ o'(s) = 1(5)

t'(s) = wi(s)a(s) + wa(s)B(s) — y(s)

B (s) = —rs( )
Y (5) = —k1(8)t(s) — Ka(s)B(s)

\

dir.

Tanim 5.2.1 o : ] — @Q* C Ef, s — a(s) , s yay parametresi olmak tizere {t, o, 3,y}
dortliisii Q3 tizerindeki « egrisi boyunca Ei de asimptotik gat1 alani olsun. af(s)
egrisinin teget vektor alam t(s), I deki sabit bir vektor ile sabit ag1 olusturursa

a(s) egrisine lightlike koni iizerinde egilim ¢izgisi denir. Yani egri boyunca,

g(d (s),U) = <o/(s), U> — ((s),U) = g() = sabit (5.2.1)

dir. Burada U, E} de sabit birim vektor ve f(p) sabit agi fonksiyonudur.

Uyar1 5.2.1 o: ] — Q3 C Ef, s — a(s) Q? tizerinde birim hizh spacelike egridir.
Dolayisiyla « egrisinin birim teget vektor alam ¢(s) = a'(g) spacelike vektordiir.
t(s) spacelike vektoriiile U € Ef sabit birim vektorii arasinda bir sabit ag1 fonksiyonu

vardir.
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Tanim 5.2.2 o : ] — Q3 C ]E‘ll, s — afs) @Q? tizerinde birim hizl bir egri ve sifir-

dan farkh k1, ko, k3 koni egrilik fonksiyonlar: olsun.
H:ITCR—-R, 1=0,1,2

(
H() = IilHQ + R3H1

! / ! 3 ! !
(k3 — 2K1)((Ky + K3ka) + (K3 + Ka)ka) — 5(/{% — 2K1) (Ky + K3k2)

H = - ’ ’ 7 7 7 7 7
! (Ky 4 kako) (ks 4 k2) — (kg + ko) (K + kaka) + (K + F2)k2)
(k2 — 2k1) (K3 + K2) — 5(/@% — 2k1) (K3 + K2)
H - I ! i ! i 7 !
7 (K + maka) (kg + R2) — (W + o) (K] + Raka) + (K + Ka)#a)

(5.2.2)
seklinde taniml H; fonksiyonlarma, Q* iizerinde « koni egrisinin s noktasindaki

harmonik egrilikleri denir.

Onerme 5.2.1 o: 1 — Q> CE, s — a(s) @Q? tizerinde yay uzunlugu s olan birim
hizli bir egri olsun. Ef de U sabit bir vektor alani, {t,a,3,y} dortlii sistemi Q?
tizerindeki o egrisi boyunca Ef} de asimptotik cat1 alani ve {Hy, Hy, Ho}, o egrisinin

harmonik egrilik fonksiyonlar: olmak {iizere; eger o, U ekseniyle bir egilim c¢izgisi ise

U
(a,U) = Ha (t,U) = Hag () - (5.2.3)
U

dir.

Ispat o, Q? iizerinde sabit [/ ¢ [ ekseniyle birlikte egilim ¢izgisi olsun. O halde
Tanim (5.2.1) den,
(t(s),U) = g(¢) = sabit, Vs € I.

Esitligin s ye gore tiirevi alinirsa,

<t’,U> =0

(ki + k3B —y,U) =0
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K1, ks # 0 olmak tizere,
(y,U) = k1 (o, U) + k3 (B, U) (5.2.4)
dir. Buradan,tekrar s ye gore tiirev alinirsa
(k) + akz) (o, U) + (kg + K2) (B,U) = (53 — 2r1) (,U) (5.2.5)

ve

1

(Ky + 2kgky + Kky 4+ K2) (0, U) + (kg 4 ky) (B, U) = 3(kgky — ky) (£, U) . (5.2.6)
Son esitlik,

(5, + rgra) + (yrea + K2)) {0, U) + (g + Ka) (B, U) = g(ng — o) (4,U) (5.2.7)
seklinde yazilabilir. Buradan (5.2.5) ve (5.2.7) esitliklerinden,

4 ’ 3 ’ ’
(k5 — 2r1) (kg + K2) — 5('1:2», — 2k1) (K3 + K2)

(0, U) = (t,U),

(K) 4 Kaka) (kg 4 ko) — (K + k) (K] + Kska) + (Kyka + K2))

! !/ ! 3 ! !’
(k3 — 2K1)((Ky + Kaka) + (k3ka + K3)) — = (K2 — 2K1) (K] + K3ka)

BU) = ——— —— —z
(K1 + K3ka) (kg + Ka) — (ks + ko) ((K] + Kaka) + (Kgka + K3))

dir. o nin harmonik egrilik fonksiyonlar1 tanimindan,

(a, Uy = Hy(t,U)
<67 U> = H; <t7 U>
<y7 U) = HO <t7 U)

elde edilir.
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Sonug 5.2.1 o:ICR— Q*CEf, @Q? tizerinde birim izl bir egri olmak {izere
U € E} sabit vektor alam, {¢ «,3,y} dortlisi Q? tizerindeki o egrisi boyunca
Il:i}‘l1 de asimptotik ¢at1 alan1 ve {Hy, Hy, Hy} , @ egrisinin harmonik egrilikleri olsun.

a, Q3 tizerinde bir egilim cizgisi olmak tizere, egrinin egilim ekseni
U={t+ Hoa+ Hf+ +Hyy} (t,U) (5.2.8)

dir.

Ispat U, E} de lightlike koni iizerindeki « egilim cizgisinin ekseni ise, {t,a, B,y}

@Q? iizerindeki asimptotik cati olmak iizere,
U= Mt+ X+ N33+ \yy
dir. Onerme (5.2.1) ve (4.2.1) esitliklerinden,

A o=

{t,U)
)\2 = <y7U>:HO<t7U>7
A3 = (B,U)

(

M =
Buradan Ay, Mg, A3, Ay degerleri (5.2.8) de yerine yazlirsa,

U = {t+ Hoa+ H\6++Hyy} (t,U)

= {t+ Hoa+ HiB+ +Hyy} g(p)

elde edilir.

Tanim 5.2.3 o: ] — Q3 C Eff, s — a(s) @Q? de birim hizlh bir egri olsun.

{t,a, B,y} dortliisii Q3 tizerindeki o egrisi boyunca E{ de asimptotik ¢ati alanini
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ve {Hy, Hy, Hy} , a egrisinin harmonik egriliklerini gtstersin.

vektoriine « egilim ¢izgisinin Darboux vektorii denir.

Uyar: 5.2.2 (5.1.9) esitligiyle tanimh Darboux vektorii de «(s) egilim ¢izgisi igin

bir eksendir.

Teorem 5.2.1 o :] — Q3 C E‘ll, s — afs) @Q? iizerinde birim hizli bir egri olsun.
{t,a,3,y} lightlike koni (@?) tizerindeki asimptotik ¢at1 alanimi ve {Hy, Hy, Hy}
« egrisinin harmonik egrilik fonksiyonlarini gostersin. « egrisi bir egilim ¢izgisidir

ancak ve ancak D sabit vektordiir.

Ispat (=) o, Q? tizerinde bir egilim ¢izgisi olmak {izere o nin ekseni U olsun. Sonug
(5.2.1) den
U= {t+ Hoa+ H,3 + +Hay} g ()

dir. Burada g(¢p) sabit ag fonksiyonu olmak iizere Tanim (5.2.3) den
U = Dg () (5.2.10)

olur. U, Ef de sabit vektor alanidir dolayisiyla D sabit vektor alanidir.

(<) Tersine Ef de D sabit vektor alami olsun. D vektér alaninin tanim ve Sonug

(5.2.1) den
U= Dg(p)

seklindedir. Buradan

(U,t(s)) = (Dyg (), 1(s)) = g (¢) (D, 1(s)) (5.2.11)
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elde edilir. D Darboux ekseninin tammmindan ve (4.2.1) egitliklerinden,
(D,t(s)) =1
olup (5.2.11) egitliginden,

(U, 1(s)) = g () = sabit

elde edilir. Dolayistyla o, Q? tizerinde bir egilim ¢izgisidir.

Teorem 5.1.3 o: ] CR— @Q® CE{, s yay parametresi olmak iizere, Q? iz-
erinde birim hizli bir egri olsun. U € E{ sabit vektor alani, {t «,3,y} dortliisi
Q? iizerindeki o egrisi boyunca E{ de asimptotik cat1 alam ve {H, Hy, H,} , o

egrisinin harmonik egrilikleri olsun. « egilim c¢izgisidir ancak ve ancak

H(;+/£1+/€2H1:0
H,=1 (5.2.12)
Hi_H2H2+H3:O

dir.

Ispat (=) Q? iizerinde o egilim cizgisi olsun. « egrisi boyunca Darboux vektoriiniin

s ye gore tiirevi alinirsa,

D' =t + Hja+ Hya' +H, 3+ H\§ + Hyy + Hyy
= ma+ k3 — y + Hoa+ Hot + H, 5 + Hy(—rst + ko) + Hyy + Hay(—rat — kof3)

= (HO — k3Hy — Iing)t + (H(l) + K1+ Hng)OK + (Hi — gl + K3)B + (H; o 1>y
(5.2.13)

bulunur.
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a egilim ¢izgisi oldugu icin D, E{ de sabit vektor alamdir, yani D' =0 dir.

Dolayisiyla (5.2.13) esitliginden ¢ o, 3,y lineer bagimsiz vektorleri icin,

H6+K1+I€2H1 =0
H,=1 (5.2.14)

Hi—ﬁ2H2+/€3:0
elde edilir.
(<) Tersine H(') + K1+ koH; =0, Hy=1, H,— kyHy+ k3 =0 saglansm. D

Darboux vektorii tammindan D' = (0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla D sabit vek-

tor alam olup a, Q? de bir egilim cizgisidir.
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