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OZET

ANIZOTROP ELEKTRODINAMIK SiSTEM iCiN CAUCHY
PROBLEMININ TEMEL COZUMU

Merve OZTURK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Ali ISIK
2017, 51 sayfa

Bu calismada bazi1 hiperbolik denklemler ve Maxwell sistemi i¢in operator
cekirdekli Volterra tipi integral denklemine indirgenerek baslangi¢ deger problemi
calistlmigtir. Bu integral denklemini indirgenmede ardisik yaklagimlar yontemi
bagartyla uygulanmistir.

Baslangi¢ deger problemi ¢alismasinda varlik ve teklik teoremleri ispatlanmustir.
Keyfi homojen olmayan terimli ve baglangic kogullu denklem ve sistemlerde
Cauchy probleminin ¢6ziimii esas ¢oziim oldugundan hiperbolik denklemlerin ve
sistemlerin ¢ézlimiinde 6nem teskil etmektedir.

Hiperbolik denklemlerin esas ¢oziimiindeki temel 6zellikler iyi bilinen yapisal
ozelliklerdir.

Anahtar Sozciikler: Hiperbolik Denklem, Ardisik Yaklasimlar Yontemi, Maxwell
Denklemleri, Telegraf Vektor Operatorii
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ABSTRACT

A GENERALIZED SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR
ANISOTROPIC ELECTRODYNAMIC SYSTEM

Merve OZTURK

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Ali ISIK
2017, 51 pages

Initial valve problems for some hiperbolic equations and Maxwell’s system were
reduced to the integral equations of Volterra type with the operator kernels in this
thesis. The method of the successive approximations for finding solutions of these
integral equations was successfuly applied.

As result the existence and uniqueness theorems were proved for the considered
initial valve problems. Constructing fundamental solutions of the Cauchy problem
for hyperbolic equations and system is a very important problem because by means
of these fundamental solutions we find solutions of the Cauchy problems for
equations and systems with arbitrary nonhomogeneous terms and initial data.

Basic features of the structure of the fundamental solutions for hyperbolic

equations are well known.

Key Words: Hyperbolic Equation, Method of Successive Approximations,
Maxwell’s Equations, Telegraph’s Vector Operator
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1. GIRIS

Temel bilimlerde ve miihendisligin cesitli dallarinda kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin konularina gereksinim duyulmaktadir. Fiziksel uygulamalarin
coklugu nedeniyle kismi denklemler uygulamali matematigin énemli inceleme
alanlarinda biri olarak goriilmektedir. Ornegin bir ortamdaki dalga yayiliminda
1s1 transferinde elektrodinamikte kismi diferansiyel denklemler yogun olarak
kullanilmaktadir. 1823 yilinda ilk defa integral denklemlerle karsilasan Abel

fiziksel problemin ¢oziimiinii

fa)= [y

integral denklemine indirger. Indirgenen bu denkleme 1826 yilinda Abel kendi

adin1 vermisgtir.

Ardigik yaklagimlar yontemi Volterra integral denkleminin ¢6ziimiinde Onemli
bir yontemdir. Varlik ve teklik teoremlerinin ispatlandigi bu yodntemde
homojen olmayan dalga denklemler Poisson ve Kirchoff integral denklemlerine
indirgenmigtir. Bu denklemler ardisik yaklasimlar yontemiyle ¢oziilebilecegi

degisik zamanlarda matematikgiler tarafindan gosterilmistir [2], [8], [9], [10].

Ikinci boliimde sabit katsay1li homojen ve homojen olmayan dalga denklemlerinin
Volterra tipi integral denklemine indirgenmis, varlik ve teklik teoremleri
ispatlanmugtir. Yakinsak ve siireklilik durumlari incelenmistir. Ugiincii boliimde
birinci mertebeden kismi diferensiyel konularindan eikonal denklem, ray front,
Riemann konular1 hakkinda bilgi veilmistir. Tasiyict denklemin ¢éziimii, 6zellikleri
incelenmisgtir. Dordiincii boliimde fonksiyon katsayili Cauchy probleminin Volterra
denklemine indirgenmesinde Sobolev uzaylarindan yararlanilmigtir. Telegraf

denklemi [u(x,t)] = u(x,t — 7) doniisiimiiyle tagiyict denkleme indirgenmis, bu
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indirgemede Sobolev fonksiyonu 6nemli rol oynamigtir. Green formiilii yardimiyla
Volterra integral denklem elde edilmistir. Besinci bolimde Maxwell sistemi
vektor denklemi ile skaler elektrodinamik potansiyelli telegraf vektor denklemine

indirgenmesi ¢alisiimistir.



2. DALGA DENKLEMLERI

1 boyutlu, 2 boyutlu, 3 boyutlu A Laplace operatorii sirasiyla

_ 92 _ 92 92 _ 92 52 92
A== A=qgz+ 5z A=sztsztToz

seklindedir. Hiperbolik tipten bir denklem olan

Ut — CQA’U, =0

denkleminde duruma goére 1,2,3 boyutlu dalga denklemi denir. ¢ pozitif bir reel

sabit, t zaman degiskeni olmak lizere

Uy — gy = 0, (2.1)

Ut — CQ(U:MU + uyy) = Oa

g — A (Uge + Uyy + Uzz) =0

denklemleri 1,2,3 boyutlu dalga denklemleridir. Bu tarz denklemler
elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve kuantum teorisi gibi alanlarda
kullanimi1 yaygindir. Dalga denklemlerinin c¢oziimleri fiziksel anlamda elektrik
veya manyetik kuvvetlerin dalgasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine

ve boyuna yerdegistirme dalgalarini v.b. ifade eder.

uy — CAu=F

seklindeki denkleme homojen olmayan dalga denklemi denir ki F' fonksiyonu

sadece bagimsiz degiskenli bir fonksiyon olup dig kuvveti ya da dalga kaynagini
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ifade eder.

Uy — Mg — 2 Au = F, (N sabit)
soniimlii dalga denklemini,

gt — Mg + fu — 2 Au = F, (N sabit)

denklemi de telegraf denklemini ifade eder.
2.1. Homojen Dalga Denkleminin Genel Coziimii

Homojen dalga denkleminin karakteristikleri

T F ct = sabit

dogrularidir. Eger
E=x+ct, n=ax—ct (2.2)

degisken degisimi yapilirsa

u§,7:0

denklemine doniisiir. Buradan, C? simifindan f ve g fonksiyonlar1 igin

u= f(&)+gn)

veya

uw(z,t) = f(x +ct) + g(x —ct) (2.3)

elde edilir. Demek ki, eger (2.1) in ¢dziimii mevcutsa bu ¢6ziim (2.3) seklindedir.

Tersine, keyfi f ve g fonksiyonlar1 C? simifina aitse, u € C? dir ve (2.3) iin homojen



dalga denkleminin kilasik ¢coziimii oldugu kolayca goriilebilir. (2.1) denkleminin

(D¢ + ¢D2)(Dy — ¢Dy)u =0 2.4)

seklinde lineer carpanlara ayrilabildigi dikkate alinirsa, genel ¢oziimdeki f(x + ct)

fonksiyonunun birinci mertebeden (D; — ¢D;)u; = 0 lineer denkleminin ve

g(x — ct) fonksiyon ise birinci mertebeden (D; — ¢Dy)us = 0 lineer
denkleminin ¢oziimii oldugu agiktir. Bu birinci mertebeden lineer denklemlerin
karakteristik egrileri, dalga denkleminin de karakteristik egrileridir. z — ct = sabit
karakteristikleri boyunca g(z — ct) fonksiyonu ve x + ¢t = sabit karakteristikleri

boyunca f(x + ct) fonksiyonu sabittir [1], [16].

2.2. Sabit Katsayih Homojen Dalga Denklemi Icin Baslangic Deger

Problemi

Homojen dalga denklemi

Ut — gy = 0, zre€R, teR (2.5)

u(z,0) = ¢(x), ug(x,0) = P(z), xr€R (2.6)

problemine, homojen dalga denklemi icin baslangic deger problemi denir. (2.5)
problemin bir ¢oziimiiniin mevcut oldugunu varsayalim. Bu ¢oziim, f ve g, C?
sinifindan fonksiyonlar olmak iizere, (2.2) seklindedir. Buradan, (2.6) baslangic

kosullarindan

u(z,0) = f(z) + g(x) = ¢(), 2.7

ug(x,0) = c[f (x) — g (2)] = P(x) (2.8)
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olmalidir. (2.8) den

f@) - g(0) = 3 [ wlpie + K 9

olur. Burada xg ve K keyfi sabitlerdir. (2.7) ve (2.9) denklemlerinden f ve g

v K
@) = 500+ 50 | v©d+7, @.10)
o) = 56(0) — 5 | wl€)de =~ e

ve (2.3) dan

u(z,t) = f(z+ct) + g(x — ct)
x+ct

= Lpla +ct) + bz — o)) + L[ / b(E)de / T ede

Z

T+ct
— Sl ro—al+ 5 [ v @12

2c —ct

elde edilir.Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz [10], [12].

Teorem 2.1: Eger ¢(z) € C?(R3) ve (z) € C'(R?) ise (2.12) fonksiyonu (2.5)

baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir [1].

Ispat: Teoremin ispati dogrudan dogruya yukaridaki incelemelerden ve (2.12) nun
istenen ozelliklere sahip bir ¢6ziim oldugunun ger¢eklenmesinden ¢ikar. (2.12) nun

¢Oziimiine d’Alembert formiilii adi verilir.

d’ Alembert formiilii, coziimlerle ilgili onemli sonuglara sahiptir. Bu sonuclar ifade
etmek igin, xt-diizleminde bir (zg,%() noktas: alalm ve bu noktadan gecen iki
karakteristigi ¢izelim. Bu karakteristiklerin denklemi x ¢t = zg F ctg dir. Bu
karakteristikler = eksenini(yani baglangi¢c dogrusunu) (xg — ctg, 0) ve (xo + cto, 0)

noktalarindan keser. d’ Alembert formiilii



1 1 To+cto
u(oosto) = (60 + cto) + o(oo — cto)] + 5o [ @)
2 2c zo—cto
verir. Asikar olarak u(xg,ty), f ve g baslangic degerinin total davranigina degil

sadece [z — cty, zo + ctp] arahigindaki z lere kargilik gelen degerlerine bagimlidir.

Bu nokta ciimlesine, (g, to) noktasina gore bagumlilik bélgesi denir [1].

2.3. Sabit Katsayih Homojen Olmayan Dalga Denklemi I¢in Baslangic

Deger Problemi

Up — gy = F(z,t), 2€R, t€R (2.13)

u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = P(x), r€R (2.14)

problemine, homojen olmayan dalga denklemi icin baslangi¢c deger problemi denir.
Burada F'(z,t), sonsuz uzunluktaki bir sicime etki eden dig kuvveti, drnegin

yercekimi kuvvetini temsil eden verilmis bir fonksiyondur.

Kolayca goriilir ki, eger wv(x,t) homojen olmayan dalga denkleminin
v(z,0) = 0, v4(x,0) = 0 homojen baglangi¢ kosullarini saglayan bir ¢6ziimii ve
w(z,t) da homojen dalga denkleminin v(x,0) = ¢(z), w(z,0) = ¢ (x) homojen
olmayan baslangi¢ kosullarini saglayan bir ¢6ziim ise, © = v + w (2.13) homojen
olmayan denkleminin (2.14) homojen olmayan baslangi¢c kogsullarin1 saglayan
¢Ozliimiidiir. (2.13)-(2.14) probleminin ¢dziimiiniin elde edilmesi i¢in v nin, yani

Uy — C*Vpe = F(x,t) denkleminin

v(z,0) = v(x,0), x€R (2.15)

baglangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi yeterlidir.
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Uyt — gy = F(x,t) denkleminin (2.15) baslangig kosullarini saglayan ¢oziimiinii
bulmak i¢in, 6nce
E=x+ct, n=x—ct (2.16)

degisken degisimi ile denklemi &,n karakteristik koordinatlara doniistiirelim.

Boylece

1 &+n &—n
ven =~z P57 7,

) 2.17)
denklemi elde edilir.

(2.17) nin 6nce £ ye sonra 1 ya gore integrali alinir. Bu integraller ¢coziime, &
ve n nin keyfi fonksiyonlarim1 dahil edecektir. Fakat (2.13) in (2.14) baslangic
kosullarin1 saglayan ¢oziimii tek oldugundan, bu keyfi fonksiyonlar1 baglangi¢

kosullart ile tayin etmek miimkiindiir.

(2.15) baslangi¢ kosullarint da & , n degiskenleri cinsinden ifade edilsin. (2.16)
doniisiimil altinda z = 0 dogrusu & + n = 0 dogrusuna ve ¢ = 0 dogrusu da
¢ = n dogrusuna doniisiir. £ — = 2c¢t oldugundan ¢t > 0, & > 7 olmasim
gerektirir. Boylece xt diizleminin iist yarisi, {7 diizleminde £ = 7 dogrusunun
iist yarisina doniigiir. ¢ = 0 baslangic dogrusu ¢ = 7 dogrusuna doniistiigiinden
&n diizlemindeki baglangic kosullart bu dogru boyunca verilmelidir. Baglangi¢

kosullarindan ilki ¢ = 0 {izerinde v = 0 idi. Bu kosul,

E=n ise v=0 (2.18)

kosuluna doniisiir. ¢ = 0 i¢in v, = v; = 0 oldugunu bilindiginden,

Vy = V¢ + Uy



Vg = CUg — CUyy

bagmtilarindan

E=n ise ve=v,;=0 (2.19)
sonucunu ¢ikar. Dikkat edilmelidir ki, (2.18) ve (2.19) deki ii¢ kosul bagimsiz
degildir. (2.19) deki iki kosuldan biri, (2.18) geregince digerinin bir sonucudur.

Simdi, & = 7 dogrusunu iist yar1 diizleminde bir P(&p,70) noktasi secelim ve
denklemin ¢oziimiiniin belirlilik bolgesinin grafigini ¢izelim. Boylece, koseleri
P(&,10), P1(&0,&0), Pa(n0,m0) olan bir iiggen bulunur. Bu iiggen tarafindan
sinirlanan bolge D olsun. D iiggensel bolgesi tizerinden (2.17) nin iki tarafinin

integralini alinsin. Boylece

7o 7o 70 70 &'
/ / Vepdnd§ = ) / / )dnd&
&o &o

70 1 70 £+ g
[ o) —vste s =~ g [ [T PEG S i

ve buradan (2.18) ve (2.19) baslangi¢ kosullar1 g6z 6niinde bulundurularak

1 70 10 —
e m) = g [ [T PEG S s

=1z / / L S inde (2.20)

elde edilir. Eger gerisin geriye xt— koordinat sistemine doniiliirse, D liggensel

bolgesi, tepesi (zg,tp) noktasi, taban1 ¢ = 0 baglangic dogrusu ve kenarlari
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(x0, to) noktasindan gecen karakteristikler olan bir D iiggensel bolgesi halini alir.

Doniisiimiin Jakobiyeni

a&m) |1 «
= =-2
az.t) |1 —c ¢
dir. Boylece (2.20) dan
v(zo, to) = ff =F (—2c¢)dzdt
:%ffF x,t)dxdt
Dy
ztc(t— T)
dt/ x,t)dx (2.21)

veya indisleri kaldirmak suretiyle

a:+c —T
v(z,t) / dt/ T)dx (2.22)
20

elde edilir. Boylece (2.13)-(2.14) baslangi¢ deger problemi icin asagidaki teoremi
ifade edilebilir:

Teorem 2.2: F(z,t), x € R, t € R yar diizleminde siirekli olsun. Eger

¢ € C*(R), v € C*(R) ise, bu takdirde

w(z, t) = %[qﬁ(m Fet) + bl — ct)]

1 :p—l—ct z4c(t—T)
o §)de + o / / ,T)dedr (2.23)
¢ z—

2¢ Jo—ct c(t—T)
fonksiyonu (2.13)-(2.14) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir [1].

Ispat: Teoremin ispat1, dogrudan dogruya, yukaridaki incelemelerden ve (2.23) nin

denklemi ve baglangi¢ kosullarini sagladig1 gerceginden ¢ikar.
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(2.23) formiilii, homojen olmayan dalga denklemi i¢in D’Alembert ¢oziimii olarak
bilinir. ' = 0 oldugunda (2.23) formiilii (2.12) formiiliine indirgenir. A¢iktir ki
u(x, t) ¢oziimii, sadece |€ — x| < ¢(t — 7) tiggeninin igi ve sinir1 iizerinde bulunan
(&, 7) noktalarindaki verilere bagimlidir. Karakteristik iicgen denilen bu iiggen,
(z,t) noktasin1 bagimlilik bolgesidir. Coziimiin, F' ve baglangi¢ verilerine siirekli
bagimli oldugu da kolayca gosterilebilir. Yani, (2.13)-(2.14) problemi iyi konulmusg
bir problemdir [1].

2.4. Ardisik Yaklasimlar Yontemiyle Integral Denklemlerin Coziimii

Baslangic ve sinir deger kosullarina sahip hiperbolik denklemler Volterra tipi
integral denklemlere indirgenebilir. Bu denklemleri ardisik yaklagimlar yontemiyle

cozebiliriz. Ikinci tip lineer Volterra integral denklemi olarak bilinen
t
u(t) = f(t) +/ K(t,7)u(r)dr, (2.24)
0

ft) e C0,T],K(t,r)e(0<T<T) (2.25)

olsun. f(t), K(t, ) fonksiyonlar1 [0, 7] araliginda siirekli ise, integral denklemler
bu aralikta VA € [0, 7] i¢in tam ve siirekli bir ¢éziime sahiptir ve bu ¢6ziim ardigik

yaklagimlar yontemiyle belirlenir [7], [11]. Bu takdirde

w(t) = £(b), un(t):/o Kt 7 un_1()dr, n=1,2,3

olmak tizere (2.24) denkleminin diizgiin (ve mutlak) yakinsak

u(t) = N'up(t) (2.26)
n=0

serisi ile verilen bir tek siirekli ¢oziimii vardir. Volterra, 6nemli ve kullanigh olan

bu metodu su sekilde ifade etmistir [5].
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Teorem 2.3:(Varhik Teoremi) f(¢) € C[0,T], K(t,7) € C(0 <7 <t <T)

kosullart altinda u(t) fonksiyonu (2.24) denkleminin ¢6ziimiidiir [6].
Ispat: Asagida verilen Lemma 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 kullanarak ispatlanabilir.

Lemma 2.1: Kabul edelim ki, Ky = max|K (¢, 7)

, Fo = maz|f(t)|,
0 <7 <t <T olsun. O zaman

Fo(Kot)"

un ()] < =

olur [11].
Ispat: Tiimevarim yontemiyle,

n = 0 igin |ug(t)| < Fp olur.

n = kigin |ug(t)| < %,Ot)k dogrulugunu kabul edip
— k4 1ici Nl < Fo(Kot)k+! 1dus .. livi
n=k+ 1ligin |ugy1(t)] < —ryiyr— ©lduunu gostermeliyiz.

i (B)] = | /0 K (t, m)ug(r)dr],
< | K () (),

t
SKO/ |ug(7)|dT,
0

¢ k
Fo(KoT)
SKO/ —— T,
, K

FOKéJ-‘rl /t k’d _ FOK(I)C+1tk+1 _ FO(KOt)k+1
K )y K(K+1)  (K+1)
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[e.e]
Lemma 2.2: (2.25) kosullar1 altinda Z uy(t) serisi [0, 7] araliginda yakinsaktir

k=0
[11].

Ispat: 1. Weierstrass teoreminden

Fo(Kot)F  Fy(KoT)*
ju(t)] < U L PO oy ¢ 1o,y

yakinsaklig1 goriiliir.

oo
Lemma 2.3: Z ug(t) serisi [0, 7’| araliginda siirekli bir fonksiyondur [11].

k=0
oo
Ispat: 1. Weierstrass teoremi geregi Z uy(t) serisi [0, 7] araliginda yakinsaktir,
k=0

o0
uy(t) fonksiyonu [0, 7] araliginda siireklidir. O zaman u(t) = Zuk(t) toplam
k=0

fonksiyonu da [0, 7] araliginda siireklidir. 2. Weierstrass teoremi geregi,
BN B N
nh%n;o i kzouk(t)dt = /a nhﬁnolo kzouk(t)dt

= /B u(t)dt, Yo, 8] € [0,T).

Lemma 2.4: u(t) fonksiyonu (2.24) denkleminin bir ¢oziimiudiir [11].

Ispat:
t
U (t) :/ K(t,T)up—1(r)dr, n=1,2,3,..
0

N t N
Zun(t) = / K(t,T)Zun,l(T)dT, n=123,..
n=1 0 n=1
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esitligini denklemin her iki tarafina ekleyelim

N-1
3 unl®) /Ktr S wa(r)dr + f(2).
n=0
N-1
S un(t) /K” )" un(r)dr + £(2).
n=0
n — oo icin limiti alinirsa
" N-1
u(t) = lim i K(t,7) Y un(r)dr + ().
n=0
Ikinci Weierstrass teoremi geregi
N-1
/KtT h_)rroloz%un( dr + f(t)
n=

olur.
Teorem 2.4(Teklik Teoremi): (2.24) denkleminin ¢6ztiimii tektir [11], [14].

Ispat: (2.24) denkleminin ¢oziimiiniin tek oldugunu gostermek igin wuy(t), us(t)

gibi

+ /Ot K(t,7)uy(T)dr,

+ /Ot K(t,m)ue(T)dr

birbirinden farkl: iki ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.



up(t) —ue(t) = /0 K(t,7)[ui (1) — uo(1)]dr
olur.

u1(7) — ua(7) = (7) olmak iizere,

w@—Akﬁﬂwwh

homojen integral denklemini verir. u; (t) = |¢(7)]

WWS%AWWW

/!ﬂﬂMT=Mﬂ
0

ise
u1(t) < Kou(t),

ul(t) — Kou(t) S 0.

— Kot

Her iki tarafi ile e carparsak

e oty (1) — Koe Eotu(t) <0,

d . kot
%[e Koty (t)] < 0.

t = 0’dan t =t ’ye integralini alirsak

15
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u(t) < 0vewu(t) > 0iseu(t) =0. Vt € [0,T] igin |¢(t)| = 0 olur.
o(t) = u1(t) — uz(t) = 0 oldugundan u; (t) = uz(t) olur.

Sonug: Ikinci tip Volterra integral denkleminin ¢oziimiiniin varhg X dan

bagimsizdir.

2.5. Sabit Katsayih Homojen Olmayan Dalga Denkleminin

Indirgenmesi
0?u  0%u
2 92 + q(z)u(x,t) = F(x,t), € R, t€R (2.27)
u(z,0) = ¢(z),  u(z,0) =1v(x) (2.28)

problemine homojen olmayan dalga denklemi i¢in baslangi¢c deger problemi denir.
Burada F'(z,t), sonsuz uzakliktaki bir cismi etkileyen dig kuvveti temsil eden bir

fonksiyondur. (2.27)-(2.28) nin ¢oziimii

w(z, t) = uo(w, ) — % / / G(EVu(E, 7)dedr (2.29)

Burada

wle) = gl =0+ ot 01+ 5 [ ute d£+/ F(€.7)dedr

A(z,t)
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diir. Kabul edelim ki F(x,t),

—co<xr<oo, 0O0<t<o

yar1 diizleminde siirekli olsun. ¢(z) € C(—00,00), ¢ € C?(—00,00),
Y € CY(—o0,00), F,F, € C(A(xo,t0)) ise Ao, tg) bolgesinde

(2.27) iin tek coziimii vardir ve bu c¢oziim yaklasik ardisiklar yontemi ile

coziilebilir. Bu takdirde;

UO(xv t) — f(.%’, t)v (2.30)

1 [t z+(t—7)
up(z,t) = 2/0 /(t ) q(§un—1(&, 7)dEdr (2.31)

olmak tizere (2.29) denklemi diizgiin ve mutlak yakinsak

u(x,t) = Z un(x,t) (2.32)
n=0

serisi ile ¢oziilir.
Teorem 2.5 : (Varlik Teoremi) f(z,t) € C(A(t)), q(z) e [-T,T],

fo = max|f(z,t)| kosullart alunda u(z,t) € C(A(xo,to)) fonksiyonu (2.29)" iin

¢cOziimiidiir. Bu teoremin ispati i¢in asagidaki lemmalara ihtiya¢ vardir [4].

Lemma 2.5: Kabul edelim ki

qo = mazxlq(x)|, ze[-T,T]|, fo=max|f(z,t)], (x,t)e€ A(T)

olsun. O zaman
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olur [4].

(2, )] < fo(lqOTt) ;I

Ispat: n = 0 icin |ug(z,t)| < fo aciktir. n = k igin dogru olsun.

1 1
B < fo(=qoTt)*—

n =k + 1 i¢in;

g (2, 8)] < fo(mgoTH) 1 ——

E+1\7T, = Jo 2Q0 (k+1)!’
g (. 8)] = // (€)ug(€,7)dedr |,
z+(t—7)

<3 [ e e
1 Tk
< JohGul [ / hdgdr,

1 kJrlTk t k
< folgal g [ et =)~k (- )
. 0

LT [,
< ol g [ = 2nar

(2.33)
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[ee]
Lemma 2.6: Z up (z,t) serisi A(T') araliginda diizgiin yakisaktir [4].
n=0

Ispat: [ug(z,t)| < fo(3q0Tt)" 2, Vte[0, T,

1 1
<fo( @ITT)"— o (2.34)

Birinci Weierstrass Teoremi: Uy (z,t) < ai|, Vk € (0,1,...,t), t € [0,T] ve
oo

niimerik Z ay, yakinsak olsun.
k=0

Oyleyse Z un(x,t) de diizgiin yakinsaktir [4], [13].

n=0

fo( qOTT) li

Zak = fo(5 0T2)

Lemma 2.7: u(x,t) Z un(z,t), [0, T] de siireklidir [4].

Tkinci Weierstrass Teoremi:Z up (x,t) , serisi [0, T'] araliginda diizgiin yakinsak
n=0

o0
olsun ve her bir u,(x, ) fonksiyonu [0, T']’de siirekli olsun. Oyleyse Z Up (2, 1)

n=0
[0, T')’de siirekli fonksiyondur [4], [13].

Ispat: ikinci Weierstrass teoremi yardimiyla

Zunm // Zunlg, )dgdr.

A(z,t)

Her iki tarafa ug(z,t) = f(x,t) eklenirse



20

u(x,t) = f(x - hm // Z T)dédr.

Lemma 2.8: u(x,t) fonksiyonu (2.29) denkleminin bir ¢6ztimiidiir [4].
Ispat: u,(z,t) = 5 [[ q(€)un—1(¢, 7)dédr denklemini ele alalm.
Awt)

n = 1’den n = N’e her iki tarafin toplaminm alirsak ve her iki tarafa

up(x,t) = f(x,t) eklersek

N 1 N—-1
S unlat) =5 [[a(€©) X waleridcar + ), @39
n=0 A(x,t) n=0

N — oo i¢in limit alinirsa

u(z,t) = lim o // Zung, )dédr + f(,1),

// ) Hm Z“n & 7)dédr + f(x,t),

A(x t)
1
u(e.t) = 5 [ [ a@ute.rydsar + fa.1). 2.36)
A(z,t)
Teorem 2.6 :(Teklik Teoremi) (2.29) denkleminin ¢oziimii tektir [4].

Ispat: uj(z,t) ve us(z,t) gibi iki farkli ¢oziim olsun



olsun.

ise

olur.

olmak tizere

w(e.t) = ) + 5 [ [ a©uieragar,

A(z,t)

ua(z, // Juz (€, 7)dédT

A(:):t

oz, t) = uy(z,t) — ug(x,t)

/ / T)dedr

A(z,t)

1 t px+(t—7)
et <qm [ [ lete e
0 Jax—(t—1)

u(z,t) = mazx|p(z,t)|

1 t pxt(t—T)
oz, t)| < 2q0/ / u(T)dr
0 Jz—(t—7)

. /0 (t — 7)u(r)dgdr,

u(t) = mazx|p(z,t)] < qo/o (t — T)u(r)dr,

21

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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u(t) < qo/o (t — T)u(r)dr,

< gt /O Ju(r)dr (2.41)
olur.
u(t) = /0 o, 7)\dr (2.42)
olmak iizere
' () — qotu(t) < 0. (2.43)

t2
Her iki tarafi e~ "% ile carparsak

d 2
a[ef%u(t)] <0,
t 2
/ i[e—q"Tu(t)] <0, (2.44)
, dt
qot2 qot2
e 2z ult)—u0)<0 = e 2ult)<0 (2.45)

olur. V¢t € [0, 7] igin u(t) < 0 tanim geregi V¢ € [0, T] igin u(¢) > 0 olur. Oyleyse
u(t) = 0 olur.

u(t) = mazx|p(x,t)| = ¢(z,t) =0

up(z,t) = ug(x, t). (2.46)



3. DEGISKEN KATSAYILI HOMOJEN DALGA DENKLEMI

Degisken katsayili

ug = 2 Au,

dalga denklemi

w@,0) =¢(z),  w(z,0)=1(z)

kosullart altinda

w(z, 0) = Fla, 1) + i // (€t — 7(6, 1)) Aco(€, x)de
(

T(x,t)<t

Volterra integral denklemine indirgenir.

£ =(£1,62,8),

d§ = d&1d&ads

o (&, x) bir Sobolev fonksiyonu olup, K sabit olmak tizere

A0(6.2) < g

tarafindan saglanir. £ rayda bir sabit Riemann koordinatlari

§:f(7',x), f:OJT(f,l‘),

23

A3.1)

3.2)

(3.3)



24

a = (cospsind, sinpsind, cosh)

olmak iizere

9fo(&,x)

df:‘ !

olur.
3.1. Eikonal Denklem

7(z, x°) bir fonksiyon, x° bir parametre olmak tizere

V7 (z,2°) = n? = (3.4)

7(z,2°) = 0(|x — 2°|), = —=x

kosullar altinda eikonal denklemi saglar [11], [16].

Lemma 3.1: ¢ bir sabit olmak iizere, 7(z,2°) = ‘x%ﬂ denklemi (3.4) eikonal
denklemin bir ¢oziimiidiir.
ispat:

z—z° |?
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3.2. Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Kismi Diferensiyel

Denklemler

Eikonal denklemin esitlikleri kullanarak k& = 1,2, 3 i¢in 7(z,2°)’1n z;’ya gore

kismi tiirevlerini alirsak

or or or
P—%7Q—@,T—T%v (3.5)
F=p*+¢+1? (3.6)

olur. F' = 0 hali eikonal denkleme karsilik gelir. Bu denklem icin Euler sistemi

dxy dxo dxs

dS P p7 dS q qu dS T Tv ( )
dr 2 2 2 2
%ZPFp_"qu"i‘rFr:z(p +q +r):2n (:II), (3.8)
dp

o= —(Frp+ Fu) = = <_3n2(w)> _ on’(x)

81‘1 81‘1 ’

dg  on*(z) dr  On?*(z)
% N 8$2 ’ % N 8173 ’ (39)

T = (:cl(s), (z2(s), (303(8))7 P=(p,q,1),

& = on(2)Va(n(x)) = 2n T” = 202V, (In(n(z))),  (3.10)
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t =71, dt =2n2ds olmak iizere

de. p dP
=g = Veln(n(@)) (3.11)

sistemine Eikonal sistem denir. Yiizey (7 sabit) ise dalga onii olarak adlandirilir.

Vrdz = (p,q,r)(dr1,dxs, dxs) = pdx; + qdxg + rdrs = dr =0

oldugu i¢in V7 = (p,q,r) vektorii egri 6niiniin normaldir. 7 = (z,2%) = ¢

denklemi ¢ zamaninda 2%’ daki kaynak noktasinda 6n dalgay: tanimlar.

7 = (x,2°) = t yiizeyin karakteristik konoididir. Karakteristik konoid olusturma
metodu c¢ift karakterli denilen farkli ¢izgiler olusturmayi igerir. Bu farkl ¢izgiler
konoid iizerine yatar ve ortaklasa bunu olustururlar. = boglugunun iistiindeki ¢ift
karakterli projeksiyonu 1sin(ray) denir. Bu 1sinlar 7 = (z,2°) = t yiizeyine
ortogonaldir. Isinlar1 bulabilmek i¢in Euler sisteminin ¢6ziilmesi gerekir. V7,

t = 7(x, 2°) yiizeyine dikey, dalga 6nii t = 7(z, 2°) yiizey seviyesi oldugundan,

~\at o dt o dt

dj d:L'1 dl‘g d:L‘g
dt

) — (20,2q,2r) = 2V7(z,2"),

d*z 9

<ds>+<ds>+<ds>_2vn (x). (3.12)

Yukaridaki denklem sistemine ray denklemleri denir [3], [13], [16]. o, ray i¢in

egri uzunlugunu gostermek tizere

do? = (1) + (22)* + (23)%,



do® = A(p” + ¢* + r*)(ds?),

do = 2nds
olur.
d d
— =2n—.
ds nda
Dalga boyunca 7’nun degisimi
dr
i
do ’

olur.
3.3. Gecis Denklemi

u(x, t) fonksiyonu (3.1) denklemlerinin bir ¢6ziimii olsun.

[u(z,t)] = ui(z,t) = u(z,t — 1)

doniigtimil ile (3.1) denklemi asagidaki forma doniisiir.

[uee] = *(x)[Au]

27

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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[Au] fonksiyonunu elde etmek i¢in oncelikle (3.17)’deki esitligi kullanarak Vu;

ifadesini elde edelim:

0 0 0
Vu, = <axlu(:€, t—17), a—mu(:ﬁ, t—17), a—xgu(m, t— 7')) ,
Vuy = [Vu] — [u] VT (3.19)

elde edilir. Simdi (3.19) denkleminin diverjansim alirsak,

div(Vuy) = div]Vu| — div([ut] V). (3.20)

Burada,
div[Vu] = [Au] — ([Vu]VT), (3.21)
div([u]VT) = [Vug] VT — [uge) (V)2 + [ug] AT (3.22)

dir. (3.19) esitliginin ¢’ye gore tiirevini alirsak,

8u1

V(e

) = [Vuy| — [uy] VT (3.23)

elde ederiz. (3.21)-(3.22) sonuglarini (3.20) denkleminde yerine yazip diizenlersek

Auy = [Au] — 2[Vu] VT + [uge] (VT)? — [ug] AT (3.24)

(3.18) ve (3.23) denklemlerini de (3.24) denkleminde yerine yazarsak
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ouq

1
AU1 = —[utt] -2 (Vat

c2

+ [Utt]VT) VT + [ug](V7)? = [uw] AT, (3.25)
Eikonal denklemi kullanarak (3.25) diizenlenirse

Auy = —2V%v¢ — [ug] AT (3.26)

(3.26) esitligi o(x)eC?(R) Sobolev fonksiyonu ile ¢arparsak

. 8’&1 aul
ocAu; = —20V (m) V7 — WO'AT. (3.27)
(3.27) denklemi soyle diisiinelim:
T 8U1 o 8’&1 . 8u1
ocAuy = div (—atw) = —dew — wvﬁ. (3.28)

(3.27) ve (3.28) denklemlerini karsilastirirsak

w=20VT, divw=0cAT

bulunur. Oyleyse w fonksiyonun diverjansini alip diger denkleme esitlersek

2VoVT =0, (3.29)

esitligine gecis denklemi denir.
3.4. Coziim Fonksiyonunun Elde Edilmesi

T, eikonal denklemin bir ¢6ziimii, o da gecis denkleminin bir ¢éziimii olsun. O

halde
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oAuy = div <a;tlzam> (3.30)

saglanir. Bu denkleme Green formiilii uygulanirsa

/// (0Aus — w1 Ac)d // < ou —u180> s (3.31)
on

(z,20)<t 7(z,20)=t

(3.31) denkleminde (3.30) esitligi yazilirsa

- ] oo+ [[[ div (—2 Ar>d

7(z,20)<t 7(z,20)<t

// (08“1— ao—) ds. (3.32)
8n

(3.32) denklemine diverjans teoremi uygulanirsa

- ff oo ] e

(z,20)<t 7(z,20)=t

B ouq do
_ // <08n_ 18”). (3.33)

7(z,29)=t

Bu denklem diizenlenirse

aul 80 8u1 Yy
7(z,20)= (

z,x0)<t
(3.17) esitligi kullanarak

5 = lon) - [a0]

on | on on | on” (3.35)



31

Bu esitligi (3.34) denkleminde yazarsak

// ( [(%} %%_[ >ds+ // uAT)dv =0 (3.36)

7(2,20)=t 7(z,20)<t
o fonksiyonu 7 ya bagl olarak (3.36) denklemini saglar.

3.5. o Fonksiyonunun Ozellikleri

o fonksiyonunun z° komsulugunda ikinci mertebeden tiirevlenebilir oldugunu, z:°

noktasinda tekillige sahip oldugu ve asagidaki kosullart sagladigini varsayalim:

mh_{go o(z, xO)T(aj, 550) = c(29)’

K
|Ac(z,2%)| < ——+- K sabit
7(z,2%)

Eger S; 2° noktasini iceren bir kapali yiizey ve n, Sy yiizeyinin bir normal vektorii

ise asagidaki denklem S; 2°a giderken alinan limiti saglar:

0
lim Oo(x,z")

ds = —4m.
S1~>:130 (9n 5 g

u(x, t) fonksiyonu S yiizeyi ile sinirli D bolgesinde bir ¢6ziim olsun. D bolgesinin

icerdigi 2" merkezli € yaricapli bir cembersel bolgeyi D’den ayirdigimizi
varsayalim ve yukaridaki ozellikleri saglayan bir o(x, ") fonksiyonuna sahip

olalim. (3.36) denklemini kalan D bdlgesine uygularsak;

J C[5] - [5]) o
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//([ |- o Dd5+// WAodu=0. (337

(3.37) denkleminin limit altindaki goriintiisii agsagidaki esitligi verir:

1 0 0 0 1
u(z%,t) = o // <a [82] — qf)a—z +Ua:;1/;> dS—i—E // [u]Aodv. (3.38)
S1 D,

Sag taraftaki cift katli integral bilinen bir fonksiyondur ve F(zV, ) ile gosterilir.

Boylelikle u(z, t) fonksiyonu igin bir integral denklem elde edilmis olunur.

u(z,t) = F(x,t) + i /// u(z,t — 7(x,2°)) Ao (z, 2°)dv. (3.39)
D
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4. DEGISKEN KATSAYILI HOMOJEN OLMAYAN DALGA
DENKLEMI

Degisken katsayili

PPu 2 ou

— =Cc*A,; — 4.1

o U+Zb a(@) 5y + (1), @.1)

reR t>o0.
homojen olmayan dalga denklemi
ou
u(@,0) = ¢(a), 5 (2,0) = ¥a). (42)

kogullar1 altinda verilsin. Burada A, Laplace operatoriinii temsil etmekte ve ¢

pozitif sabit sayidir.

bj(x), q(z) € C* (W), j=1,2,3, o(z) € C*(R) N HI(R®),

J
vy € O ), (1) o) € CQO.TEIOE)
j o= 1L,2,H™(R}(m = 1,2,3,4) Sobolev uzayidir [4], [14]. Hiperbolik

denklemler teorisi (4.1)-(4.2) denklemlerinin ¢6ziimii olan u(x, t) fonksiyonu

ou J

50 —(z,t) € C([0,T); H* IR N C?~H(R3),j = 0,1, 2,

83
5 € C([0,T); H*(R?))
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saglamaktadir. u(x,t) ¢oziimii 3-D Volterra integral denklemidir. Bunun igin

Sobolev metodu kullanilacaktir. Farkli bir u; (x, t) fonksiyonu ele alalim:

_ .0
ui(x,t) =u <£L‘,t— e |>, 4.3)

20 = (29, 23, 23)eR>.

L bir diferensiyel operator olmak iizere

il 1 6U1
7j=1
tanimlansin. (4.3) denkleminden
ouy O*u(x,t — ) 5 Ou(z,t—T)
Aur = A —7)—2V—V7r——->""1 / ———— A7 (44
uy u(z, t—7)—2V 5 \Y%s 9% (V1) 5 T (44)

elde edilir. (4.1) denkleminde Aw fonksiyonu yanliz birakilarak (4.4)’de yerine

yazilir.

3
1 A Oouy Ot 1 ouq 1
Low = =5 J,Zzl %) G oy~ @@ gy — 2/t T)

Vul Vu1

Elde edilen ifade o(x) € C?(R?) fonksiyonu ile carpilirsa

8’&1 1
oLgu) = —2O'VEVT - 6—20f(:1:,t —7)
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ou 1 1< or
1
—o— | VT + Zal) + 5 ]; bj(a:)a—xj (4.6)
bulunur.
0 1
oLyup = div(—%w} - C—Qaf(x, t—1) 4.7
seklinde diisiiniiliirse
1 W or
w=20VT, divw=0AT + C—Qaq(az) + 02sz1 bj(m)a—xj
olur. w’nin diverjansini alip kargilikli esitlenirse
1< or
2VoVT +0 | Ar— Zl bj(x)%j =0 (4.8)
]:
elde edilir. O halde (4.7)’u tekrar yazarsak
0 1
oL,uy = div <;t120V7') — gaf(x,t —7) 4.9)

olur. (4.8)’nin ¢oziimii karakteristikler metodu kullanilarak yapilirsa

1 x—20 !
o(z,2°%) = P x0|exp (| 5 | /0 q(2° + (z — xo)z)dz>

1
Xexp | 55 /0 Z bi(2° + (z — 2%)2) (2 — a:?)dz . (4.10)
j=1

L* operatorii icin o agagidaki sekilde tanimlansin:
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Lo(z,2°) = Ao (z,2%) — 1 ij (z)o(z,2°)

(4.9) denklemine Greeen fonksiyonu uygulanirsa

/// (o(z, 2°) Luy (z,t) — ui(z,t) Lo (z, 2°))dx

|lz—z0|<ct

up\r glx LL'O

|z—z0|<ct

3
1
—i—c—z Z bjnjo(z, 2%ui(z,t))dS

j=1
elde edilir.
_ 0
/// div( - W?o(w,xOV(W)>dw
|z—z0|<ct
1 0 z—2° * 0
—= o(z,2")f(z,t — . )dz — ui(x,t)L*o(x, z”)dz
c
|x—z0|<ct |z—z0|<ct

Ouy(z,t) do(z,2°)
— 0 1 _ SRR
= // <a(x,z) o ui(x,t) o
|x—z0|=ct
13
+C—2 g bjnja(x,xo)ul(x,t)>dS. 4.11)
=1

Ostrogradskii formiilii (4.11) denklemine uygulanirsa,

c% /// a(w,xo)f <x,t’x _Cx0’> dx + /// u1(a:,t)L*a(x,x0)dx

|z—z0|<ct |z—z0|<ct
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// (o—(x,mo)aula(s’t) - ul(x,t)ga(;;wo)) ds

|z—x0|=ct

3
Z binjo(x,2%)u;(z,t)dS

|z—x0|=ct j=1

1
Lo dul@t) jo g (4.12)
c ot

o nin Ozellikleri ve baglangic sartlarimi kullanarak (4.12) denklemi tekrar

diizenlenirse
u(x,t):F(x,t)—ki ///u<gt—|£_cx|> L*o (&, z)dE. (4.13)
|lz—z0|<ct
Burada

9(¢)

= |/ { 02 ()20 CQanJ o(€)
|:1: z0|=ct
LG }d5+ ] e
|:1: z0|<ct

Fonksiyonu Neumann serisi seklinde ifade edersek

)= un(z,t)
n=0

dir ve ug(z,t) = F(z,t) olmak iizere

]l

|z—20|<ct

x)L*a(g,x)dg, n>1
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dir. A(T) = {(:c,t) 0<t<T— @, T> O} olacak sekilde;

[e.e]
1. u(z,t) = Z un(x,t) serisinin A(T") bolgesinde u(x, t) fonksiyonuna diizgiin

n=0

yakinsak oldugu,

2. u(x,t) fonksiyonunun (4.12) integral denkleminin A(7") bolgesinde tek

¢Oziimii oldugu gosterilebilir.
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5. ANISOTROPIC ELEKTRODINAMIK SISTEM ICIN CAUCHY
PROBLEMININ TEMEL COZUMU

Bu boliim Maxwell sistemi i¢in Cauchy probleminin temel ¢oziimleri ile ilgilidir.
Bu sistemin dielektrik ve manyetik gecirgenligi sabittir, iletkenlik sabit elemanlar
ile bir matristir. Maxwell sistemi vektdor denklemi ile skaler elektrodinamik
potansiyelli telgraf vektor denklemine indirgenir. Bu telgraf vektor denklemi bir
hiperbolik sistemdir. Hiperbolik denklem ve sistem i¢in Cauchy problemi i¢in
temel coziimiin yapist baglangic kosullu ve homojen olmayan sabit katsayili
sistem ve Cauchy probleminin temel ¢oziimiinii bulmak 6nemli bir problemdir.
Hiperbolik denklemlerin temel ¢oziimii ile ilgili yapisal ozellikleri J.Hadamard ve

S.L.Sobolev’in ¢aligmalarindan incelenebilir [12].

3 3 3
0%u ou 0
w = 323 ai(e) g+ Do biw) g+ e+ i a0, (5D)

i=1 j=1

r = (z1, 9, x3) lig boyutlu uzayda R? degiskenler, R bir boyutlu uzayda degisken
t; R? ii¢ boyutlu katsay1 20 = (29, 29, 29) ve §(x — 2, ) dirac delta fonksiyonu
r = 20t = 0’ da ele alinmigtir. Bu denklemin tamsayih diizgiin fonksiyonlar
oldugunu varsayalim. Bu denklem icin Cauchy probleminin temel bir ¢oziimii

yazilabilir [16].

N
u(w, t,2) = 0(t) > ax(w,a")0h(t> — 72(x,2°)) + un(z,t,2%),  (5.2)
k=—1
seklinde bir skaler hiperbolik denklem sistemini goz Oniine alalim. Bu denklem

Cauchy probleminin temel ¢oziimii seklinde yazilabilir. 7(z, °) uzaklik geometrik

metrikse
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3 3 %
dr = < Z > b,-j(x)dacidxj> (5.3)

olur.

Burada B = (B;j(x)) in tersi A = (a;;(x));a;; hiperbolik denklem katsayilar;
6o(t) basamak fonksiyonu (¢ > 0 icin Op(t) = 1 ve t < 0 i¢in 6y(t) = 0),
k= 1,2,..icgin O (t) = %Ho(t); 0_1(t) = d6(t), t = 0 i¢in 6(t) Dirac delta
fonksiyonu ve uy (z,t) ¢oziimiin regiiler kismudir.

Katsayilari izleyen kararlilik islemi Romanov tarafindan tanimlanmustir. Tezimizde
bu iglem telgraf vektor denklemi i¢in acik bir formiil olusturmak icin uygulanabilir.
Bu caligmanin ana sonucu telgraf vektor denklemi i¢in Cauchy probleminin temel

¢Oziimii ile olusturulmustur. Maxwell’in sistemi i¢in Cauchy probleminin temel

¢oziimleri i¢in agik bir formiildiir.
5.1. Elektromanyetik Alamin Dalga Denklemleri

D, B ve J vektorleri elektriksel yer degiskeni, manyetik indiiksiyon ve akim

yogunlugu vektorleri olmak tizere Maxwell sistemi

10D 4w

curl, H = P + ?J, 5.4)
curty = 07 (5.5)
div,B =0, (5.6)
divy,D = 4mp 5.7

formundadir. p elektrik yiikii yogunlugu olmak iizere p ile J arasindaki baginti
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dp
— +div,J = .
En +divyJ =0 (5.8)

dir. Bundan dolay1 (5.4) ve (5.5) esitlikleri birbiriyle bagintilidir. Bu bagint1 elektrik

yiikiiniin korundugunu ifade eder. B, D ve J terimleriyle E ve H arasindaki bagintt
D=e¢E, B=uH, J=0cE+j 5.9

seklindedir ki burada e elektriksel gecirgenligi, ;2 manyetik gecirgenlik, o

iletkenlik, 7 akim yogunlugu dis elektomanyetik gii¢clerin hareketi ifade eder.

t<0 = E=0, H=0, p=0, j=0 (5.10)

dir. ¢ < 0 zamaninda elektromanyetik alan, akim veya elektrik yiikii olmadig:
anlamina gelir. Gercekte div, operatorii (5.5) ye uygulamada %diva = 0 elde
ederiz ve (5.9) dan div, B|i<o = 0 olur. Bu son iki denklem (5.6) i gosterir. (5.4)

de div, ’i uygularsak

oD
divxﬁ + 4ndiv,J =0

olur ve (5) ile 2 [div,D — 4mp] = 0 elde edilir.

j bilinen bir vektor fonksiyonu, o matris, €, p sabit olmak iizere p fonksiyonu E ve

H vektor fonksiyonunun (5.4) den (5.10) yi sagladiginm diisiinelim.

Elico=0, Hlxoc=0

kosullart altinda
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1 4 4
curl,E = *Q(EE) + B+ T (5.11)
c Ot c c
10
LE=—~2(uH 5.12
cur Cat(u ) (5.12)

denklem sistemi elde edilir. Ve daha sonra denklemlerden p fonksiyonu buluruz.

p fonksiyonu

% = —div;[cF + 4%]’], (5.13)
pli<o =0 (5.14)
den elde edilir.
(5.12) ve (5.13) dan
curl, H = E%—f +oFE + 7, curl, K = —,aaa—lj (5.15)
Elt<o =0, H|t<o = 0. (5.16)

Yazma kolaylig1 icin, €, p, o harflerinin iistiine cubuklar konulur.

— _ — - 479
Buradae =<, p==£4 o="% j=ldm



5.2. Skaler ve Vektor Elektrodinamik Potansiyel

(5.6) iin ikinci denklemi icin div, uygularsak,

0
5 diva(uH)) =0, divy(pH)le<o = 0

Cauchy problemi elde edilir.
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Bundan dolay1 teR i¢in div,(pH) dir. Burada H fonksiyonunu su formda kabul

edelim.

1
H = —curl A.
1

(5.17)

Burada A vektorii fonksiyonuna elektrodinamik potansiyelli vektdr fonksiyonu

denir. Bu durumda div,(uH) = 0 korunur. (5.15) nin ikinci denklemi (5.17) de

yerine konulursa curl, E + curlx%—’? = 0 elde edilir.

 bir skaler fonksiyon ve curl;V ;o = 0 olmak iizere

0A
E=——"+V,
e + Vo

dir.
Bu ¢ skaler fonksiyonuna skaler elektrodinamik potansiyeli denir.

(5.15) iin birinci denkleminde (5.17), (5.18) yerine yazilirsa

1 0?A 0 0A
curlx(curlx;A)) =57 + ea(vxcp) kv +oVep+J

elde edilir.

(5.18)

(5.19)
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curly(curly A) = VydivA— A, A dzelligini (5.19) de kullanarak ¢ = V¢, olmak

uzere
1 ) 0o 0?4 1 0A
—V.divgA — e— — — — —NAA — = 2
MV div 681% a¢+eat2 p —i—aat J (5.20)
elde edilir.
a= \/%6 olmak iizere (5.20) ten A ve ¢ icin
1
%f + Z0¢ = a’V,div, A,
€
0?A 1 0A
5 a?N A+ oo = a’ud, (5.21)
yazilabilir.

(5.16) ii saglamak i¢in ¢|<o = 0, A|;<¢ = 0 sartlar yeterlidir. A vektor potansiyeli

bulunursa

o(z,t) = a? /oo o(t — T)exp(—%at)vmdivx/l(x, 7)dT (5.22)

skaler potansiyel elde edilir.

5.3. Telegraf Denklem Sistemi icin Cauchy Probleminin Temel Coziimii

Telegraf vektor operatorii icin Cauchy probleminin temel ¢éziimii ile M = io

oldugunda

2
Z%—a2A;p+2Mﬁ

L
ot
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olur.
Tamm 5.1: e; = (1,0,0), e3 = (0,1,0), eg = (0,0, 1), siitun matris €/,

J=123,

dirac delta fonksiyonu olmak iizere

Le =ejd(x,t)

6j‘zt<0 =0

kosulu altinda e matrisine L operatorii icin Cauchy probleminin temel ¢oziimii

denir.

Teorem 5.1: exp(Mt) ve I (Mt) matrisleri

— (Mt)? o (Mt)2RHl 2 2/ 9
Mt) = LMy =S er—g2 o
(M) kz_o il 1(M1) 2 Kk 1) C [#*/a

olmak iizere €(z, t) matrisi

0(t)5(I)exp(—Mt) N O(t — |x|/a)Mexp(—Mt)I; (M~/T/2)

t) =

L Telegraf vektor operatdriiniin temel ¢coziimiidiir [16].
5.4. Maxwell Sistemi Icin Cauchy Probleminin Temel Coziimii

Tanm 5.2: ¢1(1,0,0),e2(0,1,0), e3(0,0, 1), olmak tizere j-inci siitun matris
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G
GQJ A
. J
Gla,t) = | &3 - < i >
Ga,j E J=1,2,3
Gs,j
G, j j=1,2,3
asagidaki kogsullar1 sagliyorsa
) OFI .
curly H — e—— — o E’ = e;j0(x, 1),
ot
) OH’
I, EY — =0,
curly v’ + [ It

H|jco =0, E|4c0 = 0

Maxwell sistemi i¢cin Cauchy probleminin temel ¢dziimii denir.
Boylece (5.17), (5.18) ve (5.20)’i igermesi icin kullanilmasi sebebiyle ,

J = e;jé(x,t) segilirse, takip eden denklemler elde edilir.

HI = icurlej , (5.23)

B — _‘9(;4: npe (5.24)

?f + %agbj = a’V,divg AV, ¢Pico =0 (5.25)

a;ﬁj —a?AA + 2M8£j = pejd(x,t), Allico = 0. (5.26)
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Teorem 5.2: M matris olsun. Daha sonra Maxwell sistemi Cauchy sisteminin temel

¢oziimii burada A7 (z,t) = a®p(e(x, t)e;), formiil (5.23) ve (5.24) ile verilen

¢ (x,t) = a® /OO O(t — 7)exp(—2M (t — 7))V pdivg A (x, 7)dT

ve E telgraf vektor denklemi i¢cin Cauchy problemi temel bir ¢oziimdiir [15].

Ispat: Telgraf vektor denkleminin temel ¢oziimii kullanarak, (5.26) ¢oziimii

agagidaki formiil ile temsil edilebilir.

Al(z,t) = a2,ue(x,t)ej, j=1,2,3.

¢ (x,t) = a® /OO O(t — T)exp(—2M (t — 7))V pdivg A7 (x, T)dT

—00

vasitastyla ¢’ (z,t), j = 1,2, 3 hesaplanr.

Son olarak H7 ve E7 den (5.23) ve (5.24) bulunabilir.
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6. SONUC

Sabit ve fonksiyon katsayili hiperbolik denklemler Volterra integral denklemine
indirgenmigtir. Bu denklemler varlik ve teklik teoremlerini ispatlayarak yaklasik

ardigiklar ile ¢oziilmiigtiir.

[15] da belirtilen Romanov’un islem prosediirleri kullanilarak telgraf vektor

denklemi ve Maxwell sistemi yapilandirilmistur.
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