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OZET

KLASIiK MEKANIKTE EYLEM FONKSiYONELININ
IKINCi VARYASYONU

GURMAN, Feriha
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dog. Dr. Senay BAYDAS
Haziran 2017, 59 sayfa

Klasik mekanikteki eylem fonksiyonelinin birinci ve ikinci varyasyonlarinin
incelendigi bu tez alt1 boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde tezin amaci ve 6nemi anlatilmistir. ikinci béliimde literatiir
bildirisine yer verilmistir.

Ugiincii boliimde tek degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarin ekstremum
sartlari, fonksiyonel tanimi, birinci varyasyon, Euler-Lagrange denklemi, iki bagimsiz
degiskenli durum ve yiliksek mertebeden tiirevler iceren fonksiyoneller i¢in Euler-
Lagrange denklemi verilmistir. Ayrica bir fonksiyonelin ekstremum iiretmesi igin
gerekli sartin, birinci varyasyonunun sifira esitligi veya buna esdeger olan Euler-
Lagrange denkleminin saglanmasi gerektigi gosterilmis ve bu sartlar1 kolaylastiran 6zel
durumlara yer verilmistir.

Dordiincti boliimde klasik mekanik ve varyasyonlar hesabi incelenmistir. Bu
boliimde eylem fonksiyoneli, birka¢ bagimli degisken durumu, varyasyonlar hesabinin
baslangi¢ problemi Brachystochrone problemi, Fermat ilkesi, zincir problemi ve gesitli
problemler verilip bu problemler ¢6ziilmistiir.

Besinci boliimde ele alinan eylem (etki) fonksiyonelinin varyasyonlar hesabi ile
ikinci varyasyonu verilmistir. Daha sonra eylem fonksiyoneli iizerine Legendre sarti
uygulanmis ve eylem fonksiyonelini minimum yapan sartlar olusturulmustur. Ayrica
gosterilmistir ki eylem fonksiyonelinin minimum olma sart1 kiitlenin pozitif olma sartini
dogurur. Altinci béliimde sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Birinci ve ikinci Varyasyon, Klasik Mekanikte Eylem

Fonksiyoneli






ABSTRACT

SECOND VARIATION OF ACTION FUNCTIONAL IN CLASSICAL
MECHANICS

GURMAN, Feriha
M. Sc. Thesis, Mathematics Science
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Senay BAYDAS
June 2017, 59 pages

This thesis which investigates first and second variations of the action functional
in classical mechanics consists of six parts.

In the first chapter, the purpose and importance of the thesis are explained, and in
the second chapter, literature notice is given.

In the third chapter, extreme conditions of univariate and multivariate functions,
description of functional, first variation, Euler-Lagrange equation, the case of two
independent variables and Euler-Lagrange equation for functionals with higher order
derivatives are given. In addition, it is denoted that the necessary condition for
generating an extremum value of a functional is that the first variation is equal to zero or
equivalently, it’s showed that Euler-Lagrange equation must be provided and special
cases facilitating these conditions are included.

In the fourth chapter, classical mechanics and calculus of variations are
examined. In this chapter, action functional, cases of several dependent variables, initial
problem of calculus of variations, that is Brachystochrone problem, Fermat principle,
chain problem and various problems are given and these problems are solved.

In the fifth chapter, second variations of the action functional with calculus of
variations are given. After that, the Legendre condition is applied on the action
functional and the conditions which minimize the action functional are established. It
has been demonstrated that the condition of action functional to be minimum leads to

the condition of the mass tensor being positive. In the sixth chapter, conclusion is given.

Keywords: Action Functional in Classical Mechanics, First and Second Variation
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1. GIRIS

Varyasyonlar hesab1 temel olarak fonksiyonelleri ekstremum yapan
fonksiyonlart bulmayla ilgilidir. Bu genel olarak integralleri minimum yapan
fonksiyonlar1 bulmay1 gerektirir. Varyasyonlar hesab1 bu anlamda optimizasyonun bir
dali olarak diisiiniilebilir. Varyasyonlar hesabinin en énemli uygulama alanlarindan biri
klasik mekaniktir. Klasik mekanik ve varyasyonlar hesab1 birbirinden ayri
diisiiniilemez. Varyasyonlar hesabinin gelismesine en biiylik katkiyr klasik mekanikteki
problemler saglamistir.

Jacobi, diferansiyel denklemlerin varyasyonlar hesabi iginde bulundugunu
kesfettikten sonra 6nemli bir¢ok bilim adami varyasyonlar hesabinin kismi diferansiyel
denklemler ile olan bagliligmmi incelemis ve varyasyonlar hesabmna ¢ok Onemli
katkilarda bulunmuslardir.

Bir fonksiyonelin yerel ekstremumlarini bulmanin yontemi, tek veya birden
fazla degiskenli bir fonksiyonun ekstremumlarmi bulma ydntemiyle ayni olmasa da
benzerdir. Tek degiskenli bir fonksiyonu ekstremum yapan noktalar, fonksiyonun
degiskene gore birinci tiirevinin sifira esitliginden elde edilir. Bir fonksiyoneli
ekstremum yapan fonksiyonlar ise fonksiyonelin birinci varyasyonunun sifira
esitliginden bulunur. Bu islemin, Euler-Lagrange denklemini ¢6zmeye esdeger oldugu
gosterilmistir. Daha sonra yiiksek mertebeden tiirevler ve birden fazla bagimli degisken
iceren fonksiyoneller igin Euler-Lagrange denklemleri tiiretilmistir. Fonksiyonelin
ikinci varyasyonunu hesaplayarak, ekstremal fonksiyonlarin tiiriinii belirleme yontemi
verilmistir. Son olarak klasik mekanikte, fiziksel bir sistemin eylem fonksiyonelinin
birinci ve ikinci varyasyonlari hesaplanarak, eylem fonksiyonelini ekstremum yapan
fonksiyonlar1 ve tiirlerini bulma hesaplari yapilarak eylemin minimum olma sart1 ele

alinmistir.



2. KAYNAK BILDIRISi

Varyasyonlar hesabinin  1696’da  Johann Bernoulli’nin ortaya attigi
Brachystochrone problemiyle basladigi bugiin herkes tarafindan kabul edilmektedir.
Literatiirdeki klasik mekanik kitaplarinda, hareket i¢in yazilan eylem fonksiyonelinin
sadece birinci varyasyonunun sifira esitliginden Euler-Lagrange denklemlerine gidilir
(Argyris ve Kelsey, 1960; Arnold, 1989; Dym ve Shames, 2013; Goldstein, 1980;
Lanczos, 1970; Landau ve Lifshitz, 1976; Oden ve Reddy, 1973).

Bu denklemler c¢oziilerek eylem fonksiyonelinin ekstremalleri bulunur.
Varyasyonlar hesabi iizerine yapilan ¢alismalarda, tek bagimli ve tek bagimsiz degisken
igceren bir fonksiyonel i¢in ikinci varyasyon hesaplar1 yapilmistir (Gelfand ve Fomin,

1963; Lanczos, 1970; Massa ve Pagani, 2016; Van Brunt, 2004).



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Tek Degiskenli Fonksiyonlarin Ekstremum Problemi

Tammm 3.1.1. (Kritik Nokta) Acik aralikta tanimli siirekli fonksiyonun tiirevinin

olmadigi veya sifira esit oldugu noktalara kritik noktalar denir (Halilov ve ark., 1999;
Olmsted, 1961).

Tamm 3.1.2. (Kararh Nokta) Fonksiyonun birinci mertebeden tiirevinin sifir oldugu
noktalara kararli noktalar denir (Halilov ve ark., 1999; Olmsted, 1961).

Teorem 3.1.1. f, [ € R araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger
herhangi bir

XeE(x—¢gx+e¢) cl
f(®) < f(x) icin Oyle bir € > 0 sayist varsa, f:1 = R fonksiyonunun x te bir yerel
maksimumu vardir denir. Eger - f, x te bir yerel maksimuma sahip ise f:1 - R
fonksiyonunun x te bir yerel minimumu vardir denir. Bir fonksiyon verilen bir aralikta
birkag ekstremuma sahip olabilir.

Bir fonksiyon tiim aralik i¢in bir maksimum veya minimuma ulasabilir. Eger
tim X €1 i¢in f(X) < f(x) ise f:1 - R fonksiyonu I iizerinde x € I da bir global
maksimuma sahiptir. Eger - f, x te bir global maksimuma sahipse I izerinde x € 1 da f
fonksiyonu bir global minimuma sahiptir denir. Eger I, bir sinir noktasina sahipse o
zaman [ iizerinde yerel maksimum veya minimum varlif1 birinci tiirevle karakterize

edilir (Kaplan, 1991; Olmsted, 1961; VVan Brunt, 2004).

Teorem 3.1.2. f, I agik araliginda tiirevlenebilir bir reel degerli fonksiyon olsun. Eger

f, x € 1da bir yerel ekstremuma sahip ise 0 zaman f'(x) = 0 olur.

Ispat: Bu teoremin ispat1 aslinda bir yerel maksimum veya minimum icin olanla
aynidir.  Varsayalim ki x bir yerel maksimumdur. Bu durumda herhangi bir

XeE(x—¢gx+e)cl
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icin Oyle bir € > 0 sayis1 vardir ki f(x) > f (%) esitsizligi saglanir. Simdi f nin x deki
tiirevi
X)—f(x

ile verilir. Bu limitin pay1 asla pozitif degildir. Ciinkii f(x) bir maksimumdur. Fakat
payda, X > x oldugunda pozitif ve X < x oldugunda negatiftir. f fonksiyonu x te
tirevlenebilir oldugundan sagdan ve soldan limitler vardir ve esittir. Bu ancak
f'(x) = 0 ise gergektir.

Diizgiin terimi burada fonksiyonun yeteri kadar stirekli tlirevlere sahip olmasi
anlaminda kullanilir. Diizglin fonksiyonlar i¢in bu durum: Varsayallm ki f,
(x —&,x + ¢) araliginda (¢ > 0 i¢gin) diizglindiir. £ — x = en olsun. Taylor teoremine

gore yeterince kiiciik € i¢in f,

F@) = F@) + enf'(0) + S n2f" () + 0(e?) (3.0)
ile temsil edilebilir. Eger f'(x) # 0 ve & yeterince kiiciik ise f(X) — f(x) in isaretini
nf'(x) belirler. Varsayalim ki f'(x) # 0 dur.

Eger f, x de bir yerel ekstremuma sahip ise 0 zaman f(X) — f(x) in isareti
(x — &,x + ¢€) da degismez. Boylece nf'(x), tim 7 lar i¢in aym isarete sahip olmak
zorundadir. Fakat agiktir ki n, pozitif veya negatif olabilir ve boylece nf'(x) de pozitif
veya negatif olabilir. Bu nedenle f'(x) = 0 olmak zorundadir. Eger f'(x) =0 ise
yukaridaki agilim gosterir ki farkin igareti karesel terimin yani f''(x) in isaretidir. Eger
bu tiirev negatif ise o zaman f(x) bir yerel maksimumdur. Eger pozitif ise o zaman
f(x) bir yerel minimumdur. " (x) = 0 da olabilir. Bu durumda farkin isareti, bir n3
carpani igeren kiibik terime baghidir. Ancak lineer terim gibi bu carpan 7 nin se¢imine
bagli olarak pozitif veya negatif olabilir. Dolayisiyla eger f'''(x) # 0 ise, f(x) bir yerel
ekstremum olamaz. Bu anlamda (x — €, x + €) da f, gerekli tiirevlere sahip olana kadar
devam edebiliriz.

Tiirevlenebilir bir fonksiyon igin f'(x) = 0 sartinin neden yerel ekstremum igin
sart oldugunu gormek kolaydir. Bir diizglin fonksiyon i¢in Taylor ac¢ilimi gosterir ki
birinci tiirevin sifir oldugu herhangi bir x noktasinda bagimsiz degiskendeki bir O(¢e)
degisimi, € — 0 oldugundan fonksiyonda bir 0 (£?) degisimi iiretir (Van Brunt, 2004).
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3.2. Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Ekstremum Problemi

Teorem 3.2.1. n- boyutta yerel ve global ekstremumlar i¢in tanimlar formal olarak tek
degiskenli durum ile aynmidir. @ € R"™ bir bolge olsun ve varsayalim ki f:Q — R dir.
Yeterince kiigiik bir € > 0 ve X = (x4, X5, ..., X,,) i¢in,
B(%e) = {X € R™ % —x; 2 + | — %% + -+ + |2, — xp|? < &}

olsun. Tiim % € Q igin eger f(X) < f(¥) (veya (%) = £(#)) ise f: Q - R fonksiyonu
Q lizerinde X de bir global maksimuma (veya global minimuma) sahiptir. Herhangi bir
XeEB(Fe)cq,f (?) < f(X) (f (%) >f (55)) olacak sekilde eger yeterince kiigiik bir
€ > 0 sayis1 varsa f fonksiyonu x de bir yerel maksimuma (yerel minimuma) sahiptir.
Tek degiskenli durumda oldugu gibi eger () sinir noktalarina sahipse f fonksiyonu sinir
tizerinde bir global maksimuma veya minimuma sahip olabilir.

Iki bagimsiz degiskenli diizgiin bir fonksiyonun yerel ekstremuma sahip olma
sart1, tek degiskenli durumda kullanilan benzer diisiincelerden tiiretilebilir. Varsayalim
ki f:Q - R, Q S R? bolgesi iizerinde diizgiin bir fonksiyondur ve X = (x4, x,) € Q da
f, bir yerel ekstremuma sahiptir. O zaman Oyle bir € >0 vardir ki tim

X € B(%;€)
igin f(X) — f(®) isaretini degistirmez. ¥ = ¥ + en olsun. Burada n = (1,7,) dir.
Yeteri kadar kiiciik € i¢in Taylor teoremine gore,

5 of (x of (x
f(f)=f<f>+e{n1 gi’f)mz gf‘)}

£? { , 02 f (D) *f(®) 0@

N 2 - -
21" 0x,2 + "1”Zaxlax2 2 0,2

} + 0(&?)
olur ve f (%) — f (%) in isareti, Taylor agilimindaki lineer terim ile verilir (= 0 harig).
Fakat eger X + en € B(X; €) ise 0 zaman X — en € B(X; &) olur ve bu noktalar lineer

terim (# 0) igin farkli isaretler iiretir. Eger X bir yerel ekstremum ise tim n € R? igin,

d a
(m2) - (32 55) = 0 (32)
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olmak zorundadir. (3.2) denklemi 6zellikle €; = (1,0) ve €, = (0,1) 6zel segimleri i¢in

- : . . d e . . " a
saglanmak zorundadir. Ik se¢ime gore % = 0, ikinci se¢ime gore % =0 olur.
1 2

Boylece eger f, X de bir yerel ekstremuma sahip ise,

Vi@#) =0 (3.3)
olur. Geometrik olarak (3.2) denklemine gore f in egrisine teget diizlem bir yerel
ekstremumda yataydir. Vf (¥) = 0 olan noktalara kararli noktalar denir. Eger X bir
kararli nokta ve X = ¥ + 7 ise 0 zaman & — 0 oldugunda f@) — f(X), 0(&?) dir (Van

Brunt, 2004).

3.2.2. Teorem f:Q — R, 0 € R" bolgesinde bir diizgiin fonksiyon olsun. Eger f, bir
X € Q noktasinda bir yerel ekstremuma sahip ise 0 zaman

VF(@) =0 (3.4)
olur (Kaplan, 1991; Rund, 1966).

3.3. Fonksiyonel

Tamm 3.3.1. (Fonksiyonel): Bir fonksiyonel bir aralikta tanimlanmis her fonksiyona,

belli bir kural uyarinca, bir say1 karsilik getirir (Rizaoglu ve Siinel, 2008).

Tamim 3.3.2. (Birinci Varyasyon): [x,,x;] tzerinde siirekli ikinci tiirevlere sahip
fonksiyonlardan olusan bir C?[x,, x; ] fonksiyon uzay1 olsun. J: C?[x,, x;] = R,

Iyl = [} fx,y,y)dx
ile tanimlanan bir fonksiyonel olsun. Burada y' = dy/dx ve f, x e, y ye ve y' ye gore
en azindan ikinci dereceden siirekli kismi tlirevleri olan bir fonksiyondur. Verilmis iki
Yo,V1 € R igin diizlemde sabit u¢ noktali bir varyasyonel problem, y(x,) =y, Ve
y(x;) =y, sartlar1 altinda J yi ekstremum yapan bir y € C?[x,, x;] fonksiyonunu

bulmaktir. y(xy) = y, ve y(x1) = y; sartlarini saglayan fonksiyonlar kiimesi,

S ={y € C?xp, x1]: y(x0) = yo ve y(x;) = y;}
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ile tanimlanir. Bu kiime i¢inde y nin yeteri kadar kiigiik € > 0 komsulugundaki komsu
fonksiyonlari,
y=y+ten
ile tanimlayalim. Burada n(x) fonksiyonlar kiimesi,
H = {n € C?[x0, x1]:n(x0) = n(x;) = 0}
seklinde tanimlanir (Sekil 3.1).

W

Xg Xy

Sekil 3.1. £ > 0 komsulugunda y fonksiyonunun komsu fonksiyonlari.

Taylor teoremine gore,

f(9.5) = flxy+eny +en)
£2
=flx,y,y)+ S(Tlfy + n’fyr) + > (nzfyy + 27777'fyy/ + U'ny/y/)
+0(e?)
olur ki burada; f, =df/dy. f, =0f/dy, n' =0n/ox, fy, =02f/dy?,
fyyr = 0%f/0y0Y', fy1y, = 0%f/0y"? ve O(&?) serinin tigiincii mertebeden terimleridir.

Dolayisiyla komsu y fonksiyonu boyunca J fonksiyoneli,



X1

J19] = f £(x,9,9)dx

X0

X1 X1
— f flx,y,y)dx + ¢ f (nfy +1'fy)dx
X0 Xo

X1
g2 , ,
+ Pl f (nzfyy + 2mn fyyl +n nyly,)dx + 0(&?)

Xo

X1 X1
li 82 ! !
=Jly]l+¢ f (r]fy +1 fy,)dx + 5 f (nzfyy + 2 fyy 1 ny,y,)dx

X0 Xo
+ 0(e?)

olur. Boylece,

JI91 =Tyl = & [ (nfy +0'fy)dx + S [0 fyy + 200 fyys + 0y )dx + 0(e)

olur. Burada
8] = [ (nfy +n'fy)dx
ifadesine, J fonksiyonelinin birinci varyasyonu denir.

Acikca eger n € H ise —n € H, 6][n,y] = —&J[—n, y] olur. Yeterince kiiciik &
i¢in J[§] — J[y] nin isareti, tim 1 € H i¢in &/[n, y] = 0 olmadikga birinci varyasyonun
isareti ile belirlenir. Ancak J[y] nin S de bir yerel maksimum olma sart1 sunu gerektirir:
Herhangi bir § € S ( 6yle ki ||y — y|| < ¢) igin J[¥] — J[y] isaret degistirmez. Sonug

olarak eger J[y] bir yerel maksimum ise tiim n € H igin

a , 0
8yl = (nE+n'25)dx =0 (35)

olur. Benzer arglimanlar zinciri, eger J, y de bir yerel minimuma sahip ise tim n € H
icin (3.5) denkleminin saglanmasi gerektigini gostermek i¢in kullanilabilir.

Buraya kadar gosterildi ki eger J, S deki y de bir yerel ekstremuma sahip ise tim
n € H igin (3.5) denklemi saglanmak zorundadir. Sonlu boyutlu durumda oldugu gibi
tersi dogru degildir. (3.5) denkleminin saglanmasi, y nin J igin bir yerel ekstremum

tiretmesi zorunlulugu anlamina gelmez. Eger y, tim n € H igin (3.5) denklemini
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sagliyorsa J nin y de Kararli oldugunu soyleyebiliriz. y, J i¢in bir yerel ekstremum
tiretmese de bir ekstremal olabilir.

(3.5) denklemi, (3.4) denkleminin sonsuz boyutlu benzeridir. Hatirlayalim ki
Vf = 0 sart1, tim n € R™ i¢in saglamak zorunda olan 7 V)f = 0 sartindan tiiretilir.
R™ deki uygun vektorlerin se¢imi ile gosterildi ki V)f in her bir bileseni ayr1 ayr1 sifir
olmak zorundadir. Benzer bir strateji, (3.5) gerekli sartim1 keyfi n fonksiyonundan
ayirmak icin kullanilabilir. (3.5) denklemindeki integrant sadece n y1 degil n’ nii de
icerir ki bu da durumu daha karmasiklastirir. (3.5) denklemindeki n’ terimi, kismi

integrasyon kullanilarak yok edilebilir.

R TP oY
nNomax=n-—1— N——\3.7)4x = — n="\7,7) 4%
x 0V dy X, I dx \dy x, Ax\0y
Burada n(x,) = 0 ve n(x;) = 0 sartlarim1 kullandik. Boylece (3.5) denklemi
x1_(0f d [(Of y
fo (s~ (Gr)ldx =0 (39

olarak yazilabilir. Bu taktirde,

g_i(£>_af 92 e . af
dy  dx\ay’ y

olur ve f, en az iki siirekli tiireve sahip oldugunda goriiriiz ki herhangi bir sabit

~ dy Bl d0xdy’ B dyady’ y - dy'ay’

y € C*[xo,x1]

d d (0
E(x) :£_£<a§')
seklinde tanimlanan E: [x,, x;] = R fonksiyonu, [x,, x;] araliginda siireklidir. Burada,
verilmis bir y fonksiyonu i¢in E yi tamimlayan kismi tiirevler (x,y(x),y'(x))
noktasinda deger alabilirler (Arnold, 1989; Bliss, 1946; Bolza, 1904; Forsyth, 1927

Gelfand ve Fomin, 1963; Goldstein, 1980).

Teorem 3.3.1. J: C?[xg, ;] = R,

nﬂ=j7@mVMx

0

formunda bir fonksiyonel olsun. Burada f, x,y ve y' ye gore siirekli ikinci dereceden

kismi tiirevlere sahiptir ve x, < x; dir.
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S ={y € C?[x0,x1]: y(x0) = yo ve y(x1) = y1}
olsun. Burada y, ve y; verilmis reel sayilardir. Eger y € S, J igin bir ekstremal ise o

zaman tiim x € [x,, x4 ] i¢in,

w()—5=0 S

dir.

(3.7) denklemi bir ikinci dereceden (genellikle non-lineer) adi diferansiyel
denklemdir ve herhangi bir (diizgiin) y ekstremali bu denklemi saglamak zorundadir.
Bu diferansiyel denkleme “Euler-Lagrange” denklemi denir. Sabit u¢ noktali problem
icin bu denklemle beraber olan sinir degerleri,

y(xo) =¥, y(x1) =1 (3.8)
ile belirlenir.

Euler-Lagrange denklemi, Vf(:?) = 0 denkleminin sonsuz boyutlu benzeridir.
Sonlu boyuttan sonsuz boyuta geciste ¥ € R™ noktalarinin belirlenmesi i¢in bir cebirsel
sart (ki bu sart yerel ekstremumlara gotiiriir), ikinci dereceden bir diferansiyel denklem

iceren bir sinir-deger problemi ile yer degistirir (Bolza, 1904; Van Brunt, 2004).
3.4. Euler-Lagrange Denkleminin Degismezligi

Fizikte varyasyonel formiilasyonlara gotiiren ilkeler koordinat sistemlerine bagli
degildir. Jeodezikleri belirleme gibi problemler de ayni sekilde koordinattan bagimsiz
karakterdedir. Ornegin, bir par¢acigin yoriingesi, onu tanimlamak igin gdzlemcinin
kullandig1 koordinat sisteminden bagimsizdir veya bir jeodezik, ylizeyin bir 6zel
parametrizasyonuna bagli degildir. Bu tip problemler fonksiyonlarin maksimize
edilmesi cinsinden ifade edilebilir ve sonunda bir Euler-Lagrange denkleminin
¢oziimlerine gidilir. Euler-Lagrange denkleminin koordinat doniigiimlerine gore
degismez kalmasi beklenir ve Euler-Lagrange denkleminin degismezligine bakilir.

Eger x ve y, u ve 9 e gore siirekli kismi tiirevlere sahip ise

x=xw9), y=yu19) (3.9)

koordinat doniisiimiine diizglindiir denir. Eger Jakobiyen,

a(x,y) Xy Yu
3w 0) t(xy 7o)
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(%)

3 a0) 0 (3.10)
sartin1 sagliyorsa bu diizgiin doniisiime tekil olmayan denir. Burada x,, = Z—z, Vu = z—i
Ve x, = —, y,, = a_y ~ notasyonu kullanilacaktir. (3.10) sartina gére doniisiim tersinirdir:

Her bir (x, y) ¢ifti (3.7) sartin1 saglayan tek bir (u,9) ciftine karsilik gelir. (3.9)
denklemi ile tanimlanan koordinat doniisiimiiniin diizglin ve tekil olmayan oldugunu

varsayalim. J,
= [ f Gy, ydx (3.11)

formunda bir fonksiyonel olsun ve S,

S ={y € C?[x0,%1]: y(x0) = yo ve y(x1) = y1}
ile tanimlansin. Burada y, ve y; verilmis sayilardir. Simdi, fonksiyoneli (u,d)
koordinatlari cinsinden yazdigimizi ve 9 yi u nun bir fonksiyonu olarak gordiiglimiizii

varsayalim. Bu durumda,

Ay qu_Yutyse?

dx  dx  x, + x99
du

ve

dx .
dx = d—du = (xu + Xy ﬁ)du

olur ki burada 19 yu gosterir. Boylece (3.9) fonksiyoneli,

Iyl = ] Fuy,y)dx

j f(x(w,9),y(u, 19) e (xu + xy 19)du = JulF(u,ﬁ,ﬁ)du

19 Ug
olur. Burada u, ve u, sayilari ve 9(ugy) = 9y, 9(u;) = 9; yeni simur degerleri,
xo = x(ug, 99), %1 = x(uy,91)
Yo = y(ug, 9ol y1 = y(us,91)
denklemleri i¢in tek ¢oztimdiir. Agiklik i¢in
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K@) = [, F(w9,9)du (3.12)
olsunveT,
T = {9 € C?[ug, uy]: 9(uy) = 9 ve 9(uy) = 94}
seklinde tanimli bir kiime olsun.
xy-diizleminde bir y = y(x) fonksiyonu ile tanimli bir egri verildiginde, (3.9)
doniistimii, ud- diizleminde ¥ = 9(u) fonksiyonu ile tanimli bir egriyi tanimlar. Eger
9 € T, K igin bir ekstremal ise y € S de J i¢in bir ekstremal olur mu? Bir sonraki teorem

bu soruyu cevaplar (Van Brunt, 2004).

Teorem 3.3.2. y € S ve 9 € T, diizgiin, tekil olmayan (3.9) doniisiimiinii saglayan iki
fonksiyon olsun. O zaman y nin J i¢in bir ekstremal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

9 nin K i¢in bir ekstremal olmasidir.

ispat: Varsayalim ki 9 € T, K i¢in bir ekstremaldir. O zaman 9,
————=0 (3.13)

Euler-Lagrange denklemini saglar.

F(u,9,9) = f(x(u,a),y(u,a),z“*—w ( + %0 9)

u + X9 19
oldugundan,
dF @ .0 +y9 9
—r— —f,(xu +X,_9 7.9)— M +X19f
dy 0dy 09 \xy, + x99
olur ve

dr of of of 0 <yu+y1919

. d .
E— an‘F@yﬁ'Fa—y,aﬁ xu+x1919> (xu+x1919)+f%(xu+x1919)

olsun. Hesaplamayla,

4 dF _aF _0dkxy) (d of Of
dudd d9 oY) (dx ayr ay) (3'14)

oldugu goriiliir. Doniisiim tekil olmayan oldugundan yani Jacobiyen sifirdan farkli
oldugundan eger 9, K igin bir ekstremal ise o zaman (3.13) ve (3.14) denklemlerine

gore
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d of Oof 0
dxdy' 0y
olur. y, J igin bir ekstremaldir. (3.14) denklemi, tersini de ima eder (Van Brunt, 2004).

3.5. Ozel Durumlar
3.5.1. Ozel Durum 1

Varsayalim ki fonksiyonel,

nﬂ=j7mVMx

0

formundadir. Burada y, integrantta agik olarak goriinmemektedir. Bu durumda Euler-

Lagrange denklemi,

af
o= (3.15)

L N _ 4 O, W .
denklemine indirgenir ki burada c; bir integrasyon sabitidir. Simdi a—;, x ve y' niin

bilinen bir fonksiyonu oldugundan (3.15) denklemi y i¢in birinci dereceden bir
diferansiyel denklemdir. Prensip olarak (3.15) denklemi y' i¢in ¢oziilebilirdir

2
(g—];, * O) ve bu nedenle (3.15) denklemi, bir g fonksiyonu igin

y' =g c1)
formu ile yer degistirebilir. O zaman integre edilebilir. (3.15) denklemini y’ igin ¢6zmek
eger imkansiz degilse de zor olabilir ve birden fazla ¢6ziim mevcut olabilir. Yine de
integrantta y nin yoklugu, ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemi daha basit bir

denkleme doniistiiriir (Van Brunt, 2004).
3.5.2. Ozel Durum 2

J fonksiyoneli,

nﬂ=fVWMMx

0

formundadir. Burada x, integrantta acik olarak goériinmemektedir.



14
of
ay’

seklinde tanimli H, herhangi bir y ekstremali boyunca sabittir.

Hy,y)=y'z5—f

Ispat: Varsayalim ki y, J icin bir ekstremaldir. Simdi,

d d 9] 9] d o 9] 9]
oY) = E(y’a; _f> = y”a;' +y'aa;' B (yléﬂua;')
., ( d of 6f)
dxdy' 0dy
olur. y bir ekstremal oldugundan (3.7) Euler-Lagrange denklemi saglanir ve boylece,
-iH@JD=0
dx

olur. Sonug olarak H, bir ekstremal boyunca bir sabit olmak zorundadir. H fonksiyonu
sadece y ve y' e baglidir. Bundan dolayi,

H(y,y') = sabit (3.16)
denklemi, y ekstremali i¢in birinci-dereceden bir diferansiyel denklemdir (Van Brunt,
2004).

3.6. Ornekler

Ornek 3.6.1.

(x0! yO) = (0!0)1 (xll }’1) = (1:1) Olsun ve

1
J1 = [ 0=y + 2
0

ile tanimlanan fonksiyoneli ele alalim. Bu fonksiyonel i¢in Euler-Lagrage denklemi,

d

—2y)—(—2y+2x)=0

7 &) — (=2y + 2x)
yani,

y'+y=x

olur. Bu denklemin homojen ¢6ziimii,
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Yr(x) = ¢y cosx + ¢, sinx
olur, burada c¢; ve c, sabitlerdir. Ozel ¢dziim, ¥p(x) = x olur. Dolayisiyla Euler-
Lagrange denklemi i¢in genel ¢oziim,
y(x) = c;cosx + cysinx + x

-1

ile verilir. y(0) =0 sartina gore ¢; =0 ve y(1) =1 sartina gore c, = pron olur.

Boylece bu fonksiyonel i¢in tek ekstremal,

sin x

y() =x - sin1

ile verilir.
Ornek 3.6.2.

k, pozitif sabiti gostersin ve J,

Iyl = f O — ky?)dx
0

ile tamimlanan bir fonksiyonel olsun. Sabit u¢ nokta sartlart y(0) =0 ve y(m) =0

olsun. Eger y, J icin bir ekstremal ise,

i(Zy’) +2ky =0

dx
yani,

y'+ky=0
olur. Euler-Lagrange denkleminin genel ¢6ziimii,
y(x) =¢ cos(\/Ex) +c, sin(\/Fx)

seklindedir. y(0) = 0 a gére ¢; = 0 ve y(m) = 0 a gore ¢, sin(\/zx) = 0 olur. Eger Vk
bir tamsay1 degilse o zaman ¢, = 0 ve tek ekstremal y = 0 olur ayrica ¢, herhangi bir

say1 olabilir. Bu ikinci durumda
y(x) =c, sin(\/Fx)

formunda sonsuz sayida ekstremale sahip olunur.
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Iyl =f 1\/x2+y2 /1+y'2 dx

ile tanimlanan bir fonksiyonel olsun. Integrant hem x hem de y yi icerdiginden,

d ,x2+y2 , ’1+y’2 _
a( 1+y12 y ) - y x2+y2 - 0 (3.17)

Euler-Lagrange denkleminin ilk integralleri yoktur. Diger taraftan /x?2 + y? teriminin

Ornek 3.6.3.

varligi, polar koordinatlari akla getirir.
x =x(@,r) =rcos®
y =y(@,r) =rsin®

olsun. Bu doniistim diizgiindiir ve

d(x,u) Xg Yo\ _ —rsin® 7rcos@\ _
a(@,7) ke’ (xr J’r) - det( cos®  sing® ) -

oldugundan (r # 0) doniisim tekil olmayandir. Varsayalim ki r, @ nin bir
fonksiyonudur. O zaman,

, Yoty 7T rcos@+sin@r
Xg+x,7 —rsin@+cos@r

oldugundan,

1+ y'%dx = \Jr2 +72d@
elde edilir. Boylece J fonksiyoneli,
K[r] = [y rVrZ +72d0 = [} F(r,7)d® (3.18)

(3.18) seklindedir. integrant @ ye acik bagl olmadigindan karsilik gelen Euler-Lagrange

denkleminin bir ilk integrali vardir.

oF 72
H(T,T.') = TE—F = ﬁ—rvrz + 12 = sabit
yani,

F=rycrt—1 (3.19)

olur. Burada c,, sifirdan farkl bir sabittir. (3.19) denklemi integre edildiginde,

. 1
= —=sin” >=(Z)+Cz

j dr 1 1 (
rycrt—1 2 172
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1

)
C1

olur, burada c, bir sabitir. Boylece K; = —, K, = —2c, i¢in (@) fonksiyonu,

K
—; = sin(—20 + K,)
r

= —sin(20) cos K,
+ cos(2@) sinK, = —2 sin @ cos @ cos K, + (2 cos®> @ — 1) sinK,
ile verilir. Kartezyen koordinat sisteminde yukaridaki ifade,
K, = x?sinK, — 2xy cos K, — y?sinK, (3.20)

ifadesine esdegerdir.

Tamm 3.6.1. (Varyasyonlar Hesabi ile Jeodezik)

Sekil 3.2. Bir X yiizeyi lizerinde herhangi iki nokta.

¥, bir yiizey ve Py, P; X lizerinde farkli iki nokta olsun (Sekil 3.2). Jeodezik
problemi, yay uzunlugu minimum olan ve u¢ noktalar1 Py, P; olan egri (veya egriler)
bulmaktir. Bu 6zellige sahip olan egriye jeodezik denir (Van Brunt, 2004). Jeodezikler
teorisi, diferansiyel geometride en ¢ok gelisen alanlardan biridir.

Varsayalim ki Z,

7:0 - R3

konum vektdriiyle tanimlansin. Burada o, R? nin bos olmayan, baglantili bir acik alt
kiimesidir. (u, v) € o igin,

7(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u, v))
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seklindedir. Varsayalim ki 7, o lizerinde bir diizgiin fonksiyondur. Yani x, y ve z,

(u, v) nin diizgiin fonksiyonlaridir ve

ar o7
patAtew e 0 (3.22)

dir. 7, o nin X lizerinde birebir haritalamasidir. Eger y, X lizerinde bir egri ise 0 zaman
o da dyle bir ¥ egrisi vardir ki 7 altinda y ya haritalanir. Béylece X tlizerinde herhangi
bir egri, o da bir egri olarak goriilebilir. Varsayalim ki P, ve P; noktalar1 sirasiyla

To =7(ug,vp), 17 =7y,v;)
7o Ve 17 e denk gelir. 7, dan 77 e herhangi bir y egrisi, bir ¥ egrisini (u,,v,) dan
(uq ,v1) e haritalanir.

Jeodezik problemi igin dikkatimizi, Z {izerinde 7, dan 77 e olan diizgiin, basit
egrilerle (kendi kendini kesmeyen) sinirlandiralim. T, bu tiir tiim egrilerin olusturdugu
kiime olsun. Boylece eger y € I ise 0 zaman,

R() = #(u;, v ), t € [ty 1] (3.22)
formunda bir y parametrizasyonu vardir. Burada R(t,) =7 ve R(t,) =75, u ve v,
[t ,t;] arahiginda diizgiin fonksiyonlardir. Oyle ki tiim t € [ty , t;] igin

w@) +v@) £ 0 (3.23)
olur. Parametre uzay1 o da son sart sunu garanti eder. ¥ egrisi de bir diizgiin egridir ve

1yl taniml1 bir birim teget vektoriine sahiptir. y boyunca yay uzunlugunun diferansiyeli,

. oF o7 2
ds? = |R'(0] dt? = |>-u'(0) + 5-v'(0)| de?
ou v

= (Eu” 4 2Fu'v' + Gv"")dt?

ile verilir. Burada,

2
or

av

F_a? or
T ou ov’

or

E=|—
u

E, F ve G fonksiyonlarina birinci temel formun veya metrik tensoriin bilesenleri denir.
Bu bilesenler sadece u ve v ye baghdir. Ayrica

or or
_/\_

= EG — F?
Ju Jv

0zdesligine ve (3.21) sartina gore,
I =Eu” + 2Fu'v' + Gv"”
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kuadratik formu pozitiftir.
L bir minimum ve

u(ty) = uo, v(ty) = g

u(ty) =uy, v(ty) = vy

olmak {izere, y nin yay uzunlugu,

ty
Lyl = | VEuw? + 2Fu'v' + Gv™dt

to
ile verilir. Boylece jeodezik problemi, u ve v fonksiyonlarini (yani ¥ egrisini) bulmaktir

(Van Brunt, 2004).
Ornek 3.6.4. Diizlemde jeodezik

(x0,¥0) = (0,0) ve (xq,y1) = (1,1) olsun. y(x) ile tammlanan (x € [0,1]) bir egrinin

yay uzunlugu,

1
Iyl =f 1+y2dx
0

ile verilir. Diizlemde jeodezik problemi, yay uzunlugunu minimum yapan Yy

fonksiyonunu belirlemeyi gerektirir. C2[0,1] deki fonksiyonlarla smirlandirildiginda
y(0)=0, y@®=1

seklinde olur. Eger y, J icin bir ekstremal ise o zaman Euler-Lagrange denklemi

saglanmalidir. Boylece,

d<af) of _df_ v \_o_,

aa_yl _E_a ’1+y/2

4

y

f1+y’2

olmalidir. Bu son denklem, y' = ¢; sartina esdegerdir ki burada c; bir sabittir. Sonug

yani,

= Sabit

olarak J i¢in bir ekstremal,

y(x) = cx +c
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formunda olmalidir. Burada c,, bir diger integrasyon sabitidir. y(0) = 0 oldugundan
c, =0 ve y(1) =1 oldugundan c¢; =1 dir. Dolaysiyla tek ekstremal y(x) = x ile
verilir ki bu da diizlemde (0,0) dan (1,1) e olan dogru parcasidir.

Ornek 3.6.5. Kiire yiizeyi iizerinde jeodezik

u =60 ve 9 = ¢ olsun. Varsayalim ki t = u olsun. Boylece ¢, 6 nin bir fonksiyonu

olarak gorebilir. O zaman kiire i¢in yay uzunlugu fonksiyoneli,
J[¢] = f:: 1+ ¢'2sin26 do (3.24)

olur. Burada ¢', % 1 gosterir. Integrant ¢ i acikca icermez. Boylece Euler-Lagrange
denklemi,

¢r2sin26
Ji+¢2sin20 1 (3.25)

denklemini verir, burada c; bir sabittir.

$'%sint6 < ¢'*sin?0 < 1+ ¢'sin? 6
boylece —1 < ¢; < 1 olmaktadir. Dolayisiyla ¢4, sin a sabiti ile yer degistirilebilir.
(3.25) denklemine gore,

, sina

sin 8Vsin%6 — sin?a

olur. Boylece,

o sina
b=| i+ §
6, sin {4/sin?{ — sina

seklinde yazilabilir. Burada § = ¢(6,) dir. Yukaridaki denklem

tana

cos(p +B) = — (3.26)
bagintisini {iretir veya kartezyen koordinatlarda,
xcosf —ysinf =ztana (3.27)

(3.27) denklemi, kiirenin merkezinden gecen bir diizlemin denklemidir. Jeodezik, bu
diizlemin kiire ile kesisimine karsilik gelir. Boylece jeodezik biiyiik ¢cemberin bir yay1

olmak zorundadir.
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Ornek 3.6.6. Dido problemi

Dido problemi, E? de sabit uzunlugun belirledigi alanin maksimum olma problemidir.
1
1= Ef(ydx —xdy); J, = f”l + y'2dx
1 1
J=]1—2), =Ef(ydx—xdy) —f/l 1+y2dx = f [E(y—xy’) - AJ1 +y’2]dx

1
f=§(y—xy’)—/w1+y’2

d(éf) af_O
dx\ay'/ dy

of X Ay’ aif 1
v\ T w2
Y 1+y’2 Y/

d X Ay’ 1_0
dx\ 2 [ .| 2
1+y
1 d Ay’ 1
/1+y’

d Ay’
_ Y =1

y' = u donlislimii yapilirsa

Trw =@’

2u? = (¢ — x)? + u?(c; — x)?
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[Az — (¢ — x)z]uz =(c1 — x)z

u? = (¢, —x)°
A2 — (¢, — x)?

u=+=+ i
7 e

ﬂ__*_ c1—X

—x)d
y:if (Cl x)x +C2

VA% = (¢ — x)?

cG—x=t
—dx =dt
y=if tdt ..
Nyere
22—t =w,-2tdt = dw
y:i% %+02=i%2ﬁ+c2=iﬁ+c2

y=4/B -2+ = [P~ (a-0)7 +
y—c =122 = (c; —x)?
r—c2)? =22 —(c; —%)?
-+ (x—c)? =2
(Dym ve Shames, 2013; Lanczos, 1970; Van Brunt, 2004).

3.7. iki Bagimsiz Degisken

Coklu integrallerle tanimlanan fonksiyoneller i¢in birinci varyasyona bakilarak
integrantin iki bagimsiz degisken i¢erdigi durum ele alinacaktir.

Q, 0Q st ve Q = du U Q kapalihig ile R? de sinirlandirilmis bir bolge olsun.
C%(Q), tiim u: Q — R fonksiyonlar uzayin gostersin. Oyle ki u, ikinci dereceden kismi

tiirevlere sahiptir.

Jlul = [f fCx,y,u,p,q) dxdy (3.28)
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formunda bir J:C*(Q)) - R fonksiyoneli diisiinelim. Burada p = u,,q = u, ve f,
X,y,u,p Ve q nun bir diizgiin fonksiyonudur. Sabit u¢ noktali varyasyonel problemin bir
benzeri olarak burada ise bir u € C%(Q) fonksiyonu bulmaktir. Oyle ki ,

u(x,y) = uo(x, y); (x,y) € 0Q (3.29)
formundaki bir sinir sart1 i¢in bir ekstremumdur. Burada uy: dQ — R, verilmis bir
fonksiyondur.

Tek bagimsiz degiskenli durumdaki gibi yaklagabiliriz. Varsayalim ki u, J i¢in
(3.29) sinir sartina uyan bir ekstremaldir ve

u(x,y) = ulx,y) + en(x,y)
olur. € yeterince kiiciik bir parametredir ve n € C2(Q) dir. Ilaveten 4 nin (3.29) smr
sartin1 saglamasi gerekir ve boylece tiim (x,y) € 9 i¢in,
n(x,y) =0 (3.30)
olur. Aksi durumda n keyfidir. Yeterince kiiciik bir € i¢in Taylor teoremine gore,
fey,0,9,9) = f(x,y,u+enp+eny,q +eny)

0 0 0
=f(xy,u,p 9 +e{ a—f+nx af+ny a£}+ 0(g?)

olur, buradap = i, = p + en, ve § = i, = q + &n,, dir. Boylece,
N of of of
=t = e [[ fn5e +n. 5+ 0, 5 dxdy + 06
elde edilir. Eger J, u da bir ekstremuma sahip ise, € mertebeli terimlerin sifir olmasi
gerektigi gosterilebilir. Boylece (3.31) sartin1 saglayan tiim n € C2(Q) igin,

1 {n 3+ m h 4 my 52} dxdy = 0 (331)
olur. Sabit u¢ noktali problemde oldugu gibi ancak (3.31) sartindan keyfi fonksiyonun
tiirevlerini elememiz gereklidir.

Herhangi ¢,y: Q - R fonksiyonlar1 igin (6yle ki ¢, ¢y, Y, streklidirler)

Green teoremine gore,

ff (Z—f + a—lp) dxdy = aﬂql)dy —Ydx

olur.

d d
¢=nst, w=nZ (3.32)
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olsun. n ve f, diizgiin fonksiyonlar oldugundan (3.32) denklemi keyfi n i¢in saglanmak
zorundadir. u € C2(Q) ve f diizgiin oldugundan integrantta 7 nin katsayisi bir diizgiin

fonksiyondur. Dolayisiyla

2636 -2 639

gerekli sart elde edilebilir. (3.33) denklemi, ayn1 zamanda (3.29) sinir sartin1 saglayan

bilinmeyen u fonksiyonu i¢in bir ikinci dereceden kismi diferansiyel denklemdir. Bu

diferansiyel denklem, i(a—f) — 9 — 0 denkleminin benzeridir ve (3.33) denklemine
dx \oyr dy

de Euler-Lagrange denklemi denir (\Van Brunt, 2004).
Ornek 3.7.1.

Q, x? + y? < 1 ile tanim bir disk ve

JIul = Jf 0% + ¢*)dxdy (3.34)
olsun. Siir gartlar igin varsayalim ki tiim (x,y) € dQ = {(x,y):x% + y? = 1} i¢in,
uo(x,y) = 2x2 -1 (3.35)

olsun. Bu fonksiyonel i¢in Euler-Lagrange denklemi,

9%u | 0%u _
axz  ayz

0 (3.36)

olur. Eger J, u € C%(Q2) de bir ekstremuma sahip ise u, (3.36) kismi diferansiyel

denkleminin bir ¢oziimii ve (3.29) sinir sartini saglamak zorundadir (Van Brunt, 2004).
Ornek 3.7.2.

r:Q - R3,

r(xy) = (6y,ulx,y) (3.37)
formunda bir fonksiyon olsun. Bu durumda 7, bir & c R3 yiizeyi tanimlar. ¥ nin yiizey
alani,

Jlu] = [ /1 +p? + q?dxdy (3.38)
ile verilir. Varsayalim ki minimal yiizey problemine bakilsin. Bu problem, (3.29)

formundaki sinir sartlar1 altinda J i¢in bir minimum bulmaktan ibarettir. Geometrik
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olarak problem bir yilizey bulmayi gerektirir. Bu yiizey parametrik olarak (3.37)
formunda tanimlanabilir. Oyle ki yiizey (kapal1) y uzay egrisini igerir ve y, 7y: 9Q - R3
ile tanimlanir. Burada,
0%, y) = (%, ¥, uo(x, )

yizey alani, 7y wuzay egrisini igeren diger diizglin yiizeylerle kiyaslandiginda
minimumdur. Euler-Lagrange denklemi,

A+pHt—2pgs+ (1 +qg*>)r=0 (3.39)
denklemine indirgenir. Burada,

0%u 0%u 0%u

oz 0x0y b= dy?

dir. Bir ylizeyin ortalama egriligi parametrik olarak ((3.37) formunda),

r

o = (1+p?)t—2pgs + (1 +q)r

21 +p% + qz)%
ile verilir. Boylece minimal yiizey probleminin ¢oziimleri geometrik olarak,
H =0
sart1 ile karakterize edilir.
Eger J, u da bir ekstremuma sahip ise u,
Ar+2Bs+Ct+D =0 (3.40)
formundaki bir denklemi saglamak zorundadir. Burada A,B,C ve D, x,y,u,p Ve q
degiskenlerinin fonksiyonlaridir. Béylece Euler-Lagrange denklemi, u ekstremali i¢in
quasi-lineer ikinci dereceden kismi diferansiyel denklemdir. Bu tiir denklemleri i¢eren
sinir deger problemlerini ¢6zmek olduk¢a zordur ve belirli problemler i¢in ¢oziimlerin
varlig1 ve tekligi ile ilgili sorularin cevaplanmasi zor olabilir. Bu problemler icin sinir
sartlar1, ¢c6ziim metodunda merkezi bir rol oynar ve burada, tek degiskenli durumda
kendilerini giiclii bir sekilde ortaya koymayan sorunlar vardir. lyi bir simnir-deger
probleminin tek bir ¢éziimii vardir ve ¢6ziim, sinir sartlariin kii¢lik pertiirbasyonlarina
gore kararlidir.
Bazi durumlarda Euler-Lagrange denklemini siniflandirmak miimkiindiir. (3.40)

diferansiyel denklemine,
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a) Hiperbolik, eger AC — B% < 0 ise

b) Parabolik, eger AC — B? = 0 ise,

¢) Eliptik, eger AC — B? > 0 ise

denir. Smiflandirma, integral ylizeyindeki karakteristikler bir 6zel egri sinifinin
varligina dayanir. Bir karakteristik, integral yiizeyi iizerinde bir egridir. Bu egri boyunca
diferansiyel denklem ve baslangi¢/sinir degerleri, tiim ikinci dereceden tiirevleri tek
olarak belirlemez. Hiperbolik denklemler, iki reel karakteristik aileli integral yiizeylere
sahiptir. Parabolik denklemlerin, bir karakteristigi olan integral yiizeyleri vardir. Eliptik
denklemler, reel karakteristikleri olmayan integral yilizeylere sahiptir. Karakteristiklerin
varlig1, problemin tipini gii¢lii bir sekilde etkiler.

Genelde A, B ve C katsayilari, x,y,u,p ve q degiskenlerine bagli oldugundan
Euler-Lagrange denklemini, yukaridaki kategorilerden birine sokmaya gerek yoktur. Bu
katsayilarin isaretleri ve buiytlikliikleri bir denklemi Q) daki bazi noktalarda hiperbolige,
diger noktalarda eliptige degistirebilir. Daha da 6nemlisi, katsayilar ¢oziimiin kendisine
bagl olabilir. Ger¢ekten de siniflandirma, denkleme, bolgeye ve ¢oziime baglidir. Yine
de Oyle durumlar vardir ki burada denklem, ¢6ziimii bilmeden simiflandirilabilir.
Ornegin eger katsayilarin tamam sabit ise o zaman siniflandirma sadece bu sabitlere
baglidir. (3.36) Laplace denklemi agikga eliptiktir.

r—t=0
dalga denklemi agikg¢a hiperboliktir. (3.39) denkleminin de eliptik oldugu gosterilebilir
(Van Brunt, 2004).

3.8. Yiiksek Mertebeden Tiirevler iceren Fonksiyoneller

Euler-Lagrange denklemine gotiiren argiimanlar, yiiksek mertebeden tiirevler
iceren fonksiyonellere genisletilebilir. Dogal olarak fonksiyon uzaylari, yiiksek
mertebeden tlirevlerden olusan ilave kisitlamalar icermelidir.

y(x0) = ¥0,¥ (x0) = ¥'0,y(x1) =¥,y (x1) = ¥4
formundaki sinir kosullari ile beraber,

Iyl = f 1f(x,y,y’,y”)dx

0
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formundaki bir fonksiyoneli ele alalim. Burada varsayalim ki f, x,y,y’,y" ne gore
siirekli iiglincii mertebeden kismi tiirevlere sahiptir ve y € C*[x,, x;] dir. Dolayisiyla S
kiimesi,

S={r € C*xox1l:y(x0) = y0,¥"(x0) = ¥'0,¥(x1) = ¥1,¥"(x1) = y'1}
ve H kiimesi de

H = {n € C*[xo, x1]:n(x0) = n'(x0) = n(x1) =1'(x,) = 0}

ile tanimlanur.

Varsayalim ki J, S deki y € S de bir yerel minimuma sahiptir. § = y + en olsun
ve J[y] — J[y] farkini ele alalim. Taylor teoremine gore,

f9.9.9") = floy +eny' +en',y" +en’)
=fGy.y,y")+ E(n%+ n’g—;;, + n”%) +0(e?)

Ve sonug olarak,

1,0 0
J91-J0 =e [ (5 + 0 5 0wt 0)

olur. Boylece bu fonksiyonelin birinci varyasyonu,
1,0 0
8/n.yl = fxo (n£+n’a—§,+n a}f)dx

elde edilir. Eger J, y de bir yerel ekstremuma sahip ise tim n € H igin

/[yl =0 (3.41)
birinci varyasyon sifira esittir. 17 nin tiirevlerini elemek i¢in kismi integrasyon
yapabiliriz. Birinci varyasyonda n'' niin varhigi, iki kere kismi integrasyon yapilmasi
gerektigini gosterir.

jxln” afd —Tli _an (af)dx
X ayll ayll x d ayll

0

T [ e ()
~ Tax ay"” xgndx2 ay"” x= %o Tax? ay" x

Xo

olur, burada smir sartlart 71(xy) =0, n'(xy) =0, n(x;) =0, n'(xy) =0 dir.

n(xy) = 0 ve n(x;) = 0 smur sartlarin1 kullanirsak,

[ fhacmngh = [ ()=~ ugp (e
x, Oy ay’xo x, dx\o0y’' v dx\0y'

0
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elde edilir. Boylece (3.41) sarti,
of d [of d? ( of
Jo s~ =)+ Gr)tax =0 (342)

dy dy ay'!
denklemine indirgenir. Bu denklem tim 7 € H igin saglanmak zorundadir. f
integrantinin i¢lincli dereceden siirekli kismi tiirevlere sahip oldugunu varsayarsak

herhangi bir y € C*[x,, x,] igin,
_Of dof of
£ =50~ (53 iz 3or)

dy dx\dy' ay"
terimi, [x,, x, ] araliginda siirekli olmak zorundadir. y, dérdiincii dereceden
d? ( of of
dx? (63/ ) (63/ ) 6 =0 (3'43)

Euler-Lagrange denklemini saglamak zorundadir. Yukaridaki denklem, bir y € S
fonksiyonunun J fonksiyonelinin bir ekstremali olmasi igin gerekli sarttir (Gelfand ve
Fomin, 1963; Van Brunt, 2004).

Ornek 3.8.1.

4 j (/") — 2py)dx
0

olsun. Burada p bir sabittir ve y(0) =y'(0) =0 ve y(1) =y'(1) =1 dir. Bu
fonksiyonel i¢in Euler-Lagrange denklemi,
yPx) =p
seklindedir. Bu denklemin genel ¢oziimii,
1
y(x) = pr“‘ +cx3 + cx? + c3x + ¢y
olur, burada ¢, lar sabittir. y(0) =0 ve y'(0) = 0 sartlarina gore ¢, = ¢c3 = 0 dir.

y(1) =1 ve y'(1) = 1 sartlarina gore ise %+ c1+c,=1ve §+ 3c; +2¢, =1 dir.

Boylece ¢c; = —1 — % vec, =2+ 2% tiir. Dolayisiyla ekstremal
_ p PN,z
y(x)—2 (1+12) (2+24)

olur.
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(Bolim 3.5.1) deki gibi sonuglarin yiiksek dereceden tiirevler igeren
fonksiyoneller i¢in benzerleri vardir. Ikinci mertebeden durum igin eger integrant y i

icermiyorsa o zaman agiktir ki Euler-Lagrange denklemi i¢in integral elde edilebilir.

d (c’)f ) of bit
dx\ay"') oy sabt
eger integrant x degiskenini igermiyorsa herhangi bir ekstremal boyunca
oAy — lla_f_ ’ i of _6f _F :
HO,Y', ") =y 2=y (5 (55) — 35) - f = sabit (3.44)

olur (Van Brunt, 2004).



4. KLASIK MEKANIKTE VARYASYONLAR HESABI

4.1. Klasik Mekanik

Mekanik, fizigin en eski dalidir. Makroskopik oOlgekteki cisimlerin, yani
giindelik hayatimizda karsilastigimiz boyutlardaki cisimlerin konumlarinin zamanla
degismesi veya durum ve yapilarinin bozulmadan kalabilmesiyle ilgili problemleri
inceler. Ug alt dala ayrilabilir:

1) Kinematik: Cisimlerin konumlarinin (zamanla) degisimini, yani hareketlerini ele alir.
2) Dinamik: Cisimlerin konumlarinin degismesine yol acan nedenler bilindiginde
cisimlerin hareketlerinin 6zelliklerinin nasil bulunacagini gosterir.

3) Statik: Cisimlerin durum ve yapilarinin bozulmadan kalabilmesi, yani dengede
olabilmeleri i¢in gerekli kosullar saptar.

Insanlarin giindelik gereksinimlerine yanit veren bazi basit sistemlerle, drnegin
kaldirag veya duragan dengede bulunan akiskanlarla ilgili kurallar milattan 6nce tiglincii
yiizyilda biliniyordu. Biitiin bu bilgilere karsilik mekanigin genel yasalarini ortaya
koyan Sir Isaac Newton olmustur. Newton’a uygun bilgi ortamimi saglayan ise
Galilei’nin ve ¢agdasi bazi arastirmacilarin, yaptiklar1 deneylerden elde edilen sonuglara
dayanarak, gelistirdikleri fikirlerdir. Newton yasalar1 adin1 alan {i¢ temel yasa {izerine
kurulan mekanik, 19. yiizyillda basta d’Alembert, Lagrange, Hamilton, Jacobi olmak
tizere pek cok arastirmacinin katkilariyla neredeyse kusursuz bir sistematik yapiya
kavusturulmustur. Newton yasalari lizerine kurulan biitiin yapi, bugiin Klasik Mekanik
olarak; 19. vyiizyilda gelistirilen sistematik yapiysa Analitik Mekanik olarak

isimlendirilmektedir (Rizaoglu ve Siinel, 2008).
4.2. Eylem Fonksiyoneli ve Lagrange Fonksiyonu
Mekaniksel sistemin hareket denkleminin genel tanimi1 Hamilton prensibi olarak

adlandirilan en kii¢lik etki prensibi ile belirlenebilir. Bu prensibe gore herhangi bir

mekaniksel sistem, belirli bir fonksiyon L(q1,92, )% G1, 92, -, Gn, t) il ifade
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edilebilir. Bu L fonksiyonunu L(q,q,t) ile gosterecegiz. Sistemin hareketi asagidaki
sartlar1 saglamak zorundadir:

Varsayalim ki, t = t; ve t = t, zamanlarinda sistemin uzaydaki yerini g ve
q® koordinatlar1 belirtsin. Hamilton prensibine gore sistem bu iki nokta arasinda oyle
bir yoriinge boyunca hareket etmelidir ki,

%)
s= f L(q, ¢, D)dt
t

1

integrali en kiiciik degere sahip olsun. S integraline eylem denir. Sistemin koordinatlari
ve hizlar1 onu kesinlikle belirttiginden, sistemin Lagrange fonksiyonu koordinatin daha
yiiksek mertebeden tiirevlerine bagl degildir (Arnold, 1989; Bliss, 1946; Giaquinta ve
Hildebrandt, 1996; Goldstein, 1980; Landau ve Lifshitz, 1976).

L(91,92, 95,91, G2, -, qs, t) fonksiyonuna sistemin Lagrange fonksiyonu
denir. Burada q, ler, fiziksel sistemin genellesmis koordinatlar1 (sistemin uzaydaki
yerini belirleyen, ayni birimde olmak zorunda olmayan nicelikler), g, lar genellesmis
hizlar (genellesmis koordinatlarin zamana goére tam tiirevleri), t zaman ve s, sistemin
serbestlik derecesidir (sistemi tamimlamak i¢in gerekli bagimsiz biiyiikliiklerin
sayisidir). T, fiziksel sistemin toplam kinetik enerjisi ve U da potansiyel enerjisi olmak
tizere Lagrange fonksiyonu,

L=T-U
seklinde tanimlanir (Forsyth, 1927; Gelfand ve Fomin, 1963; Landau ve Lifshitz, 1976).

4.3. Birka¢c Bagimh Degisken Durumu

Varyasyonel problemler tipik olarak birka¢ bagimhi degiskene bagl
fonksiyonelleri igerir. Ornegin klasik mekanikte bir tek pargacigin konumunu
tanimlamak i¢in ti¢ bagimli degisken (x(t),y(t),z(t)) gereklidir. Burada birkag
bagimli degiskene ve tek bir bagimsiz degiskene bagli fonksiyoneller i¢in Euler-
Lagrange denklemleri tiiretilmistir.

C%[to,t1], G:[to,t.] » R™ fonksiyonlar kiimesini gostersin. Oyle ki
d =(q1,92 -.,q,) icin qx € C%[to, t;] dir (k=12,..,n). C%[ty,t;] bir vektor

uzayidir ve
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R max sup
Gl =p =12,..3 ¢ €[ty £,] 19O

gibi bir norm, bu uzayda tanimlanabilir. Tek bagimli degisken durumunda oldugu gibi,

normun se¢imi uygulamaya baghdir.

/141 = f;} 1,4, q)dt (4.)
formunda bir fonksiyonel alinsin. Burada (), t ye gore tirevdir ve L, t, qx, Ve i ya
gore strekli ikinci dereceden kismi tiirevlere sahip bir fonksiyondur
(k=12,..,n). Verilmis iki ¢o, ¢, € R™ vektorii i¢in sabit u¢ noktali problem,
q(ty) = go ve q(t;) = g, sartlar1 altinda | i¢in yerel ekstremumlar1 belirlemekten
ibarettir. Burada,

S ={q € C*[to, t1]:G(to) = Go ve G(t1) = G1 }
seklindedir. Yine bir 3 yakin fonksiyonunu
G=q+en
pertiirbasyonu olarak gosterebiliriz. Burada n = (14,13, ..., 1,). Bu durum igin,

H = {n € C*[ty, t1]: n(ty) = n(ty) = 0}

olur.
Yeteri kadar kiigiik € i¢in, Taylor teoremine gore,
n
3 5 3 5 S oL . oL
L (t,q,q) = L(t,q +en,q + en) = L(t,q,q) + ez (nka—+ nka—,> + 0(€?)
~ qr qrx

olur ve sonug olarak,

-yt = [0 (edd)ae- |

0 t

by L oL ,
=£f Z(nka—+nka—_)dt+0(£ )
to &4 Ak 4k

elde edilir. Boylece bu fonksiyonel i¢in birinci varyasyon,

51 *]—ftlzn:( oL . aL)dt
n’q to k=1 r]k aqk T]k aq-k

yazilir. Eger J, ¢ da bir yerel ekstremuma sahip ise 0 zaman ¢ nun bir ekstremal olmas1

t1 )
L(t,q,q)dt
0

i¢in gerekli sart, tim n € H igin,
6/[n.Gl =0 (4.2)
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olmasidir. (4.2) sart1i, n tane keyfi fonksiyonun ve bu fonksiyonlarin tiirevlerini ihtiva
ettiginden otlirii daha karmagiktir. Ancak n € H fonksiyonlarini uygun segmek problemi
kolay ¢ozilebilir hale getirebilir. H; = {(n4,0, ...,0) € H} ile tanimlanan fonksiyonlar
kiimesini ele alalim. (4.2) sart1 tiim 1 € H; i¢in saglanmak zorundadir ve herhangi bir
n € H, igin bu sart,

[0 (o + 1 2) dt = 0 (4.3)

to \"1ag, 1aq,
sartina indirgenir. Biliyoruz ki bu sart, bir ekstremal i¢in gerekli sart olarak,
4 ("’_L) _9_,
dt\dq,/ Jq
Euler-Lagrange denklemine gotiiriir. Yukaridaki yaklasim, J nin, ¢ da bir yerel

ekstremuma sahip olmasi i¢in (H nin uygun bir alt kiimesinin se¢imi ile) uyarlanabilir.

Bu taktirde,

d s0L daL
a(a—ql)‘a—fo
d /0L dL
%(a_qz)_a_qfo

4 (a_L) _9k
dt\dqn/ 0qn
olur. Yukaridaki sart, n tane bilinmeyen q,, q5, ..., g, fonksiyonlart i¢in n tane ikinci
dereceden diferansiyel denklemden olusan bir sistemdir. Belirtmek gerekir ki eger ¢, bu
sistemi saglarsa o zaman (4.2) sart1, herhangi bir n € H icin saglanir. Ozetle asagidaki
sonucu verebiliriz (Bliss, 1946; Van Brunt, 2004).

Teorem 4.3.1. J: C%[to, t;] @ R,

t4 .
J1d) = j L(t,3,8)dt
t,

0
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formunda bir fonksiyon olsun. Burada ¢ = (q4,9q2, --.,q,) Ve L, k = 1,2, ...,n i¢in t, gy
Ve g ya gore ikinci dereceden kismi tiirevleri siireklidir.

S ={q € C?[to, t1]:G(to) = Go ve G(t1) = g, }
olsun. Burada ¢, g; € R" verilmis vektorlerdir. Eger ¢, J i¢cin S de bir ekstremal ise

k=1,2,..,nicin,

d (0L oL
ZGr) =0 (4.4)

yazilir (Lanczos, 1970; Van Brunt, 2004).
4.3.1. Serbest diisme hareketi

Yerden h kadar yiiksekten serbest birakilan m kiitleli bir cismin hareketini ele
alalim. Bu hareketi 6nce Newton ile sonra da Lagrange formiilasyonu ile inceleyelim.
Cismin hareket yonii, +y yonii olarak segilsin. Cisim ilk hizsiz olarak sadece
yergekiminin etkisi altinda g ivmesi ile hareket edecektir. Bu durumda cismin ivmesi
Newton formiilasyonuna gore (bir boyutlu hareket igin vektorel denklem yazmaya gerek

olmadig1 hatirlanarak),

d
a=g=d—: (4.5)

olarak yazilir. Bu denklemin ¢6ziimii,
1 .
y() = Egt +cit+cy

seklindedir. Cisim, ilk hizsiz serbest birakildigi igin, ¢; = 0 ve ¢, = h olmalidir. Bu

durumda ¢6zlim,

1
y(©) =h+5gt°
olur.

Ayni1 problemi Lagrange formiilasyonu ile ¢o6zelim. Cismin Lagrange
fonksiyonu, L = %myz — mgy yani kinetik enerji ile potansiyel enerjinin farkidir. Bu
taktirde Euler-Lagrange denklemi,

d <6L> oL
dt\ay/ ady

olur. Bu denklemin ¢oziimii



y=g (4.6)
olur, bu da (4.5) denkleminin kendisidir.

4.4, Varyasyonlar Hesabinin Baslangici: Brachystochrone Problemi

Bir tel boyunca durgun halden sadece kiitle ¢ekiminin etkisi ile kayan bir
boncugun baslangic noktasindan bitis noktasina en kisa zamanda varabilmesi i¢in
yorlingenin geometrik formu ne olmalidir (Sekil 4.1)?

Brachystochrone problemi bu sorunun cevabini arar. Brachystochrone en kisa
zaman demektir. Burada toplam mekanik enerji = siirtiinme olmadigindan

kaybolmayacaktir.

A 4
x

(xq,50)

(1,91)

Y ¥

Sekil 4.1. Brachystochrone problemi.

T+ U =E = sabit
oldugundan, potansiyel enerjideki degisim, kinetik enerjideki degisimin negatifine esit
olacaktir. Yani,
1

2 =
> mv” =mgy

Buradan,

v =29y
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yazilabilecegi hemen gériiliir. Inis zamanini, inis egrisinin bir fonksiyoneli olarak

T =Jly] =f—“1j_yy’2dx

olur (1/2g g¢arpani sabit oldugundan, fonksiyonele dahil edilmemistir). (Boliim 3.5.2)

yazarsak,

deki 6zel durum g6z 6niine alindiginda,

f1+y’2 yl

veya

y(1+y") = Clz =¢
olur. Burada y’' = tan 8 doniisiimii yapildiginda
y(1+tan?6) = ¢,
y = ¢, cos? 8
1
y = le(l + cos 20)

denklemde c¢; = Cz—l olarak alindiginda

y = ¢3+c3cos20
dy = —2c; cos8sin6 do

, dy sin6
Y “dx cosf
cos 6 cos 8 _
dx = p— dy = " (—2c; cosOsin6 db)
2¢4q 1
x=c4—7—clzsm29

X = C4 — 2¢360 — c3sin 260
x(8) ve y(8) codzimleri, cycloid egrisinin parametrik denklemleri elde edilir
(Caratheodory, 1999; Goldstein, 1980; Van Brunt, 2004).
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4.5. Ornekler

Ornek 4.5.1.

1
JIq] = fo (‘1.12 + (‘722 - 1)2 +q,% + CI1Q2) dt
ve G(0) = gy, (1) = g, olsun. Bu fonksiyonel i¢in Euler-Lagrange denklemleri,
"1'1_‘11_%‘12 =0 4.7)
q2 — %Ch =0 (4.8)

denklem sistemine karsilik gelir. (4.8) denklemi, g, i1 (4.7) denkleminden elemek i¢in

kullanilabilir ve bu dordiincii dereceden bir denklem verir:
2q, — 26, — 2, =0 (4.9)

Bu lineer diferansiyel denklem i¢in karakteristik denklem,
1
2ut =22 —==0
U =3
yukaridaki gibidir ve bu denklemin kokleri,

—+iiler
‘111,‘[12—_2 \/E )

N| =
—_

,ng,,u4,=i =ilm,mER

V2
seklindedir. Boylece (4.9) denkleminin genel ¢6ziimii,

q,(t) = cret1t + c et2t + ¢5 cos(mt) + ¢4 sin(mt)
olur, burada ¢ lar, g(0) = Gy, G(1) = ¢, sinir sartlari ile belirlenen sabitlerdir. g, (t)
fonksiyonu da (4.8) denklemi kullanilarak q,(t) den ¢ikarilabilir. Eger L, t ye agik
bagli degilse gosterilebilir ki herhangi bir ekstremal boyunca,

H zn: . oL L bit
= dx =—— — L = sabi
o~ 04y

elde edilir (Van Brunt, 2004).
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Ornek 4.5.2. ki boyutta Fermat ilkesi

Klasik mekanik varyasyonel ilkelerle doludur ve bunlardan biri olan Fermat ilkesi sunu
ifade eder: Isik uzayda herhangi iki nokta arasinda hareket ederken en az zaman
harcayacag1 yolu tercih eder. Iki boyutlu uzayda Fermat ilkesini varyasyonel formda

yazarsak,
T = % [ ds (4.10)

olur. Burada c, 1518 bosluktaki hizidir ve bu hiz sabit oldugundan (4.10) deki

fonksiyonel

Jy()l = [ds = [T+ yZdx (4.11)
formunda yeniden yazabilir (Gelfand ve Fomin, 1963; Lanczos, 1970; Van Brunt,
2004).

Ornek 4.5.3. Zincir problemi

Ayni yiikseklikte ve aralarinda h kadar mesafe olan iki noktaya uglari sabitlenmis olarak

asilmis bir esnek zincir diisiiniilsiin (Sekil 4.2).

=2 x=lf2 =z

;>

vy

Sekil 4.2. Zincir egrisi.

Zincirin aldig1 sekli bulmak isteyelim. (Sekil 4.2) de goriildigi gibi zincir 2-
boyutlu uzayda yukaridaki gibi bir bi¢im alacaktir. Zincirin kesit alani ve kiitle

yogunlugu p, sabit olsun.
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Zincir sadece kendi agirliginin etkisi altindadir. Bu durumda zincirin denge
durumunda alacagi sekli bulmak i¢in potansiyel enerjisini minimum yapmamiz gerekir
(Van Brunt, 2004). Zincirin ds birim uzunlugunun potansiyel enerjisi,

au = pgy
olacaktir. Burada g yergekimi ivmesi, Y ise secilen birim uzunlugun, potansiyel
enerjinin sifir noktasindan olan yiiksekligidir. Toplam potansiyel enerji, yiiksekligin
fonksiyoneli olarak yazilabilir.

1/2
Uly] = j pgyds = f pgy\ 1+ yidx
-1/2

Burada y, = dy/dx. pg bir sabit oldugundan, potansiyel enerji i¢in fonksiyoneli
asagidaki gibi yeniden yazabiliriz.

1/2
Iyl = jyx/1+y§dx
-1/2

Bu fonksiyoneli minimum yapan y(x) fonksiyonunu bulmak i¢in varyasyonun sifira

esitlenmesi gerekir. Bu durumda

8/[y] =0,
olur.
d (of\ of _
a(a)‘a—o

Euler denklemine esdegerdir. Burada f(x,y,y,) = y4/1 + y2
of Vs

a)’x_\/1+y,?

ve

d
o V1+y2
dy

ifadelerini Euler denkleminde yerine yazarak,

Yyux =¥ —1=0
denklemine ulasiriz. Bu denklem, ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel

denklemdir ve burada y,, = d?y/dx? dir. Bu diferansiyel denklemi ¢zmek igin

Ve = ulx,y)
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dontistimii yapilirsa,
udu dy
w1y
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem, degiskenlerine ayrilabilir

formdadir ve denklemin her iki tarafinin integrali alinabilir. Integrasyon sonucunda,

denklemine ulasilir. Burada c¢; integrasyon sabitidir. y, = u(x,y) doniisimiini

kullanirsak,

denklemini elde ederiz. Her iki tarafin integrali alinirsa,

2
X+c,=cln l+ y—z—l =c1cosh‘1<l)
C1 C1 (o5}

sonucuna ulasilir. Burada c,, baska bir integrasyon sabitidir. Bu denklemi asagidaki gibi

yeniden yazabiliriz:
X
Yy = ¢4 cosh (— + c3>
€1

Burada c; = c¢,/c; dir. x =0 da y, =0 oldugundan c; = 0 olur. Bdylece esnek

kablonun alacagi sekli belirleyen fonksiyon,

y(x) = ¢, cosh (%)

elde edilir.



5. iIKINCi VARYASYON

Euler-Lagrange denklemi, bir fonksiyonelin bir ekstremuma sahip olmasi i¢in
gerekli sartlarin en 6nemli kismini olusturur. Euler-Lagrange denklemi, sonlu boyuttaki
optimizasyon problemleri olan birinci tiirev testine benzerdir. Temel analizden bilindigi
tizere sifira esit olan ilk tiirev, yerel minimum / maksimum igin yeterli sart degildir.
Ayni sekilde Euler-Lagrange denkleminin saglanmasi, fonksiyonelin yerel minimumu
icin yeterli sart degildir. Euler-Lagrange denkleminin bir ¢éziimiiniin yerel minimum
tirettigini iddia etmek i¢in ikinci tiirev testine benzer bir sonuca ihtiya¢ vardir. Bu

boliimde yerel minimumlar / maksimumlar igin gerekli sartlar ele alinmistir.
5.1. Sonlu Boyutlu Durum

Bir kararli noktanin tek degiskenli bir fonksiyonda bir yerel ekstremum olup
olmadigini belirlemek i¢in ikinci tiirev testi gereklidir.

f:Q - R, Q€ R? bolgesinde bir diizgiin fonksiyon ve x = (x;,x,) € R? i¢in
X = x + en olsun. Eger ¢ yeteri kadar kiigiik ise Taylor teoremine gore,

0 0
f(a?)=f(x)+€{n1 [D i, g;ﬁj)}

21 ox2 | M2y 5y T2 ey 2

82{ , 0% (%) 0%f (x) ,0%f (%)
21 m"—F_5

} + 0(&?)
olur. Eger f, x te bir kararli noktaya sahip ise o0 zaman V£ (%) = 0 ve denklem

F@) = F@) +Z 0 +0(e?) (5.1)
formuna indirgenir. Burada,

9%f(x) 9%f (x) 0%f(x)
_ 2 2
pm=m o2 + 2n41, 3x,01, + 1, 95,2

ile verilmistir. Bir kararli noktanin dogasi, x te sifir olmayan en kii¢ilk mertebeli
tirevler ile belirlenir. Eger ikinci tiirevlerden biri sifirdan farkli ise o zaman
f(®) — f(x) in isareti ¢ nin isareti ile kontrol edilir.

Sifirdan farkli 7 € R? igin karesel terimler daima pozitif veya daima negatif

olabilir fakat bu terim bazi n lar i¢in pozitif bazilar1 i¢in negatiftir. Ekstremumun
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karakteri, ¢ nin (n nin se¢imine bagli olarak) isaretinin etrafinda doner. ¢ (n) = 0
oldugunda isaret degisimleri takip edilebilir. Eger n # 0 ise 0 zaman ya n, ya da n,
sifirdan farklidir. Genelligi kaybetmemek i¢in 1, # 0 olarak alalim. ¢, 1 nin stirekli bir
fonksiyonudur ve eger ¢ isaret degistirir ise bazi n lar igin n # 0 olmalidir ki
¢@(n) = 0 olsun. Boylece,
(%Yfﬂﬂ+ﬂgyﬂ@+mﬂ@

0x,? N, 0x,0x,  0Xx,2 =0

karesel denklemi i¢in bir reel ¢6ziim olmak zorundadir. Bu denklemin ¢6ziimlerinin
dogasi, x te ¢ kuadratik formunun,

07@)Wﬂ@_<yﬂ@y

A=
0x,%2  0x,2 0x,0x,

diskriminanti ile belirlenir. Bu karesel denklemin en fazla iki ¢6ziimii olabilir. Eger reel
¢Oziimler var ise o zaman ¢ isaret degistirebilir. Eger karesel denklemin reel ¢oziimleri
yok ise o zaman bir siirekli fonksiyon olarak ¢, asla isaret degistirmez. ¢ = 0 1n asikar
olmayan ¢Ozlime sahip olup olmadigi A nin isaretine baghdir. Eger A(x) < 0 ve

af(x) af()

ax

+ 0 (veya

# 0) ise 0 zaman ¢ belirsizdir ve iki farkli ¢izgi boyunca sifir

olur. Bu durum i¢in x in bir kiigiik komsulugu B(x;¢), dort kisima ayrilabilir. Bu
kisimlarin ikisinde ¢ > 0 ve diger ikisinde ise ¢ < 0 dir. Bu durumda ¢ ye belirsiz
denir.  Acikga  gorildigi gibi  x, yerel ekstremum {iretemez  ¢linki
f(&) — f(x) in isareti, n nin secimine baghdir. A(x) < 0 i¢in olan kararli noktalara
semer noktalar1 denir.

Tersine, eger A(x) > 0 ise o zaman karesel denklemin reel ¢dziimleri yoktur.
Sonug olarak ¢, isaretini degistirmez. Bu durumda ¢ ye tanimli denir ve x, bir yerel
ekstremuma karsilik gelir. Ekstremum tipine, x ten gecen herhangi bir 6zel egrinin
incelenmesi ile karar verilebilir. En basit olarak boyle egriler, y;(n1) = (n1,0) ve
y2(n2) = (0,1,) e karsilik gelir. Eger x, bir yerel maksimum/minimum ise n; = 0,
y1(11) i¢in bir yerel maksimum/minimuma karsilik gelir (n, = 0, y,(#,) i¢in bir yerel

f( ) o? f(x)

maksimum/minimuma karsilik gelir). Boylece eger < 0 (veya < 0) ise

af()

f(x) bir yerel maksimum ve eger >0 (veya

62)’:( > 0) ise f(x) bir yerel
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minimumdur. f in, x te ikinci tirevlerinin tamamu sifir olmasa dahi A(x) = 0 olabilir.
Bu durumda B(x; €) da x = (x;(0),x,(0)) dan gecen bir dogru vardir ve burada ¢ sifir
olur. Eger A(x) = 0 ise 0 zaman x e bir dejenere kararli nokta denir. Kararli noktanin
dogasini belirlemek i¢in agilimdaki kiibik terimler incelenmelidir. Eger x te, f in tiim
ikinci tiirevleri sifir olursa o zaman f (%) — f(x) in isareti tiglincii tiirevler ile belirlenir.
Yerel minimum i¢in bunlar x te sifir olmak zorundadir. Durum bu sekilde ise dordiincii
dereceden terimlerin isaretleri incelenmelidir.

Yukaridaki yaklasim ii¢ veya daha fazla bagimsiz degiskenli fonksiyonlara
uyarlanabilir.

f:Q - R, Q€ R* bolgesinde bir diizgiin fonksiyon olsun. x = (xy, ..., x,,), bir
kararli noktadir. O zaman, ayni iki degiskenli durumda oldugu gibi, Vf(x) = 0 dur.
f(x) — f(X) nin isareti, Taylor agilimindaki ikinci dereceden terimler tarafindan
kontrol edilir. X =x+¢en ve = (91,M2, ...,M) olsun. Taylor agilimindaki karesel
terimler,

o) =n"H@)n
formunda yazilabilir. Burada H, f igin x te Hessian matrisidir.
0’f(x) 9*f(x) 9*f(x)

0x,2  0x,0x, 0x,0x,
°f(x) 9*f(x) 8*f(x)

0x,0x; 0x,%2 "~ 0x,0x,

H(x) =

22f(x) 9f(x) 0 f(x)

0x,0x, 0x,0x,  0x,>

Bir kararli noktanin dogasi, H matrisinin tanimli olup olmadigina baghdir. Eger
H tanimli ise o zaman f, x te bir yerel minimuma sahiptir; eger H tanimsiz ise 0 zaman
x, bazi eger noktasi tiplerine karsilik gelir. Morse Lemmasi, kararli noktada Hessian
matrisinin bagimsiz degiskenlerinin sayist ile ayni ranka sahip oldugu siirece, kararli
noktalarin tipini siniflandirmak icin kullanilabilir. Bu sart1 saglayan kararli noktalara

non-dejenere denir (Van Brunt, 2004).



44

5.2. Morse Lemmasi

Xo, f diizgiin fonksiyonu i¢in bir non-dejenere kararli nokta olsun. O zaman Gyle
bir diizgiin tersinir koordinat doniisiimii x; — x;(v) vardir ki v = (v, vy, ..., Up), Xo 1n
bir N (x,) komsulugunda tanimlidir

fO) =f@) = fx) =12 =% = =02 + V307 + - + 0,2
0zdesligi, N (x,) boyunca saglanir. A tamsayisina x, da f in indisi denir.
V12 + 02+ 0% —vpq o — 2

fonksiyonuna bir Morse A-eyeri denir. Indis, diizgiin tersinir koordinat déniisiimleri
altinda bir degismezdir. Bdylece non-dejenere kararli noktalari siniflandirmak igin
kullanilabilir. Bir Morse n-eyeri bir yerel maksimumdur. Bir Morse 0-eyeri bir yerel
minimumdur. Eger A, 0 veya n degil ise o zaman Morse A-eyeri gosterir ki f(x) — f(X)
farki, x in se¢imine bagli olarak pozitif veya negatif olabilir. Morse lemmasinin bir
diger sonucu ise sudur: Kararli eyer noktalar1 izoledirler ve diizgiin tersinir koordinat
dontisiimleri izole kararli noktalari izole biraktigindan tiim non-dejenere kararli noktalar

izole olmak zorundadir (Van Brunt, 2004).

5.3. Sylvester Kriteri

X = (X1,X5, ..., Xy,) olsun ve A, bilesenleri a;; olan bir n x n simetrik matrisi
gostersin. Bir XTAX kuadratik formun pozitif tanimli olmasi igin gerek ve yeter sart
sudur: A nin her bir ana mindr determinanti pozitif olmalidir. Ozel olarak, detA > 0 ve
her bir kosegen elemani a;; pozitiftir.

Varsayalim ki x, f i¢in bir kararli noktadir ve

hll hlz nen hln
H = '
hnl hnz hnn

x teki Hessian matrisini gostersin. hy; > 0 ise kuadratik form pozitif tanimlidir ve



45

hi1 hi hlk\

hyy hyy..h
o hyy hyy hys | 21 N22 2k |
(hll h12), hy1 hyz hys |, ' |
2 ez hni hpp hgp k . /
hi1 hiz o Py

matrislerinin determinantlari, k € N,k < n icin pozitiftir. Eger XT(—H)X pozitif

tanimliysa kuadratik form negatif tanimlidir (Van Brunt, 2004).
5.4. Ikinci Varyasyon

Temel, sabit u¢ noktali varyasyonel problem ele alinsin. Burada y: [xy, x;] = R
fonksiyonu y(x,) = yo, y(x1) = y; sartiile
= [ f(xy,y)dx (52)
fonksiyonelini ekstremum yapan fonksiyon olsun. Varsayalim ki herhangi bir y
ekstremali i¢in f(x,y(x),y'(x)), xo m ve x; in bir komsulugunda diizgiindiir. J, y de
bir ekstremuma sahiptir. ¥, ¥ = y + en formunda yakin bir fonksiyondur. Burada € > 0
yeterince kiiciiktiir ve 7, [x,, x, ] iizerinde bir diizgiin fonksiyondur. Oyle ki
n(xy) =n(x) =0 olmak iizere J[($)] —J[y] nin 0(e?) terimlerine bakmamiz

gereklidir. Taylor teoremine gore,

a 2 62 2
f(x.f/.?’)=f(x.y,y’)+6< —f+n f)+2!<n 372 o7 +2 / f)

ay d y? ' ayy' ' ay'?
+ 0(e?)
olur. Burada kismi tiirevler (x,y,y") de deger almistir.
fyy = 62]; ’ fyyr = i ) fyryr = iﬁ
y dyy’ dy

Dolayisiyla,

1191 = JIy] = e8] n, ¥1 + ;6] [1,y] + 0(*)

olur, burada §/[n, y] birinci varyasyondur ve ikinci varyasyon

6%] = f (W% fyy + 2003 fyyr + N2 fyryr)dx

Xo
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seklindedir. y, J igin bir ekstremal oldugundan, §J[n,y] = 0 dir. Béylece

J9) = JIy] = 5 8%, 9] + 0(e?)
olur. Dolayistyla J[$] — J[y] nin isareti, §2J[(y)] e baghdir. Sonug olarak ekstremalin
dogasi, n nin farkli se¢imleri i¢in ikinci varyasyonun isaret degistirip degistirmedigine
baghdir. Bu asamada ¢o6ziilmiis Euler-Lagrange denklemi vardir ve boylece y
bilinmektedir. Dolayist ile f,,,, fy,, Ve f;,,, fonksiyonlar1 da x cinsinden bilinmektedir.
Bu durum, sonlu boyutlu durumdakine paraleldir ve sonlu boyutlu durumda Hessian

matrisinin bilesenlerinin sayisal degerleri bilinir (Forsyth, 1927; Gelfand ve Fomin,
1963; Bliss, 1946; Bolza, 1904).

Teorem 5.4.1. [x,, x;] tizerindeki diizgiin y fonksiyonlarinin kiimesi,
S ={y € C*[x,x,]: y(x0) = yo ve y(x1) = y1}
ile gosterilsin. Oyle ki y(xo) =y, ve y(x;) =y, olsun. H ise [x,,x;] lizerindeki
diizgiin n fonksiyonlarinin kiimesi
H = {n € C?[x0, x1]: n(xo) = n(x;) = 0}
ile gosterilsin. n(xy) = n(x;) = 0 olmak iizere yukaridaki arglimanlar su gerekli sarti
tiretir. Varsayalim ki J, S deki y de bir yerel ekstremuma sahiptir. Eger y bir yerel

minimum ise 0 zaman tiim 77 € H i¢in

6%J[n,y]1 =2 0 (5.3)
olur ve eger y bir yerel maksimum ise o zaman tiim n € H igin
§%J[n,yl <0 (5.4)

olur (Rund, 1966; Van Brunt, 2004).

5.5. Legendre Sarti

Bir fonksiyonelin bir yerel ekstremuma sahip olma sartinin gelistirilmesi sonucu
Legendre sartint verir. Bir yerel minimum veya yerel maksimum iiretmeyen
ekstremalleri filtrelemek i¢in kullanish bir sarttir.

Ikinci varyasyon, integrantta 7 terimlerini ' terimlerinden ayiran daha uygun bir

formda yazilabilir.
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Znn,fyy’ = (nz)’fyy’
oldugundan,

- ’ 2 Xo = 2 d " 2 d
.f 2nn fyy’dx =n fyy'|x1 - f n a(fyy’)dx = _.I- n a(fyy’)dx
Xo 0 Xo

X
olur. Burada, n(x,) = n(x;) = 0 sartlarim1 kullandik. B6ylece ikinci varyasyon
asagidaki gibi yazilabilir:
2 " 2 d 12
5][’7;3]]:[ <T] fyy_a(fyy’) +1n fyryr)dx
X

0
Legendre sartinin esasi: Eger f,,,, isaret degistiriyor ise belirli n € H segimleri
icin ikinci varyasyon isaret degistirmek zorundadir. Bu ispati vermeden Once ispati
destekleyen birkag yorum verilmelidir. n? ve 77’2 nin katsayilart x in bilinen

fonksiyonlaridir. A ve B, x € [x,, x4] igin,
A(X) = fyry (6, y(2), y' (X)) (5.6)
B(x) = fry (6,700, ¥' () = o= (fyr (1, ¥(0), ¥ (X)) (57)

ile tanimlanan fonksiyonlar olsun. f ve y diizgiin olduklarindan, hem A hem de B,
[x0, x1] araliginda stirekli fonksiyonlardir. A nin igareti 6nemli bir rol oynar ¢iinkii tim
X € [x, x1] igin |n(x)| in kiigiik oldugu fakat |n’(x)| in olmadigi n € H fonksiyonlari
vardir. Tersine, eger tim x € [xg,x;] i¢in |n'(x)| kiigiik ise o zaman, n nin diizgiin
olmast ve n(xy) =n(x;) =0 sartlari1 saglamasi gerektiginden (H nin elemani
olabilmesi i¢in), |n(x)| de tim x € [x,, x1] igin kiigtiktiir.
() = exp (—m), egerx € [c —y,c+v]
0, egerx & [c—y,c+V]

yaklasimi yukaridaki durumu gerektirir. Bu fonksiyonun diizgiin oldugu ve x, ve x; de
stfir oldugu gosterilebilir. Boylece H kiimesindedir. 7 nin maksimum degeri i dir. Fakat

ortalama deger teoremi gosterir ki x € (—y,c +y) nmn en kiigik degeri vardir ki

n'(x) = ﬁ dir ve tiirevlerin siirekliligine gore, bir I € (¢ — y, ¢) alt aralig1 vardir ki bu

1

r.
yn) di

aralikta tim x € I i¢in n'(x) >
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Burada bahsedilen konu |n'(x)| in nokta davramisi degil, daha ¢ok bu

fonksiyonun, ikinci varyasyonunu tanimlayan integrale etkisidir. Yine de alt aralik I

oldukea kiiciik olabilir ve x € I i¢in 77’2 (x), n?(x) ile kiyaslandiginda ¢ok biiyiik olsa da
integralin degeri tizerindeki toplam etkisi kiigiik olabilir. Net etki ise H deki

fonksiyonlari tiirev terimleri daima ikinci varyasyona baskin olacak sekilde bulunabilir
(Van Brunt, 2004).

5.5.1. Teorem (Legendre Sarti) /,
X1
I = [ feuy.ydx
Xo

formunda bir fonksiyonel olsun. Burada f; x, y ve y’ niin diizgiin fonksiyonudur.
Varsayalim ki J, S deki y de bir yerel minimuma sahiptir. O zaman tiim x € [x,, x;] i¢in
fyryr =0 (5.8)
olur.
Ispat: Yukaridaki notasyonu kullanarak varsayalim ki bir ¢ € [xg, x;] vardir ki A(c) <
0 dir. /, y de bir yerel minimuma sahip oldugundan Teorem 5.4.1 ¢ gore tim n € H i¢in
8%J[n,y] = 0 dir. Eger §%J[v, y] < 0 olacak sekilde bir v € H oldugu gosterilebilir ise
teorem ispatlanmis olur.

A, [x9,x;] de sirekli oldugundan Oyle bir y >0 vardir ki tim

A©)  gir

x€(c—y,c+y) icin A(x) < - H de oyle bir fonksiyon olusturalim ki

(c —y,c+v) da olmayan tiim x ler i¢in A ve B nin etkisini filtrelesin ve tiirevlerin

katkisini biiytitsiin.

(x —¢)
sin*| ——=, egerx€lc—y,c+
Vv(x) = < ” ) g [c=v,c+V]
0, egerx & [c—vy,c+yl
olsun. Simdi v € H oldugu ve

4_”in<w> (M) serx € [c— v, ¢+ 7]
V) = s ” cos y , egerx € c—y,c+y

0, egerx & [c—y,c+V]

oldugu gdsterilebilir. ikinci varyasyona katki yapan v’ {izerine bir iist stnir koyarsak:
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fXIA(x)v’Z(x)dx = fHVA(x)v’Z(x)dx

0 c=y
Y 16m? n(x—c n(x—c A(c)4?*m?
=f > sin( ( )>cosz<¥>dx<%2
c—y ¥ 14 Y 2y
_ 16A(c)n?
yZ

B, [c — vy, c + y] da siirekli oldugundan 6yle bir N > 0 vardir ki tiim x € [c —y,c + V]
icin |B(x)| < N dir. Boylece ikinci varyasyona katki yapan v igin de bir {ist siir
yazilabilir.
X1 ct+y ct+y TT(X — C)
f B(x)v?(x)dx = j B(x)v?(x)dx = f B(x) sin® <—> dx < 2Ny
X0 c—y c—y y
ve

16A(c)m?
52J[v, ] < %+ 2Ny

oldugundan ikinci varyasyon, eger secilen y keyfi kiiciik ise v i¢in negatiftir. y y1 kii¢iik
se¢cme Ozgiirliiglimiiz oldugundan, H de dyle fonksiyonlar vardir ki ikinci varyasyonu
negatif yapar. Bu Teorem 5.4.1 ile ¢elisir ve su sonuca varthr. Tim
X € [xg,x1] i¢in A(x) =0 dir. Yukaridaki sonu¢ kolayca J nin y de bir yerel
ekstremuma sahip oldugu duruma uyarlanabilir. (5.8) esitsizligine Legendre sart1 denir

(Bliss, 1946; Bolza, 1904; Courant ve Hilbert, 1966; VVan Brunt, 2004).
5.6. Eylem Fonksiyonelinin Ikinci Varyasyonu

Varyasyonlar hesabinin problemlerinden biri de birkag bagimli ve tek bir
bagimsiz degiskene bagl bir fonksiyonelin ekstremumlarini belirleme problemidir. Bu
tiir fonksiyonellere klasik mekanikte bolca rastlanir.

Klasik mekanikte bir parcacik veya bir parcaciklar sistemi igin eylem

fonksiyoneli

Sla®1 = [ 1(t,d,4)de (5.9)
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formundadir. Burada L(t, q, ﬁ), t ye, qx ya ve g, ya gore ikinci dereceden siirekli
tirevleri olan fonksiyondur. Pargacigin (veya pargaciklar sisteminin) Lagrange
fonksiyonu olarak adlandirilir ve
L=T-U (5.10)
seklinde yazilir, burada T sistemin Kinetik enerjisi, U ise sistemin potansiyel enerjisidir.
q = (91,92 - qn)
sistemin genellesmis koordinatlart ve
‘? = (91,92, > qn)
ise sistemin genellesmis hizlaridir. Burada n, sistemin serbestlik derecesidir.
V2[ty, t1], G:[to,t;] @ R fonksiyonlar kiimesini gostersin. Oyle ki
= (q1,92, .-, qy) i¢in q; € V?[t,, t;] dir, burada k = 1,2, ..., n dir.
do, 41 € R™ fonksiyonlari i¢in sabit u¢ noktali problem,

q(to) = do, qt) = (5.11)
sartlar1 altinda eylem fonksiyoneli S icin yerel extramumlari belirlemekten ibarettir.
Sy = 1{q € C*[to, t1]: G(to) = Go ve G(t1) = G} (5.12)

seklinde tanimlanan bir kiime olsun. Yeterince kiigiik € > 0 komsulugunda ¢ nun

komsu fonksiyonlarin

=q+en (5.13)

e

ile gosterelim. Burada,

n= (771:772; ---:Un)
ve 1, lerin tanimli oldugu kiime
H = {n € C*[to, ts]:1(to) = n(ty) = 0} (5.14)

olur. Taylor teoremine gore,

L(t q,q )—L(tq+en,q+en)

=L(t,4,4) + i( aL+' aL)

i=1
Z( 62L . 0% >+0(3)
ik 3= &

i,k=1

olur. Burada 0(&2), seri agilimimin iigiincii mertebeden terimleridir. Boylece,



ty ty
sldl -stdl = [ 1(ed.d)de~ [ 1(e.ddae
to to
t1 n
_ L(t**)+ z( oL c’)L)
- 4,49 g' Ulaql Thaql
to =1
+ £ zn: o°L L 2 0(e3)|dt
2 Ml 500+ 2Nk o5+ ik 5 5 +0(e%)
LLK=
(%1
. gz
- [ 1(e.dd)de = eosin. a1 + 5 6%slm.d1 + 0
to
elde edilir. Burada,
t oL ., oL
65 = [ 3, (m S, 5) dt (5.15)
eylem fonksiyonelinin birinci varyasyonu ve
2¢ _ (tion _ 92L e 0%L .. 0%
828 = [ Thems (mimi a0, T 2Nk 5o a0+ Nitlie _aqiaqk) dt (5.16)
eylem fonksiyonelinin ikinci varyasyonudur. Boylece,
N 2
S[q] - S[4] = €8S + =625 + 0(?) (5.17)
olur. Eger ¢, eylem fonksiyoneli S i¢in bir ekstramal ise
55=0 (5.18)
olmak zorundadir. (5.18) denkleminin esdegeri olan Euler-Lagrange denklemi
d (oL oL
() ~3e =0 (5.19)

olur ki burada k = 1, 2, ..., n dir.

Bu durumda S [5] — S[g] nun isaretini ikinci varyasyon belirler. Yani
ekstramalin tiirinii ikinci varyasyon tayin eder. (5.3) ve (5.4) esitsizliklerine benzer
olarak, eger

525=>0 (5.20)
ise tiim n € Higin ¢, S fonksiyoneli i¢in bir yerel minimumdur. Eger
525<0 (5.21)

ise tim n € Higin g, S fonksiyoneli igin bir yerel maksimumdur.
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5.7. Eylem Fonksiyoneli I¢in Legendre Sarti

9%L 92L 92
=L, —— = L4 ——— = L4 22
0999y @i’ 0q;0dy qidr’ 84,04 didx (5.22)

olsun. Bu tanimlar1 (5.16) ile verilen ikinci varyasyon ifadesinde yerine yazarsak o

zaman ikinci varyasyon,

2

52 9L . 0%L . . 0%L
olur. (5.23) denkleminin integrantlndakl ikinci terim,

n n d
Z 2NNy = Z a(ﬂmk)

i,k=1 i,k=1

olarak yazilabilir. Kismi integrasyonla

t1 n t1 n d
J Z 2niMiLq,q, At f Z T (MM Lg,q, @ —J 2 UiUkELqiqk dt
£

o Lk=1 k=1 ty Lk=1
elde edilir. Burada,
n(ty) =n(t) =0

sartlar1 kullanilmistir. Béylece ikinci varyasyon,

d .
8%J[n, ql f Yik=1 [Tlink (Lqiqk — ELqic'zk) + Tlkaqiqk] dt (5.24)
olur. (5.8) ile verilen Legendre sartina benzer olarak eylem fonksiyoneli i¢in de
YikLgg, =0 (5.25)

sartin1 yazabiliriz. Yani eger tim t € [t,, t;] igin (5.25) sart1 saglaniyor ise (5.12) ile
tanimlanan S kiimesindeki ¢, J fonksiyoneli igin bir yerel minimumdur.

(5.25) ile verilen sartin kullanilmast i¢in fiziksel sistemin kinetik enerjisi ve
potansiyel enerjisi (dolayisiyla Lagrange fonksiyonunu), kartezyen koordinatlardan
genellestirilmis koordinatlara doniistiiriilmelidir.

X = %i(q1, Gz, -, qns ) (5.26)
Bu doéniistimler altinda kartezyen koordinatlardaki hizlar da genellesmis hizlara kolayca
doniistiiriilebilir.

> dx; ax; . al
v_x—zjx ; (5.27)



53

Eger sistemin potansiyel enerjisi hizlarin fonksiyonu degilse 0 zaman (5.25) sart1 igin
sadece kinetik enerjiyi doniistiirmek yeterlidir.

Yukaridaki doniigiimler altinda kinetik enerji asagidaki gibi doniisecektir:

1 ) 1 dx; . axi
T:ZEmivi ZZEmL aq]qj at
L L

Burada toplam, sistemdeki parcgaciklar lizerindendir. Bu agilirsa kinetik enerji,

2

seklinde ii¢ terimin toplami olacaktir, burada

dx; 0x;
M; = Zml t 9q;
qj

olmak kaydiyla,
r 1 <6xl>2
0= £2.2™ gt
l
T, =) Mg,
J
1
T, = EZ M q;qx
ok
bi¢imindedir.

Gortldiigii gibi T,, genellesmis hizlardan bagimsiz, T; genellesmis hizlara lineer
bagl, T, ise genellesmis hizlara karesel baghdir. Eger (5.26) ile verilen doniisiimler
zamana acik bagl degilse kinetik enerjinin sadece son terimi T, sifirdan farkli olacaktir.
Bu durumda sistemin kinetik enerjisi,

T = %Zj,k M;1q;qx (5.29)
olur. Yukarida tanimu verilen simetrik M, tensorii kiitle tensoriidiir.

Sonug olarak (5.25) ile verilen, eylem fonksiyonelinin minimum olma sart1,

z z 0°T 1 02 9 (M )>0
i aq,aqk L.00,0% 2420007 - U
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olur. Buradan,
My =0 (5.30)

kosuluna ulasilir.
Ornek 5.7.1.

(5.30) kosulu, (Bolim 4.3.1) de verilen serbest diisme hareketine uygulandiginda,

yukarida verilen

Iy _z dx; 0x;
"= 2™ g, s

ifadesinde, i, j, k = 1 olur. Ciinkii fiziksel sistem tek bir cisim (i = 1) ve hareket tek bir
kartezyen koordinat igerir (x; = y). Hareket igin genellestirilmis koordinat da tektir
(j, k = 1). Dolayisiyla x; = q; = y alinirsa,
My =my;=m=0
bulunur. Sonug olarak, (4.6) denkleminin ¢6ziimiinden bulunan ekstremalin, hareketin
eylem fonksiyonelini minimum yapmasi i¢in gerekli kosul
m=0 (5.31)

olur.



6. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde elde edilen (5.30) bulgusu sunu ifade eder: Bir mekanik sistemin eylem
fonksiyonelinin birinci varyasyonunun sifira esitlenmesiyle (veya Euler-Lagrange
denklemlerinin ¢oziilmesiyle) elde edilen ekstremallerin, sistemin eylem fonksiyonelini
minimum yapmast i¢in gerekli sart, sistemi olusturan pargaciklarin kiitleleriyle iligkili bir
sarttir. Eger sistemin kiitle tensorii pozitif tanimli ise sistemin eylem fonksiyonelinin
birinci varyasyonun sifira esitlenmesinden bulunan ekstramaller, eylem fonksiyonelini

minimum yapar.
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