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OZET

Anahtar kelimeler: Diyofant denklemleri, Pell denklemleri, siirekli kesirler,
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari

Bu calismanin ilk bdliimiinde Diyofant denklemleri ile ilgili literatiir bilgisi ve
Fibonacci ve Lucas sayilari ile genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin temel
ozellikleri verildi.

Ikinci boliimde ise siirekli kesirler ve Pell denklemleri hakkinda temel tanim ve
teoremlere yer verildi.

Uciincii boliimde, ilk olarak bazi sayilarin siirekli kesir agilimlar1 hesaplandi. Daha
sonra bu stirekli kesir agilimlar1 kullanilarak bazi Pell denklemlerinin tiim pozitif
tamsay1 ¢oziimleri verilerek ikinci dereceden bazi Diyofant denklemlerinin tiim pozitif
tamsay1 ¢ozlimleri belirlendi.

Calismanin dordiincii boliimiinde k tek tamsayi iken Jacobi sembolii ve kongiirans
ozellikleri kullamlarak, x2? =V, (k,—1) +V,_;(k,—1) ve x2=U,(k,—1)+
U,—1(k,—1) denklemlerinin tim tamsay1 ¢Oziimleri elde edildi. Sonrasinda ise
dordiincii dereceden bazi Diyofant denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edildi.

Besinci boliimde bazi dzel a degerleri igin az? — 1 = U,,,(k,—1) — U,,(k,—1) ve

az? —1 = Uyp4q1(k,1) denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri bulunarak dérdiincii
dereceden bazi Diyofant denklemlerinin tiim pozitif tamsay1 ¢éztimleri belirlendi.

Vi



SOLUTIONS OF SOME SPECIAL DIOPHANTINE EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Diophantine equations, Pell equations, continued fractions, generalized
Fibonacci and Lucas numbers

In the first section of this work, literature information about Diophantine equations,
Fibonacci numbers, Lucas numbers, generalized Fibonacci numbers and generalized
Lucas numbers is given.

In the second section, basic theorems and definitions about continued fractions and
Pell equations are given.

In the third section, firstly, continued fraction expansions of the some numbers are
calculated. Later, all positive integer solutions to some Pell equations are given by
using this continued fraction expansions and all positive integer solutions to some
quadratic Diophantine equations are determined.

In fourth section of this work, when k is an odd integer, all integer solutions to the
equations x2 =V, (k,—1)+V,(k,—1) and x? =U,(k,—1)+ U,(k,—1) are
obtained by using Jacobi symbol and congruence. Later, all positive integer solutions
to some quartic Diophantine equations are given.

In the fifth section, for some special values of a, all integer solutions to the equations

az? —1="U,1(k,—1) = U,(k,—1) and az? — 1 = Uy,,,(k, 1) are found. Finally,
all positive integer solutions to some quartic Diophantine equations are determined.

vii



BOLUM 1. GIRiS

Degiskenleri ve katsayilari tamsay1 olan iki veya daha fazla bilinmeyenli denklemlere
“Diophantus denklemi” diger bir adiyla “Diophantine (Diyofant) denklemi” denir.
Diyofant denklemleri, adin1 3. yilizyilda yasadigi tahmin edilen Antik Yunan
matematik¢i Diophantus’tan almistir. Diyofant denklemleri ile ilgili ii¢ temel soru
vardir:

1. Denklem ¢oziilebilir mi?

2. Denklem ¢oziilebilir ise ¢dziimlerin sayist sonlu ¢oklukta midir? Yoksa

sonsuz ¢oklukta midir?

3. Denklem ¢oziilebilir ise tim ¢dziimleri nelerdir?

Diophantus, ikinci dereceden

ax? + bx = ¢

denklem tipini ele aldi. Tarth boyunca bir¢ok matematik¢i, Diophantus’un

denklemlerinin 6zellikle asagidaki bigimleriyle ilgilenmislerdir.
ax + by = c (Dogrusal Diyofant denklemi)

x% + y? = z? (Pisagor denklemi)

x™ + y™ = z" (Fermat’in son teoremi)

x? — dy? = N (Pell denklemi)



y? = x3 + ax + b (Bigimindeki eliptik egri)

Bu denklemleri Fermat, Euler, Lagrange, Gauss gibi {inlii matematikgiler de ¢alismistir
ve bu matematikg¢iler baz1 Diyofant denklemlerinin ¢oziimiinii degisik yontemler
kullanarak bulmustur. Bu yontemlerden bazilari; ¢arpanlara ayirma, matematiksel
tiimevarim, modiiler aritmetik, siirekli kesirler, parametre kullanma, esitsizlikler,
Fermat’in sonsuz inis yontemidir. Daha sonralari ise denklem ¢6ziimlerini bulmak i¢in
cebirsel sayilar teorisi bilgileri kullanildi. Yakin zamanda da Sidney Universitesindeki
bir grup tarafindan gelistirilen MAGMA programi kullanilarak bir¢ok eliptik egrinin
rasyonel ¢oziimleri kolaylikla hesaplanmaya baslandi. Bu metotlar ve Diyofant

denklemleri ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [ 1-9] numarali kaynaklara bakilabilir.

Tarihte Fibonacci dizilerinin ortaya ¢ikmasi ve bazi 6zel Diyofant denklemlerinin
¢oziimleri ile bu dizilerin iliskisinin kesfi Diyofant denklemlerini daha ilging bir hale
getirmistir. Liber Abaci’de (1202) Fibonacci, “Modus Indium (Hintlilerin Y 6ntemi)”
adin1 verdigi ve giliniimiizde Arap-Hint sayilar1 diye bilinen modern ondalik say1
sistemini tanitmistir. Bu kitap giindelik hayatta ticari defter tutma, 6l¢ii birimlerini
cevirme, faiz hesaplama, para bozma ve degistirme vb. islemlerde, bu sistemin
kullaniminin 6nemini gostermistir. Bu kitap Avrupa’da tahsilli insanlar arasinda hizl
bir sekilde yayilmis ve Avrupa’nin miispet bilimde ilerlemesine 6nemli katkilar
olmustur. Liber Abaci’de ayrica kapali bir ortamdaki bir tavsan ailesinin artisinin, her
tavsan ¢iftinin bir ay sonra bir yavru yapip onun da bir ay sonra bir yavru yapacagi
gibi ideal varsayimlar altinda hesaplanmasindan bahsedilmistir. Bu problemin
¢Ozlimiinde tavsan ciftlerinin sayisinin artigin1 gosteren sayi dizisi Fibonacci dizisi
olarak adlandirilmistir. 6. ylizyildan beri Hintli matematikgiler tarafindan bilinen bu

dizi Avrupa'ya ilk olarak Fibonacci tarafindan tanitilmistir [10,11].

Fy = 0 ve F; = 1 baslangi¢ kosullarina sahip ve n > 1 igin

Fopy1 =E +F4

tekrarlama bagintisi ile tanimlanan (F,) dizisine Fibonacci dizisi ve F, sayisina da n.



Fibonacci sayis1 adi verilir. a = %(1 + \/E) ve = %(1 - \/ﬁ) olmak {izere n.

Fibonacci sayisi

an_Bn

E
n a_ﬁ

formilii ile hesaplanir. Fransiz matematik¢i Sacques-Phillipe-Marie Binet (1786-
1856) 1843 yilinda F,, i¢in bu formiilii bulduktan sonra, bu formiil Binet formiilii olarak
adlandirildi. Aslinda bu formiil ilk 6nce 1718’de Fransiz matematik¢i Abraham De
Moivre (1667-1754) tarafindan genel fonksiyonlar kullanilarak bulundu. Ayrica bu
formiil, bunlardan bagimsiz olarak 1844’de Fransiz miihendis ve matematik¢i Gabriel

Lame (1795-1870) tarafindan da elde edildi.

Italya’da dogan Fransiz astronom ve matematik¢i Giovanni Domenico Cassini’nin
1680°de ve bundan bagimsiz olarak 1753’te Robert Simson’in (1687-1768) Glasgow
Universitesinde buldugu

Fo1Fpe1 — Fn2 =(-D"(n=1)

formiilii baz1 yeni 6zdesliklerin elde edilmesinde kullanildi.

Fibonacci dizisinin baslangic sartlar1 degistirilerek Lucas dizisi denilen yeni bir dizi

olusturuldu. Bu dizi, Ly = 2 ve L; = 1 baslangi¢ kosullarina sahip ve n > 1 i¢in
Lpy1=Ln+ Ly

tekrarlama bagintisi ile tanimlidir. Bu dizinin Binet Formiili, a = %(1 + \/E) vef =

%(1 — \/§) olmak tizere

L,=a™+p"



bigimindedir.

Fibonacci ve Lucas dizileri birbiriyle iliskilidir. Fibonacci ve Lucas sayilartyla ilgili

asagida verilen 6zellikler ¢ok iyi bilinmektedir.

Lpy1+ Lyp_q = 5K,

Foy1 + Fpoq = Ly,

Fon = Lk,

Ve

[2 — 5F2 = 4(—D™

Fibonacci ve Lucas sayilarinin

F2mn+r = (_1)mnE"(m0dFm);

LZmn+r = (_1)anr (mOdFm):

FZmn+r = (_1)(m+1)nE*(m0dLm)

Ve

L2mn+r = (_1)(m+1)nLr (mOdLm)

kongtirans 6zellikleri bu sayilarla ilgili yeni 6zelliklerin bulunmasinda 6nemli bir rol

oynar [12].

Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [10-20] numaral1 kaynaklara

bakilabilir.



Daha sonra Fibonacci ve Lucas dizilerinin genel formu olan genellestirilmis Fibonacci
ve Lucas dizileri tanimlanmistir ve bu dizilerle ilgili bazi yeni 6zdeslikler bulunmustur.
k ve t tamsayilar olmak iizere k? + 4t > 0 olsun. Bu durumda genellestirilmis

Fibonacci dizisi

Up(k,t) =0,U;(k,t) =1

ve n > 2 olmak iizere

Up(k,t) = kUp_1(k,t) + tU,_,(k,t)

tekrarlama bagintisi ile tanimlanir. Benzer bicimde genellestirilmis Lucas dizisi

Vo(k, t) =2,V,(k,t) =k

ve n > 2 olmak iizere

V,(k,t) = kV,_1(k, t) + tV,_,(k,t)

tekrarlama bagintisi ile tanimlanir. k =t =1 i¢in (U,) ve (V;,) dizileri sirasiyla
Fibonacci ve Lucas dizilerine doniisiir. k = 2 ve t =1 i¢in (U,) ve (V,) dizileri
sirasiyla Pell ve Pell-Lucas dizilerine doniisiir ve bu diziler sirasiyla (P,), (Q) ile

gosterilir. x? — kx — t = 0 karakteristik denkleminin kokleri

_ k+Vk2+4t k—Vk2+4t
2

olmak tlizere

a,n_ﬁn

a—

Un(k,t) =

ve V(k,t) =a™+ "

formiilleri gegerlidir. Ayricaa + f =k ve aff = —t dir.



k+VkZ+4 k—VkZ+4

> ve a=f= olmak iizere

Ozel olarak, t = 1 icin a =

Un(k, 1) = 255 ve Wk, 1) = a” + B
. k+VkZ—4 _ k—VkZ—4 ,
vet=—ligha=——— ve a=f= olmak tizere

2

U, (k,—1) = “":ﬁ" ve V,(k,—1) = a™ + g™

a

dir. Ayrica n € N i¢in negatif terimli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari

Unp=—-(t)"Uy ve V. =(-t)""W

ile tanimlanur.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili boliinebilme o6zellikleri bu

dizilerle ilgili yeni 6zellikler elde edilmesinde kullanilabilir. U,, # 1 ve 1}, # 1 olmak

izere boliinebilme 6zelliklerinden bazilari
Un|U, © m|n,

V|V, © m|n ve % tek tamsay1

ve

VU, © min ve % cift tamsay1

bi¢imindedir [17-20].

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili ayrintili bilgi ig¢in [17-28]

numarali kaynaklara bakilabilir.



2. deredeceden

ax? + bxy + cy®* =k

genel denklemi "Gauss’s Disquisitions Arithmeticae" kitabinin ana konularindan
biridir. Diyofant denklemlerinin 6zel bir bigimi olan Pell denklemlerinin bazilarinin
cOzlimleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile verilebildiginden bu
denklemler matematikg¢ilerin ilgisini ¢gekmistir.

d tamkare olmayan bir dogal say1 olmak tizere

x? —dy?=+1

Diyofant denklemlerine Pell denklemleri denir. d tamkare olmayan bir dogal say1 ve

N tamsay1 olmak tizere
x2—dy?=N
Diyofant denklemine ise genel-Pell denklemi denir.

Eger u ve v tamsayilar1 i¢in u? — dv? = N ise u + vvVd ’ye (veya (u, v)’ye) x% —

dy? = N denkleminin bir ¢6ziimiidiir denir.

d tamkare olmayan bir pozitif tamsay1 ve u,u’, v, v’ pozitif tamsayilar olmak tizere

u+vVd veu' +v'\/d, x* — dy? = N denkleminin herhangi iki ¢oziimii ise
a u=u vev=vdireut+v/d=u+vVd dir
b. u>u ise v>v dire u+vvd >u' +vVd dir

Bu yiizden x? — dy? = N Pell denkleminin ¢dziimleri arasinda bir siralama vardir.

Boylece Pell denklemlerinin her zaman bir en kiigiik ¢6ziimii bulunabilir. d tamkare



olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere x? —dy? =1 Pell denkleminin pozitif
tamsay1 ¢Oziimleri arasindan x’in en kii¢lik degerini aldig1 (x, y) ¢dziimiine denklemin
temel ¢Oziimii denir. x tamsaysi en kiiciik degeri aldiginda, y ve x + y+/d tamsayilari
da en kiigiik degerini alir. Bu yilizden birinin alabilecegi en kiigiik tamsay1 degerini
almasi temel ¢oziimii bulmak i¢in yeterli olur. Pell denklemleri ile ilgili daha fazla
bilgi edinmek i¢in [29-36] numarali kaynaklar incelenebilir. Asagidaki tabloda ikinci

dereceden bazi Diyofant denklemlerinin ¢oziimleri verildi.

Tablo 1.1. Bazi Ikinci Dereceden Diyofant Denklemleri ve Coziimleri

Ozel durumlar ~ Denklemler Coziimler (n = 1 olmak lizere)
x? —5y% =1 (x,¥) = (Len/2, Fsn/2)
x% -5y =-1 (6, y) = (Len-3/2, Fon—3/2)
x? -2y =1 (6, ) = (Q2n-2/2, P3n—2)
x% = 2y% =-1 (x,y) = (Q2n-1/2,P2n-1)
x2—7y? =-1 Denklemin tamsay1 ¢oziimii yoktur.
x2—-5y2=4 (6, y) = (Lzn, F2n)
x? -5yt =—-4 (x,¥) = (Lzn-1, Fan-1)
x2—xy—y?=1 (6, y) = (Fznt1, F2n)
x2—xy—y*=-1 (x,y) = (Fan, F2n-1)
x2-3xy+y*=1 (x,¥) = (Fan+2, F2n)
x*=3xy+y*=-1 (x,y) = (Fan-1,F2n-3)
x? —3xy+y?=-5 (x,¥) = (Lan, Lan—2)
x2=3xy+y?=5 (6, y) = (L2n-1, Lan-3)
x? = (k* +Dy* =4 () = (Van(k, 1), Uzy (k, 1))
~ 2 o x?—(k* +4)y* =4 (x,y) = (Van-1(k, 1), Upp_y1(k, 1))
£ 3 2oky-yi=-1 (6,) = Uz (1), Uy s (, 1)
x*—(k* —4)y* =4 (x,y) = (h(k, —1),Up(k, —1))
gé x2— (k2 —4)y? = -4 Tamsay1 ¢6ziimii yoktur.
" :_2 x? —kxy+y?=-1 Tamsay1 ¢6ziimii yoktur.
< X2 —kxy +y? =1 () = Wnas (b, =1), Uy Ck, ~ 1)
_ x?—kxy —y? = —(k* +4) (x,y) = (Van-1(k, 1), Van_2(k, 1))
D -
‘;: é g x2—kxy—y?=k?*+4 (,y) = (Van(k,—1), Vo1 (k,—1))
. x2 —kxy +y? = —(k? — 4) 6, y) = (VG (k,—1), V1 (k,—1))
o % _"é é x2—kxy+y?=k?-4 Tamsay1 ¢6ziimii yoktur.




Tablo 1.1°deki denklemlerin ispatlarini incelemek ve bu denklemlerle ilgili daha fazla

bilgi i¢in [1,34,37-41] numarali kaynaklara bakilabilir.

Tablo 1.1°deki denklemlerin ¢6ziimlerinden yararlanarak, ¢oziimleri genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas dizileri olan baska ilging Diyofant denklemlerinin ¢oziimleri de

bulunabilir.

Literatirde

ax* + bx%’y +cy*—d =0

bicimindeki denklemlerinin ¢ézlimlerini inceleyen ¢ok sayida makale bulunmaktadir.
Coztimleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari olan ikinci dereceden Diyofant
denklemleri ¢aligildiktan sonra ayni denklemlerin 4. dereceden olanlarinin da
¢Oziimleri bulunmustur. Bunun i¢in 6nce tamkare bi¢imindeki Fibonacci ve Lucas

sayilar1 daha sonra da genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar1 calisilmistir.

Moser [42] ve Rollett [43], tamkare bicimindeki Fibonacci sayilar ile ilgili bir
konjektiir ortaya atmistir. Cohn [44-45], Burr [46] ve Wylie [47] bu konjektiirii
ispatladi. Daha sonra benzer sonuglar1 Lucas sayilar icin Cohn [45] ve B. Alfred [48]

elde etmistir. Asagidaki tabloda bunlar verilmistir.

Tablo 1.2. Bazi tamkare ve tamkarenin katlari olan Fibonacci,Lucas ve Pell sayilar

Denklemler Coziimler

E, = x? n=20,%+1,2,12
E, = 2x? n=20,%3,6
L, = x? n=13

L, = 2x? n=0,+6

P, = x? n=20,17

P, = 2x? n=0,2

P, = 5x2 n=20,3

[42-54] numarali kaynaklara bakilarak bu sayilarla ilgili daha fazla bilgi alinabilir.
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1962 yilindan beri kx? bigimindeki genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari
arastirilmistir. Birgok yazar k tek ve t = +1 oldugu zaman k tamsayisinin 6zel
durumlarini goz oniine alarak U, = kx? ve V,, = kx? denklemlerinin ¢dziimlerini
inceledi. Cohn [55,56], k tek ve t = £1 oldugu zaman U, = 0,20 ve V,, = O, 20
denklemlerinin ¢oztimlerini verdi. w = {1,2,3,6} olmak iizere Mignotte ve Petho
[57], U, (k, —1) = wO denkleminin ¢6ziimlerini verdi. Ribenboim ve McDaniel [18],
k ve t tek ve aralarinda asal tamsayilar olmak iizere U,, 2U,, = O ve V,, 2V, = 0O
denklemlerinin ¢éziimlerini verdi. k c¢ift iken Kagawa ve Terai [50], baz1 kabuller
alinda U,(k,1) =0,2U,(k,1) =0,V (k,1) =0 ve 2V, (k,1)=0O olacak
sekildeki n tamsayilarini belirledi. Siar ve Keskin [58], k tek iken V,,(k,1) = 30 ve
V,(k,1) = 60 denklemlerinin ¢6ziimiiniin olmadigin1 gosterdi. Keskin ve Karaath
[59], k’min bazi sartlar1 saglamasi durumunda U,(k,1) =50ve U,(k,1) =
5U,,(k,1)0 olacak sekildeki n tamsayilarini buldu. Ayrica k tek iken V,(k,1) =
50 denkleminin ¢6ziimiiniin sadece n = 1 oldugunu ve V,(k,1) =5V, (k,1)O
denkleminin ¢dziimiinlin olmadigin1 gosterdi. Keskin ve Karaatli [59,60], k’nin baz
sartlar1  saglamast  durumunda U,(k,1) =70, V ,(k,1) =70, U,(k,1) =
7U,(k, )OO ve V,(k,1) = 7V,,(k,1)O denklemlerinin ¢6ziimlerini buldu. Daha
fazla sonug i¢in [44,46,49,51-54,58,61-64] numarali kaynaklara bakilabilir.

Alekseyev ve Tengely [65], a # 0 ve b birer tamsay1 iken

U,(k,+1) = ax? + b

denkleminin sonlu sayida n ¢dziimiiniin oldugunu gosterdi. Ayrica ayni yazarlar 1 <
a < 3 ve—3 < b < 3iken ax? + b bicimindeki Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas
sayilarin1 buldu. Keskin [66], k tek oldugu zaman w = 1,2,3,6 igin V,(k,—1) =

wx?+1 ve V,(k,—1) = wx? — 1 denklemlerinin ¢6ziimiinii inceledi.

Literatiirde kx? bigimindeki genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin
cozlimlerinden ve ¢Oziimleri bu tamsayillar olan 2. dereceden Diyofant
denklemlerinden yararlanilarak bazi 4. dereceden Diyofant denklemlerinin ¢oziimleri

elde edilmistir.
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Walsh [4], k’nin ¢ift olmasi kabulu altinda x* — kx?y + y? = 1,4 denklemlerinin
tiim negatif olmayan tamsayr ¢oziimlerini inceledi. Ayrica x? — kxy? +y* =1
denkleminin tiim negatif olmayan tamsay1 ¢éziimlerinin k # 338 ve k tamkare degilse
(x,y) = (k,1),(1,0) veya (x,y) = (0,1); k = 338 ise (x,y) =
(13051348805,6214) veya (x,y) = (114243,6214) ve k tamkare ise (x,y) =
(1,vVk) veya (x,y) = (k? — 1,Vk) oldugunu gdsterdi. Ilave olarak ayni yazar x% —
kxy? + y* = 4 denkleminin tiim negatif olmayan tamsay1 ¢dziimlerinin k = 2v?
olacak sekilde v varise (x,y) = (2, \/ﬁ) veya (x,y) = (Zk2 -2, M) ve aksi halde
(x,y) = (2,0) oldugunu gosterdi. Cohn [3], c =1 veya ¢ =4 olmasi durumunda
k’nin tek olmasi kabulu altinda ¢ € {+1,+2,+4} iken x?—kxy?+y*=c¢
denkleminin tiim pozitif tamsayr ¢dziimlerini inceledi ve x% —kxy? +y*=14
denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimiiniin olmadigim gosterdi. Ayrica x% — kxy? +
y* = 1 denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimiiniin y = k? olacak sekilde k tek tamsayisi
varsa sadece y = 1 aksi takdirde sadece y = 1 veya y = k oldugunu gosterdi. Ek
olarak, x? — kxy? + y* = —1 denkleminin k = 3 ise ¢dziimiiniin olmadigim ve k >
3 iken denklemin ¢dziimiiniin sadece y = 1 oldugunu gosterdi. Yine ayn1 yazar x? —
kxy? 4+ y* = —4 denkleminin sadece k =3 veya k = 6 oldugunda g¢dziimiiniin
oldugunu ve bu denklemin ¢6ziimiiniin k = 3 ise (x,y) = (2,2) veya (x,y) = (10,2)
ve k=6 ise (x,y)=(1,1),(51),(29,13) veya (x,y)=(985,13) oldugunu
ispatladi.

4. dereceden denklemler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [4,6,9,67,68] numarali
kaynaklara bakilabilir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde daha sonra kullanilacak olan bazi tanimlar, lemmalar ve teoremler

verilecektir.

d tamkare olmayan bir dogal say1 olmak iizere v/d nin siirekli kesir yaklagimlari x% —
dy? = +1 Pell denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢dziimlerinin bulunmasinda énemli rol
oynar. Asagida verilen tanimlar, lemmalar ve teoremler i¢in [29,31,32] numarali

kaynaklara bakilabilir.

Tanim 2.1: Her k > 1 igin a;, > 0 olmak lizere a, a4, a,, ... tamsay1 dizisi verilsin.

[ag,a;,ay, ...,a,] = ag + 1

bicimindeki ifadeye sonlu siirekli kesir ve

[ao, al, az, ] = aO +
a; +

a2+T

seklindeki bir ifadeye basit sonsuz siirekli kesir ve buradaki a; degerlerine de kismi

bolenler denir (i = 0,1,2,...). Eger lim[ay, a4, ..., a,] degeri varsa sonsuz siirekli
n—->oo

kesire yakinsaktir denir ve bu deger [a,, a4, a,, ... | ile gosterilir.

Lemma 2.1: 1 < k < n olmak tizere
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a. lag, aq,...,a,] =[ag, a1, e, Ag_q, [Ak, Qg1 - » Anl]

b. [ao, al, ...,an] - a’O + . 1
aq+ - 1

az+

1

e PR S—
[akctics1an]

dir.

Tamim 2.2: a, harig hepsi pozitif olan a,, a4, a,, ... tamsayilari ele alinsin. k dogal say1

olmak tlzere

[ag, aq,a5, ..., 0] = ayg + —————

stirekli kesrine [ag, a4, @y, ... | sonsuz siirekli kesrinin k. yaklagimi denir ve bu

yaklagim
Pk

Ck = — = [ao, aq, ., ak]
Ak

ile gosterilir.
Teorem 2.1: Her k > 1 i¢in a;, > 0 olmak iizere a,, a4, a,, ... tamsay1 dizisi verilsin.
O zaman [ay, a4, @y, ..., Ay, ... | sonsuz siirekli kesri irrasyoneldir ve her irrasyonel

saymin tek tiirlii sonsuz siirekli kesir agilimi vardir.

Teorem 2.2: a irrasyonel sayis1 verilsin. Bu takdirde

seklinde tanimlanirsa @ = [a, a4, a,, ... | dir.



14

Tanmm 2.3: Her kK >1 icin a, > 0 olmak iizere ag,aq,a,,.. tamsayr dizisi
verilsin. n > k sartin1 saglayan tiim tamsayilar i¢cin a, = a,4; esitligini saglayan
pozitif l €N ve k>0 tamsayr varsa [ag, aq,as,,as, ...| sonsuz siirekli kesrine
periyodiktir denir. [‘nin en kii¢iik degerine bu sonsuz siirekli kesrin periyodu denir ve

periyodik siirekli kesir

[ao, a1, az, a3, ..., Ak—1, T, Qe 1s s Alke—1]

seklinde gosterilir.

Teorem 2.3: d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. O zaman vd’nin siirekli

kesir acilimi

1

ay =Vd,a, = lag] ve ay.q = k=012, ..

ag

tekrarlama bagintist kullanilarak hesaplanir ve [ periyot uzunlugunu gostermek tizere

Vd = [ay, a3, az, ., a1_1, 2a,]
dir.

Teorem 2.4: p + q\d, x> — dy? = +1 denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢6ziimii ise

s, d’nin bir siirekli kesir yaklagimidir.

Teorem 2.5: n € N olsun. Vd’nin siirekli kesir agilimmin periyodu m olmak iizere
x% — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n = 1 olmak iizere m
¢ift ise (%p, ¥n) = Pmn-1,Gmn-1) ve m tek ise (xp, ¥n) = Pamn-1, d2mn-1)
bigimindedir. Eger m ¢ift ise x? —dy? = —1 Pell denkleminin pozitif tamsay:
¢oziimii yoktur ve m tek ise x? — dy? = —1 Pell denklemin tiim pozitif tamsay1

¢oziimleri (xn, Yn)= (P2n-1)m-1, 4(2n-1)m—1) bigimindedir [31,32].
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Asagidaki lemmanin ispati1 kolaydir ve sayilar teorisi kitaplarinin ¢ogunda bulunabilir.

Lemma 2.2: dtamkare olmasmn. O zaman x? —dy? =1 denkleminin tamsay:

¢Ozlimii her zaman vardir.

Lemma 2.3: d tamkare olmayan pozitif tamsay1 olsun. x? — dy? = —1 denkleminin

bir ¢oziimiiniin olmasi igin gerekli ve yeterli sart v/d nin siirekli kesir agiliminimn

periyot uzunlugunun tek tamsayi olmasidir [29].

Lemma 2.4: d tamkare olmayan pozitif tek tamsayr olsun. x2 —dy? = —4
denkleminin bir ¢dziimiiniin olmasi igin gerekli ve yeterli sart x? —dy? = —1

denkleminin bir ¢dziimiiniin olmasidir [2,30].

x% —dy? = 4 denkleminin temel ¢dziimii biliniyorsa bu denklemin tiim pozitif
tamsay1 ¢coziimleri elde edilebilir. Asagida verilen teorem temel ¢6ziimii bulmak icin

kullanilabilir.

Tamm 2.4: x? — dy? = +4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri arasinda
x,’in en kiigiik tamsay1 degerini aldig1 bir x; + y;Vd ¢oziimii vardir. Bu ¢oziime

x? — dy? = +4 denkleminin temel ¢dziimii denir.

Lemma 2.5: d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Eger § ve ¢ dogal sayilari
5> %{ 2 —1 esitsizligini sagliyor ve 8 +&Vd,x? —dy? =1 denkleminin bir

¢oziimii ise § + EVd, x% — dy? = 1 denkleminin temel ¢o6ziimiidiir [31].
Lemma 2.6: d tamkare olmayan pozitif tamsay1 olsun. Eger a ve b dogal sayilari
a>b*-2 (2.1)

esitsizligini sagliyor ve a + bvd , x> — dy? = 4 denkleminin bir ¢oziimii ise a +

bVd, x? — dy? = 4 denkleminin temel ¢oziimiidiir.
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ispat: b = 1 icin ispat asikardir. b > 1 icin teoremi ispatlayalim. x; + y;Vd, x? —
dy? = 4 Pell denkleminin bir ¢dziimii olsun. Ayrica 1 <y, < b oldugunu kabul

edelim. O zaman

2_ 2_
a? —db?=x2—dy? =4,d=22=-2"1*

Y1 b?

ve

x2b? —y2a? = 4(b2 —y%) >0

dir. Buradan da

x1b+y,a\ /x;b—y,a
(1 23’1 )(1 23’1 )=b2—y12=m

olur. Ayrica x;b —y; ave x;b + y,a tamsayilarinin birer ¢ift tamsayr oldugunu

gormek kolaydir. Eger

x1b+yia x1b-y, a
m, = 10+tY1 , my = 10—Y1
2 2

olarak alinirsa m, ve m, birer tamsayi olur. O halde elde edilen bilgiler 15181nda

ml_mz<m1m2_1=b2_y12_1<b2—y12—1<b2—2

a =

Y1 V1 Y1
bulunur. Ama bu durum (2.1) esitsizligi ile ¢elisir. Suhalde a + bVd temel ¢oziimdiir.
Teorem 2.6: d tamkare olmayan pozitif tamsay1 olsun. x? — dy? = 4 denkleminin

temel ¢oziimii (x4,y;) ise X2 — dy? = 4 denkleminin tiim negatif olmayan tamsay1

¢Ozlimlerin = 0 olmak lizere
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Xn +yoVd _ (x+y:Vd "
2 B 2
formiilii ile elde edilir [69].

Lemma 2.7: d tamkare olmayan pozitif tamsay1 ve (a, b), x> — dy? = 4 denkleminin
temel ¢oziimii olsun. O zaman x? — dy? = 4 denkleminin tim negatif olmayan

tamsay1 ¢ozlimleri n > 0 olmak iizere
(X, y) = (Vn (a, _1); bUTL (a, _1))
ile verilir.

Ispat: (a, b), x? — dy? = 4 denkleminin temel ¢6ziimii olsun. O zaman Teorem 2.6

ya gore x2 — dy? = 4 denkleminin tiim negatif olmayan tamsay1 ¢oziimleri n > 0

olmak tizere
+bva\"
a
Xn + yn\/E =2 <T>
bicimindedir. a = arbid o p=a= a=bVd . 1alim. O zaman Xp + yuVd = 2a™ ve

X, — yoNd = 2B™ olur. Boylece

a—gn

Vd

Xp=0a"+p" ve y, =

elde edilir. Diger yandan a + 8 =a, a — 8 = b\/d ve af = 1 oldugundan x, =
V,(a,—1) ve y,, = bU,(a,—1) oldugu goriiliir. m



BOLUM 3. BAZI IKINCIi DERECEDEN DIiYOFANT

DENKLEMLERININ COZUMLERI

Fibonacci ve Lucas sayilari ile genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili iyi

bilinen bazi1 6zellikler asagida verilmistir:

Lyyy + Lp—1 = 5K,

Fpy1 + Fuoq = Ly,

F22n+2 — 3Fn42Fm + F22n =1,

Vn(kr _1) = Un+1(k; _1) - Un—l(kr _1) = kUTl(kl _1) - ZUTL—l(kJ _1)r

V,(k, 1) = Upyy(k, 1) + Up_y (k, 1) = kU, (k, 1) + 2Up_, (k, 1),

Vn+1(k! _1) - Vn—l(kl _1) = (kz - 4)Un'

Vi(k,—D—(k? = DUz (k, 1) = 4,

Via(k, 1) — (k2 + HUZ(k, 1) = 4,

Vn(k: _1)Vn—1(k’ _1) - (kz - 4‘)Un(k, _1)Un—1(k' _1) = Zk,

U2(k,—1) — kUn(k, =D Up_1(k,—1) + UZ_,(k,—1) = 1,

U2(k,1) — kU, (k, DU,_1(k,1) — U2_,(k, 1) = (=1)"*1,

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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V2(k,—1) — kV,(k, —D)V,_y (k, —1) + V2, (k, —1) = —(k% — 4), (3.12)
Upni1(k, 1) = Uy (k2 +2,-1) = U, (k? + 2,-1) (3.13)
dir.

3.1. Baz1 Ozel Siirekli Kesir Acihmlar: ve Bazi Pell Denklemlerinin Céziimleri
Buradan itibaren s ve r pozitif tamsay: olarak kabul edilecektir. s?r2 + 2r,r% — 2r,
4r? — 2r, s*r? — 2r,s*r? +r,s%r? —r,s’r? —4r ve s?r?+ 4r tamsayilarinin

tamkare olmadigi gosterilebilir. Asagida bu sayilarin siirekli kesir acilimlari

verilecektir.

Lemma 3.1.1: Vs2r2 + 2r = [sr,s, 2sr] dir.

Ispat: (s7)? < s%r? 4+ 2r < (sr + 1)? oldugundan

sr<Vs2rz42r<sr+1 (3.14)

olur. O zaman

a, = [[\/szrz + Zr]] = sr

ve
1 Vs?r? + 2r + sr
o, = =
Vst 2r—sr 2r

olup (3.14) esitsizliginin her iki yanina sr eklenip 1/2r ile ¢arpilirsa

<\/s2r2+2r+sr 1

S <Ss+—
2r 2r
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bulunur. Boylece

|l\/$2r2 + 2r + srﬂ
al = =S
2r

ve
1 2r
a, = =
2 522 +2r+sr Vs2r2 4+ 2r —sr
2r §
2r(Vs?r?2 + 2r + sr)
= > =+/S2r2 4+ 2r + sr

olur. O zaman
a, = [[ s2r2 4+ 2r +sr]] = 2sr = 2a,

bulunur. O halde Teorem 2.3’e gore

\S%r2 + 2r = [sr, s, 2sr]

elde edilir.
[s—1,1,2(s — 1)] r=1ves >1ise,
Lemma 3.1.2: Vs?2r2 —r =<{[sr —1,1,2s — 2,2(sr —1)] r > 1ves > lise,
[r—1,22(r —1)] r>1lves=1ise
dir.

Ispat: (st—1)% = s%r? — 251 + 1 < s?r? —r < (sr)? oldugundan dolay1

sr—1<Vs?r2—r<sr (3.15)
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olur. O zaman
ag = [[\/szrz—r]] =sr—1—->ay=sr—1
ve

B 1 _\/szrz—r+sr—1
Vs2rz —r — (sr — 1) 2sr —r—1

241

olup (3.15) esitsizliginin her iki yanina sr — 1 eklenip 1/(2sr —r — 1) ile ¢arpilirsa

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

2sr—2 Vs2r2—r+sr—1 2sr—1
2sr—-r—1 2sr—-r—1 2sr—-r—1

(3.16)
bulunur. Buradan itibaren r > 1 ve r = 1 durumlar1 ayr1 ayr1 incelenmelidir.

1. Durum: r = 1 olsun. O zaman Vs? — 1 # 0 olmasi i¢in s > 1 olmalidir. O halde
(3.16) kullanilirsa

Vsz2—1+4+s-1
< 1+

1< 25 — 2 < 25 — 2

bulunur. Boylece

=1vea2=—ﬁjs_1=\/sz—1+s—1

25—2 1
2s-2

ﬂmﬂ_lﬂ
a; = |———

Ve

azz[[\/sz—1+s—1]]=25—2:2ao



olur. Teorem 2.3’e gore

Vs?r2 —r=4/s2 —1= [s—1,12(s-1)]
dir.
2. Durum: r > 1 olsun. O zaman (3.16)’ya gore iki durum s6z konusudur.

a. s = 1 olsun. Bu deger (3.16) da yerine konulursa

Vrz—r+r-—1 1
< <2+

2
r—1 r—1

bulunur. Boylece

ﬂVrz—r+r—1ﬂ
a = [ =2

r—1

ve
! 2—r+r—1
a, = =\Jr2—r+r-—
? \/rz—r+r—1_2
r—1

bulunur. Buradan
a, =[[ rz—r+r—1]] =2r—2=2a,

elde edilir. O zaman Teorem 2.3’e gére r > 1 ve s = 1 i¢in

Js?rz—r=4rz—r= [r—1,22(r-1)]

dir.



b. s > 1 olsun. O zaman (3.16) kullanilirsa

2sr — 2 14 r—1 <V52r2—r+sr—1<1+
2sr —r—1 2sr—r—1 2sr—r—1 2sr—r—1

oldugu gosterilebilir. O halde

ﬂVszrz—r+sr—1ﬂ
a; = | = g

2sr-r—1

ve
1 Vs2r2 —r+sr—r
a, = =
g \/szrz—r+sr—1_1 T
2sr—r—1

bulunur. Buradan

1 Vs2r2—r+sr—r 2sr—r
25—2<25—1—;< " < " =2s—1

elde edilir. Su halde

r

Il\/szrz—r+sr—rﬂ
a, = =25—2

ve
1 Vs2r2 —r+sr—r
a3: =
Vs2rZ —r+sr—r 2st —r—1
- —(25—2)

dir. Boylece
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1_sr—1+sr—r<\/szr2—r+sr—r<1+ 1
- 2sr—r—1 2sr—r—1 2sr—r—1
oldugundan

2sr—r—1

|l\/52r2 —r+sr—rﬂ .
as = =

ve
Ay = ! =+s?r2—r+sr—1
\/szrz—r+sr—r_1
2sr—r—1

bulunur. O zaman
a, = [[\/szrz —r+sr— 1]] =2(sr — 1) = 2aq,

olur. Boylece Teorem 2.3’e gére r > 1 ve s > 1 i¢in

\VS2ri—r = [sr -1,1,2(s —1),1,2(sr — 1)]
dir.m

Yukaridaki lemmalara benzer sekilde Teorem 2.3 de verilen formiil kullanilarak

asagidaki bes lemmanin dogrulugu gosterilebilir.
Lemma 3.1.3: r > 2 olsun. O zaman Vr2 — 2r = [r — 2,1,2(r — 2)] dir.

Lemma 3.1.4: r > 2 olsun. Bu durumda v4r? — 2r = [2r — 1,2,2(2r — 1)] dir.

Lemma 3.1.5: s > 2 olsun. Bu taktirde Vs?r? — 2r = [sr — 1,1,s — 2,1,2s7 — 2]
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dir.

Lemma 3.1.6: Vs2r2 +r = [s7)2s,2sr] 1> 1ise,
o [s,2s] r=1ise

dir.

Lemma 3.1.7: Vs?r? 4+ 4r ’nin siirekli kesir agilimi

{sr, S ,Zsr} s Gift ise,
2
s,s—_l,l,l,s—_l,ZS r=1ves >1tekise,
2 2
or 37111 3L og ST 11 57| s> 2tekver > 1tekise,
2 2 2 2
sr, > _1,1,1, ST 11,2 _l,Zsr s> 2tek ver > 1ift ise,
2 2 2
r-2 o
[r +1,1,T,1,2(r +1)} s=1ver > 2cift ise,
{r +1,1,r7_1,2,r7_1,1,2(r +1)} s=1ver >1ltekise,
[2,21 s=1ver =1ise,
[3,% s=1ver = 2ise

dir.

Lemma 3.1.8: Vs27r2 — 4r ’nin siirekli kesir agilim1
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s—l,l,s—j’,Z,L;,l,Z(s—l)} r=1ves > 3tekise,
s—4 P
{s —1,1,7,1,2(5 —1)} r =1ves > 4gift ise,
[353] r=1ves=4ise,
{23—1,1,%—2,1,2(25—1)} r=2ves > 4cift ise,
[21_4] r=2ves=2ise,
/5,32:3.10 r=2ves = 3ise,
[7214] r=2ves = 4dise,
{25—1,1,13 2,5-1,2,2=2 . 3 12025 - 1)} r=2ves > 3tekise,
{sr—l,l,%—Z,l,Z(sr—l)} r>2ves > 4gift ise,
2r—2,1,2(2r - 2) r>2ves = 2ise,
4r —-1,2,2(4r -1) r>2ves=4ise,
sr—1,1, 5_3,2, sk 2, 5_3,1,2(sr—1) r>2ves > 3tekise,
2 2 2
sr —1,1,L3,2,sr—_3,1,25 - 2,1,L_3,2,SLs,1,2(sr -1)| r>2tekves > 3tekise,
2 2 2 2
r-6 . .
{r —3,1,7,1,2(r —3)} r > 6¢ift ves =1ise,
—3,1,r—;5,2,r;25,1,2(r—3) r >5tek ves =1ise,
[2,1] r=5ves =1lise,
3r-2 . .
3r-1,3, 5% — r > 2¢ift ves = 3ise,
{3r —1,3,3r—2_3,1,4,1,3r—2_3,3,2(3r —1)} r>2tek ves = 3ise

dir.

Lemma3.1.1, Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.3, Lemma 3.1.5, Lemma 3.1.6 ve Lemma 2.3

kullanilarak asagidaki dort sonug verilebilir.
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Sonug¢ 3.1.1: x% — (s2r% + 2r)y? = —1 denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimii yoktur.
Sonug¢ 3.1.2: x? — (s?r? — r)y? = —1 denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

Sonu¢ 3.1.3: r =2 olsun. x? — (4r? — 2)y? = —1 denkleminin pozitif tamsay1

¢Ozlimii yoktur.

Sonu¢ 3.1.4: r > 2 olsun. x? — (r? — 2r)y%? = —1 denkleminin pozitif tamsayi

¢Oziimii yoktur.

Sonu¢ 3.1.5: s > 2 olsun. x? — (s?r? — 2r)y? = —1 denkleminin pozitif tamsay1

¢Oziimii yoktur.

Sonu¢ 3.1.6: x? — (s?r2 + r)y? = —1 denkleminin bir ¢dziimiiniin olmas1 igin

gerekli ve yeterli sart r = 1 olmasidir.
3.2. Bazi Ikinci Dereceden Ozel Diyofant Denklemlerinin Céziimleri

Bu boliimde aksi belirtilmedikce kolaylik olmast agisindan Uy, (k, —1) ve V,,(k,—1)
yerine sirasiyla U, ve V, kullanilacaktir. Ayrica aksi belirtilmedik¢e k > 3 oldugu

kabul edilecektir. Bu boliimde denklemlerin simetrik ¢oziimleri ihmal edilmistir.

Teorem 3.2.1: k # 3 ve k # 6 ise x?> — kxy + y*> = —(k + 2) denkleminin pozitif

tamsay1 ¢ozliimii yoktur. Bu denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimleri n = 0 olmak tizere

(x,y) = { (Lan+2 Lan) k = 3ise,
’ (PZn + P2n—1; Pzn—l - PZn—Z) k = 6ise

ile verilir.

Ispat: (x,y), x? — kxy + y? = —(k + 2) denkleminin bir pozitif tamsay! ¢oziimii
olsun. x =y ise (2—k)x?=—(k+2) oldugundan bu imkansizdir. O halde
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¢Ozlimler de simetrik oldugundan genelligi bozmaksizin x > y oldugu kabul edilebilir.

Denklem kareye tamamlanirsa

(x+v)?2—(k+2)xy=—(k+2)

elde edilir. m karesiz bir tamsay1r ve s pozitif tamsayr olmak ilizere k + 2 =

s?m olarak yazlabilir. Simdi u = x + y ve v = x — y olsun. O zaman

u? —v?
u2—52m< ) =—s’m
4

olur. Bu yiizden sm|u bulunur. O halde u = sma olacak sekilde a tamsayisi vardir.
Boylece

2_.,2
s?m?a? — s?m (u d ) = —s%m,

4
yani
v?2 — (s’?m? — 4m)a? = —4

elde edilir. i1k olarak k bir ¢ift tamsay1 olsun. x? — kxy + y? = —(k + 2) oldugundan
x ve y ayn1 anda tek veya ¢ift tamsay1 olmalidir. Bu yiizden v de ¢ift tamsayidir. Diger
yandan k ¢ift tamsay1 oldugundan k + 2 = s?m de ¢ift tamsayidir. O zaman s veya m

cifttir. Boylece

(Z)z _ (52m2—4m) a? = —1 (3.17)

yazilabilir. Ik olarak s’nin ¢ift tamsay1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda s = 2r

s?m?—4am

olacak sekilde r tamsayisi vardir. Buradan = r2m? — m bulunur. (3.17)

kullanilarak
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2

(g) — (r*m* —m)a® = -1

elde edilir. Bu ise Sonu¢ 3.1.2°den dolay1 imkansizdir. Simdi m’nin ¢ift tamsay1

oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla m = 2e olacak sekilde e tamsayist vardir.

s2m?—-4m

Boylece = s2e? — 2e olur. O zaman (3.17) kullanilarak

(2)2 — (s%e? —2e)a? = -1 (3.18)

2
elde edilir. s =1 ve e > 2 ise (3.18)’den (g) — (e? —2e)a? = —1 olur. Bu ise
2
Sonug 3.1.4’den dolay1 imkansizdir. s = 1ve e = 1 ise (3.18)’den G) +a%?=-1
2
elde edilir. Bu imkansizdir. s=1 ve e =2 ise (3.18) kullanilarak (g) =-1

2
bulunur. Bu ise imkansizdir. s = 2 ve e > 1 ise (3.18) kullanilarak (E) — (4e? —

2e)a? = —1 elde edilir. Bu ise Sonug 3.1.4’¢ gére imkansizdir. s =2 ve e = 1 ise
2
k = 6 olur ve (3.18) kullanilarak G) — 2a? = —1 bulunur. O zaman Tablo 1.1’e

gore (E,a) = (%,PZn_l), yani (v,a) = (Qzp—1, Pyn_1) olacak sekilde n >

1 vardir. Boylece u = sma = 2+ 2 P,,_4 elde edilir. Dolayisiyla

u+v 4Py, 1+ Qang

ve
U—v  4Py_1 — Qp—1
y= = B - =Pyp_1—Pypy

2 2

oldugu goriilebilir. s > 2 olsun. O zaman Sonug 3.1.5’¢ gore (3.18) imkansizdir.
Simdi k tek tamsay1 olsun. O zaman s?m? — 4m’nin de tek tamsay1 oldugu goriiliir.

(v,a), x? — (s?m? — 4m)y? = —4 denkleminin bir tamsay1 ¢dziimii oldugundan
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Lemma 2.4’¢ gore x? — (s?m? — 4m)y? = —1 denkleminin de bir tamsay1 ¢6ziimii
vardir. O zaman Lemma 2.3’den dolayr s?m? — 4m’nin siirekli kesir agiliminin
periyodu tek tamsay1 olmalidir. O halde Lemma 3.1.8’¢ gére m = 5ve s = 1 dir.

Dolayisiyla k = s?m — 2 = 3 olur. Bdylece
x?—=3xy+y?=-5

denklemi elde edilir. Tablo 1.1’¢ gore bu denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

n = 0 olmak tizere (x,y) = (Lan+2, L2y) bigimindedir.

Teorem 3.2.2: k + 2 tamkare olmayan bir tamsay1 olsun. O zaman x2 — kxy + y? =

k + 2 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri, n = 1 olmak iizere

(x,y) = (Ung1 + Uy, Up + Upy)

ile verilir.

Ispat: (x,v), x? — kxy + y? = k + 2 denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii olsun.
x =1y ise (2 —k)x? = k + 2 oldugundan bu durum imkansizdir. O halde ¢6ziimler
de simetrik oldugundan genelligi bozmaksizin x > y almabilir. Denklem kareye
tamamlanirsa

(x+y)2—(k+2)xy=k+2

denklemi elde edilir. e karesiz bir pozitif tamsay1 olmak iizere k + 2 = s2e olarak

yazilabilir. u = x + y ve v = x — y olsun. O zaman

2.2 u? —v? 2
u“—s<e = s“e
4

olur. Buradan se|u bulunur. O halde u = sea olacak sekilde a tamsayisi vardir.

Boylece
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yani
v? — (s?e? —4e)a® =4

elde edilirr e>1 igin s?e—2>s%2—2 ve (s?e—2)?—(s%e?—4e)s>’=14
oldugundan Lemma 2.6’dan dolay1 X? — (s?e? — 4e)Y? = 4 denkleminin temel
coziimii (X,Y) = (s?e—2,s) olur. Lemma 2.7'ye gore (v,a) = (V,(s%e —
2,—1),sU,(s?e — 2,—1)) olacak sekilde n =1 mevcuttur. Bdylece u = sea =

steU,(s*e — 2,—1) = (k + 2)U,, elde edilir. Dolayisiyla (3.4) kullanilarak

ut+v (k+2)U,+V, (k+2)U,+kU,—2U,_
X = > = 5 = > = Uns1 + Uy

ve

u—v _ (k+2U,—V, (k+2)U,— kU, +2Up4

2 2 2 = Un + Un—l

y=

bulunur. Diger yandan (x,y) = (Upsq + Uy, Uy, + U,—y) ise (3.10) kullanilarak x? —
kxy + y? = k + 2 oldugu goriilebilir.

Teorem 3.2.3: x2 — (k? — 2)xy + y? = k? denkleminin tiim pozitif tamsay:

¢Ozlimleri n = 3 olmak {izere
(x,¥) = (Un, Un—2)
ile verilir.

Ispat: s = k? —2olsun. (x,y), x? —sxy + y? = s + 2 denkleminin bir pozitif

tamsay1 ¢oziimii olsun. Genelligi bozmaksizin x > y kabul edilebilir. O zaman
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sx — 2y > 0 oldugu gosterilebilir. x? — sxy + y? = s + 2 denkleminin her iki yan1 4

ile garpilirsa ve kareye tamamlanirsa (sx — 2y)? — (s? — 4)x? = 4(s + 2), yani
(sx — 2y)? — (k? — 4)k*x? = 4k?

elde edilir. O halde sx — 2y = ka olacak sekilde a tamsayis1 vardir. Boylece k?a? —
(k? — 4)k?x? = 4k?, yani

a? — (k? —4)x* =4

olur. Tablo 1.1’¢ gore (a,x) = (V,, U,) olacak sekilde n > 1 mevcuttur. O zaman

sx — 2y = ka = kV,, ve bu yiizden de

sx —kV, (k?-2)U, —kV,
y p—tl —_—

2 2 n-2
bulunur.n = 1,2ise y = U,_, < 0 olur. Dolayisiylan = 3 olmalidir. Tersine x = U,

ve y=U,_, ise (3.10) kullamlarak x2 — (k? — 2)xy + y? = k? oldugu

gosterilebilir.

Teorem 3.2.4:  k + 2 tamkare olmasin. O zaman x2 — (k% — 4)y? = 4(k + 2)

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢ézlimleri n > 1 olmak iizere

(x' y) = (Vn + Vpoy, Uy + Un—l)

ile verilir.

Ispat: (x,v),x% — (k? — 4)y? = 4(k + 2) denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii

olsun. O zaman

(x + ky)? — 2k(x + ky)y + 2y)? = 4(k + 2)
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olur. Buradan 2|(x + ky) oldugu goriilebilir. u = # ve v = y olsun. O zaman

w—-—kuww+v:=k+2

denklemi elde edilir. Teorem 3.2.2’ye gore (u,v) = (Upy1 + Uy, U, + U,_7) olacak
sekilde n > 1 vardir. Bu yiizden (3.4) kullanilarak

x=2u—kv=2U,,+U,) —k(U,+U,_1) =V, +V,_4
ve
y=v=U,+U,_1

bulunur. Eger (x,y) = (V,, + Vo1, Up, + Up,—q) ise (3.7) ve (3.9) kullamlarak x? —
(k? — 4)y? = 4(k + 2) oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.2.5: k + 2 tamkare olsun. O zaman x2 — (k?—4)y?=4(k+2)
denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n = 3, U, = U,(WVk + 2,—1) ve V,, =
V,(Wk + 2,—1) olmak tizere

(x,y) = (Vk + 2V, 5, Up_3)
ile verilir.
Ispat: (x,y), x2 — (k? — 4)y? = 4(k + 2) denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢dziimii

olsun. O zaman (x + ky)? — 2k(x + ky)y + (2y)? = 4(k + 2) olur. Buradan

2|(x + 2y) oldugu goriilebilir. u = x+2£ ve v =1y olsun. Ayrca k + 2 tamkare

oldugundan s? = k + 2 olacak sekilde s tamsayis1 vardir. Bdylece

u? — (s? = 2)uv + v? = 52
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denklemi elde edilir. Teorem 3.2.3’e gore u = U,(s,—1) vev = U,_,(s,—1) olacak

bicimde n >3 mevcuttur. s? =k + 2 oldugundan (3.4) kullanilarak U,, =

Un,(s,—1) = U,(Vk +2,-1) ve V,(s,—1) = V,(vVk + 2,—1) olmak {izere

X = Zu - ky ES 2Un - kUn—Z = 2Vk + 2Un_1 - ZUn_z - kUn_2
= Vk+2(Un_1+ Vk+2Un_2_Un_3_ Vk+2Un_2)
= Vk + Z(Un—l - U‘I‘L—3) ES Vk + 2Vn_2

A\~
y=v="U,,

bulunur. Tersine n > 3,U,, = U,(Vk + 2,—1) ve V,, = V,(Vk + 2,—1) olmak iizere

(x,y) = (Vk+2V ,,U,_,) ise x%— (k?—4)y? =4(k+2) oldugu kolaylikla

gosterilebilir.

Teorem 3.2.6: x2 — (k? — 4)y? = —4(k + 2) denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimii

sadece k = 3 veya k = 6 iken vardir. Bu denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

(x y) — { (5F2n: LZn); (TL = 1) k = 3ise,
' (8Pyn—2,Pan1 — Pon_3),(n=2) k=6ise

ile verilir.

Ispat: (x,y),x? — (k? — 4)y? = —4(k + 2) denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii

olsun. O zaman 2|(x + ky) oldugu gosterilebilir. u = % ve v = y olsun. Buradan

u? —kuv +v? = —(k +2)

denklemi elde edilir. Bdylece Teorem 3.2.1°e gore k = 3 veya k = 6 olur. 1lk olarak
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k = 3 olsun. Teorem 3.2.1’den dolayr (u,v) = (Lyn42, Lan) olacak sekilde n >0

mevcuttur. Boylece (3.1) kullanilarak

X = Zu - kv = 2L2TL+2 - 3L2n = 5F2n ve y =7V = LG

bulunur. Eger n = 0 ise x = 0 oldugundan n > 1 olmalidir. Simdi de k = 6 olsun. O
zaman Teorem 3.2.1°e¢ gore (u,v) = (Pan + Pan—1, Pon—1 — Pon—2) olacak sekilde
n = 0 mevcuttur. O halde

x =2u—kv =2(Pyn + Pon-1) — 6(Pan-1 — Pan—3) = 8Py

ve

Yy=V=Pp1— Py

bulunur. n = 0,1 olmas1 x ve y’nin pozitif tamsay1 olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden n >
1 dir. Tersine 25FZ, —5L3, = —20 ve 64P%,_, —32(Pyn_1 — Pan_3)? = —20
oldugunu gérmek kolaydir. |l

Asagidaki teoremin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.2.7: x? — (k? — 4)y? = 4(k — 2) denkleminin bir ¢dziimiiniin olmas! i¢in
gerekli ve yeterli sart k — 2’nin tamkare olmasidir. k — 2 tamkare ise denklemin tiim

pozitif tamsay1 ¢oziimlerin > 2, U, = U,(Vk —2,1) ve V,, = V,,(Wk — 2,1) olmak

uzere

(x,y) = Vk = 2Vap_3,Uzp_3)

ile verilir.

Teorem 3.2.8: x? —kxy + y? = —(k —2) denkleminin tiim pozitif tamsay

¢coziimleri n > 0 olmak iizere
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(x, y) = (Un+1 —Un,Up — Un—l)

ile verilir.

Ispat: (x,y), x? — kxy + y? = —(k — 2) denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢dziimii
olsun. Genelligi bozmaksizin x >y kabul edilebilir. O zaman x —y > 0 olur.

Denklem kareye tamamlanirsa

(x =% =k —2)xy =—(k—2)

elde edilir. m karesiz bir tamsay1 olmak iizere k — 2 = s?m olarak yazilabilir. u =

x + y ve v = x — y olsun. Dolayisiyla

bulunur. Bu yiizden sm|v olur. O halde v = sma olacak sekilde a tamsayis1 vardir.

Buradan

2 2
u-—(Ssma
s’m?a® — s?m (%) = —s?m,

yani

u? — (s?m? + 4m)a® = 4

elde edilir m > 1 igin (s?m+ 2)? — (s?m? + 4m)s? =4 ve s?’m+2>s? —
2 oldugundan Lemma 2.6’ya gore X2 — (s?m? + 4m)Y? = 4 denkleminin temel

¢oziimiiniin (X,Y) = (s?m + 2,s) oldugu goriiliir. Lemma 2.7’ den dolay1 (u, a) =

(Vu(s?m + 2,-1),sU,(s?>m + 2,—1)) olacak sekilde n > 0 vardir. Buradan da

v = sma = s’mU,(s’m+ 2,—-1) = (k — 2)U,
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oldugu goriilebilir. u = x + y ve v = x — y oldugundan (3.4)’lin yardimiyla

~utv W+ (k-2)U,

X = 2 2 = n+1_Un
Ve

u—v V,—(k—2)U
y= _h—( )n:Un_Un—l

2 2

elde edilir. Ayrica (x,y) = (Upy1 — Up, Uy — Up_q) ise (3.10) kullanilarak x? —
kxy + y? = —(k — 2) oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Sonuc 3.2.1: k > 1olsun. O zaman x? — (k? + 2)xy + y? = —k? denkleminin tiim

pozitif tamsay1 ¢éziimleri n > 0 ve U,, = U, (k, 1) olmak iizere

(x, ) = (Uzn+1, Uan-1)

ile verilir.

Ispat: (x,y), x? — (k? + 2)xy + y? = —k? denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii
olsun. s = k? + 2 olsun. O zaman x? — sxy + y* = —(s — 2) denklemi elde edilir.
s = k? + 2 > 2 oldugundan Teorem 3.2.8’den dolay1 U, = U,(s,—1) olmak iizere
(x,y) = (Upy1, Uy, U, — U,,_1) olacak bicimde n > 0 mevcuttur. Boylece (3.13)
ozelligi kullanilirsa

X =Upy1(k? 4+ 2,-1) = Up(k? + 2,—1) = Uppys(k, 1)

ve

y = Un(kz + 2,_1) - Un_l(kz + 2,_1) == Uzn_l(k, 1)

bulunur. Ayrica n = 0 ve U, = U, (k, 1) olmak tizere (x,y) = (Uyps1, Uzn—1) ise
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x% — (k? + 2)xy + y? = —k? oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.2.9: x? — (k? —4)y? = —4(k — 2) denkleminin tiim pozitif tamsay:

¢oziimleri n > 1 olmak iizere

(x, y) = (Vn —Vn-1, Uy — Un—l)
ile verilir.

Ispat: (x,v), x? — (k? — 4)y? = —4(k — 2) denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii

olsun. Daha 6nceki ispatlara benzer sekilde 2| (x + ky) oldugu gosterilebilir. u = %

ve v = y alinirsa
u? —kuv +v? = —(k - 2)

denklemi elde edilir. Teorem 3.2.8’e gore (u,v) = (Upyq — Up, Up — Up_1) olacak

sekilde n > 0 vardir. Boylece (3.4) kullanilirsa n > 0 olmak {izere

x =2u—kv=2Un41 —Up) —k(Up = Up—1) =V = Vg

ve

y=v=U,—Up4

oldugu goriiliir. Ayrica n = 0 ise x = 2 — k olur. O zaman k > 3 oldugundan n > 1
olmalidir. Diger yandan (x,y) = (V;, = Vp_1, U, — Up—1)ise (3.7) ve (3.8)

kullanilarak x? — (k? — 4)y? = —4(k — 2) oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.2.10: k > 1 olsun. x? — (k% + 2)xy + y? = k? denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri n > 2 olmak {izere

(x,y) = (Uzn(k, 1), Uzp_5(k, 1))
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ile verilir.

Ispat: s = k2 + 2 ve (x,y), x2 — sxy + y? = s — 2 denkleminin bir pozitif tamsay1
¢Oziimii olsun. Genelligi bozmaksizin x > y oldugu kabul edilebilir. O zaman sx —
2y > 0 oldugu gosterilebilir. x> — sxy + y? = s — 2 denkleminin her iki yam 4 ile

carpilirsa ve denklem kareye tamamlanirsa
(sx —2y)2 —(s?2—4)x?  =4(s - 2)

denklemi elde edilir O zaman Teorem 3.2.7°ye gore (sx —2y,x) =

(Vs = 2Vy (Vs = 2,1), Uz (Vs — 2,1)) olacak bigimde n > 1 vardir. sx —2y =

Vs —2a = s — 2V,,, (Vs — 2,1) oldugundan (3.5) kullanilarak

_sx —kVou(k, 1) sUpp(k, 1) — kVop(k, 1)

y 2 2
(k2 + 2)Upp(k, 1) — k(kUypn(k, 1) 42Uy (k, 1))
- 2
_ 2Uzn(k, 1) — 2kUpp_1(k, 1)
2

= —kUpp_1(k, 1) + Upp(k, 1) = Upp_p(k, 1)

bulunur.n = 1ise y = 0 oldugundan n > 2 dir. Diger yandan x = U,,(k,1) ve y =
Upnp(k,1) ise (3.11) kullamlarak  x% — (k? +2)xy + y> —k? =0 oldugu

gosterilebilir.

Teorem 3.2.11: x> — kxy + y? = k — 2 denkleminin tamsay1 ¢dziimiiniin olmast i¢in

gerekli ve yeterli sart k — 2’ nin tamkare olmasidir.

Ispat: (x,y), x? — kxy + y? = k — 2 denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢6ziimii olsun.
O zaman x # y oldugu gosterilebilir. Boylece genelligi bozmaksizin x > y kabul
edilebilir. Denklem kareye tamamlanirsa (x — y)? — (k — 2)xy = k — 2 denklemi

bulunur. Ayrica k — 2 = s%e olacak sekilde e karesiz tamsayisi vardir. O zaman
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u?-p? .-
u=x+y vev =x—y almirsa v? — s?e (T) = s?e elde edilir. Buradan se|v

bulunur. O halde v = sea olacak bi¢imde a pozitif tamsayis1 vardir. Boylece
2 2,22
eq? — (w) =1
olur. Buradan da
u? — (s%e? + 4e)a’ = —4 (3.19)

bulunur. Ilk olarak k ¢ift tamsay1 olsun. x? — kxy + y? = k — 2 oldugundan x ve
y ayn1 anda tek veya ayni anda ¢ift olmalhdir. O zaman u ve v ¢ift tamsay1 olur.

Boylece (3.19) kullanilarak

@) - () - o2

elde edilir. Diger yandan k cift tamsay1 oldugundan k — 2 = s2e de ¢ift tamsayidir.

Dolayisiyla s veya e cift tamsay1 olmalidir. Ilk olarak s ¢ift tamsay1 olsun. O halde

2,2

s“e“+4e

s = 2r olacak bigimde r tamsayis1 vardir. Boylece =r2e? + e olur. Bdylece

(3.20) kullanilarak

(2)2 — (r*e*+e)a* = -1

elde edilir. O zaman Sonug 3.1.6’dan dolay1 e = 1 olur. Dolayisiyla k — 2 tamkaredir.

Simdi e ¢ift tamsay1 olsun. O halde e = 2m olacak sekilde m tamsayist vardir.

s?e?+4e

4

Boylece = s2m? + 2m olur. (3.19) kullamlirsa

(u/2)? — (s®m? + 2m)a? = —1 elde edilir.
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Ama Sonug 3.1.1°¢ gore bu imkansizdir. k tek tamsayi olsun. k — 2 = s%e ve k tek
oldugundan s ve e tek tamsayi olur. O zaman s?e? + 4e de tek tamsayidir. (3.19)’a
gore x? — (s?e? + 4e)y? = —4 denkleminin bir ¢dziimii oldugundan Lemma 2.4’¢

gore x2 — (s%e? + 4e)y? = —1 denkleminin de bir tamsay1 ¢6ziimii vardir. O zaman

Lemma 2.3’den dolay1 Vs2e? + 4e’nin siirekli kesir agilimimin periyodu tek tamsay1
olmalidir. O halde Lemma 3.1.7’ye gére e = 1 bulunur. Boylece k — 2 tamkare olur.
Diger yandan k — 2 tamkare ise Teorem 3.2.10’a gore x2%—kxy+y?=k—

2 denkleminin tamsay1 ¢6ziimi vardir.

Teorem 3.2.12: k? — 4 karesiz bir tamsayr olsun. O zaman x? —kxy +y? =

—(k — 2)(k? — 4) denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Ispat: (x,y), x? — kxy + y? = —(k — 2)(k? — 4) denkleminin bir pozitif tamsay1
¢oziimii olsun. Genelligi bozmaksizin x =y kabul edilebilir. Eger x =y ise
2—k)x*=—(k—2)(k*—4) olur. k? — 4 karesiz tamsay1 oldugundan bu
imkansizdir. Bu yiizden x >y ve kx —2y >0 olur. Ayrica x? — kxy +y?% =
—(k — 2)(k? — 4) denkleminin her iki yam 4 ile carpilirsa ve denklem kareye

tamamlanirsa

(2x —ky)? — (k* = Dy? = —4(k — 2)(k* — 4)

ve

2y — kx)? — (k* — 4)x? = —4(k — 2)(k* — 4)

bulunur. k? — 4 karesiz tamsay1 oldugundan

(k? = 8)|(kx — 2y) ve (k? — 4)|(2x — ky)
kx—2y 2x—ky

oldugu gosterilebilir. u = i, Ve V=5, olsun. O zaman
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w—kuww+v:=k-2

denklemi elde edilir. Boylece Teorem 3.2.11°den dolay1r k — 2 tamkare olmalidir.

Fakat k? — 4 karesiz tamsay1 oldugundan bu imkansizdir.

Teorem 3.2.13: k? — 4 karesiz bir tamsayr olsun. O zaman x? —kxy +y? =
—(k + 2)(k? — 4) denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n > 1 olmak iizere

(x: y) = (Vn + Vo1, Vg + Vn—z)
ile verilir.

Ispat: (x,y),x? — kxy + y? = —(k + 2)(k? — 4) denkleminin bir pozitif tamsay1
¢oziimil olsun. Genelligi bozmaksizin x > y alinabilir. O zaman kx — 2y > 0 oldugu
gosterilebilir. x2 — kxy + y? = —(k + 2)(k? — 4) denkleminin her iki yam 4 ile

carpilirsa ve denklem kareye tamamlanirsa
(kx — 2y)? — (k? — 4)x? = —4(k + 2)(k* — 4) (3.21)

bulunur. k% — 4 karesiz tamsay1 oldugundan (k? — 4)|(kx — 2y) dir. O halde kx —
2y = (k? — 4)a olacak sekilde a pozitif tamsayist vardir. (3.21) kullanilirsa (k% —
)2%2q% — (k? — 4)x? = —4(k? — 4)(k + 2), yani x? — (k? — 4)a? = 4(k + 2) elde
edilir. O zaman Teorem 3.2.4’e gore (x,a) = (V,, + V,,_1, U, + U,_1) olacak sekilde

n = 1 mevcuttur. (3.6) kullanilirsa

kx — (kz - 4-)(1 k(Vn + Vn—l) - (kz - 4)(Un + Un—l)
= > = 2 = Vn-1 + Vn—Z

oldugu gorilir. Eger (x,y) = (V, + Vo1, Veqy + Viy) ise (3.6) ve (3.12)
kullanilarak x? — kxy + y% = —(k + 2)(k? — 4) oldugu gosterilebilir.
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Teorem 3.2.14: k? —4 Kkaresiz tamsayr olsun. O zaman x? —kxy +y? =
(k + 2)(k? — 4) denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimii sadece k = 3 iken vardir. Bu

durumda bu denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n = 2 olmak iizere

(x,¥) = (5F2n, 5F2n_2)
bigimindedir.

Ispat: (x,y), x2 —kxy + y? = (k + 2)(k? — 4) denkleminin bir pozitif tamsay
¢oziimil olsun. O zaman genelligi bozmaksizin x > y kabul edilebilir. Eger x = y ise
(2 — k)x? = (k + 2)(k? — 4) olacagindan bu imkansizdir. O halde x >y ve bu
yiizden de kx — 2y > 0 olur. Ayrica x? — kxy + y? = (k + 2)(k? — 4) denkleminin

her iki yani 4 ile ¢arpilirsa ve denklem kareye tamamlanirsa
(kx — 2y)% — (k? — 4)x? = 4(k + 2)(k? — 4) (3.22)

elde edilir. k* — 4 karesiz tamsay1 oldugundan (k? — 4)|(kx — 2y) bulunur. O halde
kx — 2y = (k? — 4)a olacak sekilde a pozitif tamsayis1 vardir. (3.22) kullanilirsa
(k? —4)2a? — (k? — 4)x? = 4(k* — 4)(k + 2),

yani
x% — (k* —4)a? = —4(k + 2)

elde edilir. Teorem 3.2.6’ya gore k = 3 ya da k = 6 olur. k% — 4 karesiz tamsay1
oldugundan sadece k = 3 olmalidir. Teorem 3.2.6’ya gore (x,a) = (5F,,, Lay)
olacak bigimde n > 1 vardir. Boylece (3.2) kullanilarak

_ kx — (k* = 4)a _ 15F;, — 5Ly _c 3Fn — Foni1 — Fon—g

2 2 2

3Fm — Fon — Fonoq — Fonq
=5 = - 2 = = = 5(F2n - FZn—l) = 5Fn_;
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bulunur. Eger n = 1 ise y = 5F,,,_, = Fy; = 0 oldugundan bu imkansizdir. Ciinkii y
pozitif tamsayidir. O halde n > 2 olmalidir. Eger n > 2 olmak iizere k = 3ve (x,y) =
(5F;p, 5F,,_5) ise (3.3) kullanilarak  x? — kxy + y? = (k + 2)(k? — 4) oldugu

gosterilebilir. m

Asagidaki teoremin ispati diger teoremlerin ispatina benzer oldugundan

verilmeyecektir.

Teorem 3.2.15: k? — 4 karesiz tamsayr olsun. O zaman x? —kxy +y? =

(k — 2)(k? — 4) denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n > 2 olmak iizere

(x: y) - (Vn Vi1, Vo1 — Vn—Z)

ile verilir.



BOLUM 4. BAZI DORDUNCU DERECEDEN DIYOFANT
DENKLEMLERININ COZUMLERI

Buradan itibaren aksi belirtilmedikce n > 0, k > 3 ve k tek tamsay1 oldugu kabul
edilecektir ve O ile tamkare bigimindeki sayilar ifade edilecektir. Ayrica bu boliimde
kolaylik olmasi agisindan U,(k,—1) ve V,(k,—1) yerine swrastyla U, ve V,

kullanilacaktir.

Teorem 4.1: V,,(k,—1) = O olacak bigimde n tamsayisi varsa n = 1 ve k tamkaredir

[18].
Teorem 4.2: V,,(k, —1) = kO bigimindeki bir n dogal sayisi varsa n = 1 dir [66].

Teorem 4.3: g > 1 ve q|k olmak iizere V,,(k, —1) = qO olacak sekilde n > 1 varsa
n = 1 dir [66].

Teorem 4.4: U, (k,—1) = O ise n € {1,2,3,6} dir. O zaman

k n=1ise,
k=4O n=2ise,
3 n=6ise

dir [8,57].

Asagidaki teoremin ispat1 [25] de verilmistir.

Teorem 4.5: n € NU{0}, m, r € Z ve msifirdan farkli olsun. O zaman U, =

Un(k,—1) ve V,, = V,,(k, —1) olmak lizere
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Uzmn+r = Uy (mod Uny), (4.1)
Uzmn+r = (=1)"Uy (mod V), (4.2)
Vamnr = Ve (mod Upp), (4.3)
Vomnsr = (=™, (mod V) 4.4)
dir.

@

(%) Jacobi semboliinii gostersin. O zaman her a € Z igin ( - ) = 1 dir. Ayrica Jacobi

semboliiniin 0zellikleri kullanilarak

(%) =1 k=15(mod8) (4.5)
(2) =1 k=17(mod8) (4.6)
(%) =1 k=13(mod 8) (4.7)

oldugu gosterilebilir. Jacobi sembolii ile ilgili detayli bilgi i¢in [29,41] numaral
kaynaklara bakilabilir.

k tek oldugu zaman V,r = 7 (mod 8) dir. Bu yiizden r > 1 i¢in

(‘—1) =1 (4.8)

Vor

dir ve basit matematiksel islemler ile

)=(G7)=1 (49)

Vor Vor
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oldugu gosterilebilir. Ayrica k = 1,7 (mod 8) ise r = 1 igin

k+2\ _ (1 k=17 (mod 8)
(VZT) - {—1 k = 3,5 (mod 8) (4.10)
ve

k-2\ _(1 k=35 (mod8)
(VZT) - {—1 k = 1,7 (mod 8) *.10)

oldugu da kolaylikla gosterilebilir.

Lemma 4.1: k = 3 (mod 8) ise (kz;kr_l) = —1 dir.

2

Ispat: Tiimevarim metoduyla

k—1(modk?—k—1) rgiftise,

Vor E{
2 —k (modk?—-k—1) rtekise

oldugu gosterilebilir. Ilk olarak r ¢ift tamsay1 olsun. O zaman yukaridaki kongiirans

kullanilirsa
() = ) ()
k-1 2 (k—1)/2
=(m>=(k2—k—1)(k2—k—1>
-

k-3
=(-D| =g |=CDEDF =1

2

bulunur. Simdi r tek tamsay1 olsun. O zaman
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<m> _ ) ()

Vyr —k—-1

N (kz —_lf— 1) N (kz —_Ij— 1) <k2 —];c - 1)

- R ) <—k2 — k- 1)

k

olur.m
Asagidaki lemmanin ispati kolay oldugundan ispat1 ihmal edilecektir.

k (mod k? + k — 1) r ¢ift ise,
—k—1(modk?+k—1) rtekise

Lemma 4.2: V,r = {
dir.

Yukaridaki lemma kullanilarak asagidaki lemmanin ispat1 yapilabilir.

k?+k-1
Vor

Lemma 4.3: k = 1,5 (mod 8) ise ( ) =1 dir.

41. x2 =V, (k,—1) FV,_1(k,—1) ve x*=U,(k,—1) ¥ U,_,(k,—1)

Denklemlerinin Coziimleri

Bu boliimde dordiincii dereceden bazi Diyofant denklemlerinin ¢6ziimlerini bulmak

i¢in kullanilacak bazi teoremler verilecektir.
Teorem 4.1.1: k = 1,5,7 (mod 8) olsun. x? = V,, + V,,_; denkleminin ¢dziimii varsa
n =0 veyan = 1dir. Eger k = 3 (mod 8) ise x? =V, + V,,_; denkleminin ¢6ziimii

sadece (n, k) = (3,3) veya (n, k) = (3,43) olarak verilir.

Ispat: x2 =V, + V,,_; olacak bigimde x pozitif tamsayis1 var olsun. Ilk olarak



49

k =1,5,7 (mod 8) ve n > 2 oldugunu kabul edelim ve ispatin kalan kismini dort

durumda inceleyelim.

1. Durum: n = 4q — 1 olacak sekilde g > 0 mevcut olsun. O zaman a tek tamsay1 ve

r = 1 olmak tizere n = 2 - 2"a — 1 olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) kullanilirsa

xz == Vn + Vn—l = _(V—l + V—Z) = _(kZ + k - 2)(m0d Vzr)

x2=Vn+Vn_1 EV_1+V_2Ek2+k_25—2(m0dU2)

bulunur. Bu kongiiranslardan (M) =1 ve (_72) =1 elde edilir. (_72) =

27

1ve k = 1,5,7 (mod 8) oldugundan (4.7)’ye gore k = 1 (imod 8) bulunur. O halde
(4.8), (4.9) ve (4.10) kullanilirsa

1= () - ) () = e =

elde edilir. Bu ise celigkidir.

2. Durum: n = 4q olacak sekilde ¢ = 1 mevcut olsun. O zaman a tek tamsay1 ve r >

1 olmak tlizere n = 2 - 2" a olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) kullanilirsa

xz = VTl + Vn—l = _(VO + V—l) = _(k + 2)(m0d VZT)

X2 =Vyg+Vago1 =Vo+ Vg =k +2=2(mod Uy)

bulunur. O halde (@) =1ve (Uiz) = (%) = 1 olur. Bunlar ise (4.6), (4.8) ve

2T
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(4.10)’dan dolay1 imkansizdir.

3. Durum: n = 4q + 1 olacak bi¢imde g > 0 var olsun. O zaman a tek tamsay1 ve

r = 1 olmak lizere n = 2 - 2"a + 1 olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) kullanilirsa

xz == Vn + Vn—l = _(Vl + Vo) = _(k + 2)(m0d VZT)

x2:V4q+1+V4q EV1+V05k+ZEZ(mOdU2)

bulunur. Bu kongriianslardan (@) =1ve (Ui) = (%) = 1 elde edilir. Bu ise

2" 2

(4.6), (4.8) ve (4.10) ozelliklerinden dolay1 imkansizdir.

4. Durum: n = 4q + 2 olacak bigimde g > 0 var olsun. O zaman a tek tamsay1 ve
r > 1 olmak ilizere n = 2-2"a+ 2 olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) ozellikleri

kullanilarak

2=V, + V1 =—-Vy+ V) = —(k? + k — 2)(mod V,r)

x2=V,+V,_ 4 =V, +V; = -2 (mod U,)

bulunur. Bu kongriianslardan (w) =1ve (_72) = 1 elde edilir. (_72) =1ve

2T

k = 1,5,7 (mod 8) oldugundan (4.7) kullanilirsa k = 1 (mod 8) oldugu goriiliir.
(4.8), (4.9) ve (4.10) kullanilarak

1= (k“;#) B (1:21) (kVJ;Z) (kv;l) =(D.11=-1
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elde edilir. Bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden n < 2 olmalidir. n =2ise x2 =V, +
Vy = k? + k — 2 olur. Bunun ise sadece k = 2 icin saglandig1 gosterilebilir. k > 3

oldugundan bu bir ¢eligkidir.

Simdi k = 3 (mod 8) olsun. O halde n =6q +r olacak sekilde 0<r <5

mevcuttur. O zaman (4.3) kullanilarak
Vo =Veqir = Vs (mod Us)

yazilabilir. 8|U; oldugundan 0<r <5 i¢in V, =V, (mod 8) olur. k=
3 (mod 8) oldugundan V, = Vo, Vy, V5, V3,V Vs = 2,3,7 (mod 8) oldugu

gosterilebilir.  Boylece x2=V,+V,_1 =521 (mod8) bulunur. x?=

0,1,4 (mod 8) olmasi gerektiginden r = 3 veya r = 4 elde edilir.

[lk olarak r = 3 olsun. O zaman n = 6q + 3 olur. ¢’nin tek tamsay1 oldugunu kabul

edelim. O zaman (4.4) kullanilirsa

X% = Vo4 Viog = Vegez + Vegez = —(Vz + V,) = =V, = —(k? — 2)(mod V)
bulunur. V3 = k(k? — 3) oldugundan

x?=—(k*—-2)= -1 (mod k? - 3)

olur. Bu ise imkansizdir. Ciinkii ? = —1 (mod 4) dir.

Simdi de g ¢ift tamsay1 ve ¢ > 0 olsun. O zaman a tek tamsay1 ve s = 1 olmak iizere

n=6q+ 3 =2-2%+ 3 olarak yazilabilir. (4.4) kullanilirsa
x* =V +Vi_q = Vogsars + Varsarr = —(V3 + 1)

= —(k +2)(k* — k — 1)(mod Vys)
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—(k+2)(k?—k-1)

elde edilir. Buradan da ( ) = 1 oldugu goriiliir. Fakat (4.8), (4.10) ve

2S

Lemma 4.1’e gore

(FUer 0 o0 () () () < =

oldugundan bu imkansizdir. O halde ¢ = 0 olmalidir. O zaman n = 3 olup x = V; +
V, = k3 + k% — 3k — 2 olur. MAGMA [70] programu kullanilarak Y? = X3 + X2 —
3X — 2 denkleminin tamsayr ¢6ziimlerinin sadece (X,Y) = (—2,0),(—1,%1),
(3,15),(2,12), (43,+£285) oldugu goriilebilir. Boylece k =3 veya k =43
bulunur. Simdi r = 4 olsun. O zaman n = 6q + 4 olacak bicimde g = 0 vardir. Bu

yizden n = 6(q + 1) — 2 = 6t — 2 aliabilir ve boylece (4.4) kullanilarak
xz = VTl + Vn_1 = V6t—2 + V6t—3 = —(V3 + Vz) = _VZ = —(kz - 2)(m0d Vg)
elde edilir. V5 = k(k? — 3) oldugundan

x?=—(k*—-2)= -1 (mod k? - 3)
olur. Bu ise ? = —1 (mod 4) oldugundan imkansizdir.

Teorem 4.1.2: k = 3,5,7 (mod 8) olsun. x? = V,, — V,,_; denkleminin bir ¢dziimii
varsan = 1veyan = 2 dir. k = 1 (mod 8) ise x? =V, — V,,_; denkleminin tamsay1

¢Oziimii yoktur.

Ispat: k =3,5,7 (mod 8) olsun. x% =V, —V,,_; denklemini saglayan x pozitif
tamsayist var olsun. n > 2 kabul edelim ve ispatin kalan kismint dort durumda

inceleyelim.

1. Durum : n = 4q — 1 olacak bigimde g > 0 var olsun. O zaman a tek tamsay1 ve

r =1 olmak lizere n =2 -2"a — 1 bi¢iminde yazilabilir. Béylece (4.3) ve (4.4)
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kullanilirsa

x2 = VTl - VTl—l = V4q_1 - V4q_2 = —(V_1 - V—Z) = kZ - k - 2 (mOd VZT)

x? =V, =Vpy = Vag-1 = Vag-2 EV_1 = V_5 =2 (mod U,)

k?—k-2

27

yazilabilir. Bu konguranslardan ( ) =1ve (%) = 1 elde edilir. (%) =1lve k=

3,5,7 (mod 8) oldugundan (4.6) kullanilarak k = 7 (mod 8) oldugu goriiliir. O

zaman (4.9) ve (4.11) ozellikleri kullanilirsa

1= <k2 _Vzkr_ 2> B (kv;z) (kVJ;l) =h.1=-1

elde edilir. Bu ise ¢eliskidir.

2. Durum: n = 4q olacak sekilde g = 1 mevcut olsun. O zaman a tek tamsay1 ve r >

1 olmak iizere n = 2 - 2"a olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) 6zellikleri kulllanilarak

x2 =V, = Vpg =Vog—Vag1 = —(Vo — V1) = k — 2 (mod Vyr)

X2 =Vy—=Vyy =Vaq—Vago1 =Vo— Vo1 = —k +2 =2 (mod U,)

yazilabilir. Buradan (k_z) =1 ve (%) = 1 oldugu goriiliir. O zaman (4.6)’ya gore

27

k = 3,5,7 (mod 8) oldugundan k = 7 (mod 8) elde edilir. Bu durumda (4.11)’e gore

(k_z) = —1 dir. Bu ise (1:/_2) = 1 olmasiyla celisir.

Vor 2T
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3. Durum: n = 4q + 1 olacak bicimde g > 0 var olsun. O zaman a tek tamsay1 ve
r=>1 olmak iizere n =2-2"a+ 1 olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) ozellikleri

kullanilirsa

x* =V =Vyqg = Vage1 — Vag = —(V1 = Vo) = —(k — 2) (mod V,r)

xz = VTl - Vn—l = V4q+1 - V4q = V1 - VO =-2 (mOd Uz)

2

ﬂ) =1 ve (_72) =1 oldugu goriiliir. (_7) =1 ve k=

27

elde edilir. Buradan (

3,5,7 (mod 8) oldugundan (4.7)’ye gore k = 3 (mod 8) olur. O zaman (4.8) ve
(4.11)’e gore

1= () - ) -

elde edilir. Bu ise olamaz.

4. Durum: n = 4q + 2 olacak bi¢gimde g > 0 var olsun. O zaman a tek tamsay1 ve
r = 1 olmak lizere n = 2 - 2"a + 2 olarak yazilabilir. (4.4) ve (4.3) kullanilarak
X2 =Vy=Vyg = Vagrz = Vagr1 = —(Vz = V) = —(k? — k = 2) (mod V,r)

xX* =V =Vyqg = Vagrz = Vagr1 = Vo — V3 = =2 (mod Uy)

elde edilir. Bu kongriianslardan (@) =1ve (_72) = 1 oldugu gortiliir. (_?2) =

ZT
1ve k = 3,5,7 (mod 8) oldugundan (4.7)’ye gore k = 3 (mod 8) olur. O halde (4.8),
(4.9) ve (4.11) ozellikleri kullanilirsa
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(k2 —_ Jr — —_ —_
1= ( - Vzrk 2)> - (V;) (kvzrz) (kVJ;l) =-1

elde edilir. Bu ise celiskidir. Boylece n < 2 olur. n=0ise x2 =V, —V_; =2 —

k oldugundan imkansizdir. Sonug olarak n = 1 veya n = 2 olur.

Simdi de k =1 (mod 8) olsun. n = 6q + r olacak sekilde 0 <r <5 vardir. O

zaman (4.3) kullanilirsa

Vo = Vesg+r =V (mod U3)

bulunur. 8|U3 oldugundan 0 < r < 5 olmak tizere V,, = V,. (mod 8) olur. Ayrica k =
1 (mOd 8) Oldugundan da I/Tl = Vo, Vll Vz, V3, V4, V5 = 2,1,7,6 (mOd 8) Oldugu
gosterilebilir. O zaman x? =V, — V,,_; = 1,6,7 (mod 8) olur. Bdylece r = 0 veya

r = 4 olmalidir. Ilk olarak = 0 oldugunu kabul edelim. O halde n = 6q olacak
sekilde g = 0 vardir. g tek olsun. O zaman (4.4) kullanilarak

xz = VTl - Vn—l = V6q - V6q—1 = —(Vo - V—l) = k -2 (mOd V3)
elde edilir. V5 = k(k? — 3) oldugundan
x? =k — 2 (mod k? — 3),

k-2
(k?-3)/2

.o k2-3 -
yani x“ =k — 2 (mod T) olur. Buradan ( ) = 1 elde edilir. Ayrica k tek

2_
oldugundan % = 3 (mod 4) oldugu goriiliir. Boylece

1= (22 ) - ol P <w>

(k2 —3)/2 k-2
=D (H) () =u1(h) =1
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bulunur. Bu ise ¢eliskidir. Simdi g ¢ift tamsay1 olsun. O halde a tek tamsay1 ve r > 1

olmak lizere n = 6q = 2 - 2"a bigiminde yazilabilir. O zaman (4.4) kullanilirsa

x* =V = Vpoy =Vogrg —Vagrqoy = —(Vo = V_1) = k — 2 (mod Vyr)

bulunur. Buradan (’;_2

) = 1 elde edilir. Bu ise (4.11)’den dolay1 imkansizdir. Simdi

2T
r = 4 oldugunu kabul edelim. O zaman n = 6q + 4 olup buradan n=6(q+ 1) —
2 = 6m — 2 olarak yazilabilir. Ilk olarak m tek tamsay1 olsun. Bu durumda (4.4)

kullanilarak
x*=Vo = Vi1 = Vem—z — Vem-3 = —~(V_ = V_3) = —(k* — 2) (mod V3)
bulunur. V3 = k(k? — 3) oldugundan

x?=—(k?=2)=—1(mod k* - 3),

. k?-3 . k?-3 _ g .
yani x° = —1 (mod T) olur. Buise —— =3 (mod 4) oldugundan imkansizdur.

Simdi m ¢ift tamsay1 olsun. O zaman a tek tamsay1 ve r > 1 olmak lizere n = 6m —

2 = 2-2"a — 2 olarak yazilabilir. (4.4) kullanilirsa

x? = V= Vno1 =Vogrgg = Vogrg_3 = _(V—z - V—3)

= (k —2)(k? + k — 1)(mod V,r)

(k=2)(k*+k-1)

Vor

k-2 <k2+k—1>
1= (A9 -
VzT Vzr

bulunur. Bu bir celigkidir. Bu ise ispat1 tamamlar.

elde edilir. Buradan ( ) = 1 oldugu goriiliir. (4.11) ve Lemma 4.3’e gore

Teorem 4.1.3: x% = U,,; + U, denkleminin ¢6ziimii varsan = 0 veyan = 1 dir.
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Ispat: x> = U,.; + U, olacak sekilde bir x tamsay1s1 mevcut olsun. n > 2 oldugunu

kabul edelim ve ispatin kalan kismini1 dort durumda inceleyelim.

I. Durum: n =4q — 1olacak bicimde g >0 mevcut olsun. O zaman (4.1)

kullanilarak
xz = Un+1 + U‘I‘L = U4CI + U4CI—1 = UO + U—l = _1 (mOd Uz)

yazilabilir. Buradan (_71) = 1 oldugu goriiliir. (4.5) kullanilirsa k = 1,5 (mod 8) elde

edilir.

Ik olarak ¢ = 3u — 1 olacak bicimde u > 0 mevcut olsun. O zaman n = 12u — 5

olur. (4.1) kullanilirsa
x% = Upy1 + Up = Urgy-a + Ugues =U_4 + U_s = —(k + 1) (mod Us)

elde edilir. 8|U; oldugundan x? = —k — 1 (mod 8) olur. Boylece k = 1,5 (mod 8)

oldugundan x? = —2,2 (mod 8) bulunur. Bu ise imkansizdr.

q = 3uolacak sekilde u > 0 mevcut olsun. O zaman n = 12u —1 olur. (4.1)

kullanilarak

xz = U12u_1 + U12u = U_1 + UO = -1 (mOd U3)

elde edilir. 8|U; oldugundan x? = —1 (mod 8) olur. Bu ise imkansizdir.

q = 3u + 1 olacak sekilde u = 0 mevcut olsun. O zaman n = 12u + 3 olur. (4.1)
kullanilarak

x% = Usgusa + Uszuss = Uy + Uz = —k (mod U3)

yazilabilir. 8|U; oldugundan x? = —k (mod 8) elde edilir. Bu ise k = 1,5 (mod 8)

oldugundan imkansizdir.
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2. Durum: n = 4q olacak bicimde g = 1 mevcut olsun. O zaman a tek tamsay1 ve

r = 1 olmak lizere n = 2 - 2"a olarak yazilabilir. (4.2) kullanilarak

x* = Usgrr + Usqg = —(U1 + Up) = —1 (mod Vyr),

yani (V_—l) = 1 bulunur. Bu ise (4.8)’den dolay1 imkansizdir.

2T

3. Durum: n = 4q + 1 olacak bigimde g > 0 mevcut olsun. O zaman a tek tamsay1

ver = 1 olmak iizere n = 2 - 2"a + 1 olarak yazilabilir. (4.2) kullanilarak
x% = Uyqez + Usqer = —(Uz + Up) = —(k + 1) (mod V5r)

—(k+1)

27

elde edilir. Buradan ( ) = 1 oldugu goriiliir. Bu ise (4.8) ve (4.9)’dan dolay1

imkansizdir.

4. Durum: n = 4q + 2 olacak bicimde g > 0 mevcut olsun. O zaman a tek tamsayi

ver = 1 olmak iizere n = 2 - 2"a + 2 bi¢iminde yazilabilir. (4.1) kullanilirsa
x2 = U4_q+3 + U4-C[+2 = U3 + Uz =-1 (mOd Uz),

-1

yani (?) = 1 elde edilir. Boylece (4.5)’e gore k = 1,5 (mod 8) bulunur. Diger

yandan (4.2) kullanilirsa
X% = Uyqez + Usqez = —(U3 + Up) = —(k* + k — 1) (mod Vr)

—(k?+k-1)

27

~(k2+k—1)\ 1\ (k*+k—-1\
< Vyr >_(V2r)< Vyr >_1

oldugu goriiliir. Buradan ( ) = 1 elde edilir. O zaman
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ve (_—1) = —1 oldugundan (kz:k_l

27

)= —1bulunur. Bu ise Lemma 4.3’e¢ gore
27

imkansizdir. Boylece n < 2 olmalidir. n = 2 ise x2 = U3 + U, = k? + k — 1 dir. Bu
denklemin ¢6ziimiiniin sadece k = 1 iken dogru oldugu gosterilebilir. Bu ise k = 3

kabuliiyle ¢elisir. Sonug olarak n = 0 veyan = 1 dir.m

Asagidaki teoremin ispat1 diger teoremlerin ispatina benzer oldugundan ispati ihmal

edilmistir.
Teorem 4.1.4: x% = U,,; — U,, denkleminin ¢dziimii varsan = 0 veya n = 1 dir.
4.2. Baza Dérdiincii Dereceden Ozel Diyofant Denklemlerinin Céziimleri

Literatiirde ax* + bx?y + cy? —d = 0 bigimindeki denklemlerinin ¢dziimlerini
inceleyen cok sayida makale bulunmaktadir. Walsh [4], k’nin ¢ift olmas1 kabulu
alinda x* — kx?y + y? = 1,4 denklemlerinin tiim negatif olmayan tamsayi
¢dziimlerini inceledi. Ayrica aym yazar x? — kxy? + y* = 1 denkleminin tiim negatif
olmayan tamsay1 ¢oziimlerinin k # 338 ve k tamkare degilse (x,y) = (k, 1), (1,0)
veya (x,y) =(0,1); k=338ise (x,y) = (13051348805,6214) veya (x,y) =
(114243,6214) ve ktamkare ise (x,y) = (1,Vk) veya (x,y) = (k* —1,Vk)
oldugunu gosterdi. Ilave olarak aym yazar x? — kxy? + y* = 4 denkleminin tiim
negatif olmayan tamsay1 ¢dziimlerinin k = 2v? olacak sekilde v var ise (x,y) =
(2,v2k) veya (x,y) = (2k? — 2,v/2k) aksi halde (x,y) = (2,0) oldugunu gésterdi.
Cohn [3], ¢ = 1 veya ¢ = 4 olmas1 durumunda k’nin tek olmasi kabulu altinda ¢ €
{+1, +2, 44} i¢in x? — kxy? + y* = ¢ denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimlerini
inceledi ve x? — kxy? + y* = 4 denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimiiniin olmadigim
gosterdi. Ayrica aym yazar x? — kxy%+ y* =1 denkleminin pozitif tamsay1
¢dziimiiniin y = k? olacak sekilde k tek tamsayis1 varsa sadece y = 1 aksi takdirde
sadece y = 1 veya y = k oldugunu gosterdi. Ilave olarak x? — kxy? + y* = —1
denkleminin k = 3 ise ¢0zilimiiniin olmadigin1 ve aksi takdirde denklemin ¢ézlimiiniin
sadece y = 1 oldugunu gosterdi. Yine aym yazar x? — kxy? + y* = —4 denkleminin

¢ozlimil varsa k = 3 veya k = 6 oldugunu ve bu denklemin ¢oziimlerinin k = 3 ise
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(x,y) = (2,2) veya (x,y) = (10,2) ve k = 6 ise (x,y) = (1,1),(5,1), (29,13) veya
(x,y) = (985,13) oldugunu ispatladi.

Asagida 4. dereceden bazi Diyofant denklemlerinin pozitif tamsayr ¢ozlimleri

verilecektir.

Sonu¢ 4.2.1: k + 2 tamkare olmasmn. k + 1 tamkare ise x* — kx?y + y? = k + 2
denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimleri sadece (x,y) = (\/k_-i—l, 1), Vk+1,k* +
k—1) ve (x,y) = (1,k+1) dir. Aksi halde denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimi
sadece (x,y) = (1,k + 1) dir.

Ispat: (x,y), x* — kx?y + y? = k + 2 denkleminin herhangi bir pozitif tamsay1

¢oziimil olsun. O zaman Teorem 3.2.2’ye gore
X% =Upy1 +Up ,y = Up + Upy

veya

x*=Up+Up_1,y =Upss + Uy

olacak bigimde n > 1 vardir. x? = U4 + U,, olsun. O zaman Teorem 4.1.3’¢ gdre
n=1bulunur. Ohalde x? =U,;+U, =U,+U;=k+1vey=U;+Uy,=1
olur. Boylece k + 1 tamkare ise x = Vk + 1 ve y = 1 elde edilir. Simdi x? = U,, +
Un,—1 olsun. O zaman Teorem 4.1.3’e goren —1 =0veyan—1=1,yani n=1
veya n=2 olur n=1 olsun. x2=U;+Uy=1 ve y=U,+U; =k+1
oldugundan x =1 ve y =k + 1 bulunur. n =2 olsun. x> =U,+U; =k +1 ve
y=Us;+U,=k*+k—1olur. k+ 1 tamkareise x =vVk+1vey=k?+k—1
dir.

Sonu¢ 4.2.2: k — 1 tamkare ise x* — kx?y + y? = —(k — 2) denkleminin pozitif
tamsay1 ¢dziimleri sadece (x,¥) = (1,1),(vVk—1,1), Wk—1,k> -k —1) veya
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(x,y) = (1,k — 1) dir. Aksi takdirde bu denklemin pozitif tamsay1 ¢6ziimleri sadece
(,y) =11 ve(x,y) =(1,k—1)dir

Ispat: (x,y), x* — kx?y + y? = —(k — 2) denkleminin herhangi bir pozitif tamsay1

¢Ozlimii olsun. O zaman Teorem 3.2.8’¢ gore
x* = i1 —Un,y =Up —Upy

veya

XZ

=Up=Up-1,y =Up41 — Uy

olacak sekilde n > 0 mevecuttur. ilk olarak x? = U,.; — U,, olsun. O zaman Teorem
414e gsren=0veyan=1olur. n=0 olsun. x> = U, — U, =U; — Uy =
1ve y=Uy—U_; =1oldugundan x =1 ve y = 1 bulunur. n = 1 olsun. x? =
Uy,—U =k—1vey=U, —Uy=1olur. k —1tamkareisex =vk—1 vey =1
bulunur. Simdi x2 = U,, — U,,_; olsun. O zaman Teorem 4.1.4’e gdre n = 1 veya
n=2olur n=1olsun. x2 =U; —Uy=1ve y=U,—U; =k —1 oldugundan
x=1vey=k—1 bulunur n=2 olsun. x?=U,—U; =k—1ve y=U;—
U, =k?*—k —1olur. Suhalde k —1 tamkareisex =vVk—1ve y=k*—k—1

olur.

Sonu¢ 4.2.3: k=157 (mod8) ise x*— (k? —4)y? = 4(k + 2) denkleminin
¢ozlimiiniin olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart k + 2’nin tamkare olmasidir. Ayrica k =
1,5,7 (mod 8) ve k + 2 tamkare ise bu denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimii sadece
(x,y)=(k+21) dir k=3(mod8)ise x*—(k?—4)y?=4(k+2)
denkleminin ¢6ziimii sadece k = 3 veya k = 43 iken vardir. Bu denklemin tamsay1
¢ozliimii k = 3 ise sadece (x,y) = (5,11) ve k = 43 ise sadece (x,y) = (285,1891)
dir.

Ispat: (x,y), x* — (k? — 4)y? = 4(k + 2) denkleminin herhangi bir pozitif tamsay1
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¢Oziimii olsun. ilk olarak k = 1,5,7 (mod 8) ve k + 2 tamkare olmasm. Bu durumda

Teorem 3.2.4°e gore
x2 = Vn + VTl—l

olacak sekilde n > 1 vardir. Dolayisiyla Teorem 4.1.1 geregi n = 0 veyan = 1 olur.
n=0 veya n=1 ise x2=k+2 olur. Bu ise k+ 2 tamkare olmadi§indan

imkansizdir. k = 1,5,7 (mod 8) ve k + 2 tamkare olsun. O zaman Teorem 3.2.5’¢
gore x% =k + 2V, _, olacak sekilde n > 2 vardir. Boylece Vn_z(\/m, —1) =
Vi +2 [, Vn_z(\/m, —1) =0 veya a|vk + 2 olmak iizere Vn_z(\/k—-i—Z, —1)
=aO olur Vn_z(\/m, —1) =vk+20 veya al|Vk+2 olmak iizere
Vn_z(\/k—-l-z, —1) = a0 ise Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’e gore n = 3 olur. Buradan da
x =vVk +2 vey =1 bulunur. Vn_z(\/m, —1) = O ise Teorem 4.1’e¢ gére n = 3
ve k + 2 tamkaredir. O halde x = Vk + 2 ve y = 1 olur. Simdi k = 3 (mod 8) olsun.

O zaman k + 2 tamkare olamaz. Boylece Teorem 3.2.4 ve Teorem 4.1.1°e gore k =
3 veya k = 43 olur. Dolayisiyla k = 3 ise (x,y) = (5,11) ve k = 43 ise (x,y) =
(285,1891) bulunur.

Sonu¢ 4.24: k+2 ve k+ 1 tamkare degilse x? — (k? —4)y* = 4(k + 2)
denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimii sadece (x,y) = (k + 2,1) dir. Vk + 2 tamkare

ise denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimleri sadece (x,y) = (k\/ k+2 Yk + 2), (x,y) =
(k+2,1) veya (x,y,k,n) =(966,12,7,8) dir. k+ 2 tamkare degilse ve k +1
tamkare ise denklemin pozitif tamsayr ¢oziimleri sadece (x,y) = (k? + k —

2,Vk+1)ve (x,y) = (k+ 2,1) dir. k + 2 tamkare fakat vk + 2 tamkare degil ise

denklemin pozitif tamsay1 ¢6ziimii sadece (x,y) = (k + 2,1) dir.

Ispat: (x,y), x? — (k? — 4)y* = 4(k + 2) denkleminin herhangi bir pozitif tamsay1

¢ozlimil olsun. k + 2 tamkare olmasin. O zaman Teorem 3.2.4’e gore

x =" +Vn—1'y2 =Up+Up—
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olacak sekilde n > 1 vardir. Bu yiizden Teorem 4.1.3’e gére n = 1 veyan = 2 olur.

[lIk olarak mn=1 olsun. x=V,+Vo=k+2 ve y2=U+Uy=1
oldugundan (x,y) = (k +2,1) bulunur. n =2 olsun. x =V, +V; = k? =2 —k ve
y2=U,+ U, =k+1olur. k+1 tamkare ise x=k*+k—2ve y=vk+1
bulunur. Simdi k + 2 tamkare olsun. O zaman Teorem 3.2.5’e¢ gore x =
Vi +2V,_,(Vk +2,—-1) ve y?> = U,_,(\k + 2,—1) olur. Boylece Teorem 4.4’¢
goren—2=1,n—-2=2veyan—2=6olur n—2 =1 olsun. x = Vk + 2V, =
k + 2 ve y? = U; = 1 oldugundan (x,y) = (k + 2,1) bulunur. n—2 = 2 olsun. O
zaman Vk + 2 tamkare olmalidir. O halde x = Vk + 2V, = k.Vk + 2vey? = U, =
Vk+2, yani (x,y) = (k\/k +2,Vk + 2) olur. n—2=6 olsun. Bu durumda

Vk + 2 =3, yani k = 7 olur. O halde x = 3V,(3,—1) = 966 ve y? = Ug(3,—1) =
144 dir. O zaman (x,y, k,n) = (966,12,7,8) dir.

Sonu¢ 4.2.5: k = 3,5,7 (mod 8) olsun. k =3 ise x* — (k? —4)y? = —4(k - 2)
denkleminin pozitif tamsay1 ¢ozlimleri sadece (x,y) = (2,2) veya (x,y) = (1,1) dir.
k —2 tamkare ise x*— (k? —4)y? = —4(k —2) denkleminin pozitif tamsayi
¢oziimii sadece (x,y) = (\/m, 1) dir. k # 3 ve k — 2 tamkare degilse denklemin

pozitif tamsay1 ¢oziimil yoktur.

Ispat: (x,y), x* — (k? — 4)y? = —4(k — 2) denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii

olsun. O zaman Teorem 3.2.9’a gore
x* = Vo =Vh-1,¥y = Up = Up—

olacak bigimde n > 1 vardir. k = 3,5,7 (mod 8) ve x? =V, —V,,_; oldugundan
Teorem 4.1.2°ye gére n = 1 veyan = 2 dir. n = 1 olsun. O zaman x% =V,—V, =
k —2 vey =U; — Uy = 1olur. O halde k — 2 tamkare ise (x,y) = (m, 1) elde
edilir. Simdi n = 2 olsun. O zaman x?> =V, -V, =k?—-k—-2vey=U, - U, =
k—1 olur. x> = k% —k — 2 oldugundan 4x? = 4k? — 4k — 8, yani (2k —1)% —
(2x)? = 9 elde edilir. Bu denklemin ¢dziimiiniin sadece k = 3 oldugunu gdstermek

kolaydir. Boylece x = 2 ve y = 2 bulunur.
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Sonug¢ 4.2.6: k = 1 (mod 8) ise x* — (k? — 4)y? = —4(k — 2) denkleminin pozitif

tamsay1 ¢0zliimii yoktur.

Ispat: (x,y), x*— (k? —4)y? = —4(k — 2) denkleminin herhangi bir pozitif

tamsay1 ¢0ziimii olsun. O zaman Teorem 3.2.9’a gore
x* = Vi =Vh-1,y = Up = Up—a
olacak sekilde n > 1 vardir. Bu ise Teorem 4.1.2°ye gore imkansizdir.

Sonu¢ 4.2.7: k — 1 tamkare degilse x? — (k? — 4)y* = —4(k — 2) denkleminin
pozitif tamsay1 ¢oziimii sadece (x,y) = (k — 2,1) dir. k — 1 tamkare ise denklemin
pozitif tamsay1 ¢dziimleri sadece (x,y) = (k% —k — 2,Vk—1 ) ve (x,y) = (k —
2,1) dir.

Ispat: (x,y), x?— (k? —4)y* = —4(k — 2) denkleminin herhangi bir pozitif

tamsay1 ¢oziimii olsun. O zaman Teorem 3.2.9’a gore
x=W _Vn—l'yz =Up —Up

olacak bicimde n > 1 vardir. Teorem 4.1.4’e goren = 1 veyan = 2 olur. n = 1 olsun.
Ozamanx = V,—V, =k —2vey? = U;—U, = 1, yani (x,y) = (k — 2,1) bulunur.
Simdi n =2 olsun. O zaman x=V,-V, =k? -k -2 ve y2 =U,-U, =k —
1 olur. O halde k — 1 tamkare olmalidir. Bu durumda ise (x,y) = (k2 —k—
2,Vk — 1) bigimindedir.

Sonug¢ 4.2.8: k = 1,5,7 (mod 8) ve k? — 4 karesiz tamsay1 olsun. O zaman x* —

kx?y + y? = —(k + 2)(k? — 4) denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Ispat: (x,y), x* — kx?y + y? = —(k + 2)(k? — 4) denkleminin bir tamsay1 ¢dziimii

olsun. O zaman Teorem 3.2.13’e gore
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x? = i1 TV, y =V + Vo

veya

x? = Vo1, Yy =Va + VW,

olacak sekilde n = 0 vardir. x* = V,,1+V, olsun. k = 1,5,7 (mod 8) oldugundan
Teorem 4.1.1’¢ gére n+1=0 veyan+1=1 dir. n>0 oldugundan n =10
bulunur. O zaman x? = V;+V, =k +2vey =V, + V_; = k + 2 olur. Buise k? — 4
karesiz tamsay1 oldugundan imkansizdir. Simdix? =V, + V,,_; olsun. O zaman
Teorem 4.1.1° € gore n = 0 veya n = 1 bulunur. O halde x2 = k + 2 olur. Bu ise

k? — 4 karesiz tamsay1 oldugundan imkansizdir. m

Teorem 3.2.13 ve Teorem 4.1.1 kullanilarak asagidaki teoremin ispat1 yapilabilir.

Sonug¢ 4.2.9: k = 3 (mod 8) ve k? — 4 karesiz tamsay1 olsun. O zaman x* — kx?y +

y? = —(k + 2)(k? — 4) denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Sonug¢ 4.2.10: k = 3,5,7 (mod 8) ve k? — 4 karesiz tamsay1 olsun. O zaman x* —
kx?y +vy% = (k — 2)(k? — 4) denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimii sadece k = 3
iken vardir. Bu durumda denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimleri sadece (x,y) =

(2,1),(1,4) ve (x,y) = (2,11) dir.

Ispat: (x,y), x* — kx?y + y? = (k — 2)(k? — 4) denkleminin herhangi bir pozitif

tamsay1 ¢ozliimii olsun. O zaman Teorem 3.2.15’e gore

veya

x? = Vo=V, y =Vayr — Wy
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olacak sekilde n > 1 vardr. Ilk olarak x? = V,,; — V,, oldugunu kabul edelim. O
zaman Teorem 4.1.2°ye géren+1 =1veyan + 1 = 2 olur. n > 1 oldugundan n =
1 olmalidir. O halde x2 =V, -V, =k? -k —2 ve y=V; —V, =k — 2 bulunur.
x? =k? —k — 2oldugundan 4x? = 4k? —4k —8, yani (2k—1)?—-(2x)?=9
bulunur. Bu denklemin ¢6ziimiiniin sadece k = 3 iken oldugu ve bu durumda da
(x,y) = (2,1) oldugu gosterilebilir. Simdi x? = V,, — V,,_; olsun. Teorem 4.1.2’ye
goren=1veyan=2olur. n=1olsun. O zaman x> =V, —-Vy=k—2 ve y=
V, =V, = k? —k — 2 elde edilit. O halde k — 2 tamkare olmalidir. Ama k? — 4
karesiz bir tamsay1 oldugundan k > 3 durumunda k — 2 tamkare olamaz. O zaman
k = 3 olur. Boylece x = 1 ve y = 4 bulunur. Simdi de n = 2 olsun. O zaman x? =
V, —V; = k? — k — 2 elde edilir. Bu denklemin ¢dziimii var ise k = 3 oldugunu

gostermek kolaydir. Boylece (x,y) = (2,11) bulunur.m

Teorem 3.2.15 ve Teorem 4.1.2 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.11: k = 1 (mod 8) ve k? — 4 karesiz tamsay1 olsun. O zaman x* —

kx?y + y? = (k — 2)(k? — 4) denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimii yoktur.



BOLUM 5. DORDUNCU DERECEDEN FARKLI BIiRKAC
DIYOFANT DENKLEMININ COZUMLERI

[65] de yazarlar a # 0 ve b # +2 oldugunda U,(k,+1) = ax? + b denkleminin
sonlu sayida n ¢ézlimiiniin oldugunu gosterdi. [66] da, Keskin, k tek tamsay1 iken w =
1,2,3,6 icin V,(k,—1)=wx?+1 ve V,(k,—1) =wx?—1 denklemlerinin
¢oziimlerini inceledi. Bu boliimde bazi a degerleri i¢in az? —1 = U,y (k,—1) —
U,(k,—1) ve az? — 1 = U,,,1(k, 1) denklemlerinin ve baz1 dérdiincii dereceden Diyofant
denklemlerinin ¢oziimleri aragtirilacaktir. Bu denklemlerin ¢éztimlerini bulabilmek icin 6nce
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili ¢ok iyi bilinen 6zellikler asagida

verilecektir.
UZn(k' t) = Un(k' t)Vn(kl t)' (51)

Vn+1(k,—1)+Vp(k,—1)

Uni1(k,=1) = Un(k, =1) = e ) (5.2)
Uzns1(k, —1) = 1 = Un(k, =1)Vp41 (k, 1) (5.3)
ve

Upnsr(k,—1) + 1 = Upys Gk — DV, (k, —1) (5.4)

dir. Ayrica, m ve n pozitif tamsayilar ve d = (m, n) olmak iizere
(Un, Upy) = Uy,

m n .
7 Ve s tek tamsayilar ise
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(Vm(k, _1); Vn(kﬁ _1)) = Vd (k, _1)r

(U (k, =1),Vpy(k,—1)) = 1 veya 2,

(Un(k, _1), Un—l(k; _1)) = 1;

(Va(k, =1), Vo (k, =) = 1 (5.5)
veE

Vn(k,—1)+Vy—1(k,—1)

( D V(k—1) =1 (5.6)

dir. Son 6zellik hari¢ digerlerinin ispat1 i¢in [ 19] numarali kaynaga bakilabilir.

Asagidaki lemmalarin ispati i¢in [18,58,64] numarali referanslara bakilabilir.

Lemma 5.1: k tek tamsayi olsun. Eger V,,(k, —1) = 20 ise n = 3 dir ve bu durumda
k =3 veya k = 27 dir.

Lemma 5.2: k tek tamsay1 olsun. Eger V},(k, —1) = 30 ise n = 1 ve k = 30O dir.

Lemma 5.3: k tek tamsay1 olsun. Eger V},(k, —1) = 50 ise n = 1 ve k = 50 dir.

Lemma 5.4: k tek tamsay1 olsun. Eger m|k ve m > 1 olmak tizere V,,(k, —1) = 5mnO

isen =1 vek = 5m0 dir.

Lemma 5.5: k tek tamsayi olsun. O zaman V,(k,—1) = 60 denkleminin tamsay1

¢Oziimii yoktur.

Lemma 5.6: k tek tamsay1 olsun. Eger V},(k,—1) = 70 ise n = 1 ve k = 70 dir.
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Lemma 5.7: k tek tamsay1 olsun. Eger m|k ve m > 1 olmak tizere V;,(k, —1) = 7mO

isen =1vek = 7m0 dir.
[38] numaral1 kaynaktan agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 5.1: x? + kxy — y? = 1 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n = 0

olmak tizere
(x,y) = (Uzn41(k, 1), Uppy2(k, 1))
ile verilir.

Teorem 5.2: k > 3 olsun. O zaman x? — kxy + y? = 1 denkleminin tiim pozitif

tamsayi1 ¢ozlimleri n = 1 olmak iizere

(x,y) = (Un+1(k, =1), Up(k, —1))

ile vertilir.

5.1.az> —1=U,,,(k,—1) — U,(k,—1) Denklemlerinin Coziimleri

Buradan itibaren k > 3 tek tamsay1 ve n > 0 olarak kabul edilecektir. Ayrica kisalik
olmasi agisindan aksi sdylenmedikge U, (k, —1) ve V,,(k, —1) yerine sirasiyla U,, ve

V,, kullanilacaktur.

Teorem 5.1.1: z2 —1=U,,; — U ,denkleminin tamsay1 ¢6ziimi sadece a tamsayi

olmak iizere (n,k,z) = (1,a?, a) dir.

Ispat: z, 22 — 1 = Uy,q — U denkleminin herhangi bir tamsay ¢dziimii olsun. Ispati

dort durumda inceleyelim.

1. Durum: n = 4q olsun. O zaman (5.4), (5.1) ve (5.2) kullanilirsa
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7% = Usge1 +1 = Usq = Uzg1Voq — UzgV2q

V; +V
= Viq(Uzqer — Uzg) = Vaq (ZL220) (5.7)

bulunur ve (5.5) kullamlirsa (V3444,V24) = 1 oldugundan (%, qu) =1 elde

edilir. O halde (5.7) kullanilirsa V,, = O olur. Bu ise Teorem 4.1°¢ gore imkansizdir.
2. Durum: n = 4q + 1 olsun. O zaman (5.1), (5.3) ve (5.2) kullanilirsa

2 _ _
z° = Uygiz + 1 = Usgi1 = Uzg41Vag+1 = UzgV2g41

Vage1 + VZq)

= V2q+1(U2q+1 - U2q) = V2q+1< k+ 2

elde edilir. (5.6) kullanilirsa V54,1 = O oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla Teorem
4.1’e gore g = 0 ve k tamkare bulunur. Boylece z? —1 = U, — U; = k — 1, yani

z? = k olur. O halde a tamsay1 olmak iizere (n, k, z) = (1, a?, a) bulunur.
3. Durum: n = 4q + 2 olsun. O zaman (5.2), (5.4) ve (5.1) kullanilirsa

Vg2 + V2q+1>

2% = Uyqez = Usgup + 1= V2q+1( 2

elde edilir. Buradan V,4,, = O oldugu gosterilebilir. Boylece Teorem 4.1°¢ gore q =
0 ve k tamkare olur. Dolaysiyla z> — 1 = U; — U, = k* —k — 1, yani z2? = k(k —

1) bulunur. Bu ise k tamkare oldugundan imkansizdir.
4. Durum: n = 4q + 3 olsun. O zaman (5.1), (5.3) ve (5.2) kullanilirsa

Vagez + V2q+1>

z* = Usga = Uggez + 1= V2q+2( k+2

elde edilir. Buradan V,4,, = O oldugu gosterilebilir. Bu ise Teorem 4.1°¢ gore

imkansizdir.
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Teorem 5.1.2: 2z? — 1 = U,,; — U,, denkleminin tamsay1 ¢dziimii sadece m > 0

. Pim Qm\ 1u:: .
olmak tizere (n,z k) = (Z’T'T) bi¢imindedir.

Ispat: 22?2 —1 = U,,, — U, olacak bi¢cimde z € Z ve n > 0 mevcut olsun. Ispat1

dort durumda inceleyelim.
1. Durum: n = 4q olsun. O zaman (5.4), (5.2) ve (5.1) kullanilirsa

22% = Upqer + 1 = Usq = Upgi1Voq — UzgVagq

Vag+1 + VZq)

= V2q(U2q+1 - UZq) = VZq( k+ 2

elde edilir. (5.5) kullanilirsa %20+14%24 ) = 1 dir. O halde V,, = 0O veya Vy, = 20
k2 q q Ya¥2q

olur. Bunlar ise Lemma 5.1 ve Teorem 4.1’e gore imkansizdir.
2. Durum: n = 4q + 1 olsun. O zaman (5.1), (5.3) ve (5.2) kullanilirsa

22% = Usgiz + 1 = Usgi1 = Uzg+1Vog+1 — UzgVag+1

Voge1 + VZq)

= V2q+1(U2q+1 - UZq) = V2q+1< k+ 2

elde edilir. Boylece V441 = 0O veya V4,1 = 20 oldugu gosterilebilir. Ik olarak
Vaq+1 =0 olsun. O zaman Teorem 4.1’¢ gore q =0 ve k tamkare olur
Dolayisiyla 2z2 — 1 =U, — U, = k — 1, yani 2z? = k bulunur. Bu ise k tamkare
oldugundan imkansizdir. Simdi V;4,4 = 20 olsun. O zaman Lemma 5.1°e gore q =
1 ve k =3 veya k = 27 olur. Bu durumda 2z% — 1 = Ug(3,—1) — Us(3,—1) = 89
veya 2z% — 1 = Ug(27,—1) — Us(27,—1) = 1374100 bulunur. Bu ise imkansizdur.

3. Durum: n = 4q + 2 olsun. O zaman (5.2), (5.3) ve (5.1) kullanilirsa

Vogez + V2q+1)

22% = Usgz = Usgrz + 1= V2q+1( K+ 2



72

bulunur. Boylece V441 = 0O veya Vig4q = 20 oldugu gosterilebilir. Ik olarak
V2q+1 = 20 olsun. O zaman Lemma 5.1°e gore ¢ = 1 ve k = 3 veya k = 27 bulunur.
Boylece 2z% —1=U,(3,—1) — Ug(3,—1) = 233 veya 2z —-1=1U,(27,-1) —
Ue(27,—1) = 370497401 olur. Bunlar ise imkansizdir. $Simdi V4,4 = O olsun. O
zaman Teorem 4.1’e gore ¢ = 0 ve k tamkaredir. Bu durumda 2z2 — 1 =U; — U, =
k? —k — 1, yani 2z? = k(k — 1) olur. Béylece k tamkare oldugundan k — 1 = 200
bicimindedir. O zaman k = s? ve k —1 = 2r? olacak sekilde s ve r tamsayilar
Q2

vardir. Buradan s? — 272 = 1 elde edilir. Tablo 1.1’e gore s = =2 ver = Py olacak

bicimde m > 0 vardir. Bu yiizden k = s? = Q%,,/4 ise 2z> —1= Uy, — U,

denkleminin ¢6zliimii vardir.

4. Durum: n = 4q + 3 olsun. O zaman (5.1), (5.2) ve (5.3) kullanilirsa

222 = Uygya + 1 = Uygyz = UzgiaVagiz — Uzgi1Vagsz

Vagez + V2q+1)

= V2q+2(U2q+2 - U2q+1) = V2q+2 ( k+ 2

elde edilir. Boylece V44, = Oveya Vyqy, = 20 oldugu gosterilebilir. Bu durum ise

Teorem 4.1 ve Lemma 5.1°e gore imkansizdir. m

Teorem 5.1.3: kz?—1=U,.; —U ,, denkleminin tamsayr ¢6ziimleri sadece a

tamsay1 olmak lizere (n,k,z) = (1,k,1),(2,a® + 1, a) dir.

Ispat: kz? —1=U,., - U ,, Olacak bicimde z € Z ve n = 0 mevcut olsun. Ispatin

geri kalan kisminit dort durumda inceleyelim.
1. Durum: n = 4q olsun. O zaman (5.4), (5.1) ve (5.2) kullanilarak

Voge1 + V2q>

kz? = Usger + 1 = Usg = UzgiaVag — UagVag = V2q ( k+2

bulunur. Buradan (5.6) kullanilirsa V,, = O veya m > 1 bir tamsay1 ve m|k olmak
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lizere V5, = m0O oldugu gosterilebilir. Bunlar ise Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’e gore

imkansizdir.
2. Durum: n = 4q + 1 olsun. O zaman (5.3), (5.1) ve (5.2) kullanilirsa

Vag+1 + V2q>

kz* = Usgr2 + 1- Usg+1 = Uzg+1Vag+1 — UzgVaqe1 = V2q+1< k+ 2

elde edilir. Boylece (5.6) kullanilirsa V4,1 = O veya m > 1 bir tamsay1 ve mlk
olmak tizere V4,1 = m0O olur. O zaman Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’¢ gore q = 0

bulunur. Béylece kz?—1=U,—U; =k —1,yani z=1 olur. Sonu¢ olarak

(nk,z) =(1,k, 1) dir.
3. Durum: n = 4q + 2 alalim. O zaman (5.4), (5.1) ve (5.2) kullanilarak

Vagiz + V2q+1>

kz? = Uy — Usqup + 1 = V2q+1( 2

bulunur. Buradan V4,1 = O veya m > 1 bir tamsay1 ve m|k olmak lizere V4., =
ma0O olur. ilk olarak m|k olmak iizere V2q+1 = mO olsun. O zaman Teorem 4.3’¢ gore
q = 0 dir. Béylece kz? —1=U; — U, = k? —k — 1, yani kz? = k(k — 1) bulunur.
O halde k — 1 tamkare ise z= vk — 1 olur. Simdi Vaq+1 = 0O olsun. O zaman
Teorem 4.1°e gore ¢ = 0 ve k tamkare olur. Bu durumda kz? — 1 = U; — U, = k? —

k —1,yani z2 = k — 1 elde edilir. Bu ise k tamkare oldugundan imkansizdir.
4. Durum: n = 4q + 3 olsun. O zaman (5.3), (5.1) ve (5.2) kullanilarak

Vagz + V2q+1>

kz? = Usgta = Usgez + 1 = V2q+2( k+ 2

bulunur. Buradan (5.6)’ya gore V4., = O veya m > 1 bir tamsay1 ve m|k olmak
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lizere V44, =m0 elde edilir. Bunlar ise Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’e gore

imkansizdir. =

Benzer sekilde asagidaki tablodaki denklemlerin ¢éziimleri bulunabilir.

Tablo 5.1. Bazi ¢ degerleri igin cz? — 1 = Upyq — U, denkleminin ¢6ziimleri

c degerleri (n, k) ¢oztimleri var ise

c=3 n=1vek=30veyan=2vek =0

c= n=1vek=50veyan =2vek =0,50
c=6 n=2vek =0veyak =30

c= n=1vek=70veyan=2vek=70+1
c=k (n,k,z) = (1,k,1),(2,a%> + 1,a)

c =5k n=2vek = (Lg/2)?

c=7k (nk,z) = (2,74 + 1,a)

5.2. cz> — 1 = U,,,1(k, 1) Denkleminin Céziimleri

Buradan itibaren k tek tamsay1 ve n > 0 olarak kabul edilecektir.

Sonug 5.2.1: z%2 — 1 = Uyp 41 (k, 1) denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimii yoktur.

Ispat: z2 — 1 = Uy, (k, 1) olacak bicimde bir z tamsayis1 ve n > 0 mevcut olsun.

O zaman (3.13) kullanilirsa

22 —1=Uppy (k2 +2,—1) = U, (k2 + 2,—1)

bulunur. O halde Teorem 5.1.1°e goére n = 1 ve k? + 2 tamkare seklindedir. Bu ise

k? + 2 = s? olacak sekilde s tamsayis1 olmadigindan imkansizdir. m

Benzer sekilde asagidaki tablodaki denklemlerin ¢oziimleri (3.13) kullanilarak

bulunabilir.
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Tablo 5.2. Bazi ¢ degerleri igin ¢z — 1 = U,y 44 (k, 1) denkleminin ¢oziimleri

c degerleri (n, k) ¢oziimleri var ise
c=1 Tamsay1 ¢6ziimii yoktur.
c=3 n=1

c=6 n=2

c=k*+2 (nk,z) =(1,k1)

c €{2,5,6,7,5(k?+2),7(k* + 2) Tamsay1 ¢dziimii yoktur.

5.3. Dordiincii Dereceden Farkh Birka¢ Diyofant Denklemlerinin Coziimii

Bu boliimde bir 6nceki boliimlerde elde edilen bilgiler kullanilarak bazi 4. dereceden

Diyofant denklemlerinin ¢6ziimleri bulunacaktir.

Sonu¢ 5.3.1: k =3 olsun. O zaman (x> —1)? —k(x* -1y +y?=—(k—-2)
denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimleri sadece a tamsayi olmak iizere (x,y,k) =
(a,1,a®) veya a>1 tamsayr olmak iizere (x,y,k) = (a,a*—a?—-1,a?)

bi¢imindedir.

Ispat: (x,y), (x2 —1)%2 —k(x? — 1)y + y? = —(k — 2) denkleminin herhangi bir

pozitif tamsay1 ¢oziimii olsun. O zaman Teorem 3.2.8’e gore

x*=1=Upyy —Upvey=Up—Up,4

veya

x*=1=Up—Up_yvey = Upyy — Uy

olacak bicimde n > 0 mevcuttur. {1k olarak

x*=1=Upyy —Upvey=Up—Up,4

olsun. O zaman Teorem 5.1.1°e gore (n, k, x) = (1, a?, a) bigimindedir. Su halde x =

avey =U; — Uy =1 bulunur. Simdi de
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=Up—Up-q1vey =Upy1 — Uy

olsun. Teorem 5.1.1’e gore (n — 1, k, x) = (1,a?, a) olur. Béylecex = avey = U; —

U, =k?—k—1=a*—a?—1 elde edilir. Aym1 zamanda y > 0 oldugundan a >

1 olmalidir. =

Asagidaki tabloda verilen denklemlerin ¢oziimleri benzer sekilde bulunabilir.

Tablo 5.3. k > 3 olmak iizere bazi ¢ degerleri icin (cx? — 1)? — k(cx? — 1)y + y? = —(k — 2) denkleminin

¢Oziimleri

(x,y, k) ¢dziimleri var ise

c=1
c=2
c=3
c=5
c=6
c=7
c=k

(x,v,k) = (a,1,a?) veya a > 1 olmak iizere (x,y,k) = (a,a* — a® — 1,a?)

m > 0vek = Q2,/4 olmak iizere (x,V) = (Pym, 2P2,),(Payn, Uy — U3)

k=0 ve m tamsayr olmak iizere (x,y) = (m,k—
1),(Jk(k =1)/3,k>—k? =2k +1) veya k=3 olmak iizere (x,y) =
(73 1).(S T3,k — e~ 1)

k= (Lgp/2)? olmak iizere (x,y) = (Fizn/4k—1), (Fion/4 k3 —k* -2k +1); k=
5(Fgn—3/2)? olmak iizere (x,y) = (Fizn-6/%k — 1),(Fizn-6/% k3 — k? — 2k + 1) veya
k=0 olmak iizere (x,y) = (Vk/51), (Fion/4 k — 1), (Fion/4 k® — k? — 2k +
1), (Fizn—e/% k3 — k? =2k + 1)

k = O veya k = 30 olmak iizere (x,y) = (\Jk(k — 1)/6,k — 1), (\Jk(k — 1)/6,k> — k? —
2k +1)

k = 70 olmak iizere (x,y) = (\/k_/7, 1),(\/k_/7,k2 —k —1) veya k(k — 1) = 70 olmak
izere (x,) = (JRGE— D77,k - 1), (R = D7, k* — k% — 2k + 1)

k = O olmak iizere (x,y) = (1,1),(1,k? —k — 1) veya k — 1 = O olmak iizere (x,y) =
Wk—1,k—-1),Wk—1,k3—k*—-2k+1)

Sonu¢ 5.3.2: k>3 olsun. O zaman x?— (k?—-4)(y?—-1)?=—4(k—2)

denkleminin tamsay1 ¢dziimii sadece a tamsayr olmak iizere (x,v,k) = (a* — a? —

2, a, a?) bicimindedir.

Ispat: (x,y), x> — (k? —4)(y? —1)? = —4(k —2) denkleminin herhangi bir

pozitif tamsay1 ¢oziimii olsun. O zaman Teorem 3.2.9°a gore
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x=Vn—Vn_1vey2—1=Un—Un_1

olacak bigimde n > 0 vardir. Bdylece Teorem 5.1.1°¢ gore (n — 1, k,y) = (1, a?, a)

olacak bi¢imde a tamsayisi vardir. Suhalde x =V, —V, = k? -k -2 =a*—a? —

2vey = abulunur. =

Asagidaki tabloda verilen denklemlerin ¢éziimleri benzer sekilde bulunabilir.

Tablo 5.4. Bazi ¢ degerleri igin x% — (k? — 4)(cy? — 1)? = —4(k — 2) denkleminin ¢dziimleri

c (x,y, k) ¢oziimleri var ise

c=1 (x,v,k) = (a* —a? — 2,a,a?)

c= m > 0 olmak iizere k = Q2,,/4 ve (x,y) = (k® — k? = 3k + 2, \[k(k — 1)/2)
3\

c=3 k = 30 olmak iizere (x,y) = (k2 —k-2, \/m) veya k(k — 1) = 30 olmak lizere
(x,y) = (k® =3k —k? + 2,,\[k(k — 1)/3)

c=5 k =50 olmak iizere (x,y) = (k? —k — 2,\/k/5); k = 5(Fen_3/2)? olmak iizere
(o, y) = (k3 =3k —k? + 2,Fppn_6/%), (K2 —k — 2,\Jk/5)  veya k= (Lgn/2)?
olmak iizere (x,y) = (k3 — 3k — k? + 2,F;3,/4%)

c=6 k=|:|veyak=3|:|ve(x,y)=(k3—3k—k2+2,M)

¢=7 k=70 olmak iizere (x,y) = (k® — k? — 3k + 2,\/k/7) veya k(k — 1) = 70 olmak

tizere (x,y) = (k® —k? =3k + 2,\/k(k — 1)/7)
c=k k = O olmak iizere (x,y) = (k? —k —2,1) veya k — 1 = O olmak iizere (x,y) =

(k® —k? =3k +2,Vk—1)

¢=5k k=50 olmakiizere (x,y) = (k? —k —2,,/k/5);n > 0 ve k = 5(Fg,_3/2)? olmak
iizere (x,y) = (k% — 3k — k? + 2, Fypn_¢/4),(k? —k — 2,\/k/5) veyan > 0 ve k =
(Len/2)? olmak iizere (x,y) = (k3 — 3k — k? + 2, Fy5,/4)

¢ =7k Denklemin pozitif tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Sonu¢ 5.3.3: k>1 olsun. O zaman x2? — (k? +4)[(k? + 2)y? —1]?> = —4

denkleminin pozitif tamsay: ¢dziimii sadece (x,y) = (k3 + 3k, 1) dir.

Ispat: (x,y), x%— (k?+4)[(k? + 2)y? — 1]? = —4 denkleminin herhangi bir

pozitif tamsay1 ¢oziimii olsun. O zaman Tablo 1.1°e gore
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x = Vony1(k, 1) ve (kz + 2)3’2 —1=Uzps1(k, 1)

olacak sekilde n = 0 vardir. Boylece Tablo 5.3’¢ gore (n,k,y) = (1,k, 1) olur. O
halde

x=k3+3k vey=1

elde edilir. m

Asagidaki tabloda verilen denklemlerin ¢oziimleri benzer sekilde bulunabilir.

Tablo 5.5. k > 1 olmak iizere bazi ¢ degerleri igin x% — (k? + 4)(cy? — 1)? = —4 denkleminin ¢dziimleri

¢ degerleri (x,y, k) ¢oziimleri var ise

c €{1,2,57,5(k?*+2),7(k? + 2)} Pozitif tamsay1 ¢oziimii yoktur.

c=3 k% +3=0ve (x,y) = (k3 + 3k, /(k? + 2)/3)
c=6 k% +2 =30 ve (x,y) = (k® + 5k® + 5k,/(k* + 3k% + 2/6))
c=k*+2 (x,y) = (k3 + 3k, 1)

Teorem 5.1 ve Tablo 5.2 kullanilarak asagidaki sonuglar verilebilir.

Tablo 5.6. Baz1 ¢ degerleri igin (cx? — 1)2 + k(cx? — 1)y — y? = 1 denkleminin ¢dziimleri

¢ degerleri (x,y, k) ¢oztimleri var ise

c €{1,2,5,7} Pozitif tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

c=3 k% +2=30ve (x,y) = (J(k2 + 2)/3,k + 2k)

c=6 k?+2=30ve (x,y) = (y/(k* + 3k* + 2)/6,k° + 4k® + 3k)
c=k?*+2 (x,y) = (1, k3 + 2k)

c € {5(k?+2),7(k? + 2)} Pozitif tamsay1 ¢éziimii yoktur.

Sonu¢ 5.3.4: t > 1 vem > 0 olsun. O zaman

(tx? +m)?2 —k(tx*+m)[t— x> +m+1]+[t—-Dx?+m+1]2=1
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denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimii yoktur.

ispat: X,

(tx?+m)? —k(tx?+m)[t—Dx>+m+1]+[(t—-Dx?2+m+1]2=1

denkleminin herhangi bir pozitif tamsay1 ¢6ziimii olsun. O zaman Teorem 5.2’ye gore
tx?2+m=Upve(t—Dx?+m+1=0U, (5.8)
olacak sekilde n > 1 vardir. Buradan x> — 1 = U,,; — U, elde edilir. Dolayisiyla
Teorem 5.1.1°e gore a tamsay1 olmak iizere (n, k, x) = (1, a?, a) elde edilir. O zaman
(5.8) kullanmilirsa tx? + m = ta? + m = U,(k,1) = a? bulunur. Buiset > 1vem >
0 oldugundan imkansizdir.

Sonug 5.3.4’e benzer sekilde agagidaki li¢ sonug ispatlanabilir.

Sonug¢ 5.3.5: a € {2,3,5,7} olmak iizere t > a ve m > 0 olsun. O zaman
(tx?+m)?2 —k(tx*+m)[t—a)x*+m+ 1]+ [t—a)x*> +m+1]>=1
denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

Sonug¢ 5.3.6: t > 6 ve m > 0 olsun. O zaman

(tx2+m)2 —k(tx?+m)[t—6)x2+m+1]+[(t—6)x2+m+1]2 =1
denkleminin tamsayi ¢oziimii sadece (t,m,x) = (7,1,1) dir.

Ispat: x, (tx? + m)? — k(tx> + m)[(t —6)x> + m+ 1] + [(t — 6)x%> + m +

1]? = 1 denkleminin herhangi bir tamsay1 ¢6ziimii olsun. O zaman Teorem 5.2’ye

gore
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tx?+m=U,ve(t—6)x>+m+1=U, (5.9)

olacak sekilde n =1 vardir. Buradan 6x? — 1 = U,,; — U, elde edilir. O halde

Teorem 5.1.5’e gore n = 2 bulunur. Bu deger (5.9) denklemlerinde yerine konulursa

(t—6)x2+m+1=U, =k (5.10)
ve
tx?+m=U; =k*—1 (5.11)

elde edilir. (5.10), (5.11)’de yerine konulursa da

(t—6)x*+[2t—-6)(m+1)—t]x*+m*+m=0 (5.12)

olur. Buise m > 2 iken 2(t — 6)(m + 1) — t > 0 oldugundan imkansizdir. O zaman
m = 1 olur. Bu deger (5.12)’de yerine konulursa (t — 6)%x* + (3t — 24)x? + 2 =
0 bulunur. Bu ise t > 7 iken imkansizdir. O zaman t = 7 elde edilir. Boylece x* —
3x% 4+ 2 = 0 olur. Bu denklemin tamsay1 ¢oziimii ise sadece x = 1 dir. Dolayisiyla

(5.10)’dan k = 3 elde edilir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Tezin birinci boliimiinde, Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, genellestirilmis Fibonacci
ve genellestirilmis Lucas sayilar ile ilgili literatiir bilgisine yer verildi. Ikinci boliimde
bu sayilarla ilgili temel tanim ve teoremler verildi. Ucgiincii boliimde bazi sayilarin
stirekli kesir acilimlart ve bazi Pell denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢oziimleri elde
edildi. Bu béliimde elde edilen bilgiler kullanilarak  x% — kxy + y? = —(k + 2)
denkleminin ¢éziimiiniin olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartin k =3 veya k = 6 olmasi
gerektigi gosterildi. Ayrica x? — kxy + y* = k — 2 denkleminin ¢dziimiiniin olmas1
icin gerekli ve yeterli sartin K —2 *nin tamkare olmas1 gerektigi gosterildi. Dordiincii
bolimde x% =V,.1(k,—1) FV,(k,—1) ve x?=U,;,(k,—1)FU,(k,—1)
denklemlerinin ¢oziimleri varsa n = 0,1,2 oldugu gosterildi. Bundan faydalanarak
dordiincii dereceden bazi Diyofant denklemlerinin ¢oziimleri tespit edildi. Tezin 5.
boliimiinde a = 1,2,3,6 i¢in az?—1= U, (k,—1) = U,(k,—1) ve az? — 1 =
Ujyn41(k, 1) sayilarinin denklem ¢éziimleri bulundu. Ayrica bu sayilarla ilgili olan bazi

dordiincii dereceden denklemlerin ¢oziimleri verildi.

Bu tezin 3. boliimii “An. Stiint. Univ. Al. Cuza lagi Mat. (N.S.)” dergisinde yayma
kabul edildi [71] ve 4. boliimii “Miskolc Mathematical Notes™ adl1 dergide yayinlandi
[68].

k tamsayis1 k > 1 sartim1 saglamak iizere x% — kxy — y? = k denklemi verildiginde
n=>1 ve U, =U,(k,1) olmak iizere (x,y) = (Uzyp + Uyp_1,Uzp_1 + Uzp_y) ve
(x,¥) = (Uzpny1 — Uzp, Uy — Uyp_q)  pozitif tamsayilarinin bu denklemin bir
¢oziimil oldugu gosterilebilir. Ayni bicimde k tamsayist k > 1 sartin1 saglamak {izere
x? — (k? + 4)y? = 4k denklemi verildiginde n >0, U, =U,(k,1) ve V, =
Va(k, 1) olmak tizere (x,y) = (Vop-1 + Von-2,Uzn—1 + Uan—2) ve (x,y) = (Vor, —

Von—1,Uzp — Uppn_q)  pozitif tamsayilarimin bu denklemin bir ¢oziimii oldugu
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gosterilebilir. k’nin asal say1 olmas1 durumunda x? — kxy — y? = k denkleminin tiim
¢oziimlerinin n = 1 ve U,, = U, (k, 1) olmak iizere (x,y) = (Uyy, + Uzp_1, Uzp_1 +
Uyn_z) ve (x,y) = (Uzpns1 — Ugp, Uz — Upp_q) ile verildigi gosterilebilir. Ayni
bigimde k asal tamsayr olmak iizere x2 — (k? + 4)y? = 4k denkleminin tiim
¢oziimlerininn = 0, U,, = U, (k, 1) ve V,, = V},(k, 1) olmak tizere (x,y) = (Von_1 +
Von-2,Uan-1 + Uan—2)  ve (x,¥) = (Van — Von-1, Uz — Uan—1) ile  verildigi
gosterilebilir. Ayrica k’nin asal olmamasi durumunda bu denklemlerin ¢oziimleri
arastirilabilir. Yine benzer sekilde x? — kxy — y? = —k ve x? — (k? + 4)y? = —4k

denklemlerinin ¢oziimleri arastirilabilir.
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