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ÖZET 

 

 
Anahtar kelimeler: Diyofant denklemleri, Pell denklemleri, sürekli kesirler,                    

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları 
 

Bu çalışmanın ilk bölümünde Diyofant denklemleri ile ilgili literatür bilgisi ve 

Fibonacci ve Lucas sayıları ile genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarının temel 

özellikleri verildi.  

 

İkinci bölümde ise sürekli kesirler ve Pell denklemleri hakkında temel tanım ve 

teoremlere yer verildi.  

 
Üçüncü bölümde, ilk olarak bazı sayıların sürekli kesir açılımları hesaplandı. Daha 

sonra bu sürekli kesir açılımları kullanılarak bazı Pell denklemlerinin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri verilerek ikinci dereceden bazı Diyofant denklemlerinin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri belirlendi. 

 

Çalışmanın dördüncü bölümünde 𝑘 tek tamsayı iken Jacobi sembolü ve kongürans 

özellikleri kullanılarak, 𝑥2 = 𝑉𝑛(𝑘, −1) ± 𝑉𝑛−1(𝑘, −1) ve 𝑥2 = 𝑈𝑛(𝑘, −1) ±
𝑈𝑛−1(𝑘, −1) denklemlerinin tüm tamsayı çözümleri elde edildi. Sonrasında ise 

dördüncü dereceden bazı Diyofant denklemlerinin tüm tamsayı çözümleri tespit edildi.  

 

Beşinci bölümde bazı özel 𝑎 değerleri için 𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1(𝑘, −1) − 𝑈𝑛(𝑘, −1) ve 

𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1)  denklemlerinin tüm tamsayı çözümleri bulunarak dördüncü 

dereceden bazı Diyofant denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümleri belirlendi. 
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SOLUTIONS OF SOME SPECIAL DIOPHANTINE EQUATIONS  

 

SUMMARY 
 

 
Keywords: Diophantine equations, Pell equations, continued fractions,  generalized    

Fibonacci and Lucas numbers 

 

In the first section of this work, literature information about Diophantine equations, 

Fibonacci numbers, Lucas numbers, generalized Fibonacci numbers and generalized 

Lucas numbers is given.  

 

In the second section, basic theorems and definitions about continued fractions and 

Pell equations are given.  

 

In the third section, firstly, continued fraction expansions of the some numbers  are 

calculated. Later, all positive integer solutions to some Pell equations are given by 

using  this continued fraction expansions and all positive integer solutions to some 

quadratic Diophantine equations are determined.  

 

In fourth section of this work, when 𝑘 is an odd integer, all integer solutions to the 

equations 𝑥2 = 𝑉𝑛(𝑘, −1) ± 𝑉𝑛(𝑘, −1) and 𝑥2 = 𝑈𝑛(𝑘, −1) ± 𝑈𝑛(𝑘, −1) are 

obtained by using Jacobi symbol and congruence. Later, all positive integer solutions 

to some quartic Diophantine equations are given.  

 

In the fifth section, for some special values of 𝑎, all integer solutions to the equations 

𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1(𝑘, −1) − 𝑈𝑛(𝑘, −1) and 𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) are found. Finally, 

all positive integer solutions to some quartic Diophantine equations are determined.  

 



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

Değişkenleri ve katsayıları tamsayı olan iki veya daha fazla bilinmeyenli denklemlere 

“Diophantus denklemi” diğer bir adıyla “Diophantine (Diyofant) denklemi” denir. 

Diyofant denklemleri, adını 3. yüzyılda yaşadığı tahmin edilen Antik Yunan 

matematikçi Diophantus’tan almıştır. Diyofant denklemleri ile ilgili üç temel soru 

vardır: 

 

1.  Denklem çözülebilir mi? 

2. Denklem çözülebilir ise çözümlerin sayısı sonlu çoklukta mıdır? Yoksa                                 

                   sonsuz çoklukta mıdır? 

3.  Denklem çözülebilir ise tüm çözümleri nelerdir? 

 

Diophantus, ikinci dereceden 

 

𝑎𝑥2  +  𝑏𝑥 =  𝑐 

 

denklem tipini ele aldı. Tarih boyunca birçok matematikçi, Diophantus’un 

denklemlerinin özellikle aşağıdaki biçimleriyle ilgilenmişlerdir. 

 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 (Doğrusal Diyofant denklemi) 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 (Pisagor denklemi) 

 

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 (Fermat’ın son teoremi) 

 

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑁 (Pell denklemi) 
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𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 (Biçimindeki eliptik eğri) 

 

Bu denklemleri Fermat, Euler, Lagrange, Gauss gibi ünlü matematikçiler de çalışmıştır 

ve bu matematikçiler bazı Diyofant denklemlerinin çözümünü değişik yöntemler 

kullanarak bulmuştur.  Bu yöntemlerden bazıları; çarpanlara ayırma, matematiksel 

tümevarım, modüler aritmetik, sürekli kesirler, parametre kullanma, eşitsizlikler, 

Fermat’ın sonsuz iniş yöntemidir. Daha sonraları ise denklem çözümlerini bulmak için 

cebirsel sayılar teorisi bilgileri kullanıldı. Yakın zamanda da Sidney Üniversitesindeki 

bir grup tarafından geliştirilen MAGMA programı kullanılarak birçok eliptik eğrinin 

rasyonel çözümleri kolaylıkla hesaplanmaya başlandı. Bu metotlar ve Diyofant 

denklemleri ile ilgili daha fazla bilgi için [1-9] numaralı kaynaklara bakılabilir. 

   

Tarihte Fibonacci dizilerinin ortaya çıkması ve bazı özel Diyofant denklemlerinin 

çözümleri ile bu dizilerin ilişkisinin keşfi Diyofant denklemlerini daha ilginç bir hale 

getirmiştir. Liber Abaci’de (1202) Fibonacci, “Modus Indium (Hintlilerin Yöntemi)” 

adını verdiği ve günümüzde Arap-Hint sayıları diye bilinen modern ondalık sayı 

sistemini tanıtmıştır. Bu kitap gündelik hayatta ticari defter tutma, ölçü birimlerini 

çevirme, faiz hesaplama, para bozma ve değiştirme vb. işlemlerde, bu sistemin 

kullanımının önemini göstermiştir. Bu kitap Avrupa’da tahsilli insanlar arasında hızlı 

bir şekilde yayılmış ve Avrupa’nın müspet bilimde ilerlemesine önemli katkıları 

olmuştur. Liber Abaci’de ayrıca kapalı bir ortamdaki bir tavşan ailesinin artışının, her 

tavşan çiftinin bir ay sonra bir yavru yapıp onun da bir ay sonra bir yavru yapacağı 

gibi ideal varsayımlar altında hesaplanmasından bahsedilmiştir. Bu problemin 

çözümünde tavşan çiftlerinin sayısının artışını gösteren sayı dizisi Fibonacci dizisi 

olarak adlandırılmıştır. 6. yüzyıldan beri Hintli matematikçiler tarafından bilinen bu 

dizi Avrupa'ya ilk olarak Fibonacci tarafından tanıtılmıştır [10,11]. 

 

𝐹0 = 0 ve 𝐹1 = 1 başlangıç koşullarına sahip ve 𝑛 ≥ 1 için  

  

𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1 

 

tekrarlama  bağıntısı ile tanımlanan (𝐹𝑛) dizisine Fibonacci dizisi ve 𝐹𝑛 sayısına da 𝑛.  
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Fibonacci sayısı adı verilir. 𝛼 =
1

2
(1 + √5) ve 𝛽 =

1

2
(1 − √5) olmak üzere 𝑛. 

Fibonacci sayısı 

 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

 

formülü ile hesaplanır. Fransız matematikçi Sacques-Phillipe-Marie Binet (1786-

1856) 1843 yılında 𝐹𝑛 için bu formülü bulduktan sonra, bu formül Binet formülü olarak 

adlandırıldı. Aslında bu formül ilk önce 1718’de Fransız matematikçi Abraham  De 

Moivre  (1667-1754) tarafından genel fonksiyonlar kullanılarak bulundu. Ayrıca bu 

formül, bunlardan bağımsız olarak 1844’de Fransız mühendis ve matematikçi Gabriel 

Lame (1795-1870) tarafından da elde edildi. 

 

İtalya’da doğan Fransız astronom ve matematikçi Giovanni Domenico Cassini’nin  

1680’de ve bundan bağımsız olarak 1753’te Robert Simson’ın  (1687-1768) Glasgow 

Üniversitesinde bulduğu 

 

𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛 (𝑛 ≥ 1) 

 

formülü bazı yeni özdeşliklerin elde edilmesinde kullanıldı. 

 

Fibonacci dizisinin başlangıç şartları değiştirilerek Lucas dizisi denilen yeni bir dizi 

oluşturuldu. Bu dizi, 𝐿0 = 2 ve 𝐿1 = 1 başlangıç koşullarına sahip ve 𝑛 ≥ 1  için  

 

𝐿𝑛+1 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛−1 

 

tekrarlama  bağıntısı ile tanımlıdır. Bu dizinin Binet Formülü, 𝛼 =
1

2
(1 + √5) ve 𝛽 =

1

2
(1 − √5) olmak üzere 

 

𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 
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biçimindedir.  

 

Fibonacci ve  Lucas dizileri birbiriyle ilişkilidir. Fibonacci ve Lucas sayılarıyla ilgili 

aşağıda verilen özellikler çok iyi bilinmektedir.    

 

𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1 = 5𝐹𝑛,                          

 

𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1 = 𝐿𝑛,                 

 

𝐹2𝑛 = 𝐿𝑛𝐹𝑛 ,                                               

  

ve 

 

𝐿𝑛
2 − 5𝐹𝑛

2 = 4(−1)𝑛. 

 

Fibonacci ve Lucas sayılarının 

 

𝐹2𝑚𝑛+𝑟 ≡ (−1)𝑚𝑛𝐹𝑟(𝑚𝑜𝑑𝐹𝑚), 

 

𝐿2𝑚𝑛+𝑟 ≡ (−1)𝑚𝑛𝐿𝑟(𝑚𝑜𝑑𝐹𝑚), 

 

𝐹2𝑚𝑛+𝑟 ≡ (−1)(𝑚+1)𝑛𝐹𝑟(𝑚𝑜𝑑𝐿𝑚) 

 

ve 

 

𝐿2𝑚𝑛+𝑟 ≡ (−1)(𝑚+1)𝑛𝐿𝑟(𝑚𝑜𝑑𝐿𝑚) 

 

kongürans özellikleri bu sayılarla ilgili yeni özelliklerin bulunmasında önemli bir rol 

oynar [12]. 

 

Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilgili daha fazla bilgi için [10-20] numaralı kaynaklara 

bakılabilir. 



5 
 

 

Daha sonra  Fibonacci ve Lucas dizilerinin genel formu olan genelleştirilmiş Fibonacci 

ve Lucas dizileri tanımlanmıştır ve bu dizilerle ilgili bazı yeni özdeşlikler bulunmuştur. 

𝑘 ve 𝑡  tamsayılar olmak üzere 𝑘2 + 4𝑡 > 0 olsun. Bu durumda genelleştirilmiş 

Fibonacci dizisi 

 

𝑈0(𝑘, 𝑡) = 0, 𝑈1(𝑘, 𝑡) = 1 

 

ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere 

 

𝑈𝑛(𝑘, 𝑡) = 𝑘𝑈𝑛−1(𝑘, 𝑡) + 𝑡𝑈𝑛−2(𝑘, 𝑡) 

 

tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır. Benzer biçimde genelleştirilmiş Lucas dizisi  

 

𝑉0(𝑘, 𝑡) = 2 , 𝑉1(𝑘, 𝑡) = 𝑘 

 

ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere 

 

𝑉𝑛(𝑘, 𝑡) = 𝑘𝑉𝑛−1(𝑘, 𝑡) + 𝑡𝑉𝑛−2(𝑘, 𝑡) 

 

tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır. 𝑘 = 𝑡 = 1 için (𝑈𝑛) ve (𝑉𝑛) dizileri sırasıyla 

Fibonacci ve Lucas dizilerine dönüşür. 𝑘 = 2  ve 𝑡 = 1 için (𝑈𝑛) ve (𝑉𝑛) dizileri 

sırasıyla Pell ve Pell-Lucas dizilerine dönüşür ve bu diziler sırasıyla (𝑃𝑛), (𝑄𝑛) ile 

gösterilir. 𝑥2 − 𝑘𝑥 − 𝑡 = 0 karakteristik denkleminin kökleri 

 

𝛼 =
𝑘+√𝑘2+4𝑡

2
   ve  𝛽 = 𝛼̅ =

𝑘−√𝑘2+4𝑡

2
 

 

olmak üzere 

 

𝑈𝑛(𝑘, 𝑡) =
𝛼𝑛−𝛽𝑛

𝛼−𝛽
   ve  𝑉𝑛(𝑘, 𝑡) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

 

formülleri geçerlidir. Ayrıca 𝛼 + 𝛽 = 𝑘  ve  𝛼𝛽 = −𝑡 dir. 
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Özel olarak, 𝑡 = 1 için 𝛼 =
𝑘+√𝑘2+4

2
   ve   𝛼̅ = 𝛽 =

𝑘−√𝑘2+4

2
   olmak üzere 

 

𝑈𝑛(𝑘, 1) =
𝛼𝑛−𝛽𝑛

𝛼−𝛽
   ve  𝑉𝑛(𝑘, 1) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛  

 

ve 𝑡 = −1 için 𝛼 =
𝑘+√𝑘2−4

2
   ve  𝛼̅ = 𝛽 =

𝑘−√𝑘2−4

2
   olmak üzere 

 

𝑈𝑛(𝑘, −1) =
𝛼𝑛−𝛽𝑛

𝛼−𝛽
   ve  𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

 

dir. Ayrıca 𝑛 ∈ ℕ için negatif terimli genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları 

 

𝑈−𝑛 = −(−𝑡)−𝑛 𝑈𝑛   ve   𝑉−𝑛 = (−𝑡)−𝑛𝑉𝑛 

 

ile tanımlanır.  

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili bölünebilme özellikleri bu 

dizilerle ilgili yeni özellikler elde edilmesinde kullanılabilir. 𝑈𝑚 ≠ 1 ve 𝑉𝑚 ≠ 1 olmak 

üzere bölünebilme özelliklerinden bazıları 

 

𝑈𝑚|𝑈𝑛 ⇔ 𝑚|𝑛, 

 

𝑉𝑚|𝑉𝑛 ⇔ 𝑚|𝑛 ve 
𝑛

𝑚
 tek tamsayı 

 

ve 

 

𝑉𝑚|𝑈𝑛 ⇔ 𝑚|𝑛 ve 
𝑛

𝑚
 çift tamsayı 

 

biçimindedir [17-20]. 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili ayrıntılı bilgi için [17-28] 

numaralı kaynaklara bakılabilir. 
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2. deredeceden 

  

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 = 𝑘 

 

genel denklemi "Gauss’s Disquisitions Arithmeticae" kitabının ana konularından 

biridir.  Diyofant denklemlerinin özel bir biçimi olan Pell denklemlerinin bazılarının 

çözümleri genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri ile verilebildiğinden bu 

denklemler matematikçilerin ilgisini çekmiştir. 

 

𝑑 tamkare olmayan bir doğal sayı olmak üzere  

 

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±1 

 

Diyofant denklemlerine Pell denklemleri denir. 𝑑 tamkare olmayan bir doğal sayı ve 

𝑁 tamsayı olmak üzere 

 

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑁 

 

Diyofant denklemine ise genel-Pell denklemi denir. 

 

Eğer 𝑢 ve 𝑣  tamsayıları için 𝑢2 − 𝑑𝑣2 = 𝑁 ise 𝑢 + 𝑣√𝑑 ’ye (veya (𝑢, 𝑣)’ye) 𝑥2 −

𝑑𝑦2 = 𝑁 denkleminin bir çözümüdür denir. 

 

𝑑 tamkare olmayan bir pozitif tamsayı ve 𝑢, 𝑢′, 𝑣, 𝑣′ pozitif tamsayılar olmak üzere 

𝑢 + 𝑣√𝑑  ve 𝑢′ + 𝑣′√𝑑, 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑁 denkleminin herhangi iki çözümü ise  

 

a. 𝑢 = 𝑢′  ve  𝑣 = 𝑣′ dir ⇔ 𝑢 + 𝑣√𝑑 = 𝑢′ + 𝑣′√𝑑  dir. 

 

b. 𝑢 > 𝑢′  ise  𝑣 > 𝑣′  dir ⟺  𝑢 + 𝑣√𝑑 > 𝑢′ + 𝑣′√𝑑  dir. 

 

Bu yüzden 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑁 Pell denkleminin çözümleri arasında bir sıralama vardır. 

Böylece Pell denklemlerinin her zaman bir en küçük çözümü bulunabilir. 𝑑 tamkare 
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olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere   𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1   Pell denkleminin pozitif 

tamsayı çözümleri arasından 𝑥’in en küçük değerini aldığı (𝑥, 𝑦) çözümüne denklemin 

temel çözümü denir. 𝑥 tamsayısı en küçük değeri aldığında, 𝑦  ve 𝑥 + 𝑦√𝑑 tamsayıları 

da en küçük değerini alır. Bu yüzden birinin alabileceği en küçük tamsayı değerini 

alması temel çözümü bulmak için yeterli olur. Pell denklemleri ile ilgili daha fazla 

bilgi edinmek için [29-36] numaralı kaynaklar incelenebilir. Aşağıdaki tabloda ikinci 

dereceden bazı Diyofant denklemlerinin çözümleri verildi.  

 

Tablo 1.1. Bazı İkinci Dereceden Diyofant Denklemleri ve Çözümleri 

 

Özel durumlar Denklemler Çözümler (𝑛 ≥ 1 olmak üzere) 

               

𝑘
≥

3
 o

lm
ak

 ü
zere 

   𝑥2 − 5𝑦2 =1  (𝑥, 𝑦) = (𝐿6𝑛/2, 𝐹6𝑛/2) 

𝑥2 − 5𝑦2 = −1 (𝑥, 𝑦) = (𝐿6𝑛−3/2, 𝐹6𝑛−3/2) 

𝑥2 − 2𝑦2 = 1  (𝑥, 𝑦) = (𝑄2𝑛−2/2, 𝑃2𝑛−2) 

𝑥2 − 2𝑦2 = −1 (𝑥, 𝑦) = (𝑄2𝑛−1/2, 𝑃2𝑛−1) 

𝑥2 − 7𝑦2 = −1 Denklemin tamsayı çözümü yoktur. 

𝑥2 − 5𝑦2 = 4 (𝑥, 𝑦) = (𝐿2𝑛 , 𝐹2𝑛) 

𝑥2 − 5𝑦2 = −4 (𝑥, 𝑦) = (𝐿2𝑛−1, 𝐹2𝑛−1) 

𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 = 1 (𝑥, 𝑦) = (𝐹2𝑛+1, 𝐹2𝑛) 

𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 = −1 (𝑥, 𝑦) = (𝐹2𝑛, 𝐹2𝑛−1) 

𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1 (𝑥, 𝑦) = (𝐹2𝑛+2, 𝐹2𝑛) 

𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 = −1 (𝑥, 𝑦) = (𝐹2𝑛−1, 𝐹2𝑛−3) 

𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 = −5 (𝑥, 𝑦) = (𝐿2𝑛 , 𝐿2𝑛−2) 

𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 = 5 (𝑥, 𝑦) = (𝐿2𝑛−1, 𝐿2𝑛−3) 

𝑘
≥

1
 

o
lm

ak
 

ü
ze

re
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −1 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1)) 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

𝑘
≥

3
  

o
lm

ak
 ü

ze
re

 

𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4 

𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −1 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛(𝑘, −1), 𝑈𝑛(𝑘, −1)) 

Tamsayı çözümü yoktur. 

Tamsayı çözümü yoktur. 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1(𝑘, −1), 𝑈𝑛(𝑘, −1)) 

𝑘
2

+
4

  

k
ar

es
iz

 

ta
m

sa
y

ı 
  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −(𝑘2 + 4) (𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1)) 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘2 + 4 (𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, −1), 𝑉2𝑛−1(𝑘, −1)) 

𝑘
>

3
  

v
e 

 𝑘
2

−
4

  

k
ar

es
iz

  

ta
m

sa
y
ı 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘2 − 4) (𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛(𝑘, −1), 𝑉𝑛−1(𝑘, −1)) 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘2 − 4 Tamsayı çözümü yoktur. 
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Tablo 1.1’deki denklemlerin ispatlarını incelemek ve bu denklemlerle ilgili daha fazla 

bilgi için [1,34,37-41] numaralı kaynaklara bakılabilir. 

 

Tablo 1.1’deki denklemlerin çözümlerinden yararlanarak, çözümleri genelleştirilmiş 

Fibonacci ve Lucas dizileri olan başka ilginç Diyofant denklemlerinin çözümleri de 

bulunabilir.   

 

Literatürde   

 

𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥2𝑦 + 𝑐𝑦2 − 𝑑 = 0 

 

biçimindeki denklemlerinin çözümlerini inceleyen çok sayıda makale bulunmaktadır. 

Çözümleri genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları olan ikinci dereceden Diyofant 

denklemleri çalışıldıktan sonra aynı denklemlerin 4. dereceden olanlarının da 

çözümleri bulunmuştur. Bunun için önce tamkare biçimindeki Fibonacci ve Lucas 

sayıları daha sonra da genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları çalışılmıştır.  

 

Moser [42] ve Rollett [43], tamkare biçimindeki Fibonacci sayıları ile ilgili bir 

konjektür ortaya atmıştır. Cohn [44-45], Burr [46]  ve Wylie [47] bu konjektürü 

ispatladı. Daha sonra benzer sonuçları Lucas sayıları için Cohn [45] ve B. Alfred [48] 

elde etmiştir.  Aşağıdaki tabloda bunlar verilmiştir. 

 

      Tablo 1.2. Bazı tamkare ve tamkarenin katları olan Fibonacci,Lucas ve Pell sayıları 

 

 

 

 

 

 

 

 

[42-54] numaralı kaynaklara bakılarak bu sayılarla ilgili daha fazla bilgi alınabilir. 

Denklemler Çözümler 

𝐹𝑛 = 𝑥2 𝑛 = 0, ±1,2,12 

𝐹𝑛 = 2𝑥2 𝑛 = 0, ±3,6 

𝐿𝑛 = 𝑥2 𝑛 = 1,3 

𝐿𝑛 = 2𝑥2 𝑛 = 0, ±6 

𝑃𝑛 = 𝑥2 𝑛 = 0,1,7  

𝑃𝑛 = 2𝑥2 𝑛 = 0,2 

𝑃𝑛 = 5𝑥2 𝑛 = 0,3 
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1962 yılından beri 𝑘𝑥2 biçimindeki genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları 

araştırılmıştır. Birçok yazar  𝑘 tek ve 𝑡 = ±1 olduğu zaman 𝑘 tamsayısının özel 

durumlarını göz önüne alarak 𝑈𝑛 = 𝑘𝑥2 ve 𝑉𝑛 = 𝑘𝑥2 denklemlerinin çözümlerini 

inceledi. Cohn [55,56], 𝑘 tek ve 𝑡 = ±1 olduğu zaman 𝑈𝑛 = , 2  ve 𝑉𝑛 = , 2  

denklemlerinin çözümlerini verdi.  𝑤 = {1,2,3,6} olmak üzere  Mignotte ve Pethö 

[57], 𝑈𝑛(𝑘, −1) = 𝑤  denkleminin çözümlerini verdi.  Ribenboim ve McDaniel [18], 

𝑘 ve 𝑡 tek ve aralarında asal tamsayılar olmak üzere 𝑈𝑛, 2𝑈𝑛 =  ve 𝑉𝑛, 2𝑉𝑛 =  

denklemlerinin çözümlerini verdi. 𝑘 çift iken Kagawa ve Terai [50], bazı kabuller 

altında 𝑈𝑛(𝑘, 1) = , 2𝑈𝑛(𝑘, 1) = , 𝑉𝑛(𝑘, 1) =  ve 2𝑉𝑛(𝑘, 1) =  olacak 

şekildeki 𝑛 tamsayılarını belirledi. Şiar ve Keskin [58], 𝑘 tek iken 𝑉𝑛(𝑘, 1) = 3  ve 

𝑉𝑛(𝑘, 1) = 6  denklemlerinin çözümünün olmadığını gösterdi. Keskin ve Karaatlı 

[59], 𝑘’nın bazı şartları sağlaması durumunda 𝑈𝑛(𝑘, 1) = 5  ve 𝑈𝑛(𝑘, 1) =

5𝑈𝑚(𝑘, 1)  olacak şekildeki 𝑛 tamsayılarını buldu. Ayrıca 𝑘 tek iken 𝑉𝑛(𝑘, 1) =

5  denkleminin çözümünün sadece 𝑛 = 1 olduğunu ve 𝑉𝑛(𝑘, 1) = 5𝑉𝑚(𝑘, 1)  

denkleminin çözümünün olmadığını gösterdi. Keskin ve Karaatlı [59,60], 𝑘’nın bazı 

şartları sağlaması durumunda 𝑈𝑛(𝑘, 1) = 7 ,  𝑉 𝑛(𝑘, 1) = 7 ,   𝑈𝑛(𝑘, 1) =

7𝑈𝑚(𝑘, 1)   ve 𝑉𝑛(𝑘, 1) = 7𝑉𝑚(𝑘, 1)  denklemlerinin çözümlerini buldu.  Daha 

fazla sonuç için [44,46,49,51-54,58,61-64] numaralı kaynaklara bakılabilir. 

 

Alekseyev ve Tengely [65], 𝑎 ≠ 0 ve 𝑏 birer tamsayı iken 

 

𝑈𝑛(𝑘, ±1) = 𝑎𝑥2 + 𝑏 

 

denkleminin sonlu sayıda 𝑛 çözümünün olduğunu gösterdi. Ayrıca aynı yazarlar 1 ≤

𝑎 ≤ 3  ve −3 ≤ 𝑏 ≤ 3 iken 𝑎𝑥2 + 𝑏 biçimindeki Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas 

sayılarını buldu. Keskin [66], 𝑘 tek olduğu zaman 𝑤 = 1,2,3,6 için 𝑉𝑛(𝑘, −1) =

𝑤𝑥2 + 1    ve  𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝑤𝑥2 − 1 denklemlerinin çözümünü inceledi.  

 

Literatürde 𝑘𝑥2 biçimindeki genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarının 

çözümlerinden ve çözümleri bu tamsayılar olan 2. dereceden Diyofant 

denklemlerinden yararlanılarak bazı 4. dereceden Diyofant denklemlerinin  çözümleri 

elde edilmiştir.       
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Walsh [4], 𝑘’nın çift olması kabulu altında 𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = 1,4  denklemlerinin 

tüm negatif olmayan tamsayı çözümlerini inceledi. Ayrıca 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 1 

denkleminin tüm negatif olmayan tamsayı çözümlerinin 𝑘 ≠ 338 ve 𝑘 tamkare değilse 

(𝑥, 𝑦) = (𝑘, 1), (1,0) veya (𝑥, 𝑦) = (0,1); 𝑘 = 338 ise (𝑥, 𝑦) =

(13051348805,6214) veya  (𝑥, 𝑦) = (114243, 6214) ve 𝑘 tamkare ise (𝑥, 𝑦) =

(1, √𝑘) veya (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 1, √𝑘) olduğunu gösterdi. İlave olarak aynı yazar 𝑥2 −

𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 4 denkleminin tüm negatif olmayan tamsayı çözümlerinin 𝑘 = 2𝑣2 

olacak şekilde 𝑣 var ise (𝑥, 𝑦) = (2, √2𝑘) veya (𝑥, 𝑦) = (2𝑘2 − 2, √2𝑘) ve aksi halde 

(𝑥, 𝑦) = (2,0) olduğunu gösterdi. Cohn [3], 𝑐 = 1  veya 𝑐 = 4  olması durumunda 

𝑘’nın tek olması kabulu altında 𝑐 ∈ {±1, ±2, ±4}  iken 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 𝑐 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerini inceledi ve 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 4 

denkleminin pozitif tamsayı çözümünün olmadığını gösterdi. Ayrıca 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 +

𝑦4 = 1 denkleminin pozitif tamsayı çözümünün 𝑦 = 𝑘2 olacak şekilde 𝑘 tek tamsayısı 

varsa sadece  𝑦 = 1 aksi takdirde sadece 𝑦 = 1 veya 𝑦 = 𝑘 olduğunu gösterdi. Ek 

olarak, 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = −1 denkleminin 𝑘 = 3 ise çözümünün olmadığını ve 𝑘 >

3 iken denklemin çözümünün sadece 𝑦 = 1 olduğunu gösterdi.  Yine aynı yazar 𝑥2 −

𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = −4 denkleminin sadece 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 6 olduğunda çözümünün 

olduğunu ve bu denklemin çözümünün 𝑘 = 3 ise (𝑥, 𝑦) = (2,2) veya (𝑥, 𝑦) = (10,2) 

ve 𝑘 = 6 ise (𝑥, 𝑦) = (1,1), (5,1), (29,13) veya (𝑥, 𝑦) = (985,13) olduğunu 

ispatladı. 

  

4. dereceden denklemler ile ilgili daha fazla bilgi için [4,6,9,67,68] numaralı 

kaynaklara bakılabilir. 

       



 
 

 
 

 

 

  

BÖLÜM 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

 

Bu bölümde daha sonra kullanılacak olan bazı tanımlar, lemmalar ve teoremler 

verilecektir.  

 

𝑑 tamkare olmayan bir doğal sayı olmak üzere √𝑑’nin sürekli kesir yaklaşımları 𝑥2 −

𝑑𝑦2 = ±1
 
Pell denklemlerinin pozitif tamsayı çözümlerinin bulunmasında önemli rol 

oynar. Aşağıda verilen tanımlar, lemmalar ve teoremler için [29,31,32] numaralı 

kaynaklara bakılabilir. 

 

Tanım 2.1: Her 𝑘 ≥ 1 için 𝑎𝑘 > 0 olmak üzere 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … tamsayı dizisi verilsin. 

 

[𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

⋱ 𝑎𝑛−1 +
1

𝑎𝑛

 

 

biçimindeki ifadeye sonlu sürekli kesir ve 

 

[𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … ] = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1
⋱

 

 

şeklindeki bir ifadeye basit sonsuz sürekli kesir ve buradaki 𝑎𝑖 değerlerine de kısmi 

bölenler denir (𝑖 = 0,1,2, … ). Eğer lim
𝑛→∞

[𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛]  değeri varsa sonsuz sürekli 

kesire yakınsaktır denir ve bu değer [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … ] ile gösterilir. 

 

Lemma 2.1:  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 olmak üzere 
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a. [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛] = [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, [𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛]] 

 

b. [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛] = 𝑎0 +
1

𝑎1+
1

𝑎2+
1
⋱

𝑎
𝑘−1+

1

[𝑎𝑘,𝑎𝑘+1,…,𝑎𝑛]

 

 

dir.   

 

Tanım 2.2: 𝑎0 hariç hepsi pozitif olan 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … tamsayıları ele alınsın. 𝑘 doğal sayı 

olmak üzere  

 

[𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘] = 𝑎0 +
1

𝑎1+
1
⋱

𝑎
𝑛−1+

1
𝑎𝑛

   

 

sürekli kesrine [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … ] sonsuz sürekli kesrinin 𝑘. yaklaşımı denir ve bu 

yaklaşım 

 

𝐶𝑘 =
𝑝𝑘

𝑞𝑘
= [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘] 

 

ile gösterilir.  

 

Teorem 2.1: Her 𝑘 ≥ 1 için 𝑎𝑘 > 0 olmak üzere 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … tamsayı dizisi verilsin. 

O zaman [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, … ] sonsuz sürekli kesri irrasyoneldir ve her irrasyonel 

sayının tek türlü sonsuz sürekli kesir açılımı vardır. 

 

Teorem 2.2: 𝛼  irrasyonel sayısı verilsin. Bu takdirde 

 

𝛼𝑜 = 𝛼 , 𝑎𝑘 = ⌊𝛼𝑘⌋  ve 𝛼𝑘+1 =
1

𝛼𝑘−𝑎𝑘
   𝑘 = 0,1,2,3, … 

 

şeklinde tanımlanırsa 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … ] dir. 
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Tanım 2.3: Her 𝑘 ≥ 1 için 𝑎𝑘 > 0 olmak üzere 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … tamsayı dizisi 

verilsin.  𝑛 ≥ 𝑘 şartını sağlayan tüm tamsayılar için  𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+𝑙  eşitliğini sağlayan 

pozitif 𝑙 ∈ ℕ ve 𝑘 ≥ 0  tamsayı varsa [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … ] sonsuz sürekli kesrine 

periyodiktir denir. 𝑙‘nin en küçük degerine bu sonsuz sürekli kesrin periyodu denir ve 

periyodik sürekli kesir 

 

[𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑙+𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] 

 

şeklinde gösterilir.  

 

Teorem 2.3: 𝑑 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. O zaman √𝑑’nin sürekli 

kesir açılımı 

 

𝛼0 = √𝑑, 𝑎𝑘 = ⌊𝛼𝑘⌋ 𝑣𝑒 𝛼𝑘+1 =
1

𝛼𝑘 − 𝑎𝑘
, 𝑘 = 0,1,2, … 

 

tekrarlama bağıntısı kullanılarak hesaplanır ve 𝑙 periyot uzunluğunu göstermek üzere  

 

√𝑑 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑙−1, 2𝑎0
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] 

 

dir. 

 

Teorem 2.4: 𝑝 + 𝑞√𝑑, 𝑥2 − 𝑑𝑦2 =  ±1 denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü ise   

𝑝

𝑞
, √𝑑’nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır.  

 

Teorem 2.5: 𝑛 ∈ ℕ olsun. √𝑑’nin sürekli kesir açılımının periyodu 𝑚 olmak üzere 

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑚 

çift ise (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (𝑝𝑚𝑛−1, 𝑞𝑚𝑛−1) ve 𝑚 tek ise (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (𝑝2𝑚𝑛−1, 𝑞2𝑚𝑛−1) 

biçimindedir. Eğer 𝑚 çift ise 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −1 Pell denkleminin pozitif tamsayı 

çözümü yoktur ve 𝑚 tek ise 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −1 Pell denklemin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri (𝑥𝑛,𝑦𝑛)= (𝑝(2𝑛−1)𝑚−1, 𝑞(2𝑛−1)𝑚−1) biçimindedir [31,32]. 
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Aşağıdaki lemmanın ispatı kolaydır ve sayılar teorisi kitaplarının çoğunda bulunabilir. 

 

Lemma 2.2: 𝑑 tamkare olmasın. O zaman 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1 denkleminin tamsayı 

çözümü her zaman vardır.  

 

Lemma 2.3: 𝑑 tamkare olmayan pozitif tamsayı olsun. 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −1 denkleminin 

bir  çözümünün olması için gerekli ve yeterli şart √𝑑’nin sürekli kesir açılımının 

periyot uzunluğunun tek tamsayı olmasıdır [29]. 

 

Lemma 2.4: 𝑑 tamkare olmayan pozitif tek tamsayı olsun. 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −4 

denkleminin bir çözümünün olması için gerekli ve yeterli şart 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −1  

denkleminin bir çözümünün olmasıdır [2,30]. 

 

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin temel çözümü biliniyorsa bu denklemin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri elde edilebilir.  Aşağıda verilen teorem temel çözümü bulmak için 

kullanılabilir. 

 

Tanım 2.4:  𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±4 denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri arasında  

𝑥1’in en küçük tamsayı değerini aldığı bir  𝑥1 + 𝑦1√𝑑  çözümü vardır. Bu çözüme 

 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±4 denkleminin temel çözümü denir. 

 

Lemma 2.5: 𝑑 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. Eğer 𝛿 ve 𝜉 doğal sayıları 

𝛿 >
1

2
𝜉2 − 1 eşitsizliğini sağlıyor ve 𝛿 + 𝜉√𝑑 , 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1 denkleminin bir 

çözümü ise 𝛿 + 𝜉√𝑑,  𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1 denkleminin temel çözümüdür [31]. 

 

Lemma 2.6:  𝑑 tamkare olmayan pozitif tamsayı olsun. Eğer 𝑎 ve 𝑏 doğal sayıları  

 

𝑎 > 𝑏2 − 2                                                                                                  (2.1) 

 

eşitsizliğini sağlıyor ve 𝑎 + 𝑏√𝑑 , 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin bir çözümü ise 𝑎 +

𝑏√𝑑,  𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin temel çözümüdür. 
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İspat: 𝑏 = 1 için ispat aşikardır. 𝑏 > 1 için teoremi ispatlayalım. 𝑥1 + 𝑦1√𝑑, 𝑥2 −

𝑑𝑦2 = 4 Pell denkleminin bir çözümü olsun. Ayrıca 1 ≤ 𝑦1 < 𝑏 olduğunu kabul 

edelim. O zaman 

 

𝑎2 − 𝑑𝑏2 = 𝑥1
2 − 𝑑𝑦1

2 = 4, 𝑑 =
𝑥1

2−4

𝑦1
2 =

𝑎2−4

𝑏2  

 

ve  

 

𝑥1
2𝑏2 − 𝑦1

2𝑎2 = 4(𝑏2 − 𝑦1
2) > 0 

 

dir. Buradan da 

 

(
𝑥1𝑏 + 𝑦1 𝑎

2
) (

𝑥1𝑏 − 𝑦1 𝑎

2
) = 𝑏2 − 𝑦1

2 = 𝑚 

 

olur. Ayrıca 𝑥1𝑏 − 𝑦1 𝑎 ve 𝑥1𝑏 + 𝑦1𝑎 tamsayılarının birer çift tamsayı olduğunu 

görmek kolaydır. Eğer 

 

𝑚1 =
𝑥1𝑏+𝑦1 𝑎

2
  ,  𝑚2 =

𝑥1𝑏−𝑦1 𝑎

2
 

 

olarak alınırsa  𝑚1 ve 𝑚2 birer tamsayı olur.  O halde elde edilen bilgiler ışığında  

 

𝑎 =
𝑚1 − 𝑚2

𝑦1
≤

𝑚1𝑚2 − 1

𝑦1
=

𝑏2 − 𝑦1
2 − 1

𝑦1
≤ 𝑏2 − 𝑦1

2 − 1 ≤ 𝑏2 − 2 

 

bulunur. Ama bu durum (2.1) eşitsizliği ile çelişir.  Şu halde 𝑎 + 𝑏√𝑑  temel çözümdür.  

 

Teorem 2.6: 𝑑 tamkare olmayan pozitif tamsayı olsun. 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin 

temel çözümü (𝑥1, 𝑦1) ise 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin tüm negatif olmayan tamsayı 

çözümleri 𝑛 ≥ 0  olmak üzere 
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𝑥𝑛 + 𝑦𝑛√𝑑

2
= (

𝑥1 + 𝑦1√𝑑

2
)

𝑛

 

 

formülü ile elde edilir [69]. 

 

Lemma 2.7: 𝑑 tamkare olmayan pozitif tamsayı ve (𝑎, 𝑏), 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin 

temel çözümü olsun. O zaman 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin tüm negatif olmayan 

tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 0  olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛(𝑎, −1), 𝑏𝑈𝑛(𝑎, −1)) 

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑎, 𝑏), 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin temel çözümü olsun. O zaman Teorem 2.6 

ya göre 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 4 denkleminin tüm negatif olmayan tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 0 

olmak üzere 

 

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛√𝑑 = 2 (
𝑎 + 𝑏√𝑑

2
)

𝑛

 

 

biçimindedir. 𝛼 =
𝑎+𝑏√𝑑

2
  ve  𝛽 = 𝛼̅ =

𝑎−𝑏√𝑑

2
  alalım. O zaman 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛√𝑑 = 2𝛼𝑛 ve 

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛√𝑑 = 2𝛽𝑛  olur. Böylece  

 

𝑥𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛  ve  𝑦𝑛 =
𝛼𝑛−𝛽𝑛

√𝑑
 

 

elde edilir.  Diğer yandan 𝛼 + 𝛽 = 𝑎, 𝛼 − 𝛽 = 𝑏√𝑑 ve 𝛼𝛽 = 1 olduğundan 𝑥𝑛 =

𝑉𝑛(𝑎, −1) ve 𝑦𝑛 = 𝑏𝑈𝑛(𝑎, −1) olduğu görülür. ∎  



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. BAZI İKİNCİ DERECEDEN DİYOFANT 

DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

 

Fibonacci ve Lucas sayıları ile genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarıyla ilgili iyi 

bilinen bazı özellikler aşağıda verilmiştir: 

 

𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1 = 5𝐹𝑛,                                                          (3.1) 

 

𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1 = 𝐿𝑛,                                                                                                    (3.2)  

 

𝐹2𝑛+2
2 − 3𝐹2𝑛+2𝐹2𝑛 + 𝐹2𝑛

2 = 1,                                                                              (3.3) 

 

𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝑈𝑛+1(𝑘, −1) − 𝑈𝑛−1(𝑘, −1) = 𝑘𝑈𝑛(𝑘, −1) − 2𝑈𝑛−1(𝑘, −1),         (3.4) 

  

𝑉𝑛(𝑘, 1) = 𝑈𝑛+1(𝑘, 1) + 𝑈𝑛−1(𝑘, 1) = 𝑘𝑈𝑛(𝑘, 1) + 2𝑈𝑛−1(𝑘, 1),                         (3.5) 

  

𝑉𝑛+1(𝑘, −1) − 𝑉𝑛−1(𝑘, −1) = (𝑘2 − 4)𝑈𝑛,                                                           (3.6) 

 

𝑉𝑛
2(𝑘, −1)−(𝑘2 − 4)𝑈𝑛

2(𝑘, −1) = 4,                                                                     (3.7) 

 

𝑉2𝑛
2 (𝑘, 1) − (𝑘2 + 4)𝑈2𝑛

2 (𝑘, 1) = 4,           (3.8) 

 

𝑉𝑛(𝑘, −1)𝑉𝑛−1(𝑘, −1) − (𝑘2 − 4)𝑈𝑛(𝑘, −1)𝑈𝑛−1(𝑘, −1) = 2𝑘,            (3.9) 

  

𝑈𝑛
2(𝑘, −1) − 𝑘𝑈𝑛(𝑘, −1)𝑈𝑛−1(𝑘, −1) + 𝑈𝑛−1

2 (𝑘, −1) = 1,           (3.10) 

 

𝑈𝑛
2(𝑘, 1) − 𝑘𝑈𝑛(𝑘, 1)𝑈𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑈𝑛−1

2 (𝑘, 1) = (−1)𝑛+1,                                (3.11) 
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𝑉𝑛
2(𝑘, −1) − 𝑘𝑉𝑛(𝑘, −1)𝑉𝑛−1(𝑘, −1) + 𝑉𝑛−1

2 (𝑘, −1) = −(𝑘2 − 4),   (3.12) 

 

𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) = 𝑈𝑛+1(𝑘2 + 2, −1) − 𝑈𝑛(𝑘2 + 2, −1)      (3.13) 

 

dir. 

  

3.1.  Bazı Özel Sürekli Kesir Açılımları ve Bazı Pell Denklemlerinin Çözümleri 

 

Buradan itibaren 𝑠 ve 𝑟 pozitif tamsayı olarak kabul edilecektir. 𝑠2𝑟2 + 2𝑟, 𝑟2 − 2𝑟, 

4𝑟2 − 2𝑟, 𝑠2𝑟2 − 2𝑟, 𝑠2𝑟2 + 𝑟, 𝑠2𝑟2 − 𝑟, 𝑠2𝑟2 − 4𝑟 ve 𝑠2𝑟2 + 4𝑟 tamsayılarının 

tamkare olmadığı gösterilebilir. Aşağıda bu sayıların sürekli kesir açılımları 

verilecektir. 

 

Lemma 3.1.1: √𝑠2𝑟2 + 2𝑟 = [𝑠𝑟, 𝑠, 2𝑠𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] dir. 

 

İspat: (𝑠𝑟)2 < 𝑠2𝑟2 + 2𝑟 < (𝑠𝑟 + 1)2   olduğundan 

 

𝑠𝑟 < √𝑠2𝑟2 + 2𝑟 < 𝑠𝑟 + 1                                                        (3.14) 

 

olur. O zaman 

 

𝑎𝑜 = ⟦√𝑠2𝑟2 + 2𝑟⟧ = 𝑠𝑟 

 

ve 

 

𝛼1 =
1

√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 − 𝑠𝑟
=

√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟

2𝑟
 

 

olup (3.14) eşitsizliğinin her iki yanına 𝑠𝑟 eklenip 1/2𝑟 ile çarpılırsa 

 

𝑠 <
√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟

2𝑟
< 𝑠 +

1

2𝑟
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bulunur. Böylece 

 

𝑎1 = ⟦
√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟

2𝑟
⟧ = 𝑠  

 

ve 

 

𝛼2 =
1

√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟
2𝑟 − 𝑠

=
2𝑟

√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 − 𝑠𝑟
 

      =
2𝑟(√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟)

2𝑟
= √𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟 

 

olur. O zaman 

 

𝑎2 = ⟦√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 + 𝑠𝑟⟧ = 2𝑠𝑟 = 2𝑎𝑜 

 

bulunur. O halde  Teorem 2.3’e göre 

 

√𝑠2𝑟2 + 2𝑟 = [𝑠𝑟, 𝑠, 2𝑠𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

 

elde edilir. 

 

Lemma 3.1.2: √𝑠2𝑟2 − 𝑟 = {

[𝑠 − 1, 1,2(𝑠 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 𝑟 = 1 ve 𝑠 > 1 ise,

[𝑠𝑟 − 1, 1,2𝑠 − 2,2(𝑠𝑟 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] 𝑟 > 1 ve 𝑠 > 1 ise,

[𝑟 − 1, 2,2(𝑟 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 𝑟 > 1 ve 𝑠 = 1 ise

 

 

dir. 

 

İspat: (𝑠𝑟−1)2 = 𝑠2𝑟2 − 2𝑠𝑟 + 1 < 𝑠2𝑟2 − 𝑟 < (𝑠𝑟)2   olduğundan dolayı 

 

𝑠𝑟 − 1 < √𝑠2𝑟2 − 𝑟 < 𝑠𝑟                                                   (3.15) 
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olur. O zaman 

 

𝑎0 = ⟦√𝑠2𝑟2 − 𝑟⟧ = 𝑠𝑟 − 1 → 𝑎0 = 𝑠𝑟 − 1 

 

ve 

 

𝛼1 =
1

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 − (𝑠𝑟 − 1)
=

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 1

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
 

 

olup (3.15) eşitsizliğinin her iki yanına 𝑠𝑟 − 1 eklenip 1/(2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1) ile çarpılırsa 

ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

2𝑠𝑟−2

2𝑠𝑟−𝑟−1
<

√𝑠2𝑟2−𝑟+𝑠𝑟−1

2𝑠𝑟−𝑟−1
<

2𝑠𝑟−1

2𝑠𝑟−𝑟−1
                                                  (3.16) 

 

bulunur. Buradan itibaren 𝑟 > 1  ve 𝑟 = 1 durumları ayrı ayrı incelenmelidir. 

 

1. Durum: 𝑟 = 1 olsun.  O zaman √𝑠2 − 1 ≠ 0 olması için 𝑠 > 1  olmalıdır. O halde 

(3.16) kullanılırsa 

 

1 ≤
√𝑠2 − 1 + 𝑠 − 1

2𝑠 − 2
< 1 +

1

2𝑠 − 2
 

 

bulunur. Böylece 

 

𝑎1 = ⟦
√𝑠2−1+𝑠−1

2𝑠−2
⟧ = 1 ve 𝛼2 =

1

√𝑠2−1+𝑠−1

2𝑠−2
−1

= √𝑠2 − 1 + 𝑠 − 1 

  

ve 

 

𝑎2 = ⟦√𝑠2 − 1 + 𝑠 − 1⟧ = 2𝑠 − 2 = 2𝑎𝑜 
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olur.  Teorem 2.3’e göre 

 

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 = √𝑠2 − 1 = [𝑠 − 1, 1,2(𝑠 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

 

dir. 

 

2. Durum: 𝑟 > 1 olsun. O zaman (3.16)’ya göre  iki durum söz konusudur. 

 

a. 𝑠 = 1 olsun. Bu değer (3.16) da yerine konulursa 

 

2 ≤
√𝑟2 − 𝑟 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
< 2 +

1

𝑟 − 1
 

 

bulunur. Böylece 

 

𝑎1 = ⟦
√𝑟2−𝑟+𝑟−1

𝑟−1 
⟧ = 2   

 

ve 

 

𝛼2 =
1

√𝑟2 − 𝑟 + 𝑟 − 1
𝑟 − 1 − 2

= √𝑟2 − 𝑟 + 𝑟 − 1 

 

bulunur. Buradan 

 

𝑎2 = ⟦√𝑟2 − 𝑟 + 𝑟 − 1⟧ = 2𝑟 − 2 = 2𝑎𝑜 

 

elde edilir.  O zaman Teorem 2.3’e göre 𝑟 > 1 ve 𝑠 = 1 için 

 

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 = √𝑟2 − 𝑟 = [𝑟 − 1, 2,2(𝑟 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

 

dir. 
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b. 𝑠 > 1 olsun. O zaman (3.16) kullanılırsa 

 

2𝑠𝑟 − 2

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
= 1 +

𝑟 − 1

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
<

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 1

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
< 1 +

𝑟

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
< 2 

 

olduğu gösterilebilir.  O halde  

 

𝑎1 = ⟦
√𝑠2𝑟2−𝑟+𝑠𝑟−1

2𝑠𝑟−𝑟−1 
⟧ = 1   

 

ve 

 

𝛼2 =
1

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 1
2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1 − 1

=
√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟

𝑟
 

 

bulunur. Buradan 

 

2𝑠 − 2 < 2𝑠 − 1 −
1

𝑟
<

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟

𝑟
<

2𝑠𝑟 − 𝑟

𝑟
= 2𝑠 − 1 

 

elde edilir. Şu halde 

 

𝑎2 = ⟦
√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟

𝑟
⟧ = 2𝑠 − 2 

 

ve 

 

𝛼3 =
1

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟
𝑟 − (2𝑠 − 2)

=
√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
 

 

dir. Böylece  
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1 =
𝑠𝑟 − 1 + 𝑠𝑟 − 𝑟

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
<

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
< 1 +

1

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
 

 

olduğundan 

 

𝑎3 = ⟦
√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟

2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1
⟧ = 1  

 

ve 

 

𝛼4 =
1

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 𝑟
2𝑠𝑟 − 𝑟 − 1 − 1

= √𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 1 

 

bulunur.  O zaman 

 

𝑎4 = ⟦√𝑠2𝑟2 − 𝑟 + 𝑠𝑟 − 1⟧ = 2(𝑠𝑟 − 1) = 2𝑎0  

 

olur.   Böylece Teorem 2.3’e göre 𝑟 > 1 ve 𝑠 > 1 için 

 

√𝑠2𝑟2 − 𝑟 = [𝑠𝑟 − 1, 1,2(𝑠 − 1), 1,2(𝑠𝑟 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

 

dir.∎ 

 

Yukarıdaki lemmalara benzer şekilde Teorem 2.3 de verilen formül kullanılarak 

aşağıdaki beş lemmanın doğruluğu gösterilebilir. 

 

Lemma 3.1.3: 𝑟 > 2 olsun. O zaman √𝑟2 − 2𝑟 = [𝑟 − 2, 1,2(𝑟 − 2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] dir. 

 

Lemma 3.1.4: 𝑟 ≥ 2 olsun. Bu durumda √4𝑟2 − 2𝑟 = [2𝑟 − 1, 2,2(2𝑟 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] dir. 

 

Lemma 3.1.5: 𝑠 > 2 olsun. Bu taktirde √𝑠2𝑟2 − 2𝑟 = [𝑠𝑟 − 1, 1, 𝑠 − 2,1,2𝑠𝑟 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]  
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dir. 

 

Lemma 3.1.6: √𝑠2𝑟2 + 𝑟 = {
[𝑠𝑟, 2𝑠, 2𝑠𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 𝑟 > 1 ise,

[𝑠, 2𝑠̅̅ ̅] 𝑟 = 1 ise
    

 

dir. 

 

Lemma 3.1.7: √𝑠2𝑟2 + 4𝑟  ’nin sürekli kesir açılımı 
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dir. 

 

Lemma 3.1.8: √𝑠2𝑟2 − 4𝑟 ’nin sürekli kesir açılımı 
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dir. 

 

Lemma 3.1.1, Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.3, Lemma 3.1.5, Lemma 3.1.6 ve Lemma 2.3 

kullanılarak aşağıdaki dört sonuç verilebilir. 
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Sonuç 3.1.1: 𝑥2 − (𝑠2𝑟2 + 2𝑟)𝑦2 = −1 denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

 

Sonuç 3.1.2: 𝑥2 − (𝑠2𝑟2 − 𝑟)𝑦2 = −1 denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur.  

 

Sonuç 3.1.3: 𝑟 ≥ 2 olsun. 𝑥2 − (4𝑟2 − 2)𝑦2 = −1 denkleminin pozitif tamsayı 

çözümü yoktur.  

 

Sonuç 3.1.4: 𝑟 > 2 olsun. 𝑥2 − (𝑟2 − 2𝑟)𝑦2 = −1 denkleminin pozitif tamsayı 

çözümü yoktur. 

 

Sonuç 3.1.5: 𝑠 > 2 olsun. 𝑥2 − (𝑠2𝑟2 − 2𝑟)𝑦2 = −1 denkleminin pozitif tamsayı 

çözümü yoktur.  

 

Sonuç 3.1.6: 𝑥2 − (𝑠2𝑟2 + 𝑟)𝑦2 = −1 denkleminin bir çözümünün olması için 

gerekli ve yeterli şart   𝑟 = 1 olmasıdır.  

 

3.2.  Bazı İkinci Dereceden Özel Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

 

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe kolaylık olması açısından 𝑈𝑛(𝑘, −1) ve 𝑉𝑛(𝑘, −1) 

yerine sırasıyla 𝑈𝑛 ve 𝑉𝑛 kullanılacaktır. Ayrıca aksi belirtilmedikçe 𝑘 ≥ 3 olduğu 

kabul edilecektir. Bu bölümde denklemlerin simetrik çözümleri ihmal edilmiştir. 

 

Teorem 3.2.1: 𝑘 ≠ 3 ve 𝑘 ≠ 6 ise 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2) denkleminin pozitif 

tamsayı çözümü yoktur.  Bu denklemin pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 0 olmak üzere  

 

(𝑥, 𝑦) = {
(𝐿2𝑛+2, 𝐿2𝑛) 𝑘 = 3 ise ,

(𝑃2𝑛 + 𝑃2𝑛−1, 𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2) 𝑘 = 6 ise 
 

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2) denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun. 𝑥 = 𝑦 ise (2 − 𝑘)𝑥2 = −(𝑘 + 2) olduğundan bu imkansızdır. O halde 
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çözümler de simetrik olduğundan genelliği bozmaksızın 𝑥 > 𝑦 olduğu kabul edilebilir. 

Denklem kareye tamamlanırsa 

 

(𝑥 + 𝑦)2 − (𝑘 + 2)𝑥𝑦 = −(𝑘 + 2) 

 

elde edilir. 𝑚 karesiz bir tamsayı ve 𝑠 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑘 + 2 =

𝑠2𝑚  olarak yazılabilir. Şimdi 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. O zaman 

 

𝑢2−𝑠2𝑚 (
𝑢2 − 𝑣2

4
) = −𝑠2𝑚 

 

olur. Bu yüzden 𝑠𝑚|𝑢 bulunur. O halde 𝑢 = 𝑠𝑚𝑎 olacak şekilde 𝑎 tamsayısı vardır. 

Böylece  

 

𝑠2𝑚2𝑎2 − 𝑠2𝑚 (
𝑢2−𝑣2

4
) = −𝑠2𝑚, 

 

yani 

 

𝑣2 − (𝑠2𝑚2 − 4𝑚)𝑎2 = −4 

 

elde edilir. İlk olarak 𝑘 bir çift tamsayı olsun. 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2) olduğundan 

𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek veya çift tamsayı olmalıdır. Bu yüzden 𝑣 de çift tamsayıdır. Diğer 

yandan 𝑘 çift tamsayı olduğundan 𝑘 + 2 = 𝑠2𝑚 de çift tamsayıdır. O zaman 𝑠 veya 𝑚 

çifttir. Böylece  

 

(
𝑣

2
)

2

− (
𝑠2𝑚2−4𝑚

4
) 𝑎2 = −1                                                      (3.17) 

 

yazılabilir. İlk olarak 𝑠’nin çift tamsayı olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑠 = 2𝑟  

olacak şekilde  𝑟  tamsayısı  vardır. Buradan  
𝑠2𝑚2−4𝑚

4
= 𝑟2𝑚2 − 𝑚 bulunur. (3.17) 

kullanılarak 
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(
𝑣

2
)

2

− (𝑟2𝑚2 − 𝑚)𝑎2 = −1 

 

elde edilir. Bu ise Sonuç 3.1.2’den dolayı imkansızdır. Şimdi 𝑚’nin çift tamsayı 

olduğunu kabul edelim. Dolayısıyla 𝑚 = 2𝑒  olacak şekilde  𝑒  tamsayısı  vardır. 

Böylece 
𝑠2𝑚2−4𝑚

4
= 𝑠2𝑒2 − 2𝑒 olur. O zaman (3.17) kullanılarak 

 

 (
𝑣

2
)

2

− (𝑠2𝑒2 − 2𝑒)𝑎2 = −1                                                 (3.18) 

 

elde edilir. 𝑠 = 1 ve 𝑒 > 2 ise (3.18)’den (
𝑣

2
)

2

− (𝑒2 − 2𝑒)𝑎2 = −1 olur. Bu ise 

Sonuç 3.1.4’den dolayı imkansızdır. 𝑠 = 1 ve 𝑒 = 1 ise (3.18)’den (
𝑣

2
)

2

+ 𝑎2 = −1 

elde edilir. Bu imkansızdır. 𝑠 = 1   ve  𝑒 = 2 ise (3.18) kullanılarak (
𝑣

2
)

2

= −1 

bulunur. Bu ise imkansızdır. 𝑠 = 2  ve 𝑒 > 1 ise (3.18) kullanılarak (
𝑣

2
)

2

− (4𝑒2 −

2𝑒)𝑎2 = −1 elde edilir. Bu ise Sonuç 3.1.4’e göre imkansızdır. 𝑠 = 2  ve  𝑒 = 1 ise 

𝑘 = 6 olur ve (3.18) kullanılarak  (
𝑣

2
)

2

− 2𝑎2 = −1 bulunur. O zaman Tablo 1.1’e 

göre (
𝑣

2
, 𝑎) = (

𝑄2𝑛−1

2
, 𝑃2𝑛−1), yani (𝑣, 𝑎) = (𝑄2𝑛−1, 𝑃2𝑛−1) olacak şekilde 𝑛 ≥

1 vardır. Böylece 𝑢 = 𝑠𝑚𝑎 = 2 ∙ 2 ∙ 𝑃2𝑛−1  elde edilir. Dolayısıyla 

 

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
=

4𝑃2𝑛−1 + 𝑄2𝑛−1

2
= 𝑃2𝑛 + 𝑃2𝑛−1 

 

ve  

 

𝑦 =
𝑢 − 𝑣

2
=

4𝑃2𝑛−1 − 𝑄2𝑛−1

2
= 𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2 

 

olduğu görülebilir. 𝑠 > 2 olsun. O zaman Sonuç 3.1.5’e göre (3.18) imkansızdır. 

Şimdi 𝑘 tek tamsayı olsun. O zaman 𝑠2𝑚2 − 4𝑚’nin de tek tamsayı olduğu görülür. 

(𝑣, 𝑎), 𝑥2 − (𝑠2𝑚2 − 4𝑚)𝑦2 = −4 denkleminin bir tamsayı çözümü olduğundan 
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Lemma 2.4’e göre  𝑥2 − (𝑠2𝑚2 − 4𝑚)𝑦2 = −1 denkleminin de bir tamsayı çözümü 

vardır.  O zaman Lemma 2.3’den dolayı 𝑠2𝑚2 − 4𝑚’nin sürekli kesir açılımının 

periyodu tek tamsayı olmalıdır.  O halde Lemma 3.1.8’e göre 𝑚 = 5 ve 𝑠 = 1 dir. 

Dolayısıyla 𝑘 = 𝑠2𝑚 − 2 = 3 olur. Böylece 

 

𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 = −5 

 

denklemi elde edilir. Tablo 1.1’e göre bu denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

𝑛 ≥ 0 olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝐿2𝑛+2, 𝐿2𝑛) biçimindedir.   

 

Teorem 3.2.2: 𝑘 + 2 tamkare olmayan bir tamsayı olsun. O zaman  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 =

𝑘 + 2 denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri, 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 + 2 denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü olsun. 

𝑥 = 𝑦 ise (2 − 𝑘)𝑥2 = 𝑘 + 2 olduğundan bu durum imkansızdır. O halde çözümler 

de simetrik olduğundan genelliği bozmaksızın 𝑥 > 𝑦 alınabilir. Denklem kareye 

tamamlanırsa 

 

(𝑥 + 𝑦)2 − (𝑘 + 2)𝑥𝑦 = 𝑘 + 2 

 

denklemi elde edilir. 𝑒 karesiz bir pozitif tamsayı olmak üzere 𝑘 + 2 = 𝑠2𝑒 olarak 

yazılabilir. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. O zaman 

 

𝑢2−𝑠2𝑒 (
𝑢2 − 𝑣2

4
) = 𝑠2𝑒 

 

olur. Buradan 𝑠𝑒|𝑢 bulunur. O halde 𝑢 = 𝑠𝑒𝑎 olacak şekilde 𝑎 tamsayısı vardır. 

Böylece 



31 

 

 

𝑠2𝑒2𝑎2 − 𝑠2𝑒 (
𝑢2−𝑣2

4
) = 𝑠2𝑒, 

 

yani 

 

𝑣2 − (𝑠2𝑒2 − 4𝑒)𝑎2 = 4 

 

elde edilir. 𝑒 > 1 için 𝑠2𝑒 − 2 > 𝑠2 − 2 ve (𝑠2𝑒 − 2)2 − (𝑠2𝑒2 − 4𝑒)𝑠2 = 4 

olduğundan Lemma 2.6’dan dolayı 𝑋2 − (𝑠2𝑒2 − 4𝑒)𝑌2 = 4 denkleminin temel 

çözümü (𝑋, 𝑌) = (𝑠2𝑒 − 2, 𝑠) olur. Lemma 2.7’ye göre (𝑣, 𝑎) = (𝑉𝑛(𝑠2𝑒 −

2, −1), 𝑠𝑈𝑛(𝑠2𝑒 − 2, −1)) olacak şekilde 𝑛 ≥ 1 mevcuttur. Böylece 𝑢 = 𝑠𝑒𝑎 =

𝑠2𝑒𝑈𝑛(𝑠2𝑒 − 2, −1) = (𝑘 + 2)𝑈𝑛  elde edilir. Dolayısıyla (3.4) kullanılarak 

 

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
=

(𝑘 + 2)𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

2
=

(𝑘 + 2)𝑈𝑛 + 𝑘𝑈𝑛 − 2𝑈𝑛−1

2
= 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛                

 

ve  

 

𝑦 =
𝑢 − 𝑣

2
=

(𝑘 + 2)𝑈𝑛 − 𝑉𝑛

2
=

(𝑘 + 2)𝑈𝑛 − 𝑘𝑈𝑛 + 2𝑈𝑛−1

2
= 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1                 

 

bulunur. Diğer yandan (𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1) ise (3.10) kullanılarak 𝑥2 −

𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 + 2 olduğu görülebilir. 

 

Teorem 3.2.3: 𝑥2 − (𝑘2 − 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘2  denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri  𝑛 ≥ 3  olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛, 𝑈𝑛−2) 

 

ile verilir. 

 

İspat: 𝑠 = 𝑘2 − 2 olsun. (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑠𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑠 + 2 denkleminin bir pozitif 

tamsayı çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑥 ≥ 𝑦 kabul edilebilir. O zaman        
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𝑠𝑥 − 2𝑦 > 0 olduğu gösterilebilir. 𝑥2 − 𝑠𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑠 + 2 denkleminin her iki yanı 4 

ile çarpılırsa ve kareye tamamlanırsa (𝑠𝑥 − 2𝑦)2 − (𝑠2 − 4)𝑥2 = 4(𝑠 + 2), yani 

 

(𝑠𝑥 − 2𝑦)2 − (𝑘2 − 4)𝑘2𝑥2 = 4𝑘2 

 

elde edilir. O halde 𝑠𝑥 − 2𝑦 = 𝑘𝑎 olacak şekilde  𝑎 tamsayısı vardır. Böylece 𝑘2𝑎2 −

(𝑘2 − 4)𝑘2𝑥2 = 4𝑘2, yani 

 

𝑎2 − (𝑘2 − 4)𝑥2 = 4 

 

olur. Tablo 1.1’e göre (𝑎, 𝑥) = (𝑉𝑛, 𝑈𝑛) olacak şekilde 𝑛 ≥ 1 mevcuttur.  O zaman  

𝑠𝑥 − 2𝑦 = 𝑘𝑎 = 𝑘𝑉𝑛  ve bu yüzden de  

 

𝑦 =
𝑠𝑥 − 𝑘𝑉𝑛

2
=

(𝑘2 − 2)𝑈𝑛 − 𝑘𝑉𝑛

2
= 𝑈𝑛−2 

 

bulunur. 𝑛 = 1,2 ise 𝑦 = 𝑈𝑛−2 < 0  olur. Dolayısıyla 𝑛 ≥ 3 olmalıdır. Tersine 𝑥 = 𝑈𝑛 

ve 𝑦 = 𝑈𝑛−2  ise (3.10) kullanılarak 𝑥2 − (𝑘2 − 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘2 olduğu 

gösterilebilir.  

 

Teorem 3.2.4:    𝑘 + 2 tamkare olmasın .  O zaman 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere    

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1, 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1)  

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2)  denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun. O zaman 

 

(𝑥 + 𝑘𝑦)2 − 2𝑘(𝑥 + 𝑘𝑦)𝑦 + (2𝑦)2 = 4(𝑘 + 2) 
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olur. Buradan 2|(𝑥 + 𝑘𝑦) olduğu görülebilir.  𝑢 =
𝑥+𝑘𝑦

2
   ve  𝑣 = 𝑦 olsun. O zaman 

 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 + 𝑣2 = 𝑘 + 2 

 

denklemi elde edilir. Teorem 3.2.2’ye göre (𝑢, 𝑣) = (𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1) olacak 

şekilde 𝑛 ≥ 1 vardır.  Bu yüzden (3.4) kullanılarak  

 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑣 = 2(𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛) − 𝑘(𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1) = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 

  

ve 

  

𝑦 = 𝑣 = 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1 

 

bulunur. Eğer (𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1, 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1) ise (3.7) ve (3.9) kullanılarak 𝑥2 −

(𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) olduğu gösterilebilir. 

 

Teorem 3.2.5: 𝑘 + 2  tamkare olsun. O zaman 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 3, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(√𝑘 + 2, −1) ve 𝑉𝑛 =

𝑉𝑛(√𝑘 + 2, −1) olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (√𝑘 + 2𝑉𝑛−2, 𝑈𝑛−2) 

 

ile verilir.  

 

İspat:  (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun. O zaman   (𝑥 + 𝑘𝑦)2 − 2𝑘(𝑥 + 𝑘𝑦)𝑦 + (2𝑦)2 = 4(𝑘 + 2)   olur. Buradan 

2|(𝑥 + 2𝑦) olduğu görülebilir. 𝑢 =
𝑥+𝑘𝑦

2
  ve 𝑣 = 𝑦 olsun. Ayrca 𝑘 + 2 tamkare 

olduğundan 𝑠2 = 𝑘 + 2 olacak şekilde 𝑠 tamsayısı vardır. Böylece  

 

𝑢2 − (𝑠2 − 2)𝑢𝑣 + 𝑣2 = 𝑠2 
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denklemi elde edilir. Teorem 3.2.3’e göre  𝑢 = 𝑈𝑛(𝑠, −1) ve 𝑣 = 𝑈𝑛−2(𝑠, −1) olacak 

biçimde 𝑛 ≥ 3 mevcuttur. 𝑠2 = 𝑘 + 2  olduğundan (3.4) kullanılarak 𝑈𝑛 =

𝑈𝑛(𝑠, −1) = 𝑈𝑛(√𝑘 + 2, −1)  ve  𝑉𝑛(𝑠, −1) = 𝑉𝑛(√𝑘 + 2, −1) olmak  üzere 

 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑦 = 2𝑈𝑛 − 𝑘𝑈𝑛−2 = 2√𝑘 + 2𝑈𝑛−1 − 2𝑈𝑛−2 − 𝑘𝑈𝑛−2 

    = √𝑘 + 2(𝑈𝑛−1 + √𝑘 + 2𝑈𝑛−2 − 𝑈𝑛−3 − √𝑘 + 2𝑈𝑛−2) 

    = √𝑘 + 2(𝑈𝑛−1 − 𝑈𝑛−3) = √𝑘 + 2𝑉𝑛−2 

                      

ve  

 

𝑦 = 𝑣 = 𝑈𝑛−2 

 

bulunur.  Tersine 𝑛 ≥ 3, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(√𝑘 + 2, −1) ve 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(√𝑘 + 2, −1) olmak üzere 

(𝑥, 𝑦) = ( 22  nVk , 𝑈𝑛−2)  ise 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. 

 

Teorem 3.2.6:  𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 + 2) denkleminin pozitif tamsayı çözümü 

sadece 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 6 iken vardır.  Bu denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri  

 

(𝑥, 𝑦) = {
(5𝐹2𝑛, 𝐿2𝑛), (𝑛 ≥ 1) 𝑘 = 3 ise ,

(8𝑃2𝑛−2, 𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2), (𝑛 ≥ 2) 𝑘 = 6 ise 
 

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 + 2) denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun.  O zaman 2|(𝑥 + 𝑘𝑦)  olduğu gösterilebilir. 𝑢 =
𝑥+𝑘𝑦

2
   ve  𝑣 = 𝑦 olsun. Buradan 

 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 + 𝑣2 = −(𝑘 + 2) 

 

denklemi elde edilir.  Böylece Teorem 3.2.1’e göre 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 6 olur. İlk olarak 
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𝑘 = 3 olsun. Teorem 3.2.1’den dolayı (𝑢, 𝑣) = (𝐿2𝑛+2, 𝐿2𝑛) olacak şekilde 𝑛 ≥ 0 

mevcuttur. Böylece (3.1) kullanılarak 

 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑣 = 2𝐿2𝑛+2 − 3𝐿2𝑛 = 5𝐹2𝑛  ve  𝑦 = 𝑣 =  𝐿2𝑛 

 

bulunur. Eğer 𝑛 = 0  ise 𝑥 = 0 olduğundan 𝑛 ≥ 1 olmalıdır. Şimdi de 𝑘 = 6 olsun. O 

zaman Teorem 3.2.1’e göre (𝑢, 𝑣) = (𝑃2𝑛 + 𝑃2𝑛−1, 𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2) olacak şekilde 

𝑛 ≥ 0 mevcuttur. O halde 

 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑣 = 2(𝑃2𝑛 + 𝑃2𝑛−1) − 6(𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2) = 8𝑃2𝑛−2  

 

ve  

 

𝑦 = 𝑣 = 𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2 

 

bulunur. 𝑛 = 0 ,1 olması 𝑥 ve 𝑦’nin pozitif tamsayı olmasıyla çelişir. Bu yüzden 𝑛 ≥

1 dir. Tersine 25𝐹2𝑛
2 − 5𝐿2𝑛

2 = −20 ve 64𝑃2𝑛−2
2 − 32(𝑃2𝑛−1 − 𝑃2𝑛−2)2 = −20 

olduğunu görmek kolaydır. 

 

Aşağıdaki teoremin ispatı benzer şekilde yapılabilir. 

 

Teorem 3.2.7: 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 − 2)  denkleminin bir çözümünün olması için 

gerekli ve yeterli şart 𝑘 − 2’nin tamkare olmasıdır. 𝑘 − 2 tamkare ise denklemin tüm 

pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 2, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(√𝑘 − 2, 1) ve 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(√𝑘 − 2, 1) olmak 

üzere  

 

(𝑥, 𝑦) = (√𝑘 − 2𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2) 

 

ile verilir.  

  

Teorem 3.2.8: 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri 𝑛 ≥ 0  olmak üzere  
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(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1) 

 

 ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑥 ≥ 𝑦 kabul edilebilir. O zaman 𝑥 − 𝑦 ≥ 0 olur. 

Denklem kareye tamamlanırsa  

 

(𝑥 − 𝑦)2 − (𝑘 − 2)𝑥𝑦 = −(𝑘 − 2) 

 

elde edilir.  𝑚 karesiz bir tamsayı olmak üzere 𝑘 − 2 = 𝑠2𝑚 olarak yazılabilir. 𝑢 =

𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. Dolayısıyla 

 

𝑣2 − 𝑠2𝑚 (
𝑢2 − 𝑣2

4
) = −𝑠2𝑚 

 

bulunur. Bu yüzden 𝑠𝑚|𝑣  olur.  O halde 𝑣 = 𝑠𝑚𝑎 olacak şekilde 𝑎 tamsayısı vardır. 

Buradan 

   

𝑠2𝑚2𝑎2 − 𝑠2𝑚 (
𝑢2−(𝑠𝑚𝑎)2

4
) = −𝑠2𝑚, 

 

yani 

 

𝑢2 − (𝑠2𝑚2 + 4𝑚)𝑎2 = 4 

 

elde edilir. 𝑚 ≥ 1 için (𝑠2𝑚 + 2)2 − (𝑠2𝑚2 + 4𝑚)𝑠2 = 4  ve 𝑠2𝑚 + 2 > 𝑠2 −

2 olduğundan Lemma 2.6’ya göre  𝑋2 − (𝑠2𝑚2 + 4𝑚)𝑌2 = 4 denkleminin temel 

çözümünün  (𝑋, 𝑌) = (𝑠2𝑚 + 2, 𝑠)  olduğu görülür .  Lemma 2.7’den dolayı (𝑢, 𝑎) =

(𝑉𝑛(𝑠2𝑚 + 2, −1), 𝑠𝑈𝑛(𝑠2𝑚 + 2, −1)) olacak şekilde 𝑛 ≥ 0 vardır. Buradan da 

 

𝑣 = 𝑠𝑚𝑎 = 𝑠2𝑚𝑈𝑛(𝑠2𝑚 + 2, −1) = (𝑘 − 2)𝑈𝑛 
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olduğu görülebilir. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦  olduğundan (3.4)’ün yardımıyla 

 

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
=

𝑉𝑛 + (𝑘 − 2)𝑈𝑛

2
= 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 

 

ve 

 

𝑦 =
𝑢 − 𝑣

2
=

𝑉𝑛 − (𝑘 − 2)𝑈𝑛

2
= 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 

 

elde edilir. Ayrıca (𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1)  ise (3.10) kullanılarak 𝑥2 −

𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

 

Sonuç 3.2.1:  𝑘 ≥ 1 olsun.  O zaman  𝑥2 − (𝑘2 + 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = −𝑘2 denkleminin tüm 

pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 0 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1, 𝑈2𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 + 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = −𝑘2 denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun.  𝑠 = 𝑘2 + 2 olsun. O zaman 𝑥2 − 𝑠𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑠 − 2) denklemi elde edilir. 

𝑠 = 𝑘2 + 2 > 2 olduğundan Teorem 3.2.8’den dolayı 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑠, −1) olmak üzere  

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1, 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1) olacak biçimde 𝑛 ≥ 0 mevcuttur.  Böylece (3.13) 

özelliği kullanılırsa 

 

𝑥 = 𝑈𝑛+1(𝑘2 + 2, −1) − 𝑈𝑛(𝑘2 + 2, −1) = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) 

 

ve 

 

𝑦 = 𝑈𝑛(𝑘2 + 2, −1) − 𝑈𝑛−1(𝑘2 + 2, −1) = 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) 

 

bulunur. Ayrıca 𝑛 ≥ 0 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1, 𝑈2𝑛−1) ise   
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𝑥2 − (𝑘2 + 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = −𝑘2 olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

 

Teorem 3.2.9: 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1, 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun. Daha önceki ispatlara benzer şekilde 2|(𝑥 + 𝑘𝑦) olduğu gösterilebilir. 𝑢 =
𝑥+𝑘𝑦

2
  

ve 𝑣 = 𝑦 alınırsa 

 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 + 𝑣2 = −(𝑘 − 2) 

  

denklemi elde edilir. Teorem 3.2.8’e göre (𝑢, 𝑣) = (𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛, 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1) olacak 

şekilde 𝑛 ≥ 0 vardır. Böylece (3.4) kullanılırsa 𝑛 ≥ 0 olmak üzere 

 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑣 = 2(𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛) − 𝑘(𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1) = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 

 

ve 

 

𝑦 = 𝑣 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 

 

olduğu görülür. Ayrıca 𝑛 = 0 ise 𝑥 = 2 − 𝑘 olur. O zaman 𝑘 ≥ 3 olduğundan 𝑛 ≥ 1 

olmalıdır. Diğer yandan (𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1, 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1) ise (3.7) ve (3.8) 

kullanılarak 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) olduğu gösterilebilir. 

  

Teorem 3.2.10:  𝑘 ≥ 1 olsun. 𝑥2 − (𝑘2 + 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘2 denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri  𝑛 ≥ 2 olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 
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ile verilir. 

 

İspat: 𝑠 = 𝑘2 + 2 ve (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑠𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑠 − 2 denkleminin bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑥 ≥ 𝑦 olduğu kabul edilebilir. O zaman 𝑠𝑥 −

2𝑦 > 0 olduğu gösterilebilir. 𝑥2 − 𝑠𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑠 − 2 denkleminin her iki yanı 4 ile 

çarpılırsa ve denklem kareye tamamlanırsa 

 

(𝑠𝑥 − 2𝑦)2 − (𝑠2 − 4)𝑥2 = 4(𝑠 − 2)  

 

denklemi elde edilir. O zaman Teorem 3.2.7’ye göre (𝑠𝑥 − 2𝑦, 𝑥) =

(√𝑠 − 2𝑉2𝑛(√𝑠 − 2, 1), 𝑈2𝑛(√𝑠 − 2, 1)) olacak biçimde  𝑛 ≥ 1  vardır.  𝑠𝑥 − 2𝑦 =

√𝑠 − 2𝑎 = √𝑠 − 2𝑉2𝑛(√𝑠 − 2, 1) olduğundan (3.5) kullanılarak 

 

𝑦 =
𝑠𝑥 − 𝑘𝑉2𝑛(𝑘, 1)

2
=

𝑠𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑘𝑉2𝑛(𝑘, 1)

2
  

    =
(𝑘2 + 2)𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑘(𝑘𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 2𝑈2𝑛−1(𝑘, 1))

2
 

     =
2𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 2𝑘𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)

2
 

     = −𝑘𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛(𝑘, 1) = 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)     

    

bulunur. 𝑛 = 1 ise 𝑦 = 0 olduğundan 𝑛 ≥ 2 dir. Diğer yandan 𝑥 = 𝑈2𝑛(𝑘, 1)  ve  𝑦 =

𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)  ise (3.11) kullanılarak  𝑥2 − (𝑘2 + 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 − 𝑘2 = 0 olduğu 

gösterilebilir. 

 

Teorem 3.2.11: 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 − 2 denkleminin tamsayı çözümünün olması için 

gerekli ve yeterli şart 𝑘 − 2’nin tamkare olmasıdır. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 − 2 denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü olsun. 

O zaman 𝑥 ≠ 𝑦 olduğu gösterilebilir. Böylece genelliği bozmaksızın 𝑥 > 𝑦 kabul 

edilebilir. Denklem kareye tamamlanırsa (𝑥 − 𝑦)2 − (𝑘 − 2)𝑥𝑦 = 𝑘 − 2   denklemi 

bulunur. Ayrıca 𝑘 − 2 = 𝑠2𝑒 olacak şekilde 𝑒 karesiz tamsayısı vardır. O zaman        
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𝑢 = 𝑥 + 𝑦  ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦  alınırsa 𝑣2 − 𝑠2𝑒 (
𝑢2−𝑣2

4
) = 𝑠2𝑒  elde edilir. Buradan 𝑠𝑒|𝑣  

bulunur. O halde 𝑣 = 𝑠𝑒𝑎 olacak biçimde 𝑎 pozitif tamsayısı vardır. Böylece   

 

𝑒𝑎2 − (
𝑢2−𝑠2𝑒2𝑎2

4
) = 1

 

 

 

olur. Buradan da 

 

𝑢2 − (𝑠2𝑒2 + 4𝑒)𝑎2 = −4                                                   (3.19) 

 

bulunur. İlk olarak 𝑘 çift tamsayı olsun. 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 − 2 olduğundan 𝑥 ve 

𝑦 aynı anda tek veya aynı anda çift olmalıdır. O zaman 𝑢 ve 𝑣 çift tamsayı olur. 

Böylece (3.19) kullanılarak 

 

(
𝑢

2
)

2

− (
𝑠2𝑒2+4𝑒

4
) 𝑎2 = −1                                                   (3.20) 

 

elde edilir. Diğer yandan 𝑘 çift tamsayı olduğundan 𝑘 − 2 = 𝑠2𝑒  de çift tamsayıdır. 

Dolayısıyla 𝑠 veya 𝑒 çift tamsayı olmalıdır. İlk olarak 𝑠 çift tamsayı olsun. O halde 

𝑠 = 2𝑟 olacak biçimde 𝑟 tamsayısı vardır. Böylece 
𝑠2𝑒2+4𝑒

4
= 𝑟2𝑒2 + 𝑒  olur. Böylece 

(3.20) kullanılarak 

 

 (
𝑢

2
)

2

− (𝑟2𝑒2 + 𝑒)𝑎2 = −1
 

  

 

elde edilir. O zaman Sonuç 3.1.6’dan dolayı 𝑒 = 1 olur. Dolayısıyla 𝑘 − 2 tamkaredir. 

Şimdi 𝑒 çift tamsayı olsun. O halde 𝑒 = 2𝑚 olacak şekilde 𝑚 tamsayısı vardır. 

Böylece 
𝑠2𝑒2+4𝑒

4
= 𝑠2𝑚2 + 2𝑚  olur. (3.19) kullanılırsa 

 

(𝑢/2)2 − (𝑠2𝑚2 + 2𝑚)𝑎2 = −1 elde edilir.  
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Ama  Sonuç 3.1.1’e göre bu imkansızdır. 𝑘 tek tamsayı olsun. 𝑘 − 2 = 𝑠2𝑒 ve 𝑘 tek 

olduğundan 𝑠 ve 𝑒 tek tamsayı olur. O zaman 𝑠2𝑒2 + 4𝑒  de tek tamsayıdır. (3.19)’a 

göre 𝑥2 − (𝑠2𝑒2 + 4𝑒)𝑦2 = −4   denkleminin bir çözümü olduğundan Lemma 2.4’e 

göre 𝑥2 − (𝑠2𝑒2 + 4𝑒)𝑦2 = −1 denkleminin de bir tamsayı çözümü vardır.  O zaman 

Lemma 2.3’den dolayı √𝑠2𝑒2 + 4𝑒’nin sürekli kesir açılımının periyodu tek tamsayı 

olmalıdır. O halde Lemma 3.1.7’ye göre  𝑒 = 1 bulunur. Böylece 𝑘 − 2 tamkare olur. 

Diğer yandan 𝑘 − 2 tamkare ise Teorem 3.2.10’a göre  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 −

2 denkleminin tamsayı çözümü vardır.  

 

Teorem 3.2.12: 𝑘2 − 4 karesiz bir tamsayı olsun. O zaman 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 =

−(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) denkleminin tamsayı çözümü yoktur.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) denkleminin bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑥 ≥ 𝑦  kabul edilebilir. Eğer 𝑥 = 𝑦 ise  

(2 − 𝑘)𝑥2 = −(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4)  olur. 𝑘2 − 4  karesiz tamsayı olduğundan bu 

imkansızdır. Bu yüzden 𝑥 > 𝑦 ve 𝑘𝑥 − 2𝑦 > 0 olur. Ayrıca 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 =

−(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) denkleminin her iki yanı 4 ile çarpılırsa ve denklem kareye 

tamamlanırsa 

 

(2𝑥 − 𝑘𝑦)2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) 

 

ve 

 

(2𝑦 − 𝑘𝑥)2 − (𝑘2 − 4)𝑥2 = −4(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) 

 

bulunur. 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olduğundan 

 

(𝑘2 − 4)|(𝑘𝑥 − 2𝑦) ve (𝑘2 − 4)|(2𝑥 − 𝑘𝑦)  

 

olduğu gösterilebilir. 𝑢 =
𝑘𝑥−2𝑦

𝑘2−4
   ve  𝑣 =

2𝑥−𝑘𝑦

𝑘2−4
   olsun. O zaman  
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𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 + 𝑣2 = 𝑘 − 2 

 

denklemi elde edilir. Böylece Teorem 3.2.11’den dolayı 𝑘 − 2  tamkare olmalıdır. 

Fakat 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olduğundan bu imkansızdır. 

 

Teorem 3.2.13: 𝑘2 − 4 karesiz bir tamsayı olsun. O zaman  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 =

−(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1, 𝑉𝑛−1 + 𝑉𝑛−2) 

 

ile verilir. 

 

İspat:  (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑥 ≥ 𝑦 alınabilir. O zaman 𝑘𝑥 − 2𝑦 > 0 olduğu 

gösterilebilir. 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin her iki yanı 4 ile 

çarpılırsa ve denklem kareye tamamlanırsa 

 

(𝑘𝑥 − 2𝑦)2 − (𝑘2 − 4)𝑥2 = −4(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4)         (3.21) 

 

bulunur. 𝑘2 − 4  karesiz tamsayı olduğundan (𝑘2 − 4)|(𝑘𝑥 − 2𝑦) dir. O halde 𝑘𝑥 −

2𝑦 = (𝑘2 − 4)𝑎  olacak şekilde 𝑎 pozitif tamsayısı vardır. (3.21) kullanılırsa (𝑘2 −

4)2𝑎2 − (𝑘2 − 4)𝑥2 = −4(𝑘2 − 4)(𝑘 + 2), yani 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑎2 = 4(𝑘 + 2) elde 

edilir. O zaman Teorem 3.2.4’e göre (𝑥, 𝑎) = (𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1, 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1) olacak şekilde 

𝑛 ≥ 1 mevcuttur.  (3.6) kullanılırsa 

                               

𝑦 =
𝑘𝑥 − (𝑘2 − 4)𝑎

2
=

𝑘(𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1) − (𝑘2 − 4)(𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1)

2
= 𝑉𝑛−1 + 𝑉𝑛−2 

 

olduğu görülür. Eğer (𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1, 𝑉𝑛−1 + 𝑉𝑛−2)  ise (3.6) ve (3.12) 

kullanılarak 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) olduğu gösterilebilir. 
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Teorem 3.2.14:  𝑘2 − 4  karesiz tamsayı olsun. O zaman 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 =

(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin pozitif tamsayı çözümü sadece 𝑘 = 3 iken vardır. Bu 

durumda bu denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 2 olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (5𝐹2𝑛, 5𝐹2𝑛−2) 

 

biçimindedir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. O zaman  genelliği bozmaksızın 𝑥 ≥ 𝑦 kabul edilebilir. Eğer 𝑥 = 𝑦 ise  

(2 − 𝑘)𝑥2 = (𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) olacağından bu imkansızdır. O halde 𝑥 > 𝑦 ve bu 

yüzden de  𝑘𝑥 − 2𝑦 > 0 olur. Ayrıca 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin 

her iki yanı 4 ile çarpılırsa ve denklem kareye tamamlanırsa 

 

(𝑘𝑥 − 2𝑦)2 − (𝑘2 − 4)𝑥2 = 4(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4)                    (3.22) 

 

elde edilir. 𝑘2 − 4  karesiz tamsayı olduğundan (𝑘2 − 4)|(𝑘𝑥 − 2𝑦) bulunur. O halde  

𝑘𝑥 − 2𝑦 = (𝑘2 − 4)𝑎 olacak şekilde 𝑎 pozitif tamsayısı vardır.  (3.22) kullanılırsa 

(𝑘2 − 4)2𝑎2 − (𝑘2 − 4)𝑥2 = 4(𝑘2 − 4)(𝑘 + 2),  

 

yani 

 

𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑎2 = −4(𝑘 + 2)  

 

elde edilir. Teorem 3.2.6’ya göre 𝑘 = 3 ya da 𝑘 = 6 olur. 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı 

olduğundan sadece 𝑘 = 3 olmalıdır. Teorem 3.2.6’ya  göre (𝑥, 𝑎) = (5𝐹2𝑛, 𝐿2𝑛) 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 vardır. Böylece (3.2) kullanılarak 

 

𝑦 =
𝑘𝑥 − (𝑘2 − 4)𝑎

2
=

15𝐹2𝑛 − 5𝐿2𝑛

2
= 5

3𝐹2𝑛 − 𝐹2𝑛+1 − 𝐹2𝑛−1

2
 

    = 5
3𝐹2𝑛 − 𝐹2𝑛 − 𝐹2𝑛−1 − 𝐹2𝑛−1

2
 = 5(𝐹2𝑛 − 𝐹2𝑛−1) = 5𝐹2𝑛−2 
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bulunur. Eğer 𝑛 = 1 ise  𝑦 = 5𝐹2𝑛−2 = 𝐹0 = 0 olduğundan bu imkansızdır. Çünkü 𝑦 

pozitif tamsayıdır. O halde 𝑛 ≥ 2 olmalıdır. Eğer 𝑛 ≥ 2 olmak üzere 𝑘 = 3 ve (𝑥, 𝑦) =

(5𝐹2𝑛, 5𝐹2𝑛−2) ise (3.3) kullanılarak  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) olduğu 

gösterilebilir. ∎ 

 

Aşağıdaki teoremin ispatı diğer teoremlerin ispatına benzer olduğundan 

verilmeyecektir. 

 

Teorem 3.2.15: 𝑘2 − 4  karesiz tamsayı olsun. O zaman  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 =

(𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 2 olmak üzere  

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1, 𝑉𝑛−1 − 𝑉𝑛−2)   

 

ile verilir. 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 4. BAZI DÖRDÜNCÜ DERECEDEN DİYOFANT 

DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

 

Buradan itibaren aksi belirtilmedikçe 𝑛 ≥ 0, 𝑘 ≥ 3 ve 𝑘 tek tamsayı olduğu kabul 

edilecektir ve  ile tamkare biçimindeki sayılar ifade edilecektir. Ayrıca bu bölümde 

kolaylık olması açısından 𝑈𝑛(𝑘, −1) ve 𝑉𝑛(𝑘, −1) yerine sırasıyla 𝑈𝑛 ve 𝑉𝑛 

kullanılacaktır. 

 

Teorem 4.1: 𝑉𝑛(𝑘, −1) =  olacak biçimde 𝑛 tamsayısı varsa 𝑛 = 1 ve 𝑘 tamkaredir 

[18]. 

  

Teorem 4.2: 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝑘  biçimindeki bir 𝑛  doğal sayısı varsa 𝑛 = 1 dir [66].  

 

Teorem 4.3:  𝑞 > 1 ve 𝑞|𝑘 olmak üzere 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝑞  olacak şekilde 𝑛 ≥ 1  varsa 

𝑛 = 1 dir [66]. 

 

Teorem 4.4: 𝑈𝑛(𝑘, −1) =  ise 𝑛 ∈ {1,2,3,6} dir. O zaman 

 

𝑘 = {
𝑘 𝑛 = 1 ise,
 𝑛 = 2 ise,
3 𝑛 = 6 ise

 

 

dir [8,57]. 

 

Aşağıdaki teoremin ispatı [25] de verilmiştir. 

  

Teorem 4.5:  𝑛 ∈ ℕ ∪ {0}, 𝑚, 𝑟 ∈ ℤ ve 𝑚 sıfırdan farklı olsun. O zaman 𝑈𝑛 =

𝑈𝑛(𝑘, −1) ve  𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, −1) olmak üzere 
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𝑈2𝑚𝑛+𝑟 ≡ 𝑈𝑟 ( 𝑚𝑜𝑑 𝑈𝑚),      (4.1) 

 

𝑈2𝑚𝑛+𝑟 ≡ (−1)𝑛𝑈𝑟 ( 𝑚𝑜𝑑 𝑉𝑚),      (4.2) 

 

𝑉2𝑚𝑛+𝑟 ≡ 𝑉𝑟 ( 𝑚𝑜𝑑 𝑈𝑚),      (4.3) 

 

𝑉2𝑚𝑛+𝑟 ≡ (−1)𝑛𝑉𝑟 ( 𝑚𝑜𝑑 𝑉𝑚)      (4.4) 

   

dir.      

 

(
𝑎

𝑏
) Jacobi sembolünü göstersin. O zaman her 𝑎 ∈ ℤ için (

𝑎2

𝑘
) = 1 dir. Ayrıca Jacobi 

sembolünün özellikleri kullanılarak 

 

(
−1

𝑘
) = 1 ⟺ 𝑘 ≡ 1,5(𝑚𝑜𝑑 8)  (4.5) 

 

(
2

𝑘
) = 1 ⟺ 𝑘 ≡ 1,7(𝑚𝑜𝑑 8)  (4.6) 

 

(
−2

𝑘
) = 1 ⟺ 𝑘 ≡ 1,3(𝑚𝑜𝑑 8)  (4.7) 

 

olduğu gösterilebilir. Jacobi sembolü ile ilgili detaylı bilgi için [29,41] numaralı 

kaynaklara bakılabilir. 

 

𝑘 tek olduğu zaman 𝑉2𝑟 ≡ 7 (𝑚𝑜𝑑 8) dir. Bu yüzden 𝑟 ≥ 1 için 

 

(
−1

𝑉2𝑟
) = −1                                                           (4.8) 

 

dir ve basit matematiksel işlemler ile 

 

(
𝑘+1

𝑉2𝑟
) = (

𝑘−1

𝑉2𝑟
) = 1                                                    (4.9) 
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olduğu gösterilebilir. Ayrıca 𝑘 ≡ 1,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ise 𝑟 ≥ 1 için 

 

(
𝑘+2

𝑉2𝑟
) = {

1 𝑘 ≡ 1,7 (𝑚𝑜𝑑 8)

−1 𝑘 ≡ 3,5 (𝑚𝑜𝑑 8)
                            (4.10) 

 

ve 

 

(
𝑘−2

𝑉2𝑟
) = {

1 𝑘 ≡ 3,5 (𝑚𝑜𝑑 8)    
−1 𝑘 ≡ 1,7 (𝑚𝑜𝑑 8)     

                       (4.11) 

 

olduğu da kolaylıkla gösterilebilir. 

 

Lemma 4.1:  𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) ise (
𝑘2−𝑘−1

𝑉2𝑟
) = −1 dir.  

 

İspat:  Tümevarım metoduyla 

 

𝑉2𝑟 ≡ {
𝑘 − 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 − 𝑘 − 1) 𝑟 çift ise,

−𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 − 𝑘 − 1) 𝑟 tek ise
 

 

olduğu gösterilebilir. İlk olarak 𝑟 çift tamsayı olsun.  O zaman yukarıdaki kongürans 

kullanılırsa 

 

(
𝑘2 − 𝑘 − 1

𝑉2𝑟
) = (−1)

(
𝑘2−𝑘−2

2
)(

𝑉2𝑟−1

2
)

(
𝑉2𝑟

𝑘2 − 𝑘 − 1
) 

                            = (
𝑘 − 1

𝑘2 − 𝑘 − 1
) = (

2

𝑘2 − 𝑘 − 1
) (

(𝑘 − 1)/2

𝑘2 − 𝑘 − 1
) 

             = (−1)
(𝑘2−𝑘−1)2−1

8 (−1)
(

𝑘2−𝑘−2

2
)(

𝑘−3

4
)

(
𝑘2−𝑘−1

(𝑘−1)/2
) 

                             = (−1) (
−1

𝑘 − 1
2

) = (−1)(−1)
𝑘−3

4 = −1 

 

bulunur. Şimdi 𝑟 tek tamsayı olsun. O zaman 
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(
𝑘2 − 𝑘 − 1

𝑉2𝑟
) = (−1)

(
𝑘2−𝑘−2

2
)(

𝑉2𝑟−1

2
)

(
𝑉2𝑟

𝑘2 − 𝑘 − 1
) 

                           = (
−𝑘

𝑘2 − 𝑘 − 1
) = (

−1

𝑘2 − 𝑘 − 1
) (

𝑘

𝑘2 − 𝑘 − 1
) 

                           = (−1)
𝑘2−𝑘−2

2 (−1)
(

𝑘2−𝑘−2
2

)(
𝑘−1

2
)

(
𝑘2 − 𝑘 − 1

𝑘
) 

                           = (
−1

𝑘
) = (−1)

𝑘−1
2 = −1 

 

olur.∎  

 

Aşağıdaki lemmanın ispatı kolay olduğundan ispatı ihmal edilecektir. 

 

Lemma 4.2: 𝑉2𝑟 ≡ {
𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 − 1) 𝑟 çift ise,

−𝑘 − 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 − 1) 𝑟 tek ise
    

 

dir. 

 

Yukarıdaki lemma kullanılarak aşağıdaki lemmanın ispatı yapılabilir. 

 

Lemma 4.3:  𝑘 ≡ 1,5 (𝑚𝑜𝑑 8) ise (
𝑘2+𝑘−1

𝑉2𝑟
) = 1 dir. 

 

4.1.  𝒙𝟐 = 𝑽𝒏(𝒌, −𝟏) ∓ 𝑽𝒏−𝟏(𝒌, −𝟏) ve 𝒙𝟐 = 𝑼𝒏(𝒌, −𝟏) ∓ 𝑼𝒏−𝟏(𝒌, −𝟏)  

Denklemlerinin Çözümleri 

 

Bu bölümde dördüncü dereceden bazı Diyofant denklemlerinin çözümlerini bulmak 

için kullanılacak bazı teoremler verilecektir.  

 

Teorem 4.1.1:  𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. 𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 denkleminin çözümü varsa 

𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 dir. Eğer 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) ise 𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1  denkleminin çözümü 

sadece (𝑛, 𝑘) = (3,3) veya  (𝑛, 𝑘) = (3,43) olarak verilir.  

 

İspat: 𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1   olacak biçimde  𝑥  pozitif  tamsayısı  var olsun.  İlk olarak    
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𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑛 > 2 olduğunu kabul edelim ve ispatın kalan kısmını dört 

durumda inceleyelim.  

 

1. Durum: 𝑛 = 4𝑞 − 1  olacak şekilde 𝑞 > 0 mevcut olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 

𝑟 ≥ 1 olmak üzere  𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 − 1 olarak yazılabilir. (4.4) ve (4.3) kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ −(𝑉−1 + 𝑉−2) ≡ −(𝑘2 + 𝑘 − 2)(𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ 𝑉−1 + 𝑉−2 ≡ 𝑘2 + 𝑘 − 2 ≡ −2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

bulunur. Bu kongüranslardan (
−(𝑘2+𝑘−2)

𝑉2𝑟
) = 1 ve (

−2

𝑘
) = 1 elde edilir. (

−2

𝑘
) =

1 ve  𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan (4.7)’ye göre 𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) bulunur. O halde 

(4.8), (4.9) ve (4.10) kullanılırsa  

 

1 = (
−(𝑘2 + 𝑘 − 2)

𝑉2𝑟
) = (

−1

𝑉2𝑟
) (

𝑘 + 2

𝑉2𝑟
) (

𝑘 − 1

𝑉2𝑟
) = (−1). 1.1 = −1 

 

elde edilir.  Bu ise çelişkidir. 

 

2. Durum: 𝑛 = 4𝑞 olacak şekilde 𝑞 ≥ 1 mevcut olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 𝑟 ≥

1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 olarak yazılabilir. (4.4) ve (4.3) kullanılırsa 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ −(𝑉0 + 𝑉−1) ≡ −(𝑘 + 2)(𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

 

𝑥2 = 𝑉4𝑞 + 𝑉4𝑞−1 ≡ 𝑉0 + 𝑉−1 ≡ 𝑘 + 2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

bulunur. O halde  (
−(𝑘+2)

𝑉2𝑟
) = 1 ve (

2

𝑈2
) = (

2

𝑘
) = 1 olur. Bunlar ise (4.6), (4.8) ve  
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(4.10)’dan dolayı imkansızdır. 

 

3. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 1 olacak biçimde 𝑞 > 0 var  olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 

 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 + 1 olarak yazılabilir. (4.4) ve (4.3) kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ −(𝑉1 + 𝑉0) ≡ −(𝑘 + 2)(𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

  

𝑥2 = 𝑉4𝑞+1 + 𝑉4𝑞 ≡ 𝑉1 + 𝑉0 ≡ 𝑘 + 2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

bulunur. Bu kongrüanslardan (
−(𝑘+2)

𝑉2𝑟
) = 1 ve  (

2

𝑈2
) = (

2

𝑘
) = 1 elde edilir. Bu ise 

(4.6), (4.8) ve (4.10) özelliklerinden dolayı imkansızdır. 

 

4. Durum:  𝑛 = 4𝑞 + 2 olacak biçimde 𝑞 > 0 var olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 

𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 + 2 olarak yazılabilir. (4.4) ve (4.3) özellikleri 

kullanılarak 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ −(𝑉2 + 𝑉1) ≡ −(𝑘2 + 𝑘 − 2)(𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ 𝑉2 + 𝑉1 ≡ −2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

bulunur. Bu kongrüanslardan  (
−(𝑘2+𝑘−2)

𝑉2𝑟
) = 1 ve (

−2

𝑘
) = 1 elde edilir. (

−2

𝑘
) = 1 ve   

𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan (4.7) kullanılırsa 𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğu görülür. 

(4.8), (4.9) ve (4.10) kullanılarak  

 

1 = (
𝑘2 + 𝑘 − 2

𝑉2𝑟
) = (

−1

𝑉2𝑟
) (

𝑘 + 2

𝑉2𝑟
) (

𝑘 − 1

𝑉2𝑟
) = (−1). 1.1 = −1 
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elde edilir. Bu bir çelişkidir. Bu yüzden 𝑛 ≤ 2 olmalıdır. 𝑛 = 2 ise 𝑥2 = 𝑉2 +

𝑉1 = 𝑘2 + 𝑘 − 2  olur. Bunun ise sadece 𝑘 = 2 için sağlandığı gösterilebilir. 𝑘 ≥ 3 

olduğundan bu bir çelişkidir.  

 

Şimdi 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. O halde  𝑛 = 6𝑞 + 𝑟 olacak şekilde  0 ≤ 𝑟 ≤ 5 

mevcuttur. O zaman (4.3) kullanılarak 

 

𝑉𝑛 = 𝑉6𝑞+𝑟 ≡ 𝑉𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑈3) 

 

yazılabilir. 8|𝑈3 olduğundan  0 ≤ 𝑟 ≤ 5  için  𝑉𝑛 ≡ 𝑉𝑟 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. 𝑘 ≡

3 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan 𝑉𝑛 ≡ 𝑉0, 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5 ≡ 2,3,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğu 

gösterilebilir. Böylece  𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 ≡ 5,2,1 (𝑚𝑜𝑑 8) bulunur. 𝑥2 ≡

0,1,4 (𝑚𝑜𝑑 8) olması gerektiğinden 𝑟 = 3 veya 𝑟 = 4 elde edilir. 

 

İlk olarak 𝑟 = 3 olsun.  O zaman 𝑛 = 6𝑞 + 3 olur. 𝑞’nın tek tamsayı olduğunu kabul 

edelim. O zaman  (4.4) kullanılırsa 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 = 𝑉6𝑞+3 + 𝑉6𝑞+2 ≡ −(𝑉3 + 𝑉2) ≡ −𝑉2 ≡ −(𝑘2 − 2)(𝑚𝑜𝑑 𝑉3) 

 

bulunur. 𝑉3 = 𝑘(𝑘2 − 3) olduğundan 

 

𝑥2 ≡ −(𝑘2 − 2) ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 − 3) 

 

olur.  Bu ise imkansızdır. Çünkü   
𝑘2−3

2
≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 4) dir. 

 

Şimdi de 𝑞 çift tamsayı ve 𝑞 > 0 olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 𝑠 ≥ 1 olmak üzere   

𝑛 = 6𝑞 + 3 = 2 · 2𝑠𝑎 + 3  olarak yazılabilir.  (4.4) kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 = 𝑉2·2𝑠𝑎+3 + 𝑉2·2𝑠𝑎+2 ≡ −(𝑉3 + 𝑉2) 

      

      ≡ −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 𝑘 − 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑠)                   
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elde edilir. Buradan da  (
−(𝑘+2)(𝑘2−𝑘−1)

𝑉2𝑠
) = 1 olduğu görülür. Fakat (4.8), (4.10) ve 

Lemma 4.1’e göre 

 

(
−(𝑘 + 2)(𝑘2 − 𝑘 − 1)

𝑉2𝑠
) = (

−1

𝑉2𝑠
) (

𝑘 + 2

𝑉2𝑠
) (

𝑘2 − 𝑘 − 1

𝑉2𝑠
) = (−1)(−1)(−1) = −1 

  

olduğundan bu imkansızdır. O halde 𝑞 = 0 olmalıdır. O zaman 𝑛 = 3 olup 𝑥2 = 𝑉3 +

𝑉2 = 𝑘3 + 𝑘2 − 3𝑘 − 2 olur. MAGMA [70] programı kullanılarak  𝑌2 = 𝑋3 + 𝑋2 −

3𝑋 − 2 denkleminin tamsayı çözümlerinin sadece (𝑋, 𝑌) = (−2,0), (−1, ±1), 

(3, ±5), (2, ±2), (43, ±285) olduğu görülebilir. Böylece 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 43 

bulunur. Şimdi 𝑟 = 4 olsun. O zaman  𝑛 = 6𝑞 + 4 olacak biçimde 𝑞 ≥ 0 vardır. Bu 

yüzden   𝑛 = 6(𝑞 + 1) − 2 = 6𝑡 − 2 alınabilir ve böylece (4.4) kullanılarak 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 = 𝑉6𝑡−2 + 𝑉6𝑡−3 ≡ −(𝑉3 + 𝑉2) ≡ −𝑉2 ≡ −(𝑘2 − 2)(𝑚𝑜𝑑 𝑉3) 

 

elde edilir.  𝑉3 = 𝑘(𝑘2 − 3) olduğundan 

 

𝑥2 ≡ −(𝑘2 − 2) ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 − 3) 

 

olur. Bu ise  
𝑘2−3

2
≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 4) olduğundan imkansızdır. 

 

Teorem 4.1.2: 𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. 𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1  denkleminin bir çözümü 

varsa 𝑛 = 1 veya 𝑛 = 2 dir. 𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) ise 𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1   denkleminin tamsayı 

çözümü yoktur.  

 

İspat: 𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. 𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1  denklemini sağlayan 𝑥 pozitif 

tamsayısı var olsun.  𝑛 > 2 kabul edelim ve ispatın kalan kısmını dört durumda 

inceleyelim. 

 

1. Durum : 𝑛 = 4𝑞 − 1 olacak biçimde 𝑞 > 0 var olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 

𝑟 ≥ 1  olmak  üzere  𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 − 1  biçiminde yazılabilir. Böylece  (4.3)  ve   (4.4)  
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kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞−1 − 𝑉4𝑞−2 ≡ −(𝑉−1 − 𝑉−2) ≡ 𝑘2 − 𝑘 − 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞−1 − 𝑉4𝑞−2 ≡ 𝑉−1 − 𝑉−2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

yazılabilir. Bu konguranslardan  (
𝑘2−𝑘−2

𝑉2𝑟
) = 1 ve  (

2

𝑘
) = 1 elde edilir. (

2

𝑘
) = 1 ve  𝑘 ≡

3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan (4.6) kullanılarak 𝑘 ≡ 7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğu görülür. O 

zaman  (4.9) ve (4.11) özellikleri kullanılırsa  

 

1 = (
𝑘2 − 𝑘 − 2

𝑉2𝑟
) = (

𝑘 − 2

𝑉2𝑟
) (

𝑘 + 1

𝑉2𝑟
) = (−1). 1 = −1 

 

elde edilir. Bu ise çelişkidir.  

 

2. Durum: 𝑛 = 4𝑞 olacak şekilde 𝑞 ≥ 1 mevcut olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 𝑟 ≥

1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 olarak yazılabilir.  (4.4) ve (4.3) özellikleri kulllanılarak 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞 − 𝑉4𝑞−1 ≡ −(𝑉0 − 𝑉−1) ≡ 𝑘 − 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞 − 𝑉4𝑞−1 ≡ 𝑉0 − 𝑉−1 ≡ −𝑘 + 2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

yazılabilir. Buradan  (
𝑘−2

𝑉2𝑟
) = 1  ve  (

2

𝑘
) = 1 olduğu görülür. O zaman (4.6)’ya göre 

𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan 𝑘 ≡ 7 (𝑚𝑜𝑑 8) elde edilir. Bu durumda (4.11)’e göre  

(
𝑘−2

𝑉2𝑟
) = −1 dir. Bu ise (

𝑘−2

𝑉2𝑟
) = 1 olmasıyla çelişir. 
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3. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 1 olacak biçimde 𝑞 > 0 var olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı  ve  

𝑟 ≥ 1  olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 + 1 olarak yazılabilir. (4.4) ve (4.3) özellikleri 

kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞+1 − 𝑉4𝑞 ≡ −(𝑉1 − 𝑉0) ≡ −(𝑘 − 2) (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞+1 − 𝑉4𝑞 ≡ 𝑉1 − 𝑉0 ≡ −2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

elde edilir. Buradan (
−(𝑘−2)

𝑉2𝑟
) = 1 ve (

−2

𝑘
) = 1 olduğu görülür. (

−2

𝑘
) = 1  ve 𝑘 ≡

3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan (4.7)’ye göre 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. O zaman (4.8) ve 

(4.11)’e göre  

 

1 = (
−(𝑘 − 2)

𝑉2𝑟
) = (

−1

𝑉2𝑟
) (

𝑘 − 2

𝑉2𝑟
) = −1 

 

elde edilir. Bu ise olamaz.  

 

4. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 2 olacak biçimde 𝑞 > 0 var olsun. O zaman 𝑎  tek tamsayı  ve 

𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 + 2 olarak yazılabilir.  (4.4) ve (4.3) kullanılarak 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞+2 − 𝑉4𝑞+1 ≡ −(𝑉2 − 𝑉1) ≡ −(𝑘2 − 𝑘 − 2) (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

ve 

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉4𝑞+2 − 𝑉4𝑞+1 ≡ 𝑉2 − 𝑉1 ≡ −2 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

elde edilir. Bu kongrüanslardan  (
−(𝑘2−𝑘−2)

𝑉2𝑟
) = 1 ve  (

−2

𝑘
) = 1 olduğu görülür. (

−2

𝑘
) =

1 ve 𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan (4.7)’ye göre 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. O halde (4.8), 

(4.9) ve (4.11) özellikleri kullanılırsa 
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1 = (
−(𝑘2 − 𝑘 − 2)

𝑉2𝑟
) = (

−1

𝑉2𝑟
) (

𝑘 − 2

𝑉2𝑟
) (

𝑘 + 1

𝑉2𝑟
) = −1 

 

elde edilir. Bu ise çelişkidir. Böylece 𝑛 ≤ 2 olur. 𝑛 = 0 ise 𝑥2 = 𝑉0 − 𝑉−1 = 2 −

𝑘 olduğundan imkansızdır. Sonuç olarak 𝑛 = 1 veya 𝑛 = 2 olur.  

 

Şimdi de 𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. 𝑛 = 6𝑞 + 𝑟 olacak şekilde 0 ≤ 𝑟 ≤ 5  vardır. O 

zaman (4.3) kullanılırsa 

 

𝑉𝑛 = 𝑉6𝑞+𝑟 ≡ 𝑉𝑟 ( 𝑚𝑜𝑑 𝑈3) 

 

bulunur. 8|𝑈3 olduğundan 0 ≤ 𝑟 ≤ 5 olmak üzere 𝑉𝑛 ≡ 𝑉𝑟 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. Ayrıca 𝑘 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan da 𝑉𝑛 ≡ 𝑉0, 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5 ≡ 2,1,7,6 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğu 

gösterilebilir. O zaman  𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 ≡ 1,6,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. Böylece 𝑟 = 0 veya 

𝑟 = 4 olmalıdır. İlk olarak 𝑟 = 0 olduğunu kabul edelim.  O halde 𝑛 = 6𝑞 olacak 

şekilde  𝑞 ≥ 0 vardır. 𝑞 tek olsun. O zaman (4.4) kullanılarak 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉6𝑞 − 𝑉6𝑞−1 ≡ −(𝑉0 − 𝑉−1) ≡ 𝑘 − 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑉3) 

 

elde edilir.  𝑉3 = 𝑘(𝑘2 − 3) olduğundan 

 

𝑥2 ≡ 𝑘 − 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 − 3),  

 

yani  𝑥2 ≡ 𝑘 − 2 (𝑚𝑜𝑑 
𝑘2−3

2
)  olur. Buradan (

𝑘−2

(𝑘2−3)/2
) = 1 elde edilir. Ayrıca 𝑘 tek  

olduğundan  
𝑘2−3

2
≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4) olduğu görülür. Böylece 

 

1 = (
𝑘 − 2

(𝑘2 − 3)/2
) = (−1)

(
𝑘−3

2
)(

𝑘2−5
4

)
(

(𝑘2 − 3)/2

𝑘 − 2
) 

    = (−1) (
2

𝑘−2
) (

𝑘2−3

𝑘−2
) = (−1). 1. (

1

𝑘−2
) = −1                  
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bulunur. Bu ise çelişkidir. Şimdi 𝑞 çift tamsayı olsun.  O halde 𝑎 tek tamsayı ve 𝑟 ≥ 1 

olmak üzere  𝑛 = 6𝑞 = 2 · 2𝑟𝑎  biçiminde yazılabilir.  O zaman (4.4) kullanılırsa  

  

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉2·2𝑟𝑎 − 𝑉2·2𝑟𝑎−1 ≡ −(𝑉0 − 𝑉−1) ≡ 𝑘 − 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

bulunur. Buradan    (
𝑘−2

𝑉2𝑟
) = 1  elde edilir. Bu ise (4.11)’den dolayı imkansızdır. Şimdi 

𝑟 = 4 olduğunu kabul edelim. O zaman 𝑛 = 6𝑞 + 4 olup buradan  𝑛 = 6(𝑞 + 1) −

2 = 6𝑚 − 2 olarak yazılabilir. İlk olarak 𝑚 tek tamsayı olsun. Bu durumda (4.4) 

kullanılarak 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉6𝑚−2 − 𝑉6𝑚−3 ≡ −(𝑉−2 − 𝑉−3) ≡ −(𝑘2 − 2) (𝑚𝑜𝑑 𝑉3) 

 

bulunur.  𝑉3 = 𝑘(𝑘2 − 3) olduğundan 

 

𝑥2 ≡ −(𝑘2 − 2) ≡ −1 ( 𝑚𝑜𝑑 𝑘2 − 3), 

 

yani  𝑥2 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 
𝑘2−3

2
) olur. Bu ise 

𝑘2−3

2
≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4) olduğundan imkansızdır. 

Şimdi 𝑚 çift tamsayı olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere  𝑛 = 6𝑚 −

2 = 2 · 2𝑟𝑎 − 2  olarak yazılabilir. (4.4) kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 = 𝑉2·2𝑟𝑎−2 − 𝑉2·2𝑟𝑎−3 ≡ −(𝑉−2 − 𝑉−3)  

      ≡ (𝑘 − 2)(𝑘2 + 𝑘 − 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟)                               

 

elde edilir. Buradan  (
(𝑘−2)(𝑘2+𝑘−1)

𝑉2𝑟
) = 1 olduğu görülür. (4.11) ve Lemma 4.3’e göre 

 

1 = (
𝑘 − 2

𝑉2𝑟
) (

𝑘2 + 𝑘 − 1

𝑉2𝑟
) = −1 

 

bulunur. Bu bir çelişkidir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.1.3:  𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛   denkleminin çözümü varsa 𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 dir. 
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İspat: 𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛  olacak şekilde bir 𝑥 tamsayısı mevcut olsun. 𝑛 > 2  olduğunu 

kabul edelim ve ispatın kalan kısmını dört durumda inceleyelim.  

 

1. Durum: 𝑛 = 4𝑞 − 1 olacak biçimde 𝑞 > 0 mevcut olsun. O zaman (4.1) 

kullanılarak  

 

𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛 = 𝑈4𝑞 + 𝑈4𝑞−1 ≡ 𝑈0 + 𝑈−1 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2) 

 

yazılabilir. Buradan  (
−1

𝑘
) = 1 olduğu görülür. (4.5) kullanılırsa 𝑘 ≡ 1,5 (𝑚𝑜𝑑 8) elde 

edilir.  

 

İlk olarak 𝑞 = 3𝑢 − 1 olacak biçimde 𝑢 > 0 mevcut olsun. O zaman 𝑛 = 12𝑢 − 5 

olur. (4.1) kullanılırsa  

 

𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛 = 𝑈12𝑢−4 + 𝑈12𝑢−5 ≡ 𝑈−4 + 𝑈−5 ≡ −(𝑘 + 1) (𝑚𝑜𝑑 𝑈3) 

 

elde edilir. 8|𝑈3  olduğundan 𝑥2 ≡ −𝑘 − 1 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. Böylece 𝑘 ≡ 1,5 (𝑚𝑜𝑑 8) 

olduğundan 𝑥2 ≡ −2,2 (𝑚𝑜𝑑 8) bulunur. Bu ise imkansızdır.  

 

𝑞 = 3𝑢 olacak şekilde 𝑢 > 0 mevcut olsun. O zaman 𝑛 = 12𝑢 − 1 olur. (4.1) 

kullanılarak  

 

𝑥2 = 𝑈12𝑢−1 + 𝑈12𝑢 ≡ 𝑈−1 + 𝑈0 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑈3) 

 

elde edilir. 8|𝑈3 olduğundan  𝑥2 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 8) olur. Bu ise imkansızdır. 

𝑞 = 3𝑢 + 1 olacak şekilde 𝑢 ≥ 0 mevcut olsun. O zaman 𝑛 = 12𝑢 + 3 olur. (4.1) 

kullanılarak 

 

𝑥2 = 𝑈12𝑢+4 + 𝑈12𝑢+3 ≡ 𝑈4 + 𝑈3 ≡ −𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑈3) 

 

yazılabilir. 8|𝑈3 olduğundan 𝑥2 ≡ −𝑘 (𝑚𝑜𝑑 8) elde edilir. Bu ise 𝑘 ≡ 1,5 (𝑚𝑜𝑑 8) 

olduğundan  imkansızdır. 
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2. Durum: 𝑛 = 4𝑞 olacak biçimde  𝑞 ≥ 1 mevcut olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı  ve 

𝑟 ≥ 1 olmak üzere  𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 olarak yazılabilir.  (4.2) kullanılarak 

 

𝑥2 = 𝑈4𝑞+1 + 𝑈4𝑞 ≡ −(𝑈1 + 𝑈0) ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟), 

 

yani (
−1

𝑉2𝑟
) = 1 bulunur. Bu ise (4.8)’den dolayı imkansızdır. 

 

3. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 1 olacak biçimde 𝑞 > 0 mevcut olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı  

ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 + 1 olarak yazılabilir. (4.2) kullanılarak  

 

𝑥2 = 𝑈4𝑞+2 + 𝑈4𝑞+1 ≡ −(𝑈2 + 𝑈1) ≡ −(𝑘 + 1) (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

elde edilir. Buradan  (
−(𝑘+1)

𝑉2𝑟
) = 1 olduğu görülür. Bu ise (4.8) ve (4.9)’dan dolayı 

imkansızdır. 

 

4. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 2 olacak biçimde 𝑞 > 0 mevcut olsun. O zaman 𝑎 tek tamsayı  

ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝑛 = 2 · 2𝑟𝑎 + 2 biçiminde yazılabilir. (4.1) kullanılırsa 

 

𝑥2 = 𝑈4𝑞+3 + 𝑈4𝑞+2 ≡ 𝑈3 + 𝑈2 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑈2), 

 

yani  (
−1

𝑘
) = 1 elde edilir. Böylece (4.5)’e göre 𝑘 ≡ 1,5 (𝑚𝑜𝑑 8) bulunur. Diğer 

yandan (4.2) kullanılırsa 

 

𝑥2 = 𝑈4𝑞+3 + 𝑈4𝑞+2 ≡ −(𝑈3 + 𝑈2) ≡ −(𝑘2 + 𝑘 − 1) (𝑚𝑜𝑑 𝑉2𝑟) 

 

olduğu görülür. Buradan  (
−(𝑘2+𝑘−1)

𝑉2𝑟
) = 1 elde edilir. O zaman  

 

(
−(𝑘2 + 𝑘 − 1)

𝑉2𝑟
) = (

−1

𝑉2𝑟
) (

𝑘2 + 𝑘 − 1

𝑉2𝑟
) = 1 
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ve  (
−1

𝑉2𝑟
) = −1 olduğundan (

𝑘2+𝑘−1

𝑉2𝑟
) = −1 bulunur. Bu ise Lemma 4.3’e göre 

imkansızdır. Böylece 𝑛 ≤ 2 olmalıdır. 𝑛 = 2 ise  𝑥2 = 𝑈3 + 𝑈2 = 𝑘2 + 𝑘 − 1 dir. Bu 

denklemin çözümünün sadece  𝑘 = 1 iken doğru olduğu gösterilebilir. Bu ise 𝑘 ≥ 3 

kabulüyle çelişir.  Sonuç olarak 𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 dir.∎ 

              

Aşağıdaki teoremin ispatı diğer teoremlerin ispatına benzer olduğundan ispatı ihmal 

edilmiştir. 

 

Teorem 4.1.4:  𝑥2 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛  denkleminin çözümü varsa 𝑛 = 0 veya  𝑛 = 1 dir. 

 

4.2.  Bazı Dördüncü Dereceden Özel Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

 

Literatürde 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥2𝑦 + 𝑐𝑦2 − 𝑑 = 0  biçimindeki denklemlerinin çözümlerini 

inceleyen çok sayıda makale bulunmaktadır. Walsh [4], 𝑘’nın çift olması kabulu 

altında 𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = 1,4 denklemlerinin tüm negatif olmayan tamsayı 

çözümlerini inceledi. Ayrıca  aynı yazar 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 1 denkleminin tüm negatif 

olmayan tamsayı çözümlerinin 𝑘 ≠ 338 ve 𝑘 tamkare değilse (𝑥, 𝑦) = (𝑘, 1), (1,0)  

veya (𝑥, 𝑦) = (0,1); 𝑘 = 338 ise (𝑥, 𝑦) = (13051348805,6214) veya (𝑥, 𝑦) =

(114243,6214) ve 𝑘 tamkare ise (𝑥, 𝑦) = (1, √𝑘) veya (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 1, √𝑘)  

olduğunu gösterdi. İlave olarak aynı yazar 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 4 denkleminin tüm 

negatif olmayan tamsayı çözümlerinin 𝑘 = 2𝑣2  olacak şekilde 𝑣 var ise (𝑥, 𝑦) =

(2, √2𝑘) veya (𝑥, 𝑦) = (2𝑘2 − 2, √2𝑘) aksi halde (𝑥, 𝑦) = (2,0) olduğunu gösterdi. 

Cohn [3], 𝑐 = 1 veya 𝑐 = 4 olması durumunda 𝑘’nın tek olması kabulu altında 𝑐 ∈

{±1, ±2, ±4}  için  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 𝑐 denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerini 

inceledi ve 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 4 denkleminin pozitif tamsayı çözümünün olmadığını 

gösterdi. Ayrıca aynı yazar  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = 1 denkleminin pozitif tamsayı 

çözümünün 𝑦 = 𝑘2 olacak şekilde 𝑘 tek tamsayısı varsa sadece 𝑦 = 1 aksi takdirde 

sadece 𝑦 = 1  veya  𝑦 = 𝑘  olduğunu gösterdi.   İlave olarak    𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = −1 

denkleminin 𝑘 = 3 ise çözümünün olmadığını ve aksi takdirde denklemin çözümünün 

sadece 𝑦 = 1 olduğunu gösterdi.  Yine aynı yazar 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦2 + 𝑦4 = −4 denkleminin 

çözümü varsa 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 6 olduğunu ve bu denklemin çözümlerinin  𝑘 = 3 ise 
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(𝑥, 𝑦) = (2,2) veya (𝑥, 𝑦) = (10,2) ve 𝑘 = 6 ise (𝑥, 𝑦) = (1,1), (5,1), (29,13) veya 

(𝑥, 𝑦) = (985,13) olduğunu ispatladı. 

 

Aşağıda 4. dereceden bazı Diyofant denklemlerinin pozitif tamsayı çözümleri 

verilecektir. 

 

Sonuç 4.2.1:  𝑘 + 2 tamkare olmasın. 𝑘 + 1 tamkare ise  𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 + 2 

denkleminin pozitif tamsayı çözümleri sadece (𝑥, 𝑦) = (√𝑘 + 1, 1), (√𝑘 + 1, 𝑘2 +

𝑘 − 1) ve (𝑥, 𝑦) = (1, 𝑘 + 1) dir. Aksi halde denklemin pozitif tamsayı çözümü 

sadece (𝑥, 𝑦) = (1, 𝑘 + 1) dir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 + 2 denkleminin herhangi bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. O zaman Teorem 3.2.2’ye göre 

 

𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛  , 𝑦 = 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1   

 

veya 

 

𝑥2 = 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1  , 𝑦 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛   

 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 vardır. 𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛  olsun. O zaman Teorem 4.1.3’e göre  

𝑛 = 1 bulunur.  O halde 𝑥2 = 𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛  = 𝑈2 + 𝑈1 = 𝑘 + 1 ve 𝑦 = 𝑈1 + 𝑈0 = 1 

olur.  Böylece 𝑘 + 1  tamkare ise 𝑥 = √𝑘 + 1 ve 𝑦 = 1 elde edilir. Şimdi 𝑥2 = 𝑈𝑛 +

𝑈𝑛−1    olsun. O zaman Teorem 4.1.3’e göre 𝑛 − 1 = 0 veya 𝑛 − 1 = 1, yani  𝑛 = 1 

veya 𝑛 = 2 olur. 𝑛 = 1 olsun. 𝑥2 = 𝑈1 + 𝑈0 = 1 ve 𝑦 = 𝑈2 + 𝑈1 = 𝑘 + 1 

olduğundan 𝑥 = 1 ve 𝑦 = 𝑘 + 1 bulunur. 𝑛 = 2  olsun. 𝑥2 = 𝑈2 + 𝑈1  = 𝑘 + 1 ve  

𝑦 = 𝑈3 + 𝑈2 = 𝑘2 + 𝑘 − 1  olur. 𝑘 + 1 tamkare ise 𝑥 = √𝑘 + 1 ve 𝑦 = 𝑘2 + 𝑘 − 1 

dir.  

 

Sonuç 4.2.2:  𝑘 − 1 tamkare ise  𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) denkleminin pozitif 

tamsayı çözümleri sadece (𝑥, 𝑦) = (1,1), (√𝑘 − 1, 1), (√𝑘 − 1, 𝑘2 − 𝑘 − 1) veya 
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(𝑥, 𝑦) = (1, 𝑘 − 1) dir. Aksi takdirde bu denklemin pozitif tamsayı çözümleri  sadece 

(𝑥, 𝑦) = (1,1) ve (𝑥, 𝑦) = (1, 𝑘 − 1) dir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) denkleminin herhangi bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. O zaman Teorem 3.2.8’e göre  

 

𝑥2 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 , 𝑦 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 

 

veya 

 

𝑥2 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 , 𝑦 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛   

 

olacak şekilde 𝑛 ≥ 0  mevcuttur. İlk olarak 𝑥2 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛   olsun. O zaman Teorem 

4.1.4’e göre 𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 olur .  𝑛 = 0 olsun. 𝑥2 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 𝑈1 − 𝑈0 =

1 ve  𝑦 = 𝑈0 − 𝑈−1 = 1 olduğundan 𝑥 = 1 ve 𝑦 = 1 bulunur. 𝑛 = 1 olsun. 𝑥2 =

𝑈2 − 𝑈1 = 𝑘 − 1 ve 𝑦 = 𝑈1 − 𝑈0 = 1 olur. 𝑘 − 1 tamkare ise 𝑥 = √𝑘 − 1  ve 𝑦 = 1 

bulunur. Şimdi 𝑥2 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1   olsun.  O zaman Teorem 4.1.4’e göre 𝑛 = 1 veya 

𝑛 = 2 olur. 𝑛 = 1 olsun. 𝑥2 = 𝑈1 − 𝑈0 = 1 ve 𝑦 = 𝑈2 − 𝑈1 = 𝑘 − 1  olduğundan 

𝑥 = 1 ve 𝑦 = 𝑘 − 1  bulunur. 𝑛 = 2  olsun. 𝑥2 = 𝑈2 − 𝑈1 = 𝑘 − 1 ve  𝑦 = 𝑈3 −

𝑈2 = 𝑘2 − 𝑘 − 1 olur.  Şu halde 𝑘 − 1 tamkare ise 𝑥 = √𝑘 − 1 ve  𝑦 = 𝑘2 − 𝑘 − 1  

olur. 

 

Sonuç 4.2.3: 𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ise 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) denkleminin 

çözümünün olması için gerekli ve yeterli şart 𝑘 + 2’nin tamkare olmasıdır. Ayrıca 𝑘 ≡

1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘 + 2  tamkare ise bu denklemin pozitif tamsayı çözümü sadece  

(𝑥, 𝑦) = (√𝑘 + 2, 1)  dir. 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8)  ise 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2) 

denkleminin çözümü sadece 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 43 iken vardır.  Bu denklemin tamsayı 

çözümü 𝑘 = 3 ise sadece (𝑥, 𝑦) = (5,11) ve 𝑘 = 43 ise sadece (𝑥, 𝑦) = (285,1891) 

dir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = 4(𝑘 + 2)  denkleminin herhangi bir pozitif tamsayı  
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çözümü olsun. İlk olarak 𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘 + 2 tamkare olmasın. Bu durumda 

Teorem 3.2.4’e göre 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1   

 

olacak şekilde  𝑛 ≥ 1 vardır. Dolayısıyla Teorem 4.1.1 gereği 𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 olur. 

𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 ise 𝑥2 = 𝑘 + 2 olur. Bu ise 𝑘 + 2 tamkare olmadığından 

imkansızdır. 𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘 + 2 tamkare olsun. O zaman Teorem 3.2.5’e 

göre  𝑥2 = √𝑘 + 2𝑉𝑛−2 olacak şekilde  𝑛 > 2 vardır. Böylece 𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) =

√𝑘 + 2 ⊡,  𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) =   veya  𝑎|√𝑘 + 2 olmak üzere 𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) 

= 𝑎 olur.  𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) = √𝑘 + 2   veya  𝑎|√𝑘 + 2  olmak üzere 

𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) = 𝑎  ise Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’e göre 𝑛 = 3 olur. Buradan da 

𝑥 = √𝑘 + 2  ve 𝑦 = 1 bulunur. 𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) =  ise Teorem  4.1’e göre 𝑛 = 3 

ve 𝑘 + 2 tamkaredir. O halde 𝑥 = √𝑘 + 2  ve 𝑦 = 1  olur. Şimdi 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. 

O zaman 𝑘 + 2 tamkare olamaz.  Böylece Teorem 3.2.4  ve Teorem 4.1.1’e göre 𝑘 =

3 veya 𝑘 = 43 olur. Dolayısıyla 𝑘 = 3 ise (𝑥, 𝑦) = (5,11) ve 𝑘 = 43 ise (𝑥, 𝑦) =

(285,1891) bulunur. 

 

Sonuç  4.2.4:   𝑘 + 2 ve 𝑘 + 1 tamkare değilse 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦4 = 4(𝑘 + 2) 

denkleminin pozitif tamsayı çözümü sadece (𝑥, 𝑦) = (𝑘 + 2,1) dir. √𝑘 + 2 tamkare 

ise denklemin pozitif tamsayı çözümleri sadece (𝑥, 𝑦) = (𝑘√𝑘 + 2, √𝑘 + 2
4

), (𝑥, 𝑦) =

(𝑘 + 2,1) veya (𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑛) = (966,12,7,8) dir. 𝑘 + 2 tamkare değilse ve 𝑘 + 1 

tamkare ise denklemin pozitif tamsayı çözümleri sadece  (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 + 𝑘 −

2, √𝑘 + 1) ve (𝑥, 𝑦) = (𝑘 + 2,1) dir. 𝑘 + 2 tamkare fakat √𝑘 + 2  tamkare değil ise 

denklemin pozitif tamsayı çözümü sadece (𝑥, 𝑦) = (𝑘 + 2,1) dir. 

 

İspat:  (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦4 = 4(𝑘 + 2) denkleminin herhangi bir pozitif tamsayı 

çözümü olsun. 𝑘 + 2 tamkare olmasın. O zaman Teorem 3.2.4’e göre 

 

𝑥 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1, 𝑦2 = 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛−1   
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olacak şekilde 𝑛 ≥ 1 vardır. Bu yüzden Teorem 4.1.3’e göre 𝑛 = 1 veya 𝑛 = 2 olur.  

İlk olarak 𝑛 = 1 olsun. 𝑥 = 𝑉1 + 𝑉0 = 𝑘 + 2 ve  𝑦2 = 𝑈1 + 𝑈0 = 1 

olduğundan (𝑥, 𝑦) = (𝑘 + 2,1) bulunur. 𝑛 = 2 olsun. 𝑥 = 𝑉2 + 𝑉1 = 𝑘2 − 2 − 𝑘 ve 

𝑦2 = 𝑈2 + 𝑈1 = 𝑘 + 1 olur. 𝑘 + 1 tamkare ise  𝑥 = 𝑘2 + 𝑘 − 2 ve  𝑦 = √𝑘 + 1 

bulunur. Şimdi 𝑘 + 2 tamkare olsun. O zaman Teorem 3.2.5’e göre  𝑥 =

√𝑘 + 2𝑉𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) ve 𝑦2 = 𝑈𝑛−2(√𝑘 + 2, −1) olur. Böylece Teorem 4.4’e 

göre 𝑛 − 2 = 1, 𝑛 − 2 = 2 veya 𝑛 − 2 = 6 olur. 𝑛 − 2 = 1 olsun. 𝑥 = √𝑘 + 2𝑉1 =

𝑘 + 2 ve 𝑦2 = 𝑈1 = 1 olduğundan (𝑥, 𝑦) = (𝑘 + 2,1) bulunur.  𝑛 − 2 = 2 olsun. O 

zaman √𝑘 + 2  tamkare olmalıdır.  O halde 𝑥 = √𝑘 + 2𝑉2 = 𝑘. √𝑘 + 2 ve 𝑦2 = 𝑈2 =

√𝑘 + 2, yani (𝑥, 𝑦) = (𝑘√𝑘 + 2, √𝑘 + 2
4

)  olur. 𝑛 − 2 = 6 olsun. Bu durumda 

√𝑘 + 2 = 3, yani 𝑘 = 7 olur. O halde 𝑥 = 3𝑉6(3, −1) = 966 ve 𝑦2 = 𝑈6(3, −1) =

144 dir. O zaman (𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑛) = (966,12,7,8) dir. 

 

Sonuç 4.2.5: 𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olsun. 𝑘 = 3 ise 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) 

denkleminin pozitif tamsayı çözümleri sadece (𝑥, 𝑦) = (2,2) veya (𝑥, 𝑦) = (1,1) dir. 

𝑘 − 2 tamkare ise 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin pozitif tamsayı 

çözümü sadece  (𝑥, 𝑦) = (√𝑘 − 2, 1) dir. 𝑘 ≠ 3 ve 𝑘 − 2 tamkare değilse denklemin 

pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü 

olsun. O zaman Teorem 3.2.9’a göre 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 , 𝑦 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1   

 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 vardır. 𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1   olduğundan 

Teorem 4.1.2’ye göre 𝑛 = 1 veya 𝑛 = 2 dir. 𝑛 = 1 olsun. O zaman  𝑥2 = 𝑉1−𝑉0 =

𝑘 − 2  ve 𝑦 = 𝑈1 − 𝑈0 = 1 olur. O halde 𝑘 − 2 tamkare ise (𝑥, 𝑦) = (√𝑘 − 2, 1) elde 

edilir. Şimdi 𝑛 = 2 olsun. O zaman  𝑥2 = 𝑉2 − 𝑉1 = 𝑘2 − 𝑘 − 2 ve 𝑦 = 𝑈2 − 𝑈1 =

𝑘 − 1   olur. 𝑥2 = 𝑘2 − 𝑘 − 2 olduğundan  4𝑥2 = 4𝑘2 − 4𝑘 − 8, yani  (2𝑘 − 1)2 −

(2𝑥)2 = 9 elde edilir. Bu denklemin çözümünün sadece 𝑘 = 3 olduğunu göstermek 

kolaydır. Böylece 𝑥 = 2 ve 𝑦 = 2 bulunur.  
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Sonuç 4.2.6:  𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) ise 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin pozitif 

tamsayı çözümü yoktur. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin herhangi bir pozitif 

tamsayı çözümü olsun. O zaman Teorem 3.2.9’a göre  

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1, 𝑦 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1  

 

olacak şekilde 𝑛 ≥ 1 vardır. Bu ise Teorem 4.1.2’ye göre imkansızdır. 

 

Sonuç 4.2.7:  𝑘 − 1 tamkare değilse 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦4 = −4(𝑘 − 2) denkleminin 

pozitif tamsayı çözümü sadece (𝑥, 𝑦) = (𝑘 − 2,1) dir. 𝑘 − 1 tamkare ise denklemin 

pozitif tamsayı çözümleri sadece (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 𝑘 − 2, √𝑘 − 1 )  ve (𝑥, 𝑦) = (𝑘 −

2,1) dir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦4 = −4(𝑘 − 2) denkleminin herhangi bir pozitif 

tamsayı çözümü olsun. O zaman  Teorem 3.2.9’a göre  

 

𝑥 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 , 𝑦2 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 

 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 vardır. Teorem 4.1.4’e göre 𝑛 = 1 veya 𝑛 = 2 olur. 𝑛 = 1 olsun. 

O zaman 𝑥 = 𝑉1−𝑉0 = 𝑘 − 2 ve 𝑦2 = 𝑈1−𝑈0 = 1, yani (𝑥, 𝑦) = (𝑘 − 2,1) bulunur. 

Şimdi 𝑛 = 2 olsun. O zaman  𝑥 = 𝑉2−𝑉1 = 𝑘2 − 𝑘 − 2  ve 𝑦2 = 𝑈2−𝑈1 = 𝑘 −

1 olur. O halde 𝑘 − 1 tamkare olmalıdır. Bu durumda ise (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 𝑘 −

2, √𝑘 − 1 ) biçimindedir.  

 

Sonuç 4.2.8: 𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olsun. O zaman   𝑥4 −

𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin bir tamsayı çözümü 

olsun. O zaman Teorem 3.2.13’e göre 
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𝑥2 = 𝑉𝑛+1 + 𝑉𝑛 , 𝑦 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 

 

veya 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 , 𝑦 = 𝑉𝑛+1 + 𝑉𝑛 

 

olacak şekilde  𝑛 ≥ 0 vardır. 𝑥2 = 𝑉𝑛+1+𝑉𝑛  olsun.  𝑘 ≡ 1,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) olduğundan 

Teorem 4.1.1’e göre 𝑛 + 1 = 0 veya 𝑛 + 1 = 1 dir .  𝑛 ≥ 0 olduğundan 𝑛 = 0 

bulunur. O zaman 𝑥2 = 𝑉1+𝑉0 = 𝑘 + 2 ve 𝑦 = 𝑉0 + 𝑉−1 = 𝑘 + 2 olur. Bu ise 𝑘2 − 4 

karesiz tamsayı olduğundan imkansızdır.  Şimdi 𝑥2 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛−1 olsun. O zaman 

Teorem 4.1.1’ e göre 𝑛 = 0 veya 𝑛 = 1 bulunur. O halde  𝑥2 = 𝑘 + 2  olur. Bu ise 

𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olduğundan imkansızdır. ∎ 

 

Teorem 3.2.13 ve Teorem 4.1.1 kullanılarak aşağıdaki teoremin ispatı yapılabilir. 

 

Sonuç 4.2.9: 𝑘 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olsun. O zaman  𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 +

𝑦2 = −(𝑘 + 2)(𝑘2 − 4) denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur.  

 

Sonuç 4.2.10: 𝑘 ≡ 3,5,7 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olsun. O zaman 𝑥4 −

𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = (𝑘 − 2)(𝑘2 − 4)  denkleminin pozitif tamsayı çözümü sadece 𝑘 = 3 

iken vardır.  Bu durumda denklemin pozitif tamsayı çözümleri sadece (𝑥, 𝑦) =

(2,1), (1,4) ve (𝑥, 𝑦) = (2,11) dir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥4 − 𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = (𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) denkleminin herhangi bir pozitif 

tamsayı çözümü olsun. O zaman  Teorem 3.2.15’e göre 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛, 𝑦 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 

  

veya 

 

𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1, 𝑦 = 𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 

 



66 

 

 

olacak şekilde 𝑛 ≥ 1 vardır. İlk olarak 𝑥2 = 𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 olduğunu kabul edelim.  O 

zaman Teorem 4.1.2’ye göre 𝑛 + 1 = 1 veya 𝑛 + 1 = 2 olur. 𝑛 ≥ 1 olduğundan 𝑛 =

1 olmalıdır. O halde 𝑥2 = 𝑉2 − 𝑉1 = 𝑘2 − 𝑘 − 2  ve  𝑦 = 𝑉1 − 𝑉0 = 𝑘 − 2 bulunur.  

𝑥2 = 𝑘2 − 𝑘 − 2 olduğundan 4𝑥2 = 4𝑘2 − 4𝑘 − 8, yani (2𝑘 − 1)2 − (2𝑥)2 = 9  

bulunur. Bu denklemin çözümünün  sadece 𝑘 = 3 iken olduğu ve bu durumda da 

(𝑥, 𝑦) = (2,1) olduğu gösterilebilir. Şimdi 𝑥2 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 olsun. Teorem 4.1.2’ye 

göre 𝑛 = 1 veya 𝑛 = 2 olur. 𝑛 = 1 olsun. O zaman  𝑥2 = 𝑉1 − 𝑉0 = 𝑘 − 2  ve  𝑦 =

𝑉2 − 𝑉1 = 𝑘2 − 𝑘 − 2 elde edilir. O halde 𝑘 − 2 tamkare olmalıdır. Ama 𝑘2 − 4  

karesiz  bir tamsayı olduğundan 𝑘 > 3 durumunda 𝑘 − 2 tamkare olamaz.  O zaman 

𝑘 = 3 olur. Böylece 𝑥 = 1 ve 𝑦 = 4 bulunur. Şimdi de  𝑛 = 2 olsun.  O zaman  𝑥2 =

𝑉2 − 𝑉1 = 𝑘2 − 𝑘 − 2 elde edilir. Bu  denklemin çözümü var ise  𝑘 = 3 olduğunu 

göstermek kolaydır. Böylece (𝑥, 𝑦) = (2,11) bulunur.∎ 

 

Teorem 3.2.15 ve Teorem 4.1.2 kullanılarak aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

Sonuç 4.2.11: 𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) ve 𝑘2 − 4 karesiz tamsayı olsun. O zaman  𝑥4 −

𝑘𝑥2𝑦 + 𝑦2 = (𝑘 − 2)(𝑘2 − 4) denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

 

  



 
 

 
 

 

 

BÖLÜM 5. DÖRDÜNCÜ DERECEDEN FARKLI BİRKAÇ 

DİYOFANT DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİ 

  

 

[65] de yazarlar 𝑎 ≠ 0 ve  𝑏 ≠ ±2 olduğunda 𝑈𝑛(𝑘, ±1) = 𝑎𝑥2 + 𝑏 denkleminin 

sonlu sayıda 𝑛 çözümünün olduğunu gösterdi. [66] da, Keskin, 𝑘 tek tamsayı iken 𝑤 =

1,2,3,6 için 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝑤𝑥2 + 1  ve 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝑤𝑥2 − 1 denklemlerinin 

çözümlerini inceledi. Bu bölümde bazı 𝑎 değerleri için 𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1(𝑘, −1) −

𝑈𝑛(𝑘, −1) ve 𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) denklemlerinin ve bazı dördüncü dereceden Diyofant 

denklemlerinin çözümleri araştırılacaktır. Bu denklemlerin çözümlerini bulabilmek için önce 

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarıyla ilgili çok iyi bilinen özellikler aşağıda 

verilecektir.    

 

𝑈2𝑛(𝑘, 𝑡) = 𝑈𝑛(𝑘, 𝑡)𝑉𝑛(𝑘, 𝑡),                           (5.1) 

 

𝑈𝑛+1(𝑘, −1) − 𝑈𝑛(𝑘, −1) =
𝑉𝑛+1(𝑘,−1)+𝑉𝑛(𝑘,−1)

𝑘+2
,                        (5.2) 

 

𝑈2𝑛+1(𝑘, −1) − 1 = 𝑈𝑛(𝑘, −1)𝑉𝑛+1(𝑘, −1)                           (5.3)  

 

ve 

 

𝑈2𝑛+1(𝑘, −1) + 1 = 𝑈𝑛+1(, 𝑘 − 1)𝑉𝑛(𝑘, −1)          (5.4) 

 

dir. Ayrıca, 𝑚 ve 𝑛 pozitif tamsayılar ve 𝑑 = (𝑚, 𝑛) olmak üzere 

 

(𝑈𝑛, 𝑈𝑚) = 𝑈𝑑, 

 

𝑚

𝑑
  ve  

𝑛

𝑑
  tek tamsayılar ise  
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(𝑉𝑚(𝑘, −1), 𝑉𝑛(𝑘, −1)) = 𝑉𝑑(𝑘, −1), 

 

(𝑈𝑚(𝑘, −1), 𝑉𝑚(𝑘, −1)) = 1 veya 2, 

 

(𝑈𝑛(𝑘, −1), 𝑈𝑛−1(𝑘, −1)) = 1,   

 

(𝑉𝑛(𝑘, −1), 𝑉𝑛−1(𝑘, −1)) = 1                            (5.5) 

 

ve 

 

(
𝑉𝑛(𝑘,−1)+𝑉𝑛−1(𝑘,−1)

𝑘+2
, 𝑉𝑛(𝑘, −1)) = 1                                      (5.6) 

 

dir. Son özellik hariç diğerlerinin ispatı için [19] numaralı kaynağa bakılabilir. 

 

Aşağıdaki lemmaların ispatı için [18,58,64] numaralı referanslara bakılabilir. 

 

Lemma 5.1: 𝑘 tek tamsayı olsun. Eğer 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 2  ise 𝑛 = 3 dir ve bu durumda  

𝑘 = 3 veya 𝑘 = 27 dir.  

 

Lemma 5.2: 𝑘 tek tamsayı olsun. Eğer 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 3  ise 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 3  dir. 

 

Lemma 5.3: 𝑘 tek tamsayı olsun. Eğer 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 5  ise 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 5  dir. 

 

Lemma 5.4: 𝑘 tek tamsayı olsun. Eğer 𝑚|𝑘 ve 𝑚 > 1 olmak üzere 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 5𝑚  

ise 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 5𝑚  dir.  

 

Lemma 5.5: 𝑘 tek tamsayı olsun. O zaman 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 6  denkleminin tamsayı 

çözümü yoktur. 

 

Lemma 5.6: 𝑘 tek tamsayı olsun. Eğer 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 7  ise 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 7  dir.  
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Lemma 5.7: 𝑘 tek tamsayı olsun. Eğer 𝑚|𝑘 ve 𝑚 > 1 olmak üzere 𝑉𝑛(𝑘, −1) = 7𝑚   

ise 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 7𝑚  dir. 

 

[38] numaralı kaynaktan aşağıdaki teoremler verilebilir. 

 

Teorem 5.1: 𝑥2 + 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 1 denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 0 

olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛+2(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 

 

Teorem 5.2: 𝑘 > 3 olsun. O zaman 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1 denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛+1(𝑘, −1), 𝑈𝑛(𝑘, −1)) 

 

ile verilir.  

 

5.1.  𝒂𝒛𝟐 − 𝟏 = 𝑼𝒏+𝟏(𝒌, −𝟏) − 𝑼𝒏(𝒌, −𝟏)  Denklemlerinin Çözümleri 

 

Buradan itibaren 𝑘 ≥ 3 tek tamsayı ve  𝑛 ≥ 0 olarak kabul edilecektir. Ayrıca kısalık 

olması açısından aksi söylenmedikçe 𝑈𝑛(𝑘, −1) ve 𝑉𝑛(𝑘, −1) yerine sırasıyla 𝑈𝑛 ve 

𝑉𝑛 kullanılacaktır. 

 

Teorem 5.1.1: 𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈 𝑛
denkleminin tamsayı çözümü sadece 𝑎 tamsayı 

olmak üzere  (𝑛, 𝑘, 𝑧) = (1, 𝑎2, 𝑎) dır. 

 

İspat: 𝑧, 𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈 𝑛
 denkleminin herhangi bir tamsayı çözümü olsun. İspatı 

dört durumda inceleyelim.  

 

1. Durum:  𝑛 = 4𝑞 olsun. O zaman (5.4), (5.1) ve (5.2) kullanılırsa                             
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𝑧2 = 𝑈4𝑞+1 + 1 − 𝑈4𝑞 = 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞 − 𝑈2𝑞𝑉2𝑞 

      = 𝑉2𝑞(𝑈2𝑞+1 − 𝑈2𝑞) = 𝑉2𝑞 (
𝑉2𝑞+1+𝑉2𝑞

𝑘+2
)                                                            (5.7) 

 

bulunur ve (5.5) kullanılırsa (𝑉2𝑞+1, 𝑉2𝑞) = 1 olduğundan (
𝑉2𝑞+1+𝑉2𝑞

𝑘+2
, 𝑉2𝑞) = 1 elde 

edilir. O halde (5.7) kullanılırsa 𝑉2𝑞 =  olur. Bu ise Teorem 4.1’e göre imkansızdır.  

 

2. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 1 olsun. O zaman (5.1), (5.3) ve (5.2) kullanılırsa 

 

𝑧2 = 𝑈4𝑞+2 + 1 − 𝑈4𝑞+1 = 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞+1 − 𝑈2𝑞𝑉2𝑞+1 

      = 𝑉2𝑞+1(𝑈2𝑞+1 − 𝑈2𝑞) = 𝑉2𝑞+1 (
𝑉2𝑞+1 + 𝑉2𝑞

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir.  (5.6) kullanılırsa 𝑉2𝑞+1 =  olduğu gösterilebilir. Dolayısıyla Teorem 

4.1’e göre 𝑞 = 0 ve 𝑘 tamkare bulunur. Böylece 𝑧2 − 1 = 𝑈2 − 𝑈1 = 𝑘 − 1, yani  

𝑧2 = 𝑘 olur. O halde 𝑎  tamsayı olmak üzere (𝑛, 𝑘, 𝑧) = (1, 𝑎2, 𝑎) bulunur.  

 

3. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 2 olsun. O zaman (5.2), (5.4) ve (5.1) kullanılırsa  

 

𝑧2 = 𝑈4𝑞+3 − 𝑈4𝑞+2 + 1 = 𝑉2𝑞+1 (
𝑉2𝑞+2 + 𝑉2𝑞+1

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir. Buradan 𝑉2𝑞+1 =  olduğu gösterilebilir. Böylece Teorem 4.1’e göre 𝑞 =

0 ve 𝑘 tamkare olur. Dolayısıyla 𝑧2 − 1 = 𝑈3 − 𝑈2 = 𝑘2 − 𝑘 − 1, yani  𝑧2 = 𝑘(𝑘 −

1) bulunur. Bu ise 𝑘 tamkare olduğundan imkansızdır. 

 

4. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 3 olsun. O zaman (5.1), (5.3) ve (5.2) kullanılırsa 

 

𝑧2 = 𝑈4𝑞+4 − 𝑈4𝑞+3 + 1 = 𝑉2𝑞+2 (
𝑉2𝑞+2 + 𝑉2𝑞+1

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir. Buradan 𝑉2𝑞+2 =  olduğu gösterilebilir. Bu ise Teorem 4.1’e göre 

imkansızdır.  
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Teorem 5.1.2: 2𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 denkleminin tamsayı çözümü sadece 𝑚 > 0 

olmak üzere  (𝑛, 𝑧, 𝑘) = (2,
𝑃4𝑚

2

2
,

𝑄2𝑚
2

4
) biçimindedir. 

  

İspat:  2𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 olacak biçimde 𝑧 ∈ ℤ ve 𝑛 ≥ 0 mevcut olsun. İspatı 

dört durumda inceleyelim. 

 

1. Durum: 𝑛 = 4𝑞 olsun. O zaman (5.4), (5.2) ve (5.1) kullanılırsa  

 

2𝑧2 = 𝑈4𝑞+1 + 1 − 𝑈4𝑞 = 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞 − 𝑈2𝑞𝑉2𝑞 

        = 𝑉2𝑞(𝑈2𝑞+1 − 𝑈2𝑞) = 𝑉2𝑞 (
𝑉2𝑞+1 + 𝑉2𝑞

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir. (5.5) kullanılırsa (
𝑉2𝑞+1+𝑉2𝑞

𝑘+2
, 𝑉2𝑞) = 1 dir. O halde 𝑉2𝑞 =  veya 𝑉2𝑞 = 2  

olur. Bunlar ise Lemma 5.1 ve Teorem 4.1’e göre imkansızdır. 

 

2. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 1 olsun. O zaman (5.1), (5.3) ve (5.2) kullanılırsa 

 

2𝑧2 = 𝑈4𝑞+2 + 1 − 𝑈4𝑞+1 = 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞+1 − 𝑈2𝑞𝑉2𝑞+1 

         = 𝑉2𝑞+1(𝑈2𝑞+1 − 𝑈2𝑞) = 𝑉2𝑞+1 (
𝑉2𝑞+1 + 𝑉2𝑞

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir. Böylece 𝑉2𝑞+1 =  veya 𝑉2𝑞+1 = 2  olduğu gösterilebilir. İlk olarak 

𝑉2𝑞+1 =  olsun. O zaman Teorem 4.1’e göre 𝑞 = 0 ve 𝑘 tamkare olur. 

Dolayısıyla 2𝑧2 − 1 = 𝑈2 − 𝑈1 = 𝑘 − 1, yani  2𝑧2 = 𝑘 bulunur. Bu ise 𝑘 tamkare 

olduğundan imkansızdır. Şimdi 𝑉2𝑞+1 = 2   olsun. O zaman Lemma 5.1’e göre 𝑞 =

1 ve  𝑘 = 3 veya 𝑘 = 27 olur. Bu durumda 2𝑧2 − 1 = 𝑈6(3, −1) − 𝑈5(3, −1) = 89 

veya 2𝑧2 − 1 = 𝑈6(27, −1) − 𝑈5(27, −1) = 1374100 bulunur. Bu ise imkansızdır. 

 

3. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 2 olsun. O zaman (5.2), (5.3) ve (5.1) kullanılırsa 

 

2𝑧2 = 𝑈4𝑞+3 − 𝑈4𝑞+2 + 1 = 𝑉2𝑞+1 (
𝑉2𝑞+2 + 𝑉2𝑞+1

𝑘 + 2
) 
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bulunur. Böylece 𝑉2𝑞+1 =  veya 𝑉2𝑞+1 = 2  olduğu gösterilebilir. İlk olarak 

𝑉2𝑞+1 = 2 olsun. O zaman Lemma 5.1’e göre 𝑞 = 1 ve 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 27 bulunur. 

Böylece 2𝑧2 − 1 = 𝑈7(3, −1) − 𝑈6(3, −1) = 233 veya 2𝑧2 − 1 = 𝑈7(27, −1) −

𝑈6(27, −1) = 370497401 olur. Bunlar ise imkansızdır. Şimdi 𝑉2𝑞+1 =  olsun. O 

zaman Teorem 4.1’e göre 𝑞 = 0 ve 𝑘 tamkaredir. Bu durumda 2𝑧2 − 1 = 𝑈3 − 𝑈2 =

𝑘2 − 𝑘 − 1, yani  2𝑧2 = 𝑘(𝑘 − 1) olur. Böylece 𝑘 tamkare olduğundan 𝑘 − 1 = 2  

biçimindedir. O zaman 𝑘 = 𝑠2  ve  𝑘 − 1 = 2𝑟2 olacak şekilde  𝑠 ve 𝑟  tamsayıları 

vardır. Buradan 𝑠2 − 2𝑟2 = 1 elde edilir. Tablo 1.1’e göre 𝑠 =
𝑄2𝑚

2
  ve 𝑟 = 𝑃2𝑚 olacak 

biçimde 𝑚 ≥ 0 vardır.  Bu yüzden 𝑘 = 𝑠2 = 𝑄2𝑚
2 /4 ise 2𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 

denkleminin çözümü vardır. 

 

4. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 3 olsun. O zaman (5.1), (5.2) ve (5.3) kullanılırsa 

 

2𝑧2 = 𝑈4𝑞+4 + 1 − 𝑈4𝑞+3 = 𝑈2𝑞+2𝑉2𝑞+2 − 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞+2 

        = 𝑉2𝑞+2(𝑈2𝑞+2 − 𝑈2𝑞+1) = 𝑉2𝑞+2 (
𝑉2𝑞+2 + 𝑉2𝑞+1

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir. Böylece 𝑉2𝑞+2 = veya 𝑉2𝑞+2 = 2  olduğu gösterilebilir. Bu durum ise 

Teorem 4.1 ve Lemma 5.1’e göre imkansızdır.  ∎              

 

Teorem 5.1.3: 𝑘𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈 𝑛
 denkleminin tamsayı çözümleri sadece 𝑎 

tamsayı olmak üzere   (𝑛, 𝑘, 𝑧) = (1, 𝑘, 1), (2, 𝑎2 + 1, 𝑎) dir. 

 

İspat: 𝑘𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈 𝑛
 olacak biçimde 𝑧 ∈ ℤ ve 𝑛 ≥ 0 mevcut olsun. İspatın 

geri kalan kısmını dört durumda inceleyelim. 

 

1. Durum: 𝑛 = 4𝑞 olsun. O zaman (5.4), (5.1) ve (5.2) kullanılarak 

 

𝑘𝑧2 = 𝑈4𝑞+1 + 1 − 𝑈4𝑞 = 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞 − 𝑈2𝑞𝑉2𝑞 = 𝑉2𝑞 (
𝑉2𝑞+1 + 𝑉2𝑞

𝑘 + 2
) 

 

bulunur. Buradan (5.6) kullanılırsa 𝑉2𝑞 =  veya 𝑚 > 1 bir tamsayı ve 𝑚|𝑘 olmak  
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üzere 𝑉2𝑞 = 𝑚  olduğu gösterilebilir. Bunlar ise  Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’e göre 

imkansızdır. 

 

2. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 1 olsun. O zaman (5.3), (5.1) ve (5.2) kullanılırsa 

 

𝑘𝑧2 = 𝑈4𝑞+2 + 1 − 𝑈4𝑞+1 = 𝑈2𝑞+1𝑉2𝑞+1 − 𝑈2𝑞𝑉2𝑞+1 = 𝑉2𝑞+1 (
𝑉2𝑞+1 + 𝑉2𝑞

𝑘 + 2
) 

 

elde edilir. Böylece (5.6) kullanılırsa 𝑉2𝑞+1 =  veya  𝑚 > 1 bir tamsayı ve 𝑚|𝑘 

olmak üzere 𝑉2𝑞+1 = 𝑚  olur. O zaman Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’e göre 𝑞 = 0 

bulunur.  Böylece 𝑘𝑧2 − 1 = 𝑈2 − 𝑈1 = 𝑘 − 1, yani 𝑧 = 1 olur. Sonuç olarak 

(𝑛, 𝑘, 𝑧) = (1, 𝑘, 1) dir. 

 

3. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 2 alalım. O zaman (5.4), (5.1) ve (5.2) kullanılarak                                                                                                                                                                                                                                                                                   

 

𝑘𝑧2 = 𝑈4𝑞+3 − 𝑈4𝑞+2 + 1 = 𝑉2𝑞+1 (
𝑉2𝑞+2 + 𝑉2𝑞+1

𝑘 + 2
) 

 

bulunur. Buradan 𝑉2𝑞+1 =  veya 𝑚 > 1 bir tamsayı ve 𝑚|𝑘 olmak üzere 𝑉2𝑞+1 =

𝑚  olur. İlk olarak 𝑚|𝑘 olmak üzere 𝑉2𝑞+1 = 𝑚  olsun. O zaman Teorem 4.3’e göre 

𝑞 = 0 dır. Böylece  𝑘𝑧2 − 1 = 𝑈3 − 𝑈2 = 𝑘2 − 𝑘 − 1, yani 𝑘𝑧2 = 𝑘(𝑘 − 1) bulunur. 

O halde 𝑘 − 1 tamkare ise 𝑧 = √𝑘 − 1  olur. Şimdi 𝑉2𝑞+1 =  olsun.  O zaman 

Teorem 4.1’e göre 𝑞 = 0 ve 𝑘 tamkare olur. Bu durumda 𝑘𝑧2 − 1 = 𝑈3 − 𝑈2 = 𝑘2 −

𝑘 − 1, yani 𝑧2 = 𝑘 − 1  elde edilir. Bu ise 𝑘 tamkare olduğundan imkansızdır. 

 

4. Durum: 𝑛 = 4𝑞 + 3 olsun.  O zaman (5.3), (5.1) ve (5.2) kullanılarak 

  

𝑘𝑧2 = 𝑈4𝑞+4 − 𝑈4𝑞+3 + 1 = 𝑉2𝑞+2 (
𝑉2𝑞+2 + 𝑉2𝑞+1

𝑘 + 2
) 

 

bulunur. Buradan (5.6)’ya göre 𝑉2𝑞+2 =  veya 𝑚 > 1 bir tamsayı ve 𝑚|𝑘 olmak  
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üzere 𝑉2𝑞+2 = 𝑚  elde edilir. Bunlar ise Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’e göre 

imkansızdır. ∎ 

 

Benzer şekilde aşağıdaki  tablodaki denklemlerin çözümleri bulunabilir. 

 

Tablo 5.1. Bazı 𝑐 değerleri için 𝑐𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈 𝑛
 denkleminin çözümleri  

 

5.2.  𝒄𝒛𝟐 − 𝟏 = 𝑼𝟐𝒏+𝟏(𝒌, 𝟏) Denkleminin Çözümleri 

 

Buradan itibaren 𝑘 tek tamsayı ve 𝑛 ≥ 0 olarak kabul edilecektir. 

 

Sonuç 5.2.1: 𝑧2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur.  

 

İspat: 𝑧2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) olacak biçimde bir 𝑧 tamsayısı ve 𝑛 ≥ 0 mevcut olsun. 

O zaman (3.13) kullanılırsa 

 

 𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1(𝑘2 + 2, −1) − 𝑈𝑛(𝑘2 + 2, −1)   

 

bulunur. O halde  Teorem 5.1.1’e göre 𝑛 = 1 ve 𝑘2 + 2 tamkare şeklindedir. Bu ise 

𝑘2 + 2 = 𝑠2 olacak şekilde 𝑠 tamsayısı olmadığından imkansızdır. ∎  

 

Benzer şekilde aşağıdaki  tablodaki denklemlerin çözümleri (3.13) kullanılarak 

bulunabilir. 

 

c değerleri    (𝑛, 𝑘) çözümleri var ise 

𝑐 = 3 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 3  veya 𝑛 = 2 ve 𝑘 =  

𝑐 = 5 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 5  veya 𝑛 = 2 ve 𝑘 = ,5  

𝑐 = 6 𝑛 = 2 ve 𝑘 =  veya 𝑘 = 3  

𝑐 = 7 𝑛 = 1 ve 𝑘 = 7 veya 𝑛 = 2 ve 𝑘 = 7 + 1 

𝑐 = 𝑘 (𝑛, 𝑘, 𝑧) = (1, 𝑘, 1), (2, 𝑎2 + 1, 𝑎) 

𝑐 = 5𝑘 𝑛 = 2 ve 𝑘 = (𝐿6𝑛/2)2 

𝑐 = 7𝑘 (𝑛, 𝑘, 𝑧) = (2, 7𝑎2 + 1, 𝑎) 
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Tablo 5.2. Bazı 𝑐 değerleri için 𝑐𝑧2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) denkleminin çözümleri 

c değerleri (𝑛, 𝑘) çözümleri var ise 

𝑐 = 1 Tamsayı çözümü yoktur. 

𝑐 = 3 𝑛 = 1 

𝑐 = 6 𝑛 = 2 

𝑐 = 𝑘2 + 2 (𝑛, 𝑘, 𝑧) = (1, 𝑘, 1) 

𝑐 ∈ {2,5,6,7,5(𝑘2 + 2), 7(𝑘2 + 2) Tamsayı çözümü yoktur. 

 

5.3.   Dördüncü Dereceden Farklı Birkaç Diyofant Denklemlerinin Çözümü 

 

Bu bölümde bir önceki bölümlerde elde edilen bilgiler kullanılarak bazı 4. dereceden 

Diyofant denklemlerinin çözümleri bulunacaktır. 

 

Sonuç 5.3.1:  𝑘 ≥ 3 olsun. O zaman (𝑥2 − 1)2 − 𝑘(𝑥2 − 1)𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) 

denkleminin pozitif tamsayı çözümleri sadece 𝑎 tamsayı olmak üzere  (𝑥, 𝑦, 𝑘) =

(𝑎, 1, 𝑎2) veya 𝑎 > 1 tamsayı olmak üzere (𝑥, 𝑦, 𝑘) = (𝑎, 𝑎4 − 𝑎2 − 1, 𝑎2) 

biçimindedir. 

 

İspat: (𝑥, 𝑦), (𝑥2 − 1)2 − 𝑘(𝑥2 − 1)𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) denkleminin herhangi bir 

pozitif tamsayı çözümü olsun. O zaman Teorem 3.2.8’e göre 

 

𝑥2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 ve 𝑦 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 

 

veya 

 

𝑥2 − 1 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 ve 𝑦 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 

 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 0 mevcuttur. İlk olarak  

 

𝑥2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 ve 𝑦 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1   

 

olsun.  O zaman Teorem 5.1.1’e göre (𝑛, 𝑘, 𝑥) = (1, 𝑎2, 𝑎) biçimindedir. Şu halde 𝑥 =

𝑎 ve 𝑦 = 𝑈1 − 𝑈0 = 1 bulunur.  Şimdi de 
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 𝑥2 − 1 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 ve 𝑦 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛  

 

olsun. Teorem 5.1.1’e göre (𝑛 − 1, 𝑘, 𝑥) = (1, 𝑎2, 𝑎) olur. Böylece 𝑥 = 𝑎 ve 𝑦 = 𝑈3 −

𝑈2 = 𝑘2 − 𝑘 − 1 = 𝑎4 − 𝑎2 − 1 elde edilir. Aynı zamanda  𝑦 > 0  olduğundan 𝑎 >

1 olmalıdır. ∎ 

 

Aşağıdaki  tabloda verilen denklemlerin çözümleri benzer şekilde bulunabilir. 

 

Tablo 5.3. 𝑘 ≥ 3 olmak üzere bazı 𝑐 değerleri için   (𝑐𝑥2 − 1)2 − 𝑘(𝑐𝑥2 − 1)𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 − 2) denkleminin    

                     çözümleri                                                                                                      

c  (𝑥, 𝑦, 𝑘) çözümleri var ise 

c = 1 (𝑥, 𝑦, 𝑘) = (𝑎, 1, 𝑎2)  veya 𝑎 > 1 olmak üzere (𝑥, 𝑦, 𝑘) = (𝑎, 𝑎4 − 𝑎2 − 1, 𝑎2) 

c = 2  𝑚 ≥ 0 ve 𝑘 = 𝑄2𝑚
2 /4  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑃4𝑚 , 2𝑃2𝑚

2 ),(𝑃4𝑚, 𝑈4 − 𝑈3) 

c = 3 𝑘 =  ve  √𝑘(𝑘 − 1)/3   tamsayı olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (√𝑘(𝑘 − 1)/3, 𝑘 −

1) , (√𝑘(𝑘 − 1)/3, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 + 1) veya 𝑘 = 3 olmak üzere (𝑥, 𝑦) =

(√𝑘/3, 1),(√𝑘/3, 𝑘2 − 𝑘 − 1) 

c = 5 𝑘 = (𝐿6𝑛/2)2 olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝐹12𝑛/4, 𝑘 − 1), (𝐹12𝑛/4, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 + 1);  𝑘 =

5(𝐹6𝑛−3/2)2  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝐹12𝑛−6/4, 𝑘 − 1),(𝐹12𝑛−6/4, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 + 1) veya 

𝑘 =  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (√𝑘/5, 1), (𝐹12𝑛/4, 𝑘 − 1), (𝐹12𝑛/4, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 +

1), (𝐹12𝑛−6/4, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 + 1) 

c = 6 𝑘 =  veya 𝑘 = 3  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (√𝑘(𝑘 − 1)/6, 𝑘 − 1), (√𝑘(𝑘 − 1)/6, 𝑘3 − 𝑘2 −

2𝑘 + 1) 

c = 7  𝑘 = 7  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (√𝑘/7, 1),(√𝑘/7, 𝑘2 − 𝑘 − 1) veya 𝑘(𝑘 − 1) = 7  olmak 

üzere (𝑥, 𝑦) = (√𝑘(𝑘 − 1)/7, 𝑘 − 1), (√𝑘(𝑘 − 1)/7, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 + 1) 

𝑐 = 𝑘 𝑘 =  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (1,1), (1, 𝑘2 − 𝑘 − 1) veya  𝑘 − 1 =  olmak üzere (𝑥, 𝑦) =

(√𝑘 − 1, 𝑘 − 1),(√𝑘 − 1, 𝑘3 − 𝑘2 − 2𝑘 + 1) 

 

Sonuç 5.3.2: 𝑘 ≥ 3 olsun. O zaman 𝑥2 − (𝑘2 − 4)(𝑦2 − 1)2 = −4(𝑘 − 2) 

denkleminin tamsayı çözümü sadece 𝑎 tamsayı olmak üzere (𝑥, 𝑦, 𝑘) = (𝑎4 − 𝑎2 −

2, 𝑎, 𝑎2) biçimindedir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 − 4)(𝑦2 − 1)2 = −4(𝑘 − 2)  denkleminin herhangi bir 

pozitif tamsayı çözümü olsun. O zaman Teorem 3.2.9’a göre 
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𝑥 = 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1 ve 𝑦2 − 1 = 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1 

 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 0 vardır. Böylece Teorem 5.1.1’e göre (𝑛 − 1, 𝑘, 𝑦) = (1, 𝑎2, 𝑎)  

 

olacak biçimde 𝑎 tamsayısı vardır. Şu halde 𝑥 = 𝑉2 − 𝑉1 = 𝑘2 − 𝑘 − 2 = 𝑎4 − 𝑎2 −

2 ve 𝑦 = 𝑎 bulunur.  ∎ 

 

Aşağıdaki tabloda verilen denklemlerin çözümleri benzer şekilde bulunabilir. 

 

Tablo 5.4. Bazı 𝑐 değerleri için 𝑥2 − (𝑘2 − 4)(𝑐𝑦2 − 1)2 = −4(𝑘 − 2) denkleminin çözümleri 

c  (𝑥, 𝑦, 𝑘) çözümleri var ise 

𝑐 = 1 (𝑥, 𝑦, 𝑘) = (𝑎4 − 𝑎2 − 2, 𝑎, 𝑎2)   

𝑐 = 2 𝑚 ≥ 0 olmak üzere 𝑘 = 𝑄2𝑚
2 /4 ve (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 𝑘2 − 3𝑘 + 2, √𝑘(𝑘 − 1)/2)

)
 

c = 3 𝑘 = 3  olmak üzere  (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 𝑘 − 2, √𝑘/3) veya 𝑘(𝑘 − 1) = 3   olmak üzere 

(𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 3𝑘 − 𝑘2 + 2, √𝑘(𝑘 − 1)/3) 

c = 5 𝑘 = 5  olmak üzere  (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 𝑘 − 2, √𝑘/5); 𝑘 = 5(𝐹6𝑛−3/2)2 olmak üzere  

(𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 3𝑘 − 𝑘2 + 2, 𝐹12𝑛−6/4), (𝑘2 − 𝑘 − 2, √𝑘/5) veya 𝑘 = (𝐿6𝑛/2)2 

olmak üzere  (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 3𝑘 − 𝑘2 + 2, 𝐹12𝑛/4) 

c = 6 𝑘 =  veya 𝑘 = 3  ve (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 3𝑘 − 𝑘2 + 2, √𝑘(𝑘 − 1)/6)  

c = 7 𝑘 = 7  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 𝑘2 − 3𝑘 + 2, √𝑘/7) veya 𝑘(𝑘 − 1) = 7  olmak 

üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 𝑘2 − 3𝑘 + 2, √𝑘(𝑘 − 1)/7) 

c = 𝑘 𝑘 =  olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 𝑘 − 2,1) veya 𝑘 − 1 = olmak üzere  (𝑥, 𝑦) =

(𝑘3 − 𝑘2 − 3𝑘 + 2, √𝑘 − 1) 

c = 5𝑘 𝑘 = 5   olmak üzere  (𝑥, 𝑦) = (𝑘2 − 𝑘 − 2, √𝑘/5); 𝑛 > 0 ve 𝑘 = 5(𝐹6𝑛−3/2)2 olmak 

üzere   (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 3𝑘 − 𝑘2 + 2, 𝐹12𝑛−6/4),(𝑘2 − 𝑘 − 2, √𝑘/5) veya 𝑛 > 0 ve 𝑘 =

(𝐿6𝑛/2)2 olmak üzere  (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 − 3𝑘 − 𝑘2 + 2, 𝐹12𝑛/4) 

c = 7𝑘 Denklemin pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

   

Sonuç 5.3.3: 𝑘 ≥ 1 olsun. O zaman  𝑥2 − (𝑘2 + 4)[(𝑘2 + 2)𝑦2 − 1]2 = −4  

denkleminin pozitif tamsayı çözümü sadece  (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 + 3𝑘, 1) dir.  

 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 + 4)[(𝑘2 + 2)𝑦2 − 1]2 = −4 denkleminin herhangi bir 

pozitif tamsayı çözümü olsun. O zaman Tablo 1.1’e göre 
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𝑥 = 𝑉2𝑛+1(𝑘, 1)
 
ve (𝑘2 + 2)𝑦2 − 1 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1)  

 

olacak şekilde 𝑛 ≥ 0 vardır. Böylece Tablo 5.3’e göre  (𝑛, 𝑘, 𝑦) = (1, 𝑘, 1) olur. O 

halde 

 

 𝑥 = 𝑘3 + 3𝑘  ve 𝑦 = 1  

 

elde edilir. ∎ 

 

Aşağıdaki  tabloda verilen denklemlerin çözümleri benzer şekilde bulunabilir. 

 

Tablo 5.5. 𝑘 ≥ 1 olmak üzere bazı 𝑐 değerleri için 𝑥2 − (𝑘2 + 4)(𝑐𝑦2 − 1)2 = −4 denkleminin çözümleri 

c değerleri (𝑥, 𝑦, 𝑘) çözümleri var ise 

𝑐 ∈ {1,2,5,7,5(𝑘2 + 2), 7(𝑘2 + 2)}  Pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

c = 3    𝑘2 + 3 =  ve (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 + 3𝑘, √(𝑘2 + 2)/3) 

c = 6   𝑘2 + 2 = 3  ve (𝑥, 𝑦) = (𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘, √(𝑘4 + 3𝑘2 + 2/6)) 

c = 𝑘2 + 2   (𝑥, 𝑦) = (𝑘3 + 3𝑘, 1) 

 

Teorem 5.1 ve  Tablo 5.2 kullanılarak aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

 

Tablo 5.6. Bazı 𝑐 değerleri için (𝑐𝑥2 − 1)2 + 𝑘(𝑐𝑥2 − 1)𝑦 − 𝑦2 = 1 denkleminin çözümleri 

c değerleri (𝑥, 𝑦, 𝑘) çözümleri var ise 

𝑐 ∈ {1,2,5,7}  Pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

c = 3 𝑘2 + 2 = 3  ve (𝑥, 𝑦) = (√(𝑘2 + 2)/3, 𝑘3 + 2𝑘) 

c = 6 𝑘2 + 2 = 3  ve (𝑥, 𝑦) = (√(𝑘4 + 3𝑘2 + 2)/6, 𝑘5 + 4𝑘3 + 3𝑘) 

c = 𝑘2 + 2 (𝑥, 𝑦) = (1, 𝑘3 + 2𝑘) 

𝑐 ∈ {5(𝑘2 + 2), 7(𝑘2 + 2)} Pozitif tamsayı çözümü yoktur. 

 

Sonuç  5.3.4:  𝑡 > 1 ve 𝑚 > 0 olsun. O zaman 

 

(𝑡𝑥2 + 𝑚)2 − 𝑘(𝑡𝑥2 + 𝑚)[(𝑡 − 1)𝑥2 + 𝑚 + 1] + [(𝑡 − 1)𝑥2 + 𝑚 + 1]2 = 1 
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denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur.    

 

İspat: 𝑥,  

 

(𝑡𝑥2 + 𝑚)2 − 𝑘(𝑡𝑥2 + 𝑚)[(𝑡 − 1)𝑥2 + 𝑚 + 1] + [(𝑡 − 1)𝑥2 + 𝑚 + 1]2 = 1 

 

denkleminin herhangi bir pozitif tamsayı çözümü olsun. O zaman Teorem 5.2’ye göre  

 

𝑡𝑥2 + 𝑚 = 𝑈𝑛+1 ve (𝑡 − 1)𝑥2 + 𝑚 + 1 = 𝑈𝑛                 (5.8) 

 

olacak şekilde  𝑛 ≥ 1 vardır. Buradan 𝑥2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛   elde edilir. Dolayısıyla 

Teorem 5.1.1’e göre 𝑎 tamsayı olmak üzere (𝑛, 𝑘, 𝑥) = (1, 𝑎2, 𝑎) elde edilir. O zaman 

(5.8) kullanılırsa  𝑡𝑥2 + 𝑚 = 𝑡𝑎2 + 𝑚 = 𝑈2(𝑘, 1) = 𝑎2 bulunur. Bu ise 𝑡 > 1 ve 𝑚 >

0 olduğundan imkansızdır. 

 

Sonuç 5.3.4’e benzer şekilde aşağıdaki üç sonuç ispatlanabilir. 

 

Sonuç 5.3.5:  𝑎 ∈ {2,3,5,7}  olmak üzere 𝑡 > 𝑎 ve 𝑚 > 0 olsun. O zaman 

 

(𝑡𝑥2 + 𝑚)2 − 𝑘(𝑡𝑥2 + 𝑚)[(𝑡 − 𝑎)𝑥2 + 𝑚 + 1] + [(𝑡 − 𝑎)𝑥2 + 𝑚 + 1]2 = 1 

 

denkleminin pozitif tamsayı çözümü yoktur.  

 

Sonuç 5.3.6: 𝑡 > 6 ve 𝑚 > 0 olsun. O zaman 

 

(𝑡𝑥2 + 𝑚)2 − 𝑘(𝑡𝑥2 + 𝑚)[(𝑡 − 6)𝑥2 + 𝑚 + 1] + [(𝑡 − 6)𝑥2 + 𝑚 + 1]2 = 1 

 

denkleminin tamsayı çözümü sadece (𝑡, 𝑚, 𝑥) = (7,1,1) dir.  

 

İspat: 𝑥, (𝑡𝑥2 + 𝑚)2 − 𝑘(𝑡𝑥2 + 𝑚)[(𝑡 − 6)𝑥2 + 𝑚 + 1] + [(𝑡 − 6)𝑥2 + 𝑚 +

1]2 = 1 denkleminin herhangi bir tamsayı çözümü olsun. O zaman Teorem 5.2’ye 

göre  
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𝑡𝑥2 + 𝑚 = 𝑈𝑛+1 ve (𝑡 − 6)𝑥2 + 𝑚 + 1 = 𝑈𝑛                         (5.9) 

 

olacak şekilde 𝑛 ≥ 1  vardır.  Buradan 6𝑥2 − 1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 elde edilir. O halde 

Teorem 5.1.5’e göre 𝑛 = 2 bulunur. Bu değer (5.9) denklemlerinde yerine konulursa  

 

(𝑡 − 6)𝑥2 + 𝑚 + 1 = 𝑈2 = 𝑘                    (5.10) 

 

ve 

 

𝑡𝑥2 + 𝑚 = 𝑈3 = 𝑘2 − 1                      (5.11) 

 

elde edilir. (5.10), (5.11)’de yerine konulursa da  

 

(𝑡 − 6)2𝑥4 + [2(𝑡 − 6)(𝑚 + 1) − 𝑡]𝑥2 + 𝑚2 + 𝑚 = 0                              (5.12) 

 

olur. Bu ise 𝑚 > 2 iken  2(𝑡 − 6)(𝑚 + 1) − 𝑡 ≥ 0 olduğundan imkansızdır. O zaman 

𝑚 = 1 olur. Bu değer (5.12)’de yerine konulursa  (𝑡 − 6)2𝑥4 + (3𝑡 − 24)𝑥2 + 2 =

0 bulunur. Bu ise 𝑡 > 7 iken imkansızdır. O zaman 𝑡 = 7 elde edilir. Böylece 𝑥4 −

3𝑥2 + 2 = 0 olur. Bu denklemin tamsayı çözümü ise sadece 𝑥 = 1 dir. Dolayısıyla 

(5.10)’dan 𝑘 = 3 elde edilir. 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 

Tezin birinci bölümünde, Fibonacci sayıları, Lucas sayıları, genelleştirilmiş Fibonacci 

ve genelleştirilmiş Lucas sayıları ile ilgili literatür bilgisine yer verildi. İkinci bölümde 

bu sayılarla ilgili temel tanım ve teoremler verildi.  Üçüncü bölümde bazı sayıların 

sürekli kesir açılımları ve bazı Pell denklemlerinin pozitif tamsayı çözümleri elde 

edildi. Bu bölümde elde edilen bilgiler kullanılarak   𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = −(𝑘 + 2) 

denkleminin çözümünün olması için gerekli ve yeterli şartın 3=k  veya 𝑘 = 6 olması 

gerektiği gösterildi. Ayrıca  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘 − 2 denkleminin çözümünün olması 

için gerekli ve yeterli şartın 2k ’nin tamkare olması gerektiği gösterildi. Dördüncü 

bölümde 𝑥2 = 𝑉𝑛+1(𝑘, −1) ∓ 𝑉𝑛(𝑘, −1) ve 𝑥2 = 𝑈𝑛+1(𝑘, −1) ∓ 𝑈𝑛(𝑘, −1) 

denklemlerinin çözümleri varsa 𝑛 = 0,1,2  olduğu gösterildi. Bundan faydalanarak 

dördüncü dereceden bazı Diyofant denklemlerinin çözümleri tespit edildi. Tezin 5. 

bölümünde  𝑎 = 1,2,3,6  için  𝑎𝑧2 − 1 = 𝑈𝑛+1(𝑘, −1) − 𝑈𝑛(𝑘, −1) ve 𝑎𝑧2 − 1 =

𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) sayılarının denklem çözümleri bulundu. Ayrıca bu sayılarla ilgili olan bazı 

dördüncü dereceden  denklemlerin çözümleri verildi. 

 

Bu tezin 3. bölümü “An. Ştiint. Univ. Al. Cuza Iaşi Mat. (N.S.)” dergisinde yayına 

kabul edildi [71] ve 4. bölümü “Miskolc Mathematical Notes” adlı dergide yayınlandı 

[68]. 

 

𝑘 tamsayısı 𝑘 > 1 şartını sağlamak üzere  𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 denklemi verildiğinde 

𝑛 ≥ 1 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) ve 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1)  pozitif tamsayılarının bu denklemin bir 

çözümü olduğu gösterilebilir. Aynı biçimde 𝑘 tamsayısı 𝑘 > 1 şartını sağlamak üzere 

 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 denklemi verildiğinde 𝑛 ≥ 0, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑉𝑛 =

𝑉𝑛(𝑘, 1) olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) ve (𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 −

𝑉2𝑛−1, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1)  pozitif tamsayılarının bu denklemin bir çözümü olduğu 
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gösterilebilir. 𝑘’nın asal sayı olması durumunda 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 denkleminin tüm 

çözümlerinin 𝑛 ≥ 1 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 +

𝑈2𝑛−2) ve (𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) ile verildiği gösterilebilir. Aynı 

biçimde 𝑘 asal tamsayı olmak üzere  𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 denkleminin tüm 

çözümlerinin 𝑛 ≥ 0, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) olmak üzere (𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 +

𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) ve (𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) ile verildiği 

gösterilebilir. Ayrıca 𝑘’nın asal olmaması durumunda bu denklemlerin çözümleri 

araştırılabilir. Yine benzer şekilde 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘 ve  𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘 

denklemlerinin çözümleri araştırılabilir.  
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