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Bu tez 4 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim girig kismina ayrilmigtir. Bu boliimde ikili kargilagtirma matrisleri ile
ilgili temel bilgiler verilmigtir.

Ikinci boliimde, ikili karsilagtirma matrisleri ile ilgili baz1 temel kavramlar, teorem
ve sonuglar verildi.

Uciincii boliimde, ikili karsilagtirma matrislerinin Lie grubu ve Lie cebiri yapisi ve-
rildi. Bu yapilar sayesinde elde edilen iistel doniisiimiin 6zellikleri incelendi. Boliimiin
sonunda Lie grubu ve Lie cebiri yapisiyla beraber ikili kargilagtirma matrisleri iize-
rine bagka bir bakig acisina yer verildi.

Dérdincii boliimde, SO(n, R) Lie grubu ve so(n, R) Lie cebirinin, ikili kargilagtirma
matrislerinin Lie grubu ve Lie cebiri ile olan iligkisine; non-newtonian veya geomet-
rik aritmetik bakis acisi ile incelenmistir. Aralarinda bulununan iligki bir teorem ile
verilmigtir.

Son boliim ¢aligmanin analizine ve tartigmaya ayrilmigtir.

Ocak 2022, 35 sayfa

Anahtar Kelimeler: ikili karsilagtirma matrisleri, kararli matrisler, kararsiz matrisler,
Lie grubu, Lie cebiri, diferensiyellenebilir manifoldlar, yaklagim, i¢ ¢carpim, dik izdiigiim,
dik tiimleyen, geometrik aritmetik
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ABSTRACT

Master Thesis

DIFFERENTIAL GEOMETRY OF PAIRWISE COMPARISON MATRICES

Ebru YANIK

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of five chapters.

First chapter is devoted to the introduction. Some fundamentals concepts about
pairwise comparison given.

In the second chapter, basic mathematical tools which are used in various pairwise
comparison matrices are defined and relations between them are investigated.

In the third chapter, structure of pairwise comparison matrices Lie group and Lie
algebra is given. The properties of the exponential transformation obtained from
these structures were studied. In addition, along with the structure of the Lie group
and the Lie algebra, another point of view on pairwise comparison matrices was
given.

In the fourth chapter, the relation of the SO(n,R) Lie group and the so(n,R) Lie
algebra with the Lie group and the Lie algebra of pairwise comparison matrices is
examined from a non-newtonian or geometric arithmetic point of view. The rela-
tionship between them is given by a theorem.

The final chapter is introduced to the discussion and conclusion.

January 2022, 35 pages

Key Words: Pairwise comparison matrices, inconsistent matrices, consistent matrices,
Lie group, Lie algebra, differentiable manifolds, approximation, inner product, orthogonal
projection, orthogonal compleman, geometric arithmetic
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1. GIRIS

Ikili kargilagtirma genellikle kargilagtirmak icin secilen herhangi her bir varligin han-
gisinin tercih edildigini veya daha fazla miktarda sayilabilen, 6l¢iilebilen, azalip ¢coga-
labilen 6zellige sahip oldugunu veya bu iki varligin ayni olup olmadigini yargilamak
icin bu varliklar ciftler halinde karsilagtirma islemidir. Ikili karsilagtirma, tercihle-
rin, tutumlarin, oylama sistemlerinin, sosyal se¢imin, kamu se¢iminin, miihendislik
gereksinimlerinin bilimsel ¢aligmasinda kullanilir ve farkli bir¢ok disiplin tizerinde
etki alan1 vardir. Ornegin; psikoloji literatiiriindeki calismalarda genellikle eslestiril-

mis karsilagtirma adi altinda kullanimi vardir.

Ikili karsilagtirma yonteminin ilk kullanimi genellikle 13.yiizy1l filozofu Ramon Llull’a
eserlerin de daha iyi bir secim siireci yiiriitmek icin calistigindan atfedilir. Ikili kar-
silagtirma yonteminin ¢ok kriterli bir karar verme yaklagimi olan Analitik Hiyerarsi
Siireci(AHS) ilk olarak 1968 yilinda Myers ve Alpert tarafindan ortaya atilmig ve
1977 de ise Saaty tarafindan bir model olarak gelistirilerek karar verme problemleri-
nin ¢éztimiinde kullanilabilir hale getirilmigtir. AHS, karar hiyerarsisinin tanimlana-
bilmesi durumunda kullanilan, karar1 etkileyen faktorler agisindan karar noktalarinin
yiizde dagilimlarini veren bir karar verme ve tahminleme yontemi olarak agiklanabi-
lir. Buradan itibaren ikili kargilagtirma matrisleri i¢in PC matris ifadesini kullanarak

devam edecegiz.

AHS’'nin matematiksel temelleri {izerine yapilan giiniimiize kadar uzanan calisma-
larda agirlikla PC matrislerden tiiretilen agirlik vektorleri incelenmis ve bu tiiretilen
agirlik vektorlerinden elde edilen sonuglara gére PC matrislerinin kararliligini 6lgme-
nin methodlar: iizerinde durulmustur. Bu ¢alismada, PC matrislerin kararliligr i¢in
kullanilan agirlik vektorleri tizerinden galismalarimizi olusturacagiz. PC matrislerin
kiimesi iizerinde bu Lie grubunun Lie cebiri yapisinin oldugunu gosteren bir teorem
verecegiz ve ayni zamanda geometrik aritmetik yardimi ile birgok probleme farklh

bir bakig acis1 ile yaklasacagiz.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde; garpimsal PC matris, karsilikli ¢arpimsal PC matris, ¢arpimsal PC
matrisinin agirhk vektorii, ¢carpimsal kararli PC matris, toplamsal PC matris, top-
lamsal PC matrisinin agirlik vektorii, toplamsal kararli PC matris, topolojik uzay,
Hausdorff uzayi, topolojik manifold, atlas, diferensiyellenebilir manifold, Lie grubu,

Lie cebiri tanimlari, teoremleri ve bazi érnekler verilecektir.

Tanim 2.1 Vn >0vei,j€{1,2,...,n} olmak lizere,

Gz{M:[m,J]anERZ : mij:ml >0vemij€R+}

Ji

ctimlesinin elemani olan bir matrise nx n tipinde ¢arpimsal PC matrisi denir. (Saaty,1977)

Tanim 2.2 M bir ¢arpimsal PC matris ve Vi,j € {1,2,...,n} i¢cin m;; > 0 olmak
uzere

mgj - My; = 1

ise karsiliklidir ve Vi € {1,2,...,n} i¢in

olur. Burada m;; pozitif reel degeri; w;'ler i. satirn geometrik ortalamasi ve w;'ler j.
stitunun geometrik ortalamasi olmak iizere,
W;

m;: = —
J w;

oraninin bir tahmini pozitif degeridir. (Staay,1977)

Tanim 2.3 a;;,b;; € C olmak lizere A ve B sirasiyla A = [aij]mxn Ve B = [bijlmxn
ile tamimli m x n boyutlu iki matris olsun. Her 1 <i<m, 1 <j <n icin
[A - Bl;; = [A];j - [B]i; seklinde tanimlanan matris ¢arpimina Hadamard carpimi denir.

(Million, 2007)



Tamim 2.4 Bir M carpimsal PC matris icin n x n boyutlu matris formunda goésterimi,

1 mip ... Mip
1 1 oo Moy
M= | ™2
1 1 1
| Min man _

seklindedir. Vektorler ve matrislerin islemi Hadamard carpimi ile yani bilesensel olarak

(componentwise) gergeklesmektir. (Satty, 1977)

Tanim 2.5 n boyutlu bir M carpimsal PC matris olsun ve

wy = Q/(an UV 'aln)

Wy = V(am * 429 - "G2n)

Wy, = {L/(anl “Qp2 ann)
olmak tizere W = (wy, wo, . .., w,) vektdriine M ¢arpimsal PC matrisinin agirhk vektorii

denir. (Barzilai,1997)

Sonug 2.1 Bir M = [m;j| ¢arpimsal PC matrisinin agirlik vektori W = (wy) olmak

Uzere

wr >0 ve H:Zl(wk) =1

olur. (Barzilai, 1997)

Teorem 2.1 Bir M = [m;;] carpimsal PC matris ve W = (wy,ws,...,w,) agirhk
vektorii olmak lizere eger Vi, j € {1,...,n} igin
Wy
m;;, = —
J w]

olacak sekilde bir W pozitif degerli agirhk vektérii mevcut ise M carpimsal PC matrisi

kararlidir. (Saaty,1977)



Tanim 2.6 M bir carpimsal PC matris olmak iizere eger Vi, j, k € {1,2,...,n}
mij - My = My, ya da esdeger olarak m;; - mjj, - my; = 1

esitlikleri saglaniyor ise M c¢arpimsal PC matrisi kararlidir denir. (Koczkodaj ve Orlo-

wski; 1997)

Tanmim 2.7 A = [a;;]nxn olmak lizere

Qij = —aj;
esitligi saglaniyorsa A matrisine toplamsal PC matrisi denir. (Barzilai,1997)
Sonug 2.2 Bir carpimsal M = [m;;]|,x, PC matrisinin logaritma fonksiyonunun bile-

sensel dontsiimii altinda elde edilen

A = [ay;] = [In(m;;)]
matrisi bir toplamsal PC matristir ve Vi, j € {1,...,n} i¢in a;; € R ve her PC matris

karsilikh oldugundan
Qg5 + Qj; = 0 'dir.

Buradan da goriilmektedir ki; A toplamsal PC matrisi, bir antisimetrik matristir.(Kocz-

kodaj ve Orlowski; 1997)

Tanim 2.8 Bir A toplamsal PC matrisi olsun ve

1
w1, = ﬁ(a11+a12—|—~~+a1n)
Wy = E(a21+a22+"'+a2n>

1
Wy, = E(anl +an2+"'+ann)

olmak tizere W = (wy,wsy, ..., w,) vektdriine A matrisinin toplamsal agirlik vektorii

denir. (Barzilai,1997)



Sonug 2.3 Bir A = [a,;] toplamsal PC matrisinin toplamsal agirlik vektori W = (wy,)

olmak uzere,

Z::1<wk) — 0

olur. (Barzilai,1997)
Tanim 2.9 A bir toplamsal PC matris olmak iizere eger Vi, j, k € {1,2,...,n}
a;j + ajr, = a;; ya da esdeger olarak a;; + ajr +ar; = 0

esitligi saglaniyor ise A toplamsal PC matrisine kararlidir denir. (Koczkodaj ve Orlo-

wski; 1997)

Tanim 2.10 A = [a;;] toplamsal PC matris ve W = (wy,ws, . .., w,) toplamsal agirlik

vektorii olmak lizere Vi, 7 € {1,...,n} icin eger

ai; = (wi — wy)

olacak sekilde bir W toplamsal agirlik vektorii mevcut ise A toplamsal PC matrisine

kararlidir denir. (Barzilai,1998)

Tanim 2.11 X bostan farkli bir ciimle ve 7 da X in alt climlelerinin bir sinifi olsun.
Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise 7 sinifina X iizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine

topolojik uzay denir.

(T1) 0, X e

(T2) Gg,, Gry, - -+ , Gy, € Tise NI, Gy,, yani 7 sinifi sonlu kesisime gére kapalidir.

(T'3) Her i € I igin Gk, € T Ujer, yani T sinifi keyfi birlesime gore kapalidir.
(Mucuk, 2009)



Tanim 2.12 G grup ve 7 da G lizerinde bir topoloji olsun. Eger G grubundaki

m: GxG—G
(a,b) — ab
islemi ile
n:G—G
a— —a

ters fonksiyonu siirekli ise (G, m,n) lglistine bir topolojik grup denir. (Mucuk, 2009)

Tanim 2.13 Asagidaki sarti saglayan bir (X, 7) uzayma bir Hausdor f f uzay denir.

(7)Farkl noktalarin ayrik agik komsuluklari, yani 2,y € X noktalari igin
r €@, ye HveGN H = () olacak sekilde G ve H acik ciimleleri vardir.

(Mucuk, 2009)

Tanim 2.14 X bir Hausdorff uzayi olmak lizere Vo € X noktalari icin X topolojik
uzayindan E" uzayina homeomorf olan bir U agik komsulugu bulunabilirse X e bir n
boyutlu topolojik manifold denir. n = 0 ise X i bir tek nokta olarak alinz. Boylece X
bir n boyutlu topolojik manifold olmak tizere E™ uzayinda U, agik ciimlelerinin bir {U,}

ailesiolacak sekilde X i ortebiliriz. (Hacisalihoglu, 2006)

Tanim 2.15 X bir n boyutlu topolojik manifold ve X nin agik bir &rtiisii {U,} olsun.
U, acik ciimlelerinin « indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U,} ortiisii icin {U,} o € A

yazalim. E™ uzayinda U, agigina homeomorf olan bir acik ciimle E, ve

Yot Uy — By

homeomorfizim olsun. Koordinat komsuluklarinin {(Ua,wa)}aeA koleksiyonuna bir

atlas denir. (Hacisalihoglu, 2006)

Tanim 2.16 X bir n boyutlu topolojik manifold ve X nin bir S atlasi C*° sinifin-
dan olsun. O zaman X manifolduna bir n boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir.

(Hacisalihoglu, 2006)



Tanmim 2.17 G bir grup ve

- GEGxGE— G

(a,b) — ab™!

seklinde tanmimlanan grup islemi C* sinifindan diferensiyellenebilir olsun. Eger G bir

diferensiyellenebilir manifold ise G' grubuna bir Lie grubu denir. (Hacisalihoglu, 2006)

Ornek 2.1 A = {[ajj]nxn € R? | i > jicin a;; = 0} seklindeki iist licgensel matrisle-

rin climlesi matris carpimi islemine gore bir Lie grubudur. (Hacisalihoglu, 2006)

Tanim 2.18 gl bir reel vektor uzayi olsun ve iizerinde bir Lie operatorii

[, ]:9l x gl — gl

(z,y) — [1(z,y) = [2, 9]

bilineer déniisimii

i) [z, y] = =z, y]
it) [[z,y], z] + [[y, 2], x] + [[z, x], y] = 0 (Jacobi Esitligi)

olacak sekilde tanimlanirsa gl vektdr uzayina yani (gl ,[, ]) ikilisine Lie cebiri denir ve
gl ile gosterilir. Her bir Lie grubuna eslik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vardir. Bu
nedenle Lie gruplari teorisi, Lie cebirleri ile Lie gruplar arasindaki baghhga 6nemli bir yer
ayirir. Boylece Lie grubunun &zellikleri bu gruba karsilik gelen Lie cebirine birer 6zellik

olarak aksettirilir. (Hacisalihoglu, 2006)

Ornek 2.2 3 - boyutli reel vektdr uzayi R? iizerinde iyi bilinen

AR xR — R3
€1 €2 €3

(X,Y)—>X/\Y: I, Ty X3

1 Y2 Y3



seklinde tamimlanan dis carpim (vektérel carpim) hem bilineerdir hem de VX, Y, Z € R3
icin

) XAY =-YAX

(i) ( XAY)ANZ+YANZD)ANX+(ZAX)ANY =0, (Jacobi 6zdesligi)

ozelliklerine sahiptir. O halde R? vektdr uzayi A islemiyle birlikte bir Lie cebiridir. (Haci-
salihoglu, 2006)



3. PC MATRISLERIN LIiE GRUBU VE LIE CEBIRI

Qarpimsal PC matrislerin, dik izdiigiim ve yaklagim olarak ayrigsmasi iizerine yapilan
caligmalarda, lineer uzaylarda calismak ve lineer cebirin sagladigi 6zellikleri kullan-
mak manifoldlarda ¢caligmaktan ¢ok daha kolaydir. Logaritmik doniisiim homeomorf
bir doniisiim oldugu iginde matrislerin bir¢ok 6nem tasiyan 6zelligini bir uzaydan

diger uzaya tasir.

Bu boliimde, W.W. Koczkodaj, V.Marek ve Y.Yayli'nin ¢aligmasi olan "Pairwise
comparisons matrix decomposition into approximation and orthogonal component

using Lie theory" adli makaleden faydalanilmigtir.

Onerme 3.1 Vn > 0 icin
G={M=[my]leR? | M -MT =1, mij:m%i>O,Vi,j€{1,2,...,n}}

n x n PC matrislerin grubu

:GxG—G

Hadamard islemi ile bir Abel grubudur.

Ispat. Vi,j € {1,2,...,n} icin n;; = 1 olmak fizere I = [i;j]uxp ve I-I"1 =1
olacak sekilde I € G matrisi bu grubun birim elemanidir.

Simdi; M € G igin grubun tanimindan

M-M71=1ve MT=M"1

oldugu aciktir.



Boylece (MT)(MT)T = I oldugundan M~' € G gergeklenir. Son olarak M, N € G
i¢in grubunun o6zelliginden agagidaki esitlik saglanir.
(NM)(NM)" = (NM)(NTMT) = N(MMT)NT = N(I)NT =1

non

Sonug olarak Hadamard iglemi altinda G grubu islemine gore kapali ve degis-

melidir. Dolayisiyla (G, -) ikilisi bir Abel grubudur. =

Teorem 3.1 G Abel grubu bir PC matris Lie grubudur.
Ispat. M,N € G icin M - N Hadamard iglemi diferensiyellenebilirdir ayrica

M— M~1t=MT

operatorii de her M PC matrisi i¢in diferensiyellenebilirdir.

Dolayisiyla G, PC matris Lie grubudur. m

Herhangi bir matris Lie grubunun Lie cebiri g, grubun I noktasindaki tanjant
uzayindan olusur ve bir vektoér uzayidir.
n boyutlu bir PC matris Lie grubunun Lie cebiri de antisimetrik matrislerin vektor

uzayindan olusacaktir. Bu durumu agagidaki teoremle verebiliriz.

Teorem 3.2 PC matris Lie grubu G nin birim noktasindaki tanjant uzayi; antisimetrik

matrislerin vektdr uzayidir.

A(0) = I oldugunu diigtinelim. Biliyoruz ki V¢ € R i¢in

A)- AT =1 (3.1)

denkleminin t parametresine diferensiyeli alinarak

10



dt (3.2)

elde edilir.
d d

S(AWDT) = (LA0)T

esitligini g6z oniine alarak (3.2) denklemini

A)- AT+ A@)- AT =0

seklinde yazabiliriz ve t=0 i¢in

A'(0) + A(0)T =0

elde ederiz. B = A'(0) segersek, B + BT = 0 olacag goriiliir. Bu ise B matrisinin
antisimetrik bir matris oldugunu gosterir.

Dolayisiyla birim noktadaki tanjant vektorler antisimetrik matrislerden olusur. m

Sonug 3.1 PC matris Lie cebiri olan g = T7(G), G Lie grubunun I noktasindaki tanjant

vektor uzayidir. Bu uzay n x n tipinde antisimetrik matrislerden olusur ve
n-(n—1)

boy(G) = boyT(G) = 5

gerceklenir.

3.1 PC Matrisler ve Ustel D6niisiim

Bu béliimde bizim igin yararli olan {istel doniigiimden; yani Lie cebirinden Lie gru-
buna gecisi saglayan doniigiimden bahsedecegiz. PC matrisler tizerinde iistel donii-

siimiiniin sagladig1 yararh 6zelliklere, tanimi verdikten sonra deginecegiz.

Tanim 3.1 PC matrisin Lie grubu G ve Lie cebiri g olmak iizere, VA € g icin
exp:g — G
[@ijlnxn — exp[A] =[]

donistimii istel doniisim olarak adlandiririz.

11



Bu doniisiim asagidaki ozelliklere sahiptir.

1. A € g lstel doniistim matrisinin elemanlarinin kiimesi
G={yt)=¢e|tecR Acg}

olacak sekilde, G Lie grubunun 1— parametreli normal alt grubudur. Gercekten de
Y(t),y(ts) € G igin () - y(ts) € G midir?

Y(ta) - y(tz) = e e = ¥4 icin

(t; + t5) =t olarak alimrsa ' € G olur.
velG icn yle@ midir?

(e~ = (e7*) oldugundan et € G'dir.

Dolayisiyla, G altgruptur. G grubu degismeli oldugundan her altgrubu normal altg-

ruptur.

2. A,Beg ise exp(A+ B)=-exp(A)-exp(B) olur.

Gergekten de A = [a;j]nxn V& B = [b;j|nxn olacak sekilde

A+ B = ai; + byj]
exp(A + B) = elaitbil
= [ev][e™]

— eap(A) - exp(B)
saglanir.

3. Verilen herhangi bir A € g icin, y(t) = ' olmak iizere;

7 (t) = % et = A- et dir.

12



4. Herhangi bir A € g ve Vt € R icin;
(eA)—l — oA = AT

ve ayrica

(eA>(€A>T — AL AT — ATAT _ 0 _ T

5. Herhangi bir A € g ve

() = e

6. Herhangi bir A € g, iz(A) A matrisinin iz fonksiyonu olmak iizere;
det(e?) # e*(4)
olur. Bu 6zelligi bir 6rnek ile gosterelim.

Ornek 3.1 A € g matrisini

0O -1 1
A= 1|1 0 0
-1 0 0
alalim. Ustel déniisiim uygulandiginda
1 el e
ed=le 1 1
et 101

A

matrisini elde ederiz. e matrisinin determinantini hesapladigimizda elde ettigimiz sonug

det(e?) = e +e2 -2

13



ve e matrisinin izini hesapladigimizda

, 3
iz(A) = Zizl(aii) =0
oldugu goriiliir. Sonuc olarak, A matrisi icin det(e?) # €**4) oldugu goriiliir.

3.2 PC Matris Lie Grubu ve ig Direkt Toplam

Bu béliimde, 3 x 3 PC matris Lie gruplari hem geometrik hem de cebirsel bakig

acisiyla incelenecektir.

Tanim 3.2 G bir grup ve normal alt gruplarinin ailesi {N; | i € 1,,} olsun.
Vi € {1,2, ,TL} |(,:|n {Nz | 1€ In} ve sz{NlNz—lNz—i-an} =1 ise
G = Ny N;--- N, i¢ direkt toplamdir, denir. (Mordeson,Sen,Malik,1997)

Teorem 3.3 G bir grup ve normal alt gruplarinin ailesi {N; | i € I,,} olsun.

Vi e {1,2,--- ,n} icin a; € N; olacak sekilde YA € G ancak ve ancak
A=aj-as---ay

seklinde tek bir yazimla ifade edilirse G, {N; | ¢ € I,,} icin bir i¢ direkt carpimdir. (Mor-
deson,

Sen,Malik,1997)
Teorem 3.4 {N; | i € I,} normal alt grup ailesinin i¢ direkt carpimi G olsun. O zaman
G~ Ny x Nyx---x N,

(Mordeson,Sen,Malik,1997)
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Sonug 3.2 Tiim M carpimsal kararli PC matrislerinin M,, = (M, - ) koleksiyonu, G
Lie grubunun carpimsal bir Lie altgrubudur.
Toplamsal kararli PC matrisleri icin asagida verilen tanimin yardimi ile Lie alt cebirini

olusturmak icin bu teoremi inceleyelim:

T(n)={(i,j k)€ {1,2,3,--- ,n}:i<j<k}

olmak tizere ¥(i, 5, k) € T'(n) igin

I =Cy={A = [ijlnxn € & | air + arj = ai}

ele alalim. Eger A, B € C,; ise

A+BeC, ve kAeC,

olur. Boylece C,, (g, - )'nin bir Lie alt cebiridir. Buradan

h=(Cy)" = {A = [ai]nxn € 8| aij = —a;i}

ile tammli A climlesi ile de asagidaki esitligin gecerli oldugunuda gérebiliriz;

g=0C;& (Cg)l

Dolayisiyla (G, - ) grubunun bir Lie alt grubu Cs olmak lizere asagidaki esitlik saglanir;

G =Cg (Co)*
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Yukarida verdigimiz sonuca bagh olarak 3 x 3 boyutlu PC matrisler icin geometrik ve

cebirsel yorumu verecegiz. Asagidaki 6nerme yardimiyla gosterebiliriz.

Onerme 3.2

0 =z =z
h:{ zr 0 =z 2£L’€R}
r —x 0
ve
0 Yy y+z

l:{ —y 0 z :y,ZER}

—y—z —z 0

3 x 3 tipinde ifade &zellikte matrislerden olusan iki PC matris ciimlesi olmak (izere

asagidaki dnermeler gerceklenir;
(i) h ve l, g Lie cebirinin ,sirasiyla, 1 ve 2 boyutlu Lie alt cebirleridir.

(i) h Lie cebiriyle gosterilen vektor uzayi, [ Lie cebiri ile gosterilen vektor uzayimnin

ortogonal kompleman uzayidir.

Ispat. (i) Bir vektor uzayimin dogrusal geren bazlar i¢in sp ifadesi kullanilir. Buna

gore h ve [ alt cebirleri

ve

lzsp{—loo,o 0 1

seklinde ifade edilebilir.
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h vektor uzay1 bir matris ile tiretebildiginden ve bu matris sifirdan farkli oldugundan
lineer bagimsiz olur. Dolayisiyla boy(h) = 1 olur. Diger taraftan bu [ uzay: iki lineer
bagimsiz matris tarafindan iretildiginden boy(l) = 2 olur. h ve [, g vektor uzayinin

alt vektor uzaylaridir.

(ii) Bu kisimda gostermemiz gereken g Lie cebrinin her elemaninin, h ve [ Lie alt
cebirlerinin birer elemaninin toplami olarak yazilabilecegidir.

VA € gicin Ay, € h ve A; € | olmak iizere

A=A+ A

esitligini agagidaki sekilde tek tiirlii yazabiliriz.

0 a b 0 = —=x 0 Yy y+z
—a 0 c¢|l=|-2 0 x| + —y 0 z
—b —c 0 xr —x 0 —y—2z2 —z 0

esitligi boylece

esitliklerini verir. m

Onerme 3.3

B

H

x> [ =
>

m

=

+
——

{NW:

> =

= =
—_

ve
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—
<

Yz
L:{W]W: 1 2z :y,z€R+}

1

Y
4
Yz

ISE
—_

ciimleleri icin asagidaki 6nermeler gerceklenir.

(i) H ve L, G Lie grubunun normal altgruplaridir.

(i) H ve L normal Lie altgruplarinin i¢ direkt carpimi G Lie grubudur ve

G~ HxL
olur.

Ispat. Biliyoruz ki

L mip mag
G= {M!M = m+2 1 ma3| @ Mz, M3, Moz € R+}
S e |

mi13 ma23

ve

1 & n
1
A:%17
1
- 1
/e

i¢in logaritma doniigiimii kullanarak

A= |- 0  In(y)
~ln(n) —In(y) 0

olur ve Onerme 3.2 yardimiyla asagidaki esitlik elde edilir.

18



esitligi i¢in x, y, z degerleri agagidaki gibi olacaktir:

In(&) = inn) +1n(y) _ . €7,
n

xr =

Y

y— 2In(&) + ln3(77) —In(7) _ ln(£2_77)1/37

L —In(§) + In(n) + 2In(y) y ln(ﬁ)l/3
3 e ‘

A = A, + A esitligi iistel doniigiim altinda

exp(A) = exp(Ay) - exp(A)

olur ve bize agagidaki esitligi saglar:

A=Ay - Ap

Onerme 3.4 L ve H, G Lie grubunun normal alt gruplari olmak iizere;
(i) kararli PC matrislerin Lie grubu L'nin Lie cebiri [ olur.

(i) PC matrislerin normal Lie alt grubu H'nin Lie cebiri & olur.

Verilen bir PC matrisin kararli kismini bulmak igin toplamsal PC matrislerin ka-
rarli parcalarindan yararlaniyoruz. Bu Onermelerin uygulamisini asagidaki érnek ile

verelim.
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Ornek 3.2 A € G icin

1 2
A=1-1 0 3
—2 -3 0

elde ederiz ve Onerme 3.2 bize asagidaki esitligi saglar:

wIN
I O Wi
Wi
O win |
W
+
A
wloo Wl

Bu esitlige tstel doniisiim uygulanirsa;

S wi=

Wi

O Wi wloe

exp(A) = exp(Ap) - exp(Ar)

A= Ay A
esitlikleri saglanir, yani
1 e e 1 e2/3  e2/3
et 1 e =1e? 1 e2/3
e? e? 1 e2/3 o723

olur.

20
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3.3 PC Matrislerin Uygulamalari

Bu boliimde PC matrislerin; kararli PC matrisler ve ortogonal kompleman olarak
ayrilan parcalarini bulmak i¢in kullanilan yontemleri 6rnekler tizerinden ele alacagiz.
Ik olarak bir carpimsal PC matrisin agirlik vektorleri yardimiyla carpanlara ayril-

masini agagidaki ornek inceleyelim.

Ornek 3.3 M G icin,

1 1 8
M=1|1 1 27

1 1

s a7 1

Pc matrisini ele alahm. M ¢arpimsal PC matrisinin W = (wy, ws, w3) agirhk vektorii

olmak lizere;
W = (V38,V27,{/5)
W=(23, %)
elde ederiz. W agirhk vektoriini kullanarak M carpimsal PC matrisinin kararl parcasini

elde etmek icin,
w;
mij = —
Wy

olacak sekilde m;; = (M2, m13, mo3) degerlerini asagidaki gibi elde ederiz;

w1 2

Mg = — =3
Wa 3’
w1

mig — — = 12,
w3
Wa

Moz = — = 18.
w3
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C kararli PC matrisini ifade etmek uzere,

1 mio M3 1 % 12
— 1 — 3
C = P 1 Mos | — 5 1 18
1 1 1 1
w1 IPARTI

elde ederiz. M carpimsal PC matrisi icin kararli parcasi C' ve ortogonal komplemani C'*

olmak iizere; biliyoruz ki

M=C*+.C
saglanir. Buradan
ct=0"-M
olur. Boylece
3 1
I S S
L_ |2 1
Ct=12 1 Ll |1 1 27
11
12 18 1| |1 L 1
esitliginden
3 2
13 3
L |2 27
Cr=13 1 %
3 18
3 o 1

elde ediriz ve bdylece bir M carpimsal PC matrisi icin

M=C+.C

elde edilir.

Ikinci yontem olarak bir M bir carpimsal PC matrisinin logaritma fonksiyonunun
bilegensel doniigiimii altinda elde edilen toplamsal PC matrislerinin agirlik vektoriini

kullanarak, kararl pargasini elde edilmesini agagidaki 6rnek iizerinden inceleyelim.
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Ornek 3.4 M € G icin,

1 1 8
M=|1 1 27

1 1

5 7 1

toplamsal PC matrisini elde ederiz. A toplamsal PC matrisinin W = (wq, ws, w3) agirlik

vektoru olmak tizere

_,In(8) In(27) —In(216)
W=l 3 A YR

)

14

(In(2), In(3), —In(6))

elde ederiz. W agirlik vektoriini kullanarak A toplamsal PC matrisinin kararli pargasini

elde etmek icin,

aij = (w; — w;)

olacak sekilde a;; = (@12, a3, ass) degerlerini asagidaki gibi elde ederiz;

),

12 = (U)l — wg) = ln(

wn

a1z = (U)l — wg) = ln(12),

ass = (we — ws) = In(18).
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B toplamsal kararli PC matrisini ifade etmek lizere,

elde ederiz. B toplamsal PC matrisini elde ettikten sonra ¢arpimsal PC matrisinin kararli

parcasini bulmak icin B matrisine iistel doniisim uygulanarak, C' matrisini elde ederiz.

2
12 12
eP=C=13 1 18
1 1
7 13 L

C carpimsal kararli PC matrisini elde ettikten sonra ortogonal kompleman parcasini Ornek

3.3 de verilen yontem yardimiyla buluruz.

Son olarak Onerme 3.2 ve Onerme 3.3 ile verilen 6zellikleri kullanarak; toplamsal
kararli PC matris parcalarindan, ¢arpimsal kararli PC matris parcalarina gecisi asa-

gidaki 6rnek yardimiyla inceleyelim.
Ornek 3.5 A € g icin

0 0 In(8)
A=1| o0 0 In(27)
—In(8) —In(27) 0

toplamsal PC matrisini ele alalim. Biliyoruz ki Onerme 3.2 bize B € [ olacak sekilde

toplamsal kararli PC matrisin tek tiirlii yazimini asagida verilen sekilde saglar,

0o 1 -1 0 11 0 0 1
A=z |-1 0 1 |+y|-1 0 0l+2z|0 0 1
1 -1 0 -1 0 0 -1 -1 0
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0 =z -z 0 y y+z
A=|—z 0 =z |+ —y 0 z

x —z 0 -y —z —z 0
Burada verilen z,y, z degerleri asagidaki gibi olacaktir,

x:ln(

a2 - 23 )§
Y
az3

(ag3)” - a13 |1
z=1 3
(=)
Boylece B € [ icin
0 In(3) In(12)
B=|-In(3) 0 In(18)

—In(12) —In(18) 0

toplamsal kararli PC matrisini elde ederiz. Onerme 3.3 sayesinde B kararli toplamsal PC

matrisi lstel doniisiim altinda C' ¢arpimsal kararli PC matrisini asagida verilen sekilde

elde ederiz,
1 2 12
eP=C=12 1 18
1 1
7o !

C carpimsal kararli PC matrisini elde ettikten sonra ortogonal kompleman parcasini Ornek

3.3 de verdigimiz yontem ile buluruz.
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4. PC MATRISLER VE ORTOGONAL MATRIS GRUPLARI

Bu béliimde galigmamizin konusu olan SO(n, R) Lie grubu ve so(n, R) Lie cebirinin,
PC matrisleri ile olan iligkisine; non-Newtonian veya geometrik aritmetik bakig agis
ile ele alacagiz.

Geometrik aritmetik, Newton ve Leibnitz’in bilinen klasik hesaplarina karsilik bir al-
ternatiftir. Toplama yerine ¢arpmaya dayali diferensiyel ve integrasyon araclar sag-
lar. Newton hesabinin sagladigi tiim 6zelliklere geometrik aritmetikte karsilik gelen
benzerleri vardir. 1972 yilinda "Non-Newtonian Calculus" adli calismada Micheal
Grossman ve Robert Katz; R(G) geometrik reel sayilar olmak iizere, geometrik reel
pozitif sayilari

RT(G) :={e* : z e R} :=R"\ {0}

seklinde tanimlamiglardir. Geometrik aritmetigi agagidaki verilen tistel doniigiimii:

p:R— R (G) ve ¢ ':RT(G)—R

r— o(x) =e" e — p He") = In(e®) = x

ile tammladigimizda birebir, 6rten ve siirekli oldugundan, Va, b, € R(G) igin a = €®
ve b = e¥ olacak sekilde x,y € R vardir. Yani {istel doniligiim geometrik aritmetigi
iiretir. Dolayisiyla @, 6, ®, © geometrik aritmetik operatorlerini asagidaki verilen

sekilde tanimlayabiliriz:

®(z,y) — (@ y) = plp (@) + o7 (y)] =l T =gy

o(x,y) — (oY) = plp (2) —¢ ' (y)) =™ ") =z +y, (y #0)
Oz, y) — (2 Oy) = plp~"(z) x e~ (y)] = ellre ) = gl

O(x,y) — (z 0 y) = plo (@) /¢ (y)] = e+ ™) = gTa | (y £ 1)

Burada (RT(G), ®, ®) geometrik sifir1 1(yani ¢(0) = 1) ve geometrik birimi e(yani
¢(1) = e) olan bir vektor uzayidir.
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Gergekten (R1(G), ®) geometrik sifir1 bir olan geometrik toplamsal Abel grubudur,
gercekten x,y, z € R(G) igin

r®(Yyo©z)=(rDy) D2

olur. (R(G), ®) geometrik birimi e olan geometrik ¢arpansal Abel grubudur,gergekten

TOYe2)=(z0y) Oz

olur. Son olarak ® iglemi & iglemi iizerine dagilabilirdir gercekten

TOYdz)=(rdy) O

sagladig1 goriilmektedir.
Geometrik aritmetigi iireten iistel doniisiimiin ayni zamanda bir diger kullanim alani

olan ortagonal gruplar icin,
On)={AeR| ATA=AAT=1,}
seklinde tanimlanan grubun 6zel bir alt grubu olan
SO(n,R) ={A € O(n) | det(A) = +1}

donme grubu ayni1 zamanda bir Lie grubudur. n X n tipinde antisimetrik matrislerin

vektor uzayindan olugan yani
so(n,R) ={A eRr| AT = —A}

seklinde tanimlanan matris grubu, SO(n, R) grubunun Lie cebirini olugturur ve ara-

larindaki yapisal iligkiyi saglayan tistel dontigiimiinii
exp : so(n,R) — SO(n,R)

seklinde tanimlariz.

Bu bilgiler ile beraber ilk olarak PC matris Lie grubu ve SO(n,R) 6zel ortogonal
matris grubunun arasindaki iligkinin kurulmas: i¢in gereken tanim, teoremler ve
Boliim 3.1. de deginilen 6. 6zellik olarak verdigimiz, saglanmayan esitlik i¢in burada

bir ¢o6zlim tiretecegiz.
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Tanim 4.1 R(G) geometrik reel sayilar ve n xn tipinde geometrik reel matrisler R(G)"
olmak uzere;

@ operatorii yardimiyla tanimlanan
G ={AcRG)"| A AT = I}

n x n tipindeki PC matrislerin grubu, I, = [1],x, birim elemani olacak sekilde (G1, ®)

bir Abel grubudur.

Tanim 4.2 R(G) geometrik reel sayilar ve n x n tipinde geometrik reel matrisler R(G)?
olmak iizere;

© operatorii yardimiyla tanimlanan
G ={AecRGA)"| A AT = Ig,}

n x n tipindeki matrislerin grubu,

e 1 1

1 e . 1
Ig, =

1 1 ... e

L 4 nXxXn

birim elemani olacak sekilde (G2, ®) bir Abel grubudur.
Teorem 4.1 SO(n,R(G)) Lie grubunun Lie cebiri
G ={AeR(G)"| A AT = Ig, }'dir.

Ispat. e2® = [¢®(®] € SO(n,R(G)) olmak iizere, t = 0 icin e*(©) = Ig, olan bir

egri olsun. Buradan

d
dt*

(eA® @ A1) = (A1) © A" V) @ (eA) @ A W)
A 0) & pATO)) @y (pAW0) @ (ANT(0)
=(Vo )@ (" O )

( A’(0) ® IGQ) D (IG2 o e(A/)T(O))
— A0) @ (A7 (0)

esitligini elde ederiz.
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d
%(IGZ) = Ig, oldugundan e® € SO(n,R(G)) igin

eA(t) @ eAT(t) — IG2

esitligini saglar. Burada her iki taraf i¢inde tiirev alinirsa

d d
o (4D @ et V) = %(IGQ)
eA (0) @ e(A/)T(O) — ‘[Gl

esitligi elde edilir. Eger B € G icin B = [e2'(9)] olacak sekilde secersek
B® BT = Ig,
elde ederiz. m
Teorem 4.2
SO(n,R):={AeR | A- AT = I,,,, det(A) = +1}
ile tanimli ortogonal matrisler izometri grubunun Lie cebiri,
so(n,R):={B eR" | B + B=0}

ve

SO(n,R(G)) :={A e R(G)" | A® AT = Ig,}
ile tamimli ortogonal matrisler izometri grubunun Lie cebiri

so(n,R(@)) = {B e R(G)" | BB = Ig,}

ile tanimli PC matrisler olmak iizere asagidaki diyagram verilebilir;
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SO(n,R) " SO(n, R(G))
fT Erp:lZofoln] an:eof‘loln
so(n, R) - so(n, R(@))

In

Burada ilk defa

Ezxp : so(n,R(G)) — SO(n,R(G))
Ln: SO(n,R(G)) — so(n,R(G))

olacak sekilde doniisiimlerini diyagram yardimi ile tanimlamis olduk.

Ayrica, B € so(n,R) i¢in Cayley Formiilii yardimiyla
A= f(B) = (I, - By (B +1,) (4.1

olacak gekilde bir A € SO(n,R) elde ederiz. Yani her n x n tipinde reel antisimetrik
matrise (4.1) denklemi ile verilen Cayley formiilii yardimiyla bir n x n tipinde bir A

ortogonal matrisi karsilik gelir. Burada

1 0 . 0

01 0
I, =

00 ... 1

L -4 nXxXn

Simdi boliim 3.1 de verilen iistel doniigtim Ozelliklerden saglanmayan 6. 6zelligin

asagidaki onermede saglandigini gosterelim.

Onerme 4.1 PC matris Lie cebiri B € so(n, R(G)) olmak iizere A € SO(n, R(G))
icin

exp(B) = A olacak sekilde detg(g)(exp(B)) = e=@®) "dir.
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Ispat. A € SO(n,R(G)) igin

Ao AT =g,

esitligi saglanir. Burada esitligin iki tarafininda determinanti alinarak

detR(G) (A) ® detR(G) (AT) =€
detR(G) (A) ® detR(G) (A) =e
det]R(G) (A) = €

ve

B € so(n,R(G)) igin izgeB)=1®1®---®1=1

olup istenilen sonug elde edilir. =

Asgagida verecegimiz ornek ile verdigimiz teoremlerin uygulamasini gorelim.

Ornek 4.1 PC matris Lie cebirinin 3 x 3 tipinde B € so(3,R(G)) olmak iizere;

olacak sekilde secelim. In doniisiimii altinda

0 11
In(e®’) = -1 0 0
-1 0 0

antisimetrik matrisini elde ederiz.
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Simdi asagida verilen Cayley Formiilii ile A € SO(3,R(G)) ortogonal matrisini hesap-

layalim:

A= f(B) = (I, —B) B+ 1)

olacak sekilde

| 5
wl W= wiN
— |

bu sekilde elde edilir ve iistel doniisiim altinda

e 1/3  p2/3 2/3
eh = |23 13 23| € SO(3,R(G))

e2/3  o—1/3  ,1/3

bulunur. Boylece

Ezxp: so(3,R(G)) — SO(3,R(G))
B — Ezp(B) = A

elde edilmektedir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

PC matrislerin en yogun uygulama alani olan miihendislik konular ile ilgili yapilan
caligmalarda genellikle PC matrislerinin kararliligi ile ilgili ¢esitli hipotezler, indeks
degerleri ve teoremler verilmistir. Biz ¢aligmamizda ilk defa PC matrislerin dife-
rensiyel geometri tekniklerini kullanarak inceledik. Lie grubu ve Lie cebiri yapilar:
arasindaki iligkiyi verdik. Geometrik aritmetigide ilk defa burada kullanarak yeni bir
bakig agis1 kazandirdik. Exp ve Ln doniigtimlerinin PC matrislerindeki kazanimlar

ve uygulamasi gelecek ¢alismalarda aragtirilacaktir.
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