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Bu tez çalışmasında; Minkowski n  uzayındaki I. tip, II. tip ve III. tip zamansal helikoidal yüzeyler 

üzerindeki zamansal loksodromların karakterizasyonları çalışılmıştır. Bu çalışmanın birinci 

bölümünde; loksodromların tanımından, öneminden ve tarihsel gelişiminden bahsedilmiştir. Ayrıca 

loksodromlarla ilgili yapılan bazı çalışmaların tarihsel özeti verilmiştir. İkinci bölümde; Minkowski 

n  uzayındaki eğri ve yüzeyler ile ilgili bazı temel tanımlar ve formüller verilmiştir. Ayrıca 

Minkowski n uzayındaki üç tip helikoidal yüzeyin parametrizasyonları verilmiş ve birinci temel 

form katsayıları hesaplanmıştır. Üçüncü bölümde; uzaysal meridyene sahip zamansal helikoidal 

yüzey üzerindeki zamansal loksodromların diferansiyel denklemleri elde edilerek genel çözümleri 

oluşturulmuştur.  Minkowski n  uzayında uzaysal meridyene sahip sadece I. tip zamansal dik 

helikoidal yüzeyler vardır. Bu nedenle yalnızca bu yüzeyler üzerindeki zamansal loksodromların 

parametrizasyonları ve yay uzunlukları elde edilmiştir. Tezin dördüncü bölümünde; benzer şekilde 

zamansal meridyene sahip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki zamansal loksodromları belirleyen 

diferansiyel denklemlerin genel çözümleri bulunmuştur. Minkowski n  uzayında zamansal 

meridyene sahip sadece II. tip zamansal dik helikoidal yüzeyler vardır. Bu nedenle yalnızca bu 

yüzeyler üzerindeki zamansal loksodromların parametrizasyonları belirlenmiştir ve yay uzunlukları 

elde edilmiştir. Son olarak elde edilen sonuçların daha iyi anlaşılabilmesi için bir örnek verilmiştir. 
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ANAHTAR KELİMELER: Loksodrom, Dönel Yüzey, Helikoidal Yüzey, Dik Helikoidal Yüzey, 
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ABSTRACT 

 

MASTER THESIS 

 

THE CHARACTERIZATIONS OF TIME-LIKE LOXODROMES ON TIME-LIKE 

HELICOIDAL SURFACES IN MINKOWSKI n SPACE  
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SUPERVISOR: Assoc. Prof. Dr. Murat BABAARSLAN 

CO-SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Burcu BEKTAŞ DEMİRCİ 

 

In this thesis; the characterizations of space-like loxodromes on type I, type II and type III 

on time-like helicoidal surfaces in Minkowski n  space are studied. In the first part of this 

study; the definition, importance and historical development of loxodromes are given. In 

addition, a historical summary of some studies on loxodromes is given. In the second 

chapter; some basic definitions and formulas about curves and surfaces in Minkowski n 

space are given. In addition, the parametrizations of three types of helicoidal surfaces in 

Minkowski n  space are given and the coefficents of first fundamental form are 

calculated. In the third part; the differential equations of the timelike loxodromes on the 

timelike helicoidal surface with the spacelike meridian are obtained and their general 

solutions are obtained. In Minkowski n  space, there are only timelike right helicoidal 

surfaces of type I which have spacelike meridians. Therefore, only the parametrizations 

and arc-lengths of the timelike loxodromes on these surfaces have been obtained. In the 

fourth part of the thesis; similarly, general solutions of differential equations determining 

timelike loxodromes on timelike helicoidal surface which have timelike meridians are 

found. In Minkowski n  space, there are only timelike right helicoidal surfaces of type II 

which have timelike meridians. Therefore, only the parametrizations of the timelike 

loxodromes on these surfaces are determined and the arc-lengths are obtained. Finally, an 

example is given to better understand the results which are obtained.  
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KEYWORDS: Loxodrome, Rotational Surface, Helicoidal Surface, Right Helicoidal 

Surface, Minkowski Space 
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SİMGELER 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda verilmiştir. 

Simgeler     Açıklamalar 

n

1E      Minkowski n  uzayı 

nE  Euclid n  uzayı 

R  Reel sayılar kümesi 

V  Vektör uzayı 

,××  Skalar çarpım 

 .  Norm 

iβ  Profil eğrisi 

iP  Düzlem 

H  Hiperdüzlem 

iM  Helikoidal yüzey 

i
M                                                     Dik helikoidal yüzey  

                                                        İşaret matrisi 

E,F,G  Birinci temel form katsayıları 

ia  Helikoidal yüzey üzerindeki loksodrom eğrileri 

i
  Dik helikoidal yüzey üzerindeki loksodrom eğrileri 

l                                                       Yay uzunluğu 
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1. GİRİŞ 

Loksodrom diğer adıyla kerte hattı (ing. rhumb line) dünya üzerindeki tüm 

meridyenleri sabit açı ile kestiği varsayılan eğrilerdir. Bu eğri üzerindeki her noktanın 

kuzeyle yaptığı açı sabit kaldığı için bu eğriye “sabit pusula açısı altında gidilen yol” da 

denir. Loksodrom; kerte hattının Latince’de ki karşılığıdır ve geometride kullanılan ismidir 

(Alexander, 2004). Gemiler seferlerini bu loksodrom eğrisi üzerinde yani sabit kuzey açısı 

yönünde yaparlar. Seyrüseferde özellikle denizcilikte rotanın güncellenmesini 

gerektirmediğinden loksodromlar sıkça kullanılır ve navigasyon için çok önemlidir. 

Dolayısıyla uçak pilotları ve gemi kaptanları tarafından bilinmelidir (Alexander, 2004). 

Geometri alanında birçok matematikçi farklı uzaylarda farklı yüzeyler üzerinde 

tanımlanan loksodromlar üzerinde çalışmışlardır ve literatürde bu konuyla alakalı çok 

sayıda çalışma bulunmaktadır. 1905 yılında Noble, Euclid 3 uzayında dönel yüzeyler 

üzerindeki loksodromların diferansiyel denklemini bulmuştur. Ayrıca küre üzerindeki 

loksodromların stereografik ve merkatör izdüşümünü kullanarak sırasıyla logaritmik 

spirallere ve doğrulara karşılık geldiğini göstermiştir (Noble, 1905). Kos, Vranic ve Zec, 

küre üzerindeki loksodromların yay uzunluklarını hesaplamıştır (Kos vd., 1999). Dönel 

elipsoid (ing. sphereoid) üzerindeki loksodromların yay uzunlukları ise Petrovic tarafından 

bulunmuştur (Petrovic, 2007). Minkowski3 uzayında dönel yüzeyler üzerindeki uzaysal 

loksodromların parametrizasyonları Babaarslan ve Yaylı (Babaarslan ve Yaylı, 2014), 

zamansal loksodromların parametrizasyonları ise Babaarslan ve Munteanu tarafından elde 

edilmiştir (Babaarslan ve Munteanu, 2015).   

Minkowski 3 uzayında helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal loksodromlar 

Babaarslan ve Kayacık tarafından çalışılmıştır (Babaarslan ve Kayacık, 2017). Ayrıca, 

Babaarslan ve Kayacık, Minkowski 3 uzayında helikoidal yüzeyler üzerindeki uzaysal 

loksodromların diferansiyel denklemini bulmuştur (Babaarslan ve Kayacık, 2020). 

Babaarslan, Euclid 4 uzayında helikoidal yüzeyler üzerindeki loksodromların 

denklemlerini hesaplamıştır (Babaarslan, 2019). Daha sonra Babaarslan tarafından bu 

problem yüksek boyutlu Euclid uzayındaki helikoidal yüzeyler için çalışılmıştır 

(Babaarslan, 2020). 
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Selvi, Minkowski 4 uzayındaki uzaysal dönel yüzeyler üzerindeki uzaysal 

loksodromların denklemlerini bulmuştur (Selvi, 2020). Ayrıca, Babaarslan ve Gümüş, 

Minkowski 4 uzayındaki zamansal dönel yüzeyler üzerinde uzaysal ve zamansal 

loksodromların parametrizasyonlarını elde etmiştir (Babaarslan ve Gümüş, 2021). Bu 

çalışmalar sayesinde Minkowski 4uzayındaki dönel yüzeyler üzerindeki loksodromların 

karakterizasyonu tamamiyle elde edilmiştir. 

Minkowski 4 uzayındaki dönel yüzeyler kullanılarak Babaarslan ve Sönmez 

tarafından helikoidal yüzeylerin yer vektörleri elde edilmiştir. Ayrıca, bu çalışmada 

dejenere olmayan helikoidal yüzeyler üzerindeki loksodromların denklemleri bulunmuştur 

(Babaarslan ve Sönmez, 2021). 

Babaarslan, Demirci ve Genç, (Babaarslan ve Sönmez, 2021) çalışmasından 

yararlanarak Minkowski n  uzayındaki helikoidal yüzeylerin denklemlerini elde 

etmişlerdir. Ayrıca dejenere olmayan bu yüzeyler üzerindeki uzaysal loksodromları 

belirleyen denklemleri elde etmişlerdir (Babaarslan, Demirci ve Genç, 2020).         

Bu tez çalışmasında, Babaarslan, Demirci ve Genç tarafından 2020 yılında yapılan 

çalışmada elde edilen Minkowski n  uzayındaki I. tip, II. tip ve III. tip zamansal 

helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal loksodromların belirlenmesi problemi üzerine 

çalışılacaktır. Bu amaçla ilk olarak uzaysal meridyene sahip zamansal helikoidal yüzeyler 

üzerindeki zamansal loksodromlara ait diferansiyel denklemler belirlenmiştir. Daha sonra 

bu denklemler kullanılarak zamansal loksodromların parametrizasyonları elde edilmiştir. 

Ayrıca özel bir durum olarak zamansal dik helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal 

loksodromların yer vektörleri belirlenerek uzunlukları hesaplanmıştır. Çalışmanın geri 

kalan kısmında da zamansal meridyene sahip zamansal helikoidal yüzeyler üzerindeki 

zamansal loksodromlar çalışılmıştır ve çalışmayı desteklemek için bir örnek verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde Minkowski n  uzayı 
1

nE  deki bazı temel tanım ve teoremler 

verildikten sonra  
1

nE
 
deki helikoidal yüzeylerin parametrizasyonları elde edilecektir.  

Tanım 2.1. ,V  sonlu boyutlu reel vektör uzayı olmak üzere, , :V V    bilineer 

fonksiyonu   ,  u v V  için , ,u v v u  eşitliğini sağlıyorsa  ,   ye V  üzerinde bir 

simetrik bilineer form denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.2. ,   fonksiyonu V  vektör uzayında bir simetrik bilineer form olsun. Bu 

durumda, 

i.  , 0 v V v   için , 0v v   ise ,   bilineer formuna pozitif tanımlı, 

ii.  , 0 v V v   için , 0v v   ise ,   bilineer formuna negatif tanımlı,   

iii.  , 0 u V v   için , 0u v   ise ,   bilineer formuna dejenere olmayan form denir 

(O’Neill 1983). 

Tanım 2.3. V  bir reel vektör uzayı olmak üzere ,  : V V     şeklinde tanımlanan 

simetrik, bilineer ve dejenere olmayan dönüşüme  V  üzerinde  skalar çarpım ve V  vektör 

uzayına da skalar çarpım uzayı denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.4. V  bir skalar çarpım uzayı olsun. Bu durumda , : 
W

W W   
 
olacak 

şekilde negatif tanımlı en büyük boyutlu  W   alt uzayının boyutuna ,    skalar çarpımının 

indeksi denir. Buradaki , 
 
skalar çarpımının indeksi, 0 boyv V   olmak üzere v  

değerine eşittir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.5. 0 v n   olmak üzere n¥  için , 
n
 üzerinde, 

1 1

,
n v n

i i j j

i j n v

x y x y x y


   

                                                                                                  (2.1) 

eşitliğiyle verilen metrik tensör ile elde edilen uzaya yarı-Euclid uzayı denir ve n

vE  ile 

gösterilir (O’Neill, 1983). 
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Tanım 2.6. n

vE  yarı-Euclid uzayında 0v   olursa bu uzaya Euclid n  uzayı denir ve nE  

ile gösterilir. Eğer 2n   ve 1v   ise bu uzaya Minkowski n  uzayı denir ve 
1

nE  ile 

gösterilir (O’Neill, 1983).    

Tanım 2.7. ,   dönüşümü Minkowski n  uzayında skalar çarpımı ifade ederken, 
1

nE  

deki herhangi bir u  vektörünün koszul karakteri aşağıdaki şekilde belirlenir. Eğer, 

i.   0u    ya da , 0u u     ise u  vektörüne uzaysal,  

ii.   , 0u u     ise u  vektörüne zamansal, 

iii.  0u   iken , 0u u   ise  u  vektörüne ışıksal vektör denir (O’Neill, 1983).   

Tanım 2.8.  u  ve v   
1

nE  de herhangi iki vektör olmak üzere bu iki vektör için, , 0u v   

oluyorsa bu iki vektör Lorentz anlamında birbirine diktir denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.9.  u  vektörünün  
1

nE  deki normu aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

1

2, .u u u                                                                                                                     (2.2) 

Burada 1u   olursa  u  ya birim vektör denir (O’Neill, 1983). 

Açıklama 2.1. 
1  nE

 
uzayının bir ortonormal bazı  1 2, , , ne e e  olmak üzere aşağıdaki 

eşitlik yazılabilir. 

, .i j ij ie e                                                                                                                      (2.3) 

Burada; 
1,

0,
ij

i j

i j



 

  

ve 
  1, , 0

,
1, , 0

i i

i i i

i i

e e
e e

e e


 
  

 

  dir (O’Neill, 1983).        

Tanım 2.10. 
1  : nI  E  olmak üzere   eğrisinin her noktasında '( ) 0t   ise bu 

eğriye düzgün eğri denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 2.11. 
1  : nI  E olmak üzere düzgün bir eğri olsun. Bu durumda, 

i. '( )t  uzaysal vektör ise  ( )t eğrisi  uzaysal,  

ii. '( )t  zamansal vektör ise ( )t eğrisi  zamansal , 

iii. '( )t  ışıksal vektör ise ( )t eğrisi ışıksaldır denir (O’Neill, 1983). 
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Tanım 2.12. 
1: , nM E M yarı-Riemann yüzeyinden 

1  nE  uzayına giden izometrik bir 

daldırma olsun. M yüzeyi üzerindeki bir ( , )p u v  noktasındaki teğet düzlemi 

 ,p u vT M span    olmak   üzere M  nin birinci temel formu,  

2 2 22ds Edu Fdudv Gdv                                                                                               (2.4) 

eşitliğiye tanımlanır.  Burada  

, ,
 


 

E
u u

 
   ,

 


 
F

u v

 
    ve    ,

 


 
G

v v

 
                                                  (2.5) 

M  nin birinci temel form katsayılarıdır (O’Neill, 1983). 

Açıklama 2.2. 
1  nE  uzayındaki ( , ) u v   parametrizasyonu ile verilmiş bir M  yüzeyinin,  

uzaysal bir yüzey olması için gerek ve yeter koşul 2 0EG F   olması iken, zamansal bir 

yüzey olması için gerek ve yeter koşul 2 0EG F   olmasıdır. 2 0EG F   ise yüzey  

dejeneredir. (O’Neill 1983). 

Bu tez çalışması boyunca dejenere olmayan yüzeyler üzerinde çalışılacaktır. 

Tanım 2.13. 
1  nE  uzayında ( , ) u v   parametrizasyonu ile verilmiş M  yarı-Riemann 

yüzeyi üzerindeki ışıksal olmayan eğrinin 1u ve 2u
 
noktaları arasındaki yay uzunluğu 

aşağıdaki denklemle ifade edilir: 

 

2

1

2

2

u

u

dv dv
l E F G du

du du

 
    

 
                                                                                       (2.6) 

(O’Neill, 1983). 

Tanım 2.14. 
1  nE  uzayında ( , ) u v   parametrizasyonu ile verilmiş bir M  yarı-Riemann 

yüzeyi ele alınsın. Bu parametrizasyonda, u sabit fonksiyonsa 
0 0( ) ( , )u v u v   şeklinde 

tanımlanan eğriye v -parametre eğrisi (paralel) denir. v  sabit fonksiyonsa 
0 0( ) ( , )v u u v   

eğrisine u -parametre eğrisi (meridyen) denir. (O’Neill 1983). 

Tanım  2.15. 
1  nE  de  x  ve y  vektörleri arasındaki açı, bu vektörler ile bunların gerdikleri 

alt vektör uzayının kozsul karakterine göre aşağıdaki gibi tanımlanır: 

i. Uzaysal alt vektör uzayını geren x  ve y  uzaysal vektörleri arasındaki  0,2   

Lorentz uzaysal açısı: 
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, cosx y x y                                                                                                            (2.7) 

eşitliğiyle verilir. 

ii. Zamansal alt vektör uzayını geren x  ve y  uzaysal vektörleri arasındaki  R  Lorentz 

zamansal açısı: 

, coshx y x y                                                                                                         (2.8) 

eşitliğiyle verilir. 

iii. x  zamansal ve y  uzaysal vektörleri arasındaki 0{ }  R  Lorentz zamansal açısı: 

, sinhx y x y                                                                                                         (2.9) 

eşitliğiyle verilir. 

iv. x  ve y  zamansal vektörleri arasındaki  R  Lorentz zamansal açısı: 

, coshx y x y                                                                                                   (2.10) 

eşitliğiyle verilir (Ratcliffe, 2006). 

Tanım 2.16. 
1  nE uzayında ,P  düzlem ve  ,  işaret matrisi olmak üzere P  düzlemini sabit 

bırakan A  dönme matrisi aşağıdaki şartları sağlar: 

i. det 1A  

ii. . .tA A    

iii. .A P P  (Ratcliffe, 2006). 

Tanım 2.17.  
1  nH  E  olmak üzere H   hiperdüzleminde, : I H   eğrisi düzgün bir eğri 

olsun. ,  P H  hiperdüzleminde ( 2)n  boyutlu bir düzlem olmak üzere,     profil 

eğrisinin   P  düzlemi etrafında döndürülmesiyle oluşan yüzeye 
1  nE  de bir dönel yüzey 

denir.   profil eğrisi P  düzlemi etrafında döndürüldüğünde eş zamanlı olarak dönme hızı 

ile öteleme hızı orantılı olacak şekilde P  düzlemine paralel bir 𝑙 ekseni boyunca ötelenirse 

oluşan yüzeye 
1  nE  de bir helikoidal yüzey denir (Babaarslan vd., 2021). 

Bu tanıma göre 
1  nE uzayında üç farklı helikoidal yüzey vardır:  
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I. Tip Helikoidal Yüzey 

1  nE uzayının standart ortonormal bazı  1 2, , , ne e e  olsun. 1H  hiperdüzlemi 

 1 3, , , ,nspan e e e  
1P  düzlemi  3 4, , , nspan e e e  ve  

1P  düzlemine paralel 1l  doğrusu   

 nspan e  olsun. Bu durumda 1P  zamansal düzlemini sabit bırakan dönme matrisi 

cos sin 0 0 0

sin cos 0 0 0

0 0 1 0 0
,    0 2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

v v

v v

v 

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

ile verilir.  

1H  hiperdüzleminde u I   ve  1 0x u   olmak üzere profil eğrisi olarak birim hızlı 

          1 1 3 1
= ,0, ,..., ,

n n
u x u x u x u x u  eğrisi alınsın, yani 

 2 2 2 2

1 3 1( ) ( ) ... ( ) 1
         n nx u x u x u x u  şeklindedir. Bu durumda 

c  ve 

  0,2v   olmak üzere I. tip helikoidal yüzeyinin parametrizasyonu aşağıdaki şekilde 

elde edilir: 

 

 

 

 

 

1

3

1

1

cos sin 0 0 0 0

0sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
,      + ,

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1



    
    
    
    

     
    
    
    
     



n

n

x uv v

v v

x u
u v cv

x u

x u

                 

   1 1 1 1 3 1: , ( ( )cos , ( )sin , ( ),..., , ( ) ).  n nM u v x u v x u v x u x u x u cv                                 (2.11)       

(2.11) denklemi ile verilen  1 , u v  nin u  ve v  ye göre kısmi türevleri aşağıdaki şekilde 

hesaplanır:  

 1 1 1 3 1( ) ( ( )cos , ( )sin , ( ),..., , ( )),
    u n nx u v x u v x u x u x u                                                  (2.12)  

1 1 1( ) ( ( )sin , ( )cos ,0,...,0, ).  v x u v x u v c                                                                       (2.13) 
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Böylece, 1M  yüzeyinin birinci temel form katsayıları aşağıdaki şekilde bulunur: 

,E  ( )nF cx u  , 2 2

1 ( ) .G x u c                                                                              (2.14) 

(2.11) denklemi ile verilen 1M helikoidal yüzeyi zamansal olduğundan,    

2 2 2 2

1 ( ) ( ( )) 0nEG F x u c x u      
 
dür. Ayrıca (2.11) denkleminde nx  sabit fonksiyon  

olarak alınırsa 1M , I. tip dik helikoidal yüzey olur (Babaarslan vd., 2021).  

II. Tip Helikoidal Yüzey 

2H  hiperdüzlemi  1 2 3 2, , , , , ,n nspan e e e e e 2P  düzlemi  1 2 2, , , nspan e e e   ve  2P  

düzlemine paralel 2l  doğrusu  1span e  olsun. Bu durumda 2P  uzaysal düzlemini sabit 

bırakan hiperbolik dönme aşağıdaki hiperbolik dönme matrisi ile verilir. 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
,    

0 0 0 cosh sinh

0 0 0 sinh cosh

v

v v

v v

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

2H  hiperdüzleminde, u I   ve   0nx u   olmak üzere profil eğrisi olarak birim hızlı 

          2 1 2 2 = , ,..., ,0, n nu x u x u x u x u eğrisi ele alınsın, yani 

 2 2 2 2

1 2 2( ) ( ) ... ( ) 1
         n nx u x u x u x u  şeklindedir. Bu durumda 

c ve v  

olmak üzere II. tip helikoidal yüzeyinin parametrizasyonu aşağıdaki şekilde elde edilir: 

 

 

 

 

 

1

2

2

2

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
,      + ,

00 0 0 cosh sinh 0

0 0 0 sinh cosh 0



    
    
    
    

     
    
    
    
     


n

n

x u

x u

u v cv
x u

v v

x uv v

 

 2 2 1 2 2: ( , ) ( ) , ( ),..., ( ), ( )sinh , ( )cosh .  n n nM u v x u cv x u x u x u v x u v                            (2.15) 

(2.15)  denklemi ile verilen   2 , u v   nin  u  ve v  ye göre kısmi türevleri aşağıdaki 

şekilde hesaplanır:  
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2 1 2 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ), ( )sinh , ( )cosh ),
     u n n nx u x u x u x u v x u v                                               (2.16) 

 2( ) ,0,...,0, ( )cosh , ( )sinh . v n nc x u v x u v                                                                   (2.17) 

Böylece 2M  nin birinci temel form katsayıları aşağıdaki şekilde bulunur:  

,E   1( )F cx u , 2 2( )nG x u c                                                                                 (2.18)                             

(2.15) denklemi ile verilen 2M  helikoidal yüzeyi zamansal olduğundan,   

2 2 2 2

1( ) ( ( )) 0nEG F x u c x u       tür. Ayrıca (2.15) denkleminde 1x  sabit fonksiyon  

olarak alınırsa 2M , II. tip dik helikoidal yüzey olur (Babaarslan vd., 2021).  

III. Tip Helikoidal Yüzey 

 1 2 3, , , , ,ne e e e
1  nE uzayının ortonormal bazı olsun. Bu durumda 

1  nE uzayı için 

 1 2 2 1, , , , ,n n ne e e     yarı-ortonormal bazı aşağıdaki şekilde bulunur: 

 1
1

1
0,0,..., 1,1

2 2

n n
n

e e 



    ve  1 1

0,0,...,1,1
2 2

n n
n

e e 
  .                          (2.19)  

Burada  n-1 n-1 n n, , 0      ve n-1 n, 1     dir. 

3H  hiperdüzlemi  1 3 2 1, , , , ,n n nspan e e e    , 3P  düzlemi  1 3 2 1, , , ,n nspan e e e    ve 3l  

doğrusu  1nspan    olsun.  

 1 1,T e e   2 2 12 ,nT e e v       3 3,T e e  , 
2

2 1( ) 2n n nT ve v       

şeklinde tanımlanan T  dönüşümü ortogonaldir ve 3P  dejenere düzlemini değişmez bırakır. 

         3 1 1 3 3 1 1 = + n n n nu x u e x u e x u e x u e      eğrisi ele alınırsa, 1 1
1 ,  

2 2

n n n n
n ne e

    


 
   

denklemlerinden  

     
       1 1

3 1 1 3 3 1 = + ,
2 2

n n n n

n n

x u x u x u x u
u x u e x u e   



    
        

   

 

olarak yazılır. Bu ifadede 
       1 1

1( ) ve ( )
2 2

n n n n

n n

x u x u x u x u
x u x u

 



 
   şeklinde 

isimlendirilirse aşağıdaki eşitlik elde edilir: 
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         3 1 1 3 3 1 1 = + , .n n n nu x u e x u e x u x u       

Profil eğrisi olarak birim hızlı    3 ,  0  nu x u   eğrisi alınsın yani 

2 2

1 3 1( ) ( ) ... 2 ( ) ( )n nx u x u x u x u 
        şeklindedir. Bu durumda III. tip helikoidal yüzeyin 

parametrizasyonu, 

  2

3 3 1 1 2 3 3 2 2 1 1: , ( ) 2 ( ) ( ) ... ( ) ( ( ) ( ) ) ( )             n n n n n n n nM u v x u e vx u e x u e x u e x u v x u cv x u  

(2.20) 

ile verilir ve burada 0c   dır.  

 3 , u v  nin u  ve v  ye göre kısmi türevleri sırasıyla:  

2

3 1 1 2 3 3 2 2 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ... ( ) ( ( ) ( )) ( )   
               u n n n n n n n nx u e vx u e x u e x u e x u v x u x u ,      

(2.21) 

3 2 1( ) 2 ( ) (2 ( ) )    v n n nx u e vx u c                                                                              (2.22)                                                         

şeklinde hesaplanır. Buradan 3M  ün birinci temel form katsayıları aşağıdaki eşitliklerle 

verilir.                 

,E   ( ),nF cx u    22 ( ).nG x u                                                                                  (2.23) 

(2.20) denklemi ile verilen 3M  helikoidal yüzeyi zamansal olduğundan  

2 2 2 22 ( ) ( ) 0n nEG F x u c x u     dır. Ayrıca (2.20) denkleminde 
nx  sabit fonksiyon 

olarak alınırsa 3M  yüzeyi III. tip dik helikoidal yüzey olur (Babaarslan vd., 2021). 

Açıklama 2.3. (2.11), (2.15) ve (2.20) yüzey denklemlerinde 0c   alınırsa helikoidal 

yüzeyler 
1  nE deki dönel yüzeylere karşılık gelir.  

Tanım 2.18. M , 
1  nE uzayında dejenere olmayan bir helikoidal yüzey olmak üzere, M  

yüzeyi üzerindeki bütün dejenere olmayan meridyenleri ( u  parametre eğrileri) sabit açı 

ile kesen eğriye loksodrom denir. 

( ) ( ( ), ( )), t u t v t M  yarı-Riemann yüzeyi üzerindeki zamansal bir eğri olsun. Bu 

durumda ( ) ( ) ( )     u vt u t v t  olmak üzere aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 



 

11 

 

2 2

( ), ( ) 2 0
du du dv dv

t t E F G
dt dt dt dt

   
        

   
  ,                                                      (2.24)               

   

( ), . u

du dv
' t E F

dt dt
                                                                                                 (2.25)                                        
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3. 
1
 

nE DE UZAYSAL MERİDYENE SAHİP ZAMANSAL 

HELİKOİDAL YÜZEYLER ÜZERİNDEKİ ZAMANSAL 

LOKSODROMLAR 

Bu bölümde sırasıyla  uzaysal meridyene sahip I. tip, II. tip ve III. tip  zamansal helikoidal 

yüzeyler üzerindeki zamansal loksodromların diferansiyel denklemleri oluşturulacaktır. 

3.1. Uzaysal Meridyene Sahip I. Tip Zamansal Helikoidal Yüzeyler Üzerindeki 

Zamansal Loksodromlar 

(2.11)  denklemi  ile verilen  1M   helikoidal yüzeyi ele alınsın. 1M  yüzeyinin uzaysal 

profil eğrisi  1   in birim hızlı olduğu varsayılsın. Yani, 

 2 2 2 2

1 3 1( ) ( ) ... ( ) 1
    n nx' u x ' u x u x ' u  olur. 

Böylece 1M  helikoidal yüzeyin indirgenmiş metriği

2 2 2 2 2

12 ( ) ( ( ) )nds du cx ' u dudv x u c dv                                                                        (3.1.1) 

şeklindedir. 1M  helikoidal yüzeyinin  zamansal olması için gerek ve yeter şart her 

u I R    için  2 2 2 2

1 ( ) 1 ( ) 0nEG F x u c x ' u      olmasıdır.  

Teorem 3.1. 1  nE de (2.11) denklemi  ile verilen 1M  I. tip zamansal helikoidal yüzey 

üstündeki  1 1( ) , ( )u u v u   loksodromunun  parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde verilir: 

 1 1 1 3( ) ( )cos ( ), ( )sin ( ), ( ),..., ( ) ( ) .nu x u v u x u v u x u x u cv u                                         (3.1.2) 

Burada,   ve c  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere 

 

0

2 2

1

1
( )

2sinh ( )

u

u

d
v u

c x
 






 
                                                                                    (3.1.3) 

 veya 

 2 2 2 2 2

1sinh ( ) ( ) 0nx c c x '      için,    

  
 

0

2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

1

2 cosh ( ) sinh 2 ( ) 1 ( )
( )

2sinh ( ) 2 ( )

u
n n

u n

c x ' c x ' x
v u d

x c c x '

  


 


    


  
                                       (3.1.4) 

şeklindedir. 
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İspat. 
1  nE de (2.11) denklemi  ile verilen 1M  I. tip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki 

loksodrom eğrisi   1 1( ) ( ), ( )t u t v t   olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile 

uzaysal meridyenin kesiştiği  1 1( , )p u v  noktasında oluşan   sabit Lorentz açısı için 

(2.9), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

 
2 2

2 2

1

( )

sinh

2 ( ) ( )

n

n

du dv
cx ' u

dt dt

du du dv dv
cx ' u c x u

dt dt dt dt



 

   
      
   

 .                                                              (3.1.5)  

Buradan, 1M  üzerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi aşağıdaki eşitlikle 

verilir.  

  
2

2 2 2 2 2 2 2

1sinh ( ) ( ) 2 cosh ( ) cosh 0.n n

dv dv
x u c c x ' u c x ' u

du du

 
     

 
            (3.1.6) 

Bu durumda diferansiyel denklemin çözümüyle ilgili aşağıda verilen iki durum oluşur: 

1. Durum:
2 2 2 2 2

1sinh ( ( ) ) ( ) 0nx u c c x ' u     ise   (3.1.6)  denklemi 
1

2 ( )n

dv

du cx ' u
  

denklemine indirgenir.  Diğer taraftan 
2 2 2 2 2

1sinh ( ( ) ) ( ) 0nx u c c x ' u    denkleminden

2 2

1sinh ( )
( )n

c x u
x ' u

c


 


 elde edilir. 1M  helikoidal yüzeyinin  zamansal  olması

2 2

1 ( ) 0c x u   olmasını gerektirir. Bu durumda,  

0

2 2

1

1
( )

2sinh ( )

u

u

d
v u

c x
 






 
olarak 

bulunur.  

2. Durum:  2 2 2 2 2

1sinh ( ) ( ) 0nx u c c x ' u     ise uzaysal meridyene sahip I.tip zamansal 

helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal loksodrom için (3.1.6) denkleminin genel 

çözümü: 

  
 

0

2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

1

2 cosh ( ) sinh 2 ( ) 1 ( )
( )

2sinh ( ) 2 ( )

u
n n

u n

c x ' c x ' x
v u d

x c c x '

  


 


    


  
                                        

eşitliğiyle verilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Ayrıca (2.11)  denkleminde  nx   sabit bir fonksiyon ise 1M   yüzeyi I. tip dik helikoidal 

yüzey olur. Bu yüzey  
1M


  ile gösterilecektir. 

Sonuç 3.1. 
1M


, 
1  nE  de yer denklemi (2.11) ile verilen zamansal dik helikoidal yüzey 

olsun. Bu durumda bu yüzey üzerindeki 1 1( ) ( , ( ))


u u v u   zamansal loksodromun 

denklemi   1 1 1 3( ) ( )cos ( ), ( )sin ( ), ( ),..., ( ) ( )


 nu x u v u x u v u x u x u cv u  ile verilir. Burada 

,  nx  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere ( )v u  fonksiyonu aşağıdaki formdadır. 

0

2 2

1

( ) coth .
( )

u

u

d
v u

c x





 


                                                                                         (3.1.7) 

İspat: (3.1.4) eşitliği ile verilen denklemde  ( ) 0nx ' u   ifadesi kullanılırsa, 

 
0 0

2 2

1

2 2 2 2 2
1 1

sinh 2 ( )
( ) coth

2sinh ( ) ( )

u u

u u

c x d
v u d

c x c x

  
 

  


   

 
   elde edilir. 

Ayrıca 
1M


helikoidal yüzeyi zamansal olduğundan 2 2

1 ( ) 0c x u   dür. Böylece istenilen 

sonuca ulaşılır. 

Sonuç 3.2. 
1 ,M
 1  nE  de zamansal dik helikoidal yüzey olsun. Bu durumda  

1M


yüzeyindeki 0u  ve 1u  noktaları arasındaki loksodrom eğrisinin yay uzunluğu aşağıdaki 

denklemle verilir:  

1 0 .
sinh

u u
l




                                                                                                                     (3.1.8) 

Burada, 0  sabittir. 

İspat: 
1M


üzerinde alınan bir eğrinin 0u  ve 1u  noktaları arasındaki yay uzunluğu (2.6) 

denklemi kullanılarak aşağıdaki şekilde verilir:                                                               

 
1

0

2

2 2

11 ( ) .

u

u

dv
l x u c du

du

 
    

 
                                                                                    (3.1.9) 

Bu eşitlikte (3.1.6) denkleminden elde edilen  
2 2

1

coth

( )

dv

du c x u





 ifadesi yerine yazılırsa 

aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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 
1

0

2
2 2 1 0
1 2 2

1

coth
1 ( ) .

( ) sinh

u

u

u u
l x u c du

c x u






   

                        

 

3.2. Uzaysal Meridyene Sahip II. Tip Zamansal Helikoidal Yüzeyler Üzerindeki 

Zamansal Loksodromlar  

(2.15)  denklemi  ile verilen 2M   helikoidal yüzeyi ele alınsın. 2M  yüzeyinin uzaysal 

profil eğrisi  2   nin birim hızlı olduğu varsayılsın. Yani 

 2 2 2 2

1 2 2( ) ( ) ... ( ) 1
       n nx u x u x u x u  olur. Böylece 2M  helikoidal yüzeyinin 

indirgenmiş metriği: 

 2 2 2 2 2

12 ( ) ( )nds du cx' u dudv c x u dv                                                                       (3.2.1) 

şeklindedir. 

Teorem 3.2.  
1  nE de (2.15) denklemi  ile verilen 2M  II. tip zamansal helikoidal yüzey 

üstündeki  2 2( ) , ( )u u v u   loksodromunun  parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde verilir: 

 2 1 2 2( ) ( ) ( ), ( ),..., ( ), ( )sinh ( ), ( )cosh ( )n n nu x u cv u x u x u x u v u x u v u   .                      (3.2.2) 

Burada,   ve c  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere,  

  
 

0

2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2

1

2 ( )cosh sinh 2 ( ) 1 ( )
( )

2sinh ( ) 2 ( )

u
n

u n

cx ' c x ' x
v u d

x c c x '

   


 


    


  
                               (3.2.3) 

şeklindedir.        

İspat. 
1  nE de (2.15) denklemi  ile verilen 2M  II. tip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki 

loksodrom eğrisi   2 2( ) ( ), ( )t u t v t   olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile 

uzaysal meridyenin kesiştiği  2 2( , )p u v  noktasında oluşan   sabit Lorentz açısı için 

(2.9), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

 

1

2 2

2 2

1

( )

sinh .

2 ( ) ( )



 

   
      
   

n

du dv
cx ' u

dt dt

du du dv dv
cx ' u c x u

dt dt dt dt

                                                               (3.2.4)  
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Buradan 2M
 
üzerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi aşağıdaki eşitlikle 

verilir.  

  
2

2 2 2 2 2 2 2

1 1sinh ( ) ( ) 2 ( )cosh cosh 0.
 

     
 

  n

dv dv
x u c c x' u cx ' u

du du
                 (3.2.5) 

Uzaysal meridyene sahip II. tip zamansal helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal 

loksodrom için  (3.2.5)  denkleminin genel çözümü: 

  
 

0

2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2

1

2 ( )cosh sinh 2 ( ( ) 1 ( )
( )

2sinh ( ) 2 ( )

u
n

u n

cx ' c x ' x
v u d

x c c x '

   


 


    


  
                                         

eşitliğiyle verilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Açıklama 3.2. 1( )x u fonksiyonu sabit alındığında 2 2 2( ) 0nEG F x u c     olur. 2M  

yüzeyi zamansal olduğundan dik helikoidal yüzey oluşmaz.  

 

3.3. Uzaysal Meridyene Sahip III. Tip  Zamansal Helikoidal Yüzeyler Üzerindeki 

Zamansal Loksodromlar 

(2.20) denklemi  ile verilen 3M   helikoidal yüzeyi ele alınsın. 3M  yüzeyinin  uzaysal profil 

eğrisi 3  ün birim hızlı olduğu varsayılsın. Yani 2 2

1 3 1( ) ( ) ... 2 ( ) ( ) 1n nx u x u x u x u
        olur. 

Böylece 3M  helikoidal yüzeyin indirgenmiş metriği: 

2 2 2 22 ( ) 2 ( )n nds du cx ' u dudv x u dv                                                                               (3.3.1) 

şeklindedir. 3M  helikoidal yüzeyinin  zamansal olması için gerek ve yeter şart her 

u I R    için 2 2 2 22 ( ) ( ) 0n nEG F x u c x u     olmasıdır.  

Teorem 3.3.  
1  nE de (2.20) denklemi  ile verilen 3M  III. tip zamansal helikoidal yüzey 

üstündeki  3 3( ) , ( )u u v u   loksodromunun  parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde verilir: 

 2

3 1 1 2 3 3 2 2 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .n n n n n n n nu x u e v u x u e x u e x u e x u v u x u cv u x u                                              

(3.3.2) 
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Burada,   ve c  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere, 

 

0

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( )cosh sinh 2 ( ) 2 ( )
( )

4sinh ( ) 2 ( )

u
n n n

n nu

cx ' c x ' x
v u d

x c x '

 



    


  

                                       (3.3.3) 

şeklindedir.              

İspat. 
1  nE de (2.20) denklemi  ile verilen 3M  III. tip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki 

loksodrom eğrisi   3 3( ) ( ), ( )t u t v t   olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile uzaysal 

meridyenin kesiştiği  3 3( , )p u v  noktasında oluşan   sabit Lorentz açısı için (2.9), 

(2.24) ve (2.25) denklemleri kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

2 2

2

( )

sinh .

2 ( ) 2 ( )



 

   
     
   

n

n n

du dv
cx ' u

dt dt

du du dv dv
cx ' u x u

dt dt dt dt

                                                  (3.3.4)  

Buradan 3M
 
üzerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi aşağıdaki eşitlikle 

verilir.  

 
2

2 2 2 2 2 22sinh ( ) ( ) 2 ( )cosh cosh 0.n n n

dv dv
x u c x ' u cx ' u

du du

 
    

 
                           (3.3.5) 

Uzaysal meridyene sahip III. tip zamansal helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal 

loksodrom için (3.3.5) denkleminin genel çözümü: 

 

0

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( )cosh sinh 2 ( ) 2 ( )
( )

4sinh ( ) 2 ( )

u
n n n

n nu

cx ' c x ' x
v u d

x c x '

 



    


  

 

eşitliğiyle verilir.  

Açıklama 3.3. ( )nx u  fonksiyonu sabit alındığında 2 2( ) 0nEG F x u    olur. 3M  yüzeyi 

zamansal olduğundan dik helikoidal yüzey oluşmaz.  
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4. 
1
 

nE DE ZAMANSAL MERİDYENE SAHİP ZAMANSAL 

HELİKOİDAL YÜZEYLER ÜZERİNDEKI ZAMANSAL 

LOKSODROMLAR 

Bu bölümde sırasıyla zamansal meridyene sahip I. tip, II. tip ve III. tip  zamansal 

helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal loksodromların diferansiyel denklemleri 

oluşturulacaktır. 

4.1. Zamansal Meridyene Sahip I. Tip Zamansal Helikoidal Yüzeyler Üzerindeki 

Zamansal Loksodromlar  

(2.11)  denklemi  ile verilen  1M   helikoidal yüzeyi ele alınsın. 1M  yüzeyinin zamansal 

profil eğrisi 1   in birim hızlı olduğu varsayılsın. Yani, 

 2 2 2 2

1 3 1( ) ( ) ... ( ) 1
     n nx' u x ' u x u x ' u   olur. Böylece 1M  helikoidal yüzeyin 

indirgenmiş metriği: 

 2 2 2 2 2

12 ( ) ( )nds du cx ' u x u c dv                                                                              (4.1.1) 

şeklindedir. 1M  helikoidal yüzeyinin  zamansal olması için gerek ve yeter şart her 

u I R    için  2 2 2 2

11 ( ) ( ) 0nEG F c x ' u x u      olmasıdır.  

Teorem 4.1. 1  nE de (2.11) denklemi  ile verilen 1M  I. tip zamansal helikoidal yüzey 

üstündeki  1 1( ) , ( )u u v u   loksodromunun  parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde verilir: 

 1 1 1 3( ) ( )cos ( ), ( )sin ( ), ( ),..., ( ) ( ) .nu x u v u x u v u x u x u cv u                                         (4.1.2) 

Burada,   ve c  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere 

0

2 2

1

1
( ) .

2cosh ( )

u

u

d
v u

c x
 






 
                                                                                    (4.1.3) 

veya 

 2 2 2 2 2

1cosh ( ) ( ) 0nx c c x '      için,

  
 

0

2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

1

2 ( )sinh sinh 2 ( ) 1 ( )
( )

2cosh ( ) 2 ( )

  


 


    


  

u
n n

u n

cx ' c x ' x
v u d

x c c x '
                                 (4.1.4)                   
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şeklindedir.         

İspat. 
1  nE de (2.11) denklemi  ile verilen 1M  I. tip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki 

loksodrom eğrisi   1 1( ) ( ), ( )t u t v t   olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile 

zamansal meridyenin kesiştiği  1 1( , )p u v  noktasında oluşan   sabit Lorentz açısı için 

(2.10), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

 
2 2

2 2

1

( )

cosh .

2 ( ) ( )



 

   
     

   

n

n

du dv
cx ' u

dt dt

du du dv dv
cx ' u c x u

dt dt dt dt

                                            (4.1.5) 

Buradan, 1M  üzerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi aşağıdaki eşitlikle 

verilir.  

  
2

2 2 2 2 2 2 2

1cosh ( ) ( ) 2 ( )sinh sinh 0.
 

     
 

n n

dv dv
x u c c x ' u cx ' u

du du
                    (4.1.6) 

Bu durumda diferansiyel denklemin çözümüyle ilgili aşağıda verilen iki durum oluşur: 

1. Durum:  2 2 2 2 2

1cosh ( ) ( ) 0nx u c c x ' u    ise (4.1.6)  denklemi 
1

2 ( )n

dv

du cx ' u
   

denklemine indirgenir. Diğer taraftan  2 2 2 2 2

1cosh ( ) ( ) 0nx u c c x ' u   denkleminden

2 2

1cosh ( )
( )n

c x u
x ' u

c


 


 elde edilir. 1M  helikoidal yüzeyinin  zamansal  olması

2 2

1 ( ) 0c x u   olmasını gerektirir. Bu durumda,  

0

2 2

1

1
( )

2cosh ( )

u

u

d
v u

c x
 






 
olarak 

bulunur.  

2. Durum:  2 2 2 2 2

1cosh ( ) ( ) 0nx u c c x ' u     ise zamansal meridyene sahip I.tip 

zamansal helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal loksodrom için (4.1.6) denkleminin 

genel çözümü: 

  
 

0

2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

1

2 ( )sinh sinh 2 ( ) ( ) 1
( ) ,

2cosh ( ) 2 ( )

u
n n

u n

cx ' x c x '
v u d

x c c x '

  


 


    


  
                                      

eşitliğiyle verilir. Böylece ispat tamamlanır. 



 

20 

 

Açıklama 4.1.  Zamansal meridyene sahip I. tip zamansal helikoidal yüzey için  nx  sabit 

olamayacağından I. tip dik zamansal helikoidal yüzey oluşmaz.                       

4.2. Zamansal Meridyene Sahip II. Tip Zamansal Helikoidal Yüzeyler Üzerindeki 

Zamansal Loksodromlar  

(2.15)  denklemi  ile verilen  2M   helikoidal yüzeyi ele alınsın. 2M yüzeyinin zamansal 

profil eğrisi 2  nin birim hızlı olduğu varsayılsın. Yani, 

 2 2 2 2

1 2 2( ) ( ) ... ( ) 1
     n nx' u x ' u x u x ' u   olur. Böylece 1M  helikoidal yüzeyin 

indirgenmiş metriği: 

 2 2 2 2 2

12 ( ) ( )nds du cx' u dudv c x u dv                                                                      (4.2.1) 

şeklindedir. 2M  helikoidal yüzeyinin  zamansal olması için gerek ve yeter şart her 

u I R    için  2 2 2 2

1( ) 1 ( ) 0nEG F x u c x u       olmasıdır.  

Teorem 4.2. 1  nE de (2.15) denklemi ile verilen 2M II. tip zamansal helikoidal yüzey 

üstündeki  2 2( ) , ( )u u v u   loksodromunun  parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde verilir: 

 2 1 2 2( ) ( ) ( ), ( ),..., ( ), ( )sinh ( ), ( )cosh ( ) .  n n nu x u cv u x u x u x u v u x u v u                       (4.2.2) 

Burada,   ve c  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere, 

  
 

0

2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2

1

2 ( )sinh sinh 2 ( ) ( ) 1
( )

2cosh ( ) 2 ( )

u
n

u n

cx ' x c x '
v u d

x c c x '

   


 


   


  
                                 (4.2.3) 

şeklindedir. 

İspat. 
1  nE de (2.15) denklemi  ile verilen 2M  II. tip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki 

loksodrom eğrisi   2 2( ) ( ), ( )t u t v t   olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile 

zamansal meridyenin kesiştiği  2 2( , )p u v  noktasında oluşan   sabit Lorentz açısı için 

(2.10),  (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

 

1

2 2

2 2

1

( )

cosh .

2 ( ) ( )

 



   
     

   
n

du dv
cx ' u

dt dt

du du dv dv
cx ' u c x u

dt dt dt dt

                                              (4.2.4)  
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Buradan 2M üzerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi aşağıdaki eşitlikle 

verilir.  

  2 2 2 2 2 2 2 2

1 1cosh ( ) ( ) ( ) 2 ( )sinh sinh 0.    n

dv dv
x u c c x' u cx' u

du du
                     (4.2.5) 

Zamansal meridyene sahip II. tip zamansal helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal 

loksodrom için  (4.2.5)  denkleminin genel çözümü: 

  
 

0

2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2

1

2 ( )sinh sinh 2 ( ) ( ) 1
( )

2cosh ( ) 2 ( )

u
n

u n

cx ' x c x '
v u d

x c c x '

    


  

   


 
                                          

eşitliğiyle verilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Açıklama 4.2.  (2.15) denkleminde  1x  sabit bir fonksiyon ise 2M  yüzeyi II. tip zamansal 

dik helikoidal yüzey olur. Bu yüzey 
2M


 ile gösterilecektir.  

Sonuç 4.1. 
2 ,M
  1  nE  de yer denklemi (2.15) ile verilen zamansal dik helikoidal yüzey 

olsun. Bu durumda bu yüzey üzerindeki 2 2( ) ( , ( ))


u u v u   zamansal loksodromun 

denklemi  2 1 2 2( ) ( ), ( ),..., ( ), ( )sinh ( ), ( )cosh ( )n n nu x cv u x u x u x u v u x u v u
    ile verilir. 

Burada 1,  x  sıfırdan farklı sabitler olmak üzere ( )v u  fonksiyonu aşağıdaki formdadır. 

0

2 2
( ) tanh .

( )
 



u

u n

d
v u

x c





                                                                                        

(4.2.6) 

İspat: (4.2.3) eşitliği ile verilen denklemde  1 ( ) 0x' u   ifadesi kullanılırsa, 

 
0 0

2 2

2 2 2 2 2

sinh 2 ( )
( ) tanh

2cosh ( ) ( )


   

 
 

  
 

  

u u

n

u un n

x c d
v u d

x c x c
 

elde edilir. 

Böylece istenilen sonuca ulaşılır.  

Açıklama 4.3. 
2 ,M
  1  nE  de yer denklemi (2.15) ile verilen zamansal dik helikoidal yüzey 

olsun. Zamansal loksodrom ile zamansal meridyen arasındaki açı 0   ise loksodrom ile 

meridyen çakışır. 
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Sonuç 4.2. 
2 ,M
  1  nE  de zamansal dik helikoidal yüzey olsun. Bu durumda  

2M


yüzeyindeki 0u ve
1u  noktaları arasındaki loksodrom eğrisinin yay uzunluğu aşağıdaki 

denklemle verilir:   

1 0 .
cosh

u u
l




                                                                                                                     (4.2.7) 

Burada,   sabittir. 

İspat: 
2M


üzerinde alınan bir eğrinin 0u  ve 
1u  noktaları arasındaki yay uzunluğu (2.6) 

denklemi kullanılarak aşağıdaki şekilde verilir:                                                               

 
1

0

2

2 21 ( ) .
 

     
 

 

u

n

u

dv
l x c du

du
                                                                                (4.2.8) 

Bu eşitlikte (4.2.5) denkleminden elde edilen 
2 2

tanh

( )n

dv

du c x u





  ifadesi yerine yazılırsa 

aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 
 

1

0

2
2 2 1 0

2 2

tanh
1 ( ) .

cosh( )

u

n

u n

u u
l x c du

x c







    


  

4.3. Zamansal Meridyene Sahip III. Tip Zamansal Helikoidal Yüzeyler Üzerindeki 

Zamansal Loksodromlar 

(2.20) denklemi  ile verilen 3M   helikoidal yüzeyi ele alınsın. 3M  yüzeyinin zamansal 

profil eğrisi 3 ün birim hızlı olduğu varsayılsın. Yani,

2 2

1 3 1( ) ( ) ... 2 ( ) ( ) 1n nx u x u x u x u
        olur. Böylece 3M  helikoidal yüzeyin indirgenmiş 

metriği: 

2 2 2 22 ( ) 2 ( )n nds du cx u dudv x u dv                                                                              (4.3.1) 

şeklindedir. 3M  helikoidal yüzeyinin  zamansal olması için gerek ve yeter şart her 

u I R    için 2 2 2 22 ( ) ( ) 0n nEG F x u c x u       olmasıdır.  

Teorem 4.3. 1  nE de (2.20) denklemi ile verilen 3M
 
III. tip zamansal helikoidal yüzey 

üstündeki  3 3( ) , ( )u u v u   loksodromunun  parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde verilir: 
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2

3 1 1 2 3 3 2 2 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) .n n n n n n n nu x u e v u x u e x u e x u e x u v u x u cv u x u               

(4.3.2) 

Burada,   ve c  sabit olmak üzere,  

 

0

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( )sinh sinh 2 ( ) 2 ( )
( )

4 ( )cosh 2 ( )

u
n n n

n nu

cx ' c x ' x
v u d

x c x '

 



    


  

                                        (4.3.3) 

şeklindedir.          

İspat. 
1  nE de (2.20) denklemi  ile verilen 3,M

 
III. tip zamansal helikoidal yüzey üzerindeki 

loksodrom eğrisi  3 3( ) ( ), ( )t u t v t    olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile 

zamansal meridyenin kesiştiği 3 3( , )p u v  noktasında oluşan   sabit Lorentz açısı için 

(2.10), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

2 2

2

( )

cosh .

2 ( ) 2 ( )

n

n n

du dv
cx ' u

dt dt

du du dv dv
cx ' u x u

dt dt dt dt




 

   
    

   

                                                                   (4.3.4)  

Buradan  3M  üzerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi aşağıdaki eşitlikle 

verilir.  

 
2

2 2 2 2 2 22 ( )cosh ( ) 2 ( )sinh sinh 0.
 

    
 

  n n n

dv dv
x u c x ' u cx ' u

du du
                        (4.3.5) 

Zamansal meridyene sahip III. tip zamansal helikoidal yüzeyler üzerindeki zamansal 

loksodrom  denkleminin genel çözümü: 

 
 

0

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( )sinh sinh 2 ( ) 2 ( )
( )

4 ( )cosh 2 ( )

u
n n n

n nu

cx ' c x ' x
v u d

x c x '

 



    


  

                                                             

eşitliğiyle verilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Açıklama 4.3.  Zamansal meridyene sahip III. tip zamansal helikoidal yüzey için  nx  sabit 

olamayacağından III. tip dik zamansal helikoidal yüzey oluşmaz.   

Örnek 4.1.  1

nE  uzayında ( )1 1 3 nβ (u)= x (u ),0,x (u ),...,x (u )  birim hızlı uzaysal profil eğrisi 

olsun. Buradan 
1M  zamansal helikoidal yüzeyinin parametrizasyonu aşağıdaki şekildedir. 
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 1 1 1 3 1( , ) ( )cos , ( )sin , ( ),..., ( ), ( ) . n nu v x u v x u v x u x u x u cv  

Teorem 3.1 de verilen (3.1.3) denkleminde 1( ) sinx k   alınırsa  

0

2 2 2

1
( ) ( , ),  0 1

2sinh sin

u

u

d
v u F u k k

c k



 
    


                                                  (4.3.6) 

eşitliği elde edilir. (4.3.6) eşitliği birinci tip eliptik integraldir (bkz. Byrd ve Friedman, 

1954).  

Böylece 
1  nE uzayında 1M  zamansal helikoidal yüzey üstündeki zamansal loksodromunun  

parametrizasyonu  aşağıdaki şekilde bulunur: 

 1 1 1 3 1( ) ( )cos ( ), ( )sin ( ), ( ),..., ( ), ( ) ( ) .n nu x u v u x u v u x u x u x u cv u    

Burada ( ),v u  (4.3.6) denklemi ile verilmiştir. 
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