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olarak sunulmadigini beyan eder, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak
kayiplarin1 kabullendigimi beyan ederim.
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MINKOWSKI n—UZAYINDAKI ZAMANSAL HELIKOIiDAL YUZEYLER
UZERINDEKI ZAMANSAL LOKSODROMLARIN KARAKTERIZASYONLARI

ZEHRA OGE
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LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI: Dog. Dr. Murat BABAARSLAN
IKINCI DANISMAN: Dr. Ogr. Uyesi Burcu BEKTAS DEMIRCI

Bu tez galismasinda; Minkowski n —uzayindaki I. tip, Il. tip ve Ill. tip zamansal helikoidal yiizeyler
iizerindeki zamansal loksodromlarin karakterizasyonlart calisilmistir. Bu ¢aligmanin birinci
boliimiinde; loksodromlarin tanimindan, 6neminden ve tarihsel gelisiminden bahsedilmistir. Ayrica
loksodromlarla ilgili yapilan bazi calismalarin tarihsel 6zeti verilmistir. Ikinci boliimde; Minkowski
n— uzayindaki egri ve ylizeyler ile ilgili bazi temel tanimlar ve formiiller verilmistir. Ayrica
Minkowski n—uzayindaki ti¢ tip helikoidal yilizeyin parametrizasyonlari1 verilmis ve birinci temel
form katsayilar1 hesaplanmistir. Uciincii boliimde; uzaysal meridyene sahip zamansal helikoidal
ylizey tizerindeki zamansal loksodromlarin diferansiyel denklemleri elde edilerek genel ¢oziimleri
olusturulmustur. Minkowski n—uzayinda uzaysal meridyene sahip sadece I. tip zamansal dik
helikoidal yiizeyler vardir. Bu nedenle yalnizca bu ylizeyler iizerindeki zamansal loksodromlarin
parametrizasyonlar1 ve yay uzunluklar1 elde edilmistir. Tezin dordiincii boliimiinde; benzer sekilde
zamansal meridyene sahip zamansal helikoidal yiizey lizerindeki zamansal loksodromlar belirleyen
diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimleri bulunmustur. Minkowski n— uzayinda zamansal
meridyene sahip sadece II. tip zamansal dik helikoidal ylizeyler vardir. Bu nedenle yalnizca bu
yiizeyler lizerindeki zamansal loksodromlarin parametrizasyonlar: belirlenmistir ve yay uzunluklari
elde edilmistir. Son olarak elde edilen sonuglarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bir 6rnek verilmistir.
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ABSTRACT

MASTER THESIS

THE CHARACTERIZATIONS OF TIME-LIKE LOXODROMES ON TIME-LIKE
HELICOIDAL SURFACES IN MINKOWSKI n-SPACE

ZEHRA OGE
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SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: Assoc. Prof. Dr. Murat BABAARSLAN
CO-SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Burcu BEKTAS DEMIRCI

In this thesis; the characterizations of space-like loxodromes on type I, type Il and type IlI
on time-like helicoidal surfaces in Minkowski n—space are studied. In the first part of this
study; the definition, importance and historical development of loxodromes are given. In
addition, a historical summary of some studies on loxodromes is given. In the second
chapter; some basic definitions and formulas about curves and surfaces in Minkowski n —
space are given. In addition, the parametrizations of three types of helicoidal surfaces in
Minkowski n— space are given and the coefficents of first fundamental form are
calculated. In the third part; the differential equations of the timelike loxodromes on the
timelike helicoidal surface with the spacelike meridian are obtained and their general
solutions are obtained. In Minkowski n—space, there are only timelike right helicoidal
surfaces of type | which have spacelike meridians. Therefore, only the parametrizations
and arc-lengths of the timelike loxodromes on these surfaces have been obtained. In the
fourth part of the thesis; similarly, general solutions of differential equations determining
timelike loxodromes on timelike helicoidal surface which have timelike meridians are
found. In Minkowski n—space, there are only timelike right helicoidal surfaces of type 1l
which have timelike meridians. Therefore, only the parametrizations of the timelike
loxodromes on these surfaces are determined and the arc-lengths are obtained. Finally, an
example is given to better understand the results which are obtained.
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SIMGELER

Bu ¢aligmada kullanilmis simgeler agiklamalari ile birlikte asagida verilmistir.

Simgeler
E;

En

Aciklamalar

Minkowski n—uzay1

Euclid n—uzay1
Reel sayilar kiimesi

Vektor uzayi

Skalar carpim
Norm

Profil egrisi

Diizlem

Hiperdiizlem

Helikoidal yiizey
Dik helikoidal yiizey

Isaret matrisi

Birinci temel form katsayilari
Helikoidal yiizey iizerindeki loksodrom egrileri
Dik helikoidal yiizey tizerindeki loksodrom egrileri

Yay uzunlugu



1. GIRIS

Loksodrom diger adiyla kerte hatt1 (ing. rhumb line) diinya iizerindeki tiim
meridyenleri sabit ac1 ile kestigi varsayilan egrilerdir. Bu egri ilizerindeki her noktanin
kuzeyle yaptig1 ac1 sabit kaldig1 icin bu egriye “sabit pusula acisi1 altinda gidilen yol” da
denir. Loksodrom; kerte hattinin Latince’de ki karsiligidir ve geometride kullanilan ismidir
(Alexander, 2004). Gemiler seferlerini bu loksodrom egrisi tizerinde yani sabit kuzey agis1
yoniinde yaparlar. Seyriiseferde 06zellikle denizcilikte rotanin  gilincellenmesini
gerektirmediginden loksodromlar sikg¢a kullanilir ve navigasyon igin ¢ok Onemlidir.

Dolayisiyla ugak pilotlar1 ve gemi kaptanlari tarafindan bilinmelidir (Alexander, 2004).

Geometri alaninda bircok matematik¢i farkli uzaylarda farkli ylizeyler iizerinde
tanimlanan loksodromlar {izerinde calismislardir ve literatiirde bu konuyla alakali ¢ok
sayida calisma bulunmaktadir. 1905 yilinda Noble, Euclid 3—uzayinda donel yiizeyler
tizerindeki loksodromlarin diferansiyel denklemini bulmustur. Ayrica kiire iizerindeki
loksodromlarin stereografik ve merkatér izdiisimiini kullanarak sirasiyla logaritmik
spirallere ve dogrulara karsilik geldigini géstermistir (Noble, 1905). Kos, Vranic ve Zec,
kiire {izerindeki loksodromlarin yay uzunluklarini hesaplamigtir (Kos vd., 1999). Dénel
elipsoid (ing. sphereoid) iizerindeki loksodromlarin yay uzunluklari ise Petrovic tarafindan
bulunmustur (Petrovic, 2007). Minkowski 3—uzayinda doénel yiizeyler {izerindeki uzaysal
loksodromlarin parametrizasyonlari Babaarslan ve Yayli (Babaarslan ve Yayli, 2014),
zamansal loksodromlarin parametrizasyonlari ise Babaarslan ve Munteanu tarafindan elde

edilmistir (Babaarslan ve Munteanu, 2015).

Minkowski 3— uzayinda helikoidal yiizeyler iizerindeki zamansal loksodromlar
Babaarslan ve Kayacik tarafindan calisilmistir (Babaarslan ve Kayacik, 2017). Ayrica,
Babaarslan ve Kayacik, Minkowski3— uzayinda helikoidal yiizeyler {izerindeki uzaysal

loksodromlarin diferansiyel denklemini bulmustur (Babaarslan ve Kayacik, 2020).

Babaarslan, Euclid 4— uzayinda helikoidal yiizeyler iizerindeki loksodromlarin
denklemlerini hesaplamistir (Babaarslan, 2019). Daha sonra Babaarslan tarafindan bu
problem yiiksek boyutlu Euclid uzayindaki helikoidal yiizeyler igin ¢alisilmistir
(Babaarslan, 2020).



Selvi, Minkowski 4— uzayindaki uzaysal donel yiizeyler tizerindeki uzaysal
loksodromlarin denklemlerini bulmustur (Selvi, 2020). Ayrica, Babaarslan ve Giimiis,
Minkowski 4 — uzayindaki zamansal donel ylizeyler lizerinde uzaysal ve zamansal
loksodromlarin parametrizasyonlarmi elde etmistir (Babaarslan ve Giimis, 2021). Bu
caligmalar sayesinde Minkowski 4 —uzayindaki donel yiizeyler {izerindeki loksodromlarin

karakterizasyonu tamamiyle elde edilmistir.

Minkowski 4 — uzayindaki donel yiizeyler kullanilarak Babaarslan ve Sonmez
tarafindan helikoidal yiizeylerin yer vektorleri elde edilmistir. Ayrica, bu ¢alismada
dejenere olmayan helikoidal yiizeyler tizerindeki loksodromlarin denklemleri bulunmustur

(Babaarslan ve Sonmez, 2021).

Babaarslan, Demirci ve Geng, (Babaarslan ve So6nmez, 2021) calismasindan
yararlanarak Minkowski n— uzayindaki helikoidal yiizeylerin denklemlerini elde
etmiglerdir. Ayrica dejenere olmayan bu yiizeyler iizerindeki uzaysal loksodromlar
belirleyen denklemleri elde etmislerdir (Babaarslan, Demirci ve Geng, 2020).

Bu tez ¢alismasinda, Babaarslan, Demirci ve Geng tarafindan 2020 yilinda yapilan
caligmada elde edilen Minkowski n-— uzayindaki 1. tip, Il. tip ve Ill. tip zamansal
helikoidal yiizeyler {izerindeki zamansal loksodromlarin belirlenmesi problemi iizerine
caligilacaktir. Bu amagla ilk olarak uzaysal meridyene sahip zamansal helikoidal yiizeyler
tizerindeki zamansal loksodromlara ait diferansiyel denklemler belirlenmistir. Daha sonra
bu denklemler kullanilarak zamansal loksodromlarin parametrizasyonlari elde edilmistir.
Ayrica 6zel bir durum olarak zamansal dik helikoidal yiizeyler iizerindeki zamansal
loksodromlarin yer vektorleri belirlenerek uzunluklari hesaplanmistir. Calismanin geri
kalan kisminda da zamansal meridyene sahip zamansal helikoidal yiizeyler {izerindeki

zamansal loksodromlar galisilmistir ve galismay1 desteklemek igin bir 6rnek verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde Minkowski n— uzayr E] deki bazi temel tanim ve teoremler

verildikten sonra E; deki helikoidal yiizeylerin parametrizasyonlar: elde edilecektir.

Tamm 2.1. V, sonlu boyutlu reel vektér uzayr olmak iizere, <-,->:V xV —[] bilineer
fonksiyonu Vv u,veV igin <u,v>:<v,u> esitligini sagliyorsa <,> ye V iizerinde bir
simetrik bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2. (,-) fonksiyonu V vektdr uzaymda bir simetrik bilineer form olsun. Bu

durumda,

I.VveV,v=0 icgin <V,V> >0 ise <-, > bilineer formuna pozitif tanimli,
ii.vVveV,v=0 igin <V,V> <0 ise (-, > bilineer formuna negatif tanimli,

iii. vueV,v=0 igin (u,v)=0 ise (--) bilineer formuna dejenere olmayan form denir

(O°Neill 1983),

Tamm 2.3. V bir reel vektér uzayr olmak iizere <,> :VxV —[ seklinde tanimlanan
simetrik, bilineer ve dejenere olmayan doniisiime V tizerinde skalar ¢arpim ve V vektor

uzayina da skalar ¢arpim uzayi denir (O’Neill, 1983).

Tanmmm 2.4. V bir skalar ¢arpim uzayr olsun. Bu durumda <,>M W xW —[] olacak
sekilde negatif tanimli en biiylik boyutlu W alt uzayinin boyutuna (-, > skalar ¢arpiminin
indeksi denir. Buradaki <,> skalar carpimimin indeksi, 0<v<boyV olmak {iizere V
degerine esittir (O’Neill, 1983).

Tanmmm 2.5. 0<v<n olmak lizere ne¥ igin, []" lizerinde,

n

<X| Y>=ri\ixiyi_ z X;Yj (2.1)

j=n-v+1

esitligiyle verilen metrik tensor ile elde edilen uzaya yari-Euclid uzay: denir ve E] ile

gosterilir (O’ Neill, 1983).



Tamm 2.6. E] yari-Euclid uzayinda v =0 olursa bu uzaya Euclid n—uzay:1 denir ve E"

ile gosterilir. Eger n>2 ve v=1 ise bu uzaya Minkowski n— uzay1 denir ve E] ile

gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.7. <,> doniisimii Minkowski n—uzayinda skalar ¢arpimi ifade ederken, E;

deki herhangi bir u vektoriiniin koszul karakteri asagidaki sekilde belirlenir. Eger,

i. u=0 yada <u,u>>0 ise u vektoriine uzaysal,
ili. <u,u><0 ise u vektoriine zamansal,

iii. u=0 iken <u,u>=0 ise u vektoriine 1s1ksal vektor denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.8. u ve v E] de herhangi iki vektdr olmak iizere bu iki vektor igin, <u,v>=0

oluyorsa bu iki vektor Lorentz anlaminda birbirine diktir denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.9. u vektoriiniin E; deki normu asagidaki sekilde tanimlanir:

Jull=[{u,u)f? 2.2)

Burada |u|=1 olursa u ya birim vektor denir (O’Neill, 1983).

Ac¢iklama 2.1. E] uzaymm bir ortonormal bazi {e,e,,...,e,} olmak iizere asagidaki

esitlik yazilabilir.

<ei’ej>=§ij:ui' (2.3)
1i=]j 1 (e.,)>0

Burada; & =4 . Vve w=(e.8)= (€. dir (O’Neill, 1983).
0,i#]j -1, (e,&)<0

Tanmm 2.10. a:1 <0 —E] olmak iizere o egrisinin her noktasinda «'(t) =0 ise bu

egriye diizgiin egri denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.11. «: 1 <[] — E] olmak {izere diizgiin bir egri olsun. Bu durumda,

I. a'(t) uzaysal vektor ise «(t) egrisi uzaysal,
li. a'(t) zamansal vektor ise «a(t) egrisi zamansal ,

I, «'(t) 151ksal vektor ise a(t) egrisi 1siksaldir denir (O’Neill, 1983).



Tamm 2.12. ¢:M — E], M yari-Riemann yiizeyinden E; uzayma giden izometrik bir

daldirma olsun. M yiizeyi iizerindeki bir p=¢(u,v) noktasindaki teget diizlemi

T,M =span{g,,@,} olmak iizere M nin birinci temel formu,

ds® = Edu?® + 2Fdudv + Gadv? (2.4)

esitligiye tanimlanir. Burada

E=<5_¢,5_(P>, Fo(92 09\ e G=<a_¢’a_¢> (2.5)
ou ou ou ov oV oV

M nin birinci temel form katsayilaridir (O’Neill, 1983).

Aciklama 2.2. E] uzaymndaki ¢ =¢(u,v) parametrizasyonu ile verilmis bir M yiizeyinin,

uzaysal bir yiizey olmas: i¢in gerek ve yeter kosul EG —F? >0 olmas1 iken, zamansal bir

ylizey olmasi igin gerek ve yeter kosul EG—F? <0 olmasidir. EG—F? =0 ise yiizey
dejeneredir. (O’Neill 1983).

Bu tez ¢alismasi boyunca dejenere olmayan ylizeyler iizerinde galigilacaktir.

Tamm 2.13. E] uzayinda ¢=¢(u,v) parametrizasyonu ile verilmis M yari-Riemann
yiizeyl Uzerindeki i1siksal olmayan egrinin u, ve u, noktalar1 arasindaki yay uzunlugu

asagidaki denklemle ifade edilir:

Uy 2
1= PP e il
Uy d

u du
(O’Neill, 1983).

du (2.6)

Tanim 2.14. E] uzayinda ¢ = ¢(u,v) parametrizasyonu ile verilmis bir M yari-Riemann
yiizeyi ele alinsin. Bu parametrizasyonda, u sabit fonksiyonsa ¢, (v) =g(u,,v) seklinde
tanimlanan egriye V-parametre egrisi (paralel) denir. v sabit fonksiyonsa ¢, (u) = ¢(u,v,)
egrisine U-parametre egrisi (meridyen) denir. (O’Neill 1983).

Tanmm 2.15. E] de x ve y vektorleri arasindaki ac1, bu vektorler ile bunlarin gerdikleri
alt vektor uzayinin kozsul karakterine gore asagidaki gibi tanimlanir:

I. Uzaysal alt vektdr uzaymi geren X Ve y uzaysal vektorleri arasindaki € e[0,27]

Lorentz uzaysal agist:



(x.y) =[x|lylcoso (27)
esitligiyle verilir.
Il. Zamansal alt vektor uzayini geren x ve y uzaysal vektorleri arasindaki & € R* Lorentz

zamansal agisi:

(% y)|=Illlyllcosh & (28)
esitligiyle verilir.

iii. X zamansal ve y uzaysal vektorleri arasindaki 8 € R* {0} Lorentz zamansal agisi:

[ y)| =IXllyllsinhe (2.9)
esitligiyle verilir.
Iv. X ve y zamansal vektorleri arasindaki @ e R* Lorentz zamansal agist:

(x,y)=|x|[y]coshé (2.10)

esitligiyle verilir (Ratcliffe, 2006).

Tamm 2.16. E] uzayinda P, diizlem ve @, isaret matrisi olmak {izere P diizlemini sabit

birakan A donme matrisi asagidaki sartlar1 saglar:

I. detA=1

i. ADA=D

iii. AP=P (Ratcliffe, 2006).

Tamm 2.17. H c E] olmak iizere H hiperdiizleminde, #:1 — H egrisi diizgiin bir egri
olsun. P, H hiperdiizleminde (n-2)— boyutlu bir diizlem olmak tiizere, S  profil
egrisinin P diizlemi etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yilizeye E; de bir donel yiizey

denir. B profil egrisi P diizlemi etrafinda dondiirtildiigiinde es zamanli olarak donme hizi
ile 6teleme hiz1 orantili olacak sekilde P diizlemine paralel bir [ ekseni boyunca ételenirse

olusan yiizeye E; de bir helikoidal yiizey denir (Babaarslan vd., 2021).

Bu tanima gore E; uzayinda ti¢ farkl helikoidal yiizey vardir:



I. Tip Helikoidal Yiizey

E] uzaymin standart ortonormal bazi {el,ez,...,en} olsun. H, hiperdiizlemi
span{e,e,,...,e,}, P dizlemi span{e,e,,...,e,} ve P, diizlemine paralel |, dogrusu

span{e,} olsun. Bu durumda P, zamansal diizlemini sabit birakan dénme matrisi

[cosv —sinv 0 --- 0 O
sinv cosv 0O --- 0 O
0 0 1 - 00
. . .., 0<v<2rx

0 0 0O -~ 01
ile verilir.
H, hiperdiizleminde uel cll ve Xl(u);tO olmak iizere profil egrisi olarak birim hizli

Bo(u)=(%(u),0,% (U)X, (u), X, (u)) egrisi almsin, yani
XZU)+ X7 (U) +..+ X7, (U) =X 2(u)=e==1 seklindedir. Bu durumda cel” ve

Ve [O, 27[) olmak iizere I. tip helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu asagidaki sekilde

elde edilir:
[cosv —sinv 0 - 0 O] x(u) | 0]
sinv cosv 0 --- 0 O 0 0
awn =] 10 T el
0 0 0 1 X1 (U)
0 0 0 - 0 1] x(u), 1]
M, 1 ¢, (u,v) = (x (u) cosv, X, (U)sinV, X, (U),..., X, (), X, (u) +cv). (2.11)

(2.11) denklemi ile verilen (ol(u,v) nin u ve v ye gore kismi tiirevleri asagidaki sekilde

hesaplanir:
(@), = (x(u)cosv, x| (u)sinv, x;(u),..., X, ; (u), X, (u)), (2.12)
(@), = (=x (u)sinv, x (u)cosv,0,...,0,c). (2.13)



Boylece, M, yiizeyinin birinci temel form katsayilari asagidaki sekilde bulunur:
E=¢ F=-cx(u), G=x(u)-c’. (2.14)

(2.11) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi zamansal oldugundan,
EG-F? =&x’(u)—c*(¢+x(u)) <0 diir. Ayrica (2.11) denkleminde x_ sabit fonksiyon

olarak alinirsa M, I. tip dik helikoidal yiizey olur (Babaarslan vd., 2021).

I1. Tip Helikoidal Yiizey
H, hiperdiizlemi span{e,e,.e,,....e, ,.6}, P, dizlemi span{e.e,,....e,,} ve P,

diizlemine paralel I, dogrusu span{e,} olsun. Bu durumda P, uzaysal diizlemini sabit

birakan hiperbolik donme asagidaki hiperbolik donme matrisi ile verilir.

1.0 0 - 0 0

01 0 0

0 01 0 0

.. . , vel
0 0 0 --- coshv sinhv
|10 0 0 .-~ sinhv coshv |

H, hiperdiizleminde, ue |l < ve X, (u) # 0 olmak tizere profil egrisi olarak birim hizl
B, (u) = (xi(u),xz (u),...,Xn_2 (u),O, xn(u)) egrisi ele alinsin, yani
X2 (U) + %2 (U) +...+ X2, (U) =X ?(u) =& =+1 seklindedir. Bu durumda cell” ve vell

olmak iizere Il. tip helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu asagidaki sekilde elde edilir:

i 0 - 0 0 ]| x(u) 1]
1 0 0 X, (u)
%(u’v) _ 0 0 0 5 .y 0 |
oo e : X, (U) :
0 0O coshv sinhv 0 0
0 0 0 - sinhv coshv || x,(u) | 0]
M, : @, (U, V) = (X, (U)+Cv, X, (U),..., X,_,(u), X, (u)sinh v, x, (u) coshv). (2.15)

(2.15) denklemi ile verilen ¢, (u,v) nin u ve v ye gore kismi tiirevleri asagidaki

sekilde hesaplanir:



(,), = (X ), x5 (u),...,x' ,(u),x (u)sinhv, x’ (u)coshv), (2.16)
(¢,), =(¢,0,...,0,x,(u)coshv, x, (u)sinhv). (2.17)
Boylece M, nin birinci temel form katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur:

E=¢, F=cx(), G=x(u)+c’ (2.18)

(2.15) denklemi ile wverilen M, helikoidal yilizeyi zamansal oldugundan,
EG-F?=&x?(u)+c’(e—x*(u)) <O tiir. Ayrica (2.15) denkleminde x, sabit fonksiyon

olarak alinirsa M, 1l. tip dik helikoidal yiizey olur (Babaarslan vd., 2021).
I11. Tip Helikoidal Yiizey
{el,ez,es,...,en}, E] uzaymin ortonormal bazi olsun. Bu durumda E] uzayr icin

{e,8,....8, 5,4, 1., } yari-ortonormal bazi asagidaki sekilde bulunur:

go=ntm g0 a1)ves=tath_

1 1
N N/
Burada <§n—1’§n—1>:<§n’§n>zo ve <§n—1’§n>:_l dlr

(0,0,..,11). (2.19)

H, hiperdiizlemi span{ee,,...,e, ,,&.& ), P dizlemi span{e.e,,....e, ,. &} ve |,

©1Cn_2s

dogrususpan{& .} olsun.
T (61)=el, T (ez):ez +\/§V§n—1’ T (63)=93, e T (égn) :\ﬁvez +V2§n—l+§n

seklinde tanimlanan T doniisiimii ortogonaldir ve P, dejenere diizlemini degismez birakir.

By(U) =% (u)e+ % (u)e;+...+ %, (u)e,, +Xx, (u)e, egrisi ele alnirsa, e, , = S~ ny , €, = Snat ey

2T

denklemlerinden

ﬂs(u) :Xi(u)el+X3(U)ea’+...+[xn (u)—Xn_l(U)anl +(X_"(u)+xn—1(u)J§n

olarak yazilir. Bu ifadede % (4) =% (u) =X, (u) ve — (u)+%5(u) =X, (u) seklinde

isimlendirilirse asagidaki esitlik elde edilir:



Bs(u) =x (u)e+x(u)eg,+...4+ %, (U) &, +x, (U)S,

Profil  egrisi  olarak  birim  hizh ﬂg(u), X, (u) #0 egrisi  alinsin  yani
X2 (U) + X2 (U) +...—2X_, (U)X (u) = & seklindedir. Bu durumda IlI. tip helikoidal yiizeyin
parametrizasyonu,

M3 : €03 (U, V) = Xl(u)el + \jzvxn (U)ez + X3(U)e3 ot Xn—2 (u)ean + (Xn—l(u) +V2Xn (U) +CV)§n—l + Xn (u)é:n
(2.20)

ile verilir ve burada ¢ >0 dir.

®, (U,V) nin u ve v ye gore kismi tiirevleri sirasiyla:

(@) =X (U)e, + V20X, (U)e, + X4 (U)e; + ...+ X1, (U)E,, + (%) 4 (U) +V X (W)E,, + X (W),
(2.21)

(2, =2, (U)e, + (2v%,(W) +)¢, (2.22)
seklinde hesaplanir. Buradan M, iin birinci temel form katsayilari asagidaki esitliklerle
verilir.

E=¢, F=—cx(u), G=2x(u). (2.23)
(2.20) denklemi ile wverilen M, helikoidal ylizeyi zamansal oldugundan

EG—F?=2&x?(u)—c?x’?(u) <0 dir. Ayrica (2.20) denkleminde x. sabit fonksiyon

olarak alinirsa M, yiizeyi Ill. tip dik helikoidal yiizey olur (Babaarslan vd., 2021).

Aciklama 2.3. (2.11), (2.15) ve (2.20) yiizey denklemlerinde ¢=0 alinirsa helikoidal

yiizeyler E; deki donel yiizeylere karsilik gelir.

Tanimm 2.18. M, E; uzayinda dejenere olmayan bir helikoidal yiizey olmak iizere, M

yiizeyi tizerindeki biitiin dejenere olmayan meridyenleri (U—parametre egrileri) sabit ag1

ile kesen egriye loksodrom denir.

a(t) =p(u(t),v(t)), M yari-Riemann yiizeyi iizerindeki zamansal bir egri olsun. Bu

durumda &'(t) =@, u'(t) +¢V'(t) olmak iizere asagidaki esitlikler elde edilir.
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, ey [ du 2 du dv dv)
(a (t),a(t))-E(Ej +2FEE+G(E] <0, (2.24)

du dv
(1), =E—+F—. 2.25
((t). o) pm pm (2.25)
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3. E] DE UZAYSAL MERIDYENE SAHIP ZAMANSAL

HELIiKOIDAL YUZEYLER UZERINDEKI ZAMANSAL
LOKSODROMLAR

Bu boliimde sirasiyla uzaysal meridyene sahip 1. tip, I1. tip ve I11. tip zamansal helikoidal
yiizeyler tizerindeki zamansal loksodromlarin diferansiyel denklemleri olusturulacaktir.

3.1. Uzaysal Meridyene Sahip I. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler Uzerindeki
Zamansal Loksodromlar

(2.11) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi ele alinsin. M, yiizeyinin uzaysal
profil  egrisi B in  birim  hizh  oldugu  varsayilsin.  Yani,

X 2(U)+ % 2(U) +..+ X2, (U) = x 2 (u) =1 olur.

Boylece M, helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigi

ds® = du® —2cx ' (u)dudv + (xZ(u) —c?)dv? (3.1.1)

seklindedir. M, helikoidal yiizeyinin zamansal olmas:i i¢in gerek ve yeter sart her

uel cR i¢in EG-F?=x’(u)—c? (1+ xn'z(u))<0 olmasidir.

Teorem 3.1. E; de (2.11) denklemi ile verilen M, L. tip zamansal helikoidal yiizey

iistiindeki ¢ (U) = ¢, (u,v(u)) loksodromunun parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

o, (u) = (% (u) cosv(u), X, (u)sinv(u), X;(u),..., X, (u) +cv(u)). (3.1.2)

Burada, @ ve c sifirdan farkli sabitler olmak tizere

o euj W (3.1.3)
veya
sinh’ (] (£) - ¢ ) +¢*%? (&) #0 igin,
e s
seklindedir.
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Ispat. E! de (2.11) denklemi ile verilen M, I. tip zamansal helikoidal yiizey iizerindeki
loksodrom egrisi ¢ (t) = ¢ (u(t),v(t)) olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile

uzaysal meridyenin kesistigi P, =¢,(U,V) noktasinda olusan @ sabit Lorentz agis1 igin

(2.9), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

du_ ., dv

X, (u)i
sinhg=1+ at dt (3.1.5)

du’ Ladudv o, dvz.
\/_(dtj +20x] (u)aa+(c —xl(u))(dtj

Buradan, M, iizerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki esitlikle

verilir.
AN 2 2 2,12 dv)’ 2 po dv 2
(smh 0(x (u)—c*)+c*x, (u)) — | —2ccosh? @x.' (u) — +cosh? & =0. (3.1.6)
du du

Bu durumda diferansiyel denklemin ¢oziimiiyle ilgili asagida verilen iki durum olusur:

1. Durum: sinh®@(x? (u)—c®)+c’x'?(u) =0 ise  (3.1.6) denklemi av__ 1
du 2cx, (u)

12

denklemine indirgenir. Diger taraftan sinh® @(x’(u) —c*)+c’x'?(u) =0 denkleminden

sinhéufcz— (u . :
X' (u)y=+ X (U) elde edilir. M, helikoidal yilizeyinin zamansal olmasi
c

olarak

c?—x?(u) >0 olmasii gerektirir. Bu durumda, Vv(u)=x=

1 i‘[ dé
2sinh @ ; \/CZ —x2(&)
bulunur.

2. Durum: sinh20(xf(u)—c2)+c2xn'2(u);tO ise uzaysal meridyene sahip Ltip zamansal

helikoidal ylizeyler iizerindeki zamansal loksodrom icin (3.1.6) denkleminin genel

¢Ozimii:

s 2ccosh? 0x, (£) £ sinh? 20(c* (x2(£) +1)- (&)
v(u) = | . d
2sinh’ 0(x. (£)—¢*) + 26°%,2 (&)

Uo

esitligiyle verilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ayrica (2.11) denkleminde x, sabit bir fonksiyon ise M, yiizeyi l.tip dik helikoidal

yiizey olur. Bu yiizey M, ile gosterilecektir.

Sonu¢ 3.1. M, , E] de yer denklemi (2.11) ile verilen zamansal dik helikoidal yiizey
olsun. Bu durumda bu yiizey iizerindeki o (u)=¢,(u,v(u)) zamansal loksodromun
denklemi all(u)=(x1(u)cosv(u),xi(u)sinv(u),x3(u),...,xn(u)+cv(u)) ile verilir. Burada

0, X, sifirdan farkli sabitler olmak tizere v(u) fonksiyonu asagidaki formdadir.

(3.1.7)

v(u) =+cothéd
Ix/ -X3 (&)

Ispat: (3.1.4) esitligi ile verilen denklemde X.'(u) =0 ifadesi kullamilirsa,

r sinhzeafcz— :
V() = [ N Xiz(‘f) dé = +coth ej elde edilir.
2 2sinh? 0(c* =X (&)) e —x1(<§
Ayrica M1L helikoidal yiizeyi zamansal oldugundan c® —x?(u) >0 diir. Boylece istenilen

sonuca ulasilir.
Sonu¢ 3.2. M, , E; de zamansal dik helikoidal yiizey olsun. Bu durumda M,
yiizeyindeki U, ve u, noktalar1 arasindaki loksodrom egrisinin yay uzunlugu asagidaki

denklemle verilir:

_ %Yo

) 3.1.8
sinh @ ( )

Burada, @ =0 sabittir.

Ispat: M, iizerinde alan bir egrinin U, Ve U, noktalar1 arasindaki yay uzunlugu (2.6)

denklemi kullanilarak asagidaki sekilde verilir:

I=J£\/1+(xf(u)c2)[g—:jj
dv coth@

Bu esitlikte (3.1.6) denkleminden elde edilen — =-———— ifadesi yerine yazilirsa

du o2 (u)

du. (3.1.9)

asagidaki sonug elde edilir.
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coth? @ |
¢* = (u)|

ul_u0|

du =|— .
S|nh0|

1+(xf (u)—c?)

-l

3.2. Uzaysal Meridyene Sahip Il. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler Uzerindeki

Zamansal Loksodromlar

(2.15) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi ele almsin. M, yiizeyinin uzaysal
profil  egrisi b, nin  birim  hizlh  oldugu  varsayisin.  Yani
XZ(U)+ X2 (U)+...+ X2, (u)=x2(u)=1 olur. Boylece M, helikoidal yiizeyinin
indirgenmis metrigi:

ds® = du® + 2cx; (u)dudv +(c” + X (u) ) dv? (3.2.1)
seklindedir.

Teorem 3.2. E; de (2.15) denklemi ile verilen M, II. tip zamansal helikoidal yiizey

iistiindeki @, (u) =g, (u,v(u)) loksodromunun parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

a, (u) = (X, (u) +cv(u), X, (U), ..., X,_, (u), X, (u)sinhv(u), x, (u) cosh v(u)) . (3.2.2)

Burada, @ ve c sifirdan farkli sabitler olmak tzere,

K —2cx; (&) cosh? «é’i\/sinh2 249(c2 (xl'z(é)—l)—xﬁ(g))d s
V(u)_ujo 2sinh? (¢ (£) +¢7 )+ 262, (&) - (323)

seklindedir.
Ispat. E! de (2.15) denklemi ile verilen M, II. tip zamansal helikoidal yiizey iizerindeki
loksodrom egrisi @, (t) =¢, (u(t),v(t)) olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile

uzaysal meridyenin kesistigi P, =@,(U,V) noktasinda olusan 6 sabit Lorentz agisi igin

(2.9), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

du .o dv
sinh@ =+ dt dt , (3.2.4)
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Buradan M, iizerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki esitlikle

verilir.
(sinh2 e(xz(u)+c2)+c2x;2(u))(ﬂj2 +2cx; (u) cosh? 0 1 coshz 0 =0 (3.2.5)
" du du '

Uzaysal meridyene sahip II. tip zamansal helikoidal yiizeyler {izerindeki zamansal

loksodrom i¢in (3.2.5) denkleminin genel ¢6ziimii:

u —2cx, (£)cosh? 0 + \/sinhz 29((c2 (x2(&)-1)- xf(g))

V)= 2sinh? 0(x (&) +¢7 )+ 2672 () de

Up
esitligiyle verilir. Boylece ispat tamamlanir.

Aciklama 3.2. x(u) fonksiyonu sabit alindiginda EG—F? =x’(u)+c®>0 olur. M,

yiizeyi zamansal oldugundan dik helikoidal ylizey olugmaz.

3.3. Uzaysal Meridyene Sahip Ill. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler Uzerindeki

Zamansal Loksodromlar

(2.20) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi ele alinsin. M, yiizeyinin uzaysal profil
egrisi B, Un birim hizli oldugu varsayilsin. Yani x?(u)+x?(u)+...—2x__,(u)x’ (u)=1 olur.
Boylece M, helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigi:

ds® =du® —2cx ' (u)dudv + 2x? (u)dv? (3.3.1)
seklindedir. M, helikoidal yiizeyinin zamansal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

uel cR igin EG-F?=2x2(u)—-c’x'*(u) <0 olmasidir.

Teorem 3.3. E; de (2.20) denklemi ile verilen M, Ill. tip zamansal helikoidal yiizey

iistiindeki ¢, (u) = ¢, (u,v(u)) loksodromunun parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

() = X, ()8, +V20(U)X, (U)e, + Xy (U)e; .+ X, 5 (U)e, 5 + (X, () +V7 (U)X, (U) +CV(U)) €, , +X, (),

(3.3.2)
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Burada, @ ve c sifirdan farkli sabitler olmak uzere,

u 20X '(£) cosh? @+ [sinh? 20(c*x "% (£) — 2X2 (&)
v(u) = : ; ! <2 .25 5)5
sinh? Ox2 (&) +2¢°x "% (£)

Uo

(3.3.3)

seklindedir.
Ispat. E] de (2.20) denklemi ile verilen M, III. tip zamansal helikoidal yiizey iizerindeki
loksodrom egrisi ;(t) = ¢, (u(t),v(t)) olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile uzaysal

meridyenin kesistigi  P; =@;(U,V) noktasinda olusan @ sabit Lorentz agisi igin (2.9),

(2.24) ve (2.25) denklemleri kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

sinh@ =+ dt__ " " dt _ (3.3.4)
du du dv
\/_(dt] +2CX,) (u)d—d——Z 2(u )( j

Buradan M, iizerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki esitlikle

verilir.
2 |2 dV ? ' 2 dV 2
(2sinh? O} (u) +¢°x,* (u)) ™ —2cx ' (u)cosh Hd—+cosh 0=0. (3.3.5)
u u

Uzaysal meridyene sahip III. tip zamansal helikoidal yiizeyler iizerindeki zamansal

loksodrom ig¢in (3.3.5) denkleminin genel ¢oziimii:

4 20x, (&) cosh’ ¢9+\/smh220 (c*%%(&)—2x%3(&))
vid I 4sinh? Ox2 (&) +26%x "2 (&)

Ug

esitligiyle vertilir.
Agiklama 3.3. x (u) fonksiyonu sabit alindiginda EG—F?=x’(u) >0 olur. M, yiizeyi

zamansal oldugundan dik helikoidal yiizey olusmaz.
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4. E} DE ZAMANSAL MERIDYENE SAHIP ZAMANSAL

HELIiKOIDAL YUZEYLER UZERINDEKI ZAMANSAL
LOKSODROMLAR

Bu boliimde sirasiyla zamansal meridyene sahip I. tip, Il. tip ve Ill. tip zamansal
helikoidal yiizeyler tizerindeki zamansal loksodromlarin diferansiyel denklemleri

olusturulacaktir.

4.1. Zamansal Meridyene Sahip I. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler Uzerindeki

Zamansal Loksodromlar

(2.11) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi ele alinsin. M, yiizeyinin zamansal
profil egrisi B in birim hizli oldugu  varsayilsin. Yani,
X ZU)+x2U)+..+ X2, (u)—x'?(u)=—1  olur. Boylece M, helikoidal yiizeyin
indirgenmis metrigi:

ds® = —du® — 2cx, (u) + (X7 (u) —¢* ) dv? (4.1.1)
seklindedir. M, helikoidal yiizeyinin zamansal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

uel cR i¢in EG-F?=c¢c? (1—xn'2(u))—xf(u) <0 olmasidur.

Teorem 4.1. E] de (2.11) denklemi ile verilen M, L. tip zamansal helikoidal yiizey

iistiindeki ¢ (U) = ¢, (u,v(u)) loksodromunun parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

o, (u) = (% (u) cosv(u), X, (u)sinv(u), X;(u),..., X, (u) +cv(u)). (4.1.2)

Burada, ¢ ve c sifirdan farkli sabitler olmak iizere

1Y de
v(u)_i2C05h¢ j V=) (4.1.3)
veya
cosh® (X} (&) —¢*)+¢°x,2(&) = 0 igin,
u 2cxn'(§)sinh2¢i\/sinhz2¢(c2(xn'2(§)—1)+xf(§))
v(u) = AL N dé (4.1.4)
: 2cosh? g( X7 (£) ¢ ) +2¢°%,(&)
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seklindedir.

Ispat. E! de (2.11) denklemi ile verilen M, I. tip zamansal helikoidal yiizey iizerindeki
loksodrom egrisi e (t) = ¢ (u(t),v(t)) olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile
zamansal meridyenin kesistigi P, =®,(U,V) noktasinda olusan ¢ sabit Lorentz agis1 igin

(2.10), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

du . dv
—+cx. (u)—
+ n()OIt

cosh ¢ =— = dt = (4.1.5)
du gadudvo, dv
\/(dtj + 20X (U)EEJF(C —X (u))(dt)

Buradan, M, iizerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki esitlikle

verilir.
2 200 (2 o A dv 2_ ' Lo dvo _
(cosh # (X (u)—c®)+c*x, (u))(duJ 2cx.'(u)sinh ¢du sinh? ¢ =0. (4.1.6)

Bu durumda diferansiyel denklemin ¢oziimiiyle ilgili asagida verilen iki durum olusur:

1. Durum: cosh®¢(x; (u)—c®)+c’x,*(u)=0 ise (4.1.6) denklemi v__ 1
du 2¢x,' (u)

denklemine indirgenir. Diger taraftan cosh’$(x(u)—c*)+c’x,*(u) =0 denkleminden

cosh ¢y/c? —x2 (u - :
X (u)== ¢ % () elde edilir. M, helikoidal yiizeyinin zamansal olmasi
C

olarak

iy 1 ¢ dé
c®—x?(u)>0 olmasm gerektirir. Bu durumda, Vv(u)==

Xt (u) > g u du () zcosh¢u[ 0
bulunur.

2. Durum: cosh®g(x;(u)—c*)+c’x,*(u)=0 ise zamansal meridyene sahip Itip

zamansal helikoidal yiizeyler iizerindeki zamansal loksodrom i¢in (4.1.6) denkleminin

genel ¢coziimii:

s 20, (£)sinh? ¢ \[sinn* 26/ (&) + ¢ (x;2(£)-1))
Y :I 2cosh’ g( X} (&) —c? ) +2¢°%, % (&)

Uo

dé,

esitligiyle verilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Aciklama 4.1. Zamansal meridyene sahip I. tip zamansal helikoidal yilizey ig¢in X, sabit

olamayacagindan I. tip dik zamansal helikoidal yilizey olugsmaz.

4.2. Zamansal Meridyene Sahip Il. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler Uzerindeki

Zamansal Loksodromlar

(2.15) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi ele alinsin. M, yiizeyinin zamansal
profil egrisi b, nin birim hizlt oldugu varsayilsin. Yani,
X 2U)+% 2 (U) +...+ X2, (u)=x,2(u)y=-1  olur. Boylece M, helikoidal yiizeyin
indirgenmis metrigi:

ds® = —du® +2cx; (u)dudv+(c2 + X (u))dv2 (4.2.1)
seklindedir. M, helikoidal ylizeyinin zamansal olmas: ig¢in gerek ve yeter sart her

uelcR i¢in EG-F*=-x’(u)-¢’ (1+ xl’z(u)) <0 olmasidir.

Teorem 4.2. E] de (2.15) denklemi ile verilen M, II. tip zamansal helikoidal yiizey

iistiindeki @, (u) =g, (u,v(u)) loksodromunun parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

a,(u) =(x (u) +cv(u), X, (u), ..., X,_, (u), X, (u) sinh v(u), x, (u) cosh v(u)). (4.2.2)

Burada, ¢ ve c sifirdan farkli sabitler olmak iizere,

u-2c41§)anh%tdkmh22¢(xﬁ(§)+e2(@9(§)+1n

V()= A L d (4.2.3)
. 2cosh? (%, (£) +¢* )+ 267 (&)

seklindedir.

Ispat. E! de (2.15) denklemi ile verilen M, II. tip zamansal helikoidal yiizey iizerindeki
loksodrom egrisi @, (t) =¢, (u(t),v(t)) olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile

zamansal meridyenin kesistigi P, =®,(U,V) noktasinda olusan ¢ sabit Lorentz agis1 i¢in

(2.10), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.
du ., dv
— X (u)—
a "M g |
du )’ du dv ) ) dv )’
o Zoext(u) = Y had
\/( dtj o' (W) dt dt (C e (u))[dtj

20

cosh ¢ =

(4.2.4)




Buradan M, iizerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki esitlikle

verilir.
2 2 2 2,12 dv,, ' Lo dv Lo
(cosh #(%,2(U)+¢*)+c’x; (u))(a) +20!(u)sinh® -~ —sinh? ¢ =0. (4.2.5)

Zamansal meridyene sahip II. tip zamansal helikoidal yiizeyler ilizerindeki zamansal

loksodrom i¢in (4.2.5) denkleminin genel ¢6ziimii:

u —2¢X.' inh2é+ . Isinh? 2 2 212 1
<] o (£)sinh” g+ sinh? 26(x, (&) + ¢ (x(&) + ),

: 2cosh’ g(x,2(£) +¢%) + 2¢°%* (&)

esitligiyle verilir. Boylece ispat tamamlanir.

Aciklama 4.2. (2.15) denkleminde X, sabit bir fonksiyon ise M, yiizeyi Il. tip zamansal

dik helikoidal yiizey olur. Bu yiizey M, ile gosterilecektir.

Sonu¢ 4.1. M, , E; de yer denklemi (2.15) ile verilen zamansal dik helikoidal yiizey
olsun. Bu durumda bu yiizey iizerindeki «, (U)=g,(u,v(u)) zamansal loksodromun
denklemi a, (u)=(x1+cv(u),x2(u),...,xnfz(u),xn(u)sinhv(u),xn(u)coshv(u)) ile verilir.

Burada ¢, X, sifirdan farkli sabitler olmak {izere v(u) fonksiyonu asagidaki formdadir.

(u) =+tanh¢
v(u an Im

(4.2.6)

Ispat: (4.2.3) esitligi ile verilen denklemde X'(u) =0 ifadesi kullamilirsa,

v(u)=+ j SIh 209X, () ¢ - _ 4 tan ¢jd—§ elde edilir.
2c0sh’ (X2 (£) +¢* ) [xé(&)+c?

Boylece istenilen sonuca ulagilir.

Aciklama 4.3. M, , E; de yer denklemi (2.15) ile verilen zamansal dik helikoidal yiizey

olsun. Zamansal loksodrom ile zamansal meridyen arasindaki ag1 ¢ =0 ise loksodrom ile

meridyen cakisir.
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Sonu¢ 4.2. M, , E; de zamansal dik helikoidal yiizey olsun. Bu durumda M,

yiizeyindeki U, ve U, noktalar1 arasindaki loksodrom egrisinin yay uzunlugu asagidaki

denklemle verilir:

U —U,
cosh ¢

. (4.2.7)

Burada, ¢ sabittir.

Ispat: M, tizerinde alinan bir egrinin U, ve U, noktalar: arasindaki yay uzunlugu (2.6)

denklemi kullanilarak asagidaki sekilde verilir:

Uy dV 2
L= [|-1+(x3(&) +c° (—j du. 4.2.8
u{ J (G @+ (4.2.8)
Bu esitlikte (4.2.5) denkleminden elde edilen 5% =— "M% it2desi yerine yazilirsa

du Jc? +x2(u)

asagidaki sonug elde edilir.

Uy

-

Uo

tanh® ¢ |d
X(£)+¢)

ul_u0|
cosh |

—1+(x§(§)+cz)(

4.3. Zamansal Meridyene Sahip Ill. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler Uzerindeki

Zamansal Loksodromlar

(2.20) denklemi ile verilen M, helikoidal yiizeyi ele alinsin. M, yiizeyinin zamansal
profil egrisi By un birim hizli oldugu varsayilsin. Yani,
X2 (u) + X2 (U) +...—2X/_, (U)X, (u) = -1 olur. Boylece M, helikoidal yiizeyin indirgenmis
metrigi:

ds® = —du® — 2cx (u)dudv + 2x? (u)dv? (4.3.1)
seklindedir. M, helikoidal yiizeyinin zamansal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
Uel cR i¢in EG—F?=-2x*(u)—c?x’*(u) <0 olmasidir.

Teorem 4.3. E; de (2.20) denklemi ile verilen M, III. tip zamansal helikoidal yiizey

iistiindeki e (u) =, (u,v(u)) loksodromunun parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

22



t5(U) = X, ()&, + V(U)X (U)e, + X, (U)e; +...+ X, ()8, , + (X, y (U) +V° (U)X, (W) +CV(U)E,, +X, (W)€,
(4.3.2)

Burada, ¢ ve c sabit olmak lizere,

! 2cxn'(§)sinh2¢i\/sinh22¢(c2xn'2(§)+2x§(§))
v _I 4x2 (&) cosh? ¢+ 267X "2 (&)

Up

dé (4.3.3)

seklindedir.
Ispat. E! de (2.20) denklemi ile verilen M, lll. tip zamansal helikoidal yiizey iizerindeki

loksodrom egrisi a,(t) =@, (u(t),v(t)) olsun. Bu durumda zamansal loksodrom ile

zamansal meridyenin kesistigi p, =@;(U,v) noktasinda olusan ¢ sabit Lorentz agis1 i¢in

(2.10), (2.24) ve (2.25) denklemleri kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

du ., Qv
7+an( )7
coshg=- dt dt . (4.3.4)
duY’ . dudv 2, [ dv ;
— | +20% " (U)————2X “(u)| —
dt dt dt dt
Buradan M, iizerindeki zamansal loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki esitlikle
verilir.
2 2 2,12 dv ? . o, dv
(2x,2(u)cosh? g+c?x.*(u)) ™ —2cx.'(u)sinh ¢d——smh $=0. (4.3.5)
u u

Zamansal meridyene sahip III. tip zamansal helikoidal yiizeyler iizerindeki zamansal

loksodrom denkleminin genel ¢oziimii:

4 20x ' (£)sinh? ¢i\/sinh2 26(c?x,%(&) + 2¢())
vir= j 4x2 (&) cosh? g+ 267X "2 (&)

Uo

dg

esitligiyle verilir. Boylece ispat tamamlanir.

Aciklama 4.3. Zamansal meridyene sahip Ill. tip zamansal helikoidal yiizey igin X, sabit

olamayacagindan Ill. tip dik zamansal helikoidal yiizey olusmaz.

Ornek 4.1. E] uzayinda B,(u)=(x,(u),0,x5(ut),...,x,(u)) birim hizli uzaysal profil egrisi

olsun. Buradan M, zamansal helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu asagidaki sekildedir.
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@ (U, V) = (%, (u) cosv, X, (U)SinV, X, (U), .., X,_, (U), X, (U) +cv).

Teorem 3.1 de verilen (3.1.3) denkleminde X, (&) =ksin& alinirsa

1 d&
v(u)== =F(u,k), O0<k<1 4.3.6
) Zsinhel;[ c?—k?sin® & k) ( )

esitligi elde edilir. (4.3.6) esitligi birinci tip eliptik integraldir (bkz. Byrd ve Friedman,
1954).

Boylece E; uzayinda M, zamansal helikoidal yiizey iistiindeki zamansal loksodromunun
parametrizasyonu asagidaki sekilde bulunur:
01, (U) = (2%, (U) COSV(U), X, (U)SINV(), Xy (U)s v X, (0), X, (1) + CU(W)).

Burada v(u), (4.3.6) denklemi ile verilmistir.
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