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OZET

Kesirli analiz kavraminin tanitildig1 ve bazi 6nemli kesirli esitsizliklerin incelendigi bu tez
calismasi dort boliimden olusmaktadir. Bu ¢alismanin ilk bolimiinde, kesirli analiz kavrami
tamtilmis ve konunun tarihgesiyle ilgili bilgi verilmistir. Ikinci boliimde, konu ile ilgili temel
tanmimlar ve teoremlerden bahsedilmistir. Ugiincii boliimde, konveks tipten fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard esitsizligi, Caputo ve k-Caputo kesirli tiirev tanimlart yardimiyla
genisletilmis ve bazi yeni teoremler elde edilmistir. Doérdiincti ve son bdéliimde ise farkl
konveks fonksiyon siniflar1 kullanilarak bazi kesirli esitsizlikler Caputo ve k-Caputo Kkesirli
tirev tanimlar1 yardimiyla genisletilmis, ilgili teoremler incelenmis ve ispatlanmistir. Son

olarak da sonug ve Onerilere yer verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

r(x) Euler-Gamma fonksiyonu

B(x,y) Euler-Beta fonksiyonu

J*f(x) a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

Jo+ a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli integrali
J5- a. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli integrali
Ly[a, b] [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
SX h-konveks sinifi

sV h-konkav sinifi

‘D%, Sag tarafli Caputo kesirli tiirev

Cpa_ Sol tarafli Caputo kesirli tiirev

¢ Dgf Sag tarafli k-Caputo kesirli tiirev

Dk Sol tarafl1 k-Caputo kesirli tiirev

P(I) P konveks fonksiyon siifi

QD Q konveks fonksiyon sinifi



1.GIRIS

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: ilk olarak Riemann-Liouville tarafindan
ortaya atilmistir. Bu kavramlar 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,
Liouville gibi birgcok matematik¢inin diferensiyel ve integrasyonun genellestirilmesine

dayanan ¢alismalariyla gelismeye baglamistir.

Giinlimiizde kesirli analizin kullanim alanlar1 hizla artmaktadir. Dogadaki olaylarin
matematiksel modellemesinde kullanilan kesirli tiirevler tamsayr mertebeli tiirevlere

gore daha avantajhdir.

Kesirli tirevler nesnelerin  mekanik ve elektriksel Ozelliklerinin matematiksel
modellemelerinde, akiskanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimya

gibi birgok alanda kullanilmaktadir.

Esitsizlikler ile ilgili ilk temel calisma Hardy ve ark. (1934) tarafindan “Inequalities”
adli kitapta toplanmistir. Bu kitapta yeni esitsizlikler ve uygulamalar ile ilgili konular
genis capta ele alinmaktadir. 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni farkli tlirden
esitsizlikleri iceren “Inequalities” adli bir Kkitap Beckenbach ve Bellman (1961)
tarafindan tekrardan yazilmistir. Daha sonra Mitrinovi¢ (1970) “Analytic Inequalities”
adli kitap ile o giine kadar yapilmis tiim yeni esitsizlikleri bir baglik altinda toplamistir.
Mitrinovi¢ ve ark. (1993) daha genel olan “Classical and New Inequalities in Analysis”

adli kitab1 yazmuglardir.

Giliniimiizde kesirli integral esitsizlikler lizerine ¢ok sayida arastirma yapilmaktadir.
Bunlardan bazilar1 ise R. Agarval, G. Anastassiou, G. V. Milovanovic, A. M. Fink, A.
W. Roberts ve D. E. Varberg, N. S. Barnett, M. E. Ozdemir, U. S. Kirmac1, H. Yildirim,
M. Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S. VaroSanec, P.S. Bullen ve P. Cerone seklinde

siralanabilir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde ¢alismamizda kullanilacak gerekli tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.1 (Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonux > 0 igin,

o

r(n) = f x"le *dx
0

seklinde tanimlanir. Bu integral n > 0 igin yakinsaktir.

Tamm 2.2 (Beta Fonksiyonu): Beta fonksiyonu m,n > 0 igin,

B(m,n) = jxm‘l(l —x)" ldx

0

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali): f € C, (u = —1) olmak iizere,

a > 0vet > 0igin,a = 0 iken a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

JH(t) = J(t — D)% f(1)dr (2.1)
0

1
I'(a)
seklinde tanimlanir. Riemann-Liouville kesirli integrali operatori i¢in «, f = 0 olmak
lizere, yari-grup ozelligi

JYPF) =] f(6)
ve degisme ozelligi
JUPF® =JPIf ()

saglanir.



Tanmm 2.4: a > 0 ve y > a i¢in,

y
1
]g+f(}7) = m[(y - T)a_lf(‘[)d‘[.

seklinde tanimlanan kesirli integrale a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli

integrali denir. « > 0 ve y < b igin,

b
1
a_ — _ a—1
5 ) = 15 [ = @ar
y
seklinde tanimlanan kesirli integrale ise a. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli
integrali denir.

Tamim 2.5 (Caputo Tiirev): m pozitif bir tam say1 olmak {izere m — 1 < a < m i¢in

Caputo tiirev

oDz f(2) = r(m—l—a) j (z—t)m-o=t fmge

seklindedir.

a>0 ve a¢{1,23,..} , n=[a]l+1, f€AC"[a,b], sirekli n. mertebeden
tirevlenebilen fonksiyon olsun. Sag tarafli ve sol tarafli Caputo kesirli tiirevleri

asagidaki gibi tanimlanmistir:

n)
(D) =—— L O g4t x>a

Fln—-a) Ya (x—t)x—n+1

b ™

Cpa _ (="
("Dp-fHx) = e fx ma-nit dt ,x <b.

Tanim 2.6 (k-Caputo Tiirev): a >0,k >1 ve a ¢ {1,23,..} , n=[a]l+1, f€
AC™olsun. Sag tarafli ve sol tarafli a tizerinden Caputo k-kesirli tiirevleri asagidaki gibi

tanimlanir:



Cpak 1 x  fM™)
D™ xX) = 5 = dt, x> a
CDENE = s [ s

—1)n m
(DEF P = e [P L0t x < b

kl"k(n—%) (=)
burada I, gamma k fonksiyonunun gésterimidir.

Tamim 2.7 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): f: | — R konveks bir fonksiyon, I ise reel

sayilarin bir alt aralig1, u,v € I ve u < v i¢in,

() ks o <TOTI

u

seklinde saglanan esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir.

Tamm 2.8 (Konvekslik): f:[a,b]—R fonksiyonu Vx,y€[a,b] ve A1€[0,1] igin,
fAx+ (1 —-2A)y) < AM(x) + (1 —Df(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Esitsizlik yon degistirirse fonksiyon konkavdir denir.

Tanim 2.9: Negatif olmayanf: I ¢ R — R fonksiyonu Vx, y € I ve A € (0,1) igin

s+ - <12, 1O) o

esitsizligini sagliyorsa Q (I)sinifindandir denir.

Tim negatif olmayan monoton ve negatif olmayan konveks fonksiyonlar bu sinifa

dahildir.
Eger, f € Q(I) ve x, y, z€ 1 ise

fOE=NEx-2+fWMNG-0D@-2+f(@Dz-0z-y)=20 (23)



esitsizligi saglanir. (2.3) esitsizligi (2.2) esitsizligine denktir. Boylece Q(I) smifinin

tanimi yerine kullanilabilir.

Tanmm 2.10: f negatif olmayan bir fonksiyonve vx, y € I, VA € [0,1] araligi i¢in

fAx+ A =Dy) < f)+f) (2.4)

esitsizligini saghyorsa f:I € R - R fonksiyonu P fonksiyonudur veya P(I) sinifina

aittir denir.

x ve y pozitif sayilarin r. mertebeden kuvvet ortalamasi

1

T _ r ;
M. (x,y; 1) = {(lx +§11_A/1)y Y, r#0
Xy , r=20

seklinde tanimlanmustir. Pearce ve digerleri bu esitsizligi, Vx,y € [a,b] ve A€ [0,1]

i¢in

fQx+ (1 =Dy) < M (f(x), f(¥), D)

={(A[f(x)]w(1—1)[f<y)]r)% %0
[F O F O] =0

[a, b] araliginda tanmiml r-konveks pozitif f fonksiyonuna genellestirmislerdir.

0-konveks fonksiyonlarin  basitge log-konveks fonksiyonlar ve  1-konveks

fonksiyonlarin siradan konveks fonksiyonlar oldugu bilinmektedir.

Tammm 2.11: h: I € R—= R bir pozitif fonksiyon olsun. f:I c R — R fonksiyonu
negatif olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve 1 € (0,1) igin

fQOx+ (1 =Dy) <h(Dfx) +h(1=-Df(y) (2.5)

Esitsizligini saghyorsa f fonksiyonu h-konveks fonksiyondur veya SX(h,I)
smifindandir denir. Esitsizlik ters ¢evrilirse f, h-konkavdir denir ve f € SV(h,I) ile

gosterilir.



Tanmim 2.12: Minkowski esitsizligi p > 1 i¢in f(x), g(x) = 0 ise

([1re+georaz)
<([1rcor dx)l/p +([19cor dx)l/p 2.6)

seklinde verilebilir.



3. BAZI YENI TIPTEN HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIiKLERI

Bu bolimde, Hermite-Hadamard esitsizligi Caputo ve Kk-Caputo tiirevleriyle

genisletilmis ve ispatlanmustir.

Teorem 3.1.f:[a,b] > R, a<b ve f €Lylab] i¢in pozitif, (n+2) Kkez

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f ™*?)[a, b]’de sinirh olmak iizerea > 0 igin,

a+b
2

mn—a) (a+b_ 2

x) [(x — )™ 4 (b — x)" < ]dx

2(b—a)™ 2
r(n—a+1 b
< —2((7; — Z;_a) [°Dgf(b) + (=)™ °DF-f(@)] = f ™ (a er ) G-
Mn-a) [ (a+b \’
< Z(b(ﬁ a)(r?a (a er - x) [(x —a)" %+ (b —x)""*]dx
ve
- -zﬁ—(f ;)?a [ =@ -le - @ + - i
I — 1 (n) M p
< —2((’; - Z; (D& F(B) + (~1)" “Dg-f(@)] - 2 AL (32)

a+b
m(n—a)

< _W.f x—a)(b—2)[(x—a)"* 1+ (b —x)"*1]dx

yazilabilir. Burada m = infiepqp1f "2 (t), M = supiejapf ™2 (1)

Ispat: Tanim (2.5) yardimyla,



r—a+1)

20 —aye | DS () + (- Dif @)

b b
= Z(Z()n—_—ac)?_“ lf(b _ x)"‘“‘lf(")(x)dx + f(x — a)nalf(")(x)dx]

(n—a)

b
B Wf f(n) (X) [(x - a)n—a—l + (b — x)n—a—l] dx

b
=%ff(n)(a‘Fb_x)[(x—a)”"“‘l+(b_x)n—a—l] dx
rm—a+1,,. , w
# [ “D&f(B) + (D)™ “Di-f ()]

b
= ﬁf{f@l)@) +f(n)(a + b - x)][(x — @)y (b — )" dx
fn-a+1) “ nCpa n a+b
20 —aye | Daf ®) + (" D f(@)] - £ (22h)

( ) b +b
n—a
= Wf [f(n)(x) +f(n)(a_|_ b—x)— Zf(n) (aT)] [(x — @)1

+ (b - x)”‘“‘l] dx

: b . -
Integral x = % noktasina gore simetriktir.

b
a+b

st [ [ + 0@ b =0 = 2700 (7)) 6 - @yt

+ (b — x)”‘“‘l] dx



a+b

Wf [f(”)(x) +f™(a+b—x) - Zf(”)(

+(b—x)"* 1 dx

olur. Boylece,

'(n— 1
% [“Dg+f () + (=)™ “DF-f(@)] — f™ (

a+b>

a+b

. (n—a)
~2(b —a)@

+ (b e x)n—a—l] dx

elde edilir.

a+b—x

+b
i - ) £ FOD (1) de

f™a+b—x) —f(")(

a+b

a+b

2

)-r®@ = [ rrn@

X

a+b

£ (

a+b—x

a+b
2

FOC) + f®(at b =) —2f®

a+b

2

a+b

)]t = ayme-t

f [f(n) (x) + f(n) (a+b—x)—2fM™ (asz)] [(x — @)1

) — f FOD(de — JTf(”“)(t)dt

=J f(n+1)(a+b—t)dt—j f(e)de

Il
xk___ﬁw‘i
(=)

[f®* D @+b—) - fFMD ()] de



[ (atb—1) = 0@ = [T D ndy e a7 i

m(a+b—2t) < fO*D(a+b—1t)— FO*() <M(a+b—2t)

yazilabilir. Buradan

a+b a+b a+b

2

fm(a+b—2t)dt£f f(”+1)(a+b—t)—f(”+1)(t)sf M(a + b —2t)dt

X

2

m<a+b—x> Sf(")(x)+f(”)(a+b—x)—Zf(”)(a+b>SM(a;b—x>2

2 2

a+b

mn—a) 2(a+b ¢

— x) [(x—a)"* 1+ (b—x)"*1]dx

2(b —a)r« 2
o -t d) a nCpa » a+b
S 20 —aypa | Darf®)+ D" DEf(@)] - /¢ (=)

a+b

< Mn—a) : (a+b
“2(b—a)r ¢« 2
a

2

_ x) [(x — )™ + (b — x)" 1] dx

bulunur Teorem 3.1” deki (3.1) esitsizligi ispatlanmis olur.

rnh—a+1)

f™ (@ + f™(b)
2

[ ‘D& f(B) + ()" “DE-f(a)] —

(n—a)

b
] 4<b——a)f [FDG) + F @+ b —x) = (F2(a) + FPB))][(x — @)=~

+ (b —x)"* 1 dx

: b . -
Integral x = % noktasina gore simetriktir.

10



rn—a+1) ., W Cra f™ @) + ™ (b)
20— [ D& f(b) + (D)™ “Dy-f(@)] - >

(n—a) H (n) (n) (n) (n) n-a-1
= st | PP+ P+ b -0 - (0@ + FOB)]iG - )

+ (b —x)"* 1 dx

b

FO(B) = F®(a+b—x) = f FED ()t

a+b—x

X

£ - F0@ = [ @

a

f®E) + W@+ b -0 - (fP @+ FPb)

x b

= ff(”“)(t)dt— f fFD(©)dt
a at+b—x
- ff("“)(t)dt—ff(”+1)(a+b—t)dt

T f[f(nﬂ)(a +bh—10) —f(n"'l)(t)]dt

f(n+1)(a +b—1t) _f(n+1)(t) = fta+b_tf(n+2)(y)dy , tE [a,%] i¢in,

m(a+b—2t) < f™D(a+b—t)—fO+D(t) < M(a+ b — 2t)

yazilabilir. Buradan

11



X X X
- f M(a+ b —2t)dt < — ff(”“)(a +bh—t)— fO+D(t) < — J m(a + b — 2t)dt
a a a

“Mx )b -0 < FP@ + @ (a+b -0~ (FP@ + b))

<-m(x—a)(b—x)

a+b

e [ OO IR (OO LB GRS I
r(n — 1 n) M p
s%[%:}ﬂb)ﬂ—l)n “og-f(@)] -~ (a);f 2

atb
m(n—a)

< —Wf (x—a)(b—x)[(x—a)" * 1+ (b—x)""*]dx

olup ispat tamamlanmustir.

Teorem 3.2. f: [a,b] > R, a < b ve f € Ly[a, b] igin diferensiyellenebilir pozitif bir
fonksiyon olsun. Eger her x € [a, “zﬂ] icin f*V(a+b—x) > fF™D(x)isea >0

icin kesirli integraller ile ilgili asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

f(n) (a ; ) = 2((1; — Z)-:—a) [ CDg"'f(b) + (_1)n CDg—f(a)] < f (a) ;f ( )
Ispat:
fin—a+1) a n Cpa n +b
#[C%J(b) + (=)™ “DEf(a)] - f¢ )(“ . )
= Zagn__—ac)zn)_aj [f(n)(x) +f™@+b—x)—2f® (azﬂ)] [(x — ayr—e-1

a

+ (b —x)"* 1]dx

12



ﬂb[a_“’ ]

= z(l()n__—ac)zn)af f [f(n+1)(a +b—t)— f(n+1)(t)dt]J| (x —a)" @1
+ (b — X" dx 2 0.

rn—a+1) « W Cra f(n)(a) + f(n)(b)

2(b—a)yr e [“D&f(b) + (—D)" °DE-f(a)] — .

= %[ [— f[f(nﬂ)(a +b—t)— f(”“)(t)dt] [(x — @)1

+ (b — x)" % 1dx < 0.

Teorem 3.3.f:[a,b] >R, a<b ve f€L[ab] igin pozitif, (n+2) kez

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f ™+?[a, b]’de smirlandirilmissa & > 0 igin,

- x)z = @)%+ (b — )" dx

rfn-=+1
M[CD“"f(bH( D™ D= f(@)] - fm)( >(3 Y
2(b—a)"x

IA

a+b

M) f L e

T2 -a)"F
ve
M — =
—L f (x —a)(b — x) [(x—a)”‘“1+(b x)"_"l]
2(b—a)"x
r _g+1 n) n)
T ) e s o epit ] L @ESCB
2(b—a)"k 2

13



a+b

S—Mf (=) -2 |- )" F "+ (b — 0" dx
2(b—a)"

vardir, burada m = infieop1f T (6), M = supejapf TP (D).

Ispat: Tanim (2.6) yardimiyla,

rin-%+1
(n—"+) [“DZF(b) + (=D “Dyf (a)]
2(b— @)k
= L_) I f (b — x)"F L0 (x)dx + f (x — @) E L (x)dx]
2(b —
m-5
e f FPe0 [r= @) F "+ (b - 0"k dx
2(b—a)"x
(n—2)

] L (e

r(-=+1
( k+ ) [CDakf(b)+( 1)n CDakf(a)]
2(b — a)" ¥
-9 [
= —j [F™ @)+ F™(a+b-0)] [ — )" + (b - )" ¥ dx
4(b —a)" %)

rin-=+1
(n k+ )[CDakf(b)_l_ ( 1)n CDa’kf(a)] f(n) (a+b>
2(b — )" ¥

+ (b - 0" dx

14



. b . _
Integral x = % noktasina gore simetriktir.

b
| [

+ (b — x)n_%_l] dx

a+b

_2(2" _a;i__f [f(n)(x)+f(n)(a+b x) — 2f(n)< )] [(x S

+(b- x)"‘rl] dx

olur. Yani,

r(n—5+1)[

a+b
2(b—a)"x )

“DEFB) + (1" D F(@] - £ (5

a+b

- D o o v apo (e

+(b— x)"‘rl] dx

elde edilir.

a+b-x
a+b
F®@+b—x)— f(n>( . ) - f FOD (6)de
atb
2

a+b

£ (a ; b) — f®(x) = f F+D()dt

15



a+b

a+b—x 2

F® ) + F®(@+b—x) —2f® (a JZ’ b) - f FOD ()t — f FOD (1)t

=J f(”“)(a-f-b—t)dt—f fFOD()dt

[f@V(a+b—t)— FRV@)]dt

XR‘NF_
o

a+b-t

fED(a+b—1) - FOOE) = [T FD0)dy, ¢ e [a, 22 gin,

m(a+b—2t) < f®*D(a+b—1t)— fF@+V(t) < M(a+ b — 2¢).

a+b a+b a+b

2 2 2
fm(a+b—2t)dt£f f("+1)(a+b—t)—f(”+1)(t)Sf M(a + b — 2t)dt
X X X

2

m(a;b—x> Sf(")(x)+f(")(a+b—x)—Zf(”)(a;b>SM(a;b—x>

2

m(n—2) +b
Z(b—a)l:l—%j (az _x) |G = @™ (b - " ax
<l (i) [DF®) + (-1 D f(@)] - o (5 b)

2(b— a)" %
M(n—2) H atbh 2
SZ(b—a)]:‘_%af ( . —x) |G = @)™k 4 (b — )" dx

(3.3) esitsizligi ispatlanir.
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r(n-i+1 ) )
(n—k+a) [ED £ () + (~1)" D&k f(a)] — LD E)
2(b—a)"x 2
n-%
- —k“f[f(n)(x) + f(n)(a +b—x)— (f(n)(a) + f(n) (b))] [(x _ a)n—%—l
4(b—a)" Tk

+ (b — x)n_%_l] dx

: b . o
Integral x = 22 noktasina gore simetriktir.

r(n-2+1 (n) (n)
(2 =841) ety 4 (C1ynepspay] - LD 00)

2(b —a)" % 2
-9 [

_ —“_f [f(n)(X) + f(n)(a +b—x)— (f(n)(a) . f(n)(b))] [(x _ a)n_%_l

20—

a
+ (b - 0" dx

b

FOB) — F®(a+b—x) = j FED (D)t

a+b—x

X

£ - 0@ = [ @

a

f® ) + P (@+b—x) - (fP (@ + P B)
b

:ff(”“)(t)dt— f FOD()dt

a+b—x

- ff(”“)(t)dt — f f@*V(a+b—t)dt

17



=— f [f™ Y (a+b—t)— FO@D(e)]de

a+b-t

fE@+b—1) = FOO() = [£7 FD(ydy, ¢ € [, igin,

m(a+b—2t) < fO*D(a+b—t)— FO*D(t) < M(a + b — 20).

X X X
- f M(a+ b —2t)dt < — jf(”“)(a +b—1t)—fO+D(p) < — J m(a + b — 2t)dt
a a a

“M(x = )b =) < FP@) + [P (a+b =0~ (FP@ + b))

<-m(x—a)(b—x)

a+b
M(n—= +
(n-9

~——— [ @m0 [ -0 -0 ax
2(b—a)"x

a

F(n—%+1)

(n) (m)
< . [CD;X.’;.kf(b) + (_1)71 CDngf(a)] _f (a) +f (b)
2(b—a)" 2

a+b

< —m(n—_z)a j (=) (b -0 |- )" F "+ (b — 0" dx
2(b — @)

k a
olup (3.4) esitsizligi ispatlanir.

Teorem 3.4. f:[a,b] > R, a < b ve f € Ly[a, b] igin diferensiyellenebilir pozitif bir
fonksiyon olsun. Eger her x € [a, azi] icin f*V(a+b—x) > fF™MD(x)isea >0

icin kesirli integraller ile ilgili asagidaki esitlikler gecerlidir.

f(n)(a-l_b)SF(n_%-l_l)[

n) (n)
> CDZ—;-kf(b) + (_1)11 CDngf(a)] < f (a) + f (b)

2(b — @)™ * 2

18



ispat:

M[Cpakf(b)+( b eor@] - £ (457)

2(b —a)" & 2
-9
— D) n) _ _ n —
by a)n__f [F® G+ £ 0@+ b -0 - 270 (2] [ - @™
+ (b - 0" dx
s F[7 |
= —f f [F™Y(a+b—t) - FMD(D)de] I [(x —a)"
2(b —a)" %)
+(b-0)"Fdx 0.
r(n-2+1 (n) (n)
(=84 1) ety 4 (cayn pipay] - LD O0)
2(b — @)k 2
= Qf [ f[f<"+1) (a+b—t)— fFY()dt] [(x — )"k
2(b — a)" %)

F(b—x)"E ax <o.

Teorem 3.5. f:[a,b] = R, a < b i¢in (a, b) lizerinde diferensiyellenebilir fonksiyon
olsun. f € L[a, b] ise kesirli integraller ile ilgili asagidaki esitlik gegerlidir:

fM@+f™b) rm—a+1)
2 C2(b—a)v@ [

‘D& f(B) + (—1)™ °Di-f (a)]

== f (1 == — e f ™D (ta + (1 - Ob)de.

0

19



ispat:

- f [(1 — O)1=a — gn=a] D (¢q 4 (1 — £)b)dt

1
—f tn=afD(tq + (1 — t)b)dt
0

1
= lf(l — ) D (tq + (1 — t)b)dt
0

= 11 +12

yazilabilir. Elde edilen integraller hesaplanirsa;

1
I = f(l — )" f D (tq 4+ (1 — t)b)dt
0

1

b+ [e-@a-ome

0

f™(ta+ (1 -t)b)

f™(ta+ (1 -1t)b) it
a—>b

a—>b

=(1-t)"«

dx

0 - R a(Co

b—a b—a a—>b a—>b
b

_f(”)(b) rm—a+1) .
" b—a 2(b—a)nott

Dy-f (a)

ve benzer sekilde

1
IL=- f tn=af D (ta + (1 — t)b)dt
0

n—a £(n) 1—1t)b : () 1—1¢t)b
_ (;a_+b( t) )|(1)+(n—a)ft”‘“‘1f (taa‘i'_(b t) )dt

0

dx

M@ m-a) = x> @

b—a b—a b—a a—>b
b

20



™0l rn-a+1)
" b—a 2(b—a)rat

Dg+f (b)

elde edilir. Sonug olarak

[ = fP@+f™bB) rh—a+1)
B b—a 2(b — a)n-atl

[“DE+f (D) + (=)™ “Di-f (@]
yazilabilir.
Esitligin her iki tarafi b%a ile carpilirsa;

fM@+f™b) rm—a+1)
2 ~2(b— )@

[“DEfF(b) + (D)™ “DE-f ()]

a

2

j [(1 = )2 — gn=a] F+D (¢q + (1 — £)b)dt
0

esitligi elde edilmis olur.

Teorem 3.6. f: [a,b] » R, a < b igin (a, b) lizerinde diferensiyellenebilir fonksiyon
olsun. | f (”+1)|[a, b] tizerinde konveks ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitlik

gecerlidir:

fP@+f™b) rn—a+1)
2 ~ 2(b—a)" ¢

[ Dg+f(B) + (=1)" “Df-f ()]

b—a 1 +1 n+1
< m(l - 2"—“) [F ™ (a) + F™ V(b))

Ispat: Teorem (3.5) ve | f ("+1)|’ in konveksliginden yararlanilarak,

fP@+f™b) rh-a+1)
2 ~ 2(b—a)"«@

[ D& f(B) + (-1)™ “DE-f ()]
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1
b—a
< Tfl(l — ) — || fH D (¢q + (1 — t)b)|dt
0

<7 7 f (1= )"« = e[t V(@) + (A = 0] D (b)Jae

1,

b —

== {f [(1 = )% — e*=][¢| f 4D (@)| + (1 = B) |+ (b)|]de
0

1
+ f |7 = (1 = 0" [t] f D (@] + A - O)f ("“)(b)l]dt}
1,

_b ; K +K,) (3.5)

bulunur.
K; ve K, hesaplanarak,

1, 1
K, = |[f™ ()| J t(1— )" %dt — j tne gt
0 0

1/2 1/2
+ |f O ()| f (1 - )" tdt — f (1- t)t”‘“dt‘
0 0

1 (%)n—a+1

—a+1)(n—a+2)_n—a+1

1 n—a+1
G)

—a+2_n—a+1

= |f(n+1)(a)| l(n

(3.6)

+ |f(n+1)(b)| ln
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ve

1 1
K, = |f®V(a)| ft"‘““dt - ft(l —t)t" ot
Y, 1

1 1
+ | (B)| f(l — )t %dt — f(l — O)thatige
1/2 1/2

1 n—-a+1
G)

—a+2_n—a+1

=@ l”

" (%)n—a+1

(n—a+1)(n—a+2)_n—a+1

o |f(n+1)(b)| [

elde edilir.
(3.6) ve (3.7) esitlikleri (3.5) esitliginde yerlerine yazildiginda

fW@+ ™Mb rm—a+1)
2 "~ 2(b—a)n ¢

[“DEf(B) + (D)™ “DE-f ()]

b—a 1
———~\1— n+1 (n+1)
= 2n—a+1) (1 2n—a) [F™*(a) + f (B)]

esitsizligi elde edilir.

(3.7)
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4. FARKLI FONKSIYON SINIFLARI iCIN ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, farkli fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri ve bu 6nemli esitsizlikleri Caputo ve

k-Caputo tiirevleriyle kurulmustur.

Teorem4.1l.0<a<bve f € Lila,b]icina,b €I, f € Q() olsun. Burada a« > 0 ve

kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

(a+b)S2F(n—a+1)

2 Gare L Def O+ O DEf@] @4

Ispat: f € Q(I) ve Vx,y € I igin

2£00 +£0)) = £ (S52)
Vardlr.((Z.Z) esitsizliginde A = % i(;in)
Yukaridaki esitsizlikte x = ta + (1 —t)b ve y = (1 — t)a + tb segilirse,

2[f(ta+ (1 — ) + F((1 - Oa + th)] > f (aTer) (4.2)

yazilabilir.

Sonra (4.2) esitsizliginin her iki tarafi t"~%"1 ile ¢arpilir ve sonugta ortaya cikan

esitsizligin t’ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa

tn—a—l dt

OSH

1
2ft” a-= 1[f(1:a+(1—t)b)+f((1—1:)a+1:b)]dt>f
0

H n-a-1 ? o gn-a-1
O [ e e

a
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—f(b—x)n a 1f(x>dx+(—]<y—a)n a1 £ (y)dy

@
Zniaf(a;b)
Wff(x) (6~ 0751 + (- ot 2 —— £ (220)
b
T [ el - e -tz £ ()

2r 1 +b
D5 ) + (-1 D (@) = £ ()

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem4.2.a < bve f € Ly[a,b] igina,b € 1, f € P(I) olsun. O zaman a > 0 i¢in

f(a+b)sl"(n—a+1)[

2 (b—a)r@ ‘DE4f(B) + (D)™ ‘Di-f(@)] < 2(f(@) + f(B)) (43)

seklinde kesirli integraller i¢in bir esitsizlik vardir.
Ispat: 2.4) e gore x=ta+ (1 —t)b, y=(1—t)a+th ve A = % ile tiim t € [0,1]
i¢cin
a+b
f (T) < fta+ (1 - Ob) + f((1 = )a + tb) (4.4)

bulunur. Béylece (4.4) esitsizliginin her iki tarafi t"~%~1 ile carpilir ve [0,1] iizerinde

t’ye gore integrali alinirsa

1

a+b Jt" a-lgr < Jt"‘“_l [fta+ (1 =0)b) + F((1 — t)a+ tb)]dt
0

n—a 2

b
1 b 1
f (a - ) < G J FEOIE = ™14 (b — )" 1] dx
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F(550) < oo f FEOIGE = @M+ (b = )" 1dx

b rn-— 1
()= ((: = f):_a)[c%f(bH (=D “Df-f ()]

bulunur ve esitsizligin sol tarafi ispatlanmis olur.f € P(I) igin

fla+ @ -0b) < f(a) +f(b)
ve
f(A=ta+tb) < f(a)+ f(b)
yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
flta+ (1 —-0b) + f((1 —)a+tb) < 2[f(a) + f(b)] (4.5)
elde edilir. Boylece (4.5) esitsizliginin her iki tarafi t"~*~1 ile ¢arpilir ve sonugta ¢ikan

esitsizligin t’ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa

] t" L [f(ta + (1 — )b) + f((1 — Da + th)]dt < 2[f(a) + f(b)] J "l dt
0 0

: -1 H —_ n-a—1
[G= c)ld“J(Z_Z) T 1y < 2 ip@ + o

b

f (b =)™ f()dx + (v — " * T f ()dy] < ——[f (@) + f(B)]

a

1
(b — a)n—a

ij(x) [(b—2)" %+ (x — @)% dx < 2[f(a) + f(b)]

I'(n— 1
2D B + (-1 DEf(@] < 27 + )]

elde edilir ve dolayisiyla esitsizligin sag tarafi ispatlanir.
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Teorem 4.3. f:[a,b] - (0,0), a<b ve 0<r <1 igin [a,b] iizerinde r-konveks

fonksiyon olsun. Buradan kesirli integral esitsizlikler i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

I'—a+1)

b-an« [ D& f(b) + (=)™ “Dy-f(a)]

1 , _or+1 " .

SKn_(H;) @] +<ﬁ(n @ )) [f(b)]‘
1\ '

(ﬁ (n-a™ )) [f(a)]f+<n_i+l> [f(b)r]

Ispat: f, r > 0 ve r-konveks fonksiyon oldugundan her t € [0,1] igin

Yy

Yy

+

fta+ @ —=0)b) < ¢[F@]" + A - DIF BN

ve

£(( = Da+th) < ((1 = OIF @] +e[FBIT) "
vardir. Bu esitsizlikler toplanirsa,
flta+ (1 —0)b) + f(1 —)a+ tb)
< (F @) + (1= OFBINYr + (1= DI @I +elF B "

bulunur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi t"~%"1 ile ¢arpilir ve sonugta ¢ikan

esitsizligin t” ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa

j t" 1 f(ta+ (1 —0)b) + f((1 — a+ th)]dt
0

< j a1 ([F (@) + (1 — OLF ()] Yrdt
0

4 f o1 (1 = OLF @I + tlF BT " de
0
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elde edilir.

1
f t" e f(ta+ (1 —0O)b) + f((1 — Oa + th)] dt
0

'n—a)

= [“Dg+f(B) + (=)™ “Df-f(a)]

esitligi kolaylikla bulunabilir.

Minkowski esitsizligi kullanilarak

1
f a1 (F (@) + (1 — OF b)) Yrdt
0

< Kf t"“*llf(a)dt> + (j tnTe(1 — t)l/rf(b)dt> \

Yy

0

1 . oY §
—Kn_a+%> [f(@)] +<ﬁ(n @ )) [f(b)]]

ve benzer sekilde

Yy

f e1((1 = D[ @] + c[F B de
0

< KJ tn—a-1 (1 — t)l/Tf(a)dt> + (J tn_“+i_1f(b)dt> \

0 0

= l(ﬁ (n-a™ 1)) @I + (n — 1) [f(b)]r‘

elde edilir. Boylece,

Yy

Yy
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I'n-— 1
M= g paby + (- g £ @)

1 i r+ 1)) .

<m> @] +<ﬁ (n-a )) [f(b)]‘
r+1 1

(ﬁ’ (n—a = )) @I <7> [f(b)]]

Yy

<

1y
+

Bu ispat tamamlandi.

Teorem 4.4.a<b ve f € Ly[a,b] i¢in a,b €1,f € SX(h,I) olsun. Bu durumda,

kesirli integraller araciligiyla h-konveks fonksiyonlar i¢in

1 a+b)<(1"(n—a) [

< “DLF(b) + (-1)" D 4.6
(n—a)h(%)f( 2 b—anal “a fb) + (=)™ “D§-f(a)] (4.6)

< [f(@) + f(b)] j 1 [n(e) + h(L - 6)]dt
0

esitsizligi vardir.

Ispat: (2.5)’ e géren — a = %ve x=ta+(1—t)b,y=(1-t)a+thicin

f(a;rb) <h ( )f(ta+(1—t)b)+h( )f((l—t)a+tb)
<h (%) [f(ta+ (1= O)b) + F((1 - O)a + tb)] (4.7)

bulunur. (4.7) esitsizligindeki birinci esitsizlik t*~*~1 ile carpilir ve sonugta cikan
g p

esitsizligin t” ye gore [0,1] tlizerinde integralini alinirsa

a+b

j tnmelgr < h f t" 1 f(ta+ (1 —0)b) + f((1 — a + th)]dt
0 0
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! atbh F(n—a) Cnha _1\yn Cpa
(n—a)h(%)f ( 2 )S(b—a)n—“[ Darf (b) + (=1)" “Dy-f (a)] (4.8)

elde edilir ve (4.6) esitsizligindeki birinci esitsizlik ispatlanir.
f € SX(h1) igin
ftx+ (1 - )y) S h(Of @) +h(1 - Df )
ve
f((1=Dx +ty) < h(1 = 0)f (x) + h(D)f ()
vardir. Bu esitsizlikler toplanirsa,
fltx + (1= 0)y) + £((1 - Ox + ty) < [A(@©) + (A = D][f () + F )] (4.9)
olur.
x =avey = b ile (4.9) kullanilirsa
fta+ (1 —-1t)b) + f((l —t)a + tb) < [h() + h(Q - O)][f(a) + f(b)] (4.10)

bulunur. Sonra (4.10) esitsizliginin her iki tarafi t"~%~1 ile carpilir ve sonugta ¢ikan

esitsizligin t ye gore [0,1] lizerinde integralini alinirsa

t" o1 fta+ (1 —0)b) + (1 — t)a + tb)] dt

ORH

< j =e=1R(e) + h(1 - OIf (@) + £(b)] dt
0

r'(n—a)

b —aya [“D&f(b) + (D)™ “Dg-f(a)]

< [f(a) + f(b)] ft” @=1Th(t) + h(1 — t)]dt (4.11)
0

elde edilir ve bdylece ikinci esitsizlik ispatlanir.
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(4.11) ve (4.8) esitsizliklerinden (4.6) esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem45.0<a<bve f € Li[a,b]icina,b €I, f € Q(I) olsun. Burada « > 0 ve

kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

f (a i b) < 2 (n _k +_1) [CDEEF(B) + (—1)™ Dy F(@)] (4.12)

2 b —a)"

Ispat: f € Q(I) ve Vx,y € I icin
x+y
2(F() + £ ) = £ (S52)
vardir. ((2.2) esitsiziginde A = % i(;in)
Yukaridaki esitsizlikte x = ta + (1 —t)b ve y = (1 — t)a + tb segilirse,
a+b
2[f(ta+ (1= 0b) + f((A = Da + )] = (=) (4.13)
yazilabilir.

a
Sonra (4.13) esitsizliginin her iki tarafi t" %' ile carpilir ve sonucta ortaya ¢ikan

esitsizligin t’ye gore [0,1] lizerinde integralini alinirsa

1 1
zf t" T [f(ta+ (1 —t)b) + (1 — t)a + th)]dt = f f 5 de
0 0

I e (= e e

a

b
2 a
f@—@”“%@ww+ —— [ - " f)ay
_a)n ka

> e ()

(b— a)""
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— f £ [0 =0 4 -0 ar 2 (57)
k

(1

Z(n—%) H a_ a+b
[ fw e - -0 ez £ (57)

2r (n —2+ 1)
(b — a)""

[CDakf(b)+( " CDakf(a)] >f<a+b>

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem4.6.a < bve f € L,[a,b]igina,b € I,f € P(I) olsun. O zaman a > 0 igin

a+b F(n—g+1) . y
F(5) b ak)n__ [“DEEF(b) + (—1)" D f(a)]

< 2(f(a) + £(b)) (4.14)

seklinde kesirli integraller i¢in bir esitsizlik vardir.

Ispat: 2.4) e gore x=ta+(1—t)b, y=(1—t)a+th ve A = % ile tiim t € [0,1]

i¢in

£(= er b) < fta+(1—0b) + f((1 = )a + tb) (4.15)

a
elde edilir. Boylece (4.15) esitsizliginin her iki tarafi t" %! ile carpilir ve sonugtaki

esitsizligin [0,1] tizerinde t’ye gore integralini alinirsa,

a+b

f L gp < f "k [f(ta + (1 - 0b) + £((1 - O)a + tb)]dt
0

b
- af (a - b) < - 1)11_%!]((96) [(x — )" E (b - x)n_%‘l] dx

n-%\"2
k
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a b
(5 < (b(’i - f FO =@ E 1 (b - 0" E Y ax

a+b F(n—g+1) « N
fF(5-) < e (DB + (1) D @)

esitsizligin sol tarafi ispatlanir. f € P(I) igin

f(ta+ (1 =6)b) < f(a) + f(b)

ve

f((Q=t)a+th) < f(a) + f(b)

vardir. Bu esitsizlikler toplanirsa,
fta+ @A —0)b) + (1 —ta+th) < 2[f(a) + f(b)] (4.16)

elde edilir. Boylece (4.16) esitsizliginin her iki tarafi t" % ' ile garpilir ve sonucta

cikan esitsizligi t’ye gore [0,1] tizerinde integrali alinirsa,

] " [f(ta + (1— Ob) + £((1— a + th)]dt < 2[f(@) + F(B)] J R d
0 0

b _a_y b .
[ " Lo [=" 24 ysnf%[f(a)+f(b)]

a

b
a a 2
~ f (b— )"k f@)dx + (v — " FFdy| < — 5 [f (@) + £(b)]
(b - a)" . n—y

f £ [(b = 0" 4 (- " dx < 20f (@) + FB)]

(b - a)""
F(n—%+1) CHak Cpak
ﬁ[ DEEF(D) + ()" D f(@)] < 2[f(a) + F(B)]
—a k
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elde edilir ve dolayistyla esitsizligin sag tarafi ispatlanir.

Teorem 4.7: f:[a,b] - (0,0), a <b ve 0 <r <1 i¢in [a,b] lizerinde r-konveks

fonksiyon olsun. Buradan kesirli integral esitsizlikler i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

a

F(n—%+1)[
(b—a)"*

DR f(b) + (1) Dy f ()]

r 1/7‘
1 1)
<\ [f(a>]r+<ﬁ(n—%,rj )) o
kK r

T 1/T
1\ 1
+ <,3 (n - %,r -: )) [f (@] + a1 [f (D]

Ispat: £, 7 > 0 ve r-konveks fonksiyon oldugundan her t € [0,1] igin

f(ta+ (1 —6)b) < (t[f(@] + A - OF B

ve

£ = a+tb) < (1 - D@ +elFBI) "
vardir. Bu esitsizlikler toplanirsa,

f(ta+ @1 —=0)b) + f((1 —t)a+ tb)

< (tlf @] + A =D[F®GIN Y + (A = OIf (@] +tlf (b)]r)l/ r

a
bulunur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi t" !t dle carpilir ve sonucta cikan

esitsizligin t’ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa,

f tn_%_l[f(ta + (1 -0b) + f((1—t)a+th)]dt
0
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1
< f @Y + (1 - OO rdt
0

1
4 f N = DI @] + tFB)IT) Tt
0

elde edilir.

1
f tn_%_l[f(ta +(1-0b)+f((1—ta+th)]dt
0

r(n_t
_ M [SDEEF(B) + (=1)™ “DE*f (a)]
(b—a)" %

esitligi kolayca bulunur.

Minkowski esitsizligi kullanilarak

f K (@) + (L= O[F(B)]T) Vrde
0

1 r 1 r
< K f (it f(a)dt> + ( f R - t)l/rf(b)dt> ]

0

- Kn-;#) [f@I" + <ﬁ (n—%,rjl)> [f(b)r]
k

ve benzer sekilde

Y

j (A = O @Y + tF BT dt
0

< K f (1 — t)l/rf(a)dt> + ( f t”‘%+%‘1f(b)dt> ‘
0

r

Yy
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elde edilir. Boylece,

rin—-=+1
rnoil) )[CD“"f(bH( D" D f (a)]

(b - )"
Sl(n—;+l> [f(a)]r+<ﬁ (-2 T“)) [f(b)]]
k
ar+1\) 4 1 ' .
(ﬁ(n—;, - )) [f(@)] +<n_%+%> [f(b)]]

bulunur ve ispat tamamlanur.

r

Yr

Teorem 4.8.a<b ve f € Ly[a,b] i¢in a,b €1,f € SX(h,I) olsun. Bu durumda,

kesirli integraller araciligiyla h-konveks fonksiyonlar i¢in

a+b>

ol

F(n—g> Crak n Crak
< __[ DI f(B) + (—1)" “Dpf (a)] (4.17)
(b—a)" &

< [f(@) + f(b)] j R R + h(1 — D]de
0

esitsizligi vardir.

Ispat: (2.5)’ e gére n — % = %ve x=ta+(1—-t)b,y=(1—t)a+thigin

f(a;rb) <h (;) f(ta+(1—t)b)+h( )f((l—t)a+tb)

<h (%) [f(ta+ (1= Ob) + £((1 - O)a + tb)] (4.18)
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-1

bulunur. (4.18) esitsizligindeki birinci esitsizlik t" k¥~ ile carpilir ve sonugta ¢ikan

esitsizligin t’ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa,

; (a er b) f R @) f 7 f(ta + (1 — O)b) + £((1 = a + th)]dt
0 0

(v 1) ok (57 (1; ‘ _)E) [DEF®) + (-1 D @] @19)
~ "G T

elde edilir ve (4.17) esitsizligindeki birinci esitsizlik ispatlanir.
f € SX(hI) igin
fx+ 1 =0)y) <h(Ofx) +h(1-f ()
ve
f((1=0x +ty) <h(1 = Of () + R(Of )
vardir. Bu esitsizlikler toplanirsa,
flx+ A=)+ (1 - Ox +ty) < [R(®O +hA-DIfG) +fO)]  (4.20)
elde edilir.
x =avey = b ile (4.20) esitsizligi kullanilirsa,

fta+ (1 —-1t)b) + f((1 —t)a+ tb) < [h(t) + h(1 = O)][f(a) + f(b)] (4.21)

a

bulunur. Sonra (4.21) esitsizliginin her iki tarafi t" % *

ile carpilir ve sonugta ¢ikan

esitsizligin t’ye gore [0,1] lizerinde integrali alinirsa,
1
j t" % flta+ (1 —Ob) + (1 —t)a+th)]dt
0

< j M E R + h(1 - O1If (@) + FB)] de
0

37



D f(B) + (D)™ Dy f(a)]

< [f(@) + f(B)] f KRG + (1 — D]de

elde edilir ve bdylece ikinci esitsizlik ispatlanir.

(4.19) ve (4.22)

tamamlanir.

esitsizliklerinden (4.17) esitsizligi elde edilir.

Boylece

(4.22)

ispat
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde bazi 6nemli kesirli tiirev ve integral tanimlarina yer verilmistir. Bu tanimlar
yardimiyla 6zel tipten fonksiyonlar i¢in Caputo ve k-Caputo kesirli tiirevi yardimiyla

baz1 yeni esitsizlikler incelenmistir.

Tezde elde edilen yeni tipten esitsizlikler farkli kesirli integral ve farkli kesirli tiirev

tanimlar1 kullanilarak genisletilip yeni arastirma alanlar1 olusturulabilir.
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