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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

Simgeler Açıklama 

𝜞(𝒙)                                            Euler-Gamma fonksiyonu 

𝚩(𝒙, 𝒚)   Euler-Beta fonksiyonu 

𝐉𝛂𝐟(𝐱)  𝛼. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝐉𝐚+
𝛂

  𝛼. mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝐉𝐛−
𝛂   𝛼. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝑳𝟏[𝒂, 𝒃]  [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilen fonksiyonların kümesi 

SX    h-konveks sınıfı 

SV  h-konkav sınıfı 

𝑫𝒂+
𝜶𝑪    Sağ taraflı Caputo kesirli türev 

𝑫𝒃−
𝜶𝑪   Sol taraflı Caputo kesirli  türev 

𝑫𝒂+
𝜶,𝒌𝑪   Sağ taraflı k-Caputo kesirli türev 

𝑫𝒃−
𝜶,𝒌𝑪   Sol taraflı k-Caputo kesirli türev 

𝑷(𝑰)  𝑃 konveks fonksiyon sınıfı 

𝑸(𝑰)  𝑄 konveks fonksiyon sınıfı 
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1.GİRİŞ 

                                                                                                                        

Kesirli türev ve kesirli integral kavramları ilk olarak Riemann-Liouville tarafından 

ortaya atılmıştır. Bu kavramlar 17. yüzyıldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, 

Liouville gibi birçok matematikçinin diferensiyel ve integrasyonun genelleştirilmesine 

dayanan çalışmalarıyla gelişmeye başlamıştır. 

Günümüzde kesirli analizin kullanım alanları hızla artmaktadır. Doğadaki olayların 

matematiksel modellemesinde kullanılan kesirli türevler tamsayı mertebeli türevlere 

göre daha avantajlıdır. 

Kesirli türevler nesnelerin mekanik ve elektriksel özelliklerinin matematiksel 

modellemelerinde, akışkanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimya 

gibi birçok alanda kullanılmaktadır. 

Eşitsizlikler ile ilgili ilk temel çalışma Hardy ve ark. (1934) tarafından “Inequalities” 

adlı kitapta toplanmıştır. Bu kitapta yeni eşitsizlikler ve uygulamaları ile ilgili konular 

geniş çapta ele alınmaktadır. 1934-1960 yılları arasında elde edilen yeni farklı türden 

eşitsizlikleri içeren “Inequalities” adlı bir kitap Beckenbach ve Bellman (1961) 

tarafından tekrardan yazılmıştır. Daha sonra Mitrinovi𝑐́ (1970) “Analytic Inequalities” 

adlı kitap ile o güne kadar yapılmış tüm yeni eşitsizlikleri bir başlık altında toplamıştır. 

Mitrinovi𝑐́ ve ark. (1993) daha genel olan “Classical and New Inequalities in Analysis” 

adlı kitabı yazmışlardır. 

Günümüzde kesirli integral eşitsizlikler üzerine çok sayıda araştırma yapılmaktadır. 

Bunlardan bazıları ise R. Agarval, G. Anastassiou, G. V. Milovanovic, A. M. Fink, A. 

W. Roberts ve D. E. Varberg, N. S. Barnett, M. E. Özdemir, U. S. Kırmacı, H. Yıldırım, 

M. Z. Sarıkaya, N. Ujevi𝑐́, S. Varo𝑠̆anec, P.S. Bullen ve P. Cerone şeklinde 

sıralanabilir. 
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2. TEMEL TANIMLAR  

                                                                                                                                                   

Bu bölümde çalışmamızda kullanılacak gerekli tanım ve teoremlere yer verilmiştir.  

Tanım 2.1 (Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonu𝑥 > 0 için, 

𝛤(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

şeklinde tanımlanır. Bu integral 𝑛 > 0 için yakınsaktır. 

Tanım 2.2 (Beta Fonksiyonu): Beta fonksiyonu 𝑚, 𝑛 > 0 için,  

Β(𝑚, 𝑛) = ∫𝑥𝑚−1(1 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥

1

0

 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.3 (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali):  𝑓 ∈ 𝐶𝜇 (𝜇 ≥ −1) olmak üzere, 

𝛼 > 0 ve 𝑡 > 0 için,𝛼 ≥ 0 iken 𝛼. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali   

                                          Jαf(t) =
1

Γ(α)
∫(t − τ)α−1f(τ)dτ

t

0

                           (2.1) 

şeklinde tanımlanır. Riemann-Liouville kesirli integrali operatörü için 𝛼, 𝛽 ≥ 0 olmak 

üzere, yarı-grup özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

ve değişme özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛽𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

sağlanır. 



 

3 
 

Tanım 2.4: 𝛼 > 0 ve 𝑦 > 𝑎 için, 

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑦) =

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑦 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑦

𝑎

 

şeklinde tanımlanan kesirli integrale 𝛼. mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli 

integrali  denir. 𝛼 > 0 ve 𝑦 < 𝑏 için, 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑦) =

1

𝛤(𝛼)
∫(𝜏 − 𝑦)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑦

 

şeklinde tanımlanan kesirli integrale ise 𝛼. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli 

integrali denir. 

Tanım 2.5 (Caputo Türev): 𝑚 pozitif bir tam sayı olmak üzere 𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚 için 

Caputo türev 

𝐷𝑧
𝛼

𝛼 𝑓(𝑧) =
1

Γ(m − α)
∫(𝑧 − 𝑡)𝑚−𝛼−1

𝑧

𝛼

𝑓(𝑚)𝑑𝑡 

şeklindedir. 

𝛼 >0 ve 𝛼 ∉ {1,2,3, … } , 𝑛 = [𝛼] + 1, 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛[𝑎, 𝑏], sürekli n. mertebeden 

türevlenebilen fonksiyon olsun. Sağ taraflı ve sol taraflı Caputo kesirli türevleri 

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

( 𝐷𝑎+
𝛼𝐶 𝑓)(𝑥) =

1

Γ(n−α)
∫

𝑓(𝑛)(𝑡)

(𝑥−𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎
𝑑𝑡 , 𝑥 > 𝑎 

( 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓)(𝑥) =

(−1)𝑛

Γ(n−α)
∫

𝑓(𝑛)(𝑡)

(𝑡−𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥
𝑑𝑡 , 𝑥 < 𝑏. 

Tanım 2.6 (k-Caputo Türev): 𝛼 >0, 𝑘 ≥ 1 ve 𝛼 ∉ {1,2,3, … } , 𝑛 = [𝛼] + 1, 𝑓 ∈

𝐴𝐶𝑛olsun. Sağ taraflı ve sol taraflı 𝛼 üzerinden Caputo k-kesirli türevleri aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 



 

4 
 

( 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓)(𝑥) =

1

𝑘Γk(n−
α

k
)
∫

𝑓(𝑛)(𝑡)

(𝑥−𝑡)
𝛼
𝑘
−𝑛+1

𝑥

𝑎
𝑑𝑡 , 𝑥 > 𝑎 

( 𝐷𝑏−
𝛼,𝑘𝐶 𝑓)(𝑥) =

(−1)𝑛

𝑘Γk(n−
α

k
)
∫

𝑓(𝑛)(𝑡)

(𝑡−𝑥)
𝛼
𝑘
−𝑛+1

𝑏

𝑥
𝑑𝑡 , 𝑥 < 𝑏 

burada Γk gamma k fonksiyonunun gösterimidir. 

Tanım 2.7 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği):𝑓: 𝐼 → ℝ konveks bir fonksiyon, 𝐼 ise reel 

sayıların bir alt aralığı , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 ve 𝑢 < 𝑣 için, 

𝑓 (
𝑢 + 𝑣

2
) ≤

1

𝑣 − 𝑢
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣)

2

𝑣

𝑢

 

şeklinde sağlanan eşitsizliğe Hermite-Hadamard eşitsizliği denir. 

Tanım 2.8 (Konvekslik): 𝑓:[𝑎,𝑏]→ℝ fonksiyonu ∀𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏] ve 𝜆∈[0,1] için,  

f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

Eşitsizlik yön değiştirirse fonksiyon konkavdır denir.  

Tanım 2.9: Negatif olmayan𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ (0,1) için  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)

𝜆
+

𝑓(𝑦)

1 − 𝜆
                                                   (2.2) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑄(𝐼)sınıfındandır denir. 

Tüm negatif olmayan monoton ve negatif olmayan konveks fonksiyonlar bu sınıfa 

dahildir. 

Eğer, 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼)  ve  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐼 ise 

𝑓(𝑥)(𝑥 − 𝑦)(𝑥 − 𝑧) + 𝑓(𝑦)(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧) + 𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦) ≥ 0        (2.3) 
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eşitsizliği sağlanır. (2.3) eşitsizliği (2.2) eşitsizliğine denktir. Böylece 𝑄(𝐼) sınıfının 

tanımı yerine kullanılabilir. 

Tanım 2.10: 𝑓 negatif olmayan bir fonksiyon ve  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, ∀𝜆 ∈ [0,1] aralığı için 

                                        𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)                                                (2.4) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝑃 fonksiyonudur veya 𝑃(𝐼) sınıfına 

aittir denir. 

𝑥 𝑣𝑒 𝑦 pozitif sayıların 𝑟. mertebeden kuvvet ortalaması 

𝑀𝑟(𝑥, 𝑦; 𝜆) = {
(𝜆𝑥𝑟 + (1 − 𝜆)𝑦𝑟)

1

𝑟 , 𝑟 ≠ 0  

𝑥𝜆𝑦1−𝜆 , 𝑟 = 0
 

şeklinde tanımlanmıştır. Pearce ve diğerleri bu eşitsizliği, ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]   ve  𝜆 ∈ [0,1] 

için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑀𝑟(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦), 𝜆)

= {
(𝜆[𝑓(𝑥)]𝑟 + (1 − 𝜆)[𝑓(𝑦)]𝑟)

1

𝑟 , 𝑟 ≠ 0  

[𝑓(𝑥)]𝜆[𝑓(𝑦)]1−𝜆 , 𝑟 = 0
 

[𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı 𝑟-konveks pozitif 𝑓 fonksiyonuna genelleştirmişlerdir. 

0-konveks fonksiyonların basitçe log-konveks fonksiyonlar ve 1-konveks 

fonksiyonların sıradan konveks fonksiyonlar olduğu bilinmektedir. 

Tanım 2.11: ℎ: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ bir pozitif fonksiyon olsun. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 

negatif olmayan bir fonksiyon, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ (0,1) için 

                          𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ ℎ(𝜆)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝜆)𝑓(𝑦)                                    (2.5) 

Eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonu ℎ-konveks fonksiyondur veya 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) 

sınıfındandır denir. Eşitsizlik ters çevrilirse 𝑓, ℎ-konkavdır denir ve 𝑓 ∈ 𝑆𝑉(ℎ, 𝐼) ile 

gösterilir. 
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Tanım 2.12: Minkowski eşitsizliği 𝑝 > 1 için 𝑓(𝑥),  𝑔(𝑥) ≥ 0 ise  

         (∫|𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥)
1 𝑝⁄

≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥)
1 𝑝⁄

+ (∫|𝑔(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥)
1 𝑝⁄

                       (2.6) 

şeklinde verilebilir. 
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3. BAZI YENİ TİPTEN HERMİTE-HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ  

                                                                                                                                                    

Bu bölümde, Hermite-Hadamard eşitsizliği Caputo ve k-Caputo türevleriyle 

genişletilmiş ve ispatlanmıştır. 

Teorem 3.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için pozitif, (𝑛 + 2) kez 

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. 𝑓(𝑛+2)[𝑎, 𝑏]’de sınırlı olmak üzere𝛼 > 0 için, 

𝑚(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

≤
𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)                               (3.1) 

≤
𝑀(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

ve 

−
𝑀(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

≤
𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] −

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
                    (3.2) 

≤ −
𝑚(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

yazılabilir. Burada 𝑚 = 𝑖𝑛𝑓𝑡∈[𝑎,𝑏]𝑓
(𝑛+2)(𝑡),  𝑀 = 𝑠𝑢𝑝𝑡∈[𝑎,𝑏]𝑓

(𝑛+2)(𝑡). 

İspat: Tanım (2.5) yardımıyla, 
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𝛤(−𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[∫(𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ ∫(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑛)(𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

=
(𝑛 − 𝛼)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥)][(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
) 

=
(𝑛 − 𝛼)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 

İntegral 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
  noktasına göre simetriktir. 

(𝑛 − 𝛼)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 
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=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 

olur. Böylece, 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
) 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 

elde edilir. 

𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏−𝑥

𝑎+𝑏

2

 

𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑛)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏−𝑥

𝑎+𝑏

2

− ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

                                                                             = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

− ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

                                                                    = ∫ [𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)]

𝑎+𝑏

2

𝑥

𝑑𝑡 
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𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑛+2)(𝑦)𝑑𝑦
𝑎+𝑏−𝑡

𝑡
 , 𝑡 ∈ [𝑎,

𝑎+𝑏

2
]  için, 

𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡) ≤ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ≤ 𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)  

yazılabilir. Buradan  

∫ 𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝑎+𝑏

2

𝑥

∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)

𝑎+𝑏

2

𝑥

≤ ∫ 𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

𝑚 (
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

≤ 𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ 𝑀 (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

 

𝑚(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑥 

≤
𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
) 

≤
𝑀(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑥                                   

bulunur Teorem 3.1’ deki (3.1) eşitsizliği ispatlanmış olur. 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] −

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

=
(𝑛 − 𝛼)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))][(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 

İntegral 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
  noktasına göre simetriktir. 
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𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] −

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))][(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 

𝑓(𝑛)(𝑏) − 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎+𝑏−𝑥

 

       𝑓(𝑛)(𝑥) − 𝑓(𝑛)(𝑎) = ∫𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))

= ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎+𝑏−𝑥

 

                                                                                            

= ∫𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

− ∫𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

                                                                                           

= −∫[𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)]𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑛+2)(𝑦)𝑑𝑦  , 𝑡 ∈ [𝑎,
𝑎+𝑏

2
]

𝑎+𝑏−𝑡

𝑡
  için, 

𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡) ≤ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ≤ 𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡) 

yazılabilir. Buradan 
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−∫𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

≤ − ∫𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)

𝑥

𝑎

≤ −∫𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

−𝑀(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) ≤ 𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))

≤ −𝑚(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) 

−
𝑀(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

≤
𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] −

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

≤ −
𝑚(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

olup ispat tamamlanmıştır. 

Teorem 3.2. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için diferensiyellenebilir pozitif bir 

fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥 ∈ [𝑎,
𝑎+𝑏

2
] için 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) ≥ 𝑓(𝑛+1)(𝑥) ise 𝛼 > 0 

için kesirli integraller ile ilgili aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir. 

𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] ≤

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

İspat: 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
) 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1] 𝑑𝑥 
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=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫

[
 
 
 
 

∫ [𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡]

𝑎+𝑏

2

𝑥
]
 
 
 
 

𝑎+𝑏

2

𝑎

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥 ≥ 0. 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] −

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

=
(𝑛 − 𝛼)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫ [− ∫[𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡]

𝑥

𝑎

]

𝑎+𝑏

2

𝑎

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥 ≤ 0. 

Teorem 3.3. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için pozitif, (𝑛 + 2) kez 

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. 𝑓(𝑛+2)[𝑎, 𝑏]’de sınırlandırılmışsa 𝛼 > 0 için, 

𝑚(𝑛 −
𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

≤
𝛤 (𝑛 −

𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) (3.3) 

≤
𝑀(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

ve 

−
𝑀(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

≤
𝛤 (𝑛 −

𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] −
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
                 (3.4) 
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≤ −
𝑚(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

vardır, burada 𝑚 = 𝑖𝑛𝑓𝑡∈[𝑎,𝑏]𝑓
(𝑛+2)(𝑡),  𝑀 = 𝑠𝑢𝑝𝑡∈[𝑎,𝑏]𝑓

(𝑛+2)(𝑡). 

İspat: Tanım (2.6) yardımıyla,  

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[∫(𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1𝑓(𝑛)(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ ∫(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1𝑓(𝑛)(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑛)(𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝛤 (−
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 
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İntegral 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
  noktasına göre simetriktir. 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 

olur. Yani, 

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 

elde edilir. 

                               𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏−𝑥

𝑎+𝑏

2

 

        𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑛)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥
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      𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏−𝑥

𝑎+𝑏

2

− ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

                                                                             = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

− ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

                                                                  = ∫ [𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)]

𝑎+𝑏

2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑛+2)(𝑦)𝑑𝑦
𝑎+𝑏−𝑡

𝑡
,    𝑡 ∈ [𝑎,

𝑎+𝑏

2
]  için, 

𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡) ≤ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ≤ 𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡). 

∫ 𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝑎+𝑏

2

𝑥

∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)

𝑎+𝑏

2

𝑥

≤ ∫ 𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑏

2

𝑥

 

𝑚 (
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

≤ 𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ 𝑀 (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

 

𝑚(𝑛 −
𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1]

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑥 

≤
𝛤 (𝑛 −

𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) 

≤
𝑀(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1]

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑥 

(3.3) eşitsizliği ispatlanır. 
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𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] −
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

4(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫[𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 

İntegral 𝑥 =
  𝑎+𝑏  

2
  noktasına göre simetriktir. 

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] −
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 

𝑓(𝑛)(𝑏) − 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎+𝑏−𝑥

 

       𝑓(𝑛)(𝑥) − 𝑓(𝑛)(𝑎) = ∫𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))

= ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎+𝑏−𝑥

 

                          = ∫𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

− ∫𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
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                         = − ∫[𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)]𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑛+2)(𝑦)𝑑𝑦 , 𝑡 ∈ [𝑎,
𝑎+𝑏

2
] 

𝑎+𝑏−𝑡

𝑡
için, 

𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡) ≤ 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ≤ 𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡). 

−∫𝑀(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

≤ − ∫𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)

𝑥

𝑎

≤ −∫𝑚(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

−𝑀(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) ≤ 𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − (𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏))

≤ −𝑚(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) 

−
𝑀(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

≤
𝛤 (𝑛 −

𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] −
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

≤ −
𝑚(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

olup (3.4) eşitsizliği ispatlanır. 

Teorem 3.4. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için diferensiyellenebilir pozitif bir 

fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥 ∈ [𝑎,
𝑎+𝑏

2
] için 𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) ≥ 𝑓(𝑛+1)(𝑥) ise 𝛼 > 0 

için kesirli integraller ile ilgili aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] ≤
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
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İspat: 

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] − 𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
) 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ [𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑓(𝑛)(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) − 2𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)] [(𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1

𝑎+𝑏

2

𝑎

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫

[
 
 
 
 

∫ [𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡]

𝑎+𝑏

2

𝑥
]
 
 
 
 

𝑎+𝑏

2

𝑎

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 ≥ 0.                

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] −
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
 

=
(𝑛 −

𝛼

𝑘
)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫ [−∫[𝑓(𝑛+1)(𝑎 + 𝑏 − 𝑡) − 𝑓(𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡]

𝑥

𝑎

]

𝑎+𝑏

2

𝑎

[(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1

+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 ≤ 0. 

Teorem 3.5. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑎 < 𝑏 için (𝑎, 𝑏) üzerinde diferensiyellenebilir fonksiyon 

olsun. 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise kesirli integraller ile ilgili aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

=
𝑏 − 𝑎

2
∫[(1 − 𝑡)𝑛−𝛼 − 𝑡𝑛−𝛼]𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡.

1

0
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İspat:  

𝐼 = ∫[(1 − 𝑡)𝑛−𝛼 − 𝑡𝑛−𝛼]𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

 

= [∫(1 − 𝑡)𝑛−𝛼𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

] + [−∫𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

]

= 𝐼1 + 𝐼2. 

yazılabilir. Elde edilen integraller hesaplanırsa; 

𝐼1 = ∫(1 − 𝑡)𝑛−𝛼𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

 

= (1 − 𝑡)𝑛−𝛼
𝑓(𝑛)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
|0
1 + ∫(𝑛 − 𝛼)(1 − 𝑡)𝑛−𝛼−1

𝑓(𝑛)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏

1

0

𝑑𝑡 

     =
𝑓(𝑛)(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

(𝑛 − 𝛼)

𝑏 − 𝑎
∫ (

𝑎 − 𝑥

𝑎 − 𝑏
)
𝑛−𝛼−1 𝑓(𝑛)(𝑥)

𝑎 − 𝑏

𝑎

𝑏

𝑑𝑥 

     =
𝑓(𝑛)(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼+1
𝐷𝑏−

𝛼𝐶 𝑓(𝑎) 

ve benzer şekilde 

𝐼2 = −∫𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

 

    = −
𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑛)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
|0
1 + (𝑛 − 𝛼)∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

𝑓(𝑛)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏

1

0

𝑑𝑡 

    =
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

(𝑛 − 𝛼)

𝑏 − 𝑎
∫ (

𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−𝛼−1 𝑓(𝑛)(𝑥)

𝑎 − 𝑏

𝑎

𝑏

𝑑𝑥 
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    =
𝑓(𝑛)(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼+1
𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) 

elde edilir. Sonuç olarak 

𝐼 =
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼+1
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

yazılabilir. 

Eşitliğin her iki tarafı 
𝑏−𝑎

2
  ile çarpılırsa; 

𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

=
𝑏 − 𝑎

2
∫[(1 − 𝑡)𝑛−𝛼 − 𝑡𝑛−𝛼]𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

 

eşitliği elde edilmiş olur. 

Teorem 3.6. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑎 < 𝑏 için (𝑎, 𝑏) üzerinde diferensiyellenebilir fonksiyon 

olsun. |𝑓(𝑛+1)|[𝑎, 𝑏] üzerinde konveks ise kesirli integraller için aşağıdaki eşitlik 

geçerlidir: 

|
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]| 

≤
𝑏 − 𝑎

2(𝑛 − 𝛼 + 1)
(1 −

1

2𝑛−𝛼
) [𝑓(𝑛+1)(𝑎) + 𝑓(𝑛+1)(𝑏)]. 

İspat: Teorem (3.5) ve |𝑓(𝑛+1)|’ in konveksliğinden yararlanılarak, 

|
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]| 
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≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝑛−𝛼 − 𝑡𝑛−𝛼||𝑓(𝑛+1)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

 

                     ≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝑛−𝛼 − 𝑡𝑛−𝛼|[𝑡|𝑓(𝑛+1)(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓(𝑛+1)(𝑏)|]𝑑𝑡

1

0

 

=
𝑏 − 𝑎

2
{∫ [(1 − 𝑡)𝑛−𝛼 − 𝑡𝑛−𝛼][𝑡|𝑓(𝑛+1)(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓(𝑛+1)(𝑏)|]𝑑𝑡

1
2⁄

0

+ ∫|𝑡𝑛−𝛼 − (1 − 𝑡)𝑛−𝛼|[𝑡|𝑓(𝑛+1)(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓(𝑛+1)(𝑏)|]𝑑𝑡

1

1
2⁄

} 

           

=
𝑏 − 𝑎

2
(𝐾1 + 𝐾2)                                                                                                                    (3.5) 

bulunur. 

𝐾1 ve 𝐾2 hesaplanarak, 

𝐾1 = |𝑓(𝑛+1)(𝑎)| [∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝑛−𝛼𝑑𝑡 − ∫𝑡𝑛−𝛼+1𝑑𝑡

1

0

1
2⁄

0

]

+ |𝑓(𝑛+1)(𝑏)| [∫ (1 − 𝑡)𝑛−𝛼+1𝑑𝑡 − ∫ (1 − 𝑡)𝑡𝑛−𝛼𝑑𝑡

1
2⁄

0

1
2⁄

0

] 

     = |𝑓(𝑛+1)(𝑎)| [
1

(𝑛 − 𝛼 + 1)(𝑛 − 𝛼 + 2)
−

(
1

2
)
𝑛−𝛼+1

𝑛 − 𝛼 + 1
]

+ |𝑓(𝑛+1)(𝑏)| [
1

𝑛 − 𝛼 + 2
−

(
1

2
)
𝑛−𝛼+1

𝑛 − 𝛼 + 1
]                                                 (3.6) 
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ve 

𝐾2 = |𝑓(𝑛+1)(𝑎)| [ ∫ 𝑡𝑛−𝛼+1𝑑𝑡 − ∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝑡𝑛−𝛼𝑑𝑡

1

1
2⁄

1

1
2⁄

]

+ |𝑓(𝑛+1)(𝑏)| [ ∫(1 − 𝑡)𝑡𝑛−𝛼𝑑𝑡 − ∫(1 − 𝑡)𝑡𝑛−𝛼+1𝑑𝑡

1

1
2⁄

1

1
2⁄

] 

 

     = |𝑓(𝑛+1)(𝑎)| [
1

𝑛 − 𝛼 + 2
−

(
1

2
)
𝑛−𝛼+1

𝑛 − 𝛼 + 1
]

+ |𝑓(𝑛+1)(𝑏)| [
1

(𝑛 − 𝛼 + 1)(𝑛 − 𝛼 + 2)
−

(
1

2
)
𝑛−𝛼+1

𝑛 − 𝛼 + 1
]                       (3.7) 

elde edilir. 

(3.6) ve (3.7) eşitlikleri (3.5) eşitliğinde yerlerine yazıldığında 

|
𝑓(𝑛)(𝑎) + 𝑓(𝑛)(𝑏)

2
−

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]| 

≤
𝑏 − 𝑎

2(𝑛 − 𝛼 + 1)
(1 −

1

2𝑛−𝛼
) [𝑓(𝑛+1)(𝑎) + 𝑓(𝑛+1)(𝑏)] 

eşitsizliği elde edilir. 

 

 

 

 



 

24 
 

4. FARKLI FONKSİYON SINIFLARI İÇİN EŞİTSİZLİKLER 

                                                                                                                                                       

Bu bölümde, farklı fonksiyonlar için eşitsizlikleri ve bu önemli eşitsizlikleri Caputo ve 

k-Caputo türevleriyle kurulmuştur. 

Teorem 4.1. 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼) olsun. Burada 𝛼 > 0 ve 

kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

                          𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

2𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]            (4.1) 

İspat: 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼) ve ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için  

2(𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) ≥ 𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) 

vardır.((2.2) eşitsizliğinde λ =
1

2
 için) 

Yukarıdaki eşitsizlikte 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 ve 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 seçilirse, 

                          2[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)] ≥ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)                       (4.2) 

yazılabilir. 

Sonra (4.2) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−𝛼−1 ile çarpılır ve sonuçta ortaya çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa 

 2∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡 ≥ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

𝑑𝑡   

2 ∫(
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)

𝑛−𝛼−1
𝑏

𝑎

 𝑓(𝑥)

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 + 2 ∫(

𝑦 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−𝛼−1  𝑓(𝑦)

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 ≥
1

𝑛 − 𝛼
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 
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2

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫(𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
2

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫(𝑦 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑎

𝑓(𝑦)𝑑𝑦

≥
1

𝑛 − 𝛼
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 

           
2

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑥)[(𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1 + (𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥 ≥

1

𝑛 − 𝛼
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

 

2(𝑛 − 𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥 ≥ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

 

         
2𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] ≥ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 4.2. 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑓 ∈ 𝑃(𝐼) olsun. O zaman 𝛼 > 0 için 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] ≤ 2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))     (4.3) 

şeklinde kesirli integraller için bir eşitsizlik vardır. 

İspat: (2.4)’ e göre 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 ve λ =
1

2
 ile tüm 𝑡 𝜖 [0,1] 

için 

                                        𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)                (4.4) 

bulunur. Böylece (4.4) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−𝛼−1 ile çarpılır ve [0,1] üzerinde 

𝑡’ye göre integrali alınırsa 

              𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

𝑑𝑡 ≤  ∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡 

1

𝑛 − 𝛼
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)  ≤  

1

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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                                 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  ≤  

(𝑛 − 𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑥)[(𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                      𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

bulunur ve eşitsizliğin sol tarafı ispatlanmış olur.𝑓 ∈ 𝑃(𝐼) için 

 𝑓(𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

ve 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

yazılabilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa 

                    𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤  2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]                       (4.5) 

elde edilir. Böylece (4.5) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−𝛼−1 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa 

∫𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡 ≤  2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

𝑑𝑡   

∫(
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑎

 𝑓(𝑥)

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 + ∫(

𝑦 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−𝛼−1  𝑓(𝑦)

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 ≤
2

𝑛 − 𝛼
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

1

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫[(𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑎)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑦)𝑑𝑦] ≤

2

𝑛 − 𝛼
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

𝑏

𝑎

 

𝑛 − 𝛼

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
∫𝑓(𝑥)[(𝑏 − 𝑥)𝑛−𝛼−1 + (𝑥 − 𝑎)𝑛−𝛼−1]𝑑𝑥 ≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

𝑏

𝑎

 

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]  ≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

elde edilir ve dolayısıyla eşitsizliğin sağ tarafı ispatlanır.  
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Teorem 4.3. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → (0,∞), 𝑎 < 𝑏 ve 0 < 𝑟 ≤ 1 için [𝑎, 𝑏] üzerinde r-konveks 

fonksiyon olsun. Buradan kesirli integral eşitsizlikler için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:  

𝛤(−𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]

≤ [(
1

𝑛 − 𝛼 +
1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (𝛽 (𝑛 − 𝛼,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

+ [(𝛽 (𝑛 − 𝛼,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (
1

𝑛 − 𝛼 +
1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

.         

İspat: 𝑓, 𝑟 > 0 ve r-konveks fonksiyon olduğundan her 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤  (𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄  

ve 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄
 

vardır. Bu eşitsizlikler toplanırsa, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

≤  (𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ + ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄
 

bulunur. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı 𝑡𝑛−𝛼−1 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa 

∫𝑡𝑛−𝛼−1[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]

1

0

𝑑𝑡 

≤ ∫𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ 𝑑𝑡

+ ∫𝑡𝑛−𝛼−1((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ 𝑑𝑡

1

0

 



 

28 
 

elde edilir. 

∫𝑡𝑛−𝛼−1[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]

1

0

𝑑𝑡

=
𝛤(𝑛 − 𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)] 

eşitliği kolaylıkla bulunabilir. 

Minkowski eşitsizliği kullanılarak  

∫𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ 𝑑𝑡

≤ [(∫ 𝑡𝑛−𝛼+
1

𝑟
−1

1

0

𝑓(𝑎)𝑑𝑡)

𝑟

+ (∫𝑡𝑛−𝛼−1(1 − 𝑡)
1

𝑟⁄ 𝑓(𝑏)𝑑𝑡

1

0

)

𝑟

]

1
𝑟⁄

 

= [(
1

𝑛 − 𝛼 +
1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (𝛽 (𝑛 − 𝛼,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

 

ve benzer şekilde 

∫𝑡𝑛−𝛼−1((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ 𝑑𝑡

1

0

≤ [(∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

(1 − 𝑡)
1

𝑟⁄ 𝑓(𝑎)𝑑𝑡)

𝑟

+ (∫𝑡𝑛−𝛼+
1

𝑟
−1𝑓(𝑏)𝑑𝑡

1

0

)

𝑟

]

1
𝑟⁄

 

                   = [(𝛽 (𝑛 − 𝛼,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (
1

𝑛 − 𝛼 +
1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

 

elde edilir. Böylece, 
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𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]

≤ [(
1

𝑛 − 𝛼 +
1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (𝛽 (𝑛 − 𝛼,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

+ [(𝛽 (𝑛 − 𝛼,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (
1

𝑛 − 𝛼 +
1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

. 

Bu ispat tamamlandı. 

Teorem 4.4. 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) olsun. Bu durumda, 

kesirli integraller aracılığıyla h-konveks fonksiyonlar için  

1

(𝑛 − 𝛼)ℎ (
1

2
)
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝑛 − 𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)](4.6) 

       ≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝑛−𝛼−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡

1

0

 

eşitsizliği vardır. 

İspat: (2.5)’ e göre 𝑛 − 𝛼 =
1

2
 ve 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 için 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ ℎ (

1

2
)  𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + ℎ (

1

2
) 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) 

                                        ≤ ℎ (
1

2
) [𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]                     (4.7) 

bulunur. (4.7) eşitsizliğindeki birinci eşitsizlik 𝑡𝑛−𝛼−1 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ ye göre [0,1] üzerinde integralini alınırsa 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ∫ 𝑡𝑛−𝛼−1

1

0

𝑑𝑡 ≤ ℎ (
1

2
)∫ 𝑡𝑛−𝛼−1[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡

1

0
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1

 (𝑛 − 𝛼)ℎ (
1

2
)
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝑛 − 𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]              (4.8) 

elde edilir ve (4.6) eşitsizliğindeki birinci eşitsizlik ispatlanır. 

𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ ℎ(𝑡)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 

ve 

𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑥) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑦) 

vardır. Bu eşitsizlikler toplanırsa, 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ [ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)]               (4.9) 

olur. 

𝑥 = 𝑎 ve 𝑦 = 𝑏 ile (4.9) kullanılırsa 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ [ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]            (4.10) 

bulunur. Sonra (4.10) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−𝛼−1 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡 ye göre [0,1] üzerinde integralini alınırsa 

                   ∫ 𝑡𝑛−𝛼−1[ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]

1

0

𝑑𝑡     

                 ≤ ∫ 𝑡𝑛−𝛼−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

1

0

𝑑𝑡                                                         

𝛤(𝑛 − 𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−𝛼
[ 𝐷𝑎+

𝛼𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−
𝛼𝐶 𝑓(𝑎)]            

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝑛−𝛼−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡                          

1

0

(4.11) 

elde edilir ve böylece ikinci eşitsizlik ispatlanır. 
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(4.11) ve (4.8) eşitsizliklerinden (4.6) eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.5. 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼) olsun. Burada 𝛼 > 0 ve 

kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

            𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

2𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]                    (4.12) 

İspat: 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼) ve ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için  

2(𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) ≥ 𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) 

vardır. ((2.2) eşitsiziğinde λ =
1

2
 için) 

Yukarıdaki eşitsizlikte 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 ve 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 seçilirse, 

                     2[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)] ≥ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)                          (4.13) 

yazılabilir. 

Sonra (4.13) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

 ile çarpılır ve sonuçta ortaya çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integralini alınırsa 

 2∫ 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡 ≥ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑡𝑛−

𝛼

𝑘
−1

1

0

𝑑𝑡   

2 ∫(
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−

𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

 𝑓(𝑥)

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 + 2 ∫(

𝑦 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−

𝛼

𝑘
−1  𝑓(𝑦)

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 ≥
1

𝑛 −
𝛼

𝑘

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

2

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫(𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
2

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫(𝑦 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

𝑓(𝑦)𝑑𝑦

≥
1

𝑛 −
𝛼

𝑘

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 
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2

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑥) [(𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 ≥

1

𝑛 −
𝛼

𝑘

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

 

2 (𝑛 −
𝛼

𝑘
)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 ≥ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

 

2𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] ≥ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır.  

Teorem 4.6. 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑓 ∈ 𝑃(𝐼) olsun. O zaman 𝛼 > 0 için 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]

≤ 2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))                                                                           (4.14) 

şeklinde kesirli integraller için bir eşitsizlik vardır. 

İspat: (2.4)’ e göre 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 ve λ =
1

2
 ile tüm 𝑡 𝜖 [0,1] 

için 

                       𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)                              (4.15) 

elde edilir. Böylece (4.15) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

 ile çarpılır ve sonuçtaki 

eşitsizliğin [0,1] üzerinde 𝑡’ye göre integralini alınırsa, 

              𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑡𝑛−

𝛼

𝑘
−1

1

0

𝑑𝑡 ≤  ∫ 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡 

1

𝑛 −
𝛼

𝑘

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  ≤  

1

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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                                  𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  ≤  

(𝑛 −
𝛼

𝑘
)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑥) [(𝑥 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘
−1+ (𝑏 − 𝑥)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                      𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] 

eşitsizliğin sol tarafı ispatlanır. 𝑓 ∈ 𝑃(𝐼) için 

 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

ve 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

vardır. Bu eşitsizlikler toplanırsa, 

              𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤  2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]                            (4.16) 

elde edilir. Böylece (4.16) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

 ile çarpılır ve sonuçta 

çıkan eşitsizliği 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa, 

∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡 ≤  2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

𝑑𝑡   

∫(
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)

𝑛−
𝛼

𝑘
−1

𝑏

𝑎

 𝑓(𝑥)

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 + ∫(

𝑦 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)
𝑛−

𝛼

𝑘
−1  𝑓(𝑦)

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 ≤
2

𝑛 −
𝛼

𝑘

[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

1

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫[(𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1𝑓(𝑦)𝑑𝑦] ≤

2

𝑛 −
𝛼

𝑘

[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

𝑏

𝑎

 

𝑛 −
𝛼

𝑘

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

∫𝑓(𝑥) [(𝑏 − 𝑥)𝑛−
𝛼

𝑘
−1 + (𝑥 − 𝑎)𝑛−

𝛼

𝑘
−1] 𝑑𝑥 ≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

𝑏

𝑎

 

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]  ≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 
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elde edilir ve dolayısıyla eşitsizliğin sağ tarafı ispatlanır. 

Teorem 4.7: 𝑓: [𝑎, 𝑏] → (0,∞), 𝑎 < 𝑏 ve 0 < 𝑟 ≤ 1 için [𝑎, 𝑏] üzerinde r-konveks 

fonksiyon olsun. Buradan kesirli integral eşitsizlikler için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:  

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]

≤ [(
1

𝑛 −
𝛼

𝑘
+

1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (𝛽 (𝑛 −
𝛼

𝑘
,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

+ [(𝛽 (𝑛 −
𝛼

𝑘
,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (
1

𝑛 −
𝛼

𝑘
+

1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

.         

İspat: 𝑓, 𝑟 > 0 ve r-konveks fonksiyon olduğundan her 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤  (𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄  

ve 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄
 

vardır. Bu eşitsizlikler toplanırsa, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

≤  (𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ + ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄
 

bulunur. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa, 

∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]

1

0

𝑑𝑡 
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≤ ∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ 𝑑𝑡

+ ∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟⁄ 𝑑𝑡

1

0

 

elde edilir. 

∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]

1

0

𝑑𝑡

=
𝛤 (𝑛 −

𝛼

𝑘
)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)] 

eşitliği kolayca bulunur. 

Minkowski eşitsizliği kullanılarak 

∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1

𝑟⁄ 𝑑𝑡

≤ [(∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
+

1

𝑟
−1

1

0

𝑓(𝑎)𝑑𝑡)

𝑟

+ (∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1(1 − 𝑡)

1
𝑟⁄ 𝑓(𝑏)𝑑𝑡

1

0

)

𝑟

]

1
𝑟⁄

 

= [(
1

𝑛 −
𝛼

𝑘
+

1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (𝛽 (𝑛 −
𝛼

𝑘
,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

 

ve benzer şekilde 

∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟⁄ 𝑑𝑡

1

0

≤ [(∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

1

0

(1 − 𝑡)
1

𝑟⁄ 𝑓(𝑎)𝑑𝑡)

𝑟

+ (∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
+

1

𝑟
−1𝑓(𝑏)𝑑𝑡

1

0

)

𝑟

]

1
𝑟⁄
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                   = [(𝛽 (𝑛 −
𝛼

𝑘
,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (
1

𝑛 −
𝛼

𝑘
+

1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

 

elde edilir. Böylece, 

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
+ 1)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]

≤ [(
1

𝑛 −
𝛼

𝑘
+

1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (𝛽 (𝑛 −
𝛼

𝑘
,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

+ [(𝛽 (𝑛 −
𝛼

𝑘
,
𝑟 + 1

𝑟
))

𝑟

[𝑓(𝑎)]𝑟 + (
1

𝑛 −
𝛼

𝑘
+

1

𝑟

)

𝑟

[𝑓(𝑏)]𝑟]

1
𝑟⁄

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.8. 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) olsun. Bu durumda, 

kesirli integraller aracılığıyla h-konveks fonksiyonlar için  

1

(𝑛 −
𝛼

𝑘
) ℎ (

1

2
)
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]              (4.17) 

                 ≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡

1

0

 

eşitsizliği vardır. 

İspat: (2.5)’ e göre 𝑛 −
𝛼

𝑘
=

1

2
 ve 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 için 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ ℎ (

1

2
)  𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + ℎ (

1

2
) 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) 

                                   ≤ ℎ (
1

2
) [𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]              (4.18) 
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bulunur. (4.18) eşitsizliğindeki birinci eşitsizlik 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑡𝑛−

𝛼

𝑘
−1

1

0

𝑑𝑡 ≤ ℎ (
1

2
)∫ 𝑡𝑛−

𝛼

𝑘
−1[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]𝑑𝑡

1

0

 

1

(𝑛 −
𝛼

𝑘
) ℎ (

1

2
)
𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]              (4.19) 

elde edilir ve (4.17) eşitsizliğindeki birinci eşitsizlik ispatlanır. 

𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ ℎ(𝑡)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 

ve 

𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑥) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑦) 

vardır. Bu eşitsizlikler toplanırsa, 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ [ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)]       (4.20) 

elde edilir. 

𝑥 = 𝑎 ve 𝑦 = 𝑏 ile (4.20) eşitsizliği kullanılırsa, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ [ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]            (4.21) 

bulunur. Sonra (4.21) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1

 ile çarpılır ve sonuçta çıkan 

eşitsizliğin 𝑡’ye göre [0,1] üzerinde integrali alınırsa, 

∫𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1[ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)]

1

0

𝑑𝑡

≤ ∫ 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

1

0

𝑑𝑡     
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𝛤 (𝑛 −
𝛼

𝑘
)

(𝑏 − 𝑎)𝑛−
𝛼

𝑘

[ 𝐷
𝑎+
𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑏) + (−1)𝑛 𝐷𝑏−

𝛼,𝑘𝐶 𝑓(𝑎)]            

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝑛−
𝛼

𝑘
−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡                                 

1

0

(4.22) 

elde edilir ve böylece ikinci eşitsizlik ispatlanır. 

(4.19) ve (4.22) eşitsizliklerinden (4.17) eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanır. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

                                                                                                                                                    

Bu tezde bazı önemli kesirli türev ve integral tanımlarına yer verilmiştir. Bu tanımlar 

yardımıyla özel tipten fonksiyonlar için Caputo ve k-Caputo kesirli türevi yardımıyla 

bazı yeni eşitsizlikler incelenmiştir. 

Tezde elde edilen yeni tipten eşitsizlikler farklı kesirli integral ve farklı kesirli türev 

tanımları kullanılarak genişletilip yeni araştırma alanları oluşturulabilir. 
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