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ÖZET 

 

Bu tezde, çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik problemi bir Hilbert 

uzayında araştırılmıştır. Burada ters eliptik problemin yaklaşık çözümü için üçüncü ve 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemaları kurulmuştur. Sunulan bu fark 

şemalarının çözümleri için kararlılık, hemen-hemen koersif kararlılık ve koersif 

kararlılık kestirimleri elde edilmiştir. Burada kararlılık eşitsizliklerini kanıtlamak için 

operatör yöntemi kullanılmıştır. Çok boyutlu kısmi eliptik diferansiyel denklem için ters 

yerel olmayan sınır değer problemlerinin yaklaşık çözümünün üçüncü ve dördüncü 

mertebeden doğruluklu fark şemaları oluşturulmuştur. Ayrıca çok boyutlu kısmi eliptik 

diferansiyel denklem için yerel olmayan ters Dirichlet ve Neumann tipi sınır değer 

problemlerinin yaklaşık çözümünün yüksek mertebeden doğruluklu fark şemaları 

kurulmuştur. Bu fark şemalarının çözümleri için kararlılık kestirimleri ele alınmıştır. 

Üçüncü ve dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının sayısal çözümlerini 

bulmak için ise algoritma ile birlikte test edilen örneklerle MATLAB kodları 

verilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: Fark şeması, Kararlılık eşitsizlikleri, Sayısal çözüm, Sınır 

değer problemi, Ters eliptik problem. 
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SUMMARY  

 

In this thesis, the multi-point nonlocal boundary conditional inverse problem is 

investigated in a Hilbert space. For the approximate solution of the inverse elliptic 

problem, third and fourth order accuracy difference schemes  are established. Stability, 

almost coercive stability and coercive stability estimates are obtained for the solutions 

of the presented difference schemes. The operator method is used to prove the stability 

inequalities. For the approximate solution of the inverse nonlocal boundary value 

problems for the multidimensional partial elliptic differential equation, third and fourth 

order accuracy difference schemes are created. For the approximate solution of nonlocal 

inverse Dirichlet and Neumann type boundary value problems for multidimensional 

partial elliptic difference equations, higher order accuracy difference schemes are 

established. Stability estimates for solutions of difference schemes are discussed. In 

order to find numerical solutions of third and fourth order accuracy difference schemes, 

examples tested by MATLAB codes are given together with the algorithm. 

 

Keywords: Difference scheme, Stability inequalities, Numerical solution, 

Boundary value problem, Inverse elliptic problems.  
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Temel Kavramlar 

Bu kısımda lineer sistemler, metrik uzayı, normlu uzay, Banach uzayı, iç çarpım 

uzayı, Hilbert uzayı, sınırlı lineer fonksiyoneller, sınırlı operatörler, öz-eşlenik ve pozitif 

tanımlı operatorlerin tanımları verilmektedir. Ayrıca direkt ile ters problemleri 

açıklanmaktadır. Bununla birlikte fonksiyonun türevlerinin yaklaşım formülleri ve 

onların yaklaşım mertebeleriyle ilgili bazı kavramların tanımları ile açıklamaları 

verilmektedir. 

 

Tanım 1.1.1. Bir E  kümesinde, x  ve y  elemanlarının her ikisi için, x y  ile 

gösterilen ve toplam olarak adlandırılan bir eleman varsa ve her bir x ile   reel 

(karmaşık) sayısı için, x  ile gösterilen ve onların çarpımı olarak adlandırılan bir 

eleman varsa ve bu işlemler aşağıdaki şartları sağlıyorsa, o zaman E  kümesi reel 

(karmaşık) lineer uzayı olarak adlandırılır (Krein, 1972): 

ve  için, 

1.     = ;x y z x y z     

2.  = ;x y y x   

3.    x E  için 0 =x   olacak s ekilde 'E nin sıfır   elemanı vardır; 

4.    = ;x x x      

5.    = ;x y x y     

6.     = ;x x    

7.  1 = .x x   

 

Tanım 1.1.2. Bir E kümesinde herhangi iki elemanı, x ile y elemanları arasındaki 

mesafe olan ve aşağıdaki aksiyomları sağlayacak, negatif olmayan bir  ,x y  sayısı 

varsa, E kümesi bir metrik uzay olarak adlandırılır (Krein, 1972): 

1.   , 0,x y     reel değerli, negatif olmayan sınırlı bir fonksiyondur; 

2.   , = 0x x  ve eğer  , = 0x y  ise =x y  olur; 

3.  ,x y E   için,    , = ,x y y x   (simetri aksiyomu); 
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4.  , ,x y z E   için,      , , ,x y x z z y      (üçgen eşitsizliği).  

  

Tanım 1.1.3. Eğer E kümesindeki, her bir x E elemanı için, x elemanının 

normu olarak adlandırılan negatif olmayan bir 0x  reel sayısına karşılık geliyorsa ve 

aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa, bu durumda E lineer uzayı normlu uzay olarak 

adlandırılır (Krein, 1972):  

, ,x y z E   ve  R  için, 

1.  = 0 = 0x x  ; 

2.  =x x   (normun homojenliği) ; 

3.  x y x y    (üçgen eşitsizliği) .  

  

Tanım 1.1.4. Her > 0  sayısı ve herhangi , >m n N  doğal sayıları için 

 , <m nx x   olacak şekilde bir = ( )N N  sayısı varsa, bu durumda E metrik 

uzayındaki  nx dizisi, temel dizisi veya Cauchy dizisi olarak adlandırılır (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.5. E metrik uzayındaki her temel dizisi (Cauchy dizisi) şayet uzayın 

bir elemanına yakınsarsa, bu durumda E uzayı tam uzay olarak adlandırılır (Krein, 

1972).  

 

Tanım 1.1.6. E tam normlu bir lineer uzay ise, bu durumda E uzayı Banach uzayı 

olarak adlandırılır (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.7. H, karmaşık sayılarla çarpma işleminin olduğu ve her bir eleman 

çiftine aşağıdaki özelliklere sahip bir  ,x y  karmaşık sayısının atandığı bir lineer uzayı 

olsun. , ,x y z H   ve  C  için aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa,  

i. ( , ) 0,x x  ve ( , ) = 0x x    = 0x  için; 

ii.    , = ,x y y x ; 

iii. ( . , ) = .( , )x y x y   keyfi karmaşık bir   sayısı için; 

iv. ( , ) = ( , ) ( , )x y z x y y z  ;   

Bu takdirde  ,x y  sayısı iç-çarpım,   , ,H x y ikilisine ise iç-çarpım uzayı olarak 

adlandırılır (Krein, 1972). Aşağıdaki sonuçlar i-iv aksiyomlarından gelmektedir: 
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1. ( , ) = ( , ) ( , );x y z x y y z   

2. ( , . ) = .( , );x y x y    

3. Buniakovsky-Schwarz (Cauchy-Schwarz) eşitsizliği: 

( , ) ( , ) ( , )x y x x y y  veya ( , )x y x y   şeklinde yazılabilir (Krein, 1972). 

H uzayındaki her bir iç-çarpıma karşılık bir norm  = ,x x x  getirilebilir. Bu 

durumda H iç-çarpım uzayı bir normlu lineer uzaya dönüşür (Krein, 1972). 

 

Tanım 1.1.8. Eğer H iç-çarpım uzayı  = ,x x x  normuna göre tam ise, o 

zaman bu uzaya Hilbert (karmaşık veya reel) uzayı denir (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.9. E, reel (karmaşık) bir lineer uzayı olsun. Her x E ’ye karşılık bir 

reel (karmaşık) ( )f x sayısı geliyorsa, bu takdirde E reel (karmaşık) lineer uzayı üzerinde 

bir ( )f x  fonksiyoneli tanımlanmış olur (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.10. Eğer ( )f x fonksiyoneli, f (αx+ β y) = α f (x) + β f (y), (α,β ∈ E 

ve x, y, ∈ E için) şartını sağlıyor ise, ( )f x  fonksiyoneline lineer denir (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.11. Tüm x E için ( )f x c x  olacak şekilde negatif olmayan bir c 

sayısı varsa, E üzerinde f(x) fonksiyoneline sınırlı lineer fonksiyonel denir. Bu eşitsizliği 

sağlayan c sayılarının en küçüğüne sınırlı lineer f(x) fonksiyonelinin normu denir ve 

f  ile gösterilir. f fonksiyonelinin normu için, 
=1

0

( )
= = ( )sup sup

x E x
x

f x
f f x

x


formülü 

geçerlidir (Krein, 1972). Buradan hareketle diğer bazı kavramlar ve Hilbert uzayında 

operatörlerin tanımları aşağıda verilmektedir. 

 

Tanım 1.1.12. E ve F iki lineer uzayı olsun. D E  kümesinde tanımlanan, 

değerleri F lineer sisteminde olan bir A operatörünün (D’den F’ye bir operatör) her bir 

x D ’ye =y Ax F  tekabül ediyorsa, bu durumda D kümesine A operatötünün tanım 

bölgesi denir ve D(A) ile gösterilir. F lineer sisteminin tüm y elemanlarının =y Ax  

( ( ))x D A  biçiminde gösterilebilen cümlesine A operatörünün değer bölgesi denir ve 

R(A) ile gösterilir (Krein, 1972).  
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Tanım 1.1.13. Eğer her 
1 2,x x  ( )D A  ve her α1,α2C için 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) = ( ) ( )A x x A x A x     ise, bu durumda A operatörü, lineer operatör olarak 

adlandırılır (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.14. E lineer bir uzayı olsun. Her bir x E  için, =Ax x  olacak şekilde 

bir A operatörü varsa, bu A operatörü birim özdeşlik operatörü olarak adlandırılır ve 

, EI I  ile gösterilir.  

 

Tanım 1.1.15. A operatörü E lineer uzayından F lineer uzayına tanımlanan bir 

lineer operatör olsun. Eğer her bir x E  için, 
F E

Ax C x  olacak şekilde x’den 

bağımsız bir C sabiti varsa, bu durumda A opratörü sınırlıdır denir. Son eşitsizlikteki en 

küçük C sabiti, A operatörünün normu olarak adlandırılır ve şu şekilde gösterilir: 

E F
A


. Tanıma göre, 

=1

= =sup supF

E F F
x E x

EE

Ax
A Ax

x


olur (Krein, 1972).  

 

Tanım 1.1.16. A operatörü H Hilbert uzayında tanımlı sınırlı bir lineer operatör 

olsun. Bu uzaydaki A* operatörüne, A operatörünün eşleniği denir ve    , = ,Ax y x A y  

formülüyle tanımlanır. Eğer A* = A  ise, A’ya öz-eşlenik operatör denir (Krein, 1971).  

 

Tanım 1.1.17. A öz-eşlenik operatör olsun. Eğer her bir 0x   eleman için 

 , > 0Ax x  ise A operatörüne pozitif operatör,    , ,Ax x x x  > 0 ise A’ya pozitif 

tanımlı operatör denir (Krein, 1971).   

A öz-eşlenik pozitif tanımlı operatör olsun. A operatörünün f(A) fonksiyonunun 

normu için,
<

( ) ( )supf A f
 


 

  kestirimi geçerlidir (Krein, 1972).  

A öz-eşlenik operatörü pozitif tanımlı ise, her bir > 0  için 2=
12

C A A


  olmak 

üzere,  2 21
= 4

2
D C C C    ve  

1
=R I D


  operatörleri de öz-eşlenik pozitif 

tanımlı operatörlerdir (Krein, 1966). 

Çalışmada kullanılan 2=C D R  eşitliğinin doğruluğu şu şekilde gösterelmektedir:  

 2 21
= 4

2
D C C C    ve  

1
=R I D


  operatörlerini kullanarak; 
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  
12 2 2 2 2 2 21

= 2 4 4
4

D R C C C C C C I D    


      

      
12 2 2 21

= 2 2 4 4
4

C C C C C I D   


     

     
12 2 2 21 1

= 4
2 2

C C C C C I D   
 

    
 

 

      
12 21

= 4
2

C C C C C I D   


     

       
12 21

= 4
2

C I C C C I D   
 

    
 

 

      
1

= C I D I D 


   

        = C  elde edilir.  

Aşağıda çalışmada kullanılan uzaylar ve uzaydaki normlar tanımlanmaktadır: 

 ( ) = ( 0, , )C H C T H  uzayı,  0,T  aralığında tanımlı değerleri H Hilbert uzayında 

olan tüm sürekli f(t) fonksiyonlardan oluşan ve bu fonksiyonların 

normu,
( )

0

= ( ) ,maxC H H
t T

f f t
 

ile tanımlanan Banach uzayıdır.  

 , ,

0 0( ) = ( 0, , )T TC H C T H     uzayı ise,  0,T  aralığında tanımlı değerleri H Hilbert 

uzayında olan bütün düzgün f(t)fonksiyonlardan oluşan ve bu fonksiyonların normu, 

   ,
( ) ( )

0 0 <

= ( ) ( )sup
C H C H H

T t t T

f f t T t f t f t
 

 



  

  

      ile tanımlanan 

Banach uzayıdır. 

n keyfi bir doğal sayı olmak üzere = (0, )nl , n-boyutlu Rn Öklid uzayında sınırı 

  olan  bir açık küp olsun.   kapanışı =   ile belirlensin. 

2= ( )H L   uzayı,   kümesinde tanımlanan tüm karesi integrallenebilen 

2( )f L   fonksiyonlarından oluşan ve 

1/2

2

1( )
2

= ( ) nL
x

f f x dx dx




 
 
 
   normu ile 

birlikte tanımlanan Hilbert uzayıdır. 

2

2 ( )W   uzayı,   kümesinde ikinci mertebeden kısmi türevleri mevcut ve karesi 

integrallenebilen f  fonksiyonlarından oluşan ve 

1/2
2

2

2 1( )
2

=1 =1

= ( ) ( )
n n

x x nW i j
x i j

f f x f x dx dx




   
  

   
   normu  ile birlikte tanımlanan 

Sobolev uzayıdır. 

Grid noktalar kümesi; 
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    1 1 1= = = ,..., ; = ,... , = 0,..., , = ,h m n n n r r r rx x h m h m m m m m M h M l  

=1,..., ,r n  

= , =h hh h       ile tanımlansın. 

2 2= ( )h hL L   uzayı, h  grid noktalar kümesinde tanımlanan, h  grid 

fonksiyonlarından oluşan ve  

1/2

2

1
2

=

x h

h h

nL
h

x h h 


 
 
 
 
  normu  ile birlikte 

tanımlanan Hilbert uzayıdır. 

2 2

2 2= ( )h hW W   uzayı, h  grid noktalar kümesinde tanımlanan, ikinci mertebeden 

türevleri sınırlı h  grid fonksiyonlarından oluşan ve 

 
=1

1/2
2

2 1
22

=
rx h

n
h h

nLW xhh r

h h  


 
  
 
 
   

=1

1/2
2

1
,

rx h

n
h

nx x mrr r

x h h


 
 
 
 
  normu  

ile birlikte tanımlanan Sobolev uzayıdır. 

Ters problemlerin kesin bir tanımı olmamakla birlikte, genel olarak matematikte 

ve bilimin birçok alanında karşılaşılan parametrelerin gözlem verilerinden elde 

edilmesini amaçlayan problemler sınıfına ters problemler denilebilir. Ters problemleri 

belirlemek için, öncelikle direkt problemin ne olduğunu anlamak gerekir. Bunun için 

matematiksel fiziğin problemleri örnek olarak ele alınabilir. Matemetiksel fizikte, direkt 

problemler genellikle herhangi bir fiziksel alanı, süreci veya olayı (elektromagnetik, 

akustik, sismik, termal vb.) modelleme problemleri olarak anlaşılır. Direkt 

problemlerde, incelenen alanın her noktasında ve her anında (alan durağan değilse) 

fiziksel bir alanı veya süreci tanımlayan bir fonksiyonu bulmak gereklidir. Direkt 

problemleri çözmek için; 

 sürecin çalışıldığı bölge, 

 verilen süreci açıklayan denklem, 

 başlangıç koşulları (süreç durağan değilse), 

 bölge sınırındaki koşullar verilmelidir (Kabanikhin, 2009). 

Eliptik denklem için direkt problemler Dirichlet, Neumann ve Robin sınır 

değerleri verilerek ele alınır (birinci, ikinci ve üçüncü tip). Aslında denklem bir sürecin 

modellenmesidir. Denklemde birşey eksik olduğunda ek sınır şartlar konulur. Bu sefer  

karşımıza yeni bir problem çıkar. Bu yeni probleme ters problem (üstbelirli) denir 

(Samarskii ve Vabishchevich, 2007). 
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Örneğin, = (0, )nl  açık bir küp olmak üzere,  0,T   bölgesinde çok boyutlu 

eliptik diferansiyel denklemi için direkt sınır değer problemi aşağıdaki şekilde ele 

alınabilir.  

=1

=1

( , ) ( ( ) ( , )) ( , ) = ( , ), ,0 < < ,

(0, ) = ( ), ( , ) = ( , ) ( ), ,

( , ) = 0,0 ,

n

tt r x x
r r

r

q

i i

i

u t x a x u t x u t x f t x x t T

u x x u T x k u x x x

u t x t T x



  


   



 

   





  (1.1.1) 

Buradaki denklemi ve sınır şartlarını sağlayan ( , )u t x çözümü bulunmalıdır. 

Ters problemde, ( , )'u t x ’e ek olarak, direkt probleme dahil olan herhangi bir ( )p x  

fonksiyonu bilinmemektedir. Bilinmeyen fonksiyonları belirlemek için direkt problemin 

çözümü hakkında bazı ek bilgiler (ters problemin verileri) yukarıda verilen (1.1.1) 

problemine eklenir. Örneğin, ek sınır şartındaki  ( , ) = ( ), ,0 < <v x x x T    koşulu, 

direkt (1.1.1) probleminin çözümünün ek bilgisi olacaktır. Ters problemde, direkt 

problemin formülasyonunda yer alan bilinmeyen fonksiyonları belirlemek için ( )x  

verilerinden faydalanılır.  Burada karşımıza   , , ( )v t x p x  bilinmeyenli yeni bir 

problem çıkar: 

=1

1

=1

( , ) ( ( ) ) ( , ) = ( , ) ( ),

= ( ,... ) ,0 < < ,

(0, ) = ( ), ( , ) ( , ) ( ), ,

( , ) = ( ), ,0 < < ,

( , ) = 0,

n

tt r x x
r r

r

n

q

i i

i

v t x a x v v t x f t x p x

x x x t T

v x x v T x k v x x x

v x x x T

v t x x



  

  


   






  











 

Bu yeni probleme çok boyutlu eliptik diferansiyel denklem için ters problem denir 

(Kabanikhin, 2009). 

1 2, ,..., (0, )q T     (q  bir doğal sayı), ki (0,1)  =1,... , > 0i q   gerçek sayılar 

ve 
=1

1
q

i

i

k   olmak üzere;  

1: ,R  1: ,R  1: ,p R 1: (0, ) ,f T R :ra R  1 r n   

fonksiyonları verilmiş olsun.  0,T   bölgesinde tanımlanan  1n  değişkenli v 

fonsiyonu, 
=1

( , ) ( ( ) ( , )) ( , ) = ( , ) ( ), ,0 < <
n

tt r x x
r r

r

v t x a x v t x v t x f t x p x x t T       
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eliptik diferansiyel denklemini ve (0, ) = ( )v x x , 
=1

( , ) = ( , ) ( )
q

i i

i

v T x k v x x   sınır 

koşullarını sağlamış olsun. Bu tip koşullara Dirichlet tipindeki veya 1. Tip çok noktalı 

lokal olmayan koşullar denir. 

n  normal vektör olmak üzere v fonksiyonunun   , 0 ,t x t T x    

noktasındaki normal n  vektörüne göre yönlü türevi 
 ,v t x

n




 ile belirtilir. v fonksiyonu 

için,  , = 0,0 ,v t x t T x    koşuluna Dirichlet koşulu ve 

 ,
= 0, ,0

v t x
x t T

n


  


koşuluna ise Neumann koşulu denir.  

Aşağıda yaklaşım förmüllerinde geçen mertebe sembollerinden kısaca 

bahsedilecek olup, bu bağlamda önce mertebe sembollerinin tanımları daha sonra ise 

mertebe sembollerini belirlemede kullanılan teorem verilecektir. 

 

Tanım 1.1.19. f  ve   iki fonksiyon olsun. Eğer 0 1< <t t t  

için,    0f t k t olacak şekilde 0k ve 1t  ( t ’den bağımsız) sabitleri mevcut ise, bu 

durum 0t t  için = ( )f O   şeklinde ifade edilir ve “ 0t t  için f fonksiyonu  

fonksiyonunun büyük O’sudur” biçiminde okunur. > 0  ve 0 2< <t t t  durumundaki 

bir 2t  için,    f t t  ise, bu durum 0t t  için = ( )f o   şeklinde ifade edilir ve 

“ 0t t  için f  fonksiyonu     fonksiyonunun küçük o’sudur” biçiminde okunur 

(Holmes, 2010).  

= ( )f O   ifadesi, f  ile   fonksiyonlarının aynı hızda azalmakta veya artmakta 

olduğu anlamına gelmektedir. = ( )f o   ifadesi ise,   fonksiyonunun azalış veya artış 

hızı f ’ye göre daha büyüktür, demektir (Holmes, 2010). 

 

Teorem 1.1.1. < <L   olmak üzere eğer, 
 

 
 

0

= 0lim
t t

f t
L L

t

  ise, 

= ( )f O   ve eğer 
 

 0

= 0lim
t t

f t

t

 ise, = ( )f o  ’dir (Holmes, 2010). Buradan hareketle 

araştırmada kullanılan bazı merkezi, ileri ve geri fark formülleri ile fonksiyonun 

türevlerinin yaklaşım formülleri aşağıda sunulmaktadır. 
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0 1, ,..., nt t t  farklı noktalarda değerleri bilinen = ( )y f t  fonksiyonunun bir 

noktadaki türevi, bilinen bu değerler kullanılarak yaklaşık olarak hesaplanabilir. f  

fonksiyonunun t  noktasındaki türevi:  

0

( ) ( )
( ) = .lim

' f t f t
f t







 
 

 

Teorem 1.1.2. ( )f t  için Taylor Teoremi; 

 1 ,nf C a b  olduğunu varsayalım. t  ,a b  ve bazı 0   için t    ,a b olsun. Bu 

takdirde,  

       

 

1

1

=1

( ) = ( )
! 1 !

k nn
k n

k

f t f
f t f t

k n


  



  


   (1.1.2) 

olacak şekilde t  ile t   aralığında bir   sayısı vardır. Burada, 

   

 
 

1

1 1

1 = =
1 !

n

n n

n

f
E O

n


 



 




 yaklaşım hatasıdır (Cheney 2004). 

 2 ,f C a b  ve t  ,a b  keyfi bir nokta olsun. Bu durumda ( )'f t  türevini 

hesaplayalım. Bazı 0   için t      ,a b  olsun. Bu takdirde, 

 2
( ) ( ) ( )

( ) = ,
2

' f t f t f
f t

  



 
  olacak şekilde t  ile t   aralığında bir   sayısı 

vardır. Buna göre, türev için 
( ) ( )

( )
' f t f t

f t




 
  yaklaşık formülü elde edilir. Bu 

formüle > 0  için ileri fark formülü ve < 0  için de geri fark formülü denir (Cheney, 

2004). 

 

a)  3 ,f C a b  ve , ,t t t     ,a b  olsun. O halde, 

( ) ( )
( )

2

' f t f t
f t

 



  
  veya 

   32
( ) ( )

( ) =
2 3!

' f cf t f t
f t

 



  
  olacak şekilde 

 =c c t   ,a b  vardır.  
   32

, =
4!

f c
E f


   sayısına yaklaşım hatasıdır. Bu 

formüle 2. mertebeden merkezi fark formülü denir (Mathews ve Fink, 1999).  

Bu formülü elde etmek için (1.1.2) formülünden, 

   3

12 3( )
( ) = ( ) ( )

2! 3!

''
' f cf t

f t f t f t         ve 



 

10 

 

       2 3

22 3( ) = ( ) ( )
2! 3!

' f t f c
f t f t f t        elde edilir ve bunlar taraf tarafa 

çıkarılırsa, 

       3 3

1 2 3( ) ( ) = 2 ( )
3!

' f c f c
f t f t f t   

 
 

     olur.  

c  sayısı, 
   

       3 3

1 23
=

2

f c f c
f c

 
  şeklinde seçildiğinde, 

   32
( ) ( )

( ) =
2 3!

' f cf t f t
f t

 



  
  veya 

  2( ) ( )
( ) =

2

' f t f t
f t O

 




  
   (1.1.3) 

elde edilir. 

  

b)  4 ,f C a b  ve , ,t t t     ,a b  noktalar olsun. O halde,  

 2

2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ='' f t f t f t

f t O
 




   
   (1.1.4) 

formülüne 2. mertebeden merkezi fark formülü denir. Burada  =c c t   ,a b olmak 

üzere,  
   42

, =
4!

f c
E f


   2= O   sayısı yaklaşım hatasıdır (Mathews ve Fink, 

1999). 

Buradan hareketle (1.1.2)’ye göre (1.1.4)’ü elde edelim. 

   3

2 3 4( )
( ) = ( ) ( ) ( )

2! 3!

''
' f tf t

f t f t f t O          

       2 3

2 3 4( ) = ( ) ( ) ( )
2! 3!

' f t f t
f t f t f t O         olur. Taraf tarafa toplandığında, 

2 4( )
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

2!

''f t
f t f t f t O          elde edilir. Bu eşitlikten yola çıkarak 

istenilen  2

2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ='' f t f t f t

f t O
 




   
  formülüne ulaşılır. 

 

c)  5 ,f C a b  ve 2 ,t   , , , 2t t t t       ,a b  olsun. O halde 

 2

3

( 2 ) 2 ( ) 2 ( ) ( 2 )
( ) =

2

''' f t f t f t f t
f t O

   




      
  (1.1.5) 

formülüne 2. mertebeden merkezi fark formülü denir (Mathews ve Fink, 1999). 
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(1.1.2) kullanılarak ve katsayılarla çarpılarak, 

       3 4

2 3 4 5( )
( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 8 16 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O           , 

       3 4

2 3 4 5( )
2 ( ) = 2 ( ) 2 ( ) 2 2 2 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O             , 

       3 4

2 3 4 5( )
2 ( ) = 2 ( ) 2 ( ) 2 2 2 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O            

ve 

       3 4

2 3 4 5( )
( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 8 16 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O              

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa toplandığında (1.1.5)’e ulaşılır. 

  

ç)  5 ,f C a b  ve 2 ,t   , , , 2t t t t       ,a b  olsun. O halde;  

 4( 2 ) 8 ( ) 8 ( ) ( 2 )
( ) =

12

' f t f t f t f t
f t O

   




       
  (1.1.6) 

formülüne 4. mertebeden merkezi fark formülü denir (Mathews ve Fink, 1999).  

(1.1.2) kullanılarak ve katsayılarla çarpılarak, 

       3 4

2 3 4 5( )
( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 8 16 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O             , 

       3 4

2 3 4 5( )
8 ( ) = 8 ( ) 8 ( ) 8 8 8 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O           , 

       3 4

2 3 4 5( )
8 ( ) = 8 ( ) 8 ( ) 8 8 8 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O              ve  

       3 4

2 3 4 5( )
( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 8 16 ( )

2! 3! 4!

''
' f t f tf t

f t f t f t O            eşitlikleri 

elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa toplandığında (1.1.6)’ya ulaşılır. 

Çalışma içerisindeki Dirichlet sınır değer probleminde kullanılan yaklaşım 

formülleri aşağıda şu şekilde gösterilmektedir: 

  

d)  4 ,f C a b  ve , , 2 , 3t t t t       ,a b  noktalar olsun. O halde, 

 2

2

( 3 ) 4 ( 2 ) 5 ( ) 2 ( )
( ) ='' f t f t f t f t

f t O
  




      
  formülüne 2. mertebeden 

ileri fark formülü denir (Mathews ve Fink, 1999).  

Bu formül (1.1.2) kullanılarak şu şekilde elde edilir: 
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   3

2 3 4( )
( ) = ( ) ( ) ( )

2! 3!

''
' f tf t

f t f t f t O         , 

   3

2 3 4( )
( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 8 ( )

2! 3!

''
' f tf t

f t f t f t O          ve 

   3

2 3 4( )
( 3 ) = ( ) 3 ( ) 9 27 ( )

2! 3!

''
' f tf t

f t f t f t O          olduğu bilinmektedir. 

Katsayılarla çarpıldığında,  

   32 3 45 5
5 ( ) = 5 ( ) 5 ( ) ( ) ( ),

2 6

' ''f t f t f t f t f t O            

   32 3 4( ) 32
4 ( 2 ) = 4 ( ) 8 ( ) 4 4 ( )

2! 3!

''
' f t

f t f t f t f t O          

   32 3 416
= 4 ( ) 8 ( ) 8 ( ) ( ),

3

' ''f t f t f t f t O        

   32 3 49 9
( 3 ) = ( ) 3 ( ) ( ) ( )

2 2

' ''f t f t f t f t f t O            eşitlikleri elde edilir. Bu 

eşitlikler taraf tarafa toplandığında, 

2 4( 3 ) 4 ( 2 ) 5 ( ) = 2 ( ) ( ) ( )''f t f t f t f t f t O              elde edilir. Buradan 

istenilen  2

2

( 3 ) 4 ( 2 ) 5 ( ) 2 ( )
( ) ='' f t f t f t f t

f t O
  




      
  eşitliğine ulaşılır.  

      

e)  4 ,f C a b  ve 3 ,t   2 , ,t t t     ,a b  noktalar olsun. Bu takdirde 

 2

2

2 ( ) 5 ( ) 4 ( 2 ) ( 3 )
( ) ='' f t f t f t f t

f t O
  




     
  formülüne 2. mertebeden geri 

fark formülü denir (Mathews ve Fink, 1999).  

(1.1.2) uygulayarak 2. mertebeden geri fark formülünü aşağıdaki şekilde elde 

edelim: 

   32 3 45 5
5 ( ) = 5 ( ) 5 ( ) ( ) ( ),

2 6

' ''f t f t f t f t f t O            

   32 3 4( ) 32
4 ( 2 ) = 4 ( ) 8 ( ) 4 4 ( ),

2 6

''
' f t

f t f t f t f t O          

   32 3 49 9
( 3 ) = ( ) 3 ( ) ( ) ( ).

2 2

' ''f t f t f t f t f t O            

Yukarıdaki eşitlikler taraf tarafa toplanarak düzenlenecek olursa 

2 45 ( ) 4 ( 2 ) ( 3 ) = 2 ( ) ( ) ( )''f t f t f t f t f t O              elde edilir. Buradan 

hareketle,  
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 2

2

2 ( ) 5 ( ) 4 ( 2 ) ( 3 )
( ) ='' f t f t f t f t

f t O
  




     
 formülüne ulaşılır. 

Çalışma içerisindeki Neumann sınır değer probleminde kullanılan yaklaşım 

formülleri aşağıda şu şekilde gösterilmektedir: 

  

f)  3 ,f C a b  ve , , 2t t t     ,a b  noktalar olsun. Bu takdirde, 

 2( 2 ) 4 ( ) 3 ( )
( ) =

2

' f t f t f t
f t O

 




    
  formülüne 2. mertebeden ileri fark 

formülü denir (Mathews ve Fink, 1999).  

(1.1.2) uygulayarak 2. mertebeden ileri fark formülü aşağıdaki gibi elde edilebilir:  

   2

2 3( ) = ( ) ( ) ( )
2!

' f t
f t f t f t O        

   2

2 34 ( ) = 4 ( ) 4 ( ) 4 ( )
2!

' f t
f t f t f t O        

   2

2 3( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 ( )
2!

' f t
f t f t f t O         . 

Taraf tarafa toplanarak yazıldığında: 

3( 2 ) 4 ( ) = 3 ( ) 2 ( ) ( )
'

f t f t f t f t O          elde edilir. Buradan istenilen 

 2( 2 ) 4 ( ) 3 ( )
( ) =

2

' f t f t f t
f t O

 




    
  formülü bulunur. 

  

g)  3 ,f C a b  ve 2 , ,t t t     ,a b  noktalar olsun. Bu durumda, 

 23 ( ) 4 ( ) ( 2 )
( ) =

2

' f t f t f t
f t O

 




   
  formülüne 2. mertebeden geri fark 

formülü denir (Mathews ve Fink, 1999).  

(1.1.2) formülünden; 

   2

2 3( ) = ( ) ( ) ( )
2!

' f t
f t f t f t O        

   2

2 34 ( ) = 4 ( ) 4 ( ) 4 ( )
2!

' f t
f t f t f t O          

   2

2 3( 2 ) = ( ) 2 ( ) 4 ( )
2!

' f t
f t f t f t O        elde edilir. Taraf tarafa toplandığında, 
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34 ( ) ( 2 ) = 3 ( ) 2 ( ) ( )
'

f t f t f t f t O          bulunur ve son olarak istenilen 

 23 ( ) 4 ( ) ( 2 )
( ) =

2

' f t f t f t
f t O

 




   
 formülüne ulaşılır. 

  

ğ)  5 ,f C a b  ve , , 2 , 3t t t t       ,a b  olsun. O halde ( )
'

f t = 0  olmak 

üzere,  2

3

( 3 ) 6 ( 2 ) 15 ( ) 10 ( )
( ) =''' f t f t f t f t

f t O
  




      
  formülüne 2. 

mertebeden ileri fark formülü denir (Ashyralyyev,2014).  

(1.1.2) uygulanıp katsayılarla çarpıldığında; 

           2 3 4

2 3 4 515 ( ) = 15 ( ) 15 ( ) 15 15 15 ( )
2 6 24

' f t f t f t
f t f t f t O             , 

           2 3 4

2 3 4 56 ( 2 ) = 6 ( ) 12 ( ) 24 48 96 ( )
2 6 24

' f t f t f t
f t f t f t O           ve 

           2 3 4

2 3 4 5( 3 ) = ( ) 3 ( ) 9 27 81 ( )
2! 6 24

' f t f t f t
f t f t f t O              elde 

edilir. Taraf tarafa toplandığında ise,  

 2

2 3

6 ( ) ( 3 ) 6 ( 2 ) 15 ( ) 10 ( )
( ) =

'

''' f t f t f t f t f t
f t O

  


 

      
    formülüne 

ulaşılır. Burada ( )
'

f t = 0  olduğundan; 

 2

3

( 3 ) 6 ( 2 ) 15 ( ) 10 ( )
( ) =''' f t f t f t f t

f t O
  




      
  elde edilmektedir. 

  

h)  5 ,f C a b  ve 3 ,t   2 , ,t t t     ,a b  noktalar olsun. Bu 

takdirde ( )
'

f t = 0  olmak üzere,  

 2

3

10 ( ) 15 ( ) 6 ( 2 ) ( 3 )
( ) =''' f t f t f t f t

f t O
  




      
  formülüne 2. mertebeden 

geri fark formülü denir (Ashyralyyev,2014).   

(1.1.2) uygulanarak katsayılarla çarpıldığında; 

           2 3 4

2 3 4 515 ( ) = 15 ( ) 15 ( ) 15 15 15 ( )
2! 3! 4!

' f t f t f t
f t f t f t O             , 

           2 3 4

2 3 4 56 ( 2 ) = 6 ( ) 12 ( ) 24 48 96 ( )
2! 3! 4!

' f t f t f t
f t f t f t O           ve 
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           2 3 4

2 3 4 5( 3 ) = ( ) 3 ( ) 9 27 81 ( )
2! 3! 4!

' f t f t f t
f t f t f t O              elde 

edilir. Taraf tarafa toplanıp ( )
'

f t = 0  kullanıldığında istenilen 

 2

3

10 ( ) 15 ( ) 6 ( 2 ) ( 3 )
( ) =''' f t f t f t f t

f t O
  




      
 eşitliğine ulaşılmaktadır. 

Çalışmada kullanılan fonksiyonun türevlerinin yaklaşım formülleri aşağıda 

verilmektedir. 

 

Teorem 1.1.3. ( )f t  için Taylor Teoremi:  

 1 ,nf C a b  olduğunu varsayalım. lt   ,a b  ve bazı 0   için   ,a b  olsun. Bu 

takdirde,  

   
   

   1

=1

=
!

kn
kl n

l l

k

f t
f f t t O

k
        (1.1.7) 

olacak şekilde lt  ile   aralığında bir   sayısı vardır. Burada,  

   

 
   

1
1 1

1 = =
1 !

n
n n

n l

f
E t O

n


 


 

 


 yaklaşım hatasıdır. Burada    en büyük tam sayı 

fonksiyonunun notasyonu olmak üzere, = = ,lt l


 


 
 
 

 <lt   (Cheney, 2004). 

 1 ,nf C a b , lt   ,a b  ve   ,a b  olsun. (1.1.7) formülünden, 

        
 

 
2

3=
2!

l' ''

l l l l

t
f f t f t t f t O


  


     olduğu bilinmektedir.  

 l lf t f  alarak tekrar, 

   
 

 
2

3=
2!

l' ''

l l l l

t
f f f t f O


  


      (1.1.8) 

şeklinde yazılabilir. Burada  3O   yaklaşım hatasıdır.  

(1.1.3) ve (1.1.4) merkez fark formüllerini (1.1.7) formülüne uyarlayarak, 

 21 1=
2

' l l
l

f f
f O 


 

  ve  21 1

2

2
='' l l l

l

f f f
f O 


  

  şeklindeki formüller 

yazılabilir.  

Bu formüller ve = = =lt l l
   

    
   

    
       

    
 bağıntısını (1.1.8) 

formülüne uygulayarak,  
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 

2

2

1 1 1 1

2

2
=

2 2!

l l l l l
l

f f f f f
f f

 


  
 

   
   

  
             

  
 

    
 

   
2

2 2 3

2!

l

l

t
t O O O


   


     eşitliğine ulaşılır. Düzenlemelerden 

sonra, üçüncü mertebeden yaklaşım formülü aşağıdaki şekilde bulunur: 

2

1 1
( ) = 1

2 2
f f

    
 

    

             
                 

              

 

2

1 f
  


  

       
         

        

  

 
2

31 1
1

2 2
f O

    
 

    

             
                  

              

(Ashyralyyev,2014).   

(1.1.7) formülünden,    
   

 
2 3

4=
2! 3!

l l' '' '''

l l l l l

t t
f f f t f f O

 
  

 
      (1.1.9) 

olduğu bilinmektedir. Burada,    en büyük tam sayı fonksiyonunun notasyonu olmak 

üzere, = ,lt





 
 
 

 <lt  ,  4O   yaklaşım hatasıdır. 

(1.1.6), (1.1.4) ve (1.1.5) merkezi fark formüllerini (1.1.7) formülüne uyarlayarak,  

 42 1 1 28 8
=

12

' l l l l
l

f f f f
f O 


      

 , 

 21 1

2

2
='' l l l

l

f f f
f O 


  

  ve 

 22 1 1 2

3

2 2
=

2

''' l l l l
l

f f f f
f O 


     

  formülleri yazılabilir. Bu formülleri ve 

= = =lt l l
   

    
   

    
       

    
 bağıntısını (1.1.9)’a uygulayarak, 

     42 1 1 28 8
=

12

l l l l
l l

f f f f
f f t O

 
   

  
         

     
  

 

 
 

 

2

2
2

21 1

2

2

2! 2!

ll l l
tf f f

O

 


 



 

  
          
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 

 

3

3
3

42 1 1 2

3

2 2

2 3! 3!

ll l l l
tf f f f

O

 


 



   

  
           elde edilir. 

Düzenlemelerden sonra, dördüncü mertebeden yaklaşım formülü aşağıdaki şekilde 

bulunur: 

3

1 1
( ) = 2

12 12
f f

    
 

    

             
                
              

 

 

2 3

2 1 1
1

3 2 6
f

      


      

                 
                        

                  

 

 

2

1 f
  


  

       
         

        

 

 

2 3

2 1 1
1

3 2 6
f

      


      

                 
                       

                  

 

  
3

41 1
2

12 12
f O

    
 

    

             
                   

              

 

(Ashyralyyev,2014).   

Üçlü köşegen matrisler için değiştirilmiş Gauss yöntemini kısaca açıklayalım. 

Özel olarak üçlü köşegen matrisler için lineer denklem sistemini göz önüne alalım. 

1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n n n n n

n n n n

a b x f

c a b x f

c a b x f

c a b x f

c a b x f

c a x f

    

     
     
     
     
     
     
     
     
     
     
     

  

1 1 1 1 2 1: = ,D a x b x f  

2 2 1 2 2 2 3 2: = ,D c x a x b x f   

3 3 2 3 3 3 4 3: = ,D c x a x b x f   

 

1 1: = ,i i i i i i i iD c x a x b x f    

 

1 1 2 1 1 1 1: = ,n n n n n n n nD c x a x b x f         

1: = .n n n n n nD c x a x f   
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Burada ,ia  ,ib  ,ic  ,if  =1,...,i n   verilen sayılardır ( 1 = 0, = 0nc b ). 

Birinci denklem, 1
1

1

= ,
b

a
   1

1

1

=
f

a
   olmak üzere, 1 1 2 1=x x   şeklinde 

yazılabilir. Bu formülü kullanarak ikinci denklemden x1’i yok ederek, aşağıdaki şekilde, 

 2 1 2 1 2 2 2 3 2=c x a x b x f     

 2 1 2 2 2 3 2 2 1=a c x b x f c     

2 2 2 1
2 3

2 1 2 2 1 2

=
b f c

x x
a c a c



 


 

 
 elde edilir. Böylece 

2x  bilinmeyeni ,         

2
1

2 1 2

= ,
b

a c






 2 2 1

1

2 1 2

=
f c

a c









  olmak üzere, 2 2 3 2=x x   biçiminde yazılır. 2x  

bilinmeyeni için elde edilen eşitliği uygulayarak ve üçüncü denklemden x3’ü yok ederek 

yazılabilir. Aynı işlemlere devam ederek, 1ix   bilinmeyeni için  1 1 1=i i i ix x     

eşitliğini kullanarak .i denklemini  yazalım: 

 1 1 1 =i i i i i i i i ic x a x b x f       

   1 1 1=i i i i i i i i ia c x b x f c        

1
1

1 1

= .i i i i
i i

i i i i i i

b f c
x x

a c a c



 




 


 

 
 

Buna göre ix  bilinmeyeni, 1=i i i ix x    şeklinde elde edilir. Burada ,i i   

 = 2,..., 1i n  katsayıları, 1

1 1

= , =i i i i
i i

i i i i i i

b f c

a c a c


 

 


 




 
 eşitlikleriyle hesaplanır. Bu 

formüllere dikkat edilirse, αi ve βi katsayılarının hesaplanması için αi-1 ve βi-1 

katsayılarının önceden bilinmesi gerekmektedir. Şimdi .n  denlemi,  1 1 1=n n n nx x       

bağıntısını kullanarak yazalım: 

1 = ,n n n n nc x a x f   

1 1 1=n n n nx x     

Buradan; 

 1 1 = ,n n n n n n nc x a x f     

 1 1= ,n n n n n n na c x f c     

1

1

= n n n
n

n n n

f c
x

a c











 elde edilir. Dolayısıyla nx bilinmeyeni, 1

1

= n n n
n

n n n

f c
x

a c











 formülüyle 

hesaplanır. ix  bilinmeyeni için elde edilen 1= , = 1, 2,...,2,1i i i ix x i n n      
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formülü ile, 
1 2 2 1, ,..., ,n nx x x x 

 bilinmeyenleri sırasıyla hesaplanabilir (Samarskii ve 

Nikolaev, 1989). 

  

1.2. Literatür Taraması 

Mühendisliğin ve fiziğin farklı modellerine etkisi sebebiyle, son yıllarda 

diferansiyel denklemler için ters problemlerin araştırılmasının önemi daha da artmıştır. 

Ters problemlerin astronomi, fizik, jeofizik, uzaktan algılama, okyanus akustiği, tıpta 

görüntü işleme ve tahribatsız muayene gibi bilimin bir çok alt dalında uygulandığı 

görülmektedir. 

Özellikle Prilepko vd. (2000), Isakov (2006), Samarskii ve Vabishchevich (2007) 

ile Kabanikhin (2009) çalışmalarında bu ters problemlerin genel teorisine ve onlara 

çözüm bulma yöntemlerine yer vermektedirler. Kısmi diferansiyel denklemlerin 

parametrelerini bulmaya yönelik ters problemlerin teorisi ve çözüm yöntemleri birçok 

araştırmacı tarafından incelenmiştir. Bu farklı tipteki ters problemleri; Eidelman (1991), 

Dehghan (2001), Soloviev (2004, 2006, 2007), Kabanikhin (2008),  Orlovskii (2008), 

Orlovsky ve Piskarev (2009), Sakamoto ve Yamamoto (2009), Ashyralyev ve Erdoğan 

(2010), Topsakal ve Amirov (2010), Ashyralyyev vd. (2012),  Erdoğan ve Uygun 

(2012), Aleroev vd. (2013), Ashyralyyev ve Dedetürk (2013), Orlovsky ve Piskarev 

(2013),  Roberty (2013), Bouzitouna vd. (2013), Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014),  

Ashyralyev ve Erdoğan (2014), Ashyralyev ve Ağırseven (2014), Ashyralyyev (2014, 

2015), Ashyralyyev ve Akkan (2015), Ashyralyyev ve Dedetürk (2014, 2015),  

Ashyralyyev ve Akyüz (2016), Klibanov ve Romanov (2016), Ashyralyyev (2017), 

Ashyralyyev vd. (2017), Ashyralyyev, Akyüz ve Dedetürk (2017), Orlovsky ve 

Piskarev (2018), Ashyralyyev ve Çay (2018),  Ashyralyyev ve Akyüz (2018), 

Akhundov ve Hasanov (2018), Kirane, Sadybekov ve Sarsenbi (2019), Kozhanov ve 

Shipina (2020), Feizmohammadi ve Oksanen (2020), Ashyralyyev ve Çay (2020),  

Ashyralyev, Al-Hammouri ve Ashyralyyev (2021), Ashyralyyev (2021), Ashyralyyev 

ve Akyüz (2021), Lassas, Liimatainen vd. (2021) çalışmalarında kapsamlı bir şekilde 

incelemiştir. 

Ashyralyev ve Öztürk (2012, 2013, 2014) ile Ashyralyev ve Özsezenli Tetikoğlu 

(2012, 2013, 2014) çalışmalarında, eliptik denklemler için lokal olmayan sınır değer 

problemleri için üst mertebeden fark şemalarını araştırmıştırlar. Bu çalışmalarda lokal 

olmayan direkt problemlerin ve yaklaşık fark şemalarının çözümleri için kararlılık 

kestirimleri elde edildiği görülmektedir. Eliptik denklemler için farklı üstbelirli sınır 

değer problemleri ve onların yaklaşımları Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev 
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(2013, 2018), Ashyralyyev ve Dedetürk (2013) ve Ashyralyyev (2014, 2017) 

çalışmalarında incelenmiştir. Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev (2013, 2018) 

çalışmalarında Dirichlet ve Neumann koşullu Bitsadze-Samarskii tipi üstbelirli 

problemi, Banach ve Hilbert uzaylarında incelenmiştir. Bu çalışmalarda varlık ve teklik 

teoremleri ele alınmıştır. 

Ashyralyyev ve Dedetürk (2013) çalışmalarında bilinmeyen p H  elemanı ve v 

fonksiyonu için, 

 

       

( ) ( ) = ,0 < < ,

0 = , = , = , 0,

ttv t Av t f t p t T

v v T v T    

  



 

formundaki Dirichlet tipi ters eliptik probleminin çözümü için kararlılık eşitsizlikleri 

elde edilmiştir. Ashyralyyev (2014) çalışmasında bu tip ters problemler için üst 

mertebeden doğruluklu fark şemalarını araştırmıştır. Ashyralyyev (2017) çalışmasında 

Neumann tipi eliptik üstbelirli problem için dördüncü mertebeden doğruluklu fark 

şemasını sunmuştur. 

Ashyralyyev (2017) çalışmasında bilinmeyen p H  eleman ve v fonksiyonu 

için, 

0 0

=1

( ) ( ) = ( ) ,0 < < ,

(0) = , ( ) = ,0 < <

( ) = ( ) ,0 < < ,

tt

t

q

t i t i i

i

v t Av t f t p t T

v v T

v T k v T

   

  


  



 




 

ikinci tür sınır şartlı ve Neumann tipi ek şartlı ters problemini araştırmıştır. Bu ters 

problemin çözümü için kararlılık eşitsizlikleri sunulmuştur. Birinci mertebeden 

doğruluklu fark şemasının çözümü için kararlılık ve koersif kararlılık eşitsizlikleri 

ispatlanmıştır. 

Akyüz (2017) çalışmasında, Hilbert uzayında eliptik diferansiyel denklem için, 

=1

( ) ( ) = ( ) ,0 < < ,

(0) = , ( ) = ( ) ,0 < < ,

( ) = ,0 < <

tt

q

i i i

i

v t Av t f t p t T

v v T k v T

v T

   

  

  







  

formundaki Dirichlet koşullu Bitsadze-Samarskii tipi üstbelirli probleminin çözümü için 

kararlılık kestirimlerini araştırmıştır. Ayrıca bu problemin yaklaşık çözümünü bulmak 

için birinci ve ikinci mertebeden fark şemaları sunulmuş ve incelenmiştir. Araştırma 

sonuçları Ashyralyyev ve Akyüz (2016), Ashyralyyev, Akyüz ve Dedetürk (2017), 

Ashyralyyev ve Akyüz (2018) çalışmalarıyla literatüre kazandırılmıştır. 
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Ashyralyyev ve Çay (2018, 2020), bilinmeyen p H  elemanı ve v fonksiyonu 

için,  

 

0 0

0

( ) ( ) = ( ) ,0 < < ,

(0) = , ( ) = ,0 < <

( ) = ( ) ,

tt

t

T

t

v t Av t f t p t T

v v T

v T v d

   

    


  




 

 

integral koşullu Neumann tipindeki eliptik üst belirli probleminin iyi tanımlılığını 

araştırmıştır. Üst belirli problemin yaklaşık çözümü için birinci ve ikinci mertebeden 

doğruluklu fark şemaları ve kararlılık ile koersif kararlılık kestirimleri sunulmuştur. 

Literatür incelendiğinde, çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik 

problemler için yüksek mertebeden doğruluklu fark şemalarının araştırılmadığı 

görülmektedir. Bu çalışmanın amacı ise literatürdeki bu boşluğu doldurmaktır. 

Çalışmada,  A operatörü öz-eşlenik pozitif tanımlı operatör ve p bilinmeyen 

eleman olmak üzere,  ,v p  çifti için çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu 

=1

( ) ( ) = ( ) ,0 < < ,

(0) = , ( ) = ( ) ,0 < < ,

( ) = ,0 < <

tt

q

i i i

i

v t Av t f t p t T

v v T k v T

v T

   

  

  







  

ters eliptik problemi Hilbert uzayında incelenmektedir.         

Bu çalışma temelde dört bölümden ve eklerden oluşmaktadır. Birinci bölüm genel 

bilgiler kısmı olup, iki alt bölümden oluşmaktadır. İkinci bölüm yapılan çalışmaları ele 

almakta olup, üç alt kısımdan oluşmaktadır. Alt kısımların ilkinde elde edilen özgün 

önermeler ispatlarıyla sunulmaktadır. İkinci alt kısımda ise yerel olmayan sınır koşullu 

ters eliptik problemin yaklaşık çözümünün üçüncü mertebeden doğruluklu fark şeması 

ele alınmaktadır. Burada problemin yaklaşık çözümü için kararlılık, hemen-hemen 

koersif kararlılık ve koersif kararlılık kestirimlerini ifade eden teoremler ispatlarıyla 

birlikte verilmektedir. Sonuncu alt kısımda ise, çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu 

ters eliptik problemin yaklaşık çözümü için dördüncü mertebeden fark şeması 

kurulmuştur. Burada problemin yaklaşık çözümü için kararlılık, hemen-hemen koersif 

kararlılık ve koersif kararlılık eşitsizliklerini içeren teoremler ispatlarıyla verilmektedir. 

Üçüncü bölüm bulgular ve tartışma şeklinde tasarlanmış olup, iki alt kısımdan 

oluşmaktadır. Bunlardan ilkinde çok boyutlu ters yerel olmayan sınır değer problemleri 

için fark şemaları oluşturulmuştur. Yerel olmayan ters Dirichlet ve Neumann sınır değer 

problemlerinin çözümü için yüksek mertebeden fark şemaları kurulmuş ve çözüm için 

kararlılık analizi yapılmıştır. Devamındaki ikinci kısımda ise sayısal örneklerin 
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sonuçları verilmektedir. Bu alt kısımda ayrıca ikiye ayrılmaktadır. Birincisinde eliptik 

denklem için yerel olmayan ters Dirichlet sınır değer probleminin yaklaşık çözümü için 

üçüncü ve dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının sayısal çözümleri ele 

alınmıştır. Bu fark şemalarına beşli köşegen matrisler için değiştirilmiş Gauss yöntemi 

(Samarskii ve Nikolaev, 1989) uygulanarak matrislerden oluşan bir lineer sisteme 

dönüştürülmesi sağlanmıştır. Bir, iki ve üç noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters 

eliptik problemlerin sayısal çözümlerini bulmak için MATLAB programı kullanılmıştır. 

Elde edilen sonuçlarla, grafikler ve hata analizleri tablolar şeklinde burada 

verilmektedir. Devamında ise eliptik denklemler için yerel olmayan ters Neumann sınır 

değer probleminin yaklaşık çözümü için yüksek mertebeden fark şemalarının sayısal 

sonuçları sunulmaktadır. Bu fark şemalarının sayısal sonuçlarını bulmak için 

değiştirilmiş Gauss yöntemi uygulanmıştır. Bir, iki ve üç noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters eliptik problemlerin sayısal çözümleri MATLAB programı kullanılarak elde 

edilmiştir. Elde edilen sonuçlarla, grafikler ve hata analizleri burada verilmektedir. 

Dördüncü ve son bölüm ise elde edilen sonuçların ve önerilerin sunulduğu 

bölümdür. Ekler kısmında ise incelenen problemin üç noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters Dirichlet ve Neumann sınır değer problemlerinin yaklaşık çözümünün 

üçüncü ve dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının sayısal çözümlerinin 

MATLAB program kodları sunulmaktadır. 

 



 

 

 

 

 2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Ön Hazırlık 

A operatörü, keyfi H  Hilbert uzayında öz-eşlenik pozitif tanımlı bir operatör 

olsun. ki  =1,...i q  katsayıları, 

=1

= 1.
q

i

i

k k    (2.1.1) 

koşulunu sağlayan bilinen negatif olmayan reel sayılar ve belirli 1 2, ,..., q    sayıları, 

1 2< < ... < q    özelliğinde olmalıdır. A operatorünün pozitif tanımlılığı > 0  ve I  

birim operatör olmak üzere, A I  eşitsizliğiyle verilir. 

Çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik problemini ele alalım.  ,  , 

  H  Hilbert uzayının verilen elemanları ve  : 0,f T H  bilinen düzgün bir 

fonksiyon olmak üzere, bilinmeyen p H  elemanı ve 

     2 0, , 0, , ( )v C T H C T D A   fonksiyonu aşağıdaki diferansiyel denklemi ve 

sınır şartlarını sağlamaktadır:  

=1

( ) ( ) = ( ) ,0 < < ,

(0) = , ( ) = ( ) ,0 < < ,

( ) = ,0 < <

tt

q

i i i

i

v t Av t f t p t T

v v T k v T

v T

   

  

  







   (2.1.2) 

( )C H  ve ,

0 ( )TC H   Banach uzaylarındaki normları tanımlayalım.  0,T  

aralığında tanımlı, değerleri H  Hilbert uzayında olan düzgün ( )v t  fonksiyonunun 

normları  aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

( )
0

= ( ) ,maxC H H
t T

v v t
 

  

   ,
( ) ( )

0 0 <

= ( ) ( ) .sup
C H C H H

T t t T

v v t T t v t v t
 

 



  

  

      (2.1.3) 

Aşağıda çalışma için gerekli olan önermeler ifade edilmektedir. Çalışmada zaman 

zaman farklı gösterilen pozitif sabitler, M ile belirtilmekte ve ( )M   sabiti, sadece ' ya 

bağlı olarak kullanılmaktadır. 

Eğer bir A operatörü H Hilbert uzayında sınırlı ve öz-eşlenik pozitif tanımlı ise, 

her bir > 0  için, 
2

2=
12

C A A


 ,  2 21
= 4

2
D C C C    ve  

1
=R I D


  
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operatörleri de öz-eşlenik pozitif tanımlı operatörlerdir (Krein, 1966). Burada I birim 

operatördür. Ayrıca, D sınırlı operatörü tüm H Hilbert uzayında tanımlıdır. 

Öncelikle    en büyük tam sayı fonksiyonunun notasyonu olmak üzere, 

0 0 0= , = , = , = , =1,...,i i
i i il l l l i q

  
 

   

  
   

   
 

3 2 3

0,1 0 0 0,2 0 0 0

1 1 2 1 1
= , = ,

12 12 3 2 6
           

2 2 3 3

0,3 0 0,4 0 0 0 0,5 0 0

2 1 1 1 1
=1 , = , = ,

3 2 6 12 12
              

3 2 3

,1 ,2

1 1 2 1 1
= , = ,

12 12 3 2 6
i i i i i i i           

2 2 3 3

,3 ,4 ,5

2 1 1 1 1
=1 , = , =

3 2 6 12 12
i i i i i i i i i              

notasyonlarını kabul edelim. 

 

Önerme 2.1.1. Aşağıdaki kestirimler sağlanır (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004): 

 
1

2exp , 1,k k

H H

k A R M k   



 
  

 
 

 
1

2 ( ), ( ),N k

H H
H H

I R M k DR M  





    

 1 , 1, > 0,
kk

H H
R M k 




    

 
 

 
( ) ,k r k

H H

r
D R R M

k





 











   

1 ,0 , 1.k k r N         (2.1.4) 

  

Önerme 2.1.2. Aşağıdaki kestirim geçerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004): 

 
1

=1

( ) ,
N

j

H H
j

DR M Y   



   (2.1.5) 

Burada; 

 
1

, = min ln ,1 ln .
H H

Y D 
 

  
  

  
 

  

Önerme 2.1.3.  1 1,il N    01 1l N    olmak üzere (Akyüz, 2017): 
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 22 20 0 0 0
1

=1

=
q

l N l N l N l N l N lN N i i
i

i

I R R R I R k R R R R
     

               
 

  

  2

=1

q
l N l
i i

i

i

k R R
 

  
 
 olsun. O halde 1  operatorünün 1

1

  tersi vardır ve 

1

1 ( )
H H

M 


    (2.1.6) 

kestirimi geçerlidir.  

 

Önerme 2.1.4. 01 1,1 1il N l N       olmak üzere; 

    2 20 0
3

=1 =1

=
q q

l N l N l lN Ni i
i i

i i

I R I R I k R I k R I R
    

        
  

   

    1 12 2

=1

1 1

2 2

q
N l N l N l N l

i i i i
i i i i

i

k R R R R  
       

       
 

  

    1 1 1 2 12 2 0 0
0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

N l N l l N l
i i

i i R R R R   
         

         
   

 

    2 1 2 12 2 20 0 0 0
0 0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

l N l l N l
R R R R    

      
          

   
 

  2 22 20 0
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=1 =1

1 1 1 1

2 2 2 2

q q
N l l N l l

i i
i i i i

i i

k R R k   
         

        
   

   
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operatörünün 1

3

  tersi vardır ve  

1

3 ( )
H H

M 


    (2.1.7) 

kestirimi geçerlidir.  
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 İspat:  K1 operatörü, 
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olmak üzere,  

1 1 1 1

3 1 3 1 1= K         (2.1.8) 

şeklinde yazılabilir. (2.1.4) kestirimlerini kullanarak, 
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 M  (2.1.9) 

elde edilir. Burada ,M  ’dan bağımsızdır. Üçgen eşitsizliğini, (2.1.8) formülünü, (2.1.6) 

ve (2.1.9) kestirimlerini kullanarak yeterince küçük pozitif   için, 

1 1 1 1

3 1 3 1 1 H HH H H H H H H H
K   

   
         1

3 H H
M M M  


    (2.1.10) 

eşitsizliği bulunur. Buradan istenilen (2.1.7) kestirimi elde edilir ki, bu da ispatı 

tamamlar.  

 

Önerme 2.1.5. 01 1,1 1il N l N       için, 
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olmak üzere, 

4 1 2= K    operatörünün 1

4

  tersi vardır ve 

1

4 ( )
H H

M 


    (2.1.12) 

kestirimi geçerlidir.  

 

 İspat: (2.1.11) ile ifade edilen 2K  operatörünü kullanarak, 
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   

    

   2 0 0
0,2 ,2

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
   

    

   2 2 2 0 0
0

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
   

    
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   2 2 0 0
0

=1

q
N l l N l lN i i

i

i

k I R R R
   

    

   2 2 0 0

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R
   

    

   2 0 0
0,4 ,4

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
   

    

   2 0 0
0,5 ,5

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
   

    

 
7

3,

=1

= ,n

n

J  

  1 12 0 0
4 0,2 ,1

=1

=
q

N l l N l lN i i
i i

i

J k I R R R 
     

    

   1 12 0 0
0,3 ,2

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   1 12 0 0
0,4 ,3

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   1 12 0 0
0,5 ,4

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   2 22 0 0
0,3 ,1

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   2 22 0 0
0,4 ,2

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   2 22 0 0
0,5 ,3

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   3 32 0 0
0,4 ,1

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   3 32 0 0
0,5 ,2

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

   4 42 0 0
0,5 ,5

=1

q
N l l N l lN i i

i i

i

k I R R R 
     

    

 
10

4,

=1

= .n

n

J  

Buradan 1 H H
J


 , 2 H H

J


 , 3 H H
J


  ve 4 H H

J


 kestirimlerini oluşturalım. 

Öncelikle 1 H H
J


 için, (2.1.4) kestirimlerini uygulayarak, 
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2 2 22 0 0
1,1 0,1

l N lN

H H H H H H
J I R R R

  

  
    

 1,1 ,M   

1 2 12 0 0
1,2 0,2

l N lN

H H H H H H
J I R R R

  

  
    

 1,2 ,M   

22 2 0 0
1,3 0

l N lN

H H H H H H
J I R R R



  
    

 1,3 ,M   

1 2 12 0 0
1,4 0,4

l N lN

H H H H H H
J I R R R

  

  
    

 1,4 ,M   

2 2 22 0 0
1,5 0,5

l N lN

H H H H H H
J I R R R

  

  
    

 1,5 ,M   

2 22

1,6 ,1
1 =1

max

q
N l N lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R
   

   

    

 1,6 ,M   

1 12

1,7 ,2
1 =1

max

q
N l N lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R
   

   

    

 1,7 ,M   

2 2

1,8
1 =1

max

q
N l N lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R
 

   

    

 1,8 ,M   

1 12

1,9 ,4
1 =1

max

q
N l N lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R
   

   

    

 1,9 ,M   

2 22

1,10 ,5
1 =1

max

q
N l N lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R
   

   

    

 1,10M   ifade edilir. Buna göre,  

1 1H H
J M 


  olur. Benzer şekilde, 2 H H

J


 için (2.1.4) kestirimi kullanılarak, 

4 42 0 0
2,1 0,1 ,5

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,1 ,M   
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3 32 0 0
2,2 0,1 ,4

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,2 ,M   

3 32 0 0
2,3 0,2 ,5

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,3 ,M   

2 22 0 0
2,4 0,1 ,3

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,4 ,M   

2 22 0 0
2,5 0,2 ,4

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,5 ,M   

2 22 0 0
2,6 0,3 ,5

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,6 ,M   

1 12 0 0
2,7 0,1 ,2

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,7 ,M   

1 12 0 0
2,8 0,2 ,3

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,8 ,M   

1 12 0 0
2,9 0,3 ,4

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,9 ,M   

1 12 0 0
2,10 0,4 ,5

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 2,10M   eşitsizlikleri elde edilir. Buradan 2 2H H
J M 


  olur. Daha sonra 

3 H H
J


 için ise (2.1.4) kestirimlerini uygulayarak, 

2 0 0
3,1 0,1 ,1

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
   

   

    

 3,1M   
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2 0 0
3,2 0,2 ,2

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
   

   

    

 3,2M   

2 2 2 0 0
3,3 0

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
   

   

    

 3,3M   

2 2 0 0
3,4 0

=1

q
N l l N l lN i i

iH H H H H H
i

J I R k R R
   

  
    

 3,4M   

2 2 0 0
3,5

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R
   

   

    

 3,5M   

2 0 0
3,6 0,4 ,4

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
   

   

    

 3,6M   

2 0 0
3,7 0,5 ,5

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
   

   

    

 3,7M   kestirimleri elde edilir. Buna göre 
3 H H

J


 için 
3 3H H

J M 


  

kestirimine ulaşılır. Son olarak 
4 H H

J


 için (2.1.4) kestirimlerini kullanarak, 

1 12 0 0
4,1 0,2 ,1

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,1 ,M   

1 12 0 0
4,2 0,3 ,2

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,2 ,M   

1 12 0 0
4,3 0,4 ,3

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,3 ,M   

1 12 0 0
4,4 0,5 ,4

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,4 ,M   
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2 22 0 0
4,5 0,3 ,1

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,5 ,M   

2 22 0 0
4,6 0,4 ,2

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,6 ,M   

2 22 0 0
4,7 0,5 ,3

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,7 ,M   

3 32 0 0
4,8 0,4 ,1

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,8 ,M   

3 32 0 0
4,9 0,5 ,2

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,9 ,M   

4 42 0 0
4,10 0,5 ,1

1 =1

max

q
N l l N l lN i i

i iH H H H H Hi q i

J I R k R R 
     

   

    

 4,10M   eşitsizlikleri elde edilir. Buradan 
4 H H

J


 için 
4 4H H

J M 


  

eşitsizliği ve 
2 H H

K


 operatörü için ise 

2 1 2 3 4H H H H H H H H H H
K J J J J

    
     

 M  (2.1.14) 

eşitsizliği elde edilir. Burada ,M  ’dan bağımsızdır. Yeterince küçük pozitif   için, 

üçgen eşitsizliğini, (2.1.13) formülünü ve (2.1.6) ile (2.1.14) kestirimlerini de 

uygulayarak; 

1 1 1 1

4 1 4 1 2=
H HH H H H H H H H

K   

   
      

    1

4 H H
M M M  


    (2.1.15) 

ifade edilir. Böylece (2.1.12) kestirimi elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.  

 

2.2.  Üçüncü Mertebeden Doğruluklu Fark Şeması ve Kararlılık Eşitsizlikleri 

Bu bölümde yerel olmayan sınır koşullu (2.1.2) ters eliptik probleminin yaklaşık 

çözümünü bulmak için üçüncü mertebeden doğruluklu fark şeması kurulmuştur. 

( )v   ve ( )v   için üçüncü mertebeden yaklaşım formülleri, 
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2 2

1 1
( ) = 1 1

2 2
v v v

       
  

       

                      
                             

                         

 

  
2

31 1
1 ,

2 2
v O

    
 

    

             
                  

              

 

2 2

1 1
( ) = 1 1

2 2
v v v

       
  

       

                      
                             

                         

 

  
2

31 1
1

2 2
v O

    
 

    

             
                  

              

 şeklindedir.  

Burada    en büyük tam sayı fonksiyonunun notasyonu olmak üzere,                
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şeklinde yazılabilir. Bu yaklaşım formüllerini uygulayarak ve                               
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= = 1
q

i

i

k k   (2.2.1) 

olduğunu kullanarak, yerel olmayan sınır koşullu (2.1.2) ters eliptik probleminin üçüncü 

mertebeden doğruluklu fark şeması, 
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 (2.2.2) 

şeklinde oluşturulur.  

(2.2.2) üçüncü mertebeden doğruluklu fark şemasını göz önüne alarak, bu fark 

probleminin kv  çözümü için, 

1=k kv u A p   (2.2.3) 
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formülünü  ve (2.2.1) ifadesini  kullanarak 
ku  için,  
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 (2.2.4) 

şeklinde yardımcı lokal olmayan fark problemi elde edilir. 

p  elemanı, (2.2.4) fark problemi çözüldükten sonra,                                   

0=p A Au    (2.2.5) 

formülüyle elde edilebilir. 

Tüm H  değerli  
1

=1

N

k k



 grid fonksiyonlarının  C H  ve  ,

0TC H   uzaylarındaki 

normlarını tanımlayalım: 
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Teorem 2.2.1. ik   =1,...i q  katsayıların (2.2.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

=1
, , ( ), ( )

N

k k
D A C H   


   olduğunu varsayalım. O halde, (2.2.2) fark probleminin 

 
1

=1
( , )

N

k k
v p


 çözümü için aşağıdaki kararlılık kestirimleri sağlanır: 
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1 1
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 (2.2.6) 
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 (2.2.7) 

Burada  M   sabitleri,  verilen , ,    elemanlarından ve  
1

=1

N

k k



dan bağımsızdır.  

 

 İspat:  
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1 1

0

2 = ,1 1,
12

ve verilmiştir.

k k k k k k

N
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
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 (2.2.8) 
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direkt probleminin çözümü Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) çalışmasında 
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formülüyle verilmiştir. Burada, A  operatörü H   Hilbert uzayında sınırlı ve öz-eşlenik 

pozitif tanımlı olmak üzere, 
2

2=
12
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 ,  2 21
= 4

2
D C C C    ve 
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  operatörleri de sınırlı ve öz-eşlenik pozitif tanımlı operatörlerdir (Krein, 

1966). Bu formül  
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    notasyonu kullanılarak,  
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şeklinde yazılabilir. Yardımcı lokal olmayan (2.2.4) fark probleminin sınır şartlarına 

(2.2.9) formülü uygulanarak, 
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elde edilir. Burada, 

      
1

1 12 2 0 0
1 0 0

=1

1 1
=

2 2

N
N l N lN N j N j

j

j

Q I R R R P R R     


     
 

        
  

  

          
1

1 12 20 0
0

=1

1
N

l j l jN

j

j

I R P R R   


    
       


  



 

38 

 

              
1 1

2 00 0 0

=1 =1

N N
l jN l N l l jN j N j N

j j

j j

R R P R R I R P R R   
 

   
 

       
 

   

           
1

1 12 20 0
0 0

=1

1 1

2 2

N
N l N l N j N j N

j

j

R R P R R I R   


     
 

       
  

  

         
1

1 10 0

=1

N
l j l j

j

j

P R R  


    
  


  

     
1

1 12 2

2

=1 =1

1 1
=

2 2

q N
N l N lN N j N ji i

i i i

i j

Q I R k R R P R R  


     
  

        
  

   

            
1

1 12 2

=1

1
N

l j l jN i i
j j i

j

I R P R R    


    
        


  

         ×        
1 1

2

=1 =1

N N
l jN l N l l jN j N j N ii i i

j j

j j

R R P R R I R P R R   
 

   
 
      
 

   

             
1

1 12 2

=1

1 1

2 2

N
N l N l N j N j Ni i

i i j

j

R R P R R I R   


     
 

       
  

  

          
1

1 1

=1

.
N

l j l ji i
j

j

P R R  


    
  


  

Bilinmeyen 0u  ve Nu  elemanları için; 
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  (2.2.10) 

denklem sistemi ifade edilebilir. Burada, 
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(2.2.10) denklem sisteminin çözümünün var olması için, 3 11 22 12 21= q q q q   

operatörünün tersinin varlığı ve sınırlı olduğu Önerme 2.1.4’de kanıtlanmıştır. Bu 

sebeple (2.2.10) denklem sisteminin çözümü vardır ve tektir. Bununla birlikte, 

bilinmeyen 0u  ve Nu  elemanları için,  1

0 3 22 1 12 2= ,u q Q q Q   1

3 11 2 21 1=Nu q Q q Q   

eşitlikleri bulunur. Sonuç olarak 0u  ve Nu : 
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   (2.2.12) 

şeklinde yazılabilir. Bundan dolayı yardımcı lokal olmayan (2.2.4) fark problemi 

(2.2.9), (2.2.11) ve (2.2.12) formülleriyle tanımlanan tek bir  
=0

N

k k
u  çözümüne sahiptir. 

Direkt (2.2.8) probleminin çözümü için, 
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u M Ru Ru
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 (2.2.13) 

eşitsizliği geçerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004). İlk önce 1Q  ve 2Q  ifadeleri için 

kestirimler belirlenir. Bunun için, üçgen, Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini ve Önerme 

2.1.1’deki (2.1.4) kestirimleri de kullanılarak, 
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(2.2.11) ve (2.2.12) formüllerine üçgen ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini 

uygulayarak, bununla birlikte (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini de kullanarak, 
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 elde edilir. Buradan (2.2.13) 

eşitsizliğini kullanarak, 
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kestirimine ulaşılır. Daha sonra (2.2.5) , (2.2.11) formüllerini ve 1

0=A p u  eşitliğini 

kullanarak, öz-eşlenik operatörler için operatör işlemlerini, üçgen ve Cauchy-Schwarz 

eşitsizliklerini uygulayarak, (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini kullanarak, 
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 (2.2.7) kararlılık kestirimi 

bulunur. Son olarak, (2.2.3) formülünde (2.2.7) kararlılık kestirimi ve (2.2.14) eşitsizliği 

kullanılarak,      
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 şeklindeki (2.2.6) 

kararlılık kestirimi elde edilir. Sonuç olarak, Teorem 2.2.1 ispatlanmış olur.  
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Teorem 2.2.2.  ik   =1,...i q  katsayılarının (2.2.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

=1
, , ( ) ( ), ( )

N

k k
D A D C C H   


    olduğunu varsayalım. Bu takdirde (2.2.2) fark 

probleminin  
1

=1
( , )

N

k k
v p


 çözümü aşağıdaki hemen-hemen koersif kararlılık eşitsizliğini 

sağlar: 

 
 

1

11 1

2 =1
( )

=1
( )

2
N

Nk k k

k k H
C H

k
C H

v v v
Cv p





   
  

 
 

( )
H H H H H H

M C C C A A A             

 
1

=1
( )

1
min ln ,1 ln .

N

k kH H
C H

D 






  
    

   
 (2.2.15) 

Burada,  M   sabiti,  verilen , , ,     elemanlarına ve  
1

=1

N

k k



’ya bağımlı değildir.  

 

İspat: (2.2.8) direkt probleminin çözümü için, 

 
 

1

11 1

2 =1
( )

=1
( )

2
N

Nk k k

k k
C H

k
C H

u u u
Cu





   
 

 
 

 
1

0 =1
( )

1
( ) min ln ,1 ln

N

N k kH H H H
C H

M Cu Cu D 






   
      

   
 (2.2.16) 

eşitsizliğinin doğruluğu Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) çalışmasında 

gösterilmiştir. (2.1.4), (2.1.5), (2.1.7) kestirimlerini ve (2.2.11), (2.2.12) formüllerini 

kullanarak yardımcı lokal olmayan (2.2.4) fark probleminin çözümü için, 

0 NH H
Cu Cu  

 
1

=1
( )

1
( ) min ln ,1 ln

N

k kH H H H H
C H

M C C C D    






   
       

   
 kestirimi 

elde edilmelidir. Bunun için 2=C D R ,  1 1= ( )(2 )P I D I D D      eşitliklerini ve 

(2.2.11) ve (2.2.12) formüllerini kullanarak, 

   1 11 2 2 2

0 3

=1

1 1
= 1

2 2

q
N l N lN i i

i i i i

i

Cu k I R R R  
       

            
 

  

    1 12 2

1 0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

N l N l N l N l
i i i i

i iR R R R CQ   
          

            
    

 

    1 1 2 20 0 0 0
0 0 0

1 1
1

2 2

N l N l N l N l
R R R R  

       
          

 
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 ×   1 1
0 0

2

N l N l
R R CQ

   
  ve 

     1 2 1 21 2 2 20 0 0 0
3 0 0 0

1 1
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NCu I R R R R R  
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            
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            1 2 1 1 2 12 20 0
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q
l N l l N l
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i i i

i

R R CQ k R R   
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  
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1 1
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2 2
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i i iR R R R CQ  
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           
   

 şeklindeki 

eşitliklere ulaşılır. Burada; 
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1 1
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   
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    
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   
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   şeklindedir. Üçgen 

ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini ve öz-eşlenik operatörler için operatör işlemlerini 

uygulayarak, ilk önce 
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  bulunur. Aynı işlemleri 

tekrar kullanarak 2 ( )C H
CQ  için; 
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   eşitsizliğine ulaşılır. 

Daha sonra (2.1.4) ve (2.1.5) kestirimleri kullanılarak 1 ( )C H
CQ  ve 2 ( )C H

CQ  için, 
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 kestirimleri elde 

edilir. Böylece üçgen, Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini ve (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini 

de uygulayarak 
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ve 



 

47 

 

1 2 11 2 2 20 0
3 0 0 0

1 1
1

2 2

l N lN

N H H H H H H H
Cu I R R R  

  

  


       


 

 
2 1 2 120 0 0 0

0 0 2 ( )

1 1

2 2

l N l l N l

C HH H H H
R R R R CQ 

   

 


      


 

 
1 2 1 22 2

=1

1 1
1

2 2

q
l N l l N l
i i i i

i i i i
H H H H

i

k R R R R  
   

 

 
     


  

 
1 2 12

1 ( )

1 1

2 2

l N l
i i

i i C HH H
R R CQ 

  




    


          (2.2.18) 

kestirimleri elde edilir. (2.1.1) şartını uygulayarak, (2.2.17), (2.2.18) eşitsizliklerini ve 

ayrıca 
1 2( ) ( )

,
C H C H

CQ CQ  için elde edilen kestirimler kullanılarak, 

0 ( )NH H H H H
Cu Cu M C C C      

  
1

=1
( )

1
min ln ,1 ln

N

k kH H
C H

D 






  
    

   
 eşitsizliği bulunur. 

Buradan; 

 
 


1
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N

k k H H H
C H

Cu M C C C   

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  
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k kH H
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D 






  
    

   
 (2.2.19) 

kestirimi elde edilir. Böylece, yardımcı lokal olmayan (2.2.4) fark problemine üçgen 

eşitsizliği uygulanarak (2.2.16) kestirimine ulaşılır.  

Bilinmeyen p  elemanı için 
H

p  kestirimini belirleyelim. Bunun için (2.2.5) 

bağıntısında (2.2.11) eşitliğini kullanarak ve sonra üçgen ve Cauchy-Schwarz 

eşitsizliklerini uygulayarak, ayrıca (2.1.4) ve (2.1.5) kestirimlerini de kullanarak,  

 
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1
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p M A A A D    
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       

   
 (2.2.20) 

kestirimi elde edilir. (2.2.3) formülünde (2.2.19) eşitsizliğini ve (2.2.20) kestirimini 

kullanarak 
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  
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1
min ln ,1 ln

N

k kH H
C H

D 






  
    

   
  (2.2.21) 

eşitsizliğini elde ederiz. Ayrıca (2.2.2) fark problemine üçgen eşitsizliğini uygulayarak, 
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
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   
 (2.2.22) 

elde edilir. Sonuçta üçgen eşitsizliğinden, (2.2.22), (2.2.21) ve (2.2.20) kestirimlerinden 

(2.2.15) elde edilir. Böylelikle Teorem 2.2.2.’nin ispatı tamamlanır.  

 

Teorem 2.2.3. ik   =1,...i q  katsayıların (2.2.1) koşulu sağladığını ve 

 
1 ,

0=1
, , ( ) ( ), ( )(0 < <1)

N

k Tk
D A D C C H     


    olduğunu varsayalım. O halde, 

(2.2.2) fark probleminin  
1

=1
( , )

N

k k
v p


 çözümü için aşağıdaki koersif kararlılık kestirimi 

geçerlidir: 

    
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1 1 =1 ,=1 , ( )( ) 00

2
N N

k k k k k Hk C HC H TT
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1
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N

k k H H H
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T

M C C C
 

    
 


   


 

.
H H H

A A A        (2.2.23) 

Burada  M   sabiti,  verilen  , , ,     elemanlarından ve  
1

=1

N

k k



’dan bağımsızdır.  

 

 İspat: (2.2.8) direkt probleminin çözümü için, Ashyralyev ve Sobolevskii’nin 

(2004) çalışmasında, 
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 

 
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   

 
 

kestirimi ispatlanmıştır. Yardımcı lokal olmayan (2.2.4) fark problemin çözümü için 

(2.2.11) ve (2.2.12) formülleri; 

     1 11 2 2 2

0 3
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1 1
= 1

2 2

q
N l N l N l N lN i i i i

i i i i
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             
 
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 ve 
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1 1= ( )(2 )P I D I D D      bağıntılarını kullanarak, daha sonra öz-eşlenik operatörler 

için operatör işlemlerini, üçgen ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini uygulayarak 
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 elde edilir. 

(2.1.1) şartını ve (2.1.4) eşitsizliklerini kullanarak 
1 ( )C H

CQ  ile 
2 ( )C H
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 eşitsizliklerine ulaşılır. Daha 

sonra üçgen eşitsizliğini, (2.1.4) ve (2.1.7) kestirimlerini de kullanarak 
0 H

Cu  ve 

N H
Cu  için, 
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 elde edilir. Elde 

ettiğimiz son kestirimlerden, 
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bulunur. Yardımcı lokal olmayan (2.2.4) fark problemine üçgen eşitsizliği uygulanarak,  

 
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 (2.2.24) 

kestirimi elde edilir. 

(2.2.5) bağıntısında (2.2.11) eşitliğini kullanarak, daha sonra üçgen ve Cauchy-

Schwarz eşitsizlikleri ile birlikte (2.1.4) ve (2.1.7) kestirimlerini de uygulayarak,  
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 (2.2.25) 

eşitsizliği elde edilir.  (2.2.3) formülünden ve (2.2.24) ile (2.2.25) eşitsizliklerinden, 
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kestirimi bulunur. (2.2.2) fark problemine üçgen eşitsizliğini uygulayarak, 
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kestirimini elde ederiz. Böylece son olarak (2.2.27), (2.2.26) ve (2.2.25) 

kestirimlerinden, 
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A A A        (2.2.23) kestirimine ulaşılır. Bu da ispatı tamamlamış olur.  
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2.3.  Dördüncü Mertebeden Doğruluklu Fark Şeması ve Kararlılık 

Eşitsizlikleri 

Bu bölümde yerel olmayan sınır koşullu (2.1.2) ters eliptik probleminin yaklaşık 

çözümünü bulmak için dördüncü mertebeden doğruluklu fark şeması oluşturulmuştur. 

( )v   ve ( )v  için dördüncü mertebeden yaklaşım formülleri;  
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 şeklindedir. 

   en büyük tam sayı fonksiyonunun notasyonu olmak üzere,  
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3 2 3
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( )v  ve ( )iv   için, dördüncü mertebeden yaklaşım formüllerini tekrar, 
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şeklinde yazabiliriz. Dördüncü mertebeden yaklaşım formüllerini uygulayarak ve ik  

katsayılarının oluşturduğu (2.2.1) bağıntısını kullanarak, yerel olmayan sınır koşullu 

(2.1.2) ters elptik probleminin dördüncü mertebeden doğruluklu fark şeması, 
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 (2.3.1) 

şeklinde kurulur.  

Dördüncü mertebeden (2.3.1) doğruluklu fark şemasını göz önüne alalım. Bu fark 

probleminin kv  çözümü için (2.2.3) formülünü ve (2.2.1) şartını kullanarak, yardımcı 

lokal olmayan  
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 (2.3.2) 

fark problemine indirgeyelim. ku  lokal olmayan (2.3.2) fark probleminin çözümüdür. 

 



 

54 

 

Teorem 2.3.1. ik   =1,...i q  katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 
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 çözümü için aşağıdaki kararlılık kestirimleri sağlanır: 
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Burada  M   sabitleri,  verilen , , ,     elemanlarından ve  
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 ’dan bağımsızdır.  

 

 İspat: (2.3.2) fark probleminin sınır şartlarına (2.2.9) formülünü uygulayarak, 
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elde edilir. Burada; 
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şeklindedir. Bu (2.3.5) denklem sisteminin çözümünün var olması için, 
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bağıntıları yazılır. Bu sebeple (2.3.2) fark problemi, (2.2.9), (2.3.6) ve (2.3.7) 

formülleriyle tanımlanan tek bir  
=0

N

k k
u  çözümüne sahiptir. (2.2.8) direkt probleminin 
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S1 ve S2 ifadeleri için kestirimlerini belirleyelim. Bunun için üçgen, Cauchy-Schwarz 

eşitsizliklerini ve önerme 2.1.1.’deki (2.1.4) kestirimleri kullanılarak, 
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(2.3.6) ve (2.3.7) eşitliklerine üçgen ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini 

uygulayarak, ve ayrıca (2.1.4), (2.1.12) kestirimlerini de kullanarak 0Ru  ve NRu  için, 
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 eşitsizlikleri elde edilir. Bu 

sebeple, (2.2.13) eşitsizliğini kullanarak, 
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 (2.2.14) kestirimi yazılabilir.  

(2.2.5) formülünden hareketle 
1

0=A p u  bağıntısını elde edip (2.3.6) eşitliği ile 

birlikte kullanarak ve bunlara öz-eşlenik operatörler için operatör işlemlerini, üçgen ve 

Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini de uygulayarak, ve ayrıca (2.1.4) ile (2.1.12) 

kestirimlerini kullanarak    
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şeklindeki 

(2.3.4) kararlılık kestirimi elde edilir. Son olarak, (2.2.3) formülüne (2.3.4) kararlılık 

kestirimi ile (2.2.14) eşitsizliğini uygulayarak, 



 

61 

 

     
1 1

=1 =1
( ) ( )

N N

k kk kH H H
C H C H

v M     
     

  
 biçimindeki (2.3.3) kararlılık 

kestirimine ulaşılır. Böylelikle Teorem 2.3.1 ispatlanmış olur.  
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Burada  M   sabiti,  verilen ,  , ,    elemanlarına ve  
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k k



’ya bağımlı değildir.  

 

 İspat: (2.2.8) direkt probleminin çözümü için, (2.2.16) eşitsizliğinin doğruluğu 

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) çalışmasında gösterilmiştir. (2.1.4), (2.1.5), 

(2.1.12) kestirimlerini ve (2.3.6), (2.3.7) eşitliklerini kullanarak yardımcı lokal olmayan 
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kestirimi elde edilmelidir. Bunun için (2.3.6)  ve (2.3.7) bağıntılarını kullanılarak,    
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    olarak yazılabilir. 

Öncelikle 
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eşitsizlikleri elde edilir. (2.1.1) şartını uygulayarak, (2.3.9) ile (2.3.10) eşitsizliklerini ve 

ayrıca 
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eşitsizliği elde edilir. Buradan (2.2.19) kestiriminin elde edildiği görülür. 

Bilinmeyen p  elemanı için, (2.2.5) formülünü ve (2.3.6) eşitliğini kullanarak 

eşitlik yazılabilir. Daha sonra üçgen ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini uygulayarak ve 

ayrıca (2.1.4) ile (2.1.5) kestirimlerini de kullanarak 
H

p  için (2.2.20) kestirimi 

bulunur. (2.2.19) ve (2.2.20) kestirimlerini (2.2.3) formülüne uygulayarak (2.2.21) 

kestirimine ulaşılır. Ayrıca (2.3.1) fark problemine üçgen eşitsizliği uygulayarak 

(2.2.22) eşitsizliği elde edilir. Son olarak, üçgen eşitsizliğinden ve ayrıca (2.2.22), 

(2.2.21) ile (2.2.20) kestirimlerinden hareketle (2.3.8) elde edilir. Böylelikle, Teorem 

2.3.2 ispatlanmış olur.  

 

Teorem 2.3.3. ik   =1,...i q  katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1 ,

0=1
, , ( ) ( ), ( )(0 < <1)

N

k Tk
D A D C C H     


    olduğunu varsayalım. O halde, 

(2.3.1) fark probleminin  
1

=1
( , )

N

k k
v p


 çözümü için aşağıdaki koersif kararlılık kestirimi 

geçerlidir: 
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  .
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Burada  M   sabiti,  verilen ,  , , ,     elemanlarından ve  
1

=1

N

k k



’dan 

bağımsızdır.  

 

 İspat: (2.2.8) direkt probleminin çözümü için,  
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 
1 12
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 

 

 
     

 
 

kestirimi elde edilmelidir. Bu kestirimin doğruluğu Ashyralyev ve Sobolevskii’nin 

(2004) çalışmasında gösterilmiştir. Yardımcı lokal olmayan (2.3.2) fark probleminin 

çözümü için (2.3.6) ve (2.3.7) formülleri uygulanarak, 
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     yazılabilir. İlk önce 

1 ( )C H
CS ve 2 ( )C H

CS  için eşitsizlikleri belirleyelim. Bunun için 2= ,C D R  

1 1= ( )(2 )P I D I D D      eşitliklerini, daha sonra öz-eşlenik operatörler için 

operatör işlemlerini, üçgen ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerini uygulayarak, 
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 eşitsizlikleri 

bulunur. Önerme 2.1.1’deki (2.1.4) kestirimlerinden ve (2.1.1) şartından 
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 kestirimleri elde edilir. Daha 

sonra (2.1.4) ile (2.1.12) kestirimlerini, üçgen eşitsizliğini ve elde ettiğimiz son 

kestirimleri de kullanarak 
0 H
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 elde edilir. Bu 

eşitsizlikler kullanılarak,  
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kestirimine ulaşılır. Ayrıca (2.3.2) yardımcı lokal olmayan fark problemine üçgen 

eşitsizliği uygulanarak (2.2.24) kestirimi elde edilir. 

(2.2.5) bağıntısına (2.3.6) eşitliğini uygulayarak, daha sonra üçgen, Cauchy-

Schwarz eşitsizliklerini ve bunlarla birlikte (2.1.4) ve (2.1.12) kestirimlerini de 

uygulayarak (2.2.25) eşitsizliği elde edilir. Ayrıca  (2.2.3) formülünde (2.2.24) ve 

(2.2.25) kestirimlerini kullanarak, (2.2.26) eşitsizliği bulunur. Böylece (2.3.1) fark 

problemine üçgen eşitsizliği uygulanarak, (2.2.27) kestirimine ulaşılabilir. Sonuç olarak, 

(2.2.27), (2.2.26)  ve (2.2.25) kestirimlerinden istenilen 
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 (2.3.11) kestirimi elde edilir ve böylelikle teorem ispatı tamamlanır.  

 

 

 

 

 



 

 

   

 

3. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

3.1. Çok Boyutlu Ters Yerel Olmayan Eliptik Sınır Değer Problemleri İçin 

Fark Şemaları 

Bu bölümde çok boyutlu eliptik kısmi diferansiyel denklem için ters yerel 

olmayan sınır değer problemlerinin fark şemaları oluşturulacaktır. İlk önce bu bölümde 

kullanılacak olan bazı notasyonlar tanıtılacaktır. Sınırı   olan, n  keyfi bir doğal sayı 

olmak üzere, nR  Öklid uzayında = (0, )nl  bir açık küpü ele alalım. Ω kümesinin 

kapanışı = olur. ( , )f t x ( (0, ), )t T x   ve 

( ), ( ), ( ), ( )ra x x x x   ( )x bilinen düzgün fonksiyonlardır. 0 1,i   0 ,T   

1 2, ,... qk k k  bilinen negatif olmayan katsayılar ve ( ) > 0ra x a (1 ,r n   )x ’dır. 

  

3.1.1. Çok Boyutlu Yerel Olmayan Ters Dirichlet Tipi Eliptik Sınır Değer 

Probleminin Fark Şemaları 

= (0, )nl  açık bir küp olmak üzere,  0,T   bölgesinde çok boyutlu eliptik 

kısmi diferansiyel denklem için yerel olmayan ters Dirichlet tipi sınır değer problemini 

=1

1

=1

( , ) ( ( ) ) ( , ) = ( , ) ( ),

= ( ,... ) ,0 < < ,

(0, ) = ( ), ( , ) ( , ) = ( ), ,

( , ) = ( ), ,0 < < ,

( , ) = 0,

n

tt r x x
r r

r

n

q

i i

i

v t x a x v v t x f t x p x

x x x t T

v x x v T x k v x x x

v x x x T

v t x x



  

  


   






 











 (3.1.1.1) 

ele alalım. Buradaki 1 2, ,..., qk k k  katsayıları (2.1.1) koşulunu sağlamalıdır. > 0  olmak 

üzere (3.1.1.1) probleminin diferansiyel operatörü,  

=1

= ( ( ) ) ( , )
n

x

r x x
r r

r

A v a x v v t x   (3.1.1.2) 

şeklindedir. (3.1.1.2) ifadesiyle tanımlanan 
xA  operatörü, tanım bölgesi 

 2( ) = ( ) ( ),  üzerinde ( ) = 0xD A v x L v x    olan 
2 ( )L   uzayından 

2 ( )L   uzayına 

bir operatördür ve öz-eşlenik pozitif tanımlıdır.  
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(3.1.1.1) probleminin yaklaşımını iki adımda  oluşturalım. İlk adımda grid 

noktalar uzayı,     1 1 1= = = ,..., ; = ,... , = 0,..., , = ,h m n n n r r r rx x h m h m m m m m M h M l  

=1,..., ,r n  = , =h hh h       ile tanımlanır. 

 (3.1.1.2) ile tanımlanan xA  diferansiyel operatörü yerine,  

  
,

=1

( ) =
n

x h h h

h r xr x j
r rr

A v x a x v v    (3.1.1.3) 

şeklindeki x

hA fark operatorünü kullanacağız. Burada ( )hv x  fonksiyonları tüm hx  

için ( ) = 0hv x  koşulunu sağlamaktadır. x

hA fark operatörü,  

 2( ) = ( ) , ( ) = 0,x h h

h h hD A v x L v x x   şeklinde tanım bölgesi olan öz-eşlenik pozitif 

tanımlı bir operatördür. 

x

hA  fark operatörü için (3.1.1.3) eşitliği uygulandığında, adi diferansiyel denklem 

sistemi için, ters yerel olmayan  

 
   

2

2

=1

,
, = , ( ),0 < < , ,

(0, ) = ( ), ,

( , ) = ( ), ,

( , ) = ( , ) ( ), .

h

x h h h

h h

h h
h

h h
h

q
h h h

hi i

i

d v t x
A v t x f t x p x t T x

dt

v x x x

v x x x

v T x k v x x x



 

 


   

 




  




 (3.1.1.4) 

sınır değer probleminde ( , )hv t x  ve ( )hp x  bilinmeyen fonksiyonlarına ulaşılır. 

İkinci adımda (3.1.1.4) probleminin t  değişkenine göre yaklaşımını kuralım. 

Grid noktalar uzayını    0, = = , =1,..., , =kT t k k N N T


   ile gösterelim. Burada N-

sabit pozitif tam sayıdır. 

 0 0 0= , = , = , = , =1,...,i i
i i il l l l i q

  
 

   

  
   

   
 olmak üzere, ( , ),hv x  

( , ), ( =1,..., )h

iv x i q  değerleri için, 

    2 2

0 0 0 0 0

1 1
( , ) = 1 , 1 ,

2 2

hv x v l x v l x     
 

       
 

 

     2 3

0 0 0

1 1
1 , ,

2 2
v l x O   

 
    
 

,hx  

    2 21 1
( , ) = 1 , 1 ,

2 2

h

i i i i i iv x v l x v l x     
 

       
 
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     2 31 1
1 , ,

2 2
i i iv l x O   

 
    
 

hx  biçimindeki üçüncü mertebeden 

yaklaşım formüllerini kullanarak (3.1.1.4) problemi için, üçüncü mertebeden 

doğruluklu fark şeması; 

      
     

 

   

1 1

2

2

1 1

2

0

2 2

0 0 1 0 0
0 0

2
= ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
= ( , ) ( , ) ,

12

= ,1 1, = , ,

(0, ) = ( ), ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

h h h

k k k x h h h

h k k

h h h
h h x hk k k
k k h k

k h

h h
h

h h

l l

v x v x v x
C v x x p x

f t x f t x f t x
x f t x A f t x

t k k N N T x

v x x x

v x v x









 



   

 

 



 
  

  
  

 

   



 
       

 
   

       

 

2

0 1
0

2 2 2

1 1

=1

0 0 0

= ,

,

1 1 1 1
= 1

2 2 2 2

, ,

= , = , = , =

h h

l

h

q
h h h h

N i i i l i l i i l
i i i

i

h
h

i i
i i i

v x x

x

v x k v x v x v x

x x

l l l l

 

    



  
 

   



 











  
  

 
 

     

            
    

 

   

    
   



(3.1.1.5) 

olarak kurulur. Benzer şekilde ( , ),hv x  ( , ), ( =1,..., )h

iv x i q  değerleri için, 

          0,1 0 0,2 0 0,3 0 0,4 0( , ) = 2 , 1 , , 1 ,hv x v l x v l x v l x v l x               

     4

0,5 0 2 , , ,hv l x O x       

          ,1 ,2 ,3 ,4( , ) = 2 , 1 , , 1 ,h

i i i i i i i i iv x v l x v l x v l x v l x               

     4

,5 2 , ,i i hv l x O x       

dördüncü mertebeden yaklaşım formüllerini uygulayarak (3.1.1.4) problemi için, 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şeması; 
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      
     

 

       

1 1

2

2

1 1

2

0

0,1 2 0,2 1 0,3 0,4 1
0 0 0 0

2
= ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
= ( , ) ( , ) ,

12

= ,1 1, = , ,

(0, ) = ( ), ,

h h h

k k k x h h h

h k k

h h h
h h x hk k k
k k h k

k h

h h
h

h h h h

l l l l

v x v x v x
C v x x p x

f t x f t x f t x
x f t x A f t x

t k k N N T x

v x x x

v x v x v x v x









 



   

 

 

  

 
  

  
  

 

   



       

            

 

0,5 2
0

,1 2 ,2 1 ,3 ,4 1 ,5 2

=1

0 0 0

= ,

,

=

, ,

= , = , = , =

h h

l

h

q
h h h h h

N i i l i l i l i l i l
i i i i i

i

h
h

i i
i i i

v x x

x

v x k v x v x v x v x v x

x x

l l l l

 

    



  
 

   



   
















    


 
   
        



 (3.1.1.6) 

şeklinde oluşturulur. 

(3.1.1.4) probleminin ( , )hv t x  çözümünü elde etmek için,  

     
1

, = , ( )h h x h

hv t x u t x A p x


  bağıntısını ve (2.2.1) koşulunu uygulayarak, 

bilinmeyen  ,hu t x  fonksiyonu için,  

 
   

       

     

2

2

=1

,
, = , ,0 < < , ,

0, , = , ,

, , = , .

h

x h h

h h

h h h h
h

q
h h h

hi i

i

d u t x
A u t x f t x t T x

dt

u x u x x x x

u T x k u x x x

  

 


  



  

  




 (3.1.1.7) 

lokal olmayan yardımcı sınır değer problemi elde edilir. 

 hp x  bilinmeyen fonksiyonunun değerini hesaplamak için, (2.2.5) bağıntısına 

göre, 

     = 0,h x h x h

h hp x A x A u x   (3.1.1.8) 

özdeşliği kullanılacaktır. 
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(3.1.1.7) problemi için, üçüncü mertebeden doğruluklu fark şeması 

      
   

 

       

1 1

2

2

1 1

2

2 2 2

0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0

2
= ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
= ( , ) ( , ) ,

12

= ,1 1, = , ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

=

h h h

k k k x h h

h k k

h h h
h h x hk k k
k k h k

hk

h h h h

l l l

u x u x u x
C u x x

f t x f t x f t x
x f t x A f t x

t k k N N T x

u x u x u x u x









 

    



 

 

 

 
 

  
  

 

   

   
           

   

   

     

   

2 2 2

1

=1

1

0 0

, ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

= , ,

= , = ,

h h
h

q
h h h

N i i i l i l i i
i i

i

h h
hhl

i

i
i i

x x x

u x k u x u x

u x x x

l l



    




 

 
















  

    

             
   


 

  




     (3.1.1.9) 

şeklinde ve dördüncü mertebeden fark şeması 

      
   

 

           

   

1 1

2

2

1 1

2

0 0,1 2 0,2 1 0,3 0,4 1 0,5 2
0 0 0 0 0

2
= ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
= ( , ) ( , ) ,

12

= ,1 1, = , ,

=

h h h

k k k x h h

h k k

h h h
h h x hk k k
k k h k

hk

h h h h h h

l l l l l

h h

u x u x u x
C u x x

f t x f t x f t x
x f t x A f t x

t k k N N T x

u x u x u x u x u x u x

x x









 

    

 

 

 

   

 
 

  
  

 

   

    



         

   

,1 2 ,2 1 ,3 ,4 1

=1

,5 2

0 0

, ,

= , ,

= , = ,

h

q
h h h h h

N i i l i l i l i l
i i i i

i

h h
hi l

i

i
i i

x

u x k u x u x u x u x

u x x x

l l

   

 


 

 

  

















    


 



 



   (3.1.1.10) 

biçiminde ifade edilir. 

2 2= ( )h hL L   ve 2 2

2 2= ( )h hW W  ,  

 
1/2

2

1
2

=h h

nL
h x h

x h h 


 
 
 
  

    
1/2 1/2

2 2

2 1 1
,22 =1 =1

=
n n

h h h

n nLW x x x mrhh r r rr rx xh h

h h x h h   
 

   
    
   
   

normlarıyla donatılmış, h  üzerinde tanımlanan     1 1= ,...,h

n nx h m h m  grid 

fonksiyonlarının oluşturduğu uzaylardır. 
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Teorem 3.1.1.1. ik  =1,...i q katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

2=1
, , ( ), ( )

N
h h h x h

h k hk
D A f C L  



   olduğunu varsayalım. Bu durumda, (3.1.1.5) ve 

(3.1.1.6) fark şemalarının   1

=1
,

N
h h

k k
v p



 çözümü için aşağıdaki kararlılık kestirimleri 

geçerlidir: 

     
1 1

=1 =1
2 2 2(0 , ) ( )

2 2

,
N N

h h h h h

k kL L Lk k
h h hC T L C L

h h

v M f   
  

    
 

 (3.1.1.11) 

   
1

1

=1
2 2 2 2 ( )

2

( ) .
N

x h h h h h

h kL L L L k
h h h h C L

h

A p M f   



 

    
 

 (3.1.1.12) 

Burada  M   sabitleri, verilen , ,h h h    elemanlarından ve  
1

=1

N
h

k k
f



’den bağımsızdır.  

   

Teorem 3.1.1.2. ik  =1,...i q  katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

2=1
, , ( ) ( ), ( )

N
h h h x x h

h h k hk
D A D C f C L  



    olduğunu varsayalım. Öyleyse, (3.1.1.5) 

ve (3.1.1.6) fark şemalarının   1

=1
,

N
h h

k k
v p



 çözümü aşağıdaki hemen-hemen koersif 

kararlılık eşitsizliğini sağlar: 

 
 

1

11 1

2 =1 2 2( )
2

=1
( )

2

2
N

h h h
Nk k k x h h

h k Lk
hC W

h
k

C L
h

v v v
C v p





 
   

  
  

 

 
1

2 2 2 =1
2 2 2 ( )

2

1
( ) ln

N
x h x h x h h

h h h kW W W k
h h h C L

h

M C C C f
h

   


  
     

 
  

2 2 2
2 2 2

x h x h x h

h h hW W W
h h h

A A A     


 (3.1.1.13) 

Burada  M   sabiti verilen , , ,h h h    elemanlarına ve  
1

=1

N
h

k k
f



’ya bağımlı 

değildir.  

   

Teorem 3.1.1.3. ik  =1,...i q katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

,

0 2=1
, , ( ) ( ), ( )(0 < <1)

N
h h h x x h

h h k T hk
D A D C f C L    



    olduğunu kabul edelim. O 

halde, (3.1.1.5) ve (3.1.1.6) fark şemalarının   1

=1
,

N
h h

k k
v p



 çözümü için aşağıdaki 

koersif kararlılık kestirimi geçerlidir: 



 

77 

 

    
1 1

2

1 1 =1 , 2=1 , 2( )( ) 2020

2
N N

h h h h h

k k k k Lkk hC WC L hThT

v v v v p
  


 



      

 
 

1

2 2 2=1 ,
2 2 2( )

20

1
( ) .

1

N
h h h h

k W W Wk
h h hC L

hT

M f
 

   
 

 
    

 
 (3.1.1.14) 

Burada  M   sabiti,  verilen , , , ,h h h     elemanlarından ve  
1

=1

N
h

k k
f



’dan 

bağımsızdır.  

 Teorem 3.1.1.1,  Teorem 3.1.1.2 ve Teorem 3.1.1.3’ün ispatları, x

hA  fark 

operatörünün  2hL uzayındaki simetri özelliğine ve soyut fark problemi için gösterilen 

2.2.1-2.2.3 ve 2.3.1-2.3.3 teoremlerine dayanmaktadır. 

Ayrıca Teorem 3.1.1.2’nin ispatı x

hA  operatörünün pozitifliğine, önceki 

bölümlerdeki soyut fark problemi için elde edilen Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.3.2 ile 

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) çalışmasında geçen, 

2

1 1
min ln ,1 ln ln

1

x

h L
h

D M
 

    
     

    
 (3.1.1.15) 

eşitsizliğine dayanmaktadır. 

 

3.1.2. Çok Boyutlu Yerel Olmayan Ters Neumann Tipi Eliptik Sınır Değer 

Probleminin Fark Şemaları 

 Çok boyutlu eliptik kısmi diferansiyel denklem için yerel olmayan 

 

=1

1

=1

( , ) ( ( ) ) ( , ) = ( , ) ( ),

= ( ,... ) ,0 < < ,

(0, ) = ( ), ( , ) ( , ) = ( ), ,

( , ) = ( ), ,0 < < ,

,
= 0, ,0

n

tt r x x
r r

r

n

q

i i

i

v t x a x v v t x f t x p x

x x x t T

v x x v T x k v x x x

v x x x T

v t x
x t T

n



  

  


   






 

 



  




         (3.1.2.1) 

ters Neumann tipi sınır değer problemini  0,T   bölgesinde ele alalım. 1 2, ,..., qk k k  

katsayıları (2.1.1) koşulunu sağlamalıdır. > 0  olmak üzere (3.1.2.1) probleminin 

diferansiyel operatörü, (3.1.1.2) şeklinde tanımlanır. (3.1.1.2) ile tanımlanan 
xA  

operatörü,  tanım bölgesi, 

2( ) = ( ) ( ), uzerinde = 0x v
D A v x L

n

 
   

 
 olan 

2 ( )L   uzayından 
2 ( )L   uzayına bir 

operatördür ve öz-eşlenik pozitif tanımlıdır. 



 

78 

 

 İki adımda (3.1.2.1) probleminin yaklaşımını oluşturacağız. Birinci adımda, grid 

noktalar uzayı, 

    1 1 1= = = ,..., ; = ,... , = 0,..., , = ,h m n n n r r r rx x h m h m m m m m M h M l  =1,..., ,r n  

= , =h hh h       ile tanımlanacaktır. 

(3.1.2.1) problemine göre tanımlanan xA diferansiyel operatörü yerine (3.1.1.3) 

ile tanımlanan x

hA  fark operatorü kullanılacaktır. Buradaki ( )hv x fonksiyonları 

( ) = 0h hD v x   hx  koşulunu sağlamalıdır. Bu şekilde tanımlanan x

hA fark 

operatörü öz-eşlenik pozitif tanımlıdır ve bu fark operatörünün tanım bölgesi 

 2( ) = ( ) , ( ) = 0,x h h h

h h hD A v x L D v x x   şeklindedir. Burada ( ),h hD v x  
v

n




’nin bir 

yaklaşımıdır. 

x

hA fark operatörünü kullanılarak,  ( , )hv t x  ve ( )hp x  bilinmeyen fonksiyonları 

için (3.1.1.4) biçimindeki sınır değer problemi elde edilir. 

İkinci adımda, (3.1.1.4) probleminin t  değişkenine göre yaklaşımını oluşturalım. 

Grid noktalar uzayını    0, = = , =1,..., , =kT t k k N N T


   ile gösterelim. Burada N  

sabit pozitif tam sayıdır. 

 0 0= = , = = , =1,...,i i i
i il l i q

    
 

     

  
     
   

olmak üzere,  ( , ),hv x  

( , ), ( =1,..., )h

iv x i q  değerleri için, 

    2 2

0 0 0 0 0

1 1
( , ) = 1 , 1 ,

2 2

hv x v l x v l x     
 

       
 

 

     2 3

0 0 0

1 1
1 , ,

2 2
v l x O   

 
    
 

,hx  

    2 21 1
( , ) = 1 , 1 ,

2 2

h

i i i i i iv x v l x v l x     
 

       
 

 

     2 31 1
1 , ,

2 2
i i iv l x O   

 
    
 

hx  üçüncü mertebeden yaklaşım 

formüllerini uygulayarak, (3.1.1.4) probleminin,  
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      
     

 

   

1 1

2

2

1 1

2

0

2 2

0 0 1 0 0
0 0

2
= ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
= ( , ) ( , ) ,

12

= ,1 1, = , ,

(0, ) = ( ), ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

h h h

k k k x h h h

h k k

h h h
h h x hk k k
k k h k

k h

h h
h

h h

l l

v x v x v x
C v x x p x

f t x f t x f t x
x f t x A f t x

t k k N N T x

v x x x

v x v x









 



   

 

 



 
  

  
  

 

   



 
       

 
   

       

 

2

0 1
0

2 2 2

1 1

=1

0 0 0

= ,

,

1 1 1 1
= 1

2 2 2 2

, ,

= , = , = , =

h h

l

h

q
h h h h

N i i i l i l i i l
i i i

i

h
h

i i
i i i

v x x

x

v x k v x v x v x

x x

l l l l

 

    



  
 

   



 











  
  

 
 

     

            
    

 

   

    
   



(3.1.2.2) 

üçüncü mertebeden doğruluklu fark şeması elde edilir. Benzer şekilde ( , )hv x  

( , ), ( =1,..., )h

iv x i q  değerleri için 

          0,1 0 0,2 0 0,3 0 0,4 0( , ) = 2 , 1 , , 1 ,hv x v l x v l x v l x v l x               

      4

0,5 0 2 , , ,hv l x O x       

          ,1 ,2 ,3 ,4( , ) = 2 , 1 , , 1 ,h

i i i i i i i i iv x v l x v l x v l x v l x               

        4

,5 2 , ,i i hv l x O x       dördüncü mertebeden yaklaşım 

formüllerini uygulayarak, (3.1.1.4) probleminin,  

      
     

 

       

1 1

2

2

1 1

2

0

0,1 2 0,2 1 0,3 0,4 1
0 0 0 0

2
= ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
= ( , ) ( , ) ,

12

= ,1 1, = , ,

(0, ) = ( ), ,

h h h

k k k x h h h

h k k

h h h
h h x hk k k
k k h k

k h

h h
h

h h h h

l l l l

v x v x v x
C v x x p x

f t x f t x f t x
x f t x A f t x

t k k N N T x

v x x x

v x v x v x v x









 



   

 

 

  

 
  

  
  

 

   



       

            

 

0,5 2
0

,1 2 ,2 1 ,3 ,4 1 ,5 2

=1

0 0 0

= ,

,

=

, ,

= , = , = , =

h h

l

h

q
h h h h h

N i i l i l i l i l i l
i i i i i

i

h
h

i i
i i i

v x x

x

v x k v x v x v x v x v x

x x

l l l l

 

    



  
 

   



   
















    


 
   
        



 (3.1.2.3) 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şeması ifade edilir. 
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Teorem 3.1.2.1. ik  =1,...i q  katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

2=1
, , ( ) ( ), ( )

N
h h h x x h

h h k hk
D A D C f C L  



    olduğunu varsayalım. O halde, (3.1.2.2) 

ve (3.1.2.3) fark şemalarının   1

=1
,

N
h h

k k
v p



 çözümü aşağıdaki kararlılık kestirimlerini 

sağlar: 

     
1 1

=1 =1
2 2 2(0 , ) ( )

2 2

,
N N

h h h h h

k kL L Lk k
h h hC T L C L

h h

v M f   
  

    
 

 (3.1.2.4) 

   
1

1

=1
2 2 2 2 ( )

2

( ) .
N

x h h h h h

h kL L L L k
h h h h C L

h

A p M f   



 

    
 

 (3.1.2.5) 

Burada  M   sabitleri,  verilen , ,h h h    elemanlarından ve  
1

=1

N
h

k k
f



’den 

bağımsızdır.  

 

Teorem 3.1.2.2. ik  =1,...i q katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

2=1
, , ( ) ( ), ( )

N
h h h x x h

h h k hk
D A D C f C L  



    olduğunu varsayalım. Bu takdirde, 

(3.1.2.2) ve (3.1.2.3) fark şemalarının   1

=1
,

N
h h

k k
v p



 çözümü, aşağıdaki hemen-hemen 

koersif kararlılık eşitsizliğini sağlar: 

 
 

1

11 1

2 =1 2 2( )
2

=1
( )

2

2
N

h h h
Nk k k x h h

h k Lk
hC W

h
k

C L
h

v v v
C v p





 
   

  
  

 

 
1

2 2 2 =1
2 2 2 ( )

2

1
( ) ln

N
x h x h x h h

h h h kW W W k
h h h C L

h

M C C C f
h

   


  
     

 
 

2 2 2
2 2 2

x h x h x h

h h hW W W
h h h

A A A     


 (3.1.2.6) 

Burada  M   sabiti,  verilen , , ,h h h    elemanlarına ve  
1

=1

N
h

k k
f



’ya bağımlı 

değildir.  

  

Teorem 3.1.2.3. ik  =1,...i q katsayılarının (2.1.1) koşulunu sağladığını ve 

 
1

,

0 2=1
, , ( ), ( )(0 < <1)

N
h h h x h

h k T hk
D A f C L    



   olduğunu varsayalım. Bu takdirde, 
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(3.1.2.2) ve (3.1.2.3) fark şemalarının   1

=1
,

N
h h

k k
v p



 çözümü için aşağıdaki koersif 

kararlılık kestirimi geçerlidir: 

    
1 12

1 1 =1 , 2=1 , ( ) 2( ) 2020

2
N Nh h h h

k k k k k Lk C W hC L hThT

v v v v p
  


 

      

 
 

1

2 2 2=1 ,
2 2 2( )

20

1
( ) .

1

N
h h h h

k W W Wk
h h hC L

hT

M f
 

   
 

 
    

 
 (3.1.2.7) 

Burada  M   sabiti,  verilen , , , ,h h h     elemanlarından ve  
1

=1

N
h

k k
f



’dan 

bağımsızdır.  

 Teorem 3.1.2.1, Teorem 3.1.2.2 ve Teorem 3.1.2.3’ün ispatları, x

hA  fark 

operatörünün  2hL  uzayındaki simetri özelliğine ve soyut fark problemi için gösterilen 

2.2.1-2.2.3 ve 2.3.1-2.3.3 teoremlerine dayanmaktadır. 

Ayrıca Teorem 3.1.2.2’nin ispatı x

hA  operatörünün pozitifliğine, önceki 

bölümlerde soyut fark problemi için ifade edilen 2.2.2 ve 2.3.2 teoremleri ile 

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) çalışmasında geçen, 

2

1 1
min ln ,1 ln ln

1

x

h L
h

D M
 

    
     

    
 (3.1.1.15) eşitsizliğine dayanmaktadır. 

 

3.2. Sayısal Uygulamalar 

Çalışmanın bu kısmında eliptik denklem için çok noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters Dirichlet ve Neumann tipi sınır değer probleminin sayısal sonuçları 

verilecektir. 

 

3.2.1. Çok Noktalı Yerel Olmayan Sınır Koşullu Ters Dirichlet Tipi Eliptik 

Sınır Değer Probleminin Sayısal Sonuçları 

Çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters Dirichlet tipi sınır değer probleminin 

sayısal sonuçları için aşağıdaki eliptik problemini ele alalım. 
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   
   

       

     

       

       

   

2 2

2 2

2 3 2

3

3

=1 =1

, ,
( , ) = , ,0 < < 1,0 < < 1,

, = 2 1 11 sin ,

0, = sin = ,0 1,

, = 2 1 sin = ,0 1,

1, , = 3 2 sin ,0 1,

,0 = ,1 = 0,0 1.

q q

i i i i i

i i

v t x v t x
v t x f t x p x x t

t x

f t x t t x

v x x x x

v x x x x

v x k v x k x x

v t v t t

  

 

    

   

  
   

 
    

 
 


   

 
     

 

 

 










 (3.2.1.1) 

(3.2.1.1) probleminin gerçek çözümleri      3, = 2 1 sinv t x t t x   ve 

 2( ) = ( 1)sinp x x  ’dir. (3.2.1.1) probleminin ( , )v t x  çözümü için 

1( , ) = ( , ) ( )v t x u t x A p x  özdeşliğini kullanarak, 

   
 

 

2 2

2 2

3

3

=1 =1

, ,
( , ) = , ,0 < < 1,0 < < 1,

(0, ) ( , ) = (2 )sin( ),0 1,

(1, ) ( , ) = 3 2 sin( ),0 1
q q

i i i i i

i i

u t x u t x
u t x f t x x t

t x

u x u x x x

u x k u x k x x

   

   

  
  

 


    


         
 

 (3.2.1.2) 

yardımcı problemini elde edelim. 

(3.2.1.2) probleminin yaklaşık çözümünü    0,1 0,1
h

  kümesinde ele alalım. 

Grid noktalar uzayı,      0,1 0,1 = , : = , =1,... 1, =1, = ,k n k nh
t x t k k N N x nh


    

=1,... 1, =1n M Mh  ile tanımlanır. 

Üçüncü mertebeden doğruluklu (3.1.1.9) fark şemasını uygulayarak ve 

 
   

 1 1 2= ,
2

' n n

n

x x
x O h

h

 
  

  

 
     

 1 1 2

2

2
=

'' n n n

n

x x x
x O h

h

  
   

  

 
       

 2

2

2 0 5 4 2 3
0 = ,

'' h h h
O h

h

   


  
  

 
       

 2

2

2 1 5 1 4 1 2 1 3
1 =

'' h h h
O h

h

   


     
 yaklaşım formüllerini de 

kullanarak, (3.2.1.2) probleminin t  için üçüncü mertebeden ve x  için ikinci 

mertebeden doğruluklu fark şeması,  
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 

1 1 2

1 1 2 1
12 2 2 2

1 1 1 2 1 1
12 2 2 2 2

2 3 2

2 2 21

12

2 2 22 1

= ,

= 2 1

k k k k k k k k k
k kn n n n n n n n n
n n

k k k k k k k k k
k k kn n n n n n n n n
n n n

k

n

k

n k

u u u u u u u u u
u u

h h h

u u u u u u u u u
u u u

h h h h h

t







  

 

   


     


       
        

 

        
           

    

           
2

2
2 3

0 1 2 3 1 2 3

1 10 2 2 20 0 0
0 0 0 0 0

3

11 sin 1 2 sin ,
12

= 1,... 1, = 2,... 2,

4 1 4 1
= = 0, = , = ,

5 5 5 5

= 0,... ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

= (2 )sin(

k n k k n

k k k k k k k k

M M M M

l l l

n n n n

t x t t x

k N n M

u u u u u u u u

k N

u u u u


  

    

 

  

 

    
 

 

 

    
            

    

 

 

1 12 2 2

=1

3

=1

0 0 0

), = 0,... ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

= 3 2 sin( ), = 0,... ,

= , = , = , =

n

q
l l lN i i i

n i i i n i n i i n

i

q

i i i n

i

i i
i i i

x n M

u k u u u

k x n M

l l l l



    

  

  
 

   

 























     

            
    

 
  

 

   
     

  














(3.2.1.3) 

biçiminde ifade edilir. 

(3.1.1.8) formülü uygulanarak x  için ikinci mertebeden doğrulukta p ’nin 

değerleri,  

     
 

0 0 0

1 1 1 1 0

2

2
= ,

n n n n n n

n n n

u u u
p u

h

  


       
    =1,..., 1n M   (3.2.1.4) 

olarak bulunur. 

 

0

1 1

.

= , = 2, 1, , 1, 2.

.

s

s

N

s N

u

U s n n n n n

u
 

 
 
 
     
 
 
 
 

    

ve 

 

0

.

= , = 1,... 1,.

.

n

n

N

n

n M







 
 
 
  
 
 
 
 
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0 3= (2 )sin( ),n nx      

 3

=1

= 3 2 sin( ),
q

N

n i i i n

i

k x   
 
  

 
  

           
2

2
2 3 2 2 3= 2 1 11 sin 1 2 sin ,

12

k

n k k n k k nt t x t t x


           
 

 

=1,..., 1, =1,..., 1k N n M   (3.2.1.5) 

olmak üzere, (3.2.1.3) fark şemasını matris formunda 

 
0 = 0,U  

 = 0,MU  

2 1 1 2 = , = 2,... 2,n n n n n nAU BU CU DU EU I n M         

 1 2 3

4 1
= ,

5 5
U U U  

 1 2 3

4 1
=

5 5
M M MU U U    (3.2.1.6) 

yazabiliriz. Burada A, B, C, D, E    1 1N N    tipinde kare matrisler olup, n  ise 

 1 1N    tipinde bir sütun matris, I  ise    1 1N N    tipinde bir birim matristir. 

, , ,A B C D  ve E  matrisleri sırasıyla 

   1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

= =

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
N N

a

a

a

A E

a

a

a

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3.2.1.7) 

0 0 0

1 1 2 3 3 3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

= 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

y z g

r c r

r c r

r c

C

c r

r c r

r c r

y z g y z g

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3.2.1.8) 
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   1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

= =

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
N N

b

b

b

B D

b

b

b

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3.2.1.9) 

şeklindedir. Matrislerdeki , , ,a r b c   

2 2 2

4 2 2 4 2

1 1
= , = , = ,

12 3 6
a r b

h h h h

  


   

2

2 2 4 2

2 2 6 4
=1 1

12
c

h h h





 
     

 
(3.2.1.10) 

ile diğer katsayılar ise, 

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
= , = 1 , = ,

2 2 2 2
y z g    

   
           

   
 

2 2 2

1 1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1
= , = 1 , = ,

2 2 2 2
y z g    

   
           

   
 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
= , = 1 , = ,

2 2 2 2
y z g    

   
           

   
 

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
= , = 1 , = ,

2 2 2 2
y z g    

   
           

   
 

  ... ... ...  

2 2 21 1 1 1
= , = 1 , = ,

2 2 2 2
i i i i i i i iy z g    

   
           

   
 

0 0= , = i
i il l


 

 
   (3.2.1.11) 

biçiminde ifade edilir. 

n  ve n  =1,..., 1 ,n M      1 1N N    tipinde kare matrisler, n  

 =1,..., 1n M   ise  1 1N    tipinde bir sütun matris olmak üzere, (3.2.1.6) 

denkleminin çözümü (Samarskii, Nikolaev, 1989), 

1 1 1 2= , = 2,...,0n n n n n nU U U n M         formülüyle aranır. (3.2.1.6) fark denkleminin 

çözümü için, 
0 1= = 0   ve 0 0=      1 1N N    tipinde sıfır kare matris, 

1 1

4 1
= , =

5 5
I I 


  olmak üzere, 
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 1 2 2 1= ,n n n n nF C D E E          

 1

1 1= ,n n n n nF B D E   

     

1

1 = ,n nF A 

   

 1

1 1 1 2= , = 2,..., 2n n n n n n nF I D E E n M     

        formülleri geçerlidir. Ayrıca 

bilinmeyen 0U  ve 1MU   ise  

   2 2 1,= 0, = 5 4M M M M MU D I I        

 1

1 2 1 2= 4M M M M MU D I   

        eşitlikleriyle bulunur. 

Şimdi (3.2.1.2) probleminin dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasını ifade 

edelim. Bunun için, dördüncü mertebeden (3.1.1.10) doğruluklu fark şemasını 

uygulayarak ve 

 
   

 1 1 2= ,
2

' n n

n

x x
x O h

h

 
  

  

 
     

 1 1 2

2

2
= ,

'' n n n

n

x x x
x O h

h

  
   

  

 
       

 2

2

2 0 5 4 2 3
0 = ,

'' h h h
O h

h

   


  
  

 
       

 2

2

2 1 5 1 4 1 2 1 3
1 =

'' h h h
O h

h

   


     
  yaklaşım formüllerini de 

kullanarak, t  için dördüncü mertebeden ve x  için ikinci mertebeden doğruluklu fark 

şeması, 
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u u u u u u u u u
u u u

h h h h h

t







  

 

   
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 

        
           

    

         

 

2
2

2 3

0 1 2 3 1 2 3

2 1 1 20 0 0 0 0 0
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

3
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sin , = 1,... 1, = 2,... 2,

4 1 4 1
= = 0, = , = ,

5 5 5 5

= 0,... ,

= (2 )sin( ), = 0,...
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n
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n
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u u u u u u u u
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u u u u u u

x n M


 



    

  

  

   

    
 

  

 

    

 

 

 

2 1 1 2

,1 ,2 ,3 ,4 ,5

=1

3

=1

0 0 0

,

= 3 2 sin( ), = 0,... ,

= , = , = , =

q
l l l l lN i i i i i

n i i n i n i n i n i n

i

q

i i i n

i

i i
i i i

u k u u u u u

k x n M

l l l l

    

  

  
 

   

   























     



      


           





 (3.2.1.12) 

şeklinde oluşturulur. 

(3.2.1.12) fark şeması (3.2.1.6) matris formunda yazılabilir. Burada , , ,A B D E  

(3.2.1.7), (3.2.1.9) matrisleriyle, n  ise (3.2.1.5) ile ifade edilir. C  matrisi ise aşağıdaki 

forma dönüşür. 

  

 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

,1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

=

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 i

r c r

r c r

r c

C

c r

r c r

r c r

    

 ,2 ,3 ,4 ,5 0 0 0 1i i i i   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3.2.1.13) 

Buradaki c  ve r  (3.2.1.10) ile aynı olup, diğer katsayılar ise 

3 2 3 2

0,1 0 0 0,2 0 0 0 0,3 0

1 1 2 1 1
= , = , = 1 ,

12 12 3 2 6
        

   
            

   
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2 3 3

0,4 0 0 0 0,5 0 0

2 1 1 1 1
= , = ,

3 2 6 12 12
      

   
        
   

 

 … … 

3 2 3 2

,1 ,2 , ,3

1 1 2 1 1
= , = , = 1 ,

12 12 3 2 6
i i i i i i i i        

   
            

   
 

2 3 3

,4 ,5

2 1 1 1 1
= , = ,

3 2 6 12 12
i i i i i i i      

   
        
   

 

0 0= , = , =1,...,i
i il l i q


 

 
   (3.2.1.14) 

biçimindedir. 

 Şimdi MATLAB programlarını kullanarak elde edilen sayısal analiz sonuçlarını 

verelim. Sayısal çözümler farklı N, M ve T=1 değerleri için elde edilmiştir. k

nu , k

nv  grid 

fonksyonları;  ,k nt x  grid noktalarındaki yardımcı yerel olmayan ve ters problemlerin 

fark şemalarının sayısal çözümlerini, np  grid fonsiyonu ise; nx  grid noktalarındaki 

bilinmeyen p  fonksiyonunun sayısal çözümünü temsil eder.  ,k nv t x  ise gerçek 

çözümün  ,k nt x  noktasındaki değeridir. Gerçek çözüm ile yaklaşık çözümün 

karşılaştırılması 

 

 

 

1
1 22

1 1 =1

1
1 22

1 1 =1

1
1 22

=1

= , ,max

= , ,max

=

M
N k

M k n n
k N n

M
N k

M k n n
k N n

M

M n n

n

Hu u t x u h

Hv v t x v h

Hp p x p h



  



  



 
 

 

 
 

 

 
 

 







 

hata formülleriyle yapılmıştır. 

MATLAB programını kullanarak (3.2.1.1) probleminin sayısal çözümleri elde 

edilmiştir. Sayısal çözümler bir, iki ve üç noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik 

problemleri için hesaplanmıştır. 

Tablo 1’den Tablo 18’e kadar olan tablolarda gerçek çözümler ile fark şemaları 

arasındaki hata analizleri verilmektedir. Bu tablolar üçüncü mertebeden doğruluklu fark 

şemasında N=10, M=32; N=20, M=90; N=40, M=254 için oluşturulmuştur. Dördüncü 

mertebeden doğruluklu fark şemasında ise N=10, M=100; N=20, M=400; N=40, 

M=1600 için oluşturulmuştur. Sayısal deneylerden elde edilen sonuçları 
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değerlendirdiğimizde, dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının üçüncü 

mertebeden doğruluklu fark şemasından daha iyi sonuçlar verdiği anlaşılmaktadır. 

Tablo 1’den Tablo 6’ya kadar tablolarda bir noktalı yerel olmayan sınır koşullu 

ters Dirichlet tipi sınır değer probleminin gerçek çözümüyle üçüncü ve dördüncü 

mertebeden doğruluklu fark şemalarının yaklaşık çözümleri arasındaki hatalar 

1=1, = 0.5, =1q k  değerleriyle gösterilmektedir.  

 

Tablo 1. (3.2.1.3) bir noktalı 3. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

5.48×10-4 7.04×10-5 8.85×10-6 

 

Tablo 2. (3.2.1.4) bir noktalı 3. mertebeden doğrulukta p için hatalar 

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

1.04×10-2 1.32×10-3 1.5×10-4 

 

Tablo 3. (3.2.1.1) bir noktalı 3. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

1.12×10-4 1.44×10-5 1.81×10-6 

 

Tablo 4. (3.2.1.12) bir noktalı 4. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

5.70×10-5 3.57×10-6 2.6×10-7 

 

Tablo 5. (3.2.1.4) bir noktalı 4. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

1.06×10-3 6.67×10-5 4.23×10-6 

 

Tablo 6. (3.2.1.1) bir noktalı 4. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

1.70×10-5 7.3×10-7 4.72×10-8 

  

Tablo 7’den Tablo 12’ye kadar olan tablolarda iki noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters Dirichlet tipi sınır değer probleminin gerçek çözümüyle üçüncü ve 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının yaklaşık çözümleri arasındaki hatalar 

1 2 1 2

2 3
= 2, = 0.7, = 0.8, = , =

5 5
q k k   değerleriyle gösterilmektedir. 

 

Tablo 7. (3.2.1.1) iki noktalı 3. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

6.92×10-4 8.88×10-5 1.12×10-6 
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Tablo 8. (3.2.1.4) iki noktalı 3. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

1.32×10-2 1.65×10-3 2.07×10-4 

 

Tablo 9. (3.2.1.4) iki noktalı 3. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

2.00×10-4 2.57×10-5 3.23×10-6 

 

Tablo 10. (3.2.1.12) iki noktalı 4. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

7.27×10-5 4.55×10-6 2.94×10-7 

 

Tablo 11. (3.2.1.4) iki noktalı 4. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

1.34×10-3 8.38×10-5 5.34×10-6 

 

Tablo 12. (3.2.1.1) iki noktalı 4. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

2.11×10-5 1.32×10-6 8.51×10-8 

  

Tablo 13 ile Tablo 18 arasındaki tablolarda üç noktalı yerel olmayan sınır koşullu 

ters Dirichlet tipi sınır değer probleminin gerçek çözümüyle üçüncü ve dördüncü 

mertebeden doğruluklu fark şemalarının yaklaşık çözümler arasındaki hatalar 

1 2 3 1 2 3

1 3 1
= 3, = 0.2, = 0.3, = 0.4, = , = , =

5 10 2
q k k k    değerleriyle gösterilmektedir. 

 

Tablo 13. (3.2.1.3) üç noktalı 3. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

4.97×10-4 6.39×10-5 8.04×10-6 

 

Tablo 14. (3.2.1.4) üç noktalı 3. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

9.59×10-3 1.21×10-3 1.53×10-4 

 

Tablo 15. (3.2.1.1) üç noktalı 3. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

1.34×10-4 1.71×10-5 2.16×10-6 

 

Tablo 16. (3.2.1.12) üç noktalı 4. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

5.18×10-5 2.24×10-6 2.08×10-7 
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Tablo 17. (3.2.1.4) üç noktalı 4. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

9.85×10-4 6.16×10-5 3.90×10-6 

 

Tablo 18. (3.2.1.1) üç noktalı 4. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

1.39×10-5 8.7×10-7 5.63×10-8 

 

 
Şekil 1. (3.2.1.1) DSDP’nin N=10, M=32 için gerçek çözüm grafiği 

 

Şekil 1, yerel olmayan sınır koşullu ters Dirichlet sınır değer probleminin N=10, 

M=32 için gerçek çözüm grafiğini göstermektedir. 
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Şekil 2. (3.2.1.1) DSDP’nin üç noktalı ÜMDFŞ yaklaşık çözüm grafiği 

 

Şekil 2, yerel olmayan sınır koşullu ters Dirichlet sınır değer probleminin üçüncü 

mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm grafiğini göstermektedir. 
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Şekil 3. M=32 için (3.2.1.1) DSDP’nin gerçek çözümü ile üç noktalı ÜMDFŞ yaklaşık 

çözüm arasındaki farkın mutlak değer grafiği 

 

Şekil 3, M=32 için hesaplanan ters Dirichlet sınır değer probleminin gerçek 

çözüm ile üçüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm arasındaki 

farkın mutlak değer grafiğini göstermektedir.  
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Şekil 4. (3.2.1.1) DSDP’nin N=10, M=100 için gerçek çözüm grafiği 

 

Şekil 4, Yerel olmayan sınır koşullu ters Dirichlet sınır değer probleminin N=10, 

M=100 için gerçek çözüm grafiğini göstermektedir.  
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Şekil 5. (3.2.1.1) DSDP’nin üç noktalı DMDFŞ yaklaşık çözüm grafiği 

 

Şekil 5, Yerel olmayan sınır koşullu ters Dirichlet sınır değer probleminin 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm grafiğini 

göstermektedir. 
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Şekil 6. M=100 için (3.2.1.1) DSDP’nin gerçek çözümü ile üç noktalı DMDFŞ yaklaşık 

çözüm arasındaki farkın mutlak değer grafiği 

 

Şekil 6, M=100 için hesaplanan ters Dirichlet sınır değer probleminin gerçek 

çözüm ile dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm arasındaki 

farkın mutlak değer grafiğini göstermektedir. 

  

3.2.2. Çok Noktalı Yerel Olmayan Sınır Koşullu Ters Neumann Tipi Eliptik 

Sınır Değer Probleminin Sayısal Sonuçları 

 Çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters Neumann tipi sınır değer 

probleminin sayısal sonuçları için aşağıdaki eliptik problemini ele alalım. 
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t x

f t x t t e t x

v x x x x

v x e x x x

v x k v x k e





     

 

    

  







 
   

 

   
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 (3.2.2.1) 
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     , = sin( ) 1 costv t x t e t x     ve    2( ) = 1 cosp x x   fonksiyonlarının 

(3.2.2.1) probleminin gerçek çözümleri olduğu açıktır. (3.2.2.1) probleminin ( , )v t x  

çözümü için 1( , ) = ( , ) ( )v t x u t x A p x  özdeşliğini kullanarak, ( , )u t x  için 
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


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       


 

 
 (3.2.2.2) 

yardımcı lokal olmayan problemi elde edilir. 

   0,1 0,1
h

 kümesinde, yardımcı lokal olmayan (3.2.2.2) probleminin yaklaşık 

çözümü için      0,1 0,1 = , : = , =1,... 1, =1, = ,k n k nh
t x t k k N N x nh


    

=1,... 1, =1n M Mh  grid noktalar uzayını ifade edelim. 

(3.1.1.9) fark şemasını ve yeterince düzgün   fonksiyonunun yaklaşımı için, 

 
   1 1 2= ( ),

2

n n'

n

x x
x O h

h

 
  

  

 
     1 1 2

2

2
= ( ),

n n n''

n

x x x
x O h

h

  
   

  

  23 (0) 4 ( ) (2 )
0 = ( ),

2

' h h
O h

h

  


  
  

  23 (1) 4 (1 ) (1 2 )
1 = ( ),

2

' h h
O h

h

  


   
  

  2

3

10 (0) 15 ( ) 6 (2 ) (3 )
0 = ( ),''' h h h

O h
h

   


  
  

  2

3

10 (1) 15 (1 ) 6 (1 2 ) (1 3 )
1 = ( )''' h h h

O h
h

   


      
  

yaklaşım formüllerini kullanarak, (3.2.2.2) probleminin t  için üçüncü mertebeden ve x  

için ikinci mertebeden doğruluklu fark şemasını 



 

98 

 

1 1 2

1 1 2 1
12 2 2 2

1 1 1 2 1 1
12 2 2 2 2

2

2 2 21

12

2 2 22 1

= ,

= 2 sin( )

k k k k k k k k k
k kn n n n n n n n n
n n

k k k k k k k k k
k k kn n n n n n n n n
n n n

k

n

k

n k

u u u u u u u u u
u u

h h h

u u u u u u u u u
u u u

h h h h h

t







  

 

   


     


       
        

 

        
           

    

     

      

 

2
2

2
2 3 2

1 10 2 2 20 0 0
0 0 0 0 0

2 cos( ) 1 cos
12

8 sin( ) 4 4 cos( ) 1 cos ,

= 1,... 1, = 2,... 2,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

= (sin( ) ) cos

t

k k n

t

k k k n

l l l

n n n n

n

t e t x

t t e t x

k N n M

u u u u

e x


   

      

    

  





 



   
 

     
  

 

    
            

    

 

   

1 12 2 2

=1

=1

0 1 2 1 2

0 1 2 3

, = 0,... ,

1 1 1 1
1

2 2 2 2

= 1 sin( ) cos ,

3 4 = 0,3 4 = 0, = 0,... ,

10 15 6 = 0, 10

q
l l lN i i i

n i i i n i n i i n

i

q

i
i i i n

i

k k k k k k

M M M

k k k k k

M

n M

u k u u u

k e x

u u u u u u k N

u u u u u



    

  

 



 

    
            

    

 
  

 

    

   





1 2 3

0 0 0

15 6 = 0,

= 0,... ,

= , = , = , =

k k k

M M M

i i
i i i

u u u

k N

l l l l
  

 
   

  































  


    

     
  

(3.2.2.3) 

şeklinde kurulur. 

(3.1.1.8) uygulanarak p ’nin değerleri, (3.2.1.4) formülüyle hesaplanır. sU  

 

0

1 1

.

= , = 2, 1, , 1, 2.

.

s

s

N

s N

u

U s n n n n n

u
 

 
 
 
     
 
 
 
 

 

ve n  

0

.

= , = 1,... 1,.

.

n

n

N

n

n M







 
 
 
  
 
 
 
 

 

 0 = (sin( ) )cos ,n ne x      
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   
=1

= 1 sin( ) cos ,
q

N i
n i i i n

i

k e x


   
 

  
 
  

     
2

2 2= 2 sin( ) 2 cos( ) 1 cos
12

k t

n k k k nt t e t x


          
 

 

       
2

2 3 28 sin( ) 4 4 cos( ) 1 cos ,t

k k k nt t e t x           
  

 

=1,..., 1, =1,..., 1k N n M   (3.2.2.4) 

olmak üzere, (3.2.2.3) fark şemasının matris formu 

0 1 23 4 = 0,U U U    

0 1 2 310 15 6 = 0,U U U U    

2 1 1 2 = , = 2,... 2,n n n n n nAU BU CU DU EU I n M         

1 23 4 = 0,M M MU U U    

1 2 310 15 6 = 0M M M MU U U U       (3.2.2.5) 

biçiminde yazılabilir. Burada A , B ,C , D , E    1 1N N    tipinde birer kare 

matrisler, n   ise  1 1N    bir sütun matris, I  ise    1 1N N    tipinde bir birim 

matristir. ,A ,B C , D, E (3.2.1.7), (3.2.1.9), (3.2.1.8) matrisleriyle tanımlanmaktadır. 

Matrislerdeki katsayılar ,a  ,r  ,b  c  (3.2.1.10) ile aynı olup, diğer katsayılar ise,    

(3.2.1.11) şeklindedir. 

 , =1,..., 1 ,n n n M      1 1N N   birer kare matrisler,  = 0,..., 2 ,n n M   

 1 1N    tipinde bir sütun matris olmak üzere, (3.2.2.5) fark denkleminin çözümü 

(Samarskii, Nikolaev, 1989), 1 2= , = 2,...,0n n n n n nU U U n M       şeklinde aranır. 

(3.2.2.5) denkleminin çözümü için, 

 0 0 0 1 1

4 1
= , = , = 0 ,

3 3
N

I I  
 

  

 1 1 1 1 1

8 3
= , = , = 0 ,

5 5
N

I I  
 

  

 3 3 3 1 1

8 5
= , = , = 0 ,

3 3
M M M N

I I      
  

 2 2 2 1 1
= 4 , = 3 , = 0 .M M M N

I I      
  olmak üzere, 

 1 2 1 2= , = 2,..., 4,n n n n nF C D E E n M           

 1

1 2 1= ,n n n n nF B D E   

      
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1= ,n nF A   

 1

1 2 1 2=n n n n n n nF I D E E     

       eşitlikleri geçerlidir. Ayrıca MU  ve 1MU   

için,  

 1 1 1

11 12 22 21 1 12 22 2= ( ) ,MU S S S S L S S L     

 1

1 22 2 21=M MU S L S U

   elde edilir. Burada,  

 11 2 2 2 3 3= 3 8 8 3M M M M MS B C D           2 4 3 4 3 48 3 8 ,M M M M M ME              

 12 2 2 2 2 3 3= 4 9 9 4M M M M M MS A B C D             

 2 4 3 4 3 49 4 9 ,M M M M M ME              

 21 1 1 1 1 3 3= 3 8 8 3 ,M M M M M MS A C D E            

 22 1 1 1 1 3 3= 4 9 9 4 ,M M M M M MS B C D E            

 1 2 2 3 2 4 4 3= ,M M M M M M ML I D E              

2 1 1 3= M M ML I E    . 

Şimdi (3.1.1.10) fark şemasını ve 

 
   1 1 2= ( ),

2

n n'

n

x x
x O h

h

 
  

  

 
     1 1 2

2

2
= ( ),

n n n''

n

x x x
x O h

h

  
   

  

  23 (0) 4 ( ) (2 )
0 = ( ),

2

' h h
O h

h

  


  
  

  23 (1) 4 (1 ) (1 2 )
1 = ( ),

2

' h h
O h

h

  


   
  

  2

3

10 (0) 15 ( ) 6 (2 ) (3 )
0 = ( ),

''' h h h
O h

h

   


  
  

  2

3

10 (1) 15 (1 ) 6 (1 2 ) (1 3 )
1 = ( )

''' h h h
O h

h

   


      
  yaklaşım formüllerini 

kullanarak, t  için dördüncü mertebeden ve x  için ikinci mertebeden doğruluklu fark 

şeması, 



 

101 

 

1 1 2

1 1 2 1
12 2 2 2

1 1 1 2 1 1
12 2 2 2 2

2

2 2 21

12

2 2 22 1

= ,

= 2 sin( )

k k k k k k k k k
k kn n n n n n n n n
n n

k k k k k k k k k
k k kn n n n n n n n n
n n n

k

n

k

n k

u u u u u u u u u
u u

h h h

u u u u u u u u u
u u u

h h h h h

t







  

 

   


     


       
        

 

        
           

    

     

      

 

2
2

2
2 3 2

2 1 1 20 0 0 0 0 0
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

=1

2 cos( ) 1 cos
12

8 sin( ) 4 4 cos( ) 1 cos ,

= 1,... 1, = 2,... 2,

= (sin( ) ) cos ,

t

k k n

t

k k k n

l l l l l

n n n n n n

n

q
N

n i i

i

t e t x

t t e t x

k N n M

u u u u u u

e x

u k




   

      

    

  







   



   
 

     
  

 

    

 

  

   

2 1 1 2

,1 ,2 ,3 ,4 ,5

=1

0 1 2 1 2

0 1 2 3 1 2 3

= 1 sin( ) cos , = 0,... ,

3 4 = 0,3 4 = 0, = 0,... ,

10 15 6 = 0, 10 15 6 = 0,

= 0,

l l l l l
i i i i i

n i n i n i n i n

q

i
i i i n

i

k k k k k k

M M M

k k k k k k k k

M M M M

u u u u u

k e x n M

u u u u u u k N

u u u u u u u u

k



   

  

   



 

  

   

 
  

 

    

      



0 0 0

... ,

= , = , = , = .i i
i i i

N

l l l l
  

 
   































    

     
  

(3.2.2.6) 

biçiminde oluşturulur. 

(3.2.2.6) fark şeması, (3.2.2.5) matris formunda yazılabilir. Burada ,A ,B ,C D  

ve E  (3.2.1.7), (3.2.1.13) ve  (3.2.1.9) matrisleriyle tanımlanmaktadır. C  matrisindeki 

c  ve r  (3.2.1.10) ile aynı olup, diğer katsayılar ise, (3.2.1.14) şeklindedir. 

αn,, βn ( 1) ( 1)N N    tipinde kare matrisler olup, n  ise bir  1 1N    

( = 0,..., 2)n M   sütun matrisi olmak üzere, (3.2.2.5) çözümü bu formül ile 

1 2= , = 2,...,0n n n n n nU U U n M       elde edilir. (3.2.2.5) denkleminin çözümü 

için,  

 0 0 0 1 1

4 1
= , = , = 0 ,

3 3
N

I I  
 

  

 1 1 1 1 1

8 3
= , = , = 0 ,

5 5
N

I I  
 

  

 3 3 3 1 1

8 5
= , = , = 0 ,

3 3
M M M N

I I      
  

 2 2 2 1 1
= 4 , = 3 , = 0 .M M M N

I I      
  olmak üzere, 
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 1 2 1 2= , = 2,..., 4,n n n n nF C D E E n M           

 1

1 2 1= ,n n n n nF B D E   

      

1= ,n nF A   

 1

1 2 1 2=n n n n n n nF I D E E     

       formülleri gerekmektedir. Ayrıca  

 11 2 2 2 3 3= 3 8 8 3M M M M MS B C D            

 2 4 3 4 3 48 3 8 ,M M M M M ME              

 12 2 2 2 2 3 3= 4 9 9 4M M M M M MS A B C D          

 2 4 3 4 3 49 4 9 ,M M M M M ME              

 21 1 1 1 1 3 3= 3 8 8 3 ,M M M M M MS A C D E            

 22 1 1 1 1 3 3= 4 9 9 4 ,M M M M M MS B C D E            
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2 1 1 3= M M ML I E     olmak üzere, bilinmeyen MU  ve 1MU   için, 

 1 1 1

11 12 22 21 1 12 22 2= ( ) ,MU S S S S L S S L     

 1

1 22 2 21= ,M MU S L S U

   elde edilir. 

Şimdi MATLAB programlarını kullanarak elde edilen sayısal analiz sonuçlarını 

verelim. Sayısal çözümler farklı N, M ve T=1 değerleri için elde edilmiştir. k

nu , k

nv  grid 

fonksyonları;  ,k nt x  grid noktalarındaki yardımcı yerel olmayan ve ters problemlerin 

fark şemalarının sayısal çözümlerini, np  grid fonsiyonu ise, nx  grid noktalarındaki 

bilinmeyen p  fonksiyonunun sayısal çözümünü temsil eder.  ,k nv t x  ise gerçek 

çözümün  ,k nt x  noktasındaki değeridir. Gerçek çözüm ile yaklaşık çözümün 

karşılaştırılması,   
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hata formülleriyle yapılmıştır. 
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MATLAB programını kullanarak (3.2.2.1) probleminin sayısal çözümleri elde 

edilmiştir. Sayısal çözümler bir, iki ve üç noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik 

problemleri için hesaplanmıştır. Tablo 19’dan Tablo 36’ya kadar  gerçek çözümler ve 

fark şemaları arasındaki hata analizleri verilmektedir. Bu tablolar üçüncü mertebeden 

doğruluklu fark şeması N=10, M=32; N=20, M=90; N=40, M=254 için 

oluşturulmuştur. Dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasi ise N=10, M=100; 

N=20, M=400; N=40, M=1600 için oluşturulmuştur. Sayısal deneylerden elde edilen 

sonuçlardan, dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının üçüncü mertebeden 

doğruluklu fark şemasından daha iyi sonuçlar verdiği görülmektedir. 

Tablo 19’dan Tablo 24’e kadar olan tablolarda bir noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters Neumann tipi sınır değer probleminin gerçek çözümleriyle üçüncü ve 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının yaklaşım çözümleri arasındaki 

hatalar 1=1, = 0.8, =1q k  değerleriyle gösterilmektedir. 

 

Tablo 19. (3.2.2.3) bir noktalı 3. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

3.56×10-3 1.93×10-4 9.1×10-6 

 

Tablo 20. (3.2.2.4) bir noktalı 3. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

5.45×10-2 5.77×10-3 6.18×10-4 

 

Tablo 21. (3.2.2.1) bir noktalı 3. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

9.04×10-4 1.83×10-5 1.01×10-6 

 

Tablo 22. (3.2.2.6) bir noktalı 4. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

4.96×10-4 2.4×10-5 1.29×10-6 

 

Tablo 23. (3.2.1.4) bir noktalı 4. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

9.77×10-3 7.75×10-4 6.42×10-5 

 

Tablo 24. (3.2.2.1) bir noktalı 4. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

9.21×10-5 2.55×10-6 1.42×10-7 

 

Tablo 25’den Tablo 30’a kadar olan tablolarda iki noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters Neumann tipi sınır değer probleminin gerçek çözümleriyle üçüncü ve 
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dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının yaklaşım çözümleri arasındaki 

hatalar 
1 2 1 2

2 3
= 2, = 0.57, = 0.65, = , =

5 5
q k k   değerleriyle gösterilmektedir. 

  

Tablo 25. (3.2.2.3) iki noktalı 3. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

3.16×10-3 1.75×10-4 7.57×10-6 

 

Tablo 26. (3.2.1.4) iki noktalı 3. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

4.95×10-2 5.22×10-3 5.60×10-4 

 

Tablo 27. (3.2.2.1) iki noktalı 3.mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

5.84×10-4 3.13×10-5 4.1×10-6 

 

Tablo 28. (3.2.2.6) iki noktalı 4. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

4.61 ×10-4 2.31×10-5 1.24×10-6 

 

Tablo 29. (3.2.1.4) iki noktalı 4. mertebeden doğrulukta p için hatalar 

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

8.77×10-3 7.01×10-4 5.81×10-5 

 

Tablo 30. (3.2.2.1) iki noktalı 4. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

1.21×10-5 2.88×10-6 1.67×10-7 

 

Tablo 31’den  Tablo 36’ya kadar olan tablolarda üç noktalı yerel olmayan sınır 

koşullu ters Neumann tipi sınır değer probleminin gerçek çözümleriyle üçüncü ve 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının yaklaşık çözümleri arasındaki hatalar 

1 2 3 1 2 3

1 3 1
= 3, = 0.5, = 0.6, = 0.7, = , = , =

5 10 2
q k k k    değerleriyle gösterilmektedir. 

  

Tablo 31. (3.2.2.3) üç noktalı 3. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

3.63×10-3 1.91×10-4 9.02×10-6 

 

Tablo 32. (3.2.1.4) üç noktalı 3. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

5.46×10-2 5.54×10-3 5.93×10-4 
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Tablo 33. (3.2.2.1) üç noktalı 3. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254 

3.07×10-4 1.64×10-5 9.19×10-7 

 

Tablo 34. (3.2.2.6) üç noktalı 4. mertebeden doğrulukta u için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

4.92×10-4 2.34×10-5 1.26×10-6 

 

Tablo 35. (3.2.1.4) üç noktalı 4. mertebeden doğrulukta p için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

9.58×10-3 7.43×10-4 6.17×10-5 

 

Tablo 36. (3.2.2.1) üç noktalı 4. mertebeden doğrulukta v için hatalar  

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600 

4.34×10-5 2.37×10-6 1.38×10-7 

  

 
Şekil 7. (3.2.2.1) NSDP’nin N=10, M=32 için gerçek çözüm grafiği 

 

Şekil 7, yerel olmayan sınır koşullu ters Neumann sınır değer probleminin N=10, 

M=32 için gerçek çözüm grafiğini göstermektedir. 
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Şekil 8. (3.2.2.1) NSDP’nin üç noktalı ÜMDFŞ yaklaşık çözüm grafiği 

 

Şekil 8, Yerel olmayan sınır koşullu ters Neumann sınır değer probleminin 

üçüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm grafiğini 

göstermektedir. 
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Şekil 9. M=32 için (3.2.2.1) NSDP’nin gerçek çözümü ile üç noktalı ÜMDFŞ yaklaşık 

çözümü arasındaki farkın mutlak değer grafiği 

 

Şekil 9, M=32 için hesaplanan ters Neumann sınır değer probleminin gerçek 

çözüm ile üçüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm arasındaki 

farkın mutlak değer grafiğini göstermektedir. 
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Şekil 10. (3.2.2.1) NSDP’nin N=10, M=100 için gerçek çözüm grafiği 

  

Şekil 10, yerel olmayan sınır koşullu ters Neumann sınır değer probleminin 

N=10, M=100 için gerçek çözüm grafiğini göstermektedir. 
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Şekil 11. (3.2.2.1) NSDP’nin üç noktalı DMDFŞ yaklaşık çözüm grafiği 

 

Şekil 11, yerel olmayan sınır koşullu tersNeumann sınır değer probleminin 

dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm grafiğini 

göstermektedir. 
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Şekil 12. M=100 için (3.2.2.1) NSDP’nin gerçek çözümü ile üç noktalı DMDFŞ 

yaklaşık çözümü arasındaki farkın mutlak değer grafiği 

 

Şekil 12, M=100 için hesaplanan ters Neumann sınır değer probleminin gerçek 

çözüm ile dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemasının yaklaşık çözüm arasındaki 

farkın mutlak değer grafiğini göstermektedir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

4. SONUÇLAR  

 

Bu çalışmada, yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik problemleri için yüksek 

mertebeden fark şemaları araştırılmıştır. Yapılan çalışma sonucunda elde edilen özgün 

sonuçlar sırasıyla aşağıda verilmektedir: 

 

1. Sonuç: A  operatörü keyfi bir H  Hilbert uzayında öz-eşlenik pozitif tanımlı 

operatör,  ik  =1,...i q  parametreleri 
=1

= 1
q

i

i

k k   koşulunu sağlayan bilinen negatif 

olmayan reel sayılar ve belirli 1 2, ,..., q    sayıları ise 1 2< < ... < q    özelliğinde 

olsun. Ayrıca  ,  ,   H  Hilbert uzayının verilen elemanları  : 0,f T H  bilinen 

düzgün bir fonksiyon ve bilinmeyen p H  olmak üzere,  ,v p  çifti için, 

=1

( ) ( ) = ( ) ,0 < < ,

(0) = , ( ) = ( ) ,0 < < ,

( ) = ,0 < <

tt

q

i i i

i

v t Av t f t p t T

v v T k v T

v T

   

  

  







  (4.1) 

çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters eliptik probleminin yaklaşık çözümünün 

üçüncü mertebeden doğruluklu fark şeması 

 
2
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 (4.2) 

şeklinde oluşturulmuştur. Oluşturulan bu fark şemasının çözümü için kararlılık, hemen-

hemen koersif kararlılık ile koersif kararlılık kestirimleri elde edilmiş ve ispatlanmıştır. 
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2. Sonuç: Çok noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters (4.1) eliptik probleminin 

yaklaşık çözümü için dördüncü mertebeden doğruluklu fark şeması 
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 (4.3) 

şeklinde kurulmuştur. Kurulan bu fark şemasının çözümü için kararlılık, hemen-hemen 

koersif kararlılık ile koersif kararlılık eşitsizlikleri elde edilmiş ve kanıtlanmıştır. 

 

3. Sonuç: n -boyutlu nR  Öklid uzayında sınırı   olmak üzere = (0, )nl  bir 

açık küp,  kümesinin kapanışı =  ’dır. 

( ), ( ), ( ), ( )ra x x x x   ( )x ve ( , )f t x   ( ( 0 , ) , )t T x   bilinen düzgün 

fonksiyonlardır. 0 1,i   0 T  ve 1 2, ,... qk k k  bilinen negatif olmayan 

katsayılardır. Ayrıca ( ) > 0ra x a  ( )x ’dır.  0,T   bölgesinde, çok boyutlu 

eliptik kısmi diferansiyel denklem için, 
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
 (4.4) 

yerel olmayan ters Dirichlet tipi sınır değer problemi ve bunun yaklaşık çözümü için 

üçüncü ve dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemaları oluşturulmuştur. Elde edilen 

fark şemalarının çözümü için kararlılık, hemen-hemen koersif kararlılık ve koersif 

kararlılık kestirimleri kanıtlanmıştır. 
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4. Sonuç:  0,T   bölgesinde = (0, )nl  bir açık küp olmak üzere, çok boyutlu 

eliptik kısmi diferansiyel denklem için  
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  (4.5) 

yerel olmayan ters Neumann tipi sınır değer problemi ve bunun yaklaşık çözümü için 

yüksek mertebeden fark şemaları kurulmuştur. Bu fark şemalarının çözümü için 

kararlılık, hemen-hemen koersif kararlılık ve koersif kararlılık kestirimleri elde edilmiş 

ve ispatlanmıştır. 

 

5. Sonuç: Sayısal çözümler, bir iki ve üç noktalı yerel olmayan sınır koşullu ters 

Dirichlet ve Neumann sınır değer problemleri için MATLAB program kodları 

kullanılarak hesaplanmıştır.Ters Dirichlet ve Neumann sınır değer problemlerinin 

üçüncü ve dördüncü mertebeden doğruluklu fark şemalarının çözümü için elde edilen 

teorik ifadeler, sayısal örneklerin sonuçlarıyla doğrulanmaktadır. 

 

1. Öneri: Çalışmada ters Dirichlet ve Neumann sınır değer problemleri 

incelenmiştir. İlerleyen zamanda farklı Dirichlet-Neumann, Neumann-Dirichlet sınır 

değer problemlerinin de araştırılması önerilmektedir. 

 

2. Öneri: İntegral tipi yerel olmayan ters problemlerin yaklaşık çözümlerini 

bulmak için üst mertebeden kararlı fark şemalarının araştırılması önerilmektedir. 
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EKLER 

 

Ek 1. Üç Noktalı DSDP’inin 3. Mertebeden Sayısal Çözümleri için                  

MATLAB Programı Kodları 

 

function ellipticinversed3nG3(N,M,gm,lambda,miyu,omega) 

% -vtt-vxx+v=f(t,x)+p(x); 

%inverse problem 

%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,x)+psi(x), 

%v(gm,x)=ksi(x) 

%v(t,0)=v(t,1)=0 

%Second and Fouth order in t 

if nargin < 1; end; 

close;close; 

T=1; 

tau=T/N; h=1/M; 

m1=0.2;m2=0.3;m3=0.5; 

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s; 

lbt=lambda/tau;l=floor(lbt);lbtl=lbt-l; 

qbt=miyu/tau;q=floor(qbt);qbtq=qbt-q; 

wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w; 

%%%%%%’EXACT SOLUTION V,U’ %%%%%%%% 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1; 

tk=(k-1)*tau; 

es(k,j)=exact(tk,x);  

esu(k,j)=exactu(tk,x); 

end; 

end; 

%%%%%%%%EXACT P 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h;  

esp(j)=exactp(x); 

end; 

%%%%%%%%%% THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%% 

%%%%%%%% First step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%% 

%%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%%%%  

A=zeros(N+1,N+1,M+1); 
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B=zeros(N+1,N+1,M+1); 

C=zeros(N+1,N+1,M+1); 

D=zeros(N+1,N+1,M+1); 

E=zeros(N+1,N+1,M+1); 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 

A(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

B(k,k,j)=-1/(h^2)- tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

C(k,k,j)=1+2/(tau^2)+2/(h^2)+tau^2/12*(6/(h^4)+4/(h^2)+1); 

C(k,k+1,j)= -1/(tau^2); 

C(k,k-1,j)= -1/(tau^2); 

D(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

E(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

end; 

C(1,1,j)=1; 

C(1,s,j)=sbts/2-sbts^2/2; 

C(1,s+1,j)=-1+sbts^2;  

C(1,s+2,j)=-sbts/2-sbts^2/2; 

C(N+1,N+1,j)=1; 

C(N+1,l,j)=C(N+1,l,j)+m1*(lbtl/2-lbtl^2/2);   

C(N+1,l+1,j)=C(N+1,l+1,j)+m1*(-1+lbtl^2); 

C(N+1,l+2,j)=C(N+1,l+2,j)+m1*(-lbtl/2-lbtl^2/2); C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+m2*(qbtq/2-qbtq^2/2);  

C(N+1,q+1,j)=C(N+1,q+1,j)+m2*(-1+qbtq^2);  

C(N+1,q+2,j)=C(N+1,q+2,j)+m2*(-qbtq/2-qbtq^2/2); C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+(m3)*(wbtw/2-

wbtw^2/2); 

C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+(m3)*(-1+wbtw^2);  

C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+(m3)*(-wbtw/2-wbtw^2/2); 

end; 

R=eye(N+1,N+1); 

fii=zeros(N+1,M+1); 

for j=1:M+1 ; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 

tk=(k-1)*tau; 

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau^2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))... 

/(tau^2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x)); 

end; 

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x); 

fii(N+1,j)=ksii(T,x)-m1*ksii(lambda,x)-m2*ksii(miyu,x)-m3*ksii(omega,x); 

end; 
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%%%%%%%%%%%%% Alpha, Betha, Gamma %%%%%%%%%%%%%%%%% 

alpha{1} = zeros(N+1,N+1) ; 

betha{1} = zeros(N+1,N+1) ; 

gamma{1}= zeros(N+1,1) ; 

alpha{2} = (4/5)*R; 

betha{2} = (-1/5)*R; 

gamma{2} = zeros(N+1,1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j = 3:M-1; 

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*alpha{j-1}); 

L=inv(QQ); 

betha{j} = - L*A(:,:,j); 

alpha{j} = - L*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1}); gamma{j} = 

L*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}... 

- E(:,:,j)*gamma{j-2} ); 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

U=zeros(N+1,M+1); 

U(:,M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-2})... 

*gamma{M-1} - gamma{M-2}); 

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%% 

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3; 

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{j}; 

end; 

%%%%%% Second step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%% 

%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j=2:M; 

x=(j-1)*h; 

Uj=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j)+(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j); 

Ujp1=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j+1)+(1-sbts^2)*U(s+1,j+1)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j+1); 

Ujm1=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j-1)+(1-sbts^2)*U(s+1,j-1)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j-1); 

p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h^2+(ksii(gm,x)-Uj); 

end; 

p1(1)=exactp(0); 

p1(M+1)=exactp(1); 

%%%%%% Third step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

V=zeros (N+1,M+1); 

for j=1:M+1 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1  
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Un=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j)+(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j); 

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un; 

%t=(k-1)*tau; 

Un=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j)+(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j); 

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un; 

end  

end 

ptu=U; 

pts=V; 

ftf=esu-ptu; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerrorut=max(fmat4); 

maxerrorp=0; 

for j=2:M; 

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) ^2; 

end; 

maxerrorp=maxerrorp^ (1/2)*h^ (1/2); 

ftf=es-pts; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerror=max(fmat4); 

format(’shortG’); 

Grids=[N,M]; 

cevapThirdAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror]; 

cevap=[Grids,cevapThirdAccuracy] 

%%%GRAPH OF THE SOLUTION for THIRD ORDER ACCURACY%%%%%%%%  

dif1=zeros(N+1,N+1); 

for k=1:N+1; 

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1)); 

for j=2:N; 

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k,j)); 

end; 

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1)); 

end;  

str0=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için gerçek çözüm’); 

figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 
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str1=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için 3 noktalı probleminin 3. mertebeden 

yaklaşımı ’); 

figure; surf(pts); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str3=strcat(’N=’,num2str(N),’için hata ’); 

figure; surf(dif1); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function estx=exact(t,x) 

estx=2*t^3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x); 

function estxu=exactu(t,x) 

estxu=2*t^3*sin(pi*x)+t*sin(pi*x); 

function estxp=exactp(x) 

estxp=(pi^2+1)*sin(pi*x); 

function ksi=ksii(t,x) 

ksi=2*t^3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x); 

function rsftx=rsf(t,x) 

rsftx=2*(pi^2+1)*t^3*sin(pi*x)+(pi^2-11)*t*sin(pi*x); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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Ek 2. Üç Noktalı DSDP’nin 4. Mertebeden Sayısal Çözümleri için                    

MATLAB Programı Kodları 

 

function ellipticinversed3nG4(N,M,gm,lambda,miyu,omega) 

% -vtt-vxx+v=f(t,x)+p(x); 

%inverse problem 

%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,x)+psi(x), 

%v(gm,x)=ksi(x) 

%v(t,0)=v(t,1)=0 

%Second and Fouth order in t 

if nargin < 1; end; 

close;close; 

T=1; 

tau=T/N; h=1/M; 

m1=0.2;m2=0.3;m3=0.5; 

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s; 

lbt=lambda/tau;l=floor(lbt);lbtl=lbt-l; 

qbt=miyu/tau;q=floor(qbt);qbtq=qbt-q; 

wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w; 

%%%%%%’EXACT SOLUTION U, V’ %%%%%%%% 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1; 

tk=(k-1)*tau; 

es(k,j)=exact(tk,x); 

esu(k,j)=exactu(tk,x); 

end; 

end; 

%%%%%%%%EXACT P 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

esp(j)=exactp(x); 

end;  

%%%%%%%%%% FOURTH ORDER ACCURACY 

%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%First step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

A=zeros(N+1,N+1,M+1); 

B=zeros(N+1,N+1,M+1); 

C=zeros(N+1,N+1,M+1);  

D=zeros(N+1,N+1,M+1); 
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E=zeros(N+1,N+1,M+1); 

for j=1:M+1; 

%x=(n-1)*h; 

for k=2:N; 

A(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

B(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

C(k,k,j)=1+2/(tau^2)+2/(h^2)+tau^2/12*(6/(h^4)+4/(h^2)+1); 

C(k,k+1,j)= -1/(tau^2); 

C(k,k-1,j)= -1/(tau^2); 

D(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

E(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

end; 

C(1,1,j)=1; 

C(1,s-1,j)=-sbts/12+sbts^3/12; 

C(1,s,j)=2/3*sbts-sbts^2/2-sbts^3/6; 

C(1,s+1,j)=-1+sbts^2; 

C(1,s+2,j)=-2/3*sbts-sbts^2/2+sbts^3/6; 

C(1,s+3,j)=sbts/12-sbts^3/12; 

C(N+1,N+1,j)=1; 

C(N+1,l-1,j)=C(N+1,l-1,j)+m1*(-lbtl/12+lbtl^3/12); 

C(N+1,l,j)=C(N+1,l,j)+m1*(2/3*lbtl-lbtl^2/2-lbtl^3/6); 

C(N+1,l+1,j)=C(N+1,l+1,j)+m1*(-1+lbtl^2); 

C(N+1,l+2,j)=C(N+1,l+2,j)+m1*(-2/3*lbtl-lbtl^2/2+lbtl^3/6); 

C(N+1,l+3,j)=C(N+1,l+3,j)+m1*(lbtl/12-lbtl^3/12); 

C(N+1,q-1,j)=C(N+1,q-1,j)+m2*(-qbtq/12+qbtq^3/12);  

C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+m2*(2/3*qbtq-qbtq^2/2-qbtq^3/6); 

C(N+1,q+1,j)=C(N+1,q+1,j)+m2*(-1+qbtq^2); 

C(N+1,q+2,j)=C(N+1,q+2,j)+m2*(-2/3*qbtq-qbtq^2/2+qbtq^3/6); 

C(N+1,q+3,j)=C(N+1,q+3,j)+m2*(qbtq/12-qbtq^3/12); 

C(N+1,w-1,j)=C(N+1,w-1,j)+m3*(-wbtw/12+wbtw^3/12); 

C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+m3*(2/3*wbtw-wbtw^2/2-wbtw^3/6);  

C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+m3*(-1+wbtw^2); 

C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+m3*(-2/3*wbtw-wbtw^2/2+wbtw^3/6); 

C(N+1,w+3,j)=C(N+1,w+3,j)+m3*(wbtw/12-wbtw^3/12); 

end; 

R=eye(N+1,N+1); 

fii=zeros(N+1,M+1); 

for j=1:M+1 ; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 
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tk=(k-1)*tau; 

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau^2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))... 

/(tau^2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x)); 

end; 

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x); 

fii(N+1,j)=ksii(T,x)-m1*ksii(lambda,x)-m2*ksii(miyu,x)-m3*ksii(omega,x); 

end; 

%%%%%%%%%%%%%Alpha, Betha, Gamma%%%%%%%%%%%%%%%%% 

alpha{1} = zeros(N+1,N+1) ; 

betha{1} = zeros(N+1,N+1) ; 

gamma{1}= zeros(N+1,1) ; 

alpha{2} = (4/5)*R; 

betha{2} = (-1/5)*R; 

gamma{2} = zeros(N+1,1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j = 3:M-1; 

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*alpha{j-1}); 

L=inv(QQ);  

betha{j} = - L*A(:,:,j); 

alpha{j} = - L*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1}); 

gamma{j} = L*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}... 

- E(:,:,j)*gamma{j-2} ); 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

U=zeros(N+1,M+1); 

U(:,M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-2})... 

*gamma{M-1} - gamma{M-2}); 

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%% 

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3; 

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{j}; 

end; 

%%%%%%% Second step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j=2:M; 

x=(j-1)*h; 

Uj=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j)+((-2/3)*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j)+(1-sbts^2)... 

*U(s+1,j)+((2/3)*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j); 

Ujp1=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j+1)+((-2/3)*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j+1)+(1-sbts^2)... 

*U(s+1,j+1)+((2/3)*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j+1)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j+1); 

Ujm1=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j-1)+((-2/3)*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j-1)+(1-sbts^2)... 

*U(s+1,j-1)+((2/3)*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j-1)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j-1); 
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p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h^2+(ksii(gm,x)-Uj);end; 

p1(1)=exactp(0); 

p1(M+1)=exactp(1); 

%%%%%%% Third step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%% 

V=zeros(N+1,M+1); 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1; %tk=(k-1)*tau; 

Un=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j)+(-2/3*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j)+... 

(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(2/3*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j)... 

+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j); 

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un; 

end 

end; 

%%%%% ERROR ANALYSES FOR FOURTH ORDER ACCURACY 

%%%%%%%%%%%%%% 

pfu=U; 

ftf=esu-pfu; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerrorut=max(fmat4); 

maxerrorp=0; 

for j=2:M; 

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) ^2; 

end; 

maxerrorp=maxerrorp^ (1/2)*h^ (1/2); 

pfv=V; 

ftf=es-pfv; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

 fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerror=max(fmat4); 

%es(k,j)=exact(tk,x); 

%%%%%%%%% Output FOR FOURTH ORDER ACCURACY 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

format(’shortG’); 
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Grids=[N,M]; 

cevapFourthAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror]; 

cevap=[Grids,cevapFourthAccuracy] 

%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for FOURTH ORDER 

ACCURACY%%%%%%%%%% 

dif1=zeros(N+1,N+1); 

for k=1:N+1; 

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1)); 

for j=2:N; 

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k,j)); 

end; 

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1)); 

end; 

str0=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için gerçek çözüm’); 

figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str1=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için 3 noktalı probleminin 4. mertebeden 

yaklaşımı’); 

figure; surf(pfv); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str3=strcat(’N=’,num2str(N),’için hata ’); 

figure; surf(dif1); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function estx=exact(t,x) 

estx=2*t^3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x); 

function estxu=exactu(t,x) 

estxu=2*t^3*sin(pi*x)+t*sin(pi*x);  

function estxp=exactp(x) 

estxp=(pi^2+1)*sin(pi*x); 

function ksi=ksii(t,x) 

ksi=2*t^3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x); 

function rsftx=rsf(t,x) 

rsftx=2*(pi^2+1)*t^3*sin(pi*x)+(pi^2-11)*t*sin(pi*x); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%% 
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Ek 3. Üç Noktalı NSDP’nin 3. Mertebeden Sayısal Çözümleri için                   

MATLAB Programı Kodları 

 

function ellipticinverse3nGN3(N,M,gm,lambda,miyu,omega) 

% Computers numerical solution of the equation 

% -Vtt-Vxx+V=f(t,x)+p(x); 

%inverse problem 

%V(0,x)=fi(x),V(1,x)=(1/10)*V(lambda,x)+(2/10)*V(miyu,x)+(7/10)*V(omega,x)+psi(x), 

%V(gm,x)=ksi(x) 

%Vx(t,0)=Vx(t,1)=0 

%Second and Fouth order in t 

if nargin < 1; end; 

close;close; 

T=1; 

tau=T/N; h=1/M; 

m1=(1/10);m2=(3/10);m3=(6/10); 

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s; 

lbt=lambda/tau;l=floor(lbt);lbtl=lbt-l; 

qbt=miyu/tau;q=floor(qbt);qbtq=qbt-q; 

wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w; 

%%%%%%’EXACT SOLUTION W,V,U’ %%%%%%%% 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1; 

tk=(k-1)*tau; 

es(k,j)=exact(tk,x); 

esu(k,j)=exactu(tk,x); 

end; 

end; 

%%%%%%%%EXACT P 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

esp(j)=exactp(x); 

end; 

%%%%%%%%%% THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%% 

%%%%%%%%% First step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%%% 

A=zeros(N+1,N+1,M+1); 

B=zeros(N+1,N+1,M+1); 

C=zeros(N+1,N+1,M+1); 

D=zeros(N+1,N+1,M+1); 
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E=zeros(N+1,N+1,M+1); 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 

A(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

B(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

C(k,k,j)=1+2/(tau^2)+2/(h^2)+tau^2/12*(6/(h^4)+4/(h^2)+1); 

C(k,k+1,j)= -1/(tau^2); 

C(k,k-1,j)= -1/(tau^2); 

D(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

E(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

end; 

C(1,1,j)=1; 

C(1,s,j)=sbts/2-sbts^2/2; 

C(1,s+1,j)=-1+sbts^2; 

C(1,s+2,j)=-sbts/2-sbts^2/2;  

C(N+1,N+1,j)=1; 

C(N+1,l,j)=C(N+1,l,j)+(m1)*(lbtl/2-lbtl^2/2); 

C(N+1,l+1,j)=C(N+1,l+1,j)+(m1)*(-1+lbtl^2); 

C(N+1,l+2,j)=C(N+1,l+2,j)+(m1)*(-lbtl/2-lbtl^2/2); 

C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+(m2)*(qbtq/2-qbtq^2/2); 

C(N+1,q+1,j)=C(N+1,q+1,j)+(m2)*(-1+qbtq^2); 

C(N+1,q+2,j)=C(N+1,q+2,j)+(m2)*(-qbtq/2-qbtq^2/2); 

C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+(m3)*(wbtw/2-wbtw^2/2); 

C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+(m3)*(-1+wbtw^2); 

C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+(m3)*(-wbtw/2-wbtw^2/2); 

end; 

R=eye(N+1,N+1); 

fii=zeros(N+1,M+1); 

for j=1:M+1 ; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 

tk=(k-1)*tau; 

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau^2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))... 

/(tau^2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x)); 

end; 

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x); 

fii(N+1,j)=ksii(T,x)-(m1)*ksii(lambda,x)-(m2)*ksii(miyu,x)-(m3)*ksii(omega,x); 

end; 

U=zeros(N+1,M+1); 

%%%%%%%%%% Alpha, Betha, Gamma %%%%%%%%%%%%%%%%% 
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alpha{1} = 4/3*R; 

betha{1} = -1/3*R; 

gamma{1}= zeros(N+1,1) ; 

alpha{2} = (8/5)*R; 

betha{2} = (-3/5)*R; 

gamma{2} = zeros(N+1,1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j = 3:M-3; 

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*alpha{j-1}); 

LL=inv(QQ); 

betha{j} = - LL*A(:,:,j); 

alpha{j} = - LL*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1}); 

gamma{j} = LL*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}... 

- E(:,:,j)*gamma{j-2} ); 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

alpha{M-1} = 4*R; 

betha{M-1} = -3*R; 

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ; 

alpha{M-2} = (8/3)*R; 

betha{M-2} = (-5/3)*R; 

gamma{M-2} = zeros(N+1,1); 

A12=A(:,:,M-2)+4*B(:,:,M-2)+9*C(:,:,M-2)+D(:,:,M-2)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3})+... 

E(:,:,M-2)*(9*alpha{M-4}*alpha{M-3}+4*alpha{M-4}*betha{M-3}+9*betha{M-4}); 

A11=-3*B(:,:,M-2)-8*C(:,:,M-2)-D(:,:,M-2)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3})-... 

E(:,:,M-2)*(8*alpha{M-4}*alpha{M-3}+3*alpha{M-4}*betha{M-3}+8*betha{M-4}); 

A21=A(:,:,M-1)-3*C(:,:,M-1)-8*D(:,:,M-1)-E(:,:,M-1)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3}); 

A22=B(:,:,M-1)+4*C(:,:,M-1)+9*D(:,:,M-1)+E(:,:,M-1)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3}); 

F1=R*(fii(:,M-2))-D(:,:,M-2)*gamma{M-3}-E(:,:,M-2)*(gamma{M-4}+alpha{M-4}*gamma{M-

3}); 

F2=R*(fii(:,M-1))-E(:,:,M-1)*gamma{M-3}; 

Q=inv(A22); 

QZ=A11-A12*Q*A21; 

F=inv(QZ); 

U(:,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2); 

U(:,M)=Q*(F2-A21*U(:,M+1)); 

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%% 

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3; 

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{j}; 

end; 

%%%%%% Second step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%% 
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%%%%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%% 

for j=2:M; 

x=(j-1)*h; 

Uj=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j)+(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j); 

Ujp1=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j+1)+(1-sbts^2)*U(s+1,j+1)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j+1); 

Ujm1=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j-1)+(1-sbts^2)*U(s+1,j-1)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j-1); 

p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h^2+(ksii(gm,x)-Uj); 

end; 

p1(1)=exactp(0); 

p1(M+1)=exactp(1); 

%%%%%%% Third step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

V=zeros (N+1,M+1); 

for j=1:M+1 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1 

%t=(k-1)*tau; 

Un=(-sbts/2+sbts^2/2)*U(s,j)+(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts^2/2)*U(s+2,j); 

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un; 

end 

end 

ptu=U; 

pts=V; 

ftf=esu-ptu; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerrorut=max(fmat4); 

maxerrorp=0; 

for j=2:M; 

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) ^2; 

end; 

maxerrorp=maxerrorp^ (1/2)*h^ (1/2); 

ftf=es-pts; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerror=max(fmat4); 

format(’shortG’); 

 



 

135 

Grids=[N,M]; 

cevapThirdAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror]; 

cevap=[Grids,cevapThirdAccuracy] 

%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for THIRD ORDER 

ACCURACY%%%%%%%%%% 

dif1=zeros(N+1,N+1); 

for k=1:N+1; 

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1)); 

for j=2:N; 

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k,j)); 

end; 

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1)); 

end; 

str0=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için gerçek çözüm’); 

figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str1=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için 3 noktalı probleminin 3. mertebeden 

yaklaşımı’); 

figure; surf(pts); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str3=strcat(’N=’,num2str(N),’için hata ’); 

figure; surf(dif1); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ; 

%%%%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function estx=exact(t,x) 

estx=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x); 

function estxu=exactu(t,x) 

estxu=(sin(pi*t)*exp(-t)+t)*cos(pi*x); 

function estxp=exactp(x) 

estxp=(pi^2+1)*cos(pi*x); 

function ksi=ksii(t,x) 

ksi=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x); 

function rsftx=rsf(t,x) 

rsftx=((2*(pi^2)*sin(pi*t)+2*pi*cos(pi*t))*exp(-t)+((pi^2)+1)*t)*cos(pi*x); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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Ek 4. Üç Noktalı NSDP’nin 4. Mertebeden Sayısal Çözümleri için                    

MATLAB Programı Kodları 

 

function ellipticinverse3nGN4(N,M,gm,lambda,miyu,omega) 

% Computers numerical solution of the equation 

% -Vtt-Vxx+V=f(t,x)+p(x); 

%inverse problem 

%V(0,x)=fi(x),V(1,x)=(1/10)*V(lambda,x)+(3/10)*V(miyu,x)+(6/10)*V(omega,x)+psi(x), 

%V(gm,x)=ksi(x) 

%Vx(t,0)=Vx(t,1)=0 

%Second and Fouth order in t 

if nargin < 1; end; 

close;close; 

T=1; 

tau=T/N; h=1/M; 

m1=0.1;m2=0.3;m3=0.6; 

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s; 

lbt=lambda/tau;l=floor(lbt);lbtl=lbt-l; 

qbt=miyu/tau;q=floor(qbt);qbtq=qbt-q; 

wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w; 

%%%%%%’EXACT SOLUTION W,V,U’ %%%%%%%% 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1; 

tk=(k-1)*tau; 

es(k,j)=exact(tk,x); 

esu(k,j)=exactu(tk,x); 

end; 

end; 

%%%%%%%%EXACT P 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

esp(j)=exactp(x); 

end; 

%%%%%%%%%%%%% FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%% First step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%% 

A=zeros(N+1,N+1,M+1); 

B=zeros(N+1,N+1,M+1); 

C=zeros(N+1,N+1,M+1);  
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D=zeros(N+1,N+1,M+1); 

E=zeros(N+1,N+1,M+1); 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 

A(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

B(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

C(k,k,j)=1+2/(tau^2)+2/(h^2)+tau^2/12*(6/(h^4)+4/(h^2)+1); 

C(k,k+1,j)= -1/(tau^2); 

C(k,k-1,j)= -1/(tau^2); 

D(k,k,j)=-1/(h^2)-tau^2/(3*h^4)-tau^2/(6*h^2); 

E(k,k,j)=tau^2/(12*h^4); 

end; 

C(1,1,j)=1; 

C(1,s-1,j)=-sbts/12+sbts^3/12; 

C(1,s,j)=8/12*sbts-sbts^2/2-sbts^3/6; 

C(1,s+1,j)=-1+sbts^2; 

C(1,s+2,j)=-8/12*sbts-sbts^2/2+sbts^3/6; 

C(1,s+3,j)=sbts/12-sbts^3/12; 

C(N+1,N+1,j)=1; 

C(N+1,l-1,j)=C(N+1,l-1,j)+m1*(-lbtl/12+lbtl^3/12); 

C(N+1,l,j)=C(N+1,l,j)+m1*(8/12*lbtl-lbtl^2/2-lbtl^3/6); 

C(N+1,l+1,j)=C(N+1,l+1,j)+m1*(-1+lbtl^2);  

C(N+1,l+2,j)=C(N+1,l+2,j)+m1*(-8/12*lbtl-lbtl^2/2+lbtl^3/6); 

C(N+1,l+3,j)=C(N+1,l+3,j)+m1*(lbtl/12-lbtl^3/12); 

C(N+1,q-1,j)=C(N+1,q-1,j)+m2*(-qbtq/12+qbtq^3/12); 

C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+m2*(8/12*qbtq-qbtq^2/2-qbtq^3/6); 

C(N+1,q+1,j)=C(N+1,q+1,j)+m2*(-1+qbtq^2); 

C(N+1,q+2,j)=C(N+1,q+2,j)+m2*(-8/12*qbtq-qbtq^2/2+qbtq^3/6); 

C(N+1,q+3,j)=C(N+1,q+3,j)+m2*(qbtq/12-qbtq^3/12);  

C(N+1,w-1,j)=C(N+1,w-1,j)+m3*(-wbtw/12+wbtw^3/12); 

C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+m3*(8/12*wbtw-wbtw^2/2-wbtw^3/6); 

C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+m3*(-1+wbtw^2); 

C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+m3*(-8/12*wbtw-wbtw^2/2+wbtw^3/6); 

C(N+1,w+3,j)=C(N+1,w+3,j)+m3*(wbtw/12-wbtw^3/12); 

end; 

R=eye(N+1,N+1); 

fii=zeros(N+1,M+1); 

for j=1:M+1 ; 

x=(j-1)*h; 

for k=2:N; 
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tk=(k-1)*tau; 

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau^2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))... 

/(tau^2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x)); 

end; 

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x); 

fii(N+1,j)=ksii(T,x)-(m1)*ksii(lambda,x)-(m2)*ksii(miyu,x)-(m3)*ksii(omega,x); 

end; 

U=zeros(N+1,M+1); 

%%%%%%%%%%%%%Alpha, Betha, Gamma%%%%%%%%%%%%%%%%% 

alpha{1} = 4/3*R; 

betha{1} = -1/3*R; 

gamma{1}= zeros(N+1,1) ; 

alpha{2} = (8/5)*R; 

betha{2} = (-3/5)*R; 

gamma{2} = zeros(N+1,1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j = 3:M-3; 

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*alpha{j-1}); 

LL=inv(QQ); 

betha{j} = - LL*A(:,:,j); 

alpha{j} = - LL*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1}); 

gamma{j} = LL*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}... 

- E(:,:,j)*gamma{j-2} ); 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

alpha{M-1} = 4*R; 

betha{M-1} = -3*R; 

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ; 

alpha{M-2} = (8/3)*R; 

betha{M-2} = (-5/3)*R; 

gamma{M-2} = zeros(N+1,1); 

A12=A(:,:,M-2)+4*B(:,:,M-2)+9*C(:,:,M-2)+D(:,:,M-2)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3})+... 

E(:,:,M-2)*(9*alpha{M-4}*alpha{M-3}+4*alpha{M-4}*betha{M-3}+9*betha{M-4}); 

A11=-3*B(:,:,M-2)-8*C(:,:,M-2)-D(:,:,M-2)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3})-... 

E(:,:,M-2)*(8*alpha{M-4}*alpha{M-3}+3*alpha{M-4}*betha{M-3}+8*betha{M-4}); 

A21=A(:,:,M-1)-3*C(:,:,M-1)-8*D(:,:,M-1)-E(:,:,M-1)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3}); 

A22=B(:,:,M-1)+4*C(:,:,M-1)+9*D(:,:,M-1)+E(:,:,M-1)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3}); 

F1=R*(fii(:,M-2))-D(:,:,M-2)*gamma{M-3}-E(:,:,M-2)*(gamma{M-4}+alpha{M-4}*gamma{M-

3}); 

F2=R*(fii(:,M-1))-E(:,:,M-1)*gamma{M-3}; 

Q=inv(A22); 
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QZ=A11-A12*Q*A21; 

F=inv(QZ); 

U(:,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2); 

U(:,M)=Q*(F2-A21*U(:,M+1)); 

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%% 

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3; 

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{j}; 

end; 

%%%%%%%% Second step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for j=2:M; 

x=(j-1)*h; 

Uj=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j)+((-8/12)*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j)+(1-sbts^2)... 

*U(s+1,j)+((8/12)*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j); 

Ujp1=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j+1)+((-8/12)*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j+1)+(1-sbts^2)... 

*U(s+1,j+1)+((8/12)*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j+1)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j+1); 

Ujm1=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j-1)+((-8/12)*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j-1)+(1-sbts^2)... 

*U(s+1,j-1)+((8/12)*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j-1)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j-1); 

p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h^2+(ksii(gm,x)-Uj); 

end; 

p1(1)=exactp(0); 

p1(M+1)=exactp(1); 

%%%%%%%% Third step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%% 

V=zeros(N+1,M+1); 

for j=1:M+1; 

x=(j-1)*h; 

for k=1:N+1; %tk=(k-1)*tau; 

Un=(sbts/12-sbts^3/12)*U(s-1,j)+(-8/12*sbts+sbts^2/2+sbts^3/6)*U(s,j)+... 

(1-sbts^2)*U(s+1,j)+(8/12*sbts+sbts^2/2-sbts^3/6)*U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts^3/12)*U(s+3,j);  

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un; 

end 

end; 

%%%%%%% ERROR ANALYSES FOR FOURTH ORDER ACCURACY 

%%%%%%%%%%%%%% 

pfu=U; 

ftf=esu-pfu; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 
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maxerrorut=max(fmat4); 

maxerrorp=0; 

for j=2:M; 

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) ^2; 

end; 

maxerrorp=maxerrorp^ (1/2)*h^ (1/2); 

pfv=V; 

ftf=es-pfv; 

fmat1=abs(ftf); 

fmat2=fmat1.*fmat1*h; 

fmat3=sum(fmat2,2); 

fmat4=fmat3. ^ (1/2); 

maxerror=max(fmat4); 

%%%%%%%%%%%% Output FOR FOURTH ORDER ACCURACY 

%%%%%%%%%%%%%%% 

format(’shortG’); 

Grids=[N,M]; 

cevapFourthAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror]; 

cevap=[Grids,cevapFourthAccuracy] 

%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for FOURTH ORDER 

ACCURACY%%%%%%%%%% 

dif1=zeros(N+1,N+1); 

for k=1:N+1; 

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1)); 

for j=2:N; 

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k,j)); 

end; 

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1)); 

end; 

str0=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için gerçek çözüm’); 

figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str1=strcat( ’N=’,num2str(N),’,’,’M=’,num2str(M),’için 3 noktalı probleminin 4. mertebeden 

yaklaşımı’); 

figure; surf(pfv); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d; 

str3=strcat(’N=’,num2str(N),’için hata ’); 

figure; surf(dif1); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ; 

%%%%%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function estx=exact(t,x) 

estx=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x); 

function estxu=exactu(t,x) 

estxu=(sin(pi*t)*exp(-t)+t)*cos(pi*x); 
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function estxp=exactp(x) 

estxp=(pi^2+1)*cos(pi*x); 

function ksi=ksii(t,x) 

ksi=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x); 

function rsftx=rsf(t,x) 

rsftx=((2*(pi^2)*sin(pi*t)+2*pi*cos(pi*t))*exp(-t)+((pi^2)+1)*t)*cos(pi*x); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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