T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

YEREL OLMAYAN SINIR KOSULLU TERS ELiPTiK PROBLEMLERI ICIN
YUKSEK MERTEBEDEN FARK SEMALARI

DOKTORA

Gulzipa AKYUZ

ARALIK-2021
GUMUSHANE



GUMUSHANE UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

YEREL OLMAYAN SINIR KOSULLU TERS ELIiPTIiK PROBLEMLERI ICIN
YUKSEK MERTEBEDEN FARK SEMALARI

FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR INVERSE ELLIPTIC PROBLEMS
WITH NONLOCAL BOUNDRY VALUE CONDITIONS

DOKTORA

Gulzipa AKYUZ

ARALIK -2021
GUMUSHANE



T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

YEREL OLMAYAN SINIR KOSULLU TERS ELIiPTIiK PROBLEMLERI ICIN
YUKSEK MERTEBEDEN FARK SEMALARI

FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR INVERSE ELLIPTIC PROBLEMS
WITH NONLOCAL BOUNDARY VALUE CONDITIONS

DOKTORA

Gulzipa AKYUZ

Damsman: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV

ARALIK -2021
GUMUSHANE






BILIMSEL ETiGE UYGUNLUK BEYANI

Doktora Tezi olarak hazirlamis oldugum “Yerel Olmayan Simir Kosullu Ters
Eliptik Problemleri Icin Yiiksek Mertebeden Fark Semalar1” isimli bu tezimin,
tamamen kendi ¢aligmam oldugunu, her alintiya kaynak gosterdigimi, alinti yaptigim
tim calismalar1 kaynakgada belirtigimi ve Giimiishane Universitesi’nin lisansh
kullanicis1 oldugu intihal yazilim programi ile Lisansistii Egitim Enstitlisii’niin
belirledigi kistaslara uygun olarak raporladigimi taahhiit ederim. Tezimin kagit ve
elektronik kopyalarmin Giimiishane Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii arsivinde
saklanmasina izin verdigimi onaylarim.

Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yonetmeligi’nin ilgili maddeleri uyarinca gereginin

yapilmasini arz ederim.

23/12/2021

Gulzipa AKYUZ



TESEKKUR

Bu calisma Giimiishane Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisi Matematik
Anabilim Dali’nda Doktora Tezi olarak hazirlanmistir. Tez ¢alismamin her asamasinda
yon gosterici olan, yardimlarimi ve Onerilerini esirgemeyen, bilgilerinden ve
tecriibelerinden yararlandigim ¢ok degerli hocam Saym Prof. Dr. Charyyar
ASHERYRALYYEV’e, doktora 6grenimim boyunca iizerimde emegi olan Giimiishane
Universitesi Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi Matematik boliimii hocalarima;
Omriinii egitime ve bizlere adayan kiymetli babam Caksilik ORAZBAYEV ve kiymetli
annem Gulzinat ORAZBAYEVA’ya, ayrica esim, ¢ocuklarim, kardeslerim ve tiim

aileme tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

Gulzipa AKYUZ
GUMUSHANE - 2021



OZET

Bu tezde, ¢cok noktali yerel olmayan smir kosullu ters eliptik problemi bir Hilbert
uzayinda arastirilmistir. Burada ters eliptik problemin yaklasik ¢oziimii i¢in iiglincii ve
dordiinci mertebeden dogruluklu fark semalar1 kurulmustur. Sunulan bu fark
semalarnin ¢oziimleri ig¢in kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif
kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Burada kararlilik esitsizliklerini kanitlamak i¢in
operator yontemi kullanilmistir. Cok boyutlu kismi eliptik diferansiyel denklem icin ters
yerel olmayan sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimiiniin tiglincli ve dordiincii
mertebeden dogruluklu fark semalari olusturulmustur. Ayrica ¢ok boyutlu kismi eliptik
diferansiyel denklem i¢in yerel olmayan ters Dirichlet ve Neumann tipi sinir deger
problemlerinin yaklasik ¢6ziimiiniin yiiksek mertebeden dogruluklu fark semalari
kurulmustur. Bu fark semalarinin ¢oziimleri igin kararlilik kestirimleri ele alinmistir.
Uciincii ve dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin sayisal ¢oziimlerini
bulmak icin ise algoritma ile birlikte test edilen Orneklerle MATLAB kodlar

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark semasi, Kararlilik esitsizlikleri, Sayisal ¢6ziim, Sinir

deger problemi, Ters eliptik problem.
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SUMMARY

In this thesis, the multi-point nonlocal boundary conditional inverse problem is
investigated in a Hilbert space. For the approximate solution of the inverse elliptic
problem, third and fourth order accuracy difference schemes are established. Stability,
almost coercive stability and coercive stability estimates are obtained for the solutions
of the presented difference schemes. The operator method is used to prove the stability
inequalities. For the approximate solution of the inverse nonlocal boundary value
problems for the multidimensional partial elliptic differential equation, third and fourth
order accuracy difference schemes are created. For the approximate solution of nonlocal
inverse Dirichlet and Neumann type boundary value problems for multidimensional
partial elliptic difference equations, higher order accuracy difference schemes are
established. Stability estimates for solutions of difference schemes are discussed. In
order to find numerical solutions of third and fourth order accuracy difference schemes,

examples tested by MATLAB codes are given together with the algorithm.

Keywords: Difference scheme, Stability inequalities, Numerical solution,

Boundary value problem, Inverse elliptic problems.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda lineer sistemler, metrik uzayi, normlu uzay, Banach uzayi, i¢ ¢arpim
uzay1, Hilbert uzayi, sinirli lineer fonksiyoneller, sinirli operatorler, 6z-eslenik ve pozitif
taniml1 operatorlerin tanimlar1 verilmektedir. Ayrica direkt ile ters problemleri
aciklanmaktadir. Bununla birlikte fonksiyonun tiirevlerinin yaklasim formiilleri ve
onlarin yaklasim mertebeleriyle ilgili bazi kavramlarin tanimlari ile agiklamalari

verilmektedir.

Tamim 1.1.1. Bir E kiimesinde, x ve y elemanlarmin her ikisi i¢in, x+y ile
gosterilen ve toplam olarak adlandirilan bir eleman varsa ve her bir x ile 1 reel
(karmasik) sayisi igin, AX ile gosterilen ve onlarin ¢arpimi olarak adlandirilan bir
eleman varsa ve bu islemler asagidaki sartlari sagliyorsa, o zaman E kiimesi reel
(karmasik) lineer uzay: olarak adlandirilir (Krein, 1972):

Vx,v,z € Eve VA, u € R (veya C) icin,
L (x+y)+z=x+(y+2);
2. X+Y=Yy+X;

3. V xeE icin Ox =0 olacak sekilde E nin sifir @ eleman: vardir;

B

(A+ 1) X = AX+ px;

o

A(X+Y)=Ax+Ay;

(Au)x = 2(ux);

7. Ix=x.

o

Tamim 1.1.2. Bir E kiimesinde herhangi iki elemani, X ile y elemanlari arasindaki

mesafe olan ve asagidaki aksiyomlar1 saglayacak, negatif olmayan bir p(x, y) say1s1

varsa, E kiimesi bir metrik uzay olarak adlandirilir (Krein, 1972):

1. p(x, y) >0, p reel degerli, negatif olmayan sinirli bir fonksiyondur;
2. p(x,x)=0 veeger p(x,y)=0 ise x=y olur;

3. Wx,yeE igin, p(x,y)= p(Yy,x) (simetri aksiyomu);



4. Vx,y,z2€E i¢in, p(x,y)<p(x,2)+p(z,y) (licgen esitsizligi).

Tamim 1.1.3. Eger E kiimesindeki, her bir x e E elemani igin, x elemaninin

normu olarak adlandirilan negatif olmayan bir ||| > Oreel sayisina karsihik geliyorsa ve

asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa, bu durumda E lineer uzayr normlu uzay olarak
adlandirilir (Krein, 1972):
VX, y,zeE ve VAeR igin,

L ||x|=0<x=0;
2. ||/1X|| = |ﬂ,|||x|| (normun homojenligi) ;

3. |x+y|<|X[+|y| (iiggen esitsizligi) .

Tammm 1.1.4. Her &£>0 sayist ve herhangi m,n>N dogal sayilari igin

P(Xn %, )< & olacak sekilde bir N =N(g)sayist varsa, bu durumda E metrik

m?! “*n

uzaymndaki (x, ) dizisi, temel dizisi veya Cauchy dizisi olarak adlandirilir (Krein, 1972).

Tamim 1.1.5. E metrik uzaymdaki her temel dizisi (Cauchy dizisi) sayet uzaym

bir elemanina yakinsarsa, bu durumda E uzay1 tam uzay olarak adlandirilir (Krein,
1972).

Tamm 1.1.6. E tam normlu bir lineer uzay ise, bu durumda E uzay1 Banach uzay1
olarak adlandirilir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.7. H, karmasik sayilarla ¢arpma isleminin oldugu ve her bir eleman
ciftine asagidaki ozelliklere sahip bir (X, y) karmasik sayisinn atandigi bir lineer uzayi
olsun. ¥x,y,ze H ve VA eC i¢in agagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa,

i (x,x)=0,ve (x,X)=0 < x=0 igin;

i (x,y)=(y,x);

. (A.x,y) = A.(X,y) keyfi karmagik bir 4 sayisi igin;

iv. (x+Yy,2) = (% y)+(Y,2);

Bu takdirde (X,y) sayisi ig-carpim, (H,(x,y))ikilisine ise i¢-arpim uzayr olarak
adlandirilir (Krein, 1972). Asagidaki sonuglar i-iv aksiyomlarindan gelmektedir:

2



L (xy+2)=(y)+(y,2);
2. (X, 4.y) = A.(xY);
3. Buniakovsky-Schwarz (Cauchy-Schwarz) esitsizligi:
|(X, y)| S«f(x, X)«/(y, y) veya |(X, y)| S||X||||y|| seklinde yazilabilir (Krein, 1972).
H uzaymdaki her bir ig-garpima karsilik bir norm |[x|| = /(x,x) getirilebilir. Bu

durumda H ig-¢arpim uzay1 bir normlu lineer uzaya doniisiir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.8. Eger H i¢-carpim uzayi |x|=/(X,X) normuna gére tam ise, o

zaman bu uzaya Hilbert (karmasik veya reel) uzay1 denir (Krein, 1972).

Tamim 1.1.9. E, reel (karmasik) bir lineer uzay1 olsun. Her x € E *ye karsilik bir

reel (karmasik) f (X) sayis1 geliyorsa, bu takdirde E reel (karmasik) lineer uzayi tizerinde

bir f (x) fonksiyoneli tanimlanmis olur (Krein, 1972).

Tamim 1.1.10. Eger f (x) fonksiyoneli, f (ax+ fy)=af X) + 4 f(y), (o f EE

ve X, Y, € E i¢in) sartin1 sagliyor ise, f(x) fonksiyoneline lineer denir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.11. Timx € E igin | (x)|<c||x| olacak sekilde negatif olmayan bir ¢

sayis1 varsa, E tizerinde f(x) fonksiyoneline sinirli lineer fonksiyonel denir. Bu esitsizligi

saglayan C sayilarinin en kii¢iigiine sinirlt lineer f(x) fonksiyonelinin normu denir ve

f||= supM = sup| f (x)| formiilii

|f| ile gosterilir. f fonksiyonelinin normu igin,
S X T

gecerlidir (Krein, 1972). Buradan hareketle diger bazi kavramlar ve Hilbert uzayinda

operatorlerin tanimlar1 asagida verilmektedir.

Tamim 1.1.12. E ve F iki lineer uzayr olsun. D c E kiimesinde tanimlanan,
degerleri F lineer sisteminde olan bir A operatoriiniin (D’den F’ye bir operator) her bir

xeD’ye y= AxeF tekabiil ediyorsa, bu durumda D kiimesine A operatotiiniin tanim
bolgesi denir ve D(A) ile gosterilir. F lineer sisteminin tiim Yy elemanlarininy = AX
(xe D(A)) bi¢iminde gosterilebilen climlesine A operatoriiniin deger bolgesi denir ve

R(A) ile gosterilir (Krein, 1972).



Tanim 1.1.13. Eger her x,X, €D(A) ve her a,aeC igin
Alayx +a,X,) = o, A(X ) +a, A(X,) ise, bu durumda A operatorii, lineer operator olarak

adlandirilir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.14. E lineer bir uzay1 olsun. Her bir x € E i¢in, Ax = X olacak sekilde
bir A operatorii varsa, bu A operatérii birim 6zdeslik operatorii olarak adlandirilir ve

I, 1; ile gosterilir.

Tamim 1.1.15. A operatérii E lineer uzayindan F lineer uzayma tanimlanan bir

lineer operator olsun. Eger her bir xe E ig¢in, AX||F SC”X”E olacak sekilde x’den

bagimsiz bir C sabiti varsa, bu durumda A opratorii sinirhidir denir. Son esitsizlikteki en

kiigiik C sabiti, A operatoriiniin normu olarak adlandirilir ve su sekilde gosterilir:

. L -
Al =sup sup [|Ax| olur (Krein, 1972).

e e b

||A|| . Tanima gore,

E—>F

Tamim 1.1.16. A operatdri H Hilbert uzayinda tanimli sinirli bir lineer operator
olsun. Bu uzaydaki A" operatériine, A operatdriiniin eglenigi denir ve (Ax,y)= (X, A*y)

formiilityle tanmimlanir. Eger A= A ise, A’ya dz-eslenik operatdr denir (Krein, 1971).

Tamim 1.1.17. A 6z-eslenik operatdr olsun. Eger her bir x=0 eleman igin
(Ax,x)>0 ise A operatdriine pozitif operatdr, (Ax,Xx)=J(x,x) (& >0)ise A’ya pozitif
tanimli operator denir (Krein, 1971).

A 6z-eslenik pozitif tanimli operator olsun. A operatoriiniin f(A) fonksiyonunun

normu igin, f(A)|| < sup |f(2,)| kestirimi gecerlidir (Krein, 1972).
O<A<w0

A 6z-eslenik operatorii pozitif tanimli ise, her bir 7 >0 i¢in C = A+é A? olmak

lizere, D= %(TC +4/4C +7°C? ) ve R=(1+ z-D)_l operatorleri de 6z-eslenik pozitif

taniml1 operatdrlerdir (Krein, 1966).

Calismada kullanilan C = D’R esitliginin dogrulugu su sekilde gdsterelmektedir:

D= %(TC +4/4C +7%C? ) ve R=(1 +z-D)_1 operatdrlerini kullanarak;



£°C? +20CAC +7°C +4C +7°C|(1+7D) "

(2#(:2 +2:C\J4C +7°C? +4C)(1+7D) "
1

(3

=c+t C(TC+\/4C+TZC2)(| +7D)"

24z rc 4C+T2C2+Cj(|+TD)l

{ rC+ 4C+12C2)}(I +7D)"

( +z’D)(I +TD)
=C elde edilir.

Asagida ¢aligmada kullanilan uzaylar ve uzaydaki normlar tanimlanmaktadir:
C(H)=C([0,T],H) uzay.,[0,T] araliginda tammh degerleri H Hilbert uzayinda
olan tim sirekli f(t) fonksiyonlardan olusan ve bu fonksiyonlarin

normu, || f ||C(H) = EQ?T(” f (t)||H , ile tamimlanan Banach uzayidir.

Co“(H) =Cs*([0,T],H) uzay: ise, [0,T] arahiginda tamimli degerleri H Hilbert
uzayinda olan biitlin diizgiin f(t)fonksiyonlardan olusan ve bu fonksiyonlarmn normu,
|f ”CS‘T'“(H) =|f ||C(H) + ogi?Bg (t+7)" z(T—t)"|f(t+2)-f ()|, ile tanimlanan
Banach uzayidir.

n keyfi bir dogal say1 olmak iizere Q= (0,1)", n-boyutlu Ry Oklid uzayinda smir1

oQ olan bir agik kiip olsun. Q kapamsi Q=QuUaQ ile belirlensin.

H=L(Q) uzay, Q kiimesinde tammlanan tim karesi integrallenebilen

1/2
f eL,(Q) fonksiyonlarindan olusan ve ||f ||L . {.[ _[|f(x)| dx, .dx } normu ile

birlikte tanimlanan Hilbert uzayidir.
W} (Q) uzayi, Q kiimesinde ikinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve karesi

integrallenebilen f fonksiyonlarindan olusan ve

12
o (x)‘ ]dx1 dx } normu ile birlikte tanimlanan

g = {11007+ 33

i=1 j=1

Sobolev uzayidir.

Grid noktalar kiimesi;



O = {x=x,=(hm,...,hm );m=(m,..m ),m =0,.,M, hM =I,
r=1,..,n},
Q, =0 NQ, 00, =0 NOQ ile tammlansin.

L, =L(Q,) uzayi, Qn grid noktalar kiimesinde tammlanan, ¢&" grid

XeQh

1/2
fonksiyonlarindan olusan ve HQZhHL =(Z‘§h(x)‘2hl---th normu ile birlikte
2h

tanimlanan Hilbert uzayidir.

W, =W, (Q,) uzayi, Qn grid noktalar kiimesinde tanimlanan, ikinci mertebeden

tiirevleri siirh e grid fonksiyonlarindan olusan ve

(£"),

ile birlikte tanimlanan Sobolev uzayidir.

(£ (), . 2hl--~th normu

Zhl---hn]ﬂ:[Zi

xeQp =1

el =14, o Z3

xeQp =1

Ters problemlerin kesin bir tanimi1 olmamakla birlikte, genel olarak matematikte
ve bilimin bir¢ok alaninda karsilasilan parametrelerin goézlem verilerinden elde
edilmesini amaglayan problemler siifina ters problemler denilebilir. Ters problemleri
belirlemek icin, oncelikle direkt problemin ne oldugunu anlamak gerekir. Bunun i¢in
matematiksel fizigin problemleri 6rnek olarak ele alinabilir. Matemetiksel fizikte, direkt
problemler genellikle herhangi bir fiziksel alani, siireci veya olay1 (elektromagnetik,
akustik, sismik, termal vb.) modelleme problemleri olarak anlasilir. Direkt
problemlerde, incelenen alanin her noktasinda ve her aninda (alan duragan degilse)
fiziksel bir alan1 veya silireci tanimlayan bir fonksiyonu bulmak gereklidir. Direkt
problemleri ¢c6zmek i¢in;

V' siirecin ¢alisildig bolge,

v' verilen siireci agiklayan denklem,

v’ baslangig kosullar1 (siire¢ duragan degilse),

v bolge smirindaki kosullar verilmelidir (Kabanikhin, 2009).

Eliptik denklem i¢in direkt problemler Dirichlet, Neumann ve Robin sinir
degerleri verilerek ele alinir (birinci, ikinci ve tigiincii tip). Aslinda denklem bir siirecin
modellenmesidir. Denklemde birsey eksik oldugunda ek smir sartlar konulur. Bu sefer
karsimiza yeni bir problem ¢ikar. Bu yeni probleme ters problem (iistbelirli) denir

(Samarskii ve Vabishchevich, 2007).



Ornegin, Q=(0,1)" agik bir kiip olmak iizere, [0,T]xQ bolgesinde ¢ok boyutlu
eliptik diferansiyel denklemi icin direkt sinir deger problemi asagidaki sekilde ele

alinabilir.

—u, (t, x) —Zn:(ar(x)uXr (t, x))Xr +ou(t,x) = f(t,x),xeQ,0<t<T,

u(0, x) = &(X), u(T,x) = Zq:kiu(/l, ,X) +0(X), X € Q, (1.1.1)

i=1

u(t,x)=0,0<t<T,xeoQ

Buradaki denklemi ve sinir sartlarini saglayan u(t, X) ¢oziimii bulunmalidir.

Ters problemde, u(t, x) ’e ek olarak, direkt probleme dahil olan herhangi bir p(X)

fonksiyonu bilinmemektedir. Bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlemek icin direkt problemin

¢oziimii hakkinda bazi1 ek bilgiler (ters problemin verileri) yukarida verilen (1.1.1)
problemine eklenir. Ornegin, ek smir sartindaki V(y,X) = £(X),X € Q,0< y <T kosulu,

direkt (1.1.1) probleminin ¢oziimiiniin ek bilgisi olacaktir. Ters problemde, direkt

problemin formiilasyonunda yer alan bilinmeyen fonksiyonlart belirlemek icin &'(X)
verilerinden faydalanmilir. Burada karsimiza (v(t,x), p(x)) bilinmeyenli yeni bir

problem cikar:

0, (60~ 3@ 00V, ), +0v(t,X) = (630 + (),
X= (X, ...xnr;le Q,0<t<T,

V(0.0 = 40T ) = Yov(4, ) =100, x

v(;/,x)=g”(x),XG§_2,0<y<T,
v(t,x) =0,x € 0Q

Bu yeni probleme ¢ok boyutlu eliptik diferansiyel denklem icin ters problem denir
(Kabanikhin, 2009).

Ay Agr A, €(0,T) (g bir dogal sayn), kie (0,1) (i=1,..q9),0 >0 gergek sayilar
q
ve Zki <1 olmak flizere;
=
p: Q>R Q>R piQRY, f:(0T)xQ >R, 8 : Q>R (1<r<n)
fonksiyonlar1 verilmis olsun. [0,T]xQ bolgesinde tanimlanan (n+1) degiskenli v

fonsiyonu, —v,(t, x) —Zn:(ar(x)vXr (t, x))Xr +ov(t,X) = T (t,X)+ p(x),xeQ,0<t<T

r=1

7



q
eliptik diferansiyel denklemini ve v(0,Xx) = ¢(x), v(l',x):Zkiv(/ﬁ,x)+77(x) siir

i=1
kosullarin1 saglamis olsun. Bu tip kosullara Dirichlet tipindeki veya 1. Tip ¢ok noktali

lokal olmayan kosullar denir.

-

n normal vektor olmak iizere v fonksiyonunun (t,x)(0<t<T,xeoQ)

. - e e . . e g . av(tlx) - T .
noktasindaki normal n vektdriine gore yonlii tiirevi = ile belirtilir. v fonksiyonu
n

i¢in, v(t,x)=0,0<t<T,xedQ kosuluna Dirichlet kosulu ve

ov(t,x) . .
T =0,xe0Q,0<t<T kosuluna ise Neumann kosulu denir.
n
Asagida yaklagim formiillerinde gecen mertebe sembollerinden kisaca
bahsedilecek olup, bu baglamda 6nce mertebe sembollerinin tanimlar1 daha sonra ise

mertebe sembollerini belirlemede kullanilan teorem verilecektir.

Tanim 1.1.19. f ve ¢ iki fonksiyon olsun. Eger t,<t<t

i¢in,

f (t)| <k, |¢(t)| olacak sekilde k,ve t, (t’den bagimsiz) sabitleri mevcut ise, bu
durum t—t, icin f =0O(¢) seklinde ifade edilir ve “t—t, icin f fonksiyonug

fonksiyonunun biiyiik O’sudur” bigiminde okunur. V& >0 ve t, <t<t, durumundaki

bir t, i¢in,

f(t) <s|p(t) ise, bu durum t—t, icin f =0(¢) seklinde ifade edilir ve

“t—>t, i¢cin f fonksiyonu ¢  fonksiyonunun kiiciik o’sudur” bigiminde okunur

(Holmes, 2010).

f =0O(p) ifadesi, f ile ¢ fonksiyonlarmin ayni hizda azalmakta veya artmakta
oldugu anlamina gelmektedir. f =o0(¢) ifadesi ise, ¢ fonksiyonunun azalis veya artig

hiz1 f ’ye gore daha biiyiiktiir, demektir (Holmes, 2010).

f(t .
Teorem 1.1.1. —wo<L<ow olmak {izere eger, Iimﬁz L(L;tO) ise,

toty @ (t )

f(t
f =0(¢) ve eger |imﬁ:o ise, f =o0(¢)’ dir (Holmes, 2010). Buradan hareketle

t>ty @ (t)

arastirmada kullanilan bazi merkezi, ileri ve geri fark formiilleri ile fonksiyonun

tiirevlerinin yaklagim formiilleri asagida sunulmaktadir.



t,,t,...,t, farkli noktalarda degerleri bilinen y= f(t) fonksiyonunun bir
noktadaki tiirevi, bilinen bu degerler kullanilarak yaklasik olarak hesaplanabilir. f

fonksiyonunun t noktasindaki tiirevi:
' ft+7)—f(t
(=i 1210

Teorem 1.1.2. f(t+7)i¢in Taylor Teoremi;

f eC"*[a,b] oldugunu varsayalim. t € [a,b] ve baz1 7 =0 igin t+7 € [a,b]olsun. Bu

takdirde,
nf ) (t) f(n+1)(§)

ft+o)=f@)+ ™+ " 1.1.2

(tro =10 kZ:;‘ k! (n+1)! ( )
olacak sekilde t ile t+7 araliginda bir & sayisi vardir. Burada,

- f(”*l) (é) n+l n+1
S ————T = O(r ) yaklasim hatasidir (Cheney 2004).
(n+1)!

f eC?[a,b] ve te[ab] keyfi bir nokta olsun. Bu durumda f (t) tiirevini

hesaplayalm. Bazi 720 i¢in t+r e [ab] olsun. Bu takdirde,

F D)= f(t+rz—f(t)_rf(22)(.§)

, olacak sekilde t ile t+7 araliginda bir & sayisi

f(t+z)—f(1)
T

vardir. Buna gore, tiirev igin f'(t) ~ yaklasik formiili elde edilir. Bu

formiile 7 >0 igin ileri fark formiilii ve 7 <0 i¢in de geri fark formiilii denir (Cheney,
2004).

a) f eC’[a,b] ve t—z,t,t+7 < [a,b] olsun. O halde,
— — . _ _ 2f(3)
fit+7)-f(t-7) veya f ()= fltr)-f(t-7) ¢ (c)
2T 2T 3!

210 (C)
41

f (1) = olacak sekilde

c=c(t)e [ab] vardir. E(f,7)= = 0(7?) sayisina yaklasim hatasidir. Bu

formiile 2. mertebeden merkezi fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).

Bu formiili elde etmek i¢in (1.1.2) formtiliinden,

| : ®
fen =Mt @rst D2y @) s

2! 3!




. £ (t £
ft-o)=1f)-f (O + 2'( )rz— 3(|02)r3 elde edilir ve bunlar taraf tarafa

¢ikarilirsa,

(@)= ()]
3!

ft+r)—f(t—7)=2f )+ 2 olur.

[f(S) (c)- £ (Cz)J

C sayisl, f(s)(c):

seklinde secildiginde,

2

. 2¢£(9

(=Lt . fsl(c) veya

fl (t) = f(t+2')2— f(t—7) +O(Z’2) (1.1.3)

T
elde edilir.
b) f eC*[a,b] ve t—z,t,t+z e [ab] noktalar olsun. O halde,
0= f(t+r)—2f2(t)+f(t—f)+o(z_2) (114

formiiliine 2. mertebeden merkezi fark formiilii denir. Burada ¢ =c(t)e[a,b]olmak

2 (c
uzere, E(f,r):TTl() =O(z'2) sayist yaklasim hatasidir (Mathews ve Fink,
1999).

Buradan hareketle (1.1.2)’ye gore (1.1.4)’1i elde edelim.

. : ®
fter)= F(t)+f M)+ fz(lt) 2l 3|(t)r3+0(r4)

: £ (t) £G (t)
ft-7)=f@t)-f (O + 5 7t — 3 7° +0O(z*) olur. Taraf tarafa toplandiginda,

ft+o)+ f(t—-7)=2F(t)+ 2f (t) 72 +0(r*) elde edilir. Bu esitlikten yola ¢ikarak

ft+n)-2f @+ ft-7)

istenilen " (t) = O(rz) formiiliine ulagilir.

c) f eC®[ab] vet—27, t—z,t,t+7,t+27r € [a,b] olsun. O halde

f ()=

ft+20)-2f(t+7)+2f(t—7)— f(t— 27) (T)
27°
formiiliine 2. mertebeden merkezi fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).

(1.1.5)

10



(1.1.2) kullanilarak ve katsayilarla ¢arpilarak,

. " £ (¢ ) (t
f(t+27)=f(t)+2f (t)r+4¥72+8%73+167|()74+O(75),

. : © (0
2f(t+r)=—2f@)-2f (t)r-2 fz(!t)rz—zf 3!(t)73_2f 4!(t)r4+0(75),

. " @ (4)
2f(t—7)=21(t)-2f (t)rvLZ%r2 —2f3—!(t)73+2fT!(t)f4 +0(z°)

ve

. . ®) (4)
—f{t-27)=—Ff(t)+2f (t)r-4 f2(lt) 124r8f 3I(t) -16 f 4(t)r +0(7°)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplandiginda (1.1.5)’e ulasilir.

¢) feC®[ab]vet—2r, t—z,t,t+7,t+27r e [a,b] olsun. O halde;

f ()=

—f(t+27)+8f (t+7)—8f (t—7)+ f(t—2f)+o(r4) (1.1.6)

127
formiiliine 4. mertebeden merkezi fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).

(1.1.2) kullanilarak ve katsayilarla ¢arpilarak,

. : © (9)
—ft+2r)=—f(t)-2f ()r—4 fz(!t) gt 3!(t)T3—16fT!(t)T4+O(T5) ,

. " f(3) t f(4) t
8f(t+7)=8f(t)+8f (t)r+8¥72+8 3'( )r3+8 4|( )T4+O(75),

. " f(3) t f(4) t
-8f(t—7)=-8f(t)+8f (t)r—8 fz(lt) 7 +8 3'( )73—8 4|( )r4+0(r5) ve

f(3) t f(4) t
ft—27)= fF(O)=2f O)r+4-—Y (t) -8 3|()r3+16 4|()r4+0(r5) esitlikleri

elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplandiginda (1.1.6)’ya ulagilir.
Calisma igerisindeki Dirichlet sinir deger probleminde kullanilan yaklagim

formiilleri asagida su sekilde gosterilmektedir:

d) f eC*[a,b] ve t,t+7,t+27,t+3r e [a,b] noktalar olsun. O halde,

f"(t):_f(t+37)+4f(HZZ)_Sf(HT)Jer(t)+O(r2) formiiline 2. mertebeden
T

ileri fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).
Bu formiil (1.1.2) kullanilarak su sekilde elde edilir:

11



| : ®
flter)= F(t)+f (t)r+ fz(lt) R 3|(t)T3+0(f4),

. : @
F(t+27)= F(O)+2f (O)r+— ® g2, | (t)8r3+0(r4) ve

2! 3!
_ DPNRR () PR el (3 P R .
f(t+37)=f(t)+3f (t)r+ T 9r° + Y 277°+0(z")  oldugu  Dbilinmektedir.

Katsayilarla carpildiginda,
5f(t+7r)=-5f(t)-5f (t)z'—g £ (1) —g £ ()2 +O(c*),

4 (t+27) = 4f(t)+8f'(t)r+4¥4rz +% £O(t)2* +0(r*)

=41 (1) +8F ()7 +8f (1)7? +% @ (t)z* +0(c*),

—f(t+30)=—f(t)-3F ()r —g f'(t)z? —g fO(t)* +0(z*) esitlikleri elde edilir. Bu
esitlikler taraf tarafa toplandiginda,
—f(t+37)+4f(t+2r)-5f(t+7)=-=2f({t)+ f (t)z>+O(z*) elde edilir. Buradan

istenilen " (t) = — L")+ Sl 2? —5Sf(t+)+21(H +O(r2) esitligine ulagilir.
T

e) feC’lab] ve t-3r, t-2rt—r,te[ab] noktalar olsun. Bu takdirde

() = 21 (1) -5f (t_r)+42f (t=27)— T (t=37) +0(z*) formiiliine 2. mertebeden geri
T

fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).
(1.1.2) uygulayarak 2. mertebeden geri fark formiiliinii asagidaki sekilde elde

edelim:
_ ' S v 2,903 3 4
—5f(t-7)=-5f(t)+5f (t)T_Ef (912 +Ef (t)r +0(7"),

Af(t—27) = 4f (t)—8f'(t)r+4%4rz —3—62 @ (t)e* +0(c*),

—f(t—37)=—f (t)+3f'(t)r—g f'(t)r? +% fO(t)*+0(c*).

Yukaridaki esitlikler taraf  tarafa toplanarak diizenlenecek olursa
S5ft—-7)+4f(t-27)—f(t—-3r)=-2f(t)+ f (t)z°+0O(z*) elde edilir. Buradan

hareketle,

12



£ ()= 21O -5f(t-r)+ 42f (t=27)—- f(t=37) + O(z-z) formiiliine ulasilir.
T

Calisma icerisindeki Neumann sinir deger probleminde kullanilan yaklasim

formiilleri asagida su sekilde gosterilmektedir:

f) feC’lab] ve tt+rt+2re[ab] noktalar olsun. Bu takdirde,

f'(t)=_f(t+2T)+42f(t+T)_3f(t)+O(r2) formiiline 2. mertebeden ileri fark
T

formiili denir (Mathews ve Fink, 1999).
(1.1.2) uygulayarak 2. mertebeden ileri fark formiilii asagidaki gibi elde edilebilir:

(2
ft+z)=f(O)+f (t)r+f Z(t)r +0(%)
@
Af(t+7)=4f(0)+4f (t)r+4f Z(t)f +0(2%)

)
—ft+20)=—f@M)-2F )z RV Z(t)r +0(c%).

Taraf tarafa toplanarak yazildiginda:
—f(@t+20)+4f(t+7)=3f(t)+2f | ()z+0O(z*) elde edilir. Buradan istenilen

f(t)= Mt 20 42f (t+7) =31 (" +O(12) formiilii bulunur.
T

g feC’lab] ve t-2rt-rtefab] noktalar olsun. Bu durumda,

f'(t):3f(t)_4f(tgf)+f(t_ZT)JrO(rz) formiiline 2. mertebeden geri fark
T

formiili denir (Mathews ve Fink, 1999).

(1.1.2) formiiliinden;

@
Ft-r)= fO)—f (Ot z(t)r +0(°)

@
—4f(t- r)——4f(t)+4f tzr- 4f Z(t)z' +0(7%)

f@(t
f(t—27)=f(t)- 2f (t)r+4 2( )r 2 +0(7%) elde edilir. Taraf tarafa toplandiginda,
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—4f(t—r)+f(t—2r):—3f(t)+2f'(t)r+0(r3)bulunur ve son olarak istenilen

3T -4f(t=r)+F(t=27)

f(t)= >

(Z'2 ) formiiliine ulagilir.

g) feC’[ab] ve t,t+r,t+27,t+3re[ab] olsun. O halde f'(t) =0 olmak

iizere, f---(t):—f(t+3f)+6f(t+272—15f(t+f)+10f(t)+O(Tz) formiiline 2.
T

mertebeden ileri fark formiilii denir (Ashyralyyev,2014).
(1.1.2) uygulanip katsayilarla ¢arpildiginda;

. f(z) f(3) t f(4) t
—15f(t+7) =-15f(t)-15f (t)r—lS#r2 _15T()T3 —152—4()1'4+O(75),

‘ £ £G £ (t
6f(t+27)=6f(t)+12f (t)r+24%12 +48%r3 +962—4()r4 +0(7°) ve

; f(z) t f(s) t f(4) t
—f(t+3r)=—f(t)-3f (t)r—9#z’2—27 6( )T3—81%74+O(T5) elde

edilir. Taraf tarafa toplandiginda ise,

£ () = _6f 2(t) N —f (t+3r)+6f(t+2r2—15f (t+7)+10f (1) +O(rz) formiiliine
T T

ulagilir. Burada f (t) = 0 oldugundan;

£ () = —f (t+31)+6f(t+2r2—15f(t+r)+10f ® +O(rz) elde edilmektedir.

T

hy feC’lab] ve t-3r, t-2rt-rte[ab] noktalar olsun. Bu

takdirde f (t) =0 olmak iizere,

£ () =

~107(O)+15f(t—7) _36f(t_27)+ f(t—31)+o(12) formiiliine 2. mertebeden

r

geri fark formiilii denir (Ashyralyyev,2014).
(1.1.2) uygulanarak katsayilarla ¢arpildiginda;

. f(z) t f(3) t f(4) t
~15f(t—7) =-15f (1) +15f (t)r—15—()r2 +15Az’3 —15A74 +0(z%),
2! 3! 4

. f(z) t f(3) t f(4) t
6f(t—27)=61f(t)-12f (t)r+24TI()TZ—48%73+96#74+0(15)Ve
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. £ £ (¢ £ (t
—f(t-37)=—f(t)+3f (t)r—g#r2 + 27%13 —81%‘[4 +0(7°) elde
edilir. Taraf tarafa toplanip f | (t)=0 kullanildiginda istenilen
£ () = O+ 01t =20)+ TA=30) | (12 esintigine ulagilmaktadir
T

Calismada kullanilan fonksiyonun tiirevlerinin yaklasim formiilleri asagida

verilmektedir.

Teorem 1.1.3. f(t) igin Taylor Teoremi:

f eC™[a,b] oldugunu varsayahm. t, € [a,b] ve baz1 70 i¢in A< [a,b] olsun. Bu

takdirde,
f(A)=1(t)+ n f(kl)(l(t')(i—tl)k+o(r”*l) (1.1.7)
k=1 :
olacak sekilde t ile A araligimda bir ¢ sayist  vardir. Burada,
_ () W _ (o o
a= W(i—tl) = O(r ) yaklagim hatasidir. Burada [-] en biiyiik tam say1

fonksiyonunun notasyonu olmak tizere, t, = Iz = {i}', |Z —t,| <7 (Cheney, 2004).
T

feC™[ab], te[ab] ve Ae[ab] olsun. (1.1.7) formiiliinden,

f(A)=f(t)+f (t)(A-t)+f (tl)(i;!t') +0(7°) oldugu bilinmektedir.
f (t,)= f, alarak tekrar,
f(A)=f+f (A-t)+ 1 (ﬂ;!t') +o(f3) (1.1.8)

seklinde yazilabilir. Burada O (73) yaklagim hatasidir.

(1.1.3) ve (1.1.4) merkez fark formiillerini (1.1.7) formiiliine uyarlayarak,

f, = fa=fa g (<) ve f'= L‘;”'l +0(z%)  seklindeki  formiiller
27 T
yazilabilir.
Bu formiiller ve A-t = ir—lr = (i—ljr = (&—{EDT bagintisin1  (1.1.8)
T T T |7

formiiliine uygulayarak,
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F(4)=1, +@,(£_FD+ fa—2f+f, i (j_BDZ

2
T

T 21

2
+(/1—t|)O(r2)+@0(rz)+0(rs) esitligine ulasilir. Diizenlemelerden

sonra, liglincli mertebeden yaklasim formiilii asagidaki sekilde bulunur:

SRR
PCEE

+ %(% —{%D +%(% - [%i}z} f [({%} +1JTJ + 0(73) (Ashyralyyev,2014).

- (A=t (A=t
(1.1.7) formiiliinden, f(ﬂ,): f,+f, (ﬁ—tl)+ f ( 2!') +f ( 3!|)

+0(r*) (1.1.9)

oldugu bilinmektedir. Burada, [] en bliylik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak
" _| 4 s
uzere, t, =| — |7, |/1—t|| <r, O(z' ) yaklagim hatasidir.

T

(1.1.6), (1.1.4) ve (1.1.5) merkezi fark formiillerini (1.1.7) formiiliine uyarlayarak,
fl' — _f|+2 +8f|+1 _8f|—1 + f|—2 +O(T4) ’
127
f|+1 -2 f| + fl—l

=2l o2 e
T

f" = fro =2 f'+12+32 fa=fiop +O(rz) formiilleri yazilabilir. Bu formiilleri ve
T

A-t = 4 T—lr = (i - Ijr = (i —{ED T bagmtisint  (1.1.9)’a  uygulayarak,
T T T |7

- - ;D+(/1—tl)0(r4)

T |—— 2
" fi—2f+f., T LT (ﬂ“_tl)

2 T o(*)
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/|
+ f|+2 -2 f|+1 +2 f|—1 — f|—2

A

T

A

_L

Dlu—t.fo

273

3!

3!

(+*)

elde

edilir.

Diizenlemelerden sonra, dordiincii mertebeden yaklasim formiilii asagidaki sekilde

bulunur:

1

f(4) = {—

12

el

(Ashyralyyev,2014).

Ozel olarak ii¢lii kdsegen matrisler igin lineer denklem sistemini gdz &niine alalim.

Uclii kdsegen matrisler icin degistirilmis Gauss ydntemini kisaca aciklayalim.

Dl:aixl+b1X2 = fl’
D, :c,x +a,X, +b,x; = f,,

D, :CX, +a,%;, +bx, = 1.,

D :c

X

i-1

+ax +hbx, = f,

Dn—l : Cn—an—Z + an—an—l + bn—lxn = fn—l’

Dn

D CX g +aX, = f.

[aa b 0 0 O 0 0 0 |x f,

, & b, 0 O 0 0 O X, f,
0 ¢ a, b, O 0 0 0 |lx f,
0 0 ¢ a b 0 0 0 |x, [=]|f,
0 0 0 0 O Coy &, Dbyl X. f.
0 0 0 0 O .ooay x| Lf
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Burada a,, b, ¢, f, i=1,..,n verilen sayilardir (¢, =0,b, =0).

Birinci denklem, o, = —%, B = A olmak tizere, X =X, + /3 seklinde

yazilabilir. Bu formiilii kullanarak ikinci denklemden X1’i yok ederek, asagidaki sekilde,
G, (alxz +:Bl)+ a,X, +0,%;, = f,
(a2 + OthZ)XZ +hX, = f, -,

b —C s ; - :
X, = — 2 X, +—2 P, elde edilir. Boylece X, bilinmeyeni,
a, +aC, a, +a,C,
b. f,—c ; S
o =——2—, = 2—2'81 olmak tlizere, X, =a,X;+ 3, biciminde yazilir. X,
a, +oC, a, + oG,

bilinmeyeni i¢in elde edilen esitligi uygulayarak ve ii¢iincii denklemden x3’ii yok ederek

yazilabilir. Ayni islemlere devam ederek, x., bilinmeyeni i¢in X, =, X + /5.,

esitligini kullanarak i.denklemini yazalim:

C(aaX + L) +ax +bx, = f

(a'l +Ciai— ) b|X|+1+( Cﬂl 1)
b, fi _Ci/Bi—l

X =- : X
a + Gy a +Ca;

Buna goére X, bilinmeyeni,x =a,Xx,+ /S scklinde elde edilir. Burada ¢;,p

1 17N+1

. b. f—-chB
(i=2,..,n—-1) katsayilar1, o =~ ' , B=— B
a +Ga, a +Ga,

esitlikleriyle hesaplanir. Bu

formillere dikkat edilirse, @i ve pi katsayilarinin hesaplanmasi i¢in ai1 Ve pia

katsayilarmin dnceden bilinmesi gerekmektedir. Simdi n. denlemi, x,, =, X, + /5.,

n
bagintisini kullanarak yazalim:

C.X,,+ax =f,
Xot = Uy yX + By
Buradan;

Cn (an—lxn +ﬁn—1)+ anxn = fn'

(a +Cnocn l) —C ﬁn -1
—C - . . f —c
; T2 =l elde edilir. Dolayisiyla x bilinmeyeni, x = oGl formiiliiyle
Ca +ca, a +ca,,
hesaplanir. X, bilinmeyeni i¢in elde edilen X =ex,+/f, i=n-1,n-2,..,2,1

18



formiili ile, X ,,X , X, X% bilinmeyenleri sirasiyla hesaplanabilir (Samarskii ve

N1

Nikolaev, 1989).

1.2. Literatiir Taramasi

Miihendisligin ve fizigin farkli modellerine etkisi sebebiyle, son yillarda
diferansiyel denklemler i¢in ters problemlerin arastirilmasinin 6nemi daha da artmistir.
Ters problemlerin astronomi, fizik, jeofizik, uzaktan algilama, okyanus akustigi, tipta
goriintii isleme ve tahribatsiz muayene gibi bilimin bir ¢ok alt dalinda uygulandig:
goriilmektedir.

Ozellikle Prilepko vd. (2000), Isakov (2006), Samarskii ve Vabishchevich (2007)
ile Kabanikhin (2009) calismalarinda bu ters problemlerin genel teorisine ve onlara
¢Oziim bulma yoOntemlerine yer vermektedirler. Kismi diferansiyel denklemlerin
parametrelerini bulmaya yonelik ters problemlerin teorisi ve ¢dziim yontemleri bircok
arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bu farkli tipteki ters problemleri; Eidelman (1991),
Dehghan (2001), Soloviev (2004, 2006, 2007), Kabanikhin (2008), Orlovskii (2008),
Orlovsky ve Piskarev (2009), Sakamoto ve Yamamoto (2009), Ashyralyev ve Erdogan
(2010), Topsakal ve Amirov (2010), Ashyralyyev vd. (2012), Erdogan ve Uygun
(2012), Aleroev vd. (2013), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013), Orlovsky ve Piskarev
(2013), Roberty (2013), Bouzitouna vd. (2013), Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014),
Ashyralyev ve Erdogan (2014), Ashyralyev ve Agirseven (2014), Ashyralyyev (2014,
2015), Ashyralyyev ve Akkan (2015), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2014, 2015),
Ashyralyyev ve Akyliz (2016), Klibanov ve Romanov (2016), Ashyralyyev (2017),
Ashyralyyev vd. (2017), Ashyralyyev, Akyliz ve Dedetiirk (2017), Orlovsky ve
Piskarev (2018), Ashyralyyev ve Cay (2018), Ashyralyyev ve Akyiiz (2018),
Akhundov ve Hasanov (2018), Kirane, Sadybekov ve Sarsenbi (2019), Kozhanov ve
Shipina (2020), Feizmohammadi ve Oksanen (2020), Ashyralyyev ve Cay (2020),
Ashyralyev, Al-Hammouri ve Ashyralyyev (2021), Ashyralyyev (2021), Ashyralyyev
ve Akyiiz (2021), Lassas, Liimatainen vd. (2021) calismalarinda kapsamli bir sekilde
incelemistir.

Ashyralyev ve Oztiirk (2012, 2013, 2014) ile Ashyralyev ve Ozsezenli Tetikoglu
(2012, 2013, 2014) galismalarinda, eliptik denklemler i¢in lokal olmayan sinir deger
problemleri i¢in iist mertebeden fark semalarini arastirmistirlar. Bu ¢alismalarda lokal
olmayan direkt problemlerin ve yaklasik fark semalarinin ¢dziimleri i¢in kararlilik
kestirimleri elde edildigi goriilmektedir. Eliptik denklemler i¢in farkli tistbelirli sinir

deger problemleri ve onlarin yaklagimlart Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev
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(2013, 2018), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013) ve Ashyralyyev (2014, 2017)
caligmalarinda incelenmistir. Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev (2013, 2018)
calismalarinda Dirichlet ve Neumann kosullu Bitsadze-Samarskii tipi istbelirli
problemi, Banach ve Hilbert uzaylarinda incelenmistir. Bu ¢alismalarda varlik ve teklik
teoremleri ele alinmistir.

Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013) calismalarinda bilinmeyen p e H elemani ve v

fonksiyonu i¢in,

—V, () +Av(t) = f (t)+p,0<t<T,
{V(O) =pVv(T)=y,v(1)=¢,4€(0T)
formundaki Dirichlet tipi ters eliptik probleminin ¢ozlimii i¢in kararlilik esitsizlikleri
elde edilmistir. Ashyralyyev (2014) calismasinda bu tip ters problemler igin iist
mertebeden dogruluklu fark semalarini arastirmistir. Ashyralyyev (2017) galismasinda
Neumann tipi eliptik {stbelirli problem igin dordiincii mertebeden dogruluklu fark
semasini sunmustur.

Ashyralyyev (2017) galismasinda bilinmeyen peH eleman ve v fonksiyonu

i¢in,

—V, () + Av(t) = f(t)+ p,0<t<T,
V,(0) =¢,v(4,) =¢,0< 4, <T

q
v(T)= Yk (4)+7.0< 4 <T,
i=1

ikinci tiir sinir sartli ve Neumann tipi ek sartli ters problemini arastirmistir. Bu ters
problemin ¢oziimii i¢in kararlilik esitsizlikleri sunulmustur. Birinci mertebeden
dogruluklu fark semasmin ¢oziimii i¢in kararlilik ve koersif kararlilik esitsizlikleri
ispatlanmugtir.
Akyiiz (2017) ¢alismasinda, Hilbert uzayinda eliptik diferansiyel denklem igin,
-V, (1) + Av(t) = f(t)+ p,0<t<T,
V(0) = 4.v(T) = Yku(A) +7,0< 4 <T.

V(7)=§,0<7<|T1
formundaki Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli probleminin ¢éziimii i¢in
kararlilik kestirimlerini arastirmistir. Ayrica bu problemin yaklasik ¢oziimiinii bulmak
icin birinci ve ikinci mertebeden fark semalari sunulmus ve incelenmistir. Arastirma
sonuglar1 Ashyralyyev ve Akyliz (2016), Ashyralyyev, Akyiliz ve Dedetiirk (2017),

Ashyralyyev ve Akyiiz (2018) ¢alismalariyla literatiire kazandirilmstir.
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Ashyralyyev ve Cay (2018, 2020), bilinmeyen peH elemani ve v fonksiyonu
igin,

-V, (1) + Av(t) = f(t)+ p,0<t<T,
V(0) =, V(%) =¢,0< 4, <T
V(@)= [La(A)v,(DdA+y,

integral kosullu Neumann tipindeki eliptik iist belirli probleminin iyi tanimliligini
arastirmustir. Ust belirli problemin yaklasik ¢oziimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden
dogruluklu fark semalar1 ve kararlilik ile koersif kararlilik kestirimleri sunulmustur.
Literatiir incelendiginde, ¢ok noktali yerel olmayan smir kosullu ters eliptik
problemler igin yiiksek mertebeden dogruluklu fark semalarinin arastiriimadigi
goriilmektedir. Bu ¢aligmanin amaci ise literatiirdeki bu boslugu doldurmaktir.

Calismada, A operatorii 6z-eslenik pozitif tanimli operatér ve p bilinmeyen

eleman olmak {izere, (V, p) ¢ifti icin c¢ok noktali yerel olmayan sinir kosullu
-V, (1) + Av(t) = f(t)+ p,0<t<T,

v(0)=¢,v(T) = Zq:kiv(ﬂ,,)+77,0< A <T,

i=1
V(y)=¢,0<y<T
ters eliptik problemi Hilbert uzayinda incelenmektedir.

Bu ¢alisma temelde dort boliimden ve eklerden olusmaktadir. Birinci boliim genel
bilgiler kism1 olup, iki alt boliimden olusmaktadir. Ikinci boliim yapilan calismalari ele
almakta olup, ii¢ alt kisimdan olugmaktadir. Alt kisimlarin ilkinde elde edilen 6zgiin
onermeler ispatlartyla sunulmaktadir. Ikinci alt kistmda ise yerel olmayan sinir kosullu
ters eliptik problemin yaklasik ¢éziimiiniin ti¢lincii mertebeden dogruluklu fark semasi
ele alinmaktadir. Burada problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen
koersif kararlilik ve koersif kararlilik kestirimlerini ifade eden teoremler ispatlariyla
birlikte verilmektedir. Sonuncu alt kisimda ise, ¢ok noktali yerel olmayan sinir kosullu
ters eliptik problemin yaklagik ¢oziimii icin dordiincii mertebeden fark semast
kurulmustur. Burada problemin yaklasik ¢oziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen koersif
kararlilik ve koersif kararlilik esitsizliklerini iceren teoremler ispatlariyla verilmektedir.

Ucgiincii béliim bulgular ve tartisma seklinde tasarlanmis olup, iki alt kisimdan
olugmaktadir. Bunlardan ilkinde ¢ok boyutlu ters yerel olmayan siir deger problemleri
icin fark semalar1 olusturulmustur. Yerel olmayan ters Dirichlet ve Neumann sinir deger
problemlerinin ¢dziimii i¢in yliksek mertebeden fark semalari kurulmus ve ¢6ziim i¢in

kararlilik analizi yapilmistir. Devamindaki ikinci kisimda ise sayisal Orneklerin
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sonuglar1 verilmektedir. Bu alt kisimda ayrica ikiye ayrilmaktadir. Birincisinde eliptik
denklem i¢in yerel olmayan ters Dirichlet sinir deger probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in
iclinci ve dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarimin sayisal ¢ozlimleri ele
alinmistir. Bu fark semalarina besli kosegen matrisler i¢in degistirilmis Gauss yontemi
(Samarskii ve Nikolaev, 1989) uygulanarak matrislerden olusan bir lineer sisteme
dontstiiriilmesi saglanmistir. Bir, iki ve iic noktali yerel olmayan sinir kosullu ters
eliptik problemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢cin MATLAB programi kullanilmistir.
Elde edilen sonuglarla, grafikler ve hata analizleri tablolar seklinde burada
verilmektedir. Devaminda ise eliptik denklemler i¢in yerel olmayan ters Neumann sinir
deger probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in yliksek mertebeden fark semalarmin sayisal
sonuglart sunulmaktadir. Bu fark semalarinin sayisal sonuglarini bulmak igin
degistirilmis Gauss yontemi uygulanmistir. Bir, iki ve ii¢ noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters eliptik problemlerin sayisal ¢oziimleri MATLAB programi kullanilarak elde
edilmistir. Elde edilen sonuglarla, grafikler ve hata analizleri burada verilmektedir.
Dordiincii ve son boliim ise elde edilen sonuglarin ve Onerilerin sunuldugu
boliimdiir. Ekler kisminda ise incelenen problemin {i¢ noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Dirichlet ve Neumann sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimiiniin
ticlinci ve dordiinci mertebeden dogruluklu fark semalarmin sayisal ¢oziimlerinin

MATLAB program kodlar1 sunulmaktadir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. On Hazirhk

A operatorii, keyfi H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli bir operator

olsun. ki (i =1,...q) katsayilari,
k=>%k <L (2.1.1)

kosulunu saglayan bilinen negatif olmayan reel sayilar ve belirli 4, 4,,...,4, sayilari,
A <4, <...< 4, Ozelliginde olmalidir. A operatoriiniin pozitif tanimliigt 5>0 ve |
birim operator olmak iizere, A> 1 esitsizligiyle verilir.

Cok noktal1 yerel olmayan siir kosullu ters eliptik problemini ele alalim. ¢, 7,
¢ e H Hilbert uzaymin verilen elemanlar1 ve f :[O,T] — H bilinen diizglin bir
fonksiyon olmak lizere, bilinmeyen peH elemani ve
veC? ([O,T J.H ) C ([O,T], D(A)) fonksiyonu asagidaki diferansiyel denklemi ve
siir sartlarini saglamaktadir:

-V, (t)+Av(t) = f(t)+p,0<t<T,

v(0) = ¢, v(T) :Zq:kiv(ﬂ,,)+77,0<,1| <T, (2.1.2)

i=1

V(y)=¢,0<y<T
C(H) ve Ci“(H) Banach uzaylarindaki normlari tanimlayalim. [O,T]

araliginda tanimli, degerleri H Hilbert uzayinda olan diizgiin v(t) fonksiyonunun

normlart asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

e o, = max©)l,

”V”chﬂ(m = ||v||C(H) + sup (t+7)" (T —t)" vt +7)—v(D)],, - (2.1.3)

0<t<t+z<T

Asagida calisma icin gerekli olan 6nermeler ifade edilmektedir. Calismada zaman
zaman farkl1 gosterilen pozitif sabitler, M ile belirtilmekte ve M (5) sabiti, sadece 5 ya

bagli olarak kullanilmaktadir.

Eger bir A operatorii H Hilbert uzayinda sinirli ve 6z-eslenik pozitif tanimli ise,

2
her bir £>0 igin, C=A+ A, D:%(TC+«/4C+TZC2) ve R=(1+7D)"



operatorleri de 6z-eslenik pozitif tanimli operatorlerdir (Krein, 1966). Burada | birim

operatordiir. Ayrica, D sinirli operatorii tiim H Hilbert uzayinda tanimlidir.

Oncelikle [] en bliyiik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak tizere,

|O:F]|i:{ﬁ} =1, -uo,l—l =u,i=1,..0
T T T

s = o o= 1ty = 2 o 48

1T e T g oty Ty

Uy =1 18 s = 2ty = 1~ 1 s =~ = 1
’ 4T gl o gl s T o Mot

s = 2 = By = 2 48,

1T e T g TS A T

TN EY TSR %ﬂi +%ﬂf —%ﬂf,ﬂi,s = —éﬂi +éﬂf

notasyonlarini kabul edelim.
Onerme 2.1.1. Asagidaki kestirimler saglanir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):
1
exp [krA2 J R¥

-

IR, ,, <M (1+67)" k=1,6>0,

<M (8)r " k=1,

H—->H

<M (S), erDRkHH_)H <M (5),

H—H

HDﬁ(Rk+r +Rk) . ( z')a+ﬁ ,

1<k<k+r<N,0<a B<l. (2.1.4)

Onerme 2.1.2. Asagidaki kestirim gecerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):
ZTHDRJ H <M(G)Y (z,0) (2.1.5)

Burada;

Y(z,6)= min{ln(lj 1+[In| D], ‘}
Onerme 2.1.3. 1<l <N -1, 1<I,< N -1 olmak iizere (Akyiiz, 2017):
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A =[1-RM-R" RZN'O]{ ~RM - Zk( i ”*'i)}[RN'O_RN%}

a
x{Zki(Rli—RZNli )}olsun. O halde A, operatoriiniin A;" tersi vardir ve

| 4, M) (2.1.6)

kestirimi gecerlidir.
Onerme 2.1.4. 1<l <N -1,1<I, <N -1 olmak iizere;
A= (1-RM)(1- )(I —Zk R j(l —Zq:kiRN_'O”ij—(l ~R™)
i=1
d 1 1 N-k+l o N+k- N—k N
x{;ki{‘:—ayﬁtaluf}(R ~RY) - (RM R
1 1 N-k-1 N+l 1 1 b1 2N-ly+1
+|:Eﬂi+5ﬂi2:|(R -R )}+|:_E/J0+E,u§:|(RO -R° )
g 1 1 + - 1 1
43 (R -R™ IO){Eﬂﬁzﬂ }(R'O R4 |:_§.uo +§u§}
sz { 4 +_ : :I(RNI0+Ii+2 RN )"'Zq: .q_—ﬂo"‘lﬂo}
i i=1 2
x[l—ﬂ-2]+[l—ﬂ2]{lﬂ-+£,U-2} (RN"O*'i“—RN*'O' l)
i 0 2 i 2 i
1 1 1
+Zk q ﬂo+2ﬂo}{_§ﬂi+§ﬂi2}+[ﬂ§ﬂi2_ﬂ§—ﬂi2}
1 1 1 1 N-lo+y _ N+ 1
+{Eﬂo+§ﬂ§i|{§ﬂi+§ﬂiz}j(l? ° > )+;k. ([2-#]

1 1, 1 1 o0 2 Nelgth=1 SN+

{ Zﬂi+2ﬂi}+[2ﬂo+2ﬂo}[l 7 ]j(R R )
1 1 ,|3 1 1, N-lg+h-2 o N+lg—t+2

‘{Eﬂo"‘zﬂo}zki{ 2#."'5,” }(R -R )

i=1
operatdriiniin A" tersi vardir ve
|as],, ., <M () (2.1.7)

kestirimi gegerlidir.
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Ispat: K operatorii,

K, =1 RZN){ZK [{ 1, +%Iu2i|(RNli+l_RN+li 1) (R | RN+|,)
‘{%ﬂi +%ﬂi2}(RNIil—RNHﬁl)j"{_%ﬂo—i_%ﬂz}(RIO1—R2NIOH)
_/Jg(RIO RZN IO) |:;/uo +%ﬂ§:|(RIO+1—RZNIol)+|:—%/lo +1;U02}

2

IR R R

i=1

x':l—ﬂi2i|+|:1—ﬂ§i||:%tui +%ﬂi2}j(RNIO+Ii+1 - RNHO?Iiil)
+Zk q #o+;ﬂo}{ %#ﬁ%ﬂf}{#gﬂiz—ﬂg—#ﬂ

R Tl G D

i=1

_l 1, 1 1, 2 N-lg+hi-1 o Nelg—l+1

X{ Eﬂi+§ﬂi}+[§ﬂo+§ﬂo}[l Hi ]J(R R )
1 1 d N-lg+h -2 N+t +2
{“”2 }k[ 2 '}(R R )}

olmak iizere,

A=A = AJATK (2.1.8)

seklinde yazilabilir. (2.1.4) kestirimlerini kullanarak,

l N I+l N+l -1
2N i 2
||Kl||H~>H SHI _R HH»H {T% _E'u' + /u' _R H-H +r]22:( 'ui ‘
qu:k N+Ii n 1 +1 2 ik RN—Ii—l_ RN+Ii+l
- i o TE% 2/Ji 2/4 - i Hon
1 1 Sllplht  p2N-lgst 2ol 2N,
St + 5 4| [ROT-R H%HW‘O‘ RO-R™0|
1 1 I+l 2N-l 1 1 1, 1 1,
+=py+—= RO"—R © +l-=py+—= — =L
2/10 2;“ b 2:“0 2:“0 na> ZM 2ﬂ|
O 1 1
k N —lg+l; +2 N+I0 ;-2 = =2 1— _2
XZ HH%H 5 Hot 5 | max (L= |
RNloh#t _ N+t 2 1 1,
x> k. 0 0 +1— — L +— L
Z o I | e 5
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RNlo*hi# _ pN+lg-t-1 1 1 1 1
x k. 0 07 ==+ = — =+
Z v H[T o ot o maX (= 4 4
k. N o+l N+I0 i k. N -lg+h _RN+IO—Ii‘
XZ HoH +"u0 "u' ‘Z HoH
N I0+I N+IO—Ii N I0+Ii _ N+IO—Ii
+‘,u0‘2k HoH +TE?]( # ‘Zk R HoH
1 1, 1 1, N -l + N+ -
+|= 4y += — =L RSO —RTO
Z,Uo Z,Uo IE.% 21”. 2/1, 5 Hh
N I +I —1 N+I —Ii+1
+1— 1 | max |- ﬂ.+ SH
1<i<q H—H
4= +1 1 ‘Zk N IO+Ii—l_RN+IO—Ii+1
Zﬂo 2/10 T% Hi HoH
1, 1 1 451 N—l,+1—2 N+l +2
+l= g += ——p+—p | K|IR TR0
> Ho 5 Mo | MaX|=— 1+ 4 21: -

<Mz (2.1.9)
elde edilir. Burada M, 7 ’dan bagimsizdir. Uggen esitsizligini, (2.1.8) formiiliinii, (2.1.6)

ve (2.1.9) kestirimlerini  kullanarak  yeterince kiicik pozitift 7  igin,

a3, =l A A K <M (@)Y, M (5) M7 (21.10)

esitsizligi bulunur. Buradan istenilen (2.1.7) kestirimi elde edilir ki, bu da ispati

tamamlar.

Onerme 2.1.5. 1<l <N -1,1<I, <N -1 igin,

A= (1-R)(1-R" )[I —izl:kiRN"i j(| —Zkﬁ”"“'i J

J, = _(| _R2N ){,Uo,l (Rlo—z B RZN—|O+2)+IUO’2 (Rlo—l 3 RZN—I0+1)_ﬂ§ (RIO _ R )

+,Uo,4(RIO+l—R2N7|071)+,L10,5<R|0+2 2N - )"‘Zq:k. {ﬂu( RV |+2_RN+|rz)

i (RMH7 RN )}}
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q
3, =—(1-R" ){Zki st (RO RO (gt + )

i=1
X( RN—I0+Ii +3 _ RN+I0—Ii —3) + (IuOY:UUi'3 + /uoyz,um + luovs’uivs )( RN_IO+Ii+2 _ RN-+—I0 —I. 2)

N—lq+1; +1 N+l -1
+(,Uo,1ﬂi,2+ﬂo,2ﬂi,3+ﬂ0,3ﬂi,4+ﬂo,4ﬂi,5)(R Cr RO )}'

J, =_<| —RZN){Zq:ki {(:Uo,lﬂi,l"‘:uo,z:ui,z+['u§'ui2_ﬂ§_’ui2]+ﬂ0'4’uiv4+'u°v5’uiv5)
i=1

X(RN—IOJrIi _ RN+|07|i )} ’

| RZN)

i=1

d N—IO+Ii—l N+I0—Ii+1
A Zku ,Uo oM T Moo + Hoakliz + Host 4 ) ( R -R )

+(,uo stia T Hoath 2 + Hoskt 3)( R ) + (/u0,4:ui,1 T Hosti o )

X(RN—I0+Ii—3 3 RN+IO_Ii+3)+ﬂ0,5M,1 (RN—I0+Ii—4 _ RN+ )}} -

K,=J+J,+J3;+, (2.1.11)
olmak tizere,

A, = A, +K, operatriiniin A" tersi vardir ve

871, <M@) (2.1.12)

kestirimi gecerlidir.

Ispat: (2.1.11) ile ifade edilen K, operatériinii kullanarak,
A=A =A7AK, (2.1.13)
seklinde yazilabilir. Burada,
‘]1 =, (I _R2N )(RIO—Z _ RZN—I0+2)_IuO’2 (I _R™N )(Rlo—l _ RZN—I0+1)+lu§ (I _R2N )
X(RIO _ RZN—IO )_,Uo,4 (l _R2N )(RIO+1 _ R2N_Io_l)—,Uo,5 (l _RN )

X( RI0+2 . R2N7I072)

Zk/“.l( RZN)( N 2 N+I z) Zkﬂuz( RZN)(RNfliJrl_RNHi—l)
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S 1)) S 1R (R
i=1
‘Zq:kiﬂi,s(' -R¥ )(RN*H —RN*'i*Z)
i=1
10
- Z‘]l,n’
n=1
q
J, = _/Jo,lzkiﬂi,s (I -R¥ )(RN_IO+Ii+4 - RN+I0_'i_4)
i=1
—ﬂo,likiﬂm (| _ R2N )(RN—IO+Ii+3 _ RN+|O_|i_3)
i=1
_#O,Zikiluiﬁ(l —RZN)( RN o+ _ pN+oh 3)
i=1
_ﬂoazq:kiﬂi,s(l —RZN)( RN otz _ gN*lohi~ )
i=1
_ﬂo,zzq:kiﬂm(' —RZN)( RV otttz _ pN*lo~hi~ )
i=1
_ﬂo,szq:kiﬂi,s(| —RZN)( RV oti*2 _ g+t~ )
i=1
_#o,liki/‘i,z (I -R™ )(RN_IO+Ii+1 — RN+I0_Ii_1)
i=1
_:uo,ziki:uiﬁ (I -R )(RN_IO+Ii+l - RN+I0_Ii_l)
i=1
_:uo,zikiﬂi,zt (I -R )(RN_IO+Ii+l - RN+I0_'i_l)
i=1
q
_/Jo,AZki/Ji,s (I -R™ )(R'\HoﬂiJr1 — RNHO*Iifl)
i=1

10

:Z‘]z,n'
n=1
Js :_’uorliki:ui,l(l —RZN)(RN ot _ pN*o~ .)
=1

_#O,Zikilui,z(l _RN )(RN “lg+h RN+I o )
i=1

_ﬂgikiﬂf“ _RN )(RN o+ RN+I "i)
i=1
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4] Zk ( RZN)( RN o _R'\”'o*'i)
+Zk Hi ( RZN )( N o+l RNHO*'i)
_’uo"‘zki/um (l —R™ )(RN"O”i _ RV )
i-1
_/Jo,g,ikiyh5 (| _RN )(RN_IO+Ii RNk )
=1
7
= Z‘JS,n’
n=1
J, __'UOZZk/”,l RZN ( RN o _ pN "i+l)
ﬂosZkyIz R2N ( N —lg+l; 1 N+|0 |+1)
_'UOAZkluls RZN ( N “lo+l; 1 N+|0 |+1)
_ﬂo,SZki 1 ( | _ R )(RN7|0+Iifl RV ﬂ)
i=1
_ﬂo,giki,uii (l —_ RN )(RN—|O+|i—2 _ RN+IO_|i+2)
im1
_,Uo,4iki,ui2 (| —R2N )(RN—|O+|i—2 _ RN+IO_|i+2)
=1
q
—'u075zki:ui,3 (l _ RZN )(RN—|O+|i—2 _ RN+|0_|i+2)
i=1
_;Uo,4zq:kilui‘1 (| RN )(R’\HO*'F?’ _ RN+|0,|i+3)
i=1
_'UOBZq:ki;Ui,z (l —R™ )(R'\Ho”i’3 _ RN+'0*'i+3>
i=1

—’u0v5ikilui5 (| RN )(RN—IOJrIi -4 RN+|07|i+4)
=1

10
- ZJ4,n'
n=1

Buradan ||J,| ve |J,] kestirimlerini olusturalim.

H-H ’||J2||H—)H ’||J3||H%H .

Oncelikle |[J,]| i¢in, (2.1.4) kestirimlerini uygulayarak,

H—-H
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2N -2 2N-1y+2
HJMHH—M S"UOJH‘I -R HH%H R -R
H-H
<M, 7,
2N ! 2N-l+
HJLZHH—»H S"UQZ‘HI -R HHaH R* -R
H-H
<M,,,
2 2N I 2N,
HJL?’HH—M S"UOH‘I -R HHHH R®-R
H—->H
<M.,
2N Io+1 2N-Iy-1
Baally o <lesoal 1 =R, R -R
H-H
<M, 7,
2N lg+2 2N-1y-2
HJlf’HH—m S‘ﬂovf"”l -R HHA)H R” -R
H-H

< M1’5r,

il St -, SRR

JSiSq H-oH
<M, 7,
9.l = | -R*" ik RV RN
<l SR
LTl SH 1<i<q Hiz HoH & i .
<Mz,
[l =t SRR
LellHH 1<i<q ! H-H = 1 HoH
<My,
H\] H < I RZN ik RN—li—l RN+|i+1
<l SR
RELLEL Rt Hha HoH &4 ok

< Mlygr,

[0l < max

L<i<q HoH

;ui,SH‘I -R™ HH%H iki HRN_Ii_Z _ RN
i=1
<M, o7 ifade edilir. Buna gore,

||Jl||HﬁH <Mz olur. Benzer sekilde, ”Jz”H_)H icin (2.1.4) Kkestirimi kullanilarak,

Jaalhy 5|
H 21|y H ILlO,l .

q
2N N—I0+Ii+4 N+IO—Ii—4
max |us5| 1 - R?"| k.HR _R
Ki@s\z( M,s‘ HosH ; i

<M 217
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RN—I0+Ii+3 _ RNJrIO—Ii—S

q
< et max a1 =R, Dk
HJZ'ZHHHH ’uoxl rjr_ggé( lul,4 I R H—-H Iz_llkl H-—>H

<M,,,
H\] H <‘ I RZN ik RN—I0+Ii+3 RN+IO_Ii_3
< Jetoa | a1 = R DK -
23|y = |Ho2 na His HoH & o
<M,,r,
H\] H <‘ I RZN ik RN—I0+Ii+2 RN+IO_Ii_2
<ot e[ |1 - R, D -
24|y = |Hoa na Hiz HoH & o
<M,,7,
H\] H <‘ I RZN ik RN—IO+Ii+2 RN+I0—Ii—2
<otoa| max o[ Jr =R, 2 -
25[ly_n = |Ho2 na Hig HoH & o
<M,.7,
2N d N—ly+l. +2 N+ly—I. -2
Sl <lilmacalli =R, Sk R
H 26/l n = |Hos 1si<q His HoH ; i HosH

<M, .7,

RN—I0+Ii+1 _ RN+I0—Ii—l

<|
HJZJHHAH = |Hoa rJQaX

i<q HoH

2N zq:
'ui'ZH‘I - R HH—>H i:lki
<M, .,

RN—I0+Ii +1 _ RNJrIO—Ii—l

q
<| g1 =R 2K
HJZBHHaH Hoo r{j@( His I-R HoH iZl:k'

H—H

<M,,7,

RN—I0+Ii +1 _ RN+I0—Ii—l

g
| [l =R, 2K
HJZ'QHH%H Hog rjggz( Hia I-R HoH iZl:k'

H—->H
<M,,7,

N+I0—Ii—l

RN—IO+Ii +1 . R

2N :
ﬂi,s‘”l -R HH»H ;ki

<M, esitsizlikleri elde edilir. Buradan ||J,],, ., <M,z olur. Daha sonra

320l =]etos e

<q H—H

194],_,,, icin ise (2.1.4) kestirimlerini uygulayarak,

2N .
’uiJ‘HI -R HHHH ;ki

RN—I0+Ii _ RN+IO—Ii

95l <ot

max
I<i

<q H—-H

<M;,7
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y —loth +ly—I.
:ui,ZH‘I _RZNHH—>H izzl:ki HRN ot _ RN

Jaal e <[02|max
H 22flun = Ho2 1<i<q H—H
<M,,7
H\] H <‘ 2 2 I RZN ik RN—IO+Ii RN+I0—Ii
< a1 =R, 2[R -
33|[HH Hy 1<i<q H H—oH - i HosH
<M,
H‘] H <‘ QH‘I RZNH ik HRN_IOHi RN+I0—Ii H
34|y Ly = |Ho HooH i .y
<M,,7
e <l =R kR R
<[r-R™, , madu Sk R -
350 H-H 1igq # el H—H
<M,
2N d N—I+l N+lH—1
Sl < mmilli R, Sk [R —r
H 36/l p = [Hoa 1<l Hig H—H ; ! HosH
<Myt
2N d N—l,+l N+l—1
3 il -], 3[R <R
H 370on = [Hos 1<i<q His HoH |Z:1: I HE

<M,,7 kestirimleri elde edilir. Buna gore |J;| icin [ 3],,_,, <M,z

H—-H

Kestirimine ulasilir. Son olarak ||J4||H%H icin (2.1.4) kestirimlerini kullanarak,

:ui,lH‘I _ RZN HH_)H iZjl:ki HRN—IOHi—l _ RN+|07|i+1

J H S‘ max
H Al H Hoz 1<i<q H—H
<M,,,
2N d N—ly+l: -1 N+l -l +1
Siby Sl -], SRR
H 2|y Ly = |Hos na Hi» HooH ; i o
<M,,,
2N d N—ly+l: -1 N+ly—I: +1
S <l R, SR
H 43)lg_n =|Hoa na Hig HooH ; i o
<M,,r,
2N d N—ln+l; -1 N+ly—I: +1
e b mai R, SRR
H a4y Ly = |Hos ma> Hig HosH ; i o

<M,,7,
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RN—I0+Ii—2 _ RN+I0—Ii+2

2N .
'UMH‘I -R HH—>H ;ki

Jasllu-om <tts| max
H 45|y = |Hos na Hon
<M1,
HJ H <‘ I RZN ik RN_IO+Ii_2 RN+IO_Ii+2
< toa| a1 =R, _,, 2K -
46|y = |Hoa na Hi o HoH Wk
<M,,7,
HJ H <‘ | RZN ik RN—IO+Ii—2 RN+IO—Ii+2
< tos| maxfasf |1 =R, 2K -
47|y oy = |Hos na Hig HoH & HH
<M,.7,
HJ H <‘ I RZN ik RN_|0+Ii_3 RN+IO—Ii+3
<t max s |1 =R, 2K -
48)lyn = |Hoa na Hiy HooH £t HoH
<M,,7,
2N d N—ln+1; -3 N+l -1 +3
Tusl e < tos| maxa 1 =R, Dk RO -RTT
H 49|y =|Hos e Hio = ; i W
<M,,7,
2N d N—ln+l; -4 N+l -1 +4
Tusolp <tts] s |1 RV, D RO RO
H 410y Ly = |Hos e Hiy HosH ; i -
<M,y esitsizlikleri elde edilir. Buradan |J,[, ., icin [3,], ., <M,z
esitsizligi ve || K, || Hon operatori i¢in ise
[Kalser <Dl #1920 +13als #1930k

<Mz (2.1.14)

esitsizligi elde edilir. Burada M,z ’dan bagimsizdir. Yeterince kiigiik pozitif 7 igin,

ticgen esitsizligini, (2.1.13) formiiliinii ve (2.1.6) ile (2.1.14) kestirimlerini de
uygulayarak;

HAZ:LHH*)H = HAI].HHHH +HAZIHH%H HAI]-HHAH ” K2”H—>H
<M (5)+[a},, M (5)Mr (2.1.15)

ifade edilir. Boylece (2.1.12) kestirimi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

2.2. Ugiincii Mertebeden Dogruluklu Fark Semasi ve Kararhihk Egsitsizlikleri
Bu boliimde yerel olmayan smir kosullu (2.1.2) ters eliptik probleminin yaklasik
¢Oziimiinli bulmak i¢in {iglincli mertebeden dogruluklu fark semast kurulmustur.

v(y) ve v(1) i¢in iigiincli mertebeden yaklasim formiilleri,
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&} 1jfj+o(f3) seklindedir.

T

Burada [] en biiyik tam sayr fonksiyonunun notasyonu olmak {izere,

l, = {Z}, Uy = Z—IO, l. = {ﬁ] o= i—Ii,(i =1,...,9) notasyonlariyla, v(y) ve v(4)
T T T T
i¢in iiglincli mertebeden yaklagim formiilleri tekrar

v(y) = ‘:—%,uo +%,u§:|v((|0 —1)T)+[1—ﬂ§ilv(|07)+[%ﬂo +%,u§}v((lo +1)T)+O(Ts)’

1 1 1 1
v(4) = {_Eﬂi +§/“iz}v((|i _1)T)+[1_ﬂi2]\/(|i7)+{§ﬂi +§ﬂi2}v((|i +1)r)+0(r3)
seklinde yazilabilir. Bu yaklasim formdtillerini uygulayarak ve

K = Zq:ki -1 (2.2.1)

oldugunu kullanarak, yerel olmayan sinir kosullu (2.1.2) ters eliptik probleminin ii¢lincii

mertebeden dogruluklu fark semas,

2
77 (Vs — 2V +V 1 ) + AV, +I—2 A, =6, +p,

ek = f(tk)+r_2(f(tk+l)_2f(2tk)+ f(tk—l) + Af (tk)]’
12 T

t, =kr,1<k<N-1,Nr=T,v, = 4, (2.2.2)

11 11
—Eﬂo+§ﬂ§}v|o1+[1—,U§]V|O+{Eﬂo+§ﬂ§}v|o+1:§

q 1 1 1 1
v, = Zki {{—Eﬂi +E/Ji2:|VIi_1 +|:l_ﬂi2:|V|i "'[E/Ji +§lui2}v'i+1}+77

i=1

seklinde olusturulur.
(2.2.2) igiincii mertebeden dogruluklu fark semasini géz Oniine alarak, bu fark
probleminin v, ¢dziimi i¢in,

v, =u +A'p (2.2.3)
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formiiliinii ve (2.2.1) ifadesini kullanarak u, i¢in,

2
—77 (U, — 22U, +U,, )+ Au, +I—2 Alu, =6,

9 _f(t) (f(tkﬂ) 2f(t)+f(tk l) Af(tk)],
T

t, =kr,1<k<N-1,N7z =T, (2.2.4)

1
Uo_|:_2:uo+ ﬂo}ulo I:l ﬂO]u' { Ho ’uojlu'oJrl $=¢,

Zk { /‘|+1ﬂ,}ul—l+[1 M]u, +{%ﬂi+%ﬂf}u|ﬁ1}=ﬂ

seklinde yardimci lokal olmayan fark problemi elde edilir.

p elemant, (2.2.4) fark problemi ¢oOziildiikten sonra,

p=Ap—Auy, (2.2.5)

formiiliiyle elde edilebilir.
Tim H degerli {Hk}:: grid fonksiyonlarmin C(H) ve Cy“(H) uzaylarmdaki

normlarini tanimlayalim:

ax [,

C(H) 0<k<N -1

+ sup  (kr+nz) ne (T —kz)" |6, — 6|

C(H)  0<k<k+r<N-1 :

kl Caa H

Teorem 2.2.1. k (i=1,..q) katsayilarm (2.2.1) kosulunu sagladigmi ve
#,¢ne D(A),{ }k _, €C(H) oldugunu varsayalim. O halde, (2.2.2) fark probleminin

({Vk }Ltll, p) ¢oziimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir:

], =M @) Ik +l +ll, ek

C(H)

C(HJ, (2.2.6)

|aol, <M (oI, el +ll +fia32, | 227)

Burada M (&) sabitleri, verilen ¢,{,n elemanlarindan ve {Hk}:: dan bagimsizdir.

Ispat:

2

T
—7° Uy — 20, +U, )+ AU, "'EAzuk =f.1<k=<N-1, (2.2.8)

U, Ve uy verilmistir.
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direkt probleminin ¢6ziimii Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) c¢alismasinda

U= (1=R™) [ (R =R™*)u + (R =R )uy —(R"* =R"*)(1+D)(21 +7D) "

xD‘lf(RN‘j—RN”)ejr}(l+TD)(2|+fD —12(ka i Rkﬂ)

=

formiiliiyle verilmistir. Burada, A operatorii H Hilbert uzayinda sinirlt ve 6z-eslenik

2
pozitif tanimli olmak Tlzere, C= A+]T_—2 A’ D= %(TC +4/4C +7°C? ) ve

R= (I + rD)_1 operatorleri de sinirl ve 6z-eslenik pozitif tanimli operatorlerdir (Krein,

1966). Bu formiil P = (1 +zD)(2l Jer)_1 D™ notasyonu kullanilarak,

U, =(| _RN )1|:(Rk _RZka)uo_'_(Rka _RN+k)uN _(Rka _RN+k)PNZ4(RN—j _RN+j)
j=1
N-1 )
xO;r |+ PY. (R —R“1)6,z
j=1
k=1,.,N-1 (2.2.9)

seklinde yazilabilir. Yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark probleminin sinir sartlarina

(2.2.9) formiilii uygulanarak,

{(I—RZN)—[—%% ; g}(Rlo_l—RZN_IOH)—[l—,ug](RIO—RZN_'(’)—{%,UO+%,U§}
R | 2 L S R (A
+{%ﬂo+%/J§}(RN_IO_1—RN+I0+1)}UN =Q

Y T L e e LRSI B EYR Y

X(Rl.+1 2N |—1)}u0 +Zq:k| {( RZN)—{—%M +%Iui2:l(RN—|i+1_RN+|i—l

[ (R R[S R R =

elde edilir. Burada,

Ql ( RZN)(¢ é/) [_lﬂo"';ﬂo:H (RN_IO+1_RN+IO_1)PN21(RNj_RNJrj)eJT

j=1

N-1

+(|—RZN)PZ(R'°‘1‘j R “’)m}{l 1 |

=
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Z
,_\

N-1

x{—( ““)P (RN*J'—RN“')QJ.H( RZN)PZ(RIOj—RIO+j)¢9jr}

]

|_.

N-1

+E% +%y§H—(R R0 *1)P21:(RNJ' ~R*1)g,r+(1-R™)

]

Q =(1-R™ )77+iki {{—%M +%ﬂf}{—(RN_'i” = R“*'i‘l) PNZ_l(RN‘j ~R")

=1

N-1

xejr+(| _RZN)PZ(Rhlj —R'i_l+j)€jr}+[l—ui2]
j=1

j=

{_(RN_h_RNn,)PN 1(RNJ RN“)91+( RZN)PNZl( Rli-i R'+J) | }

i1 1=

{1;1 + 1;12} (R”'il—RN*'i*l)PE(RN-j ~RY )Gz +(1-R™)
2712 = j

& i I +1+
XPZ(Ri J_Ri++1)0jz}}

i1
Bilinmeyen u, ve u, elemanlari i¢in;

{qnuo + quUN = Q1

(2.2.10)
Uy + Uy =Q,

denklem sistemi ifade edilebilir. Burada,

Oy :(l _RZN)_I:_%[[0+%#2:|(RIOl—RZNI0+1)—[1—ﬂ§:|(RIO —RZNIO)—{%,UO‘F%,U;}

X(RIO+1—R2N_IO_1),
0, = _|:_%/‘o ;#§j|(RN—IO+1_RN+IO—1)_|:1_IUOZ:|(RN—IO _R"*o ) [;#o N ;ﬂg}

><(RN40 RN+IO+1)

1 L1 2N-fl 2 ! 2N, 1 1,

Ox = zk {_‘:__M"‘Zﬂ.}(R -R )—[1—ﬂi](R -R )—|:E,ui+§)ui}

X(Rliﬂ_RZN—Ii—l)}’
0, = Zq:ki {(I _R2 )_[_%ﬂi +%luiz:l(RN—li+l B RNHi_l)—[l—,uiz](RN_li _RM )

i=1
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{;M_i_;ulz}(RNli1_RN+|i+1)}

(2.2.10) denklem sisteminin ¢Oziimiiniin var olmast igin, A; =0;,0,, — 0,0,

operatdriiniin tersinin varlign ve siirli oldugu Onerme 2.1.4°de kanitlanmistir. Bu

sebeple (2.2.10) denklem sisteminin ¢6ziimii vardir ve tektir. Bununla birlikte,
bilinmeyen u, ve uy elemanlan i¢in, U, =A;'(0,Q —0,Q, ). Uy = A (4,Q, —0,Q,)

esitlikleri bulunur. Sonug olarak u, ve uy:

= A {ik {(| —R )—{—%M +%yf}(RN_'i+l - R“*'i‘l)—[l—yf](RN"i —RM )
e e e

><{—(R”'0+l = RN*'O*l) Pf(RN-j —R")gz+(1-R™) PE(R'O_H —Ro™! )ejr}
j=1

i=1
12 J{~(RV —R0 )P (RYT R 2\ p glo _ gl
#)5-(R )PZ(R ~R"1)g,r+(1-R" )P (R R )
1= j=1
=)

xejr}{%uo +%u§H—(RN" ot _R""o +l)PN (R*-R")o,r

=1

+(| _RN ) P’\'lzf(RloJrl—j _ Rlo+l+j )sz_}}_|:_|:_%luo +%lu§:|(RNlo+l _ RNJrIO—l)

=

—[l—,uﬂ(RN_lo B RNHO)—[%/JO +%,u§:|(RN_IO_1— RN+I0+1):|[(I _R2N )77+

Zq: {{ T ,u}{ R - N*'il)PNzl(RNi—RN*i)ajH(l—RZN)P
i=1 j=1

= h-1-i) Rl NI, N+, = N—j N+ j

x (R )ejr #[1-a2 ][ ~(R™ =R™)PY(RY T —R)

=1 j=1

o\ e -1 Yy 1 1, N-l -1 N+l +1
<O+ (1R )P (R -RY Jorr 4| a2 (R™-RM)P

j=1

~ N-j N+j AN oS i+~ I +1+ j
xY (R =RY)gz+(1-R*™)P (R —R' )ejr

j=1 j=1

(2.2.11)

ve
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[ ) (e N G B )
( o+l 2N-ly-1 2N d 1 1 2 N-j+1 N+ -1
(RO RO (1R )+ D | S5 (R -R™)P

i=1

=1 j

N-1 - N N\ -1 L1+ 2
<Y (RN =R )Gz +(1-R*™)P (R -R ) R
=}

Z
iR

{—(RN‘“—RN*'-)P (R =RY7) g,z +(1 RZN)PN;( Rl '“)ejr}

= ]

XE(RHH—] _RiY )ng:H_[aZ:ki {_{_%M +%yﬁ}(R'il ~ R2N4i+l)
A e e

N-1

{—%uo +%y§H—(R”'0“ R"o” )PFl(RN‘j ~R") 7+ (1-RM)P

N-1 - . N-1
XZ(RIO—l—J _ Rl )HjT}Jr[l—,uﬂ{—(RNlo _R"*o ) PZ(RN—j b RN+j)

=1 =1

ON ) e =i plo*i 1 1, Nolg-1 o N+lg+l
<O, (1=R™ )P (RE RS oy ] 2o+ 4 {—(R ~R"")
=1

i
= N—j N+ j 2N = ‘l +l—j‘ | +l+j
xPY (R -R")o,r+(1-R )PZ(RO ~R® )49jr (2.2.12)
=1 j=1
seklinde yazilabilir. Bundan dolayr yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark problemi
(2.2.9), (2.2.11) ve (2.2.12) formiilleriyle tanimlanan tek bir {uk}:':o ¢Oziimiine sahiptir.

Direkt (2.2.8) probleminin ¢6ziimii i¢in,
N-1 N-1
‘{uk}kzo con <M [ {0

esitsizligi gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004). Tlk énce Q, ve Q, ifadeleri igin

R, +IRu | @213

C(H)

kestirimler belirlenir. Bunun igin, iiggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve Onerme

2.1.1°deki (2.1.4) kestirimleri de kullanilarak,

Qe <[V =R (el 6T, )+

,Uo N ;Uo N-lg#t_ N+t

H—-H
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i i N-1
Pl max JR =R A R Pl
lo-1-J]  plot+i N-1 ‘ B 2‘
XKF?SEII\I)EI R R HosH {ek}k:l C(H)}+1 Ho
N-I N+ i ; N-1
IR R P R R RS
2 \| —j‘ I+ N-1
=R Pl max RO =RE) {6 C(H)}
4 l +1 2 RNflofl_RNJrloJrl ||P|| HRN_j _RN+J‘
2/”0 2:“0 HosH HoH Jsr?géll\l)gl H-H
N-1 _ D2N ‘I0+l—j‘_ lo+1+]
WOy 11 =R IPh i max RO -RO
N-1
O C(H)}
M@ (Il +I¢l,, eS| ve
d 1 1 -l I —
||Q2||C(H) SHI _RZNHH—m ||77||H +;ki {_E’ui +§’ui2 |:HRN I+1_RN+I l H—H
><”F)”HAH ]SrPSaN)ElHRNij - RN+] H—-H {Hk}:(\:ll C(H) +HI B RZNHH—)H
1 -1+ N-1
APl e [ R  fai e
N-I N+l i f N-1
RO R Pl R R e
Ii—j i+ ] N-1
+HI _RZNHH»H |||3|||HH KreraN)El R\u l\_R.ﬂ . {Gk}k:l C(H)}
I l +1 2 RN_li_l—RN+Ii+l ”P” HRN_J' _RN+J'
2'ui 2’ui H-H H—H 1snj]g6|1u)51 H—H
N-1 1y _ p2N ‘I-+l—j‘_ I +1+
WOy 1= R Pl e R =R
N-1
o [ C(HJ}

N-1

<M (5>(||n||H +|iohs

j elde edilir.
C(H)

(2.2.11) ve (2.2.12) formiillerine iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini
uygulayarak, bununla birlikte (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini de kullanarak,
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_ 3 1 1 - o
b IRl 5, (3R R L]
2([l N N+l 1 1 olloN-t1 N+
+‘1_'ui ‘ RET-R H-sH 2,u| +§,u R R H»H}”QlHC(H)
|1 1 o Ny B N
N ‘_Eﬂo 5 P RNt _ gt . +‘1_,U02‘ RV _ RN .
1 1 - o+
+§;Uo 2/”5 R R H%H:|||Q2||C(H)}
<M Il +lel, +ll, (61, |
_ l l ln— —ln+
Rl <IRl, . 851, {{HI ROt s g R RTEL
+‘1_ 2‘ RI0 _RZNflo 1 +£ 2 RIOJrl_RZNflofl ||Q ||
Ho HoH 2/“0 Zﬂ HoH 2lic(H)
-1 2Nk 2|k p2Nh
+Zk {‘ — i+ = ,u, R A +‘1 i R -
1 o " O
2ﬂ| +E/'l2 R|| 1_R2N -1 H%H}”QIHC(H)}

-1

<M(5)[||¢|| +lcl, Il +(a 3 C(HJ elde edilir. Buradan (2.2.13)

esitsizligini kullanarak,

kestirimine ulagilir. Daha sonra (2.2.5) , (2.2.11) formiillerini ve A™p = ¢—U, esitligini

N-1

1., =M@ Il +lel, +ll, 61T, (2214)

C(H)

kullanarak, 6z-eslenik operatorler i¢in operator islemlerini, iggen ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini  uygulayarak, (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini kullanarak,

[, <M( )[||¢|| I, +ll, +H{ AN C(HJ (2.2.7) kararhlik  kestirimi

bulunur. Son olarak, (2.2.3) formiiliinde (2.2.7) kararlilik kestirimi ve (2.2.14) esitsizligi

M () Il +licl, +lal, + .1

kararlilik kestirimi elde edilir. Sonug olarak, Teorem 2.2.1 ispatlanmis olur.

kullanilarak, H

} seklindeki (2.2.6)

C(H) C(H
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Teorem 222. k (i=1,.q) katsayilarmm (2.2.1) kosulunu sagladigim ve
¢.¢,n e D(A)ND(C), {6, }k _, €C(H) oldugunu varsayalim. Bu takdirde (2.2.2) fark

probleminin ({v, }:‘;11, p) ¢oziimii asagidaki hemen-hemen koersif kararlilik esitsizligini

saglar:
Vo~ 2% +v )]
{( a2 kl)} eliowhis ], +lel
k=1 C(H)
<M@{[Cdl,, +ICs., +ICul, +IAgl,, +AS, + Al
+min{|n( j1+\|n||D|| @ AN C(H)}. (2.2.15)

Burada, M (&) sabiti, verilen 7,¢,¢,n elemanlarina ve {Hk}:‘:_ll’ya bagimli degildir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢Oziimi i¢in,
(uk+l_2uk+uk—l) y
H Tz rewil.,
k=L lleny
<Mool slowl, sminl i 2asiolpl, [ Jlasc], | @2

esitsizliginin  dogrulugu Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) c¢aligmasinda
gosterilmistir. (2.1.4), (2.1.5), (2.1.7) kestirimlerini ve (2.2.11), (2.2.12) formiillerini

kullanarak yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark probleminin ¢ozimi igin,

[usll, +lCusl,

N-1 “ e .
{0}, C(H)} kestirimi

elde edilmelidir. Bunun icin C=D’R, P=(l+7D)@2l+7D)"'D™ esitliklerini ve

<M(5){||C¢|| Alce], +lenl. +mln{ln( j1+\|n||o|| ﬂ

(2.2.11) ve (2.2.12) formiillerini kullanarak,

cu, :Agl{gki {(I _RZN)_|:_%IUI ;ﬂ_z}(RN|i+l_RN+Iil)_|:1_lui2:|
x(R" —RN”i)—EM +%ﬂi2}(RN_I‘_1 R +1)}CQ1 { [ ;ﬂo+%ﬂ§}

X(RN—IO+1_RN+IO—1)_|:1_Iu§:|(RN—IO_RN+I ) {;ﬂo‘F;ﬂg}
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X(RN—IO—l N+I0+l)} CQZ}
Cu, = A;l {(I _RN )_‘:_%ﬂo + ;ﬂg:|<RIO—1 _ RZN_|°+1)—[1—/1§](RIO _ RZN—IO)
{; 1+ ;/ug:|(Rlo+1 RZN—IO—l):|CQ2 [iku {—{——ﬂ. 1 1 ﬂlz:|(Rli—1 B R2N—Ii+1)

i=1 2

—[1—ﬂi2](Rli _ RN )_[%/’li +%Iuiz}(Rli+1 R2N- l)CQl}j} seklindeki

esitliklere ulagilir. Burada;

2 2N 1, N-ly+1 N+lp—1 =]
CQ =D’RQ, = (1 -R™)[Cp-C<]+ {——yﬁz%}{ (R"0"—R""™)(21+7D)

erZ(RN‘ R"1)6, +(1-R*")(21 +zD) TD[ZR o, + Zle_(IO_l)gj
j=1 j:|0

_ER(lol)+jej }}4_[1_”02]{_(RN—I0 _RN+|0)(2| +z’D TDZ(RN J RN+J)0

J
=1

+(1-R™)(21+7D) TD[ZRIO ', +ZR‘ 09, - ZR'OHHJ} {;ﬂo+£ﬂ§}

i=ly 2

{—(RN_'O_l—RN+'°+1)(2I+z'D TDZ(RNJ RY1)g; +(1-R™)(21 +¢D)"

j=1
o1 . N-1 N-1 _
er{zR('O*l)’ej + SRy SRl j} ve
=1 i=lg =1

CQ, =D’RQ, =(| —RZN)cqu:ki {—%M +E,ui2}[—(RN_'i+l—RN+Ii_l)(2I +7D)"

2

erg(RN—j _RN+J)9J_ +(| — RN )(ZI +TD)12'D[|§R(I‘_1>_]6’J- +§Rj—(|i_1)0j

=

_;R(lil)+10jJ:|+[l_ﬂi2]|:_<RN—li _ RN+Ii )(2| +TD)_1 TDE(RN_j B RNH')

j= I

x, +(1—=R*")(21 +7D)’ TD(ZRI' ‘o, +ZR' g, - ZR"”GH
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[l,u + 1;12} (RN_"_l—RN+"+l)(2I +rD)‘1rDNf(RN*J’ ~RY1)0, +(1-R™)
2727 = j

1 (i (+2)-i o i), N () -
x(21+7D) " zD| D R" 70, + DR VO, > R6, ||+ seklindedir. Uggen

j=1 i=h =1
ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve 6z-eslenik operatorler igin operator islemlerini
uygulayarak, ilk 6nce ||CQ1|| icin;

C(H)

1 1,
_E/lo +§,Uo

HoH )Hej HH

”CQlHC(H) < HI -R*" H

|

H—>H(

ical, +lcel, )+ + oy {

I:QN—IO%I. _ RNHO

ZT(HDR” .. +|OR*"

H—->H

lo—1

1 -Rr?| Zr DR +§z‘ pRr/ (o
H-H HoH H—H
Silort] ol }H{
=1 Hon )t ° H-H

= N-j N+j 2N
(IR, + PR el 1 - R

$:|ore S [DR S, |DR* 0
P2 L MR, Ly WY, L i (1
gmegafller e, Srlow L

N+j-1 2N |071 (1g+2)-i
o, ol ol S

= i(lg+) = i+(1g+1) . .
+Zz‘ DR '° —Zf DR HQJ H bulunur. Ayni islemleri
j:|0 H—-H j=1 H—-H H
tekrar kullanarak ||CQ,|. 1y 1610

) 1
1CQuc e, sHl - RZNHH%H I, +H(2| +7D) 1” {Zk {‘ o 2,u|

1

N—Ii+l N+I -1

R -R

Zf(HDR“ . #IORL e,

H—H
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+Se|orH

H—->H j:|i

I -1 o
+HI _RZNHH—>H HQJ_HH [;THDR('- 1)-i

+] J:I_'_‘l_luiz":
H—-H

'S N-j 2N
< r(Jor | B [ 2 e 5

i=1
H—>HJ

H—H

N+l

DR(IO_l)

N-1
+> 7
j=1

H—H

+HDRN+j

H—->H

DRj+Ii

-1
i . N-1 ) N-1
li=] i
x E:THDR' + Z'HDR 1
[j:1 H—H jZI H—->H ;
1

AR ] u.+;u. {RN“—RN” " - (ZTHDRN I

\y N+j 2N s (4+1)-1i
Stpore,, ol o-rL, [ 5ror

=1 j=1 HoH

DR (I +1)

Sy S ot
+>7 !
j:|i H—H j=1

JHQJHH ]}} esitsizligine ulagilir.
H—>H

Daha sonra (2.1.4) ve (2.1.5) kestirimleri kullanilarak ||CQ1||C(H) ve ||CQ2||C(H) icin,

ve
C(H)

} kestirimleri elde

. 1 N-1
(€QU =M@ (ol ezl +minfin( 2 asfiniol, ., i)

||CQ2||C(H)_M(5){||C77|| +m|n{ln( ]1+\|n|D|| ‘} o1

edilir. Boylece liggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini

C(H)

de uygulayarak ||Cu,|,, ve ||Cu,]|,, igin;

ol =l { -, Sk g
i=1

N—Ii +1 N+Ii -1

R -R

H—>H

ol = N-1 N+l 1 1 SlpN-it N+
+‘1_'ui - H—>H+E'ui+§'ui R R H—>H} ||C:Ql”C(H)
11 1 2 N-lg+l o N+lp-1 21l N1 N+,
+_‘ S Hot 145 |R R FHH+\1 m|IR"°-R -
1 1 12 Nolgl N+l sl
i ot Ky RVt _RgNh H%H}”CQZHC(H) (2.2.17)

ve
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- 1 1 .
SIS R [T e CERE
Iy 2N, 1 1 Sllplht 2Nt
x|R® =R H-H _Eﬂ0+§ﬂ RE--R H->H ”CQZHC(H)
b1 2Nl _2lleh _ p2N
+ ZK {‘ yn + ,uI R . +‘1 L R .
1 _,
" _Eﬂ' ‘R' RV L H“CQl”cm) (2.2.18)

kestirimleri elde edilir. (2.1.1) sartim1 uygulayarak, (2.2.17), (2.2.18) esitsizliklerini ve

ayrica [|CQ||. ) CQ, ). ) i¢in elde edilen kestirimler kullanilarak,

[Cusll, +[Cunll, <M@){ICe],, +ICSl, +[Cnll,

+mln{ln( jl+‘|n||D||HﬁHﬂ ‘{ek}l'j:—ll C(H)} esitsizligi  bulunur.
Buradan;
ficu ], sm@ica, +Icél, e,
+m|n{ln( j 1+‘In||D||HHHﬂ ‘{ek}sz—ll C(H)} (2.2.19)

kestirimi elde edilir. Bdylece, yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark problemine iiggen
esitsizligi uygulanarak (2.2.16) kestirimine ulagilir.

Bilinmeyen p elemam igin |p|, kestirimini belirleyelim. Bunun igin (2.2.5)

bagmtisinda (2.2.11) esitligini kullanarak ve sonra iiggen ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini uygulayarak, ayrica (2.1.4) ve (2.1.5) kestirimlerini de kullanarak,

A

kestirimi elde edilir. (2.2.3) formiiliinde (2.2.19) esitsizligini ve (2.2.20) kestirimini

I, <M ol I, +{oa, +minf () aefolol, i), | @220

C(H)

kullanarak
l{cuts o, SMO{[CA], ~lcell, +ICnl, Al +IAZ], + (A,
1 N-1
+m|n{ln( j1+\|n||D|| ﬂ AN C(H)} (2.2.21)

esitsizligini elde ederiz. Ayrica (2.2.2) fark problemine tliggen esitsizligini uygulayarak,
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<M@){lcel, +Ic<l, +Icul, Al +14<], + Al

+m|n{ln( j 1+‘|n||D||lHH ﬂ ‘{ek}:l:—ll C(H)} (2.2.22)

elde edilir. Sonugta iiggen esitsizliginden, (2.2.22), (2.2.21) ve (2.2.20) kestirimlerinden

{( k+1 2V +Vk l)}Nl
2-2 k=1

C(H)

(2.2.15) elde edilir. Boylelikle Teorem 2.2.2.°nin ispat1 tamamlanir.

Teorem 2.23. k (i=1,..q) katsayilarmn (2.2.1) kosulu sagladigim ve

¢.¢,neD(A)ND(C),{6 } eCH*(H)(O0<a<1) oldugunu varsayalim. O halde,

(2.2.2) fark probleminin ({Vk} , P) ¢oziimii i¢in asagidaki koersif kararlilik kestirimi

gecerlidir:
-, N-1
{T Z(Vk+l_2Vk +Vk—l)}k:l et (h) H{Cvk}k = floar ” p”
1 N-1
<) o, oA, e, e,
, <lacl, e, | 2229

Burada M (&) sabiti, verilen «,¢,{,n elemanlarindan ve {Qk}::’dan bagimsizdir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢dziimii i¢in, Ashyralyev ve Sobolevskii’nin
(2004) calismasinda,
_;L%
(1-a)a
kestirimi ispatlanmistir. Yardimer lokal olmayan (2.2.4) fark problemin ¢oziimii i¢in

(2.2.11) ve (2.2.12) formiilleri;

Cuo — Agl{zq:ki {(I _RZN) [ ;ﬂu +%ﬂ2}(RNIiﬂ—RNHil)—F[l—,uiZ](RNIi _RN+Ii)
_|:%’ui+%lui2:|(RNl 1 _ RN +1)}CQ1 { { %ﬂo+%ﬂ§:|(RN|o+l_RN+|ol)
-[1-(R"™ —RN”O)—E% +%u§}(RN" T ”)}CQZ}

¥

smw{

{sz(ukﬂ 20, +U, 1)}Nil cae gy +||CU0|| +[Cuy, }
oT

Cor” (H)
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CUN = A;l {{(I _RN )_‘:_%,uo +%,u§:|<RIO_1 _ RZN_I0+1)—[1—/1§](RIO _ RZN—IO)

—Euo +%N§}(RIO+1 - RZN_'“)}CQZ {Zki {{—%ﬂi +%ﬂf}
X(Rli_l— RZN_IiH)-F[l—,UiZJ(RIi _R2 )_|:%,Ui +%ﬂi2}

I +1

x(R' —RZN"l)})CQl} seklinde  yazilabilir.  ilk  once C=D?R,

P=(1+7D)@2l +7D) "D bagmtilarim kullanarak, daha sonra 6z-eslenik operatdrler

icin operatdr islemlerini, liggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak

||CQ1||C(H) Ile ||CQ2||C(H) igil’l,

[CQ g, <[t =R*[.._.. (14l +lc<l, )+ @ +=0)7 D], Hﬂo "
R P O 1%
+‘1_ﬂ§‘{ R R H-H Qg%luRN_j -R™ H—H {9"}‘:1 C(H)
R =1 L W T
11 lflonta onepa N-i RN -1
+§,uo+§,uo{R ° -R°T H%Hg‘j}\ﬁHR "R e C(H)
R I e W A N
0L 21,y Ko+, o[ Sk -
R e =
+‘1—ﬂf‘[ R™T—R™" .y 1Q£%l“RN_j —R™ HoH {ek}kN;ll C(H)
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- I+ ] N-1 1 1,
=R max R R g\ I
HoH 1<jan-1 HosH { k}k‘l C(H) Zﬂ' Zﬂl
Nk -1 N+l +1 N N+ N-1
x| RV R HR RN+ 0,
[ HoH 1_”,13\1)(-1 H-H { k}k=1 C(H)
l. +1— 1 N-1 oy
+HI—R2NH max Ri_ Rl (O} elde edilir.
HoH 1<jan-1 Ho>H e

(2.1.1) sartim ve (2.1.4) esitsizliklerini kullanarak ||CQ1||C(H) ile ||CQ2||C(H) i¢in,
1
(1-a)a

ve
S ()
N-1
{ak }k=1
oT

) esitsizliklerine wulagilir. Daha
CH¥(H)

Q) <M <5>[||c¢||H vle], +— o

1
S

sonra {iggen esitsizligini, (2.1.4) ve (2.1.7) kestirimlerini de kullanarak ||Cu,||, ve

jcu,,, igin,

T IS ) 2 [ W

REgp e

N—Ii+l N+Ii—l

-R

Lt
M5

H—H

o 1

RN—I0 . RN+I0

1.1,
S

RN—Ii _ RN+Ii N—Ii—l N+Ii+1

R -R

+‘1_ﬂi2‘

H—->H

2 N—ln+1 N-+ly-1
Hl|R™°—RO

+_‘—%,uo ; +‘l—,u02‘

H—->H

R

{0}

H—H

N —Io—l N +I0+1

R -R

g7

N EDAE.
ARl

ve

1
<o) el +lccl, e+

I TS LR W

Cor” (H)

IO 2 N- IO +1

H—H

HaH:|

"“1_/42‘

A, Lt
o 2:“0 21“

+‘1—ﬂ§‘ RIO _R2N7IO RIO+1_R2N7|071

1
QU+ {2

I 2N7Ii+l

RI™-R

H-H

1ol

S :

XHRH _RZN—|i RIi+1_R2N_|i_1

H—)H
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<M(3) {||C¢|IH +lcsl, +lcal, +

1 ‘
(I-a)a
ettigimiz son kestirimlerden,

} elde edilir. Elde
CGr% (H)

1
<M (5){||C¢IIH +leel, Hlcal, +——

N-1
{r’z (U —2u, + kal)}kﬂ

L
oT
0 N-1
0((1—0() { k}kzl Céz_lia(H):I

bulunur. Yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark problemine tiggen esitsizligi uygulanarak,

Jicudis o)

kestirimi elde edilir.

Cot* (H)

1
(1—05)0:‘

a,a
Cor (H

Ml +Iezl, +ler, - | €229
0T

(2.2.5) bagintisinda (2.2.11) esitligini kullanarak, daha sonra tiggen ve Cauchy-
Schwarz esitsizlikleri ile birlikte (2.1.4) ve (2.1.7) kestirimlerini de uygulayarak,

N-1

a(ll_ Ol) ‘ {ek }k:1

ol <@, <l V4 2225

esitsizligi elde edilir. (2.2.3) formiiliinden ve (2.2.24) ile (2.2.25) esitsizliklerinden,

N-1 1 N-1
H{Cvk}kzl CE (H) : M((S)[mu{ek}k:l CS‘T'“(H)+"C¢"”
+cgl, +Ical, +IAdl, +1act,, +1 A, ] (2.2.26)
kestirimi  bulunur. (2.2.2) fark problemine iicgen esitsizligini uygulayarak,
{1’2 (Vips — 2V, +V )}Nfl <M (J) 1 ‘{6’ [ +|Cq||
k+1 kT Yk-1)f o1 C%e () a(l—a) kJk=1 C& (H) H

+ccll, +eal, +1adl, +HIAc, +lAadl, ] 2227
kestirimini elde ederiz. Bdylece son olarak (2.2.27), (2.2.26) ve (2.2.25)

kestirimlerinden,

N
{r’z (Vi — 2V, + Vk*l)}kq

-1 N-1

+H{Cvk}kzl

Cg‘.lla(H) Cgt_r,a(H) +|| p”H

<M (5)| —2 |

a(l-a)

O)ia

ooy 180, #lCE1, #lC,

+||A4r,15||H +||Aé’ ||H +||A77||H ] (2.2.23) kestirimine ulasilir. Bu da ispati tamamlamis olur.

51



2.3. Dordiincii Mertebeden Dogruluklu Fark Semas1 ve Kararhhk
Esitsizlikleri

Bu boéliimde yerel olmayan sinir kosullu (2.1.2) ters eliptik probleminin yaklagik
¢Ozimiini bulmak i¢in dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasi olusturulmustur.

oL |
) M)

+_

win
N R

) EME))
Al Tl ] (o) tey s

[- en biiyiik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak iizere,

]
|O={ﬂ, |i={i] L=, %—Ii=yi,i:1,...,q

T T
1 1, 2 1, 1,
ﬂo,l_Eﬂo_Eﬂo' ﬂo,z__gﬂo+§ﬂo+gﬂo’
_ 2 _2 1, 1, _ 1 1 ,
Hos =1— 14, ﬂo,4_§ﬂo+§ﬂo_gﬂo’ /Jo,s__E/Jo"'Eluo’
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1,1 _.2, . 1.1
Hiy 12/4 12/Ui1 Hio 3ﬂi 2/ui G,Ui’

2 1 1
His :1_,Ui2’ His = gﬂi +§,Ui2 _Eﬂi31 His =~

v(y) ve Vv(4) igin, dordiincii mertebeden yaklasim formiillerini  tekrar,

1 5
— 1. +— 17 notasyonlarint kullanarak
1 Hi 1 Hi y

V() = 11V ((ly = 2) ) + 15,V (I =1) 7) + 1205V (1o7) + 20,0V (1 +1) 7 ) + 15,6V (1 + 2) 7)
+O(z‘4),

v(A) = ﬂi,lV((lo —2)7)+,Ui,zV((|o —1)T)+/,li’3V(|iZ')+,ui’4V((|0 +1)T)+,ui‘5V((|0 + 2)2’)
+O(r4)

seklinde yazabiliriz. Dordiincii mertebeden yaklagim formiillerini uygulayarak ve k,

katsayilarinin olusturdugu (2.2.1) bagintisim1 kullanarak, yerel olmayan sinir kosullu

(2.1.2) ters elptik probleminin dérdiincii mertebeden dogruluklu fark semasi,
2
777 (Vs — 2V +V, ) + AV, + I_Z A%, =6, +p,

g = f(tmﬁ[ ) =200+ ) | o (tk)],
12 T

t =kr,1<k<N-1,N7=T,v, = ¢,

IuO,lvlo—Z iy /Jo,zvlo—1 + /uo,svlo + :uo,4V|0+1 pr /uo,5V|O+2 =g,

(2.3.1)

q
Vy = Zki {:ui,lvli—Z THM Tt it ﬂi,5V|i+2} +7

i=1
seklinde kurulur.

Dordiincii mertebeden (2.3.1) dogruluklu fark semasint g6z 6niine alalim. Bu fark
probleminin v, ¢6ziimii i¢in (2.2.3) formiiliini ve (2.2.1) sartin1 kullanarak, yardimci

lokal olmayan

2
77 (Uy,; —2U, + U, )+ AU, +I—2 Alu, =6,

6 = f(t )+T_2[f(tk+l)_2f(tk)+ f(tkfl)
k k 12 2

t, =k, 1<k<N-1,Nz =T,

Uy — :uo,lulo—z + ,Uo,zulofl - ﬂo,3u|0 - ﬂo,4u|0+1 - /uo,su|0+2 =¢-¢,

L A (tk)j,
2.3.2)

q
Uy — Zki {/ui,luli—Z Tl T MU AUt ﬂi,5u|i+2} =n

i=1

fark problemine indirgeyelim. u, lokal olmayan (2.3.2) fark probleminin ¢dziimiidiir.
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Teorem 23.1. k (i=1,..q) katsayilarmin (2.1.1) kosulunu sagladigmi ve
¢.¢.neD(A), {6 }k _, €C(H) oldugunu varsayalim. O halde, (2.3.1) fark probleminin

(Vi }L\:, p) ¢oziimii igin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir:

], =M @) Ik +l, +ll, e

[, <M (8)] Il +1el, +la,, + o)

C(H)

C(HJ, (2.3.3)

C(HJ. (2.3.4)

Burada M (&) sabitleri, verilen «,¢,¢,7 elemanlarindan ve {Qk}sj ’dan bagimsizdir.

Ispat: (2.3.2) fark probleminin simir sartlarina (2.2.9) formiiliinii uygulayarak,

s (R|0+1 . RZNfIOfl)_ﬂOVS (RIO+2 ~ R2N4072)}u0 _{/uovl(RN—loJrz B RNHsz)
it (RO RO ) g (RO - R ) g (RO R
g (R0 RN*'O*Z)}uN =,

o )

X(RN_Ii_l _ RN+Ii+l)_ﬂi,5 (RN—Ii—Z _ RN+|i+2)}uN =s,

elde edilir. Burada;

5, =(1 =R )= ) s (R P (R R o

3 o2 lg—2+] N—l+1 N-+ly-1
+(I—R2N)PZ(R° | _Rb- +J)t9jr}+,u0'2{—(R TR +0‘)

i1

xPNZl(RN*J’ —RY) gz +(1-R™ )PNzl(Rlolj — R0 )ejr}

=1 =

N-1
e (R PR R 041

j=1
S (plo-il Rl Nl gt ) pS7 (i L give)
x (R -R )91-1' T Hoa _(R )P (R R )
=1 =
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N-1 _ _
XQJ-T+( RZN)P (Rlo+1J _RIOHH)QJ'T}"'/JOE, {_(RN—IO—Z _RN+IO+2)P
=1

j
N N N\ e lo+2-1|  plg+2+i
xY (R =RY)gz+(1-R*™)P (RO R )0;
j=1 j=1
1

Sz =(| _RZN)U"'Zq:ki {lui,1|:_(RNli+2 N+I Z)PN (Rmfj —RN+j)9jT+(| _RZN)P

i=1 j=1

- li-2- ] -2+] NI +1 N+ -1 S N-j N+ j
XZ(R -R )ejr [ ~(RTT =R PY(RYI R )0

j=1 j=1

+(1-R™) PNZl(R'i“ _Ri™ )ejr}wm [—(RN‘Ii —RM ) P

=1

- N—j N+j N o ] I+
(R -R )ejr+( ~R™)P (R —R' )ejr + 4,
=1

j=1 i

><|:_(RNIil_ RN+Ii+l) PNZ_l(RN_j i RN+j)0jT+(| . RZN)PNZ_l(RIi+l—j RI+1+J)
j=1 j=1

XQJ-T]+/JL5 |:—<RN—'i‘2 _ RN+|i+2)PNZl(RNj _ RN+j)9jT+(| _RZN)P

j=1

N-1 .

XZ(RIMJ R'l””)@ﬂ'} olarak yazilir. Boylece bilinmeyen u, ve u,
j=1

elemanlar1 i¢in,

{Slluo + S12uN = Sl

(2.3.5)
Sz1uo + S22uN = SZ

bicimindeki denklem sistemi ifade edilir. Burada,

= (l _ RZN )_,Uo,l (RIO—Z _ RzN_IO+2)_ﬂo,z (Rlo—l _ R2N—IO+1)_IUOV3 (RIO _ R2N—IO )
_ﬂo,4(Rlo+l _ Rszlofl)_luO’5 (Rlo+2 R2N Io- )

s, = _{ﬂo,l(RN7IO+2 _ RN+I072)+ﬂo,z (RN7|0+1 _ RN+|071)+/UO’3(RN7|O _R"* )
"‘,Uo,4(RN7|071 _ RN+I0+1)+/10,5(RN7I072 _ RN+I0+2 )} ’

s,, = iki {_,Ui,l(Rli_z B RZN—Ii+2)_lUi'2 (Rli—l B RZN_Iﬁl)—,uiB(RIi _ R )
i=1
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q

Z {( RZN) I‘l(RNf|i+2_RN+|i72)_’ui’2(Rv\Hiu_RNHifl)_'ui’?‘

i=1

x(RNfli _ RN+Ii )—,U- . (RN—Ii—l _ RN+Ii+1)_ﬂi,5 (RN—Ii—Z _ RN+Ii+2 )}

i,
seklindedir. Bu (2.3.5) denklem sisteminin ¢oziimiiniin var olmasi igin,
A, =8,,S,, —S,,S,, operatoriiniin tersinin varligi ve smurli oldugu onerme 2.1.5°de
kanitlanmistir. Bu sebeple (2.3.5) denklem sisteminin ¢éziimii vardir ve tektir. Boylece,
bilinmeyen u, ve uy elemanlari igin, U, =A;'(5,5,—-5,5 ), Uy = A, (5,S,— 5,:5)

esitlikleri yazilabilir. Sonug olarak u, ve u igin,

Uy = _l{Zk {( RZN) .,1(RN_Ii+2_RN+|i_2)_ﬂi,2(RN_|i+l_RN+Ii_l)_ﬂi,3

(=& )+ 1 {—(RN"O+2 - R“*'O‘Z) Pf(RN*J ~R¥1)g,r+(1-R™)P

i1

N =

1 .
y (R|0-2—1 Rlo2+] )49 z—}+ﬂ02{ (RN—IO+1 3 RN+I0—1) p
=1

i

xf(RN*J ~RY) g,z +(1-R) PNi(R'O“ — R0 )ajr}woﬁ

i1 =
N-1
X{_( N+| )P (Rij_RNH')ng_'_(I_RZN)P
j=1
N ‘lo—j‘ lg+] N-lp-1 N+l ¥ N-J N+J
XZ(R -R )QJ-T T Hoa _(R -R )PZ(R R )
= =

N-1 _ _
XQJ-T—F( RZN ) P (R|0+1J _ RI0+1+J )0,-2'}"‘/,10'5 {_(RN—IO—Z _ RN+I0+2)

j=1

= N=j N+ IN = lg+2- | lo+2+]
xPY (R =R")g,r+(1-R™M)PY (RO -RO™ o,
=1 j=1

+{,L1011<RN_|°+2 B RN+IO_2)+ﬂo,2 (RN—IO+1 B RN+I0—1)+'UO’3(RN—IO B RN+IO)

s ( I:2N7|071 _ RN+I0+1) Tl (RN7|072 _ RN+IO+2 )}

=1

x((l —R™ )77+iZ:ki {ﬂi{—(RN'i*z R p%(RN—j R
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ve

ngr_'_( RZN)PN l(RI —2- J‘ R| 2+J)0jrj|+/ui,2 |:_(RN—|i+1_RN+|i_1)P
=
N1 N-1
% (RN—J‘ _RN+j)0jT+( RZN)P ( \l 1| _Rl 1+J)9jz_j|+’ui’3|:_(RN—|i _RN+II)
j=1 j=1

N-1

xP%(RN‘j—RN+j)<9jr+(I—RZN)PZ(RI IR ) r}ﬂi,{—(RN_"_l—RNM)
i=1 L

1=

PL(RR)o e (1-RM)PT R R e,
j=1 =

X|:_(RN—Ii—2 RN +2)PN21(RN i RN”)92'+( RZN)PZ(RIi+2j_RIi+2+j)
j=1 j=1

XQ’T}})} (2.3.6)

u, = A7 {((I _R2N )_ﬂo,l(Rloiz y R2N7|0+2)_lu0'2 (R R |0+1) tos (RIO _R™Mo )

_,U0,4(RIO+1 3 RZN_IO_l)_ﬂo,s (R|0+2 _ RN o2 ))((I _R2M )77 . ikiﬂi,l

i=1
( NI +2 N+, -2 ~ N—j N+ j IN A lli-2- i -2+]
x| —(RMIF-RMTIPY (R RV ) g+ (1-R )PZ(R R )
=1 j=1
N -

xﬁjz']+,ui'2 {_(RN—l 4 pN*h _l)PZ(RNﬂ. _RN+j)0jr+(| _RZN)P
=1

1=

;_\

= R‘Iiflfj‘ Rli_l+j 0 RN L RN+II PNl RN,J’ RNH‘ 0
DR R o s (R R P (R -R" o

N o (il ol N A A Nt
+(1-R )PZ(R R )9; | —(RMT =R PY (R -RM)

=1 =1

AN\ 1| I+t ] N-l -2 N+l +2
<0y +(1=R™ )PY(RY =RV oz gy | (R TR P
=1

i=

N N N\ I+2-j L+2+
xY (RM=R")g,r+(1-R )PZ(R' ~R! )ejr
j=1 1=

+iki {lui,l(Rli_z B RZN—Ii+2)+ ) (Rli—l B RzN—liJrl)_i_/uiB(Rli B R2N—Ii )
i=1

+,Ui,4(Rli+l B RZN—Ii—1)+ 14 (R|i+2 _ RN )} (( _RN )(¢ §)+ﬂ01

57



N-1

X{—(RNIO+2 _ RN+I0—2) p

+,Uo,z {_(RNIOH_ RN+|01)P§(RN—j _ RN+j)0jT+(| _ RZN)P

=

N-j _ pN+j _p2N N \lofH\_ lo—2+i
(R -R")o,r+(1-R™)P (R R0

=1 j=1

N-1 N-1

xZ(RIOlj —R0™ )ejz}wm {—(RN_'O ~RY)PY (RYI-R")0r+(1-R)

=1 j=1

(R™ —RN*i)ejH(l —RZN)P

N-1 _ '
XPZ(RIOJ ~RY” )er}+uo,4 {—(RN"O‘l ~R"0%)p

N-1
j=1 i=

j=1
N-1 N-1

XZ(Rlouj —R|°+1+j)9jr}+/105 {_(RN—IO—Z B RN+|0+2)PZ(RN7,- B RN+j)ejz_+(| _RZN)

=1 i=

N-1 . .
XPZ(R|0+ZJ _Rlo+?i )gjz-}J} (2.3.7)
=1

bagmtilar1 yazilir. Bu sebeple (2.3.2) fark problemi, (2.2.9), (2.3.6) ve (2.3.7)
formiilleriyle tanimlanan tek bir {uk}:lo ¢Ozlimiine sahiptir. (2.2.8) direkt probleminin
¢oziimii i¢in (2.2.13) kestirimi gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004). Oncelikle
S1 ve Sp ifadeleri igin kestirimlerini belirleyelim. Bunun i¢in tiggen, Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini ve 6nerme 2.1.1.deki (2.1.4) kestirimleri kullanilarak,

Iy I =R, (el +16 T )+l P,

RN7|0+2 . RN+IO—2

HoH
e o

XJSrTjE,I\I)El R‘lon—J" _ Rl . ‘{Qk}s:—ll C(H)j_i_‘ﬂo’z‘”P”H_)H

x( RNlot _ N+t -, Knjlal\l)sluRN_J‘ RN+ - {ek}:l:_ll »
1R, max RO RS ) C(H))Huo,s\
APl (R0 -R, L, ma R R e
+H| _RZNH N Kr?g\l)sl R‘lo—i‘ _ Rlo+J L ‘{gk}:‘:*ll C(H)j+‘lu0’4H|P”H_>H
x( RNo _ gN+ort -, KY?SaN{lHRN_j _ RN+ - {gk}::ll "
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+H' _RzNHHﬁH max. Rlo-il _ plotei » (G C(H>)+‘”°'5‘
APl R 7R R R s
+H| _RZNHH_)H max. Rlo*2-il _ plo+2+i » {ek}E: C(H)j

<M @) Iel, +lel, +Joh], ., ) ve

ISl <[V =R, Il + 1Pl éki {V‘u\( RIVE-R™T

< max [R*7 =R e, =R
x max Rl _ gli-2+i o (B C(H)]+‘ﬂi'2‘
S (R W L W (U
+H| _RZNHH_)H max Rli il _ gl h {gk}s:_ll C(H)j+‘ﬂi'3‘
XU R -R™ HoH Kr?g%luRN_j ~R™ H->H {6"}':1 C(H)
=R mac JRYR] o] el
r-r L ma R R ] )+l
=R max Rl _Rirz ) . {6 C(HJ}

<M (5)(||7;||H o A C(H)) elde edilir.
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(2.3.6) ve (2.3.7) esitliklerine tiiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini

uygulayarak, ve ayrica (2.1.4), (2.1.12) kestirimlerini de kullanarak Ru, ve Ru, igin,

N+Ii—2

RN—IiJrZ_R +‘,Ui'2‘

q
Rl IRl o, {33 1R, 1

H—->H

N—Ii +1 N+Ii -1 N+Ii N+Ii +1

<|[RVT R RV R RV R

+‘,Ui,3‘ +‘:ui,4‘

Sy + {6

H—-H H—-H H-H

RN—Ii—Z _ RN+Ii+2 RN—IO+2 _ I:zNJrIO—Z

+‘ﬂi,5‘

H—-H H—-H

RN—I0+1_RN+IO—1 RN—IO _RN+IO

‘*“ﬂo,z‘ +‘ﬂo,3‘ +‘/Jo,4‘

H—H H—H

N-l,-1 N+ln+1 N-l,-2 N+ly+2
x|[RW 0" —R" 0 R 0"—R 0

ve
C(H)

R°?_R

|t ol

O} ia

H—H

<M (5)[||¢||H +lgl, +leal,, +

2N-ly+2

[Rotlh <R 8 {10 =R7 s+l o

2N 7|0+l 2N 40 2N7|071

XHRIOA—R R|0+1_R

+‘ﬂo,3‘HRIO -R

+‘ﬂo,4‘

H—->H H—->H H—->H

a
e Wl * 2l

Ih+2 2N-1,-2 -2 2N-1 +2
+|a| RO —RTTO RIZ—R™

H—H

R _ g2 2N~ 2N-1-1
+‘ﬂi,2‘

-R +|4||R" - R +lu4|[RTT-R

H—-H H—H

e

N-1

<M (2)( Il +1¢l, <l (0

sebeple, (2.2.13) esitsizligini kullanarak,
o 6

(2.2.5) formiiliinden hareketle A™p = ¢—Uu, bagintisin elde edip (2.3.6) esitligi ile

H—->H

l.+2

+‘ﬂi,5‘ R

2N—Ii -2

-R

jesitsizlikleri elde edilir. Bu

C(H)

<M (5>[||¢||H +ll, +l, +

} (2.2.14) kestirimi yazilabilir.
C(H)

C(H)

birlikte kullanarak ve bunlara 6z-eslenik operatdrler igin operatdr islemlerini, tiggen ve

Cauchy-Schwarz esitsizliklerini de uygulayarak, ve ayrica (2.1.4) ile (2.1.12)

e,

(2.3.4) kararhilik kestirimi elde edilir. Son olarak, (2.2.3) formiiliine (2.3.4) kararlilik

kestirimlerini kullanarak |A™*p| <M (5)[||¢5||H +<1,, + il +

} seklindeki
H)

kestirimi ile (2.2.14) esitsizligini uygulayarak,
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} bigimindeki (2.3.3) kararlilik
C(H)

jvdis],, <M )[Ilcﬁll ety + ., + {61

kestirimine ulagilir. Boylelikle Teorem 2.3.1 ispatlanmis olur.

C(H)

Teorem 2.3.2. k (i=1,..q) katsayilarn (2.1.1) kosulunu sagladigmi ve
¢.¢.mn e D(A)ND(C), {6, }k _, €C(H) oldugunu varsayalim. Bu takdirde, (2.3.1) fark

probleminin ({v, }:‘:_11, p) ¢oziimii asagidaki hemen-hemen koersif kararlilik esitsizligini

saglar:

{(Vkﬂ - 2Vk +Vk1)}N_l
2
T

k=1

ot bk, <merlica, +Icel, +leal, + ), +lacl, + 1l

C(H)

min{ln( j 1+‘In||D||H%H‘_‘{9k}E:11 C(H)}, (2.3.8)

Burada M (&) sabiti, verilen 7, ¢,{,7 elemanlarma ve {Hk}:‘:’ya bagiml degildir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢dziimii icin, (2.2.16) esitsizliginin dogrulugu
Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gosterilmistir. (2.1.4), (2.1.5),
(2.1.12) kestirimlerini ve (2.3.6), (2.3.7) esitliklerini kullanarak yardimci lokal olmayan

C(H)}

(2.3.2) fark probleminin ¢6ziimili igin,

(Ch

kestirimi elde edilmelidir. Bunun i¢in (2.3.6) ve (2.3.7) bagintilarin1 kullanilarak,

Cu, = {zk {(I —RZN) Il(RNfliJrZ_RN+Ii72)_’ui2(RN—Ii+l_RN+Ii—1)_)ui'3
x(RNfli _ RN+|i )_,Ui,4 (RN—Ii—l _ RNHﬁl)—ﬂi,s (RN—Ii—Z _ RN+Ii+2 )} CSl
+{,uOYl<RN_IO+2 _ RNHO_Z)"‘,UO,Z (RN—IO+1 _ RN+I0—1>+ I (RN—|0 _ RN+|0 )

s (RN—IO—I B RN+IO+1)+ tos (RN7|072 _RNo+2 )} CSZ} Ve

jeu, I, <M jcA, +lecl, 1o, +min|n( 2 asfuiol,., |

Cu, = A {((I _R2N )_luo,l(RIOQ B R2N7|0+2)_ﬂ0,2 (Rlo—l B R2N7|0+1)_1u0'3

X(RIO _ RZN—IO >_ﬂ0,4 (R o+ RZN Io_l)_ﬂo,s (R|0+2 _ R2N—|0—2 ))CSZ
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+iqu:ki {lui’l(Rlifz 3 RZN—Ii+2)+ t, (Rli—l 3 R2N7|i+1)_|_llvli’3(Rli _R2M )
+’ui'4(Rli+l_RZN_Ii_1)+ﬂi,5(RIi+2 —R™H? )} CSl} esitlikleri elde edilir. Burada

C=D?R, P=(l+zD)(2l +zD) D esitliklerini uygulayarak CS, ve CS,;

CS, = DRS, = (1 —R?™)[C$~CL |+ 14, {—(RN"O+2 - R“”O‘Z)(zl +7D)" 7D

J

Xg(RN_j — RN )Hj +(| — RN )(ZI +TD)12-D(IOZ§R('0‘2)—J‘9J L NZ_le_(IO_z)Q.

= =1 1=l
N-1 (|0—2)+J N—lg+1 N-+ly-1 -1

+Zl:R 0, |1+ Lo {_(R -R )(2| +7D) 7D
i=

N (RN N+j 2N =) iy lp-1-] ~ 5 (o)
xy (RN =RY)g, +(1-R*™)(21 +7D) " 7D >R 0,+> R,

: J
j=

=1 i=lg

L lo-L)+i N-I N+l 1 8 - -
+Y R ‘HJJ}WOB{—(R 0 -R")(21+7D) DY (RYT-R")
i1

j=1

i=ly i=

b1 N- N-1
x0;+(1-R*")(21 +TD)_11DL2RIO_IHJ. +> R"™g, +21R'°*‘ej j}
=

N-1

Ly {—(R“"O‘1 - R“*'O“)(zl +7D) 7D (R"—R")g, +(1-R*™)

=

a (O (1o 1) o2, N (o )+
x(214+7D) D] D ROTO + DR TVO 4D ROTTO | b+ g1y

j=1 i=ly j=
><{—(R”'02 ~R""*)(21 +7D)” rDE(RN‘j —R")g, +(1-R™)
j=1

x(21 +7D)’ TD[OZR('O*Z)’BJ + SRy SR }} ve

j=1 i=l j=1

Cs, =D?RS, = (1 -R™ )(:77+iki {ﬂu[—(R“"i*z ~R""*)(21+7D)" D

i=1

N-1 _ _ » oL (-2)-i N-1 (-2)
xY (RN =R¥1)g, +(1-R*)(21 +zD) " zD| YR g, + > R g,
i= j=1 i=l
+szR('i‘2)”9jHWL2 [—(RN*“”— R")(21+7D)" D

=1

62



XNZ_i(RN_j _ RN+ )9}. +(| —R*" )(ZI +TD)_1 TD(fR(Iil)jHj

=1 =
+§Rj_(li_l)9,~ +NZ_1R(Ii—1)+j9j J]_ﬂis |:_(RN—Ii _ RN+|i )(2| +TD)_1 D

i=ly j=1

N-1 . i L |0_1 _ N1
xZ(RN—J _RNH)HJ. +(| —RZN)(ZI +7D)’ TD[ZRH@J- +ZRJ—|i9j

= =1 i=ly

N-1

+§%VQ§H+MA{%R““%4ﬂ””ﬂm+erfD§XR“j—R“U%
j=1

=

+(1=R™)(21 +7D) " TD[iR(Ii+l)j0j + SRy 4 SRIVIY j]

il =
i {—(RN"Z ~R"""*)(21+7D)" er(RN-j ~RY7)g, +(1-R™)
=1

i=ly =1

a (I (+2)-i . N3 i-(1;+2) _ = (+2)+i o
x(2| +TD) x7D ZR o +ZR 0 +ZR 0. olarak vazilabilir
- j j j Y :
=

Oncelikle ||CSl|| icin kestirimi belirleyelim. Bunun i¢in 6z-eslenik operatdrler i¢in

C(H)

operator islemlerini, tiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak,

[CSley <1 =R, ., (IS4, +ICS, ) +|(21 +2D) ]
(Jreerree] | Se(ore, , +lorl, )
<oy, [ R, (i prlo2-1 _NZ‘} pR' (0
e HoH ol H->H

DR(IO—2)+J' RNo _ gN+o

N-1
T
=1

o Jal el

N N-j N+j
Sh(lor* ., +|or"

H—H

e, +-r*"|
H—H Hin H—H

Ip-L . N-1 ) N-1 .
(I —1)—] J—(I —1) (I —1)+J
{;r DR™ - +§r DR - +JZ:1:T DR™ H%H]
ol ¢l R 2 R[S (Jor™]
| 0.3 HoH 4o H-H
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+HDRN+J’

-1
0 .
|~—
H—H Hin H—H = HoH

o

N-1 .
+yr|DR™
j=|0

N-1 .
+Y r|DRY”
.

H—-H

L[ W22 Y N
H—-H =1 H_H i=l H—-H

N—I0—2 _ RN+I0+2

SO o], |+l (R
j=1 L ° H-H

- N-j N+j
Sh(Jor* 1., «|or"

e
H—H A H—H

DR(IO )

+2)+]
H—->H

xHHJ. HH )} esitsizligi bulunur. Daha sonra benzer islemleri ||CSZ||

DR j_(|0+2)

N-1
+>7

H—->H J:|0

DR(Ii+2)—j

Ip-L
x| >z
=

N-1
+> 7
H j:l

H—

oy 16N de

kullanarak,

N I +2 N+Ii—2

[Cs.| -R*|_ leal, + "R

(21

<[
C(H) H-H H—H

o 2k IR

MM]+W—WW
HoH I K H—H

+i
H—-H

N-1 N N-1 N
{Seor,, ue,-quruDR

Dij(li—Z) DR('FZ)

N-1
+>7

H—H i=l

ol el |

DR('i ’2)71'

s

N-1
+>7
H j=1

H—

SR,

N-l;+1 N+l -1

-R

N-1 _ Ii—1 N
oShtowe, . Jal, -, (ot
+§r pr! i +N24T pRrli JHGJ HH +‘ﬂi,3‘

j:Ii H—-H j=1 HoH

N +II

R'—R

e

[ Srore, S oa

H-H j” H
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-1 - X
+H| _RZNHH_)H {;THDRI' i DRI' i
<ol Joud |

N-1
+> z|DR"
=1

N-1

i)

+3 7[R
H—-H JZI
I

5
H—-H =1

H—>HJ

N—I 1 N+I +1

[ Srlore, o,

DR(Ii +)-]

-1
|
H-H H Hin H—-H 12—1:

H—->H

N-1

oSelor ] oSfort] Yo e
J:|i H—->H j=1 H—-H

1

N—I 2 N+I +2
R

N-1 )
[ Srone, Shoat

H—>H]

ol - S| Sfort
JiH H—H =) . = .

) H]HQ_HH } esitsizligi yazilabilir. Boylelikle (2.1.4) ve

ve
C(H)

} kestirimleri elde
C(H)

DR(Ii +1)+j

N-1
7
i1

(2.1.5) kestirimlerini kullanarak ||CS,||

llic(H)

ve ”CSZHC(H) i¢in,

Gha

. 1
165 <M e, +Icc, +min{in 2| 1+fmfol, |

N-1

1O ia

||C82||C(H)_M(5){||C77|| +m.n{|n( j1+\|n|o|| \}

edilir. Uggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve (2.1.4) ile (2.1.12) kestirimlerini de

uygulayarak |Cu,l|., ve [Cuy,, iin,

q
SRS W Y TR W

N-I +1 N+Ii -1

x|R™ V" =R

N—Ii +2 N+l -2

—-R

+‘ﬂi,2‘

H—->H

N+l

R R

N—Ii -1 N+Ii +1

-R

+‘,Ui,3‘ +‘:ui,4‘ R

H—H H—-H

o flesd IR

RN—IO _ RN+IO

H—->H

N—Ii—2 . RN+Ii+2 N—I0+2

_ RN+IO—2

+‘/Ui,5‘ R

H—H

N —IO +1

. RN+I0—1

+‘ﬂo,2‘ R +‘ﬂo,3‘ +‘ﬂ0,4‘

H—->H H—->H

N—Io—l . RN+I0+1 N—I0—2 . RN+IO+2

x||R

+|oe|[R . }||csz||c(H)} (2.3.9)

H—-H

ve
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el <oy {1 =R el R R [
ae[Re R H%H)||CSZ||C(H)+Z:1:ki i JR2-R]
e [RT=RTVE | [|RY-RT o a[|RT-RT
g |[R R FHH}||csl||C(H)} (2.3.10)

esitsizlikleri elde edilir. (2.1.1) sartin1 uygulayarak, (2.3.9) ile (2.3.10) esitsizliklerini ve

,||CSZ|| icin elde edilen kestirimleri de kullanarak istenilen

C(H)}

Bilinmeyen p elemant igin, (2.2.5) formiilini ve (2.3.6) esitligini kullanarak

ayrica ||CS,|

C(H) C(H)

feu, +lcel, <Mjcal, +jezl, +[cal, +min (2] avfoiol,_, 14

esitsizligi elde edilir. Buradan (2.2.19) kestiriminin elde edildigi goriiliir.

esitlik yazilabilir. Daha sonra tiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak ve
ayrica (2.1.4) ile (2.1.5) kestirimlerini de kullanarak |p||, igin (2.2.20) kestirimi
bulunur. (2.2.19) ve (2.2.20) kestirimlerini (2.2.3) formiiliine uygulayarak (2.2.21)
kestirimine ulagilir. Ayrica (2.3.1) fark problemine iiggen esitsizligi uygulayarak
(2.2.22) esitsizligi elde edilir. Son olarak, iicgen esitsizliginden ve ayrica (2.2.22),
(2.2.21) ile (2.2.20) kestirimlerinden hareketle (2.3.8) elde edilir. Bdylelikle, Teorem

2.3.2 ispatlanmis olur.

Teorem 2.3.3. k (i=1,..q) katsayilarmin (2.1.1) kosulunu sagladigim ve
¢.¢,neD(A)ND(C),{6 }k _, €Ci“(H)0<a<1) oldugunu varsayahm. O halde,

(2.3.1) fark probleminin ({Vk}k:_ll, p) ¢oziimii i¢in asagidaki koersif kararlilik kestirimi

gecerlidir:
-2 -
{T ( i1~ 2V TV, l)}k:l cane vy H{CV }k “tllog.e i ” p”
1 N-1
<Moo oL, Hiod Il sleal,
+ladl,, + 1A, A, - (2311)
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Burada M (&) sabiti, verilen 7, «,¢,{,n elemanlarindan ve {Qk}::’dan

bagimsizdir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢dziimii igin,

N-1
{77 (Uea =20 +U )}

1 }
<) o, el el

kestirimi elde edilmelidir. Bu kestirimin dogrulugu Ashyralyev ve Sobolevskii’nin

Cor” (H)

(2004) galismasinda gosterilmistir. Yardimci lokal olmayan (2.3.2) fark probleminin
¢Oziimii i¢in (2.3.6) ve (2.3.7) formiilleri uygulanarak,

{<>< >+ from)
Jos -
€ = (1R~ (R R (R R )

><(R|0 _ RZN—IO )_,Uo,4(R o+l RZN |0—1)_/u0’5 (R|O+2 _ RZN—IO—Z ))C82

q

+Zki {:ui,l (Rli—z _ RN+ ) i, (Rli—l _ RZN—Ii+l)+ /ui,S(Rli _R2M )

i=1

RN -2 N+I +2)}C81

N-l,-1 N+ln+1 N | N+I +2
0 0 0 0
tHy 4 (R -R )+ Hos (

+,ui‘4(R"+1—RZN_"_1)+,ui’5(R"+2—RZN_"_z)}Csl} yazilabilir. ik once

Ics,|| ICS, | igin  esitsizlikleri belirleyelim. Bunun igin C=D’R,

C(H)Ve C(H)
P=(1+7D)(2l +zD)"'D™" esitliklerini, daha sonra o6z-eslenik operatorler icin

operatdr islemlerini, tii¢cgen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak,

[CS e <[t =R, ... (14l +lcel, ) |2t +D) 7, 1P
H—H
o (S Y Ll W Ve

2N lg—2-1i ln=2+]
-, -
HAH1<J<N1

Y

C(H)j

H—-H
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N—ln+1 N-+ly-1 N-1
0 0 N-j N+j
+lan || [R0"-R ax |R"7 -R (6]
H—H L]<N -1 H—H C(H)
IN In—1-j o1+ ] N-1
+|r=RrR?M| . max Rlo*1 _ Rl A
H-H <N Ho>H C(H)
N-1 N+ N-1
0 0 N-j N+j
+law|| R -R ax |[R"7-R ()]
HoH J_J<N_1 H-H C(H)
2N | —j | +j N-1
H1=R. - max R -RY (g
H=H jcjaN-1 H_>H C(H)
Nolg-1 o N+lg+l N— N+ N-1
b j j
] (HR R ax R -R™I| o
H—H Lj<N -1 - C(H)
2N Iy +1-j ln+1+]j N-1
A1 =R max R R (6"
HoH 10N HoH C(H)
N-1,-2 N+ly+2 N-1
0 0 N-—j N+j
+‘,u0’5‘(HR R ax [RY7-R™] 6}
H—H :ISJ<N—1 - C(H)

Io+2- | o2+ ] N-1
+|r-RrR?M| . max Rlo™1 _ Rz {6}, ve
H-H 1<j<na Ho>H C(H)
2N -1
ICS. ey <[t =R*[,,_,, ICAl,, +| (21 ++D) " D]
q
N-I+2 N+l -2 N-—j N+j N-1
szi ‘/Ji,l‘ HR =R ‘R -R {ek}k:l
r— H-H 1<j<N—1 H-H C(H)
N l-2-j l—2+] N-1
p-re, L ma R R e, )
H-H <N Ho>H C(H)
N-h+l N+ N-1
Y (s R R
H—H 1<j<N—1 H-H =1 C(H)
L1 L1+ N-1
+HI—R2NH max R Rt {0}
H-H 1<j<n- HosH C(H)
NI, N+ N-1
][ [R™ =R ax [R*T-R™I| g1
' H—oH L]<N -1 H—H K=1llc(m)
2N \l J\ N-1
R ] L W T
1<j<N-1 HoH C(H)
N-h-1 N+l N-j N+ j N-1
o[ R -R™ ax |R" -R 9
/1.4( H-H 1<,<N_1 H-H { k}k=1 C(H)
I +1- 1 N-1
+r-rR?| ax R - R {0},
—H Lj<N—l HoH i )
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N-I -2 N+l +2 N— N+ N-1
| RYE RN HR I _ RN+ )
"u"s‘( HoH 1£T,]<%X1 H—H { k}k=1 C(H)
I +2—j 2 N-1 . .
+r-r*| ax [R1ZT RV g esitsizlikleri
H-H LJ<N1 HoH ~lleH)

bulunur. Onerme 2.1.1°deki (2.1.4) kestirimlerinden ve (2.1.1) sartindan
1
(1-a)a

N-1
@) .
e

] kestirimleri elde edilir. Daha
Ca,a( )

lcs L., <M w{nwnH Hleg), +

_1
(1-a)a

sonra (2.1.4) ile (2.1.12) kestirimlerini, liggen esitsizligini ve elde ettigimiz son

ICS, ., <M w{ncﬂnH ;

kestirimleri de kullanarak |Cu,|l,, ve ICuy]., icin,

q
feu <lscl,., {3X =77,

N—I: +1 N+Ii -1

x|R™ """ =R

N—Ii +2 N+Ii—2

-R

_‘,ui,z‘

H—->H

N—I; N+Ii

R "—R

N—Ii -1 N+|i +1

-R

_‘ﬂis‘ _‘/ui,4‘ R

H—H H—-H

}”CSIHC(H)_'_{"UOJ‘ R

N-ly

H—->H

RN—Ii—2 a4 RN+Ii+2 N—I0+2 N+IO—2

-R

_‘,Ui,s‘

H->H H—-H

N —IO +1

R . RN+I0—1 R _RN+IO

+‘,Uo,2‘ +‘:Uo,3‘ +‘/Jo,4‘

H—H

+ ‘/uo,s‘ HR

H—H

o llesil !
o

N—Io—l _ RN+|O+1 N—I0—2 _ RN+IO+2

XHR

H—-H

<M(5) {||(:¢||H +|cel, +[Cnl, +

(I-a)a cgf“m)} ve

2N —|0 +2

-R

||CUN||H SHAZlHH—m {(HI B RZNHH—)H _‘:uo,l‘ RO_Z

2N—IO+1

_‘ﬂo,z‘

H—H

% RIo—l _ R RI0 _ R2N—I0 RIO+1 _ R2N—I0—1

_‘,Uo,s‘ _‘ﬂ0,4‘

. ) IS, +Zk {\ﬂ,l\

2N-I;

H—-H H—-H H—-H

2N—IO—2 2N Ii+2

RIO+2 _ R

X_‘ﬂob‘

H—>H

-1 2N-+1 L+l 2N--1

-R -R

+‘/Ji,z R +‘ﬂi,4‘ R

+lus||R R

H—H

o Iesle]

IS4, +lC<l, +lCall, +

H—->H H—->H

l+2 2N-;-2

-R

"“ﬂi,s‘ R

<M ()

} elde edilir. Bu
ca,a( )

1 N-1
0
(1_a)a { k}k:l @t iy

esitsizlikler kullanilarak,
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1 N-1
<M(5) {||C¢||H +[cgl, +(cal,, + a(l_a)H{Hk}kzl

~ N-1
{r 2 (Uy,y — 20, -I-Uk_l)}k )

CST’%H)}

kestirimine ulagilir. Ayrica (2.3.2) yardimci lokal olmayan fark problemine iicgen

Cor” (H)

esitsizligi uygulanarak (2.2.24) kestirimi elde edilir.

(2.2.5) bagintisina (2.3.6) esitligini uygulayarak, daha sonra iiggen, Cauchy-
Schwarz esitsizliklerini ve bunlarla birlikte (2.1.4) ve (2.1.12) kestirimlerini de
uygulayarak (2.2.25) esitsizligi elde edilir. Ayrica (2.2.3) formiiliinde (2.2.24) ve
(2.2.25) kestirimlerini kullanarak, (2.2.26) esitsizligi bulunur. Boylece (2.3.1) fark
problemine iiggen esitsizligi uygulanarak, (2.2.27) kestirimine ulagilabilir. Sonug olarak,

(2.2.27), (2.2.26) ve (2.2.25) kestirimlerinden istenilen

N-1 -
{1'_2 (Vi = 2V, +Viey )} ) + H{Cvk }L\l:ll

k=1 ng_lla(H) +|| p"H

a,a
Cot

<M (6){0[(11_0[) H{gk}::

o, TICA +ICSl +lCal, +lAdl, +IAST, +[Aql,

a,a
Cot

(2.3.11) kestirimi elde edilir ve boylelikle teorem ispati tamamlanir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1. Cok Boyutlu Ters Yerel Olmayan Eliptik Sinir Deger Problemleri i¢in
Fark Semalari

Bu bolimde ¢ok boyutlu eliptik kismi diferansiyel denklem igin ters yerel
olmayan smir deger problemlerinin fark semalar1 olusturulacaktir. Ilk 6nce bu béliimde

kullanilacak olan bazi notasyonlar tanitilacaktir. Sinir1 Q olan, n keyfi bir dogal sayi
olmak iizere, R, Oklid uzayinda Q=(0,1)" bir agik kiipii ele alalim. Q kiimesinin
kapanisi Q=QuaQolur. f(t,x) (te(0,T),xeQ) ve
a (x), #(x),n(x), 5 (x) (xe f_l) bilinen diizglin fonksiyonlardir. 0<A4 <1, 0<y<T,

k;,K,,...K, bilinen negatif olmayan katsayilar ve a (x)>a >0 (1<r<n, xeQ) dir.

3.1.1. Cok Boyutlu Yerel Olmayan Ters Dirichlet Tipi Eliptik Simir Deger

Probleminin Fark Semalar
Q=(0,1)" agik bir kiip olmak iizere, [0,T]xQ bolgesinde ok boyutlu eliptik

kismi diferansiyel denklem i¢in yerel olmayan ters Dirichlet tipi sinir deger problemini

(6= Y (@,00v, ), +ov(t 0 = £(6,)+ p(x).

X=(X,..X,)eQ0<t<T,

V(0,%) = 00T )~ SK(A, ) = (), X €,
V(7,X) = (), xeQ,0<y<T,

v(t,x) =0,x € 0Q

(3.1.1.1)

ele alalim. Buradaki k;,k,,...,k, katsayilari (2.1.1) kosulunu saglamalidir. o >0 olmak

tizere (3.1.1.1) probleminin diferansiyel operatort,

AV ==Y (a,(X)V, ), +ov(t,x) (3.1.1.2)
r=1

seklindedir. (3.1.1.2) ifadesiyle tamimlanan A* operatorii, tanim bdolgesi

D(AY) = {V(X) e L,(€2),0Q tzerinde v(x) = O} olan L,(Q2) uzaymdan L,(Q) uzayma

bir operatordiir ve 6z-eslenik pozitif tanimlidir.



(3.1.1.1) probleminin yaklasimini iki adimda olusturalim. Ilk adimda grid
noktalar uzay;, Qn={x=x =(hm,...,hm );m=(m,..m),m =0,..M hM, =I,
r=1,.., n}, Q, =N, 00, =QnNOQ ile tanimlanir.

(3.1.1.2) ile tamimlanan A diferansiyel operatorii yerine,

Ahxvh(x):—Zn:(ar(x)le‘r )X J_ +ov" (3.1.1.3)

r=1

seklindeki Ay fark operatoriinii kullanacagiz. Burada v"(x) fonksiyonlari tiim X € o,

icin v'(x)=0 kosulunu saglamaktadir. A fark operatort,

D(A) = {Vh(x) el V' (x)=0,xe OQh} seklinde tanim bolgesi olan 6z-eslenik pozitif

taniml1 bir operatordiir.

A" fark operatorii igin (3.1.1.3) esitligi uygulandiginda, adi diferansiyel denklem
sistemi i¢in, ters yerel olmayan

d?v" (t,x)

dt?
V" (0,x) = ¢"(X), X € Qn,
V'(7,X) = " (%), X € Qn,

V(L x) = (LX) + p"(X),0<t<T,xeQ,
(3.1.1.4)

v'(T,X) = Zq:kiv“(i,,x)+nh(x),x € Q.

i=1

siir deger probleminde V" (t,x) ve p"(x) bilinmeyen fonksiyonlarina ulasilr.
Ikinci adimda (3.1.1.4) probleminin t degiskenine gore yaklasimini kuralim.
Grid noktalar uzaymni [O,T]T ={t, =kzr,k =1,..,N,Nz =T} ile gosterelim. Burada N-

sabit pozitif tam sayidir.

l, = {Z},Ii = {ﬁ},z—lo = ,uo,ﬁ—li = ,ui,(i =1,...,q) olmak  tzere, Vh(y, X),
T T |7 T

V' (4, %), (i =1,...,q) degerleri igin,
1 1
Vh(%x):|:—§luo+E,u§}V((|O—l)Z',X)+|:1—,Lt§:|V(|OT, X)
+ ly +1,u2 V((ly+1)7,%)+0(7°), xeQ
2 0 2 0 0 ! ' h?

V'(4,X) = [—%,ui +%,ui2}v((li ~1)z,x)+[1- 4 |v(l7, )
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+{% 1+ %,uf}v((li +1)7, X) +0 (2'3 ) , XeQ, bicimindeki ligiincii mertebeden

yaklasim formiillerini kullanarak (3.1.1.4) problemi i¢in, tgiincii mertebeden

dogruluklu fark semasi;

(W (9-22 (9, ()

- FGE(3)= 8 (x) ().

2/ ¢h h h
l9kh(X): fh(tk,X)+T—(f (tq X) —2f (§k1x)+f (tkl’x)+Aﬁfh(tk,X)J,

12 T
t, =kr,1<k<N-1,Nz=T,xeQ,,
vy (0,%) = ¢"(X), X € Qn,
SR N, (x)+[1— 2}v“(x) Lo+l (x)=¢"(x) (3.1.1.5)

2/10 2/10 lp-1 Ho Vi, 2/”0 2/“0 Ip+1 '

x € By

vy (X) = iZ::ki {[—%yi +%yi2}vl':_l(x)+[1—,ui2]v|’i‘ (x){%,ui +%,uf}v,'i‘+l(x)}
+7" (%), x € B!

A A
|0 :|:Zj|’li :[_'jluuo :Z_IO’Iui :_'_|i
T T T T

olarak kurulur. Benzer sekilde V"(y,x), V"(4,X),(i=1,..,q) degerleri icin,

V' (7,%) = 2169 (1 = 2) 7, X)+ g ¥ (1 =2) 7, X) + v (17, X) + 220,0v (I +2) 7, X)
+1,5V (1 +2)7,%)+0(z"), xeQ,,

V(%) = 9 (= 2) 7))+ 2,0 (1 =2) 7, %) + 24, (17, X) + 24,09 (1 +1) 7, X)
+u,9((L +2)7,x)+0(7*), xeQ,

dordiincii mertebeden yaklasim formiillerini uygulayarak (3.1.1.4) problemi igin,

dordiincti mertebeden dogruluklu fark semas;

73



(4 (%) =29 (1) +2, (9))

_ - +Covy (x)= 80 (x)+p" (%),

6, (x) = f“(tk,x)+£( fh(tk*l’x)_thT(Ek’X)Jr ) +Affh(tk,X)J,

t, =kr,1<k<N-1,Nz=T,xeQ,,

vy (0,X) = ¢"(X), X € Qn,

/Uo,1V|2—2 (X)+ﬂo,2V|2-1(X)+ﬂo,3V|z (X)"‘ﬂo,4V|2+1(X)+ﬂo,5V|2+z (x)=¢"(x), (3.1.1.6)

X € O, 1
Vi (X) = iki {/Ui,lvl?—Z (X) + :Ui,2V|:]—1 (X) + ﬂi,svl? (X)+ ﬂi,4V|T+1 (X)+ /Ui,SVIT+2 (X)}
+1"(X), X € o,

A A
l, :{Z]Ii :|:_I}'u0 :Z—Io,lui =—-|
T T T T

seklinde olusturulur.

(3.1.1.4) probleminin v (t, X) ¢Ozimiinii elde etmek icin,
Vv (t,x)=u"(t,x)+ ( A )_1 p"(x) bagmmtisim ve (2.2.1) kosulunu uygulayarak,
bilinmeyen u" (t, x) fonksiyonu igin,

_dAu"(tx)
dt?
u"(0,x)—u"(7,x)=¢"(x)-¢"(x),x €, (3.1.1.7)

u"(T,x)= > ku" (4, x)=n"(x),x € Q.

i=1

+ A" (t,x)= f"(t,x),0<t<T,xeQ,,

lokal olmayan yardime1 sinir deger problemi elde edilir.

p" (X) bilinmeyen fonksiyonunun degerini hesaplamak icin, (2.2.5) bagintisina

gore,
p"(x) = A" (x)— A" (0,x) (3.1.1.8)

0zdesligi kullanilacaktir.
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(3.1.1.7) problemi igin, Ttgiinci mertebeden dogruluklu fark semasi

) (Ul ()= 2ug (x) +u, (%))

- +Cug (%) =6 (%),
) (x)= 1'% + [f b 022000 0+ (1) Aﬁf“(tk,x>],
t =kr,l<sk<N-1,Nz=T,xeOn,
()_PE%+ %}m4 [ (x [ %+;%}'““) (3.1.1.9)

=9 (x)-¢" (x) xe b
o (0303 348 [0 1= D (04 0 . |
il (0} =" (%) x o

+1

Loly= iy 21 =

seklinde ve dordiincii mertebeden fark semast
u', (x)=2u (x)+ul, (x

RO

& ()= 1,0+ [f (t ) = 2f T(gk,x)+f (b X, Aﬁfh(tk,x)}

t, =kz,1<k<N-1,N7=T,x e,

Uy ﬂ01u| 2( )_ll'lo,zu:;fl (X)_/Jo,sulz (X)_IUO,AUIZH(X)_IUO,SUIZQ (X)

(3.1.1.10)

o (%)
4 ( )=¢" (), x € bn, ]

zk {ﬂ.1u| 2 "UU. 2u| 1( )"‘ﬂi,eu:;(X)+ﬂi,4u|?+1(x)
+ﬂi,5u|i+2(x) =n (X)a)(€§vI

Y = -
==l = pp ==k =,
T

biciminde ifade edilir.
L,, = L,(€2,) ve W22h :WZZ(Qh)!

12

1, = Zle e

>

xeQp r=1

e

r=1 reber

» 12 ) , V2
el =L, 3 non ] o S8, [an)

normlartyla donatilmis, Qn iizerinde tanimlanan &"(x)={&(hm,,....h,m, )} grid

fonksiyonlariin olusturdugu uzaylardir.
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Teorem 3.1.1.1. k (i=1,..q)katsayilarmin (2.1.1) kosulunu sagladigim ve

¢ " " e D(Af),{fkh}::_ll eC(L,,) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (3.1.1.5) ve

(3.1.1.6) fark semalarinin ({VC}:ll, ph) ¢Ozlimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri

gecerlidir:
T T T W 0 T R
o), <o) Wl Al el o], | e

Burada M (&) sabitleri, verilen ¢",¢", ;" elemanlarindan ve { fkh}::ll ’den bagimsizdir.

Teorem 3.1.1.2. k (i=1,..q) katsayilarmm (2.1.1) kosulunu sagladigim ve
$".¢" " e D(AYN D(Chx),{ fkh}L:l eC(L,,) oldugunu varsayalim. Oyleyse, (3.1.1.5)
mN-1 ok . < . )

ve (3.1.1.6) fark semalarinin ({Vk}k:l P ) ¢ozimi asagidaki hemen-hemen koersif

kararlilik esitsizligini saglar:

N-1
h hoyh
(Vk+1_2Vk +Vk—1) X N-1 h
2 + { th}kzl +Hp H
T Lan

k=1 C(Lyp) CONZZh)
X X X 1 B
T T PR o N
AR, 1 g AL | @
Burada M (5) sabiti verilen 7, ¢",¢", 7" elemanlarina ve {fkh}::_ll ’ya bagiml
degildir.

Teorem 3.1.1.3. ki(i=1,...q)katsay11ar1n1n (2.1.1) kosulunu sagladigin1 ve

#".¢" " eD(A)ADE){ £} €Ci(L,)(O0<a<1) oldugunu kabul edelim. O

N -

halde, (3.1.1.5) ve (3.1.1.6) fark semalarinin ({V,i1 }k:ll, ph) ¢oziimil i¢in asagidaki

koersif kararlilik kestirimi gegerlidir:
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N-1

N-1
+H{vg}
k=1

2 (. h h | h
{T (Vk+1_2Vk +Vk—1)}

h
k=1 , a,a 2 H H
C&* (L) Cot~ Wap) Lo

" +H¢h vafh +H§ h\Lszh +Hf7“HW22h } (3.1.1.14)

a,a
Cor (L

<M(5) {mu{ e

Burada M (&) sabiti, verilen 7, a,¢", ", n"  elemanlarindan ve {fkh}sz_ll’dan
bagimsizdir.

Teorem 3.1.1.1, Teorem 3.1.1.2 ve Teorem 3.1.1.3’tn ispatlari, A’ fark
operatoriiniin  L,, uzayindaki simetri 6zelligine ve soyut fark problemi i¢in gosterilen
2.2.1-2.2.3 ve 2.3.1-2.3.3 teoremlerine dayanmaktadir.

Ayrica Teorem 3.1.1.2°nin ispati A’ operatoriiniin pozitifligine, Onceki

boliimlerdeki soyut fark problemi icin elde edilen Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.3.2 ile

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gegen,

min{ln(lj,h }s M In(ij (3.1.1.15)
T 1+7

esitsizligine dayanmaktadir.

X
InHDh

Lon

3.1.2. Cok Boyutlu Yerel Olmayan Ters Neumann Tipi Eliptik Simir Deger
Probleminin Fark Semalari

Cok boyutlu eliptik kismi diferansiyel denklem ic¢in yerel olmayan

2, (60~ 8,00V, ), +ov(t 0 = £(6,)+ p(x).

X=(X,..X,)eQ0<t<T,

v(0,X) = ¢(X),V(T, X) —Zq:kiv(/l, ,X) = 1(X), X € Q, (3.1.2.1)
v(y,x):g”(x),XGﬁ,0<7<T,
MZO,XeaQ,OStST

on

ters Neumann tipi sinir deger problemini [O,T]XQ bolgesinde ele alalim. k;,k,,..., kq

katsayilar1 (2.1.1) kosulunu saglamalidir. o >0 olmak iizere (3.1.2.1) probleminin

diferansiyel operatorii, (3.1.1.2) seklinde tamimlanir. (3.1.1.2) ile tanimlanan A’

operatorii, tanim bolgesi,
D(A*) = {V(X) e L,(Q), 6QuZerinde?_ = O} olan L,(Q) uzayindan L,(Q) uzayma bir
n

operatordiir ve 6z-eslenik pozitif tanimlidir.
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Iki adimda (3.1.2.1) probleminin yaklasimini olusturacagiz. Birinci adimda, grid

noktalar uzayi,
Qv ={x=x,=(hm,...hm);m=(m,.m),m =0.,M hM =1 r=1_.n},
Q, =N, 00, =QnNOQ ile tanimlanacaktir.

(3.1.2.1) problemine gore tanimlanan A" diferansiyel operatorii yerine (3.1.1.3)

ile tamimlanan A* fark operatorii kullanilacaktir. Buradaki Vv"(x) fonksiyonlar

D"V"(x)=0 (xeoQ,) kosulunu saglamalidir. Bu sekilde tammlanan A fark

operatdrii  0z-eslenik pozitif tanimhidir ve bu fark operatdriniin tanim bolgesi
D(Aj):{vh(x)eI_Zh,thh(x):O,XEGQh} seklindedir. Burada D"V"(X), = ‘nin bir
n

yaklagimidir.
A* fark operatdriinii kullanilarak, V"(t,x) ve p"(x) bilinmeyen fonksiyonlar

icin (3.1.1.4) bicimindeki sinir deger problemi elde edilir.

Ikinci adimda, (3.1.1.4) probleminin t degiskenine gore yaklasimini olusturalim.
Grid noktalar uzayini [O,T]T ={t, =kz,k=1,..,N,Nz =T} ile gosterelim. Burada N

sabit pozitif tam sayidir.

Z—{Z} = Z—|0 = ,uo,i—{i} = i—|i = ,ui,(i =1,...,q)olmak uzere, Vh(]/, X),
T |t * T T T

V' (4, %), (i =1,...,q) degerleri igin,

V' (7, x) = {—%,uo +%y§}v((lo ~1)z, x)+[1—,u§]v(lor, X)

o

24
V(A %) = [——,u, + 1,uI }v [1—yi2]v(lir, X)
Ju

v I+1rx +O( ) XeQ,,

2
1 e
{ M+ —= > y7am +1 z- X +O( ) X eQ, Tlgclincii mertebeden yaklasim

formiillerini uygulayarak, (3.1.1.4) probleminin,
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(4 (%) =2 (1) +2, (9))

—~ - +Cvy (x) =6 (x)+ p" (%),
Hkh(x):fh(tklmg(f“(tkﬂ,x)—zf“gk,xwf“(tk1,x)+,¥fh(tk,x)}
t, =kz,1<k<N-1,N7=T,xeQ,,
Vg (0,%) = ¢"(x), X € Qn,

1 1 20 27\ ,h 1 1 2|on _ eh
[_Eﬂo+E/Jo}v|o-1(x)+[1_ﬂo]v|o(X)[Eﬂo"'zﬂo}vloﬂ(x)—g (X): (3.12.2)
X € 1

vy (X)= Zq:ki {[—%M +%yf}v,?l(x)+[l—/,zf]v,:‘ (x)+[%,ui +%yf}v{i‘+l(x)}

A A
l, :{Z} i :[_':lu”o :Z_Iouui =—-|
T T T T

licincii mertebeden dogruluklu fark semasi elde edilir. Benzer sekildev"(y,X)

V' (4, %), (i =1,...,q) degerleri i¢in

V' (7,0 = oV (Il = 2) 7 X) + g (1o =1) 7, X) + 2205V (I7, X) + 420, 0¥ (I, +2) 7, X)
+1,5V (I +2)7,%)+0(z"), xeQ,,

V(24 %) = V(L =2) 7, %)+ 2,V (K =1) 7, %)+ 2429 (7, X) + 4,0 (1 +1) 7, X)
+1V((h +2)7,x)+0(z*), xeQ,  dordiincii  mertebeden  yaklagim

formiillerini uygulayarak, (3.1.1.4) probleminin,

(2O, o= x5 (0,

o (x)= f“(tk,x)+£( fh(tk*l’x)_thgk’x)Jr B
t, =kr,1<k<N-1,N7z=T,xeQ,,

v (0,%) = ¢"(x), X € Qn,

ﬂo,lvlzfz (X)"'ﬂo,zvlr;fl(x)"'ﬂo,avlz (X)+ﬂo,4vlz+1(x)+/lo,svlr;+2 (X) =" (X)’ (3.1.2.3)

x € O, |
vy (x)= iZ::ki {/'li,lvlT—Z (X)+/ui,zvl:]—1(x)+/ui,3vl? (X)+ﬂi,4V|?+1(X)+ﬂi,5V|T+2 (X)}

+nh(X),XEQ

A A
l, :|:Z:|’Ii :|:_I]luo =L ot =——1;
T T T T

dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasi ifade edilir.
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Teorem 3.1.2.1. k (i=1,..q) katsayilarmm (2.1.1) kosulunu sagladigim ve

#".¢" " e D(A)ND(CY), {7} €C(L,,) oldugunu varsayalm. O halde, (3.1.2.2)

ve (3.1.2.3) fark semalarinin ({vf}s:ll, ph) ¢oziimil asagidaki kararlilik kestirimlerini
saglar:

ey, smfil Al bl e ez
oL, sl Al b el ] e
Burada M (&) sabitleri,  verilen #", " n"  elemanlarmdan ve {fkh}::’den

bagimsizdir.

Teorem 3.1.2.2. ki(i=1,...q)katsay11ar1n1n (2.1.1) kosulunu sagladigin1 ve

$".¢" " e D(AYN D(Chx),{ fkh}::_ll eC(L,,) oldugunu varsayalim. Bu takdirde,
(3.1.2.2) ve (3.1.2.3) fark semalarinin ({VE}::;, ph) ¢Ozlimii, asagidaki hemen-hemen

koersif kararlilik esitsizligini saglar:

"oy A N-1 B
{(Vkﬂ Vzk +Vk1)} +H{C;V:}I(N:11 +H thLzh

4 =ller,) cwji)
<M 69, il il o 25
+] A?gzﬁ“Hszh +|Aig "szzh +| ATU“HWZZJ (3.1.2.6)

N-1
’ya bagiml

Burada M (5) sabiti, verilen r, ¢h,g“h,77h elemanlarina ve {fkh}k:l

degildir.

Teorem 3.1.2.3. k (i=1,..q)katsayilarmin (2.1.1) kosulunu sagladigim ve

#",.¢" " e D(AY), { fkh}::ll eC&%(L,)(0<a<1) oldugunu varsayalim. Bu takdirde,
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(3.1.2.2) ve (3.1.2.3) fark semalarinin ({V:}N_l, ph) ¢cOziimii icin asagidaki koersif

k=1

kararlilik kestirimi gegerlidir:

N-1 —
(a2 ) A0, + 1P,
1 -
)| e W e | @127

Burada M (&) sabiti, verilen 7, a,¢",.¢",n"  elemanlarindan ve {fkh}::_ll’dan
bagimsizdir.

Teorem 3.1.2.1, Teorem 3.1.2.2 ve Teorem 3.1.2.3’Un ispatlari, A, fark
operatoriiniin L, uzayindaki simetri 6zelligine ve soyut fark problemi igin gosterilen
2.2.1-2.2.3 ve 2.3.1-2.3.3 teoremlerine dayanmaktadir.

Ayrica Teorem 3.1.2.2°nin ispati A’ operatoriiniin pozitifligine, 6nceki

boliimlerde soyut fark problemi i¢in ifade edilen 2.2.2 ve 2.3.2 teoremleri ile

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gegen,
min {In (lj 1+
T

3.2. Sayisal Uygulamalar

X
InHDh

1
<M In| — | (3.1.1.15) esitsizligine dayanmaktadir.
Lon 1+7

Calismanin bu kisminda eliptik denklem igin ¢ok noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Dirichlet ve Neumann tipi sinir deger probleminin sayisal sonuglari

verilecektir.

3.2.1. Cok Noktal Yerel Olmayan Sinir Kosullu Ters Dirichlet Tipi Eliptik
Sinir Deger Probleminin Sayisal Sonuclar:
Cok noktal1 yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet tipi sinir deger probleminin

sayisal sonuclari i¢in asagidaki eliptik problemini ele alalim.
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_ - +v(t,x) = f(t,x)+p(x),0<x<1,0<t<1,
f(t,x)= |:2(7Z'2 +1)t° +(7? —11)t]sin(7rx),
(0,x)=sin(zx)=¢(x),0<x<1,
(7/,x)=(27/3+7/+1)sin(7zx):g(x),OSXSL
v(l,x)—_zq:kiv(ﬂ,,,x)={B—ZZki(ﬂij&)}sin(ﬂx),Osxsl,

(

t,0)=v(t,1)=0,0<t<1.

(3.2.1.1)

(3.2.1.1) probleminin gergek ¢oziimleri  Vv(t,X)= (2t3 +t +1)Sin (7x) ve
p(x) = (z* +1)sin(zx)’dir. ~ (3.2.1.1)  probleminin  v(t,x)  ¢Oziimii  igin
v(t,X) = u(t,x) + A p(x) dzdesligini kullanarak,
o’u(t,x) d%u(t,x)
ot ox?
u(0,x) —u(y,x) = —(27° + y)sin(zx),0 < x <1, (3.2.1.2)

u(l, x)—.zq:kiu(ﬂ,,,x) = {3—22& (/1,,3 +}L,)}sin(7zx),0 <x<1

+u(t,x) = f(t,x),0<x<1,0<t<1,

yardimci problemini elde edelim.

(3.2.1.2) probleminin yaklagik ¢oziimiinii [0,1] x[0,1] kiimesinde ele alalim.
Grid noktalar uzayi, [O,l]r x[0,1] = {(tk, X,):t, =kz,k=1,..N-1,Nz =1,x, = nh,
n=1,..M -1,Mh =1} ile tammlanir.

Ucgiincii mertebeden dogruluklu (3.1.1.9) fark semasmm uygulayarak ve

o (x)= 2l elh) o)

()= L) 2000 100) 1

h2
. (0)= 2w(0)—5a)(h);24w(2h)—a)(3h) +O(h2),
w (1) = 2(0(1)—5(0(1—h)+4a)(1—2h)—a)(1—3h) +O(h2) yaklasim formiillerini de

h2
kullanarak, (3.2.1.2) probleminin t i¢in dglincii mertebeden ve x igin ikinci

mertebeden dogruluklu fark semasi,
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k+1 k k-1 k k k 2 k k k
un+ —2Un +Un un+1_2un +un_1 Kk, 7 1 un+2 _Zun+l+uﬂ k
- 2 - 2 n T aal T L2 2 Uy
T h 12| h h
k k k k k k k k k
+£ _un+1_2un+un—1+uk _i _un_zun—l+un—2+uk _un+1_2un +un—l +Uk
h? h? ") on? h? " h? '
= Hk

2

ok = [2(;;2 +1)tk3 +(7z'2 —11)tk}sin(7rxn)+1—2(7r2 +1)2 (ZtE +1, )sin (7x,),
k=1..N-1,n=2,..M -2,

4 1
k kK — k k
Us, uM—l_guM—Z__uM—S’

5

us —

o~
gl

k — k — k —
Uy =Uy =0, uy =

k=0,..N,

Uy _{—%ﬂo +%u§}Ul°_l+[1—ﬂﬂuﬁ° +Bﬂo +%u§}U.ﬁ°“}

=2y +y)sin(zx,), n=0,..M,
g 1 1 ,] 4 A R R
TR Y 0 1 [yl [V RS Byl (VI ey A Ry R [T
\ Zl{[ >4 Zu.}n [1- 4 Ju! [2”‘ 2#.%}
q
{3—22& (ﬂfm,)}sin(;zxn), n=0,.M, (3.2.1.3)
i=1

A A
m=Ll =21, 1 {—'}'o :[Z}
T T 7 T

bi¢iminde ifade edilir.

(3.1.1.8) formiilii uygulanarak x i¢in ikinci mertebeden dogrulukta p ’nin

degerleri,
¢n+ _ul’(l)+ -2 ¢n_ur(\) + ¢n— _ur?—
P, :—( 1) =2( - )+ (s 1)+(¢n—u,?), n=1,.,M-1 (3.2.1.4)
olarak bulunur.
0]
u,.=| . ,$=n-2,n-1,n,n+1,n+2
N
LUs J(N+1)a
ve
Fgo
6= . [,n=1,..M -1,
49.’“
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60 = ~(2° +y)sin(zx,),

6 = {s—ﬁki (4 M)}i”(’”‘n)’

2

6" = [2(7;2 +1)t +(7° —ll)tk}sin(zzxn)+1—2(7z2 +1) (26 +, )sin(zx, ),

k=1,.,N-1,n=1,..,M -1

olmak tizere, (3.2.1.3) fark semasini matris formunda

AU,,+BU,, +CU_+DU_,+EU,, =10

n+l

(3.2.1.5)

(3.2.1.6)

yazabiliriz. Burada A, B, C, D, E (N +1)x(N +1) tipinde kare matrisler olup, 6, ise

(N +1)x1 tipinde bir siitun matris, | ise (N+1)x(N+1) tipinde bir birim matristir.

A B,C,D ve E matrisleri sirasiyla

0O 00O0.- 0O0O0OTPO

0 a00@o0 0 00O

0 0ao 0 00O

0 0 0 a 0 00O
A=E=|: Do A

0 00O a 0 0o

0 00O 0 a00@o0

0 00O 0 0 ao

_O 000 - 000 0-(N+1)><(N+1)
(1000 - vy, z, g, 0 0 O 0 0

cro0- 0O - 0 0 O 0 0

rcr o -~ 0 0 O 0 0
oo0rc¢c-- 0O0O0 - 000 0 0
C=|: : 00 20 Do
o000« 0O0O0--- 000 0 0
o000 0 0 0 - 0 0 0 0
o000 0 0 0 - 0 0 0
o000 000 vy z g Y, I

o)
=

O O O O O o o o

[{=]
[39)

- O O o o

- O O o o

o O o o

o O o o

- o o ---

(3.2.1.7)

(3.2.1.8)



0 00O 0 00O
0 b 0O 0 00O
0 0b O 0 00O
0 00D 0 00O
B=D=|: : : : .« i i i (3.2.1.9)
0 00O b 0 0O
0 00O 0O b 0O
0 00O 0 0b O
0000000 0_(N+1)><(N+1)
seklindedir. Matrislerdeki a,r,b,c
7’ 1 1 ¢ 7 2 2 (6 4
a=——-, r=——, b=-—%5-—-—, c=l+—+—+—| —+—+1|(3.2.1.10
12nh* 7 h> 3h* 6h? ? h? 12(h4 h? j( )
ile diger katsayilar ise,
1 1 1
yo=—[—§uo+ ué}'zo —[1- 44 ], 9, {Euﬁguf]
- 1 1 2 — 2 — 1 2
yl—{—iﬂﬁiﬂl}k-—[1—/%]'90——[Eﬂﬁiﬂl}
1 1 1 1
R I LR LEE EVRE
1 1 1 1
T L TS R P
1 1, 2 1 1,
=—| - +=pu [, Z=—|1-u |, 0, =—| = p += 4 |,
Y, [2/1. 2#.} =-[1-47 .9, Lﬂ. 2#.}
=Ll =2 (3.2.1.11)
T T

biciminde ifade edilir.

a, ve f (n=1,.,M-1), (N+1)x(N+1) tipinde kare matrisler, ¢,

(n=1,.,M-1) ise (N+1)x1 tipinde bir siitun matris olmak iizere, (3.2.1.6)

denkleminin ¢Oziimi (Samarskii, Nikolaev, 1989),

U,=a, U, +8.U,,+¢,n=M-=2,.0 formiiliyle aranir. (3.2.1.6) fark denkleminin

¢oziimii icin, @, =¢ =0 ve &, =5 (N+1)x(N+1) tipinde sifir kare matris,

o = g I,G = %1 | olmak iizere,
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F,=(C+Dea,,+EB, ,+Eq, ,a,,),

a,, = —Fn’l(B +Df, +Ea,.f3,),

Bra=-FA

o, =F* (1,-Dg, ,—Ea, ¢, ,—E@, ,),n=2,..,M -2 formiilleri gecerlidir. Ayrica
bilinmeyen U, ve U,, , ise

U, =0,D,, =(By_,+51)— (4l —a,, ;)

Uy = Dy [(41 —ay_, ) @y —Pu_, | esitlikleriyle bulunur.

Simdi (3.2.1.2) probleminin dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasini ifade
edelim. Bunun igin, dordiincii mertebeden (3.1.1.10) dogruluklu fark semasini

uygulayarak ve

o ()= ) =00%) 5 40)

2h
o (%)= w(xn*l)_za)h(zx”)+w(x”1)+O(h2),
o (0)= 260(0)—560(*1);2‘1@(2“)—@(3*‘) +o(n).
o (1)=220 _5”(1_h)+if’(1_2h)_“’(l_3h) +0(h?) yaklasim formilllerini de

kullanarak, t igin dordiincii mertebeden ve x igin ikinci mertebeden dogruluklu fark

semasl,
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n —_

k+1 k k-1 k k k 2 k k k
Uyt 20y U U Uy, T {_i[_umz—Zumﬁu U ]

7° h? "12] n h? e
2( u, -2uf+uk, ) 1 w20 Uk, ) Uk -0+,
e h? 2 - h?
:Qk
2
g* :[2(772+1)tk3+(7z2—11)tk]sin(ﬂxn)+r—2(ﬂ2+1) (2t +1,)
xsin(zx,), k=1,..N-1,n=2,.M-2,
4 1 4 1
ug :ulk\ll =0, ulk :gug _gugl ult/l—lzgull\(/l—z_gull\(/l%' (3_2.1.12)

0 ly-2 Ip-L ly I+L Ip+2
Uy — HosUy = o Uy — o gUy — o Uy — HgsU,

=2y +y)sin(zx.), n=0,..M,

q
N l. -2 l. -1 |, l.+1 l.+2
u, _Zki{/ui,lunl Uy Uy F g Uy g Uy }
i=1

i=1

T T

- {3_22(]}i (% +/l,)}sin(nxn), n=0,.M,

seklinde olusturulur.

(3.2.1.12) fark semas1 (3.2.1.6) matris formunda yazilabilir. Burada A,B,D,E
(3.2.1.7), (3.2.1.9) matrisleriyle, 6, ise (3.2.1.5) ile ifade edilir. C matrisi ise asagidaki

forma dontisiir.

1O OO sy oy Moy thy g o0 0 0 0 ~0000
rer0- 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0000
Orecr-— 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0000
0o0rc¢c- 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0000

C=|i i iiioioioioioioiioioioioiiiii (32113

o000~ 0 0 0 0 O 0 0 0 00 -~croo
co000- 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 ~recro
co000- 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 ~0rcr
0000 0 0 0 0 0 -y m, thy thy ths -~ 0001

Buradaki ¢ ve r (3.2.1.10) ile aym olup, diger Kkatsayilar ise

. +lu§}ﬂo,3 =-[1-4 |,

_ |1 1, _ 2
Moy =~ Eﬂo__ﬂo 1o, = __/Jo""z 6

12 3
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_ |2 1, 1, _ 1 1
Hos =~ gﬂo"'zﬂo _E/uo 1 Mos =~ _E/Jo"'ﬁluo ’

1 1 2 1 1
iy = _‘: H; __:uis}':ui,z = _{__:Ui + - +_/u,3}uui,3 = _[1_%2]’

127 12 3727 6
- 12,. 1. 15 |-t ,. 1
Hia 3,“i 2/4 6,Ui v Hi 5 12/4 lzlui )
Lo :Z_|0,ﬂi :£_|i,i =1,...q (3.2.1.14)
T T
bigimindedir.

Simdi MATLAB programlarini1 kullanarak elde edilen sayisal analiz sonuglarini

verelim. Sayisal ¢oziimler farklt N, M ve T=1 degerleri i¢in elde edilmistir. U: : Vrf grid
fonksyonlart; (t,,X,) grid noktalarindaki yardimei yerel olmayan ve ters problemlerin
fark semalarmin sayisal ¢oziimlerini, p, grid fonsiyonu ise; X, grid noktalarindaki
bilinmeyen p fonksiyonunun sayisal ¢oziimiinii temsil eder. v(t,,x,) ise gergek
¢ozimiin (t.,X,) noktasindaki degeridir. Gergek ¢Oziim ile yaklasik ¢Oziimiin

karsilastirilmasi

1<ksN-1\ 05

M-1 ) %
Hu' = max (Z‘u(tk,xn)—uﬁ hj :

N

M-1 2
Hv) = max (Z‘v(tk,xn)—vﬁ h] :
n=1

1<k<N-1

1

M-1 » )2

Hp,, =(Z\p(xn)—pn hj
n=1

hata formiilleriyle yapilmustir.

MATLAB programini kullanarak (3.2.1.1) probleminin sayisal ¢dziimleri elde
edilmistir. Sayisal ¢ozliimler bir, iki ve ti¢ noktali yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik
problemleri i¢in hesaplanmastir.

Tablo 1’den Tablo 18’¢ kadar olan tablolarda gergek ¢oziimler ile fark semalar
arasindaki hata analizleri verilmektedir. Bu tablolar {iglincii mertebeden dogruluklu fark
semasinda N=10, M=32; N=20, M=90; N=40, M=254 i¢in olusturulmustur. Dérdiincii
mertebeden dogruluklu fark semasinda ise N=10, M=100; N=20, M=400; N=40,

M=1600 i¢in olusturulmustur. Sayisal deneylerden elde edilen sonuglari
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degerlendirdigimizde, dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin {igiincii
mertebeden dogruluklu fark semasindan daha iyi sonuglar verdigi anlagilmaktadir.

Tablo 1°den Tablo 6’ya kadar tablolarda bir noktali yerel olmayan simir kosullu
ters Dirichlet tipi smir deger probleminin ger¢ek ¢oziimiiyle tiglincii ve dordiincii

mertebeden dogruluklu fark semalarmin yaklasik ¢oziimleri arasindaki hatalar

q=1,4 =0.5k =1 degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 1. (3.2.1.3) bir noktal1 3. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
5.48x10-4 7.04x10-5 8.85x10-6

Tablo 2. (3.2.1.4) bir noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.04x1072 1.32x1073 1.5x10*

Tablo 3. (3.2.1.1) bir noktal1 3. mertebeden dogrulukta v igin hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.12x10™ 1.44x107° 1.81x107°

Tablo 4. (3.2.1.12) bir noktal1 4. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
5.70x10 3.57x10° 2.6x1077

Tablo 5. (3.2.1.4) bir noktal1 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.06x10° 6.67x107 4.23x10°

Tablo 6. (3.2.1.1) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.70x107° 7.3x10” 4.72x107

Tablo 7°den Tablo 12’ye kadar olan tablolarda iki noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Dirichlet tipi smir deger probleminin gercek ¢oziimiiyle licilincii ve
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalariin yaklasik ¢oziimleri arasindaki hatalar

q=2,4=07,4,=08k = é, k, = g degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 7. (3.2.1.1) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
6.92x10 8.88x107 1.12x10°
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Tablo 8. (3.2.1.4) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.32x10% 1.65x10® 2.07x10*

Tablo 9. (3.2.1.4) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

2.00x10™ 2.57x107 3.23x10®

Tablo 10. (3.2.1.12) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

7.27x107° 4.55%10° 2.94x107

Tablo 11. (3.2.1.4) iki noktal1 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

1.34x103 8.38x107° 5.34x10®

Tablo 12. (3.2.1.1) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

2.11x10° 1.32x10® 8.51x10°8

Tablo 13 ile Tablo 18 arasindaki tablolarda {i¢ noktali yerel olmayan sinir kosullu
ters Dirichlet tipi sinir deger probleminin ger¢cek ¢oziimiiyle liciincii ve dordiincii
mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklasik ¢6ziimler arasindaki hatalar

1 3

q=3,4=02,4,=03,4,=04,k = g,kz = E, K, =% degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 13. (3.2.1.3) ii¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

4.97x10* 6.39x107 8.04x10°

Tablo 14. (3.2.1.4) li¢ noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
9.59x107® 1.21x10° 1.53x10*

Tablo 15. (3.2.1.1) ii¢ noktal1 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.34x10™ 1.71x10° 2.16x10°

Tablo 16. (3.2.1.12) ii¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
5.18x10° 2.24x10° 2.08x107
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Tablo 17. (3.2.1.4) ii¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
9.85x10™ 6.16x10° 3.90x10®

Tablo 18. (3.2.1.1) li¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.39x10° 8.7x10” 5.63x10°

0 .
15

40

5 20
10

Sekil 1. (3.2.1.1) DSDP’nin N=10, M=32 i¢in ger¢ek ¢6ziim grafigi

Sekil 1, yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin N=10,

M=32 i¢in gercek ¢oziim grafigini gostermektedir.
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10 40

5 20
10

X aX|S 0 0 taX|S

Sekil 2. (3.2.1.1) DSDP’nin ii¢ noktali UMDFS yaklasik ¢oziim grafigi

Sekil 2, yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin tigiincii

mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢oziim grafigini gostermektedir.
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X aX|S 0 0 tax|s

Sekil 3. M=32 i¢in (3.2.1.1) DSDP’nin ger¢ek ¢oziimii ile ii¢ noktali UMDFS yaklasik
¢ozlim arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 3, M=32 i¢in hesaplanan ters Dirichlet sinir deger probleminin gercek
¢ozlim ile tg¢iinci mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢oziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.
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150

? 50

X aXiS 0 0 taX|S

Sekil 4. (3.2.1.1) DSDP’nin N=10, M=100 i¢in ger¢ek ¢ozlim grafigi

Sekil 4, Yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin N=10,

M=100 i¢in gergek ¢ozlim grafigini gostermektedir.
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_ 50
X aXiS 0 0 t axis

Sekil 5. (3.2.1.1) DSDP’nin ii¢ noktali DMDFS yaklasik ¢6ziim grafigi

Sekil 5, Yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin
dordiincii  mertebeden dogruluklu fark semasimin yaklasitk ¢oziim grafigini

gostermektedir.
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Sekil 6. M=100 i¢in (3.2.1.1) DSDP’nin gercek ¢oziimii ile ti¢ noktali DMDEFS yaklagik
¢ozlim arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 6, M=100 i¢in hesaplanan ters Dirichlet smir deger probleminin gercek
¢oziim ile dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢6ziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.

3.2.2. Cok Noktal Yerel Olmayan Sinir Kosullu Ters Neumann Tipi Eliptik
Sinir Deger Probleminin Sayisal Sonuclar

Cok noktali yerel olmayan sinir kosullu ters Neumann tipi sinir deger
probleminin sayisal sonuglari i¢in agsagidaki eliptik problemini ele alalim.
_ov(tx) ov(tx)

ot ox’

f(t,x)= [(27# sin(zt) + 27 cos(zt))e ™ +( 7 +1)t}cos(7zx),
=cos(7x)=¢(x),0<x<1,
= (sin(;ry)e‘7 + y+l)cos(;rx) =¢(x),0<x<1, (3.2.2.1)
1, x)—zq:kiv(ﬂ,, X)) = {1—quki (sin(zA )e +/1,)}cos(7zx),

i=1

+v(t,x) = f(t,x)+p(x),0<x<1,0<t<1,

(t,1)=0,0<t<1.
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v(t,x)= (Sin(ﬂt)e*t +t +1) cos(zx) ve p(x)= (7[2 +1) cos(zx) fonksiyonlarimn
(3.2.2.1) probleminin gergek ¢oziimleri oldugu agiktir. (3.2.2.1) probleminin v(t, X)
¢dziimii icin v(t, X) = u(t,X) + A p(X) dzdesligini kullanarak, u(t,x) igin

_azu(t,x) ~ o%u(t,x)
o’ ox?
u(0,x)—-u(y,x) = —(sin(zy)e™” +y)cos(zx),0 < x <1,

u(l,x)— Zq:kiu(ﬂ,, ,X) = {1— Zki (sin(;rﬂ,,)e_ii + A )} cos(7x),

+u(t,x) = f(t,x),0<x<1,0<t<1,

(3.2.2.2)

q
i=1

0<x<1,
yardimci lokal olmayan problemi elde edilir.

[0,1] x[0,1], kiimesinde, yardimci lokal olmayan (3.2.2.2) probleminin yaklasik
¢6ziimii igin [0.1] x[0.1], ={(t.x,):t, =kz,k=1,..N=1,N7=1,%, =nh,
n=1,..M —1,Mh =1} grid noktalar uzaym ifade edelim.

(3.1.1.9) fark semasmi ve yeterince diizgiin @ fonksiyonunun yaklagimi igin,

@ (%)= ”(X““)Z;”(X“) +0(h?),

o (%)= a)(xn+l)—2a)h(2xn)+a)(xn_l) L),

o (0)= —-3w(0) +4;oh(h) —w(2h) +o(h?),

5 (1)= 30(1) —4a>(12—hh) ro=2h) oo

a) (O) _ 10w(0) —15a)(h)h-|; 6w(2h) — w(3h) +0(h?),

o (1)= ~100(1) +15(1- h) ;3660(1— 2h) + o(1-3h) o(h?)

yaklagim formiillerini kullanarak, (3.2.2.2) probleminin t i¢in {i¢lincii mertebeden ve x

i¢in ikinci mertebeden dogruluklu fark semasini

97



6" = [(an sin(zt, ) + 27 cos(zrtk))e‘t +(7z2 +1)tk ]cos(;zxn)+I—2

x[(Sﬁz sin(zt, ) +(47z—47r3)cos(7rtk))e“ +(7* +1)2 t, :|COS(7Z'Xn),
k=1,.N-1,n=2,..M -2,

Up _{_%ﬂo +%ﬂ§}uﬁ°'l+[1—ﬂﬂuﬁ° +Bﬂo +%ﬂ§}u:1°+l}

:-(sin(ﬂy)efy+7)COS(ﬂXn), n=0,..M,

B Lar et b
= {1—2} (Sin(ﬂﬂ«,)l:f% + )} cos(7x, ),

—3ug +4u; —uj =0,3u, —4us_,+us_, =0, k=0,..N,

3.2.2.3
10u¢ —15u; +6u; —us =0,-10u +15uy, , —6uy, , +us 5 =0, ( )
k=0,..N,
A A
Hy :Z_ 0 Hi :_I_Ii: Ii :|:_|}1|0 :[Zi|
T T T T

seklinde kurulur.

(3.1.1.8) uygulanarak p’nin degerleri, (3.2.1.4) formiiliiyle hesaplanir. U,

e
u,.=| . ,$=n-2,n-1,n,n+1,n+2
N
LUs J(N+1)x1
ve 0,
F0
6,=| . \n=1,.M-1,
é”

= —(sin(zzy)e” +y)cos(zx, ),
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" = {1—Zq:ki (sin(z2)e +i,):|COS(7Z'Xn),

i=1

o = [(an sin(zt,) + 2z cos(zt,) )e + (7’ +1)tk]cos(7zxn)+£

x[(87z2 sin(rt, ) +(47r—47z3)cos(7ztk))e’t + (72'2 +1)2 t, }Cos(ﬂ'xn )
k=1,.,N-1,n=1,..,M-1 (3.2.2.4)
olmak tizere, (3.2.2.3) fark semasinin matris formu
~3U,+4U,-U, =0,
10U, -15U, +6U, U, =0,

AU ,+BU ,+CU +DU, ,+EU_ ,=16,n=2,..M-2,

n+2 n+1

3y, -4, ,+U,, , =0,

-10U,, +15U,, , —6U,, , +U,, , =0 (3.2.2.5)
bigiminde yazilabilir. Burada A,B,C,D,E (N+1)x(N+1) tipinde birer kare
matrisler, 6, ise (N +1)x1 bir siitun matris, | ise (N+1)x(N+1) tipinde bir birim
matristir. A, B, C, D, E (3.2.1.7), (3.2.1.9), (3.2.1.8) matrisleriyle tanimlanmaktadir.
Matrislerdeki katsayilar a, r, b, ¢ (3.2.1.10) ile aymi olup, diger katsayilar ise,

(3.2.1.11) seklindedir.
a,,f,(n=1,..,M -1), (N +1)x(N +1)birer kare matrisler, ¢, (n=0,..,M —2),

(N +1)><1 tipinde bir siitun matris olmak iizere, (3.2.2.5) fark denkleminin ¢6ziimii

(Samarskii, Nikolaev, 1989), U, =« +pU. ., +¢p,n=M-2,..,0 seklinde aranir.

n n+1

(3.2.2.5) denkleminin ¢6ziimii i¢in,

LA = Do = O(N+1)><1’

3

4
%73
8
5 1,5 = _g Lo = 0(N+1)><l’

o =

5
A3 = 3 I, By = 3 I ous = Oy

aM -2 = 4' ’ﬂM _2 = _3| ’(DM 2 = O(N+1)><1' Olmak ﬁzere,
F = (C +De, , +Ea, ,a, ,+ Eﬂn_z), n=2,..M—4,

a,=-F(B+Dg,,+Ea, ,pB,.).
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B, =-F'A,
¢, =F.*(16,-Do,, —Ea, ,0,, —Ep, ,) esitlikleri gegerlidir. Ayrica U,, ve U,
i¢in,
Uy = (81— 8,825:) " (L =SuSzLe),
Uy =S5, (L, —S,U,, ) elde edilir. Burada,
S, =—3By_, —8Cy_, — Dy, (83 +3Bu_s) —Eu_2 (8ct_s0_s + 30 _uBu_s +8Bu_s),
S, = Ay, +4B,,, +9C,,_, + D, (9 _s +4 5y 3)
+Ey_, (9aty sty + 40ty 1 By_s +9Bu_)
S, = Ay2—3Cy 1 —8Dy 1 —Ey 1 (85 +3Bus),
S,, =By, +4C,,_, +9D,,, +Ey (9 _s +4 8y 3).
L =16y > =Dy 20w s —En 2 (P o+ 4) P s

L, =16y, —Ey.0ous-
Simdi (3.1.1.10) fark semasini ve

o (X,)= O(%1) @ (X01) +0(h?),

2h
o (1) = AL 2000} 7000 ey

" (0)= —3a;(0)+4g)h(h)—w(2h) LO(M),

o (1)= 30 ‘4“’(1;‘) rol=2) | o),

o (0)= 1000 _15w(h)h+3 bo(2h)~ BN | 52,

w (1) = ~10e0(1) +15e0(1-h) ;3660(1_ 2h) +o(1-3h) +0(h?) yaklasim formiillerini

kullanarak, t igin dordiincii mertebeden ve x igin ikinci mertebeden dogruluklu fark

semasl,
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U o2uf ot U —2uf +uk+ﬁ 1 up,-2ui Uy
hz hz n+l

gk = [(Zﬂ'ZSin(ﬂ'tk)+27Z'COS(7Ttk))e_t +(7r2 +1)tk}005(7fxn)+;_2

x[(S;zz sin(zt, ) +(47z—47r3)cos(7rtk))e“ +(7* +1)2 tk}cos(zzxn ),
k=1,..N-1,n=2,.M -2,

1,-2 1,-1 +1 1,+2
o o lo o o
Uy = MUy — Mo Uy = o sUy — Mo Uy — HgsU,y

=—(sin(zy)e” +y)cos(7x, ),

(3.2.2.6)

q
N l.-2 -1 I I +1 l+2
u, _Zki {:ui,lunl Uy Uy U+ U }

i=1

= {1—quki (sin(ﬂﬂp,)e%i +A,,)}cos(7rxn), n=0,..M,

—3uf +4uf —uf =0,3uf —4uf  +uf ,=0,k=0,..N,
10ug —150; +6u; —us =0,-10uy, +15us , —6uy, , +us , =0,
k=0,.N,

A A
1 :Z_IO’:ui K| {—'}Jo :[Z}.
T T . T

bi¢iminde olusturulur.

(3.2.2.6) fark semasi, (3.2.2.5) matris formunda yazilabilir. Burada A, B, C,D
ve E (3.2.1.7), (3.2.1.13) ve (3.2.1.9) matrisleriyle tanimlanmaktadir. C matrisindeki
c ve r (3.2.1.10) ile ayn1 olup, diger katsayilar ise, (3.2.1.14) seklindedir.

on,, Pn(N+1)x(N+1) tipinde kare matrisler olup, ¢, ise bir (N+1)x1

(n=0,..,M —=2) siitun matrisi olmak tizere, (3.2.2.5) c¢oziimii bu formiil ile

U, =aqU, . +BU,.,+o,n=M=2,.0 elde edilir. (3.2.2.5) denkleminin ¢oziimii

i¢in,

4 1
oy = gliﬂo = T3 I @5 = Oy

8 3

o = 5 1.4 = 5 Lo =0 0pa0
8 5
3= § I, By s = _g oy s = O(N+1)><1’

= 4I ﬂM 2 3' ’¢M _2 0(N+l)><l' Oh'l'lak ﬁZCI‘e,
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F,=(C+Da,,+Ea, ,a,,+EB,,),n=2,.,M -4,
. =—F*(B+DB_,+Ea,,B.,).
B, =—F'A,
@, =F™* ( 16, —Dg, ,—Ea, ,0, ,— Egpn_z) formiilleri gerekmektedir. Ayrica
S, =—3By_, —8Cy,_, — Dy, (8ay_s +3By_3)
—Ey_, (8 sty s + 30ty _1By_s +8Bu_s),

S, =Ay,+4B,, ,+9C, ,+ Dy, (gaM—S +A’ﬁm—s)

+Ey_, (9aty sy s + 40ty 1 By_s +9Bu_s)

S,. = Ay —3Cy —8Dy . —Eyy (83 +3Byus ),
S,, =By, +4C,,_, +9Dy ., +Ey L (9ay_s +4 84 3),
L =164 2 =Dy 20w s ~En 2 (Pu_s + @ s) Pu s
L,=16,,-E, ¢y olmak iizere, bilinmeyen U, ve U, , i¢in,
Uy = (81 -5825,) " (L =SS5 L, ),
Uy =S5 (L, —S,U,, ), elde edilir.

Simdi MATLAB programlarini kullanarak elde edilen sayisal analiz sonuglarinm

verelim. Sayisal ¢oziimler farkli N, M ve T=1 degerleri igin elde edilmistir. u’, v* grid
fonksyonlart; ( . n) grid noktalarindaki yardimci yerel olmayan ve ters problemlerin
fark semalarmin sayisal ¢oziimlerini, p, grid fonsiyonu ise, X, grid noktalarindaki
bilinmeyen p fonksiyonunun sayisal ¢oziimiinii temsil eder. v(t,,x,) ise gergek

¢oziimiin (t.,X,) noktasindaki degeridir. Gergek ¢Oziim ile yaklasik ¢Oziimiin

k?n
karsilastirilmast,

1

M-1 o2 5

= max ‘U (te. X,) hi,
1=<ksN-1\ 5

1

M-1 » )2

Hvy = max ‘V : X )

1<k<N-1 nZ: X n "

(e th

hata formiilleriyle yapilmustir.
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MATLAB programini1 kullanarak (3.2.2.1) probleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmistir. Sayisal ¢dziimler bir, iki ve ii¢ noktali yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik
problemleri i¢in hesaplanmistir. Tablo 19°dan Tablo 36’ya kadar gercek ¢oziimler ve
fark semalar1 arasindaki hata analizleri verilmektedir. Bu tablolar ii¢lincii mertebeden
dogruluklu fark semast N=10, M=32; N=20, M=90; N=40, M=254 igin
olusturulmustur. Dordiincli mertebeden dogruluklu fark semasi ise N=10, M=100;
N=20, M=400; N=40, M=1600 i¢in olusturulmustur. Sayisal deneylerden elde edilen
sonuglardan, dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin ii¢iincii mertebeden
dogruluklu fark semasindan daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

Tablo 19°dan Tablo 24’e kadar olan tablolarda bir noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Neumann tipi smir deger probleminin gercek c¢oziimleriyle iigiincii ve
dordiinci mertebeden dogruluklu fark semalarmin yaklagim ¢6ziimleri arasindaki

hatalar q =1, 4 = 0.8,k =1 degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 19. (3.2.2.3) bir noktali 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

3.56x10°° 1.93x10 9.1x10°

Tablo 20. (3.2.2.4) bir noktali 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

5.45%1072 5.77x10°° 6.18x10*

Tablo 21. (3.2.2.1) bir noktali 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

9.04x10™* 1.83x10° 1.01x10®

Tablo 22. (3.2.2.6) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

4.96x10* 2.4x107° 1.29x10®

Tablo 23. (3.2.1.4) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

9.77x107° 7.75%10™ 6.42x107°

Tablo 24. (3.2.2.1) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
9.21x10° 2.55%10° 1.42x10”

Tablo 25°den Tablo 30’a kadar olan tablolarda iki noktali yerel olmayan sinir

kosullu ters Neumann tipi smir deger probleminin gercek coziimleriyle iigiincii ve
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dordiinci mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklagim c¢oziimleri arasindaki

hatalar q=2,4 =0.57,4, =0.65,k, = %, k, = g degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 25. (3.2.2.3) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
3.16x1073 1.75x10* 7.57x10°°

Tablo 26. (3.2.1.4) iki noktali 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
4.95x107 5.22x10°° 5.60x10™

Tablo 27. (3.2.2.1) iki noktali 3.mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
5.84x10 3.13x10” 4.1x10°

Tablo 28. (3.2.2.6) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
4.61 x10™ 2.31x107 1.24x10

Tablo 29. (3.2.1.4) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
8.77%10-3 7.01x10-4 5.81x10-5

Tablo 30. (3.2.2.1) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta Vv i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.21x10° 2.88x10 1.67x107"

Tablo 31°den Tablo 36’ya kadar olan tablolarda {i¢ noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Neumann tipi sinir deger probleminin ger¢ek ¢oziimleriyle liglincli ve
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklasik ¢oziimleri arasindaki hatalar

1 3

q=3,4=054,=0.6,4,=0.7,k = g,kz = E, K, =% degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 31. (3.2.2.3) ii¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
3.63x10° 1.91x10* 9.02x10°®

Tablo 32. (3.2.1.4) ii¢ noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
5.46x107 5.54x1073 5.93x10™

104



Tablo 33. (3.2.2.1) ii¢ noktal1 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
3.07x10™ 1.64x107 9.19x1077

Tablo 34. (3.2.2.6) ii¢ noktali 4. mertebeden dogrulukta U i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
4.92x10 2.34x107 1.26x10°

Tablo 35. (3.2.1.4) Gi¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta p icin hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
9.58x10°° 7.43x10™ 6.17x10°

Tablo 36. (3.2.2.1) ii¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
4.34x107° 2.37x10° 1.38x107

5 //g

X aXiS 0 0 taxis

Sekil 7. (3.2.2.1) NSDP’nin N=10, M=32 i¢in gercek ¢coziim grafigi

Sekil 7, yerel olmayan sinir kosullu ters Neumann siir deger probleminin N=10,

M=32 i¢in gercek ¢oziim grafigini gostermektedir.
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10 40

30

5 20
10
X aXiS 0 0 taX|S

Sekil 8. (3.2.2.1) NSDP’nin ii¢ noktali UMDFS yaklasik ¢dziim grafigi

Sekil 8, Yerel olmayan simir kosullu ters Neumann sinir deger probleminin
tiglincii  mertebeden  dogruluklu fark semasimnin  yaklagik ¢6ziim  grafigini

gostermektedir.
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15
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5
X aX|S 0 0 taXIS

Sekil 9. M=32 icin (3.2.2.1) NSDP’nin ger¢ek ¢oziimii ile ii¢ noktali UMDFS yaklasik
¢ozlimii arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 9, M=32 i¢in hesaplanan ters Neumann sinir deger probleminin gercek
¢ozlim ile tg¢iinci mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢oziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.
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/ 150
10 — 100
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— 50

X axis 0 o t axis

Sekil 10. (3.2.2.1) NSDP’nin N=10, M=100 i¢in gercek ¢coziim grafigi

Sekil 10, yerel olmayan siir kosullu ters Neumann sinir deger probleminin

N=10, M=100 i¢in ger¢ek ¢oziim grafigini gostermektedir.
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X axis

t axis

Sekil 11. (3.2.2.1) NSDP’nin ii¢ noktali DMDFS yaklasik ¢6ziim grafigi

Sekil 11, yerel olmayan smir kosullu tersNeumann sinir deger probleminin

dordiincii  mertebeden  dogruluklu  fark

gostermektedir.

109

semasinin  yaklagik ¢dziim grafigini



x 10"
1.2 ~

0.8 4
0.6 4
0.4

0.2 J

0 .
15

10 15

10
5

5
X axis 0 0 t axis

Sekil 12. M=100 i¢in (3.2.2.1) NSDP’nin ger¢ek ¢oziimii ile iic noktali DMDFS
yaklasik ¢6ziimii arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 12, M=100 icin hesaplanan ters Neumann sinir deger probleminin gergek
¢oziim ile dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢6ziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.
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4. SONUCLAR

Bu c¢alismada, yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik problemleri i¢in yiiksek
mertebeden fark semalar1 aragtirilmistir. Yapilan ¢aligma sonucunda elde edilen 6zgiin

sonugclar sirasiyla asagida verilmektedir:

1. Sonu¢: A operatorii keyfi bir H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli

q
operator, k; (i=1,..q) parametreleri k = Zki <1 kosulunu saglayan bilinen negatif
i=1

olmayan reel sayilar ve belirli 4, 4,,...,4, sayilari ise 4 <A, <..<A, oOzelliginde
olsun. Ayrica ¢, 17, € H Hilbert uzaymimn verilen elemanlart f :[0,T]—H bilinen
diizgin bir fonksiyon ve bilinmeyen peH olmak tizere, (v,p) ¢ifti igin,
-V, (t)+Av(t) = f(t)+p,0<t<T,
v(0) = ¢,v(T) :Zq:kiv(ﬂ,,)+77,0<,1| <T, (4.1)
v(y) :§,0<y<li|{

cok noktali yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik probleminin yaklasik ¢6ziimiiniin

tiglincii mertebeden dogruluklu fark semast

2
77 (Vs — 2V +V 1 ) + AV, +I—2 A, =6, +p,

ek = f(tk)+r_2(f(tk+l)_2f(2tk)+ f(tk—l) + Af (tk)]’
12 T

t, =kr,1<k<N-1,Nr=T,y, =4, (4.2)
11 11
5 Ho +§ﬂ§}vlol+[1—u§]vb |:§:u0 +§ﬂ§}vlo+l =g,

q 1 1 1 1
v, = Zki {{—Eﬂi +E/Ji2:|VIi_l +|:l_ﬂi2:|V|i "'[E/Ji +§lui2}v'i+1}+77

i=1
seklinde olusturulmustur. Olusturulan bu fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-

hemen koersif kararlilik ile koersif kararlilik kestirimleri elde edilmis ve ispatlanmuistir.



2. Sonug¢: Cok noktali yerel olmayan sinir kosullu ters (4.1) eliptik probleminin

yaklastk  ¢Oziimii  i¢in  dordiinci  mertebeden  dogruluklu  fark  semasi

2
777 (Vs — 2V +V 1 ) + AV, +I—2 A%, =0 +p,

2 —
ek — f(tk)_’_r_(f(tkﬂ) Zf(ztk)+ f(tk—l) +Af (tk)jl
12 T
t, =k, 1<k<N-1,Nz=T,v, = ¢,

{Eﬂo _Eﬂo}vlo—z "{_gﬂo +E,Uo +gﬂo}vlo—1 +[1_;U0 ]VIO

(4.3)
2 1, 1, A
Tl gt bt Vg T T Ho TS Vigrz = &

\ 1 1 2 1, 1
vy =2k {—M——ﬂf}v +[——ui+—uf+—uf}v_
" -le { 1270 127 L 3t 2t et

3

2 1, 1 11
+[1-4 v, +[§ui P }VW{—EM +Eﬂi3}v|i+z}+77

seklinde kurulmustur. Kurulan bu fark semasimin ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen

koersif kararlilik ile koersif kararlilik esitsizlikleri elde edilmis ve kanitlanmustir.

3. Sonug: n-boyutlu R, Oklid uzayinda sinirt 6Q olmak iizere Q=(0,1)" bir
acik kiip, Q kiimesinin kapanisi Q=QuaQ drr.
a, (X), #(X), 7(x), £(X) (xeQ)ve f(t,x) (te ( TO g bilinen diizgiin
fonksiyonlardir. 0<4 <1, 0<y<Tve Kk k,, .k, bilinen negatif olmayan
katsayilardir. Ayrica a,(x)>a>0 (xeQ)’dir. [0,T]xQ bolgesinde, ¢ok boyutlu

eliptik kismi diferansiyel denklem icin,

(60~ Y@ 00V, ), +0v(x) = T (t,)+ p(x),

X=(%,..X,)€Q,0<t<T,

v(0,X) = ¢(x),v(T,x)—ikiv(il,x) =n(x), xeQ,
v(y,x):g”(x),XGf_z,O<y<T,

v(t,x) =0,x € 0Q

(4.4)

yerel olmayan ters Dirichlet tipi sinir deger problemi ve bunun yaklasik ¢oziimii i¢in
ticiincii ve dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalar1 olusturulmustur. Elde edilen
fark semalarinin ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif

kararlilik kestirimleri kanitlanmastir.
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4. Sonug: [0,T]xQ bolgesinde Q= (0,1)" bir agik kiip olmak iizere, ¢ok boyutlu
eliptik kismi diferansiyel denklem igin

2, (60~ 8,00V, ), +ov(t 0 = £(6,)+ p(x).

X=(X,..X,)eQ0<t<T,

V(0.6) = VT )~ KV =70, X < 5)
V(7 X) = £(X),xeQ,0< ¥ <T,
ov(t, x)

—=0,xe0Q,0<t<T
on

yerel olmayan ters Neumann tipi sinir deger problemi ve bunun yaklasik ¢éziimii igin
yiiksek mertebeden fark semalar1 kurulmustur. Bu fark semalarinin ¢6ziimii igin
kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri elde edilmis

ve ispatlanmaistir.

5. Sonug: Sayisal ¢oziimler, bir iki ve {i¢ noktali yerel olmayan sinir kosullu ters
Dirichlet ve Neumann smir deger problemleri icin MATLAB program kodlar
kullanilarak hesaplanmistir. Ters Dirichlet ve Neumann sinir deger problemlerinin
ticiincii ve dordiincti mertebeden dogruluklu fark semalariin ¢éziimii igin elde edilen

teorik ifadeler, sayisal 6rneklerin sonuclariyla dogrulanmaktadir.
1. Oneri: Caligmada ters Dirichlet ve Neumann smir deger problemleri
incelenmistir. Ilerleyen zamanda farkli Dirichlet-Neumann, Neumann-Dirichlet smir

deger problemlerinin de arastirilmasi 6nerilmektedir.

2. Oneri: Integral tipi yerel olmayan ters problemlerin yaklasik ¢dziimlerini

bulmak i¢in {ist mertebeden kararl fark semalarinin arastirilmasi 6nerilmektedir.
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EKLER

Ek 1. U¢ Noktal1 DSDP’inin 3. Mertebeden Sayisal Coziimleri igin
MATLAB Programi Kodlar1

function ellipticinversed3nG3(N,M,gm,lambda,miyu,omega)
% -vtt-vxx+v=f(t,X)+p(x);

%inverse problem
%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,x)+psi(x),
%v(gm,x)=ksi(x)

%v(t,0)=v(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end;

close;close;

T=1,

tau=T/N; h=1/M;

m1=0.2;m2=0.3;m3=0.5;
sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;I=floor(lbt);Ibtl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=floor(gbt);qbtg=qgbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%% EXACT SOLUTION V,U” %%%%%%%%
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;
%%%%%%%NWEXACT P
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;
esp(j)=exactp(x);

end;

%%%%%%%%%% THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%
%%%%%%%% First step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%
%%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%%%%
A=zeros(N+1,N+1,M+1);
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B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);

D=zeros(N+1,N+1,M+1);

E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

A(k,k,j)=taur2/(12*h"4);

B(k,k,j)=-1/(h"2)- tau"2/(3*h"4)-tau"2/(6*h"2);
C(k,k,j)=1+2/(tau"2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,))= -1/(tau"2);

C(k,k-1,j)= -1/(tau"2);
D(k.k,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*nh"4)-tau"2/(6*h"2);
E(k,k,j)=taur2/(12*h"4);

end;

C.1j=1,

C(1,s,j)=sbts/2-shts"2/2;

C(1,5+1,))=-1+sbts"2;

C(1,5+2,))=-sbts/2-sbts"2/2;

C(N+1,N+1,j)=1;

C(N+1,1,j)=C(N+1,1,j)+m1*(lbtl/2-1bt1*2/2);
C(N+1,1+1,j)=C(N+1,I+1,j)+m1*(-1+Ibtl"2);
C(N+1,1+2,j)=C(N+1,1+2,j)+m1*(-Ibtl/2-1bt1"2/2); C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+m2*(gbta/2-qbtq"2/2);
C(N+1,g+1,j)=C(N+1,g+1,j)+m2*(-1+qbtg”2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,g+2,j)+m2*(-gbtqg/2-gbtq”"2/2); C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+(m3)*(wbtw/2-
whbtw2/2);

C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+(m3)*(-1+whtw"2);
C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+(m3)*(-wbtw/2-wbtw"2/2);

end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

tk=(k-1)*tau;
fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
[(taun2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,j)=ksii(T,x)-m1*ksii(lambda,x)-m2*ksii(miyu,x)-m3*ksii(omega,x);

end;
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%%%9%%%%%%%%%% Alpha, Betha, Gamma %%%%6%%%%%%%%%%%%%
alpha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

betha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

gamma{1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (4/5)*R;

betha{2} = (-1/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

%%%6%6%%% %% %% %% % %% % %% % %% %% % %% % % %% %% %% %% % %% % %
for j = 3:M-1;
QQ=(C(:,:,))*+D(:,:.J)*alpha{j-1}+E(:,: j)*betha{j-2}+E(:,:,j) *alpha{j-2}*alpha{j-1});
L=inv(QQ);

betha{j} = - L*A(.,..));

alpha{j} = - L*(B(:,:,)) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1}); gamma{j} =
L*(R*(fii(:,j)) - D(C,:,))*gamma{j-1}-E(:,:.j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}...

- EC.g)*gammadj-2} );

end;

%%%%%% %% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% % % %% %% %% % %% %% % %
U=zeros(N+1,M+1);

U(;,M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-2})...
*gamma{M-1} - gamma{M-2});

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%%

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3;

U(:,j)=alpha{j}*uU(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{j};

end;

%%%%%% Second step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%
%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,));
Ujpl=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j+1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j+1)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,j+1);
Ujml=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j-1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j-1)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,j-1);
p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);
end;

pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

%%%%%% Third step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%
%%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

V=zeros (N+1,M+1);

for j=1:M+1

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1
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Un=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2) *U(s+2,));
V(K,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

%t=(k-1)*tau;
Un=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,))+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,));
V(K,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end

ptu=U;

pts=V;

ftf=esu-ptu;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3. ~ (1/2);

maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) "2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h" (1/2);

ftf=es-pts;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmatl*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. » (1/2);

maxerror=max(fmat4);

format(’shortG”);

Grids=[N,M];

cevapThirdAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapThirdAccuracy]

%%%GRAPH OF THE SOLUTION for THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%
difl=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1,;

difl(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

difl(k,j)=abs(es(k.j)-V(Kk.j));

end;

difl(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( "N=",num2str(N),’,”,’"M=",num2str(M),’i¢in ger¢ek ¢oziim’);

figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
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strl=strcat( 'N=",num2str(N),’,”,’"M=",num2str(M),’i¢in 3 noktali probleminin 3. mertebeden
yaklagimi ’);

figure; surf(pts); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel("x axis’); rotate3d;
str3=strcat(’N=",num2str(N),’i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;

%9%%%%% %% %% %% % % % %% %% %% % %% %% % % % %% %% %% %% %% %% % % %
%%%%%%%% %% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
function estx=exact(t,x)

estx=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=2*t"3*sin(pi*x)+t*sin(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi*2+1)*sin(pi*x);

function ksi=Kksii(t,x)

ksi=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)

rsftx=2*(pi"2+1)*t"3*sin(pi*x)+(pi*2-11)*t*sin(pi*x);

%%%%%% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% %% %% % % %%
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Ek 2. U¢ Noktal1 DSDP’nin 4. Mertebeden Sayisal Coziimleri i¢in
MATLAB Programi Kodlari

function ellipticinversed3nG4(N,M,gm,lambda,miyu,omega)
% -vtt-vxx+v=f(t,X)+p(x);

%inverse problem
%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,x)+psi(x),
%v(gm,x)=ksi(x)

%v(t,0)=v(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end,;

close;close;

T=1,

tau=T/N; h=1/M;

m1=0.2;m2=0.3;m3=0.5;
sbt=gm/tau;s=floor(sbt);shts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;|=floor(lbt);Ibtl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=floor(qgbt);qbtq=qbt-q;
wht=omega/tau;w=floor(wbt);whtw=wbt-w;

%%%%%%’ EXACT SOLUTION U, V’ %%%%%%%%
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;
%%%%%%%%EXACT P
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;
esp(j)=exactp(x);

end;

%%%%%%%%%% FOURTH ORDER ACCURACY
%%%9%0%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%First step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
A=zeros(N+1,N+1,M+1);

B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);

D=zeros(N+1,N+1,M+1);
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E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

%x=(n-1)*h;

for k=2:N;

A(k,k,j)=taur2/(12*h"4);
B(k,k,j)=-1/(h"2)-tau2/(3*h"4)-tau"2/(6*h"2);
C(k,k,j)=1+2/(tau"2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,j)= -1/(tau”2);

C(k,k-1,j)= -1/(tau"2);
D(kk,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau"2/(6*h"2);
E(k,k,j)=taur2/(12*h"4);

end;

C(1.1))=1;

C(1,5-1,j)=-sbts/12+sbts"3/12;
C(1,s,j)=2/3*sbts-shts"2/2-shts"3/6;

C(1,5+1,j)=-1+sbts"2;
C(1,5+2,))=-2/3*sbts-shts"2/2+shts"3/6;
C(1,5+3,j)=sbts/12-sbts"3/12;

C(N+1,N+1,j)=1;
C(N+1,1-1,j)=C(N+1,1-1,j)+m1*(-Ibtl/12+I0btl1"3/12);
C(N+1,1j)=C(N+1,1,j)+m1*(2/3*Ibtl-1btI"2/2-1bt1"3/6);
C(N+1,1+1,j)=C(N+1,I+1,j)+m1*(-1+Ibtl"2);
C(N+1,1+2,j)=C(N+1,I+2,j)+m1*(-2/3*Ibtl-IbtI"2/2+IbtI"3/6);
C(N+1,1+3,j)=C(N+1,I1+3,j)+m1*(Ibtl/12-IbtI"3/12);
C(N+1,9-1,j)=C(N+1,9-1,j)+m2*(-gbtg/12+qgbtg"3/12);
C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+m2*(2/3*gbtqg-qbtg"2/2-gbtq"3/6);
C(N+1,g+1,j)=C(N+1,g+1,j)+m2*(-1+gbtg"2);
C(N+1,g+2,j))=C(N+1,q+2,j)+m2*(-2/3*qgbtq-qbtq”2/2+qbtg"3/6);
C(N+1,g+3,j)=C(N+1,g+3,j)+m2*(gbtg/12-gbtg"3/12);
C(N+1,w-1,j)=C(N+1,w-1,j)+m3*(-wbtw/12+wbtw"3/12);
C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+m3*(2/3*whtw-wbtw"2/2-whtw"3/6);
C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+m3*(-1+wbtw"2);
C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+m3*(-2/3*whtw-whtw"2/2+whtw"3/6);
C(N+1,w+3,j)=C(N+1,w+3,j)+m3*(wbtw/12-wbtw"3/12);
end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;
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tk=(k-1)*tau;

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau"2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
[(tau2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,))=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,j)=ksii(T,x)-m1*ksii(lambda,x)-m2*ksii(miyu,x)-m3*ksii(omega,x);

end;

%%%9%6%%%%%%%%%Alpha, Betha, Gamma%%%%%%%%%%%% % %% %%
alpha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

betha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

gamma{1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (4/5)*R;

betha{2} = (-1/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);
9%%%6%6%%9%6%%6%%%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % % %% %% %696 % %%
forj=3:M-1;
QQ=(C(:,:,))*+D(:,:,))*alpha{j-1}+E(:,: j) *betha{j-2}+E(:,:,j) *alpha{j-2}*alpha{j-1});
L=inv(QQ);

betha{j} = - L*A(.,..));

alpha{j} = - L*(B(:,:,J) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1});

gamma{j} = L*(R*(fii(:,j)) - D(:,:.j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}...

- EC.nd)*gammadj-2} );

end;

%%%%%% % %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% % % %% % %% %% % % %% % %% % %%
U=zeros(N+1,M+1);

U(:,M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-2})...
*gamma{M-1} - gamma{M-2});

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%%

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3;

U(:,j)=alpha{j}*uU(:,j+1)+betha{j}*U(;,j+2)+gammaq{j};

end;

%%%%%%% Second step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(shts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+((-2/3)*sbts+shts"2/2+shts"3/6)*U(s,j) +(1-shts"2)...
*U(s+1,j)+((2/3)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6)*U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,));
Ujpl=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j+1)+((-2/3)*sbts+shts"2/2+shts"3/6)*U(s,j+1)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,j+1)+((2/3)*sbts+sbts"2/2-shts"3/6)*U(s+2,j+1)+(-shts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j+1);
Ujm1=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j-1)+((-2/3)*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j-1)+(1-sbts2)...
*U(s+1,j-1)+((2/3)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6)*U(s+2,j-1)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j-1);
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p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);end;
pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

%%%%%%% Third step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%%
V=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1; %tk=(k-1)*tau;
Un=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+(-2/3*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j)+...
(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(2/3*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6) *U(s+2,j)...
+(-sbts/12+sbts”3/12)*U(s+3,));

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end;

%%%%% ERROR ANALYSES FOR FOURTH ORDER ACCURACY
%%%96%%69%6%%6%6%% %%

pfu=U;

ftf=esu-pfu;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3. ~ (1/2);

maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(@j)) *2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h" (1/2);

pfv=V;

ftf=es-pfv;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. ~ (1/2);

maxerror=max(fmat4);

%es(k,j)=exact(tk,x);

%%%%%%%%% Output FOR FOURTH ORDER ACCURACY
%%%%%%%%%% %% % %% %%

format(’shortG”);
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Grids=[N,M];

cevapFourthAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapFourthAccuracy]

%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for FOURTH ORDER
ACCURACY %%%%%%%%%%

difl=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1;

difl(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

difl(k,j)=abs(es(k,j)-V(Kk.j));

end;

difl(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( "N=",num2str(N),’,”,"M=",num2str(M),’i¢in ger¢ek ¢oziim’);
figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
strl=strcat( ’N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M), i¢in 3 noktal1 probleminin 4. mertebeden
yaklagimr’);

figure; surf(pfv); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat("N=",num2str(N),’i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;
%%%%%%% %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% % % %% % %% %% % % %% % % %% % %%
%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS
%%%%%% %% %% %% % %% % %% % %% %%

function estx=exact(t,x)

estx=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=2*t"3*sin(pi*x)+t*sin(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi"2+1)*sin(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=2*(pi"2+1)*t"3*sin(pi*x)+(pi*2-11)*t*sin(pi*x);
%%%%%%%%%%6%%% %% %% %% %% % %% % %% % % %% % %% %% % % %% % % %% % %%
%%% %%
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Ek 3. Ug Noktali NSDP’nin 3. Mertebeden Sayisal Coziimleri i¢in
MATLAB Programi Kodlari

function ellipticinverse3nGN3(N,M,gm,lambda, miyu,omega)
% Computers numerical solution of the equation

% -Vit-Vxx+V=f(t,x)+p(X);

%inverse problem

%V(0,x)=fi(x),V(1,x)=(1/10)*V (lambda,x)+(2/10)*V(miyu,x)+(7/10)*V(omega,x)+psi(x),
%V (gm,x)=ksi(x)

%VX(t,0)=Vx(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end,;

close;close;

T=1,

tau=T/N; h=1/M;

m1=(1/10);m2=(3/10);m3=(6/10);
sht=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;I=floor(lbt);Ibtl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=Ffloor(gbt);qbtg=qgbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%%’ EXACT SOLUTION W,V, U’ %%%%%%%%
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;
%%%%%%%%EXACT P
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;
esp(j)=exactp(x);

end;

%%%%%%%%%% THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%
%%%%%%%%% First step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%%%
A=zeros(N+1,N+1,M+1);

B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);

D=zeros(N+1,N+1,M+1);
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E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

A(k,k,j)=taur2/(12*h"4);
B(k,k,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau"2/(6*n"2);
C(k,k.j)=1+2/(tau"2)+2/(h"2)+tau”2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,j)= -1/(tau”2);

C(k,k-1,j)= -1/(tau"2);
D(k,k,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau"2/(6*h"2);
E(k,k,j)=taur2/(12*h"4);

end;

C(1,1,))=1,

C(1,s,j)=sbts/2-sbts"2/2;

C(1,5+1,j)=-1+sbts"2;

C(1,5+2,))=-sbts/2-sbts"2/2;

C(N+1,N+1,j)=1;
C(N+1,1,j)=C(N+1,1,j)+(m1)*(Ibtl/2-1bt1"2/2);
C(N+1,1+1,))=C(N+1,I+1,j)+(m1)*(-1+Ibtl"2);
C(N+1,1+2,))=C(N+1,1+2,j)+(m1)*(-Ibtl/2-IbtI"2/2);
C(N+1,q,j))=C(N+1,q,j)+(m2)*(gbtg/2-qbtg"2/2);
C(N+1,0+1,))=C(N+1,g+1,j)+(m2)*(-1+qgbtg"2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,g+2,j)+(m2)*(-gbta/2-gbtg"2/2);
C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+(m3)*(wbtw/2-wbtw"2/2);
C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+(m3)*(-1+whtw"2);
C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+(m3)*(-wbtw/2-wbtw"2/2);
end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

tk=(k-1)*tau;
fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
[(tau"2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,j)=ksii(T,x)-(m1)*ksii(lambda,x)-(m2)*ksii(miyu,x)-(m3)*ksii(omega,x);
end;

U=zeros(N+1,M+1);

%%%%%%%%%% Alpha, Betha, Gamma %%%%%%%%%%%%%%%%%
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alpha{l} = 4/3*R;

betha{l} = -1/3*R;

gamma{1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (8/5)*R;

betha{2} = (-3/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

%6%%%%6%%6% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%
for j = 3:M-3;

QQ=(C(:,-,))*+D(:,: j)*alpha{j-1}+E(:,: j)*bethaf{j-2}+E(:,:,j) *alpha{j-2} *alpha{j-1});
LL=inv(QQ);

betha{j} = - LL*A(:,..));

alpha{j} = - LL*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,: j)*alpha{j-2}*betha{j-1});
gamma{j} = LL*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*0amma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gammaq{j-1}...
- E(,m))*gammadj-2} );

end;

%%%%%6%%6% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%
alpha{M-1} = 4*R;

betha{M-1} = -3*R;

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{M-2} = (8/3)*R;

betha{M-2} = (-5/3)*R;

gamma{M-2} = zeros(N+1,1);
Al12=A(:,:,M-2)+4*B(:,:,M-2)+9*C(:,:;,M-2)+D(:,:,M-2)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3})+...
E(:,:;, M-2)*(9*alpha{M-4}*alpha{M-3}+4*alpha{M-4}*betha{M-3}+9*betha{M-4});
Al11=-3*B(:,:,M-2)-8*C(:,:,M-2)-D(:,:,M-2)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3})-...
E(:,:,M-2)*(8*alpha{M-4}*alpha{M-3}+3*alpha{M-4}*betha{M-3}+8*betha{M-4});
A21=A(:,:,M-1)-3*C(;,:,M-1)-8*D(:,:,M-1)-E(:,:;,M-1)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3});
A22=B(:,:;,M-1)+4*C(:,:;,M-1)+9*D(:,:,M-1)+E(:,:,M-1)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3});
F1=R*(fii(:,M-2))-D(:,:;,M-2)*gamma{M-3}-E(:,:,M-2)*(gamma{M-4}+alpha{M-4}*gamma{M-
3});

F2=R*(fii(:,M-1))-E(:,:, M-1)*gamma{M-3};

Q=inv(A22);

QZ=A11-A12*Q*A21,

F=inv(Q2);

U(:,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2);

U(:,M)=Q*(F2-A21*U(:,M+1));

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%%

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3;
U(:,j)=alpha{j}*U(;,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gammaq{j};

end;

%%%%%% Second step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%
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%%%%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,]))+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,));
Ujpl=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j+1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j+1)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,j+1);
Ujml=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j-1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j-1)+(sbts/2+sbts"2/2) *U(s+2,j-1);
p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);
end;

pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

%%%%%%% Third step THIRD ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
V=zeros (N+1,M+1);

for j=1:M+1

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1

%t=(k-1)*tau;
Un=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,))+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,));
V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end

ptu=U;

pts=V;

ftf=esu-ptu;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. * (1/2);

maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) "2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h" (1/2);

ftf=es-pts;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmatl1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3. » (1/2);

maxerror=max(fmat4);

format(’shortG”);
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Grids=[N,M];

cevapThirdAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapThirdAccuracy]

%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for THIRD ORDER
ACCURACY %%%%%%%%%%

difl=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1,;

difl(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

difl(k,j)=abs(es(k,j)-V(Kk)));

end;

difl(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( 'N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M),’i¢in gergek ¢dziim’);
figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
strl=strcat( "N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M),’i¢in 3 noktal1 probleminin 3. mertebeden
yaklasimi’);

figure; surf(pts); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat("N=",num2str(N),’i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;
%%%%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
function estx=exact(t,x)

estx=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=(sin(pi*t)*exp(-t)+t)*cos(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi*2+1)*cos(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=((2*(pi*2)*sin(pi*t)+2*pi*cos(pi*t))*exp(-t)+((pi*2)+1)*t)*cos(pi*x);
%%%%%%% %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% % % %% % %% %% %% %% % %% % %%
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Ek 4. Ug¢ Noktali NSDP’nin 4. Mertebeden Sayisal Coziimleri i¢in
MATLAB Programi Kodlar1

function ellipticinverse3nGN4(N,M,gm,lambda, miyu,omega)
% Computers numerical solution of the equation

% -Vit-Vxx+V=f(t,x)+p(X);

%inverse problem

%V(0,x)=fi(x),V(1,x)=(1/10)*V (lambda,x)+(3/10)*V(miyu,x)+(6/10)*V(omega,x)+psi(x),
%V (gm,x)=ksi(x)

%Vx(t,0)=Vx(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end,;

close;close;

T=1,

tau=T/N; h=1/M;

m1=0.1;m2=0.3;m3=0.6;
sht=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;I=floor(lbt);Ibtl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=Ffloor(gbt);qbtg=qgbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%%’ EXACT SOLUTION W,V, U’ %%%%%%%%
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;
%%%%%%%%EXACT P
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;
esp(j)=exactp(x);

end;

%%%%%%%%%%%%% FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%% First step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%% Calculation U %%%%%%%%%%%%%
A=zeros(N+1,N+1,M+1);

B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);
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D=zeros(N+1,N+1,M+1);

E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

A(k,k,j)=taur2/(12*h"4);

B(k k,j)=-1/(h"2)-tau2/(3*h"4)-tau"2/(6*h"2);
C(k,k,j)=1+2/(tau"2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,j)= -1/(tau”2);

C(k,k-1,j)= -1/(tau"2);
D(kk,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau"2/(6*h"2);
E(k.k,j)=taur2/(12*h"4);

end;

CLL))=1;

C(1,5-1,j)=-sbts/12+shts"3/12;
C(1,s,j)=8/12*shts-sbts"2/2-shts"3/6;

C(1,5+1,))=-1+sbts"2;
C(1,5+2,))=-8/12*sbts-shts"2/2+shts"3/6;
C(1,5+3,))=sbts/12-sbts"3/12;

C(N+1,N+1,j)=1;
C(N+1,I-1,j)=C(N+1,1-1,j)+m1*(-Ibtl/12+1btI"3/12);
C(N+1,1,j)=C(N+1,1,j)+m1*(8/12*Ibtl-IbtI2/2-1bt1*3/6);
C(N+1,1+1,j)=C(N+1,I+1,j)+m1*(-1+Ibtl"2);
C(N+1,1+2,j)=C(N+1,I+2,j)+m1*(-8/12*Ibtl-Ibtl"2/2+Ibtl"3/6);
C(N+1,1+3,j)=C(N+1,1+3,j)+m1*(Ibtl/12-1btI*3/12);
C(N+1,9-1,j)=C(N+1,9-1,j)+m2*(-gbtg/12+qgbtg"3/12);
C(N+1,9,j)=C(N+1,q,j)+m2*(8/12*gbtg-qbtg~2/2-qbtg”"3/6);
C(N+1,g+1,j)=C(N+1,g+1,j)+m2*(-1+gbtg"2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,g+2,j)+m2*(-8/12*qbtqg-qbtg"2/2+qbtq"3/6);
C(N+1,g+3,j)=C(N+1,g+3,j)+m2*(gbtg/12-gbtg"3/12);
C(N+1,w-1,j)=C(N+1,w-1,j)+m3*(-wbtw/12+wbtw"3/12);
C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+m3*(8/12*whtw-whtw"2/2-whtw"3/6);
C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+m3*(-1+wbtw"2);
C(N+1,w+2,))=C(N+1,w+2,j)+m3*(-8/12*wbtw-wbtw"2/2+wbtw”3/6);
C(N+1,w+3,j)=C(N+1,w+3,j)+m3*(wbtw/12-wbtw"3/12);
end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;
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tk=(k-1)*tau;

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau"2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
[(tau2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,j)=ksii(T,x)-(m21)*ksii(lambda,x)-(m2)*ksii(miyu,x)-(m3)*ksii(omega,x);

end;

U=zeros(N+1,M+1);

%%%%%%%%%%%%%Alpha, Betha, Gamma%%%%%%%%%%%%%%%%%
alpha{l} = 4/3*R;

betha{l} = -1/3*R;

gamma{1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (8/5)*R;

betha{2} = (-3/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

%%%%%6%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %
for j = 3:M-3;

QQ=(C(:,:,))*D(:,: j)*alpha{j-1}+E(:,: j)*betha{j-2}+E(:,:,j) *alpha{j-2} *alpha{j-1});
LL=inv(QQ);

betha{j} = - LL*A(.,:.));

alpha{j} = - LL*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2}*betha{j-1});

gamma{j} = LL*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2} *gamma{j-1}...

- E(,0))*gammad{j-2} );

end;

%%%6%%6%%6% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%
alpha{M-1} = 4*R;

betha{M-1} = -3*R;

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{M-2} = (8/3)*R;

betha{M-2} = (-5/3)*R;

gamma{M-2} = zeros(N+1,1);
Al12=A(:,:,M-2)+4*B(:,:,M-2)+9*C(:;,:;,M-2)+D(:,:,M-2)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3})+...
E(:,:,M-2)*(9*alpha{M-4}*alpha{M-3}+4*alpha{M-4}*betha{M-3}+9*betha{M-4});
Al1=-3*B(;,:;,M-2)-8*C(:,:;,M-2)-D(:,:,M-2)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3})-...
E(:,:,M-2)*(8*alpha{M-4}*alpha{M-3}+3*alpha{M-4}*betha{M-3}+8*betha{M-4});
A21=A(:,:;,M-1)-3*C(;,:,M-1)-8*D(;,:;,M-1)-E(:,:,M-1)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3});
A22=B(:,:;,M-1)+4*C(;,:;,M-1)+9*D(:,:,M-1)+E(;,:;, M-1)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3});
F1=R*(fii(:,M-2))-D(:,:;,M-2)*gamma{M-3}-E(:,:,M-2)*(gamma{M-4}+alpha{M-4}*gamma{M-
3});

F2=R*(fii(:,M-1))-E(:,:;, M-1)*gamma{M-3};

Q=inv(A22);
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QZ=A11-A12*Q*A21;

F=inv(QZ2);

U(:;,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2);

U(:,M)=Q*(F2-A21*U(:,M+1));

%%%%%COMPUTE U(n)%%%%%%%

for j = M-1:-1:1 ;%%%%M-3;

uU(:,j)=alpha{j}*uU(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gammaq{j};

end;

%%%%%%%% Second step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%% Calculation of p(x) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+((-8/12)*sbts+shts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,j)+((8/12)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6)*U(s+2,j) +(-sbts/12+sbts”3/12)*U(s+3,));
Ujpl=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j+1)+((-8/12)*shts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j+1)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,j+1)+((8/12)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6)*U(s+2,j+1)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j+1);
Ujm1=(sbts/12-shts"3/12)*U(s-1,j-1)+((-8/12)*sbts+shts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j-1)+(1-shts"2)...
*U(s+1,j-1)+((8/12)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6)*U(s+2,j-1)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j-1);
p1(j)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm21))/h*2+(ksii(gm,x)-Uj);
end;

pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

%%%%%%%% Third step FOURTH ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%% Calculation V %%%%%%%%%

V=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1; %tk=(k-1)*tau;
Un=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+(-8/12*shts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j) +...
(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(8/12*sbts+sbts"2/2-shts"3/6)*U(s+2,j)+(-sbts/12+shbts"3/12)*U(s+3,));
V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end;

%%%%%%% ERROR ANALYSES FOR FOURTH ORDER ACCURACY
%%%9%0%%%%%%%% %%

pfu=U;

ftf=esu-pfu;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. » (1/2);
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maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(j)) *2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h" (1/2);

pfv=V;

ftf=es-pfv;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. * (1/2);

maxerror=max(fmat4);

%%%%%%%% %% %% Output FOR FOURTH ORDER ACCURACY
%%%%%% %% %% %% % %%

format(’shortG’);

Grids=[N,M];

cevapFourthAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapFourthAccuracy]

%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for FOURTH ORDER
ACCURACY %%%%%%%%%%

difl=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1;

difl(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

difl(k,j)=abs(es(k,j)-V(k)));

end;

difl(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( "N=",num2str(N),’,”,"M=",num2str(M),’i¢in ger¢ek ¢6ziim’);
figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
strl=strcat( "N=",num2str(N),”,”,’M=",num2str(M),’i¢in 3 noktal1 probleminin 4. mertebeden
yaklagim1®);

figure; surf(pfv); title(str1); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat("N=",num2str(N), i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;
%%%%%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
function estx=exact(t,x)

estx=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=(sin(pi*t)*exp(-t)+t)*cos(pi*x);
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function estxp=exactp(x)

estxp=(pi"2+1)*cos(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)

rsftx=((2*(pi*2)*sin(pi*t)+2*pi*cos(pi*t)) *exp(-t)+((pi*2)+1)*t)*cos(pi*x);

%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %%
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