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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

() Bos Esnek Kiime
N Dogal Sayilar Kiimesi
3~DN Esnek Yakin Metrik

(F,E),D,) Esnek Yakin Metrik Uzay

{(F,A)} ., EsnekDizi

(F,E) Esnek Kiime
O Esnek Kiimelerde Birlesim
N Esnek Kiimelerde Kesisim
D Esnek Metrik

(x, F(X)) Esnek Nokta

(a,r) Esnek Parametrik Skaler

(X,7,E) Esnek Topolojik Uzay

b Skaler Degerli Parametrik Fonksiyon

R Reel Sayilar Kiimesi
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ESNEK YAKIN METRIKLERDE SABIiT NOKTA TEOREMLERI
UZERINE
Kaan OZDEMIR

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Ali MUTLU

Bu tez calismasinda daha once tanimlanmis olan esnek metrik tanimi ile
yakin metrik tanimini birlestirerek yeni bir tanim elde edilip, ¢esitli genellestirilmis
biiziilmeler i¢in tam metrik uzaylarda elde edilen yeni sabit nokta teoremleri
cesitlerine gore bir takim teoremler, biiziilme doniisiimleri, dizi tanimlari, yani
Cauchy dizisi tanmimi verilecektir. Esnek yakin metrik ile Cauchy dizisinin
tanimlanmast, bu yeni metrige gore tam uzay elde etmemizi saglayacaktir. Boylelikle
esnek yakin metrigi kullanarak Bananch, Kannan ve farkli tiirden doniisiimler igin
baz1 sabit nokta teoremlerinin elde edilmesi ve ispatlanmasi1 amaglanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Esnek Kiime, Esnek Metrik, Yakin Esnek Metrik Uzay,
Sabit Nokta Teoremi.
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In this thesis we will obtain a new definition is named near soft metric
which is obtained by combining the previously defined soft metric definition with the
near metric definition. And we will use this definiton to obtain new fixed point
theorems in complete metric space for generalized contractions, transformation
contractions and Cauchy sequence.Defining the Cauchy sequence with the soft near
metric will allow us to obtain complete space according to this metric.Thus we aimed
to obtain and prove some fixed point theorems for Banach,Kannan and different
types of transformation by using near soft metric.
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1. GIRIS

Rus matematik¢i Dmitri Molodtsov tarafindan 1999 da Esnek kiime kavrami
tarif edilmistir. Arastirmalarda bu esnek kiime teorisi belirsizliklerle ve agik olarak
tanimlanmamig nesneleri inceleyen yeni bir matematiksel aragtirma konusu olarak
literatiire girmistir. Bu alandaki calismalar bilgisayar, miithendislik, fen bilimleri ve
ekonomide kendine yer bulmustur. Aragtirmaci matematikg¢iler tarafindan esnek

kiime teorisinin cebirsel ve topolojik karakterizasyonu sunulmustur.

Esnek kiime teorisinin cebirsel ve topolojik Ozellikleri birgok matematikgi
tarafindan galisilmistir. Shabir ve Naz tarafindan 2011°de esnek topolojik uzaylar
tanimi verilmistir. Bununla birlikte Zorlutuna Aygiinoglu ve Aygiin esnek topolojik
uzaylarin bazi oOzellikleri tarif etmisleridir. Aras, Sonmez, Cakalli, Zorlutuna ve
Cakir esnek dontsimlerin ve esnek siirekli doniisiimlerin  ozellikleri {izerine

calismalar yapmislardir.

Diger taraftan sabit nokta teorisi ile ilgili ¢alismalar ilk defa 1912 yilinda
Brouwer tarafindan matematik literatiiriine sunulmustur. Brouwer R" de kapali
birim yuvardan yine ayni kapali birim yuvara tanimlanan siirekli doniisiimiin sabit
noktasinin varligimi gostermistir. Bu teorem literatiire “Brouwer sabit nokta teoremi”
olarak vermistir. 1922 yilinda Banach tam metrik uzaylar1 goz 6niine alarak Banach
biiziilme prensibini Banach sabit nokta teoremini ele alarak ilk defa tam metrik
uzaylarda bir fonksiyonun sabit noktasinin varligini ve tekligini garanti eden teoremi
ispatlamistir. Daha sonra Kannan, Caristi, Chatterjea, Reich, Hardy and Rogers ve
Jungck gibi matematikgiler gesitli tip biiziilmeler ve sabit nokta teoremleri {izerine

inceleme yaparak bu teoriye katkida bulunmuslardir.

Esnek kiimeleri ve esnek kiimeler iizerindeki cebirsel islemleri kullanarak
“esnek metrik” kavramini Das ve Samanta 2013 yilinda tanimlamislardir. Das ve
Samanta’dan farkli bir bi¢imde 2017 yilinda Hosseinzadeh esnek noktalari, ifade
ederek esnek metrik uzaylar1 yeniden tanimlamistir ve bu konuda farkli bir bakis ileri
siirmiistiir. Ustelik Hosseinzadeh’in bu calismas1 esnek metrik uzaylarin temel
ozelliklerinin incelenmesinin yan1 sira esnek biiziilme, esnek sabit nokta
kavramlarmin meydana getirilmesi ve Banach, Caristi gibi bazi sabit nokta

teoremlerinin esnek metrik uzaylarda tanimlanmasi ve kanitlanmasi bakimindan



onem teskil etmistir. Bu sebepten dolay1r esnek doniigiimler, esnek metrik uzaylar ve

farkli tip esnek metrik uzaylarla ilgili ¢alismalar da yer almaktadir.

Bu tez galismasinda yakin metrik kavramini esnek kiimeler iizerinde ifade
ederek “Esnek yakin metrik uzaylari” tanimladik. Esnek dizi, esnek yakinsak dizi,
esnek Cauchy dizisi, esnek biiziilebilirlik gibi kavramlart esnek yakin metrik

uzaylarda ifade ederek bazi esnek sabit nokta teoremleri elde ettik ve ispatladik.

Bu tezde farkli tip esnek metrik olarak tanimlanan ©n esnek yakin metrik
g6z Oniine alinarak literatiirde bilinen sabit nokta teoremlerinin elde edilmesi ve
ispatlanmasi1 amaglanmaktadir. Bununla birlikte bu tez c¢aligmasinin sabit nokta
teorisi ve esnek metrik uzaylar iizerine ¢aligan matematikgiler i¢in faydali bir kaynak

olmas1 hedeflenmektedir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde esnek kiime teorisi ve sabit nokta teorisi ile ilgili temel

kavramlardan bahsedilmistir.
2.1. Esnek kiime teorisi

Bu alt boliimde esnek kiimeler ve esnek topolojilerle ilgili temel tanimlar ve

ozellikler verilir.

X nesnelerin evrensel kiimesi ve E, X ’deki nesnelerle ilgili parametrelerin

kiimesi olsun. P(X), X ’in kuvvet kiimesini gostersin ve A, B < E olsun.

Tamm 2.1.1. [1] X evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun.
P(X), X ’in kuvvet kiimesi ve Ac E olmak iizere;
F:A—P(X)
ise (F,A) ¢ifti X iizerinde bir esnek kiime olarak adlandirilir.

Herhangi bir (F,A) esnek kiimesi, her e A i¢cin F(e)=< ve her
ecE\A icin F(e)=9 olmak tiizere (F,E) seklinde bir esnek kiimeye

genisletilebilir.

Tanmm 2.1.2. [2] (F, A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun.

) AcB,ve
i) Her ae A i¢in F(a) £ G(a) ise

(F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,A)&(G,B) ile

gosterilir. (F, A), (G,B) ’nin esnek alt kiimesi ise (F,A) ’ya (G, B) ’nin esnek iist

kiimesi denir ve (F, A) 5 (G, B) ile gosterilir.

Tamm 2.1.3. [2] X iizerinde iki (F,A) ve (G,B) esnek kiimesinin kesigimi
(H,C) esnek kiimesidir. C=ANB ve VceC olmak iizere H(c)=F(c)NG(c).
Bu kesisim (F, A) " (G,B) =(H,C) ile gosterilir.

Tamim 2.1.4. [2] X iizerinde iki (F, A) ve (G, B) esnek kiimesinin birlegimi

yine bir esnek kiimedir. C = AUB ve Ve € C igin,



F(e), ee A-B
H(e)=1G(e), eesB-A
F(e)uG(e), e e ANB.

Bu bagint1 (F, A)O(G,B)=(H,C) ile gosterilir.
Tanim 2.1.5. [2] X iizerindeki bir (F, A) esnek kiimesi Vae A i¢cin F(a)=O
ise bir bos (null) esnek kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir.

Tammm 2.1.6. [2] X iizerindeki X mutlak esnck kiimesi VaeA icin
F(a)= X olacak sekilde taniml1 bir (F, X) esnek kiimesidir.

Tamm 2.1.7. [2] (F,A), X izerinde bir esnek kiime olsun. (F, A)’nin relatif
timleyeni (F,A)° olarak gosterilir ve F°:A—P(X), her aeA igin
F°(@)= X —F(a) ile verilen bir doniisim olmak iizere (F,A)°=(F° A) ile
tanimlanabilir.

Tanmm 2.1.8. [2] (F,A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu
takdirde (F,A)—(G,B) = {(X, F(x)): F(x)2G(B), x¢ B} esnek kiimesidir.

Tammm 2.1.9. [4] 7, X izerinde esnek kiimelerin bir koleksiyonu ve E

parametre kiimesi olsun. Bu takdirde 7 asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa X

tizerinde bir esnek topoloji olarak adlandirilir.
i) D, X =(F,X)er,
il) 7 ’daki herhangi (keyfi) sayida esnek kiimelerin birlesimi 7 ’ya aittir.
iii) 7’ daki herhangi iki esnek kiimenin kesisimi yine 7 ’ya aittir.
(X,7,E) Ugliisiine X iizerinde bir esnek topolojik uzay denir.

Tanmm 2.1.10. [8] (X,7,E) ve (Y,7' E) iki esnek topolojik uzay olsun.
f:(X,7,E) > (Y,7" E) bir doniisim olsun. (f(x,),E)’ nin her bir (H,E) esnek
komsulugu i¢in f((F,E)) = (H,E) olacak sekilde (x,,E) ’nin bir (F,E) esnek

komsulugu mevcutsa bu takdirde f ’e (X, E) ’de esnek siirekli doniigiim denir.



Onerme 2.1.11. [8] (X,7,E) esnek topolojik uzay olsun. 1, : X — X birim

dontistimii esnek stirekli olmak zorunda degildir.
Ispat: X ={h,h,,h.}, E={e.e,} ve 7={®,X,(F,E),(F,E),(F,E),(F, E)} ve

7' ={®, X,(G,,E),(G,,E),(G,,E),(G,,E)}, X iizerinde iki esnek topolojik uzay ve

(F. B).(R, E). (R, E). (R, E).(G,, E).(G,. E).(G,, E). (G, E), X lizerinde

esnek agik kiimeler olmak iizere
F(e) ={h.} R(e,) ={h} F(e) ={h,,h:}, F(e)) ={h}. F,(e,) ={h, h.}, Ky (e)) ={h:},
Fi(e,) ={h.h}, F,(e) =9, F,(&,) ={h};

ve

Gl(el) :{hz}a Gl(ez) :{hl}, Gz (el) :{hzi h3}: Gz (ez) :{hv hz}’ Ga(el) :{hv hz}’

G3(e2) =X, G4 (el) :{hz}vG4(e ) :{hli hz}

olarak tammlansin. f*((G,, E)) ={(e,,{n,h,}),(e,, X)} & (X, 7,E) ve

F2(G,, E) ={(er.{h}). (e, {h. P} (X, 7, E). Bundan dolay1

f =1 :X — X doniisiimii esnek siirekli degildir.

Tamm 2.1.12 [27] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. (a,r) ve (b,r")

iki esnek parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek parametrik skalerler arasindaki
toplamay1 ve esnek parametrik skalerler lizerindeki skalerler ¢arpimi asagidaki gibi

tanimlanir.
(an+@r)={ab}r+r) ve
Her 1eR i¢in A(a,r)=(a, Ar).

Tamm 2.1.13. [27] (F,A), Xiizerinde bir esnek kiime olsun.
f(AF(A)=(f, f,)(A F(A)) olacak sekilde f,:A—>A ve f,:F(A)->R

fonksiyonlart varsa (F, A) iizerindeki bir f fonksiyonu parametrik skaler degerli



bir fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer sekilde yukaridaki tanimi f,: AxA— A ve

f,:F(A)xF(A) > R olmak iizere

f(Ax A F(A)xF(A) =(f, ,)(AxA F(A)xF(A) ile f:(F,Ax(F,A) —(AR)

seklinde genisletilebilir.
2.2. Metrik uzaylar ve esnek metrik uzaylar

Bu boéliimde esnek kiimeler (uzaylar) {izerinde tanimhi esnek metriklerle ilgili

temel kavramlardan bahsedilecektir.

Tamm 2.2.1. [41] X bostan farkli bir kiime olmak ilizere d: X xX — R"

fonksiyonu
M(1) X,y e X, d(x,y)=0
M(2) vx,ye X, d(x,y)=0< x=y
M(3) VX, ye X, d(x,y)=d(y,x)
M(4) VX, ¥,ze X, d(x,2) <d(x,y)+d(y,2)

ozelliklerini sagliyorsa d'ye X iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de

metrik uzay denir.

Tamim 2.2.2. [42] X bostan farkli bir kiime olsun ve d : X x X —[0, 0]
fonksiyonunun her x,y € X ve c, 1 den biiyiik sabit olmak iizere asagidaki sartlari

sagladigimi kabul edelim:

1. d(x,y)=0<=x=Y,
2. d(x,y)=d(y,x),
3. d(x,z)=c[d(x,y)+d(y,2)]
Bu takdirde d metrigi yakin metrik olarak adlandirilir ve (X,d) ikilisine

yakin metrik uzay denir.

Tamm 2.2.3.[43] X #O ve xe X olsun. f: X — X fonksiyonu igin

f(X)=x ise xe X > e f ’in sabit noktasi denir.

Tamm 2.2.4. [43] (X,d) metrik uzay ve T : X — X herhangi bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € X i¢in



d(Tx,Ty) < Ad(X,Y)

sartin1 saglayan bir 4 >0 sabiti varsa T 'ye Lipschitz doniisiimii (Lipschitz mapping)
denir. Burada 0 <A <1 ise T 'ye biiziilme veya daralma (contraction) doniisiimii ve
A =1 ise T 'ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir. Eger her

X,ye X i¢in (X#Y)

d(Tx, Ty) < Ad(Xx,y)

sart1 saglantyorsa T 'ye biiziilebilir (contractive) doniisiim denir. Bu durumda

asagidaki gerektirmenin dogrulugu kolayca goriilebilir.

Biiziilme doniisiimii = Biiziilebilir doniisiim = Genislemeyen doniisiim =
Lipschitz sartin1 saglar.

Teorem 2.2.5. [12] (Banach Biiziilme Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay
ve T: X — X bir doniisiim olmak {izere her x,y e X i¢in

d(Tx, Ty) < Ad(X,y)

olacak sekilde bir A €(0,1) sabiti bulunabiliyorsa T 'nin X *de bir tek sabit noktasi
vardir.

Tamm 2.2.6. [27] (F, A), X lzerinde bir esnek kiime olsun. 7: AxA— A
bir parametrik skaler degerli bir fonksiyon olsun. ® asagidaki sartlari sagliyorsa

D:(F, A)x(F, A) > (A R" U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonunun

(F,A), X izerinde bir esnek metrik oldugu sdylenir.

1. ©((a,F(a)),(b,F(b))) = (#(a,b),0),a=b iken esitlik saglanir.
2. Her a,beA icin ©((a, F(a)), (b, F (b)) =D((b, F (b)), (a, F(a)))
3. Hera,b,c e A i¢in

D((a, F (@), (¢, F(c))) < D((a F(@)), (b, F (b)) +D((b, F (b)), (¢, F(c)))

((F, A),D) ikilisine X iizerinde bir esnek metrik uzay denir.



Tanmm 2.2.7. [27] (F,A) ve (F',A) sirasiyla X ve Y {izerinde iki esnek

kiime olsun.

ffrA>Avef,:F(A)> F'(A), F(A)={F(a):ac A} ve F'(A)={F’'(a"):a" € A’}
olmak tizere doniisiimler olsun. Bu takdirde f =(f, f,):(F,A) — (F', A") ikilisi

f (V, B)(e') = {;eeﬁl(e')ms fz(v (e)) flf (er) AB%D

diger durumlarda

ile tanimlidir.

Bu durumda f esnek doniisim olarak adlandirilir ve (f(V,A),C), (V,B)
esnek kiimesinin esnek goriintiisii olarak adlandirilir. (W,C) e (F’,A") olsun. Bu
takdirde (W,C)’nin yukarida tanmimlanan f esnek doniisiimii altindaki ters
goruntusu

f,'W(f () fi(e)eC

f(W,C)(e) =
W.c)e) {@ diger durumlarda

olmak iizere, f*(W,C) ile gosterilen X iizerinde esnek kiimedir.

Tamm 2.2.8. [27] Ac E parametrelerin kiimesi olsun. Esnek parametrik

skalerlerin bir dizisi {(a,,r,)} olmak iizere (i= ] icin a =a,; olabilir) lim r, =r

n—oo

olacak sekilde bir reR mevcutsa {(a,,r,)} dizisi bir esnek parametrik skalere

yakisaktir denir ve Va e A i¢in (a,,r,) — (a,r) olarak yazilr.

Tamm 2.2.9. [27] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. {(a,,r,)} (i # j
icin g =a; olabilir) esnek parametrik skalerlerin  bir dizisi olsun.

(a..r.,)=(,r) ise {(a,r)} azalan, (a,r)=(a,.r.,) ise {(a,r)} artan

n+1?

olarak adlandirilir.

Tammm 2.2.10.[27] (F,A), X izerinde bir esnek kiime olsun.
f(F,A)=(f, f,)(ALF(A)) olacak sekilde f:A—>A ve f:F(A->R
fonksiyonlar1 varsa (F, A) tizerindeki parametrik skaler degerli f fonksiyonu azalan

(artan) olarak adlandirilir.



Tammm 2.2.11. [27] (F,A), X iizerinde bir esnek kiime ve ®, (F,A)

tizerinde bir esnek metrik olsun. Her (c,Xx)e(F,A) esnek noktas: i¢in (c,X) Ve

(a, F(a)) arasindaki uzaklik D((c,x),(a, F(a)) ile gosterilir.

X, d metrigi ile birlikte bir metrik uzay ise (c,x) ve (a,F(a)) arasindaki

uzaklik

D((c, x), (a, F(a)) = (7(c,a), yiem‘a)d(x, y)) olarak tanimlanir.



3. MATERYAL VE YONTEMLER
3.1. Esnek Yakin metrik uzaylar

Bu bolimde esnek yakin metrik uzay tanimi verilerek, sabit nokta
teoremlerinde kullanmaya yonelik esnek yakin metrigin kullanilmasiyla esnek dizi,

esnek yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi tanimlar1 ifade edilmistir.

Tamm 3.1.1. [27] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. Eger reR ve
ac A ise (a,r) swal ikilisi esnek parametrik skaler olarak adlandirilir. r=0 ise
(a,r) siral ikilisi esnek anlamda 0 (sifir) olarak adlandirilir. ¥ >0 ise (a,r) esnek
parametrik skaleri negatif olmayan olarak adlandirilir. (a,r) ve (b,r’) iki esnek
parametrik skalerler olsun. r>r' ise (a,r) 'nin (b, r’) ’den kiigiik olmadigin1 sdylenir

ve (a,r) = (b,r") seklinde yazilir.

Tanmm 3.1.2. (F,A), X ilizerinde bir esnek kiime ve 7:AxA— A bir
parametrik skaler degerli fonksiyon olsun. (7z(a,b),0) esnek parametrik skaleri

7(a,b) € A, 0€R olmak iizere esnek anlamda 0 (sifir) elemanini gostersin.

@N ((F,A)x(F,A) > (AR"U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonu
asagidaki sartlar1 saglhiyorsa (F,A) lzerinde bir esnek yakin metrik olarak

adlandintlir. ((F, A), @N) ikilisine de esnek yakin metrik uzay denir.
V(a,F(a)), (b,F(b)),(c,F(c))e(F,A) icin
1. ’;DN ((a,F(a)),(b,F(b))) = (7(a,b),0) ve a=b ise esitlik saglanir.

2. D,((aF@) b Fb))=(#ab).0)= (aF@) b.Fb)e(F.A ve
(aF(a))=(b,F (b)) [VabeAa=b]

3. Dy ((aF(@) b,F)=D,((b,F®), (@ F@)
4. D, ((a F(@)(c, F(c) <(c NI, ((a F(a) (b, F(b))+ D, ((b, F(b),(c, F(c))]

Tamm 3.1.3. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. (F, A)’daki bir

esnek dizi neN ic¢in (F,,A) , (F,A)’nin bir esnek alt kiimesi olacak sekilde
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f(n)=(F,,A) ile tammh bir f:N—(F,A) fonksiyonudur ve {(F,,6 A)}., ile

gosterilir.

Tammm 3.1.4. (F,A), X lizerinde bir esnek kiime olsun, @N (F,A)
izerinde bir esnek yakin metrik {(F,A)}.,, (F,A)’da bir esnek dizi ve

(x,F(x)) e (F,A) olsun. Bu takdirde her ¢ pozitif sayisi igin N>N olmak iizere
her n dogal sayisi igin @N ((a,F,(a)),(x,F(x))) = (7(a, x), &) olacak sekilde bir N

dogal sayis1 mevcut ise {(F,, A)}~, esnek dizisi (X, F(x)) ’e esnek yakinsaktir denir.

Tamm 3.1.5. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. D, (F,A)

tizerinde bir esnek yakin metrik ve{(F,,A)}., (F,A) ’da bir esnek dizi olsun. Bu

takdirde her ¢ pozitif sayist igin n,m> N olmak iizere her n,m dogal sayis1 i¢in
@N ((a,F,(a)),(a F,(a)) = (7(a,a),&) olacak sekilde bir N dogal sayis1 mevcut ise

{(F,,A)}.., dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.1.6. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. D, (F,A)
tizerinde bir esnek yakin metrik, {(F,,A)}.,, (F,A) ’da bir esnek dizi olsun.
{(F,, A}, (F,A) ’da ®,, metrigine gore esnek yakimsak ise bu takdirde (F,A)
‘nin bir tek elemanina yakinsar.

Ispat: (x, F(X)),(y,F(y))e(F,A) ve YneN icin

(F,,A) > (x,F(x)) ve (F,,A) > (y,F(y)) olacak sekilde farkli iki esnek eleman
olsun. Bu takdirde esnek yakin metrik uzaym 4. Kosulundan Vvx,yeA ve (c,r)

esnek parametrik skaler olmak iizere

D ((CF), (v, F() <€, nID, ((x F(x), (a F, @) +D, (&, F, (@), (v, F()N] (3.2)

¢ keyfi pozitif bir sayr olsun. {(F, A}, (X,F(x)) ve (y,F(y))’ye
yakinsak oldugundan her n>N, ve n> N, i¢in asagidaki esitsizler saglanacak

sekilde N, ve N, dogal sayilar1 mevcuttur.

D (L FO), (& F, () < (#(x &), /2) (1) (32)
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ve

O (v, F(V) (a F, @) < (#(y,a),£/2)(c,r)  (33)

n = max{N,, N,}oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (3.1), (3.2) ve (3.3) den

Dy (% F (), (v, F(Y))) 2(c. n)[(7(x.), &1 2(c, 1) +(#(a, y), £/ 2(c, 1))]
=(c,n((7(x,a),7(a,y)). e/ (c,r))
={7(x,a),7(a, y)} €)
Bu Ve>0 igin Dy ((xF (),(y,F() 2 ({#(xa),#(a )}, &) oldugu
anlamma gelir. Bundan dolay1 D, ((x, F (X)), (y, F(y))) = (#(x, ¥),0) . Bu taktirde

esnek yakin metrik taniminin 1. Sarti X = yolmasmi gerektirir. Sonug¢ olarak

(%, F(x)) =(y, F(y)) dir.

Tamm 3.1.7. (F,A), X lizerinde bir esnek kiime olsun. @N, (F,A)
tizerinde bir esnek yakin metrik olsun. Eger (F, A)’daki her esnek Cauchy dizisi

(F, A)’da esnek yakinsak ise (F, A)’ya tam esnek yakin metrik uzay denir.

Onerme 3.1.8. ((F,A),®,) X iizerinde bir esnek yakin metrik uzay ve
{(F,,A}:, (F,A) da yakinsak esnek dizi olsun. Bu taktirde {(F,,A)}", esnek

Cauchy dizisidir.
Teorem 3.1.9. ((F,A),@N) ve ((F',A'),@'N) sirastyla x ve y tzerinde iki

farkl1 yakin esnek metrik uzay olsun. f =(f,, fz):((F, A),D, ) —>((F : A'),@‘N) bir

esnek doniisim olsun. Bu taktirde f esnek siireklidir ancak ve ancak her

(x,F(X))e(F,A) ve Ve&>0 i¢in en az bir pozitif & sayist vardir dyleki her
(v.F(y)) e (F, A) igin

D' (F (X, F(X), F(y, F(y) =(#(x, y),5) iken

D'y (f(F)), f(y, F(y)) = (7' (7(x,y)),) olur.
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Tamm 3.1.10. ((F,A),@N) X lizerinde yakin esnek metrik ve
f:((F,A),f)N)a((F,A),@N) bir esnek donlisgim olsun. VX,yeA igin

D, (F (X, F(X), f(y,F(Y))) =¢. D, (X, F(X).(Y,F(y))) olacak sekilde 0<c<1

olmak iizere bir pozitif ¢ sayisi varsa f esnek biiziilme olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.11. Esnek biiziilme déniisiimii ((F, A),@N) yakin esnek metrik

uzayda esnek siireklidir.
Ispat: f ’in esnek siirekli oldugunu gostermek igin keyfi bir (X,, F(X,)) € (F, A)

noktasinda esnek stirekli oldugunu gosterelim. s=% alirsak;
C

V(% F (), (%, F (%)) € (F, A) igin Dy ((x, F()), (%, F (%)) < (7(x, %), 8) iken

Dy (F( F(X), T (%, F (%)) < ¢-Dy (%, F (X)), (¥, F (%))
=c-(7(X, %), 0)
= (7(x,%),¢-6)

=(7(X, %), €)
elde edilir. Boylece f, (x,, F(X,) noktasinda esnek stireklidir. (X,, F(X,),

(F, A) 'nin keyfi bir noktasi oldugundan esnek stireklidir.

|
Tamm 3.1.12. ((F,A),@N) X tzerinde tam yakin esnek metrik uzay ve

f :((F, A),@N)—>((F,A),©N) bir esnek doniistim olsun. f igin bir esnek sabit

kiime f((x, F(X))) =(x, F(x)) olacak sekilde (F, A) nin (x, F(X)) seklinde bir esnek
alt kiimesidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Yakin Esnek Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 4.1.1. (Yakin Esnek Metrik Uzaylar icin Banach Biiziilme

Teoremi)
((F,A),@N) X lzerinde bir tam yakin esnek metrik uzay olsun ve

f:((F,A),@N)—><(F,A),©N) bir yakin esnek biiziilme dontisimii olsun. Bu

taktirde f bir tek sabit esnek noktaya sahiptir.

ispat: (F,,A), (F,A) ’da keyfi bir esnek nokta olsun. {(F,,A) .} esnek dizisini

n=1

asagidaki gibi olusturalim.
(Fon A = F((F, A) = F"(R, A) (4.1)

(n=0,4,2,...). f esnek biiziilme oldugundan, bu taktirde her n>1 igin

D (Fons AN (F, A) =2, ((F(F,, A), (T(F, 1, A))

Dy (F 0, A, (Fy, A) <D, ((Fy, A) (F L A) (4.2)

olacak sekilde bir 0 < ¢ <1 mevcuttur.. Indiksiyonla n=0,1,2... igin

D (Frs A (F A) <27 D, (R, A (R, A) (43)
oldugu sonucuna variriz.
Herhangi bir m>n igin,

Oy (R A (Fy A) < (0, 1) 1D, ((Fy, A), (Fs A) + Dy ((F, A), (Fyy A
< (e, 1) Dy (Fs A, (Fraas A+ (€1, 1)(C, NIDy, (Fis A, (Fzn A)
+0, ((Fouzs A) (Fy A))]
< (€1 1) Dy (Fos A), (Fraas A+ (€1, 1)(C, NDIDy, (Frogs A (Frzn A)
+ Dy ((Fy.20 A) (R DI+
(€1 1)(C2, 1)(Coy DDy (Fzs A), (Frugs A) + Dy, ((Frus, A), (s A))]

14



< (e, N (D4 ((F, A).(F

n+1?

A+ +

(€11 (€50 1)ees(Coes ) [Dy (B AN, (Frss A) +D ((Fis A (F A)]

<SA"(C ) (Dy((F A (Fpy A+ +

n+11

A" 1) (C00 1) (oo DDy (Fo 2 A), (Fp A) + Dy ((Fp, A (Fy A))]

dkeN (c.,r)=(c,r)(c,,r)...(C,_p.iT)
< (€ NA" (Dy((Fy, A), (Fpups A+ +

A" Dy (Fozs A (Frys A) + Dy ((Fos, A) (Fy, A)))
=(C, NA"+ A"+ + A" (D, (R, A), (R, A)))

siwck,n"(m«ﬁ, A). (Fy, A)

~ l 1
On(F AR A <1270

O (R, A), (R, A)) (4.4)

esitsizligine sahibiz. Su halde {(F,A)}”, un (F,A) da bir Cauchy esnek dizisi
oldugunu gosterir. (F,A) tam yakin esnek metrik uzay oldugundan, bu taktirde
{(F,, A}, (x,F(x))’e yakinsayacak sekilde (x,F(x))e(F,A) vardir. f esnek
stirekli oldugundan, Tanim (3.1.5)’ten f((F,A)) f((x,F(X))) e yakinsar. Bununla

birlikte {(F,, A)}._; dizisinin tanimma gére, f((F,, A)) (x, F(X)) e yakinsar.

f((x,F(X)))=(x,F(x)) oldugu elde edilir. (x,F(x))’in teklik o6zelligini
ispatlamak icin (x,F(Xx)) = (y,F(y)) ve f((y,F(y))=(y,F(y)) olacak sekilde

baska bir (y, F(y)) € (F, A) elemaninin mevcut oldugunu varsayalim. Bu takdirde

bt‘ (F((x FO9), £((y, F(Y)))
= A9, ((x, F(x)).(y, F(¥)))

D (% F(X)), (v, F(Y)))

Bu takdirde yukaridaki esitsizlik A4>1 oldugunu gerektirir ki bu bir
celiskidir.m

Onerme 4.1.2. [29] Ac E parametrelerin bir kiimesi (a,r) ve (b,r") iki

esnek parametrik skaler olsun. Her £ >0 i¢in (a,r)<(b,r'+¢) ise bu takdirde

(a,r)<(b,r").
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Teorem 4.1.3. ((F, A),@N), X iizerinde tam yakin esnek metrik uzay olsun.
T=(T,T,):((F,A.D,)—>((F,AD,) her (aF(@)e(F,A) igin
T(a,F(a)) = (T,(a), T,(F(a))) = (T,(a), F(T,(a))) olacak sekilde esnek siirekli bir
dontligiim olsun ve parametrik skaler degerli ¢: (F, A) > (A, R") donisimi

D, (T((a, F(a))), (a, F(a))) < ¢((a, F(a))) - (T (a, F(a))) (4.5)

saglasin. Bu takdirde her (a,F(a)) e(F,A) igin {T"((a,F(a)))} bir esnek sabit

noktaya yakinsar.
ispat: T=(T,T,) ve ©=(¢,9,) olsun. Simdi T((a, F(a))) = (T,(a),T,(F(a))) ise
T((a,F(a))) = (a, F(a,) alahm. Bu takdirde
o(T ((a, F(a)))) = (2(a), 9, (F () = (b, 1).
Benzer bir yolla n=1,2,... icin T"((a, F(a))) =(a,,F(a,)) yazariz. $u hlde

o(T"((a F() = (a(a,). 2.(F(a,))) = (b,.1.).

(4.5) bagitisindan yararlanarak

D, (T((@ F(a)).(a, F (@) +¢(T((a, F(a))) < o((a, F (a))) (4.6)

esitsizligini elde ederiz. Bundan dolay1 6nerme 4.1.2°den

o(T((AF(@))) <o((a, F(a)) eldeedilir. Bu o(T*((a, F(a)))) <o(T((a F(a)))

olmas1 anlamina gelir. Bu metodu devam ettirirsek,
o(T"((a,F(a)))) < o(T"((a, F(a)))) elde ederiz. Bu ise {o(T"((a, F(a))))} ’nin
artan olmasi anlamina gelir ve boylece reel sayilarin {r,} dizisi artandir. Bundan

dolay1
limp(T"((a, F(2)))) = (b,r) (4.7)

Her b e R olacak sekilde bir r € R vardir.
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Acik olarak (b,r) negatif degildir. Bu takdirde m>n olmak iizere tim

n,meN i¢in

Dy(T" (&, F@),T" (& F(a) < (c, N [Dy(T" ((a, F(a)), T ((a F(a)))

+9, (T™ ((a,F (), T" ((a, F()))]

<(C.ND.T" (& F@).T™ ((a F(@)]

+(C,, 1) (€, NID, (T™ ((a, F (1)), T™2 (&, F(a))) + [0y (T™ ((a, F (2)), T" (&, F ()]
<(c,N[D(T" (& F@),T™ (& F@)]+-+

(€ 1) (€5 1) (o, DDV (T (2, F (), T (2, F (2)))

+[9,(T"* (&, F (), T" (&, F(a))]

dkeNile(c,,r)=(c,r)(c,,r)...(C, i)

<(C.NOT" (& F@).T"™ (& F@))+-+D,(T" (& F (@), T" ((a F()))]
< (G, r)i:@N (T' (& F (@), T™ ((a F(a))

< (G NIe(T" ((a F(@))—¢T™ ((a, F (@) +o(T" ((a, F(a)) —(T™* ((a, F (a)))
++o(T" (&, F@))-o(" ((a F(a))]

= (€, Nl ((a F (@) -o(T" ((a, F(a)))]
elde edilir. Su halde lim D, (T"((a, F ())), T"((a, F(a)))) = (b,0) . Bundan dolay:

{T"((a, F(a)))} bir esnek Cauchy dizisidir. Sonug olarak

rI1iﬁr£10T "((a,F(a)) = (x,F(x)) olacak sekilde bir (x, F(x)) e (F, A) vardur.

Tanim 4.1.4. [27] X {izerinde bir (F, A) esnek kiimesini g6z oniine alalim.

Cc € A olmak tizere her (c,F(c)) € (F,A) elemant (F, A) nin bir esnek noktasi

olarak adlandirilir. ¢ € A igin xe F(c) ise (c,x)’in (F, A)’ye ait olmasina gerek

yoktur. Fakat ait oluyorsa (c, x) ’i bir esnek nokta olarak kabul edebiliriz.

Tamm 4.1.5. (F, A) ’nin X {izerinde bir esnek kiime oldugunu kabul edelim.

D, (F,A) iizerinde yakin esnek metrik ve t bir pozitif reel say1 olsun. (€',t)

yarigcapli, (e, F(e)) merkezli esnek yuvar

{c.F©)e(F,A): D,((c F©), (e F(E) < (@ce)=(t)}
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kiimesidir. (e, F(e)) merkezli (¢',t) varigaplt esnek yuvan By ((e,F(e)),(e",1))
ile gosteririz, ifadeyi biraz daha kisaltmak i¢in sadece By ((e,F(e)),(e',t)) yada

Be (€ F(€) yazabiliriz.

Teorem 4.1.6. ((F, A),@N), X {izerinde tam yakin esnek metrik uzay olsun

ve T:B, ((a,F(@),(@,r)—((F,A),D,) , 0<c<1iken

D, (T((a, F(@),(a F@)) < (4.K)@\r) (4.9)

olmak iizere bir esnek Dbilizilme doOniisimi olsun. Bu takdirde T,

B, ((a,F(a)),(a',r)) bir tek esnek sabit nokta kiimesine sahiptir.

Ispat:

Dy (T (b, F (b)), (2, F(a))) < (2,K)[Dy (T (b, F (b)), (a, F (2))) + Dy, (T (a, F (a)), (a, F (a)))]
< (4, K@y (T (b, F (b)), (2 F(@)) + (4, N(®y (T (2 F(a)), (a F (a)))

<(2,k)eD, (b, F (b)), (a, F(@))) + (2, )L-r)(@" 1)

<4 k)e@'r)+(4,r-c)a'r)

=(4.k)(@' 1)

Simdi bu esitlikte goriildiigi gibi yakin esnek metrik uzay i¢in Banach Sabit

nokta teoreminden T ‘nin B, ((a,F(a)).(@'K)) € B, ((a F(a))(a’,r)) esnek

yuvarinda bir tek esnek sabit nokta kiimesine sahip oldugunu elde ederiz.

Teorem 4.1.7. ((F,A),’f)N), X iizerinde tam yakin esnek metrik uzay olsun
ve keyfi (a F(a),(b,F(b)e(F,A) olacak sekilde bir a eleman: alalim.
T:(F,A) —(F,A)bir dontisimii ve
T(a, F(a)) = (T,(a), T,(F(a))) = (T,(a), F(T,(a))) (a,F(a)) e (F,A) olmak iizere

D, (T(a, F(@)), (b, F (b)) < (4, K)(A'k)(Dy (3, F (@), (b, F (b)) (4.10)
(a,F(@)),(b,F(b)) e(F,A) icin (4.10) esitsizligi sagliyorsa T’ nin tek bir

esnek kiimesi vardir
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Ispat: (a, F(a)) € (F, A) olacak sekilde esnek kiimeyi goz 6niine alalim ve

(@,F@))=T"(a,F(a) icin neN olsun. Bu teoremi iki adimda
ispatlayacagiz.
Adiml:

lim 9, ((a,,F@))(a,, F(a,,)) =0 oldugunu kabul edelim.

T biiziilme doniisiimii oldugu i¢in

Oy (8, F (@), (31 F(3,,)) =D, (T"(a, F(a)), T"(a, F ()

Oy (@ F(@,)), (8,0, F(8,,1))) =Dy (T" (a, F(2)), T (a, F (2)))

<a®, (T"(a,F(a)), 7" (a, F(2))D, (T"*(a, F(2)), T"(a, F(a)))

= oDy (8,1, F(a,)): T (@, F(2,.)))9, (T (8,4, F(a,)), T"(a,.., F(a,)))]

Dy (@, F (@) (@, F(@,.)) <Dy (3,4, F(a,,)), (8, F(&,). (4.11)

Bununla birlikte

Dy (@, F (@) (@0, F (@,:)) <Dy (@1, F (a,1). (&, F(a,)
9, ((@,.F@)), (., F(a,)) dizisi azalandir ve
imDy (@, F(a,)). (.., F(a,.,))) = (b.1).
(b,r)#00r r #0 olmasi kabuliimiizle ¢elisir. Ve bununla birlikte
Dy (@ F(8,)), (8,10, F (3,,)) < Dy (3, F (@), (3,4, F (a,,1)))
Dy (. F (@) (@0 F(a,)))] (4.12)

elde edilir.n — o« giderken,
(b, r) S LEDO(@N ((an’ F (an ))1 (an+1’ F(an+1)))(b! r))
bulunur.
(0.2 <Dy (@ F (@) (3,0 F @) 21

bulunmasiyla bir geliski elde edilir ve iddiamiz dogrudur.

Adim2: (a,,F(a,)) bir Cauchy esnek dizisi oldugunu iddia edelim. Her a € Aigin t
nIjjrl[}o@N((an,F(an)),(am,F(am))) > (a,0) bunun aksini kabul edelim. Yakin Esnek
Metrik taniminin 4. Ozelligini kullanarak
Dy (3, F (@), (@, F(@,)) = (2, K)[Dy (3, F(2,)), (Br,s F (3,.0)))
+Dy (@1, F(@,.0)), (@, F(@,)))]
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<Dy (8, F (@), (@0, F (@,,))) + (4, K)Dy (3,1, F (8,.0)), (8, F(a,)))

< (A K)Dy (3, F (@,)), (8.1 F (@) + (4, KA KD (@0 F (@y,0), By F (8,0))
+Dy (@0, F(@,.0)), @y, F (@,))]

< (A, K)Dy (3, F(@,)), (3.1, F(@,,))) + (4, K)(2" K )alDy (3, F (a,)), (8, F (@)

Bulunur ve
[1-a (2K k)Dy (&, F(,)). (a,. F (@)D ((a, F(a,)). (@, F(a,))]

< (AK)Dy (3, F (@), (@, F(2,,0))) + (A KA K )Dy (@, F (@) (B F (@)

Elde edilir. Adim 1 ile birlikte asagidaki esitsizlik

[1-a(4,k) (1K) 1&[})@,“ (2., F (@), (@, F(a,))- Dy (3., F(a,)), (a,, F(a,))) < (a,0)
her ac A igin saglanir. Bununla birlikte asagidaki sartlar saglanir

1) 1-a(4,k)(4"k)(lim D, ((a, F(a,) (@, F(a,)) =0

i) IIwir[l@N((an,F(an)),(am,F(am)))):o her ae A.

a tanimdan kaynakli olarak 1ii) sarti saglanmaz. Bundan dolay
a(A, k) k)M D, ((a,, F(a,)). (@, F(@,)))) =1 olur

a tanimindan dolayi her a € A igin
a(4,K)(ALK)IimD, ((a,,F(a,)). (a,, F(a,)))) — (a,0) saglanir

Tek eleman igin, T’den bagka bir (b,F(b)) elemant alalim ve
T (b, F(b)) = (b, F(b)) esitligini saglar. T tizerindeki biiziilme kosulundan

Dy (T(a F(2)),T (b, F (b)) <Dy ((a, F (@), (b, F (b)) < @D, ((a, F (a)), (b, F (b))
Elde edilir. Su halde

Dy (@ F(a)), (b, F(0)(L—-a(Dy ((a, F(a)), (b, F (b)) <0.
Boylece

D, (@ F (@), (b, F(1) =0 veya (1—a®, (T (a, F(2),T (b, F(6))) =0

bulunur. a nin 6zelligi ile yakin esnek metrik tanimimdan

T(b,F(0)) = (b, F (b)) = (a, F(a))

sonucuna ulagilir.m
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Tamm 4.1.8. (X, d) bir genellestirilmis metrik uzay olsun.
a —[0,0] -0, %) artan doniisiim olmak tizere herhangi bir X,y € X igin

d(Tx,Ty) < a(d(x, y)Id(x, TX) +d(y, Ty)]

ise T: X — X doniisiimiine genellestirilmis Kannan biiziilme doniistimii denir [13].

Teorem 4.1.9. ((F,E), @N) bir esnek yakin tam metrigin bos olmayan esnek
kapali alt kiimesi (F,E) ve T:(F,E) —(F,E) Kannan tipinde bir doniisiim olsun
K <1 igin

Dy (T (X F ), T(y, F(1))) < KD (%, F (), T (x, F(x))
+D, ((y, F()) T (y, F(y))]

esitsizligi saglasin. abeE ile birlikte 0<r <1 ve r'>0 olacak sekilde (a,r) ,

(b,r") vardir. Keyfi (x, F(x)) e (F,E) igin
O (U, F ), T (U, () < D, (6 F 0, T (x F(x))] (4.13)
olacak sekilde (u,F(u)) e (F,E) ve de
Dy (U, FO)), T (% F(x)) <Dy (%, F(x), T(x, F(X))] (4.14)
vardir. Bu iki esitsizlik saglaniyorsa T en az bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Keyfi bir esnek nokta (x,, F(x,)) € (F,E) olsun. n=0,1,2,... igin

Dy ((Fy1, E).(F E)) <1 [D (T(F,, E). (F, EN1 < 1 '[D,, (T (R, E), (F,, E))]

oldugundan

D\ (T (F,,1, E). (F,.., E)) < 1[®, (T (F,,E), (F,, E))]
Dy ((F,.1, E),(F,, E)) < r'[D (T(F,,E), (F,, E))]

bu iki sart saglanacak sekilde {(F , E)} _, dizisini géz oniine alalm. (F,E)’de

{F,,E},, dizisinin bir Cauchy esnek dizi oldugunu gormek kolaydir. (F,E)
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tamligindan dolayr  lim(F ,E)=(v,F(v) olacak sekilde (v,F(v))e(F,E)

mevcuttur. n — o« giderken asagidaki sol taraf sifira gider.

Dy (T(V, F(V)), (v, F(v))) €Dy (T (v, F(V)), (X, F (X)) + Dy (T (v, F(V)), (X, F (x,))
<D, (T, F(V), (x,,F(x.))+ccD, (T (v, FV)), (X, F(x )]
+Dy (%, F (X)), (v, (F(W)))]
< CKD (v, F(W)), T (v, F (V) + Dy (X, F (X, ). T (X, (F(x,)))]
+CCD, (T(X,, F(x.)), (X, F(x.)+ccD, ((X,, F(x,)), (v, F(v))
_C(K+C) - cc'

<SS (0 FOOT O FOXO) + oD, (0% F (1., (0, F ()
_Cl(KgE) D, (0%, FOONT (4 FOX) + 1 cc D% F (), (L F ()
Boylece
T(v, FW) = (v, F(v))
elde edilir.

Teorem 4.1.9. ((F,E), D) bir esnek metrik uzay ve biitiin x,y € X i¢in

Dy (T (% F).T(Y.F)) <KD, (% F), T (%, F)+Dy (¥, F,). T(y.F,)] (4.14)

saglaniyorsa K < %Var olacak sekilde T : (F, E) — (F, E) bir doniistiimdiir.

Bu taktirde T bir tek sabit esnek (v,F,) € (F,E) noktasina sahiptir. Keyfi
(x,F)e(F,E)icin {T"(x,F)} iterasyon esnek dizisi (v,F,) yakimsak ve
n=0,12,... i¢gin

B (T (X F). (R ) <K Dy (WF)T(GF) (415)

bulunur.

Ispat: Keyfi (x,F)e(F,E)igin (u,F,)=T(x,F,) olsun. Bu taktirde

D (U F). T R) =D, (T(xF) TUF)
< KD, (T(x, F), T, F)+Dy (U, F,).T(u,F)]
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elde edilir. Bu durumda kabulden <1 olmak lizere

K
1-K

D, (U, F,), TU,F)) <——D, (X, F),T(xF,)

saglanir ve
Dy (UF). (0 F) =D, T F). T F)) .
Simdi (% F )e(F,E) olmak iizere {(X,,F )=T(x,F )} dizisini
tlimevarimsal olarak tanimlayabiliriz ve lim(x,,F, )=(v,F) ve T(v,F)=(V,F)

bulunur. T ’nin bir bagka sabit noktasinin (z,F,) oldugunu farz edelim. Bir sonraki

adimda da

0<D,((v,F,),(z,F)) =9, (T(V,F,),T(z,F,)
<K[®D,((V,F),T(V,F)+9,((zF,).T(z,F)]
=0

ifadesinin ¢eligki oldugunu goriiriiz. Sonug olarak T (v,F,) € (F,E) olacak sekilde
tek bir tane sabit noktaya sahiptir.

Her bir (x,F,) € (F, E) i¢in asagidaki esitsizligi yazabiliriz

DT (X, F),T"(X, F)) <KD, (T"(X,F),T"(x,F)) +D, (T"*(v,F,), T"(x, F))]
K
K -1

<

D (T"(x,F). T (x,F))

bu esitsizligi kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz

D (T (X, F,), (v, F,)) < KDy, (T" (6 F), T (x, F)) + Dy (v F,), TV, F )]
= KD, (T™(x,F).T" (X, F)

- K.(Ki_l)“zx TOGF), (6 F)

Tiimevarim yontemiyle n=0,1,2,...olmak {izere ispatimiz tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.10. E; parametre kiimeleri ve (G,E;), X iizerinde esnek kiimeler
olsun. {(G,E)}’, en az biri esnek kompakt bir esnek tam yakin metrik uzaym bos

olmayan kapali alt kiimeleri ve (G, E_ ;) = (G, E,) olmak iizere
f:UP(G,E;) »U/(G,E))
asagidaki sartlar1 sagladigini farz edelim.
1) F(G,E)Z&(G,E,,) icin yani F(E)Z(E,,) ve bitin eeF(E)ig¢in
F(G(e)) = G(e)
2) Her zaman (x,G(x))e(G,E) ve (y,G(y))e(G,E) olmak {izere
D(F (x,G(x)), F(y,G(¥))) < D((x, G(x)), (y, G(Y)))

@<i<p)icin (x,G(x)) = (y,G(y)) ise bu taktirde F bir tek esnek sabit
noktaya sahiptir.

Ispat:

(G,E,) kompakt oldugunu kabul edelim ve (a,r) parametrik skaler olmak

izere
(@ nD((G, ). (G, E,)) =inf{D((x,G(x)), (y,G(Y))}
ve
(x,G(x) €(G,E).(y,G(y)) €(G.E)
olsun.

Kompaktlikta (X,,G(x,)) € (G, E,) mevcuttur ve r e R ve a<E; icin
lim D((%. G()). (G, E)) = @, )

olacak sekilde {(G,,E)}<(G,E,) bir dizisi vardir. (a,r)>(7(a,a),0) oldugunu

kabul edelim bu taktirde

Dy (FP™ (X, G (%)), F"*(G,, E)) < -+ < Dy (F (X5, G(%,)), F (G, E))
< Dy (%, G (%)), (G, E))
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{F**(G,,E)}*, = (G,E,)) dizisi and (G,E,) esnek kompakt oldugundan
(z,F(z))e(G,E,) yakinsaya bir alt diziye sahiptir. Bu teorem ve uzaklik

fonksiyonunun siirekliligi ile birlikte

D, (z. F(2)), F**(G,E)) < (a,r)
elde edilir.Ustelik bununla birlite
D, (F**(z,F(2)),F*"(G,E)) <(ar)

esitsizligi bulunur. Boylece FP*7(z,F(2)) (G, E,) and F**(G,E) €(G,E)
oldugundan celiski elde ederiz. Bdylece (a,r)=0 ve (G,E)n(G,E,)=0 elde

ederiz. Bu ytizden (1) sartindan (G,E )N (G,E,)#0 elde etmis oluruz.

Simdi agagidaki kiimeleri gz oniine alalim
(G, El)‘ = (G’ El) M (Gv Ez)
(G,E,) =(G,E,)n(G,E,))

(G.E,) =(G.E-)n(G,E)

Teoremin (1) sartina gére bu kiimeler bos olmayan ayn1 zamanda kapali kiimelerdir

ve (G, E,) ayni zamanda kompakttir. Teoremin (1) ve (2) sartlarini F saglar ve
{A'}, ailesi hipotezin tekrariyla
(G, E) N(G,E))N(G,E))» T
elde edilir
Adim adim ilerlersek
(G,E):n,(G,E)=LJ

elde ederiz. (G,E) kompaktve F ‘nin (G, E) "ye kisitlanmasi bir geligki belirtir.
Burada F ‘nin (G, E)’ de tek bir sabit noktaya sahip oldugunu elde ederiz ve bu
elde ettigimiz F ’nin herhangi bir sabit noktasinin (G, E) > de bulunmasi teoremin

(1) sart1 ile gelisir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda esnek kiime yapisi ve yakin metrik kullanilarak, esnek
yakin metrik denilen ve @N ile gosterilen yeni bir metrik tanimlanmistir. Boylece bu

metrik uzayda bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamaya yonelik altyap1 olusturmasi
acisindan esnek yakin metrigin kullanilmasiyla esnek dizi, esnek yakinsak dizi ve

esnek Cauchy dizisi ve esnek biiziilebilirlik gibi kavramlar ifade edilmistir.

Halihazirda mevcut Banach, Kannan gibi bazi sabit nokta teoremleri esnek
yakin metrik uzaylarda ispat edilmistir. Bu teoremleri ispatlamaya yonelik bazi

yardime1 tanim, teorem ve lemmalar da verilmistir.

Ayn1 zamanda bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglarin disinda literatiirde
yer alan Suzuki, Meir Keeler, Chatterja gibi bir cok sabit nokta teoremi ifade ve ispat
edilebilir. Ayrica ortak sabit nokta teoremleri i¢in kullanilan fonksiyonlara esnek
stirekli olmalar1 veya esnek siirekli olmamalar1 gibi 6zellikler yiiklenerek yeni

arastirma kollar1 olusturulabilir
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