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1. GİRİŞ 

 Rus matematikçi Dmitri Molodtsov tarafından 1999 da Esnek küme kavramı 

tarif edilmiştir. Araştırmalarda bu esnek küme teorisi belirsizliklerle ve açık olarak 

tanımlanmamış nesneleri inceleyen yeni bir matematiksel araştırma konusu olarak 

literatüre girmiştir. Bu alandaki çalışmalar bilgisayar, mühendislik, fen bilimleri ve 

ekonomide kendine yer bulmuştur. Araştırmacı matematikçiler tarafından esnek 

küme teorisinin cebirsel ve topolojik karakterizasyonu sunulmuştur. 

 Esnek küme teorisinin cebirsel ve topolojik özellikleri birçok matematikçi 

tarafından çalışılmıştır. Shabir ve Naz tarafından 2011’de esnek topolojik uzaylar 

tanımı verilmiştir. Bununla birlikte Zorlutuna Aygünoğlu ve Aygün  esnek topolojik 

uzayların bazı özellikleri tarif etmişleridir. Aras, Sönmez, Çakallı, Zorlutuna ve 

Çakır esnek dönüşümlerin ve esnek sürekli dönüşümlerin özellikleri üzerine 

çalışmalar yapmışlardır. 

 Diğer taraftan sabit nokta teorisi ile ilgili çalışmalar ilk defa 1912 yılında 

Brouwer  tarafından matematik literatürüne sunulmuştur. Brouwer n  de kapalı 

birim yuvardan yine aynı kapalı birim yuvara tanımlanan sürekli dönüşümün sabit 

noktasının varlığını göstermiştir. Bu teorem literatüre “Brouwer sabit nokta teoremi” 

olarak vermiştir. 1922 yılında Banach tam metrik uzayları göz önüne alarak Banach 

büzülme prensibini Banach sabit nokta teoremini ele alarak ilk defa tam metrik 

uzaylarda bir fonksiyonun sabit noktasının varlığını ve tekliğini garanti eden teoremi 

ispatlamıştır. Daha sonra Kannan, Caristi, Chatterjea, Reich, Hardy and Rogers ve 

Jungck gibi matematikçiler çeşitli tip büzülmeler ve sabit nokta teoremleri üzerine 

inceleme yaparak bu teoriye katkıda bulunmuşlardır.  

Esnek kümeleri ve esnek kümeler üzerindeki cebirsel işlemleri kullanarak 

“esnek metrik” kavramını Das ve Samanta 2013 yılında tanımlamışlardır. Das ve 

Samanta’dan farklı bir biçimde 2017 yılında Hosseinzadeh esnek noktaları, ifade 

ederek esnek metrik uzayları yeniden tanımlamıştır ve bu konuda farklı bir bakış ileri 

sürmüştür. Üstelik Hosseinzadeh’in bu çalışması esnek metrik uzayların temel 

özelliklerinin incelenmesinin yanı sıra esnek büzülme, esnek sabit nokta 

kavramlarının meydana getirilmesi ve Banach, Caristi gibi bazı sabit nokta 

teoremlerinin esnek metrik uzaylarda tanımlanması ve kanıtlanması bakımından 
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önem teşkil etmiştir. Bu sebepten dolayı  esnek dönüşümler, esnek metrik uzaylar ve 

farklı tip esnek metrik uzaylarla ilgili çalışmalar da yer almaktadır. 

Bu tez çalışmasında yakın metrik kavramını esnek kümeler üzerinde ifade 

ederek “Esnek yakın metrik uzayları” tanımladık. Esnek dizi, esnek yakınsak dizi, 

esnek Cauchy dizisi, esnek büzülebilirlik gibi kavramları esnek yakın metrik 

uzaylarda ifade ederek bazı esnek sabit nokta teoremleri elde ettik ve ispatladık.  

Bu tezde farklı tip esnek metrik olarak tanımlanan  ND  esnek yakın metrik 

göz önüne alınarak literatürde bilinen sabit nokta teoremlerinin elde edilmesi ve 

ispatlanması amaçlanmaktadır. Bununla birlikte bu tez çalışmasının sabit nokta 

teorisi ve esnek metrik uzaylar üzerine çalışan matematikçiler için faydalı bir kaynak 

olması hedeflenmektedir.  
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2. GENEL BİLGİLER  

Bu bölümde esnek küme teorisi ve sabit nokta teorisi ile ilgili temel 

kavramlardan bahsedilmiştir. 

2.1. Esnek küme teorisi 

Bu alt bölümde esnek kümeler ve esnek topolojilerle ilgili temel tanımlar ve 

özellikler verilir.  

X  nesnelerin evrensel kümesi ve ,E X ’deki nesnelerle ilgili parametrelerin 

kümesi olsun. ( ),P X X ’in kuvvet kümesini göstersin ve ,A B E  olsun. 

Tanım 2.1.1. [1] X  evrensel bir küme ve E  parametrelerin bir kümesi olsun.  

( )P X , X ’in kuvvet kümesi ve A E  olmak üzere; 

: ( )F A P X  

ise ( , )F A  çifti X  üzerinde bir esnek küme olarak adlandırılır. 

Herhangi bir ( , )F A  esnek kümesi, her e A   için ( )F e    ve her 

e E A    için ( )F e     olmak üzere ( , )F E  şeklinde bir esnek kümeye 

genişletilebilir. 

Tanım 2.1.2. [2] ( , )F A  ve ( , )G B , X  üzerinde iki esnek küme olsun. 

i) A B , ve  

ii) Her a A  için ( ) ( )F a G a  ise 

( , )F A ’ya ( , )G B ’nin esnek alt kümesidir denir ve ( , ) ( , )F A G B  ile 

gösterilir. ( , ), ( , )F A G B  ’nin esnek alt kümesi ise ( , )F A  ’ya ( , )G B ’nin esnek üst 

kümesi denir ve ( , ) ( , )F A G B  ile gösterilir.  

Tanım 2.1.3. [2] X  üzerinde iki ( , )F A  ve ( , )G B  esnek kümesinin kesişimi 

( , )H C  esnek kümesidir. C A B   ve c C   olmak üzere ( ) ( ) ( )H c F c G c  . 

Bu kesişim ( , ) ( , ) ( , )F A G B H C   ile gösterilir. 

Tanım 2.1.4. [2] X  üzerinde iki ( , )F A  ve ( , )G B  esnek kümesinin birleşimi 

yine bir esnek kümedir. C A B   ve C   için,  
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( ),

( ) ( ),

( ) ( ), .

F A B

H G B A

F G A B

 

  

  

 


  
   

 

Bu bağıntı ( , ) ( , ) ( , )F A G B H C    ile gösterilir. 

        Tanım 2.1.5. [2] X  üzerindeki bir ( , )F A  esnek kümesi a A   için ( )F a   

ise bir boş (null) esnek küme olarak adlandırılır ve   ile gösterilir. 

        Tanım 2.1.6. [2]  X  üzerindeki  X  mutlak esnek kümesi  a A    için  

( )F a X   olacak şekilde tanımlı bir ( , )F X  esnek kümesidir. 

        Tanım 2.1.7. [2] ( , )F A , X   üzerinde bir esnek küme olsun. ( , )F A ’nın relatif 

tümleyeni ( , )cF A  olarak gösterilir ve : ( )cF A P X , her a A  için  

( ) ( )cF a X F a   ile verilen bir dönüşüm olmak üzere ( , ) ( , )c cF A F A  ile 

tanımlanabilir.  

        Tanım 2.1.8. [2]  ( , )F A  ve ( , ),G B X  üzerinde iki esnek küme olsun. Bu 

takdirde  ( , ) ( , ) ( , ( )) : ( ) ( ),F A G B x F x F x G B x B     esnek kümesidir.  

        Tanım 2.1.9. [4]  , X  üzerinde esnek kümelerin bir koleksiyonu ve E   

parametre kümesi olsun. Bu takdirde   aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa X  

üzerinde bir esnek topoloji olarak adlandırılır. 

i) , ( , )X F X    , 

ii)  ’daki herhangi (keyfi) sayıda esnek kümelerin birleşimi  ’ya aittir. 

iii)  ’ daki herhangi iki esnek kümenin kesişimi yine  ’ya aittir. 

( , , )X E  üçlüsüne X  üzerinde bir esnek topolojik uzay denir.  

Tanım 2.1.10. [8] ( , , )X E  ve ( , ', )Y E  iki esnek topolojik uzay olsun. 

: ( , , ) ( , ', )f X E Y E   bir dönüşüm olsun. ( ( ), )ef x E ’ nin her bir  ( , )H E  esnek 

komşuluğu için (( , )) ( , )f F E H E  olacak şekilde  ( , )ex E ’nin bir ( , )F E  esnek 

komşuluğu mevcutsa bu takdirde f ’e  ( , )ex E ’de esnek sürekli dönüşüm denir. 
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Önerme  2.1.11. [8] ( , , )X E  esnek topolojik uzay olsun. 1 :X X X  birim 

dönüşümü esnek sürekli olmak zorunda değildir.  

İspat:  1 2 3 1 2{ , , }, { , }X h h h E e e   ve 
1 2 3 4{ , ,( , ),( , ),( , ),( , )}X F E F E F E F E    ve 

1 2 3 4{ , ,( , ),( , ),( , ),( , )}X G E G E G E G E   , X  üzerinde iki esnek topolojik uzay ve  

1 2 3 4 1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),F E F E F E F E G E G E G E G E  X  üzerinde 

esnek açık kümeler olmak üzere 

1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 1 2 2 1 2 3 1 3( ) { }, ( ) { }, ( ) { , }, ( ) { }, ( ) { , }, ( ) { },F e h F e h F e h h F e h F e h h F e h       

3 2 1 2 4 1 2 2 1( ) { , }, ( ) , ( ) { }F e h h F e F e h   ; 

ve 

1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 2 2 1 2 3 1 1 2( ) { }, ( ) { }, ( ) { , }, ( ) { , }, ( ) { , },G e h G e h G e h h G e h h G e h h    

 

3 2 4 1 2 4 1 2( ) , ( ) { }, ( ) { , }G e X G e h G e h h    

olarak tanımlansın. 1

3 1 1 2 2(( , )) {( ,{ , }),( , )} ( , , )f G E e h h e X X E    ve  

1

4 1 2 2 1 2(( , )) {( ,{ }),( ,{ , })} ( , , )f G E e h e h h X E   . Bundan dolayı 

1 :xf X X   dönüşümü esnek sürekli değildir. 

Tanım 2.1.12 [27] A E  parametrelerin bir kümesi olsun. ( , )a r  ve ( , )b r  

iki esnek parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek parametrik skalerler arasındaki 

toplamayı ve esnek parametrik skalerler üzerindeki skalerler çarpımı aşağıdaki gibi 

tanımlanır. 

( , ) ( , ) ({ , }, )a r b r a b r r      ve  

Her    için ( , ) ( , ).a r a r      

Tanım 2.1.13. [27] ( , ),F A  X üzerinde bir esnek küme olsun. 

1 2( , ( )) ( , )( , ( ))f A F A f f A F A  olacak şekilde 1 :f A A   ve 2 : ( )f F A 

fonksiyonları varsa ( , )F A   üzerindeki bir f   fonksiyonu parametrik skaler değerli 
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bir fonksiyon olarak adlandırılır. Benzer şekilde yukarıdaki tanımı 1 :f A A A   ve 

2 : ( ) ( )f F A F A   olmak üzere  

1 2( , ( ) ( )) ( , )( , ( ) ( ))f A A F A F A f f A A F A F A      ile : ( , ) ( , ) ( , )f F A F A A    

şeklinde genişletilebilir.                                                                   

2.2. Metrik uzaylar ve esnek metrik uzaylar  

Bu bölümde esnek kümeler (uzaylar) üzerinde tanımlı esnek metriklerle ilgili 

temel kavramlardan bahsedilecektir. 

Tanım 2.2.1. [41] X  boştan farklı bir küme olmak üzere :d X X    

fonksiyonu 

M(1) , , ( , ) 0x y X d x y    

M(2) , , ( , ) 0x y X d x y x y      

M(3) , , ( , ) ( , )x y X d x y d y x    

M(4) , , , ( , ) ( , ) ( , )x y z X d x z d x y d y z     

özelliklerini sağlıyorsa 'd ye  X  üzerinde bir metrik ve ( , )X d  ikilisine de  

metrik uzay denir.  

Tanım 2.2.2. [42] X  boştan farklı bir küme olsun ve : [0, ]d X X     

fonksiyonunun her ,x y X   ve c , 1 den büyük sabit olmak üzere aşağıdaki şartları 

sağladığını kabul edelim: 

1.  ( , ) 0 ,d x y x y    

2.  ( , ) ( , ),d x y d y x  

3. ( , ) [ ( , ) ( , )]d x z c d x y d y z   

Bu takdirde d   metriği yakın metrik olarak adlandırılır ve ( , )X d   ikilisine 

yakın metrik uzay denir. 

Tanım 2.2.3. [43]  X    ve  x X     olsun. :f X X  fonksiyonu için 

( )f x x  ise x X ’ e f ’in sabit noktası denir.  

           Tanım 2.2.4. [43] ( , )X d  metrik uzay ve :T X X  herhangi bir dönüşüm 

olsun. Eğer her ,x y X  için  
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( , ) ( , )d Tx Ty d x y  

şartını sağlayan bir 0   sabiti varsa 'T ye Lipschitz dönüşümü (Lipschitz mapping) 

denir. Burada 0 1   ise 'T ye büzülme veya daralma (contraction) dönüşümü ve 

 1   ise 'T ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir. Eğer her 

,x y X  için ( x y )  

( , ) ( , )d Tx Ty d x y  

şartı sağlanıyorsa 'T ye büzülebilir (contractive) dönüşüm denir. Bu durumda 

aşağıdaki gerektirmenin doğruluğu kolayca görülebilir. 

Büzülme dönüşümüBüzülebilir dönüşüm Genişlemeyen dönüşüm 

Lipschitz şartını sağlar. 

 

Teorem 2.2.5. [12] (Banach Büzülme Teoremi) ( , )X d  bir tam metrik uzay 

ve :T X X  bir dönüşüm olmak üzere her ,x y X  için  

( , ) ( , )d Tx Ty d x y  

olacak şekilde bir (0,1)  sabiti bulunabiliyorsa 'T nin X ’de bir tek sabit noktası 

vardır.  

          Tanım 2.2.6. [27] ( , ),F A X  üzerinde bir esnek küme olsun. : A A A    

bir parametrik skaler değerli bir fonksiyon olsun. D   aşağıdaki şartları sağlıyorsa  

: ( , ) ( , ) ( , {0})F A F A A  D parametrik skaler değerli fonksiyonunun   

( , ),F A  X  üzerinde bir esnek metrik olduğu söylenir.  

1. (( , ( )),( , ( ))) ( ( , ),0),  a F a b F b a bD a b    iken eşitlik sağlanır. 

2. Her ,a b A   için (( , ( )),( , ( ))) (( , ( )),( , ( )))a F a b F b b F b a F aD D  

3. Her , ,a b c A  için  

(( , ( )),( , ( ))) (( , ( )),( , ( ))) (( , ( )),( , ( )))a F a c F c a F a b F b b F b c F cD D D

 

(( , ), )F A D  ikilisine  X  üzerinde bir esnek metrik uzay denir. 
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           Tanım 2.2.7. [27] ( , )F A  ve  ( , )F A   sırasıyla X  ve Y  üzerinde iki esnek 

küme olsun. 

1 2: : ( ) ( ), ( ) { ( ) : } ( ) { ( ) : }f A A ve f F A F A F A F a a A ve F A F a a A             

 olmak üzere dönüşümler olsun. Bu takdirde 1 2( , ) : ( , ) ( , )f f f F A F A    ikilisi 

1
1

1

2 1( )
( ( )) ( )

( , )( ) e f e B
f V e f e B

f V B e
diğer durumlarda





 
   

  


 

ile tanımlıdır. 

Bu durumda f  esnek dönüşüm olarak adlandırılır ve ( ( , ), ), ( , )f V A C V B  

esnek kümesinin esnek görüntüsü olarak adlandırılır. ( , ) ( , )W C F A   olsun. Bu 

takdirde ( , )W C ’nin yukarıda tanımlanan f  esnek dönüşümü altındaki ters 

görüntüsü  

1

1 2 1 1( ( ( ))) ( )
( , )( )

f W f e f e C
f W C e

diğer durumlarda




 

 


  

olmak üzere, 1( , )f W C   ile gösterilen X  üzerinde esnek kümedir. 

            Tanım 2.2.8. [27] A E  parametrelerin kümesi olsun. Esnek parametrik 

skalerlerin bir dizisi {( , )}n na r  olmak üzere (i j  için 
i ja a  olabilir) lim n

n
r r


  

olacak şekilde bir r  mevcutsa {( , )}n na r  dizisi bir esnek parametrik skalere 

yakınsaktır denir ve a A   için ( , ) ( , )n na r a r  olarak yazılır. 

            Tanım 2.2.9. [27] A E  parametrelerin bir kümesi olsun. {( , )}n na r  (i j   

için 
i ja a  olabilir) esnek parametrik skalerlerin bir dizisi olsun. 

1 1( , ) ( , )n n n na r a r   ise {( , )}n na r  azalan,  1 1( , ) ( , )n n n na r a r   ise {( , )}n na r  artan 

olarak adlandırılır. 

            Tanım 2.2.10.[27] ( , ),F A X  üzerinde bir esnek küme olsun. 

1 2( , ) ( , )( , ( ))f F A f f A F A  olacak şekilde 1 :f A A  ve 2 : ( )f F A   

fonksiyonları varsa ( , )F A  üzerindeki parametrik skaler değerli f  fonksiyonu azalan 

(artan) olarak adlandırılır. 
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            Tanım 2.2.11. [27] ( , ),F A X  üzerinde bir esnek küme ve D , ( , )F A  

üzerinde bir esnek metrik olsun. Her ( , ) ( , )c x F A  esnek noktası için ( , )c x  ve 

( , ( ))a F a  arasındaki uzaklık (( , ),( , ( ))c x a F aD  ile gösterilir. 

,X d  metriği ile birlikte bir metrik uzay ise ( , )c x  ve ( , ( ))a F a  arasındaki 

uzaklık 

( )
)((( , ), ( , ( )) i, ), nf ( , )(

y F a
c yx a F a c a d x


D  olarak tanımlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 

 

3.    MATERYAL VE YÖNTEMLER 

3.1. Esnek Yakın metrik uzaylar 

Bu bölümde esnek yakın metrik uzay tanımı verilerek, sabit nokta 

teoremlerinde kullanmaya yönelik esnek yakın metriğin kullanılmasıyla esnek dizi, 

esnek yakınsak dizi, esnek Cauchy dizisi tanımları ifade edilmiştir. 

Tanım 3.1.1. [27] A E  parametrelerin bir kümesi olsun. Eğer r  ve

a A  ise ( , )a r  sıralı ikilisi esnek parametrik skaler olarak adlandırılır. 0r   ise 

( , )a r  sıralı ikilisi esnek anlamda 0 (sıfır) olarak adlandırılır. 0r   ise ( , )a r  esnek 

parametrik skaleri negatif olmayan olarak adlandırılır. ( , )a r  ve ( , )b r  iki esnek 

parametrik skalerler olsun. r r  ise ( , )a r ’nin ( , )b r ’den küçük olmadığını söylenir  

ve ( , ) ( , )a r b r   şeklinde yazılır. 

Tanım 3.1.2. ( , ),F A X  üzerinde bir esnek küme ve : A A A     bir 

parametrik skaler değerli fonksiyon olsun. ( ( , ),0)a b  esnek parametrik skaleri 

( , ) , 0a b A    olmak üzere esnek anlamda 0 (sıfır) elemanını göstersin.  

: ( , ) ( , ) ( , {0})N F A F A A   D  parametrik skaler değerli fonksiyonu 

aşağıdaki şartları sağlıyorsa ( , )F A   üzerinde bir esnek yakın metrik olarak 

adlandırılır. )(( , ), NF A D  ikilisine de esnek yakın metrik uzay denir.   

( , ( )), ( , ( )),( , ( )) ( , )a F a b F b c F c F A   için 

1. (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ),0)N a F a b F b a bD  ve a b   ise eşitlik sağlanır. 

2. (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ),0)N a F a b F b a b D  ( , ( )), ( , ( )) ( , )a F a b F b F A  ve

     , , [ , , ]a F a b F b a b A a b       

3. (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))N Na F a b F b b F b a F aD D     

4. 
.

(( , ( ), ( , ( )) ( , )[ (( , ( ), ( , ( )) (( , ( ), ( , ( ))]N N Na F a c F c c r a F a b F b b F b c F c D D D  

Tanım 3.1.3. ( , )F A , X   üzerinde bir esnek küme olsun.  ( , )F A ’daki bir 

esnek dizi n   için ( , )nF A  , ( , )F A ’nın bir esnek alt kümesi olacak şekilde 



11 

 

( ) ( , )nf n F A  ile tanımlı bir : ( , )f F A   fonksiyonudur ve 
1{( , )}n nF A 


 ile 

gösterilir. 

Tanım 3.1.4. ( , )F A , X  üzerinde bir esnek küme olsun, ND   ( , )F A  

üzerinde bir esnek yakın metrik 
1{( , )}n nF A 


, ( , )F A ’da bir esnek dizi ve 

( , ( )) ( , )x F x F A  olsun. Bu takdirde her    pozitif sayısı için n N   olmak üzere 

her n   doğal sayısı için (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ), )N na F a x F x a x D  olacak şekilde bir N  

doğal sayısı mevcut ise 
1{( , )}n nF A 


 esnek dizisi ( , ( ))x F x  ’e esnek yakınsaktır denir. 

Tanım 3.1.5. ( , )F A , X  üzerinde bir esnek küme olsun. ND ,  ( , )F A   

üzerinde bir esnek yakın metrik ve
1{( , )}n nF A 


, ( , )F A  ’da bir esnek dizi olsun. Bu 

takdirde her   pozitif sayısı için ,n m N  olmak üzere her ,n m  doğal sayısı için 

(( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ), )mN na F a a F a a a D  olacak şekilde bir N  doğal sayısı mevcut ise 

1{( , )}n nF A 


  dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir. 

Teorem 3.1.6. ( , )F A , X   üzerinde bir esnek küme olsun. ND , ( , )F A   

üzerinde bir esnek yakın metrik, 
1{( , )}n nF A 


, ( , )F A  ’da bir esnek dizi olsun. 

1{( , )}n nF A 


, ( , )F A  ’da ND  metriğine göre esnek yakınsak ise bu takdirde ( , )F A

’nın bir tek elemanına yakınsar. 

İspat: ( , ( )),( , ( )) ( , )x F x y F y F A ve n   için  

( , ) ( , ( ))nF A x F x  ve ( , ) ( , ( ))nF A y F y  olacak şekilde farklı iki esnek eleman 

olsun. Bu takdirde esnek yakın metrik uzayın 4. Koşulundan ,x y A   ve  ( , )c r

esnek parametrik skaler olmak üzere  

(( , ( ), ( , ( )) ( , )[ (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))] (3.1)
N N Nn nx F x y F y c r x F x a F a a F a y F y D D D

 

  keyfi pozitif bir sayı olsun. 
1 , ( , ( )){( , )}n n x FF A x


ve ( , ( ))y F y ’ye 

yakınsak olduğundan her 1n N   ve 2n N  için aşağıdaki eşitsizler sağlanacak 

şekilde 1N  ve 2N doğal sayıları mevcuttur. 

(( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ), / 2)( , ) (3.2)N nx F x a F a x a c r D  
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ve 

(( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ), / 2)( , ) (3.3)N ny F y a F a y a c r D  

1 2max{ , }n N N olduğunu kabul edelim. Bu takdirde (3.1), (3.2) ve (3.3) den 

.

(( , ( )), ( , ( ))) ( , )[( ( , ), / 2( , )) ( ( , ), / 2( , )) ]N x F x y F y c r x a c r a y c r  D  

                                     ( , )(( ( , ), ( , )), / ( , ))c r x a a y c r   

                                       ({ ( , ), ( , )}, )x a a y    

Bu 0   için (( , ( )), ( , ( ))) ({ ( , ), ( , )}, )N x F x y F y x a a y  D  olduğu 

anlamına gelir. Bundan dolayı (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ),0)N x F x y F y x yD . Bu taktirde 

esnek yakın metrik tanımının 1. Şartı x y olmasını gerektirir. Sonuç olarak 

( , ( )) ( , ( ))x F x y F y  dir. 

Tanım 3.1.7. ( , ),F A   X  üzerinde bir esnek küme olsun. ND , ( , )F A  

üzerinde bir esnek yakın metrik olsun. Eğer ( , )F A ’daki her esnek Cauchy dizisi 

( , )F A ’da esnek yakınsak ise ( , )F A ’ya tam esnek yakın metrik uzay denir.  

Önerme 3.1.8. (( , ), )NF A D  X
 
üzerinde bir esnek yakın metrik uzay ve 

1{( , )}n nF A 


 ( , )F A  da yakınsak esnek dizi olsun. Bu taktirde 

1{( , )}n nF A 


 esnek 

Cauchy dizisidir. 

Teorem 3.1.9.  ( , ), NF A D  ve  ( ', '), NF A D'  sırasıyla x  ve y  üzerinde iki 

farklı yakın esnek metrik uzay olsun.    1 2( , ) : ( , ), ( ', '),N Nf f f F A F A D D'  bir 

esnek dönüşüm olsun. Bu taktirde f esnek süreklidir ancak ve ancak her 

( , ( )) ( , )x F x F A  ve 0   için en az bir pozitif   sayısı vardır öyleki her 

( , ( )) ( , )y F y F A  için  

( ( , ( )), ( , )) ( ( ,) ),( )N f x F xx f y F y y D'  iken 

( '( ( , )), )( ( , ( )), ( , ( )))N f x F x f y F y x y  D'
   

 olur . 
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Tanım 3.1.10.  ( , ), NF A XD  üzerinde yakın esnek metrik ve 

   : ( , ), ( , ),N Nf F A F AD D  bir esnek dönüşüm olsun. ,x y A   için 

( ( , ( )), ( , ( ))) . (( , ( )), ( , ( )))N Nf x F x f y F y c x F x y F yD D  olacak şekilde 0 1c   

olmak üzere bir pozitif c sayısı varsa f  esnek büzülme olarak adlandırılır. 

Teorem 3.1.11. Esnek büzülme dönüşümü   ( , ), NF A D  yakın  esnek metrik 

uzayda esnek süreklidir. 

İspat: f ’in esnek sürekli olduğunu göstermek için keyfi bir 0 0( , ( )) ( , )x F x F A   

noktasında esnek sürekli olduğunu gösterelim. 
c


   alırsak; 

0 0( , ( )), ( , ( )) ( , )x F x x F x F A   için  0 0 0 )( , ( ()(( , ( )), ) ( , ),N x F xx xF x x D   iken 

0 0 0 0

0

0

0

( ( , ( )), ) (( , ( )), )

( (

)

( , ( ) (

)

,

, ), )

( ( , ),

( (

)

)

(

, ,

N Nx F x x F xx

x

x

x

f x F f c x F x

c x

x c

x

 

 

 





 



D D

 

elde edilir. Böylece 0 0, ( , ( )f x F x  noktasında esnek süreklidir. 0 0( , ( ) ,x F x
  

( , )F A ’nın keyfi bir noktası olduğundan esnek süreklidir.                                                                                 

■  

         Tanım 3.1.12.  ( , ), NF A XD  üzerinde tam yakın esnek metrik uzay ve 

   : ( , ), ( , ),N Nf F A F AD D  bir esnek dönüşüm olsun. f  için bir esnek sabit 

küme (( , ( ))) ( , ( ))f x F x x F x  olacak şekilde ( , )F A  nın ( , ( ))x F x  şeklinde bir esnek 

alt kümesidir. 

. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Yakın Esnek Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 

             Teorem 4.1.1. (Yakın Esnek Metrik Uzaylar için Banach Büzülme 

Teoremi)  

  ( , ), NF A XD  üzerinde bir tam yakın esnek metrik uzay olsun ve 

   : ( , ), ( , ),N Nf F A F AD D  bir yakın esnek büzülme dönüşümü olsun. Bu 

taktirde f  bir tek sabit esnek noktaya sahiptir. 

İspat: 0( , )F A , ( , )F A  ’da keyfi bir esnek nokta olsun. 
1{( , ) }n nF A 


 esnek dizisini 

aşağıdaki gibi oluşturalım.  

1

1 0( , ) (( , )) (( , ))     (4.1) n

n nF A f F A f F A

    

 ( 0,1,2,...)n  . f  esnek büzülme olduğundan, bu taktirde her 1n    için  

                           

1 1(( , ), ( , )) (( ( , )), ( ( , )))N n n N n nF A F A f F A f F A D D

                              

 

 
1 1(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) (4.2)N n n N n nF A F A F A F A D D  

olacak şekilde bir 0 1c    mevcuttur.. İndiksiyonla  0,1,2...  n    için 

                                 1 1 0(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) (4.3)n

N n n NF A F A F A F A D D                            

olduğu sonucuna varırız.  

Herhangi bir m n  için, 

1 1

1 1 1 2 1 2

2

1 1 1 2

(( , ), ( , )) ( , ) [ (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))]

( , ) (( , ), ( , )) ( , )( , )[ (( , ), ( , ))

(( , ), ( , ))]

( , ) (( , ), ( , )) ( , )( , )[ ((

N n m N n n N n m

N n n N n n

N n m

N n n N n

F A F A c r F A F A F A F A

c r F A F A c r c r F A F A

F A F A

c r F A F A c r c r F



  



 

 

 



 

D D D

D D

D

D D 1 2

2

1 2 3 2 3 3

, ), ( , ))

(( , ), ( , ))]

( , )( , )( , )[ (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))]

n

N n m

N n n N n m

A F A

F A F A

c r c r c r F A F A F A F A





  

 



D

D D
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1 1

1 2 1 2 1 1

1 1

1

1 2 1 2 1 1

( , ) (( , ), ( , ))

( , ) ( , )...( , ) [ (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))]

( , ) (( , ), ( , ))

( , ) ( , )...( , )[ (( , ), ( , )) (( , ),

N n n

n m N m m N m m

n

N n n

m

n m N m m N m

c r F A F A

c r c r c r F A F A F A F A

c r F A F A

c r c r c r F A F A F A







    





    

  



  



(D

D D

(D

D D

1 2 1

1

1

2 1 1

1 1

1 0

1 0

0

( , ))]

( , ) ( , ) ( , )...( , )

( , ) [ (( , ), ( , ))

(( , ), ( , )) (( , ), ( , )))

( , )( )( (( , ), ( , )))

( , ) ( (( , ), (

m

k n m

n

k N n n

m

N m m N m m

n n m

k N

n n

k N

n

F A

k N c r c r c r c r

c r F A F A

F A F A F A F A

c r F A F A

c r F A F





  



 





  

 





  

  



   



(D

(D D

D

D

1 0

, )))

1 1
(( , ), ( , )) . ( (( , ), ( , ))) (4.4)

1 1 ( , )
N n m N

k

A

F A F A F A F A
c r


 

D D

 

eşitsizliğine sahibiz. Şu halde 
1{( , )}n nF A 


’un ( , )F A  da bir Cauchy esnek dizisi 

olduğunu gösterir. ( , )F A  tam yakın esnek metrik uzay olduğundan, bu taktirde

1 ( , ( )){( , )}n n x FF A x


’e yakınsayacak şekilde ( , ( )) ( , )x F x F A  vardır. f  esnek 

sürekli olduğundan, Tanım (3.1.5)’ten (( , )) (( , ( )))f F A f x F x  e yakınsar. Bununla 

birlikte 1{( , )}n nF A 

  dizisinin tanımına göre, ( ) ( , ( ))( , )nf xF xA F e yakınsar. 

(( , ( ))) ( , ( ))f x F x x F x  olduğu elde edilir. ( , ( ))x F x ’in teklik özelliğini 

ispatlamak için ( , ( )) ( , ( ))x F x y F y  ve (( , ( ))) ( , ( ))f y F y y F y  olacak şekilde 

başka bir ( , ( )) ( , )y F y F A  elemanının mevcut olduğunu varsayalım. Bu takdirde  

(( , ( )), ( , ( ))) ( (( , ( ))), (( , ( ))))

(( , ( )), ( , ( )))

N N

N

x F x y F y f x F x f y F y

x F x y F y

D D

D

 

Bu takdirde yukarıdaki eşitsizlik 1   olduğunu gerektirir ki bu bir 

çelişkidir.■ 

Önerme 4.1.2. [29] A E  parametrelerin bir kümesi ( , )a r   ve ( , )b r   iki 

esnek parametrik skaler olsun. Her 0   için  ( , ) ( , )a r b r     ise bu takdirde 

( , ) ( , )a r b r . 
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Teorem 4.1.3. (( , ), ),NF A XD  üzerinde tam yakın  esnek metrik uzay olsun. 

1 2( , ) : (( , ), )) (( , ),N NT T T F A F A D D  her ( , ( )) ( , )a F a F A   için 

1 2 1 1( , ( )) ( ( ), ( ( ))) ( ( ), ( ( )))T a F a T a T F a T a F T a    olacak şekilde esnek sürekli bir 

dönüşüm olsun ve parametrik skaler değerli : ( , ) ( , )F A A    dönüşümü 

( (( , ( ))), ( , ( ))) ( )( , ( ))) ( ( , ( ) 5) .) (4N T a F a a F a a F a T a F a  D  

sağlasın. Bu takdirde her ( , ( )) ( , )a F a F A   için { (( , ( )))}nT a F a   bir esnek sabit 

noktaya yakınsar. 

İspat:  1 2( , )T T T  ve 1 2( , )     olsun. Şimdi 1 2(( , ( ))) ( ( ), ( ( )))T a F a T a T F a   ise  

1 1(( , ( ))) ( , ( ))T a F a a F a   alalım. Bu takdirde  

1 1 2 1 1 1( (( , ( )))) ( ( ), ( ( ))) ( , ).T a F a a F a b r     

Benzer bir yolla 1,2,...n   için (( , ( ))) ( , ( ))n

n nT a F a a F a   yazarız. Şu hâlde  

1 2( (( , ( ))) ( ( ), ( ( ))) ( , ).n

n n n nT a F a a F a b r     

(4.5) bağıntısından yararlanarak 

( (( , ( )), ( , ( )))) ( (( , ( )))) (( , ( )))   (4.6)N T a F a a F a T a F a a F a D

 

eşitsizliğini elde ederiz. Bundan dolayı önerme  4.1.2’den

( (( , ( )))) (( , ( )))T A F a a F a     elde edilir.  Bu 2( (( , ( )))) ( (( , ( ))))T a F a T a F a    

olması anlamına gelir. Bu metodu devam ettirirsek, 

1( (( , ( )))) ( (( , ( ))))n nT a F a T a F a    elde ederiz. Bu ise { ( (( , ( ))))}nT a F a ’nin 

artan olması anlamına gelir ve böylece reel sayıların { }nr  dizisi artandır. Bundan 

dolayı  

lim ( (( , ( )))) ( , ) (4.7)n

n
T a F a b r


  

Her b  olacak şekilde bir r   vardır.  
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Açık olarak ( , )b r  negatif değildir. Bu takdirde m n   olmak üzere tüm

,n m   için 

1

1

1

1 2

1

1 2

1

2

( (( , ( )), (( , ( ))) ( , ) [ ( (( , ( )), (( , ( )))

( (( , ( )), (( , ( )))]

( , ) [ ( (( , ( )), (( , ( )))]

( , ) ( , )[ ( (( , ( )), (( , ( ))) [ ( (( , (

n m n

N N

n m

N

n

N

n

N

n n

n

n

N

T a F a T a F a c r T a F a T a F a

T a F a T a F a

c r T a F a T a F a

c r c r T a F a T a F a T a F a 













 

D D

D

D

D D

2

1

1

1 2 1

2

1

1

2 1

)), (( , ( )))]

( , ) [ ( (( , ( )), (( , ( )))]

( , ) ( , )...( , )[ ( (( , ( )), (( , ( )))

[ ( (( , ( )), (( , ( )))]

( , ) ( , ) ( , )...( , )

( , ) [ (

n

N

n

n m N

n

n

N

n

m

n

m

k m

k N

T a F a

c r T a F a T a F a

c r c r c r T a F a T a F a

T a F a T a F a

k N ile c r c r c r c r

c r



 











  



  



D

D

D

D 1

1

1 2

1

1

1

1

(( , ( )), (( , ( ))) ( (( , ( )), (( , ( )))]

( , ) ( (( , ( )), (( , ( )))

( , )[ ( (( , ( )) (( , ( ))) ( (( , ( ))) ( (( , ( )))

( (( , ( ))) ( (

n n m

N

m
i

k N

i n

n n

m

n

n n

i

m

k

T a F a T a F a T a F a T a F a

c r T a F a T a F a

c r T a F a T a F a T a F a T a F a

T a F a T

   

 













 



 



   

  



D

D

( , ( )))]

( , )[ ( (( , ( )) ( (( , ( )))]mn

k

a F a

c r T a F a T a F a  

 elde edilir. Şu halde 
,
lim ( (( , ( ))), (( , ( )))) ( ,0)n m

N
m n

T a F a T a F a b


D  . Bundan dolayı  

{ (( , ( )))}nT a F a  bir esnek Cauchy dizisidir. Sonuç olarak  

lim (( , ( )) ( , ( ))n

n
T a F a x F x


  olacak şekilde bir ( , ( )) ( , )x F x F A  vardır.                                                                      

■ 

Tanım 4.1.4. [27] X  üzerinde bir ( , )F A  esnek  kümesini göz önüne alalım. 

c A  olmak üzere her ( , ( )) ( , )c F c F A   elemanı  ( , )F A ’nin bir esnek noktası 

olarak adlandırılır. c A  için ( )x F c  ise  ( , )c x ’in  ( , )F A ’ye ait olmasına gerek 

yoktur. Fakat ait oluyorsa ( , )c x ’i bir esnek nokta olarak kabul edebiliriz.   

Tanım 4.1.5. ( , )F A ’nin X  üzerinde bir esnek küme olduğunu kabul edelim. 

( , ),N F AD  üzerinde yakın esnek metrik ve t   bir pozitif reel sayı olsun. ( , )e t  

yarıçaplı, ( , ( ))e F e merkezli esnek yuvar  

                      ( , ( )) ( , ) : (( , ( )), }{ ( , ( ))) ( ( , ) ( , ))Nc F c F A c F c e F e c e e t  D   
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kümesidir. ( , ( ))e F e  merkezli  ( , )e t   yarıçaplı esnek yuvarı (( , ( )), ( , ))
N

e F e e t
D

  

ile gösteririz, ifadeyi biraz daha kısaltmak için sadece (( , ( )), ( , ))
N

e F e e t
D

 yada 

( , ) ( , ( ))e t e F e   yazabiliriz. 

            Teorem 4.1.6. (( , ), ),NF A XD  üzerinde tam yakın esnek metrik uzay olsun 

ve   : (( , ( )), ( , )) (( , ), )
N

NT a F a a r F A 
D

D  , 0 1c   iken  

                     ( (( , ( )), ( , ( ) )(4.))) ( , )( 9, )N T a F a a F a k a r D                         

olmak üzere bir esnek büzülme dönüşümü olsun. Bu takdirde T , 

(( , ( )), ( , ))
N

a F a a r
D

  bir tek esnek sabit nokta kümesine sahiptir. 

İspat:  

0

0

( ( , ( )), ( , ( ))) ( , )[ ( ( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( )))]

( , )( ( ( , ( )), ( , ( )))) ( , )( ( ( , ( )), ( , ( ))))

( , ) (( , ( )), ( , ( ))) ( , )(1 )( ', )

( , ) ( ',

N N N

N N

N

T b F b a F a k T b F b a F a T a F a a F a

k T b F b a F a r T a F a a F a

k c b F b a F a r r a r

k c a r



 

 



 

 

  



D D D

D D

D

0

0

) ( , )(1 )( ', )

( , )( ', )

r c a r

k a r





 



. 

Şimdi bu eşitlikte görüldüğü gibi yakın esnek metrik uzay için Banach Sabit 

nokta teoreminden  T  ’nin 
0(( , ( )), ( , )) (( , ( )), ( , ))

N N

a F a a r a F a a r 
D D

 esnek 

yuvarında bir tek esnek sabit nokta kümesine sahip olduğunu elde ederiz.                                  

■ 

Teorem 4.1.7.
 
(( , ), ),NF A XD  üzerinde tam yakın esnek metrik uzay olsun 

ve keyfi ( , ( )),( , ( )) ( , )a F a b F b F A  olacak şekilde bir a  elemanı alalım. 

: ( , ) ( , )T F A F A bir dönüşümü ve 

1 2 1 1( , ( )) ( ( ), ( ( ))) ( ( ), ( ( )))T a F a T a T F a T a F T a    ( , ( )) ( , )a F a F A  olmak üzere  

( ( , ( )), ( , ( ))) ( , )( ', ')( (( , ( )), ( , ( ))) (4.10)N NT a F a b F b k k a F a b F b  D D

 

( , ( )),( , ( )) ( , )a F a b F b F A  için  (4.10)  eşitsizliği sağlıyorsa T ’ nin tek bir 

esnek kümesi vardır 
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İspat: ( , ( )) ( , )a F a F A  olacak şekilde esnek kümeyi göz önüne alalım ve   

 ( , ( )) ( , ( ))n

n na F a T a F a  için n  olsun. Bu teoremi iki adımda 

ispatlayacağız. 

Adım1:  

1 1lim (( , ( )), ( , ( ))) 0N n n n n
n

a F a a F a 


D  oldugunu kabul edelim. 

T büzülme dönüşümü olduğu için  
1

1 1(( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( )))n n

N n n n n Na F a a F a T a F a T a F a

  D D  

                               

1

1 1

1

1

1 1 1 1 1

1(( , ( )), ( , ( ))) (

)

( , ( )), ( ,

( ( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ( ) , ( , ( )))

[ (( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , (

( )))

((

)))]

, (

n n n n

N N

n

N n n

n n

N n n n n N

n

N

n n n

n

n N n

a

T a F a T a F a T a F a T a F a

a F a T a F a T a F a T a F a

a F a a F a T a F a T a F a

a F





 

  



 













D

D

D

D

D

D

D

1 11 1 (( , ( )), ( , ( ))). (4.11))), ( , ( ))) Nn n n n nn n a F a aa F aF a   D

 

 

Bununla birlikte 

                            

1 1 1 1(( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))N n n n n N n n n na F a a F a a F a a F a   D D  

1 1(( , ( )), ( , ( )))N n n n na F a a F a D  dizisi azalandır ve 

                                  
1 1lim (( , ( )), ( , ( ))) ( , ).n n n n

n
N a F a a F a b r 


D   

( , ) 0b r  or 0r   olması kabulümüzle çelişir. Ve bununla birlikte 

1 1 2 2 1 1

1 1

(( , ( )), ( , ( ))) [ (( , ( )), ( , ( )))

(( , ( )), ( , ( ))))] (4.12)

N n n n n N n n n n

N n n n n

a F a a F a a F a a F a

a F a a F a

     

 

D D

D

 

elde edilir. n  giderken,  

                                
1 1( , ) lim( (( , ( )), ( , ( )))( , ))N n n n n

n
b r a F a a F a b r 


 D  

bulunur.  

1 1

1 1
( ,1) ( (( , ( )), ( , ( )))) 1N n n n nb a F a a F a

r r
  D  

bulunmasıyla bir çelişki elde edilir ve iddiamız doğrudur. 

 

Adım2: ( , ( ))n na F a  bir  Cauchy esnek dizisi olduğunu iddia edelim. Her a A için t

,
lim (( , ( )), ( , ( ))) ( ,0)n n m m

n
N

m
a F a a F a a


D  bunun aksini kabul edelim. Yakın Esnek 

Metrik tanımının 4. Özelliğini kullanarak  

 

1 1

1 1(( , ( )), ( , ( ))) ( , )[ (( , ( )), ( , ( )))

(( , ( )), ( , ( )))]

N n n m m N n n

N n

n n

n m m

a F a a F a k a F a a F a

a F a a F a



 

 



D D

D
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11 1

1 1 1 1

1

1

1 1

1

(( , ( )), ( , ( ))) ( , ) (( , ( )), ( , ( )))

( , ) (( , ( )), ( , ( ))) ( , )( ', ')[ (( , ( )), ( , ( )))

(( , ( )), ( , ( )))]

( , ) (( , (

n n

n n m m

N n n N n n m m

N n n N n n

m m mN

N n

m

a F a a F a k a F a a F a

k a F a a F a k k a F a a F a

a F a a F a

k a F a



  



 



 

   

 



 

 





D D

D D

D

D 1 1)), ( , ( ))) ( , )( ', ') [ (( , ( )), ( , ( )))nn N n nn m ma F a k k a F a a F a     D

  

Bulunur ve  

[1 ( , )( ', ') (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))]N n n m m N n n m mk k a F a a F a a F a a F a   D D  

 

1 1 1 1( , ) (( , ( )), ( , ( ))) ( , )( ', ') (( , ( )), ( , ( )))N n n n n N n n m mk a F a a F a k k a F a a F a      D D

 

Elde edilir. Adım 1 ile birlikte aşağıdaki eşitsizlik   

 

[1 ( , )( ', ') lim (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( ))) ( ,0)N n n m m N n n m m
x

k k a F a a F a a F a a F a a  


  D D

 

her a A   için  sağlanır. Bununla birlikte aşağıdaki şartlar sağlanır 

 

i) 1 ( , )( ', ')(lim (( , ( )), ( , ( )))) 0N n n m m
n

k k a F a a F a  


 D   

ii) lim (( , ( )), ( , ( )))) 0N n n m m
n

a F a a F a


D  her a A . 

 

  tanımdan kaynaklı olarak ii) şartı sağlanmaz. Bundan dolayı
 

( , )( ', ')(lim (( , ( )), ( , ( )))) 1N n n m m
n

k k a F a a F a  


D  olur 

  tanımından dolayı her  a A  için 

( , )( ', ')(lim (( , ( )), ( , ( )))) ( ,0)N n n m m
n

k k a F a a F a a  


D  sağlanır  

 

Tek eleman için, T ’den başka bir ( , ( ))b F b  elemanı alalım ve 

( , ( )) ( , ( ))T b F b b F b eşitliğini sağlar. T üzerindeki büzülme koşulundan 
 

( ( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))N N NT a F a T b F b a F a b F b a F a b F b D D D

 

Elde edilir. Şu halde 

 

(( , ( )), ( , ( )))(1 ( (( , ( )), ( , ( )))) 0N Na F a b F b a F a b F b D D . 

 

Böylece  

 

 (( , ( )), ( , ( ))) 0N a F a b F b D  veya (1 ( ( , ( )), ( , ( ))) 0N T a F a T b F b D  

bulunur.  nın özelliği ile yakın esnek metrik tanımından 

 

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))T b F b b F b a F a   

sonucuna ulaşılır.■ 
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           Tanım 4.1.8. ( , )X d  bir genelleştirilmiş metrik uzay olsun.  

1
[0, ] [0, )

2
     artan dönüşüm olmak üzere herhangi bir ,x y X   için  

( , ) ( ( , ))[ ( , ) ( , )]d Tx Ty d x y d x Tx d y Ty   

ise :T X X  dönüşümüne genelleştirilmiş Kannan büzülme dönüşümü denir [13]. 

 

           Teorem 4.1.9. (( , ), )NF E D  bir esnek yakın tam metriğin boş olmayan esnek 

kapalı alt kümesi ( , )F E  ve : ( , ) ( , )T F E F E  Kannan tipinde bir dönüşüm olsun 

1K  için  

( ( , ( )), ( , ( ))) [ (( , ( ), ( , ( ))

(( , ( )), ( , ( )))]

N N

N

T x F x T y F y K x F x T x F x

y F y T y F y





D D

D
 

eşitsizliği sağlasın.  .ab E  ile birlikte 0 1r  ve ' 0r  olacak şekilde ( , )a r ,

( , ')b r vardır. Keyfi ( , ( )) ( , )x F x F E  için 

(( , ( )), ( , ( ))) [ (( , ( ), ( , ( ))] (4.13)N Nu F x T u F u r x F x T x F xD D   

olacak şekilde ( , ( )) ( , )u F u F E  ve de 

(( , ( )), ( , ( ))) '[ (( , ( ), ( , ( ))] (4.14)N Nu F x T x F x r x F x T x F xD D
 

vardır. Bu iki eşitsizlik sağlanıyorsa T  en az bir sabit noktaya sahiptir. 

İspat:  Keyfi bir esnek nokta 0 0( , ( )) ( , )x F x F E  olsun. 0,1,2,...n   için 

1(( , ), ( , )) '[ ( ( , ), ( , ))]N n n N n nF E F E r T F E F E D D 0'[ ( ( , ), ( , ))]N orr T F E F E D  

olduğundan 

1 1( ( , ), ( , )) [ ( ( , ), ( , ))]N n n N n nT F E F E r T F E F E  D D  

1(( , ), ( , )) '[ ( ( , ), ( , ))]N n n N n nF E F E r T F E F E D D  

bu iki şart sağlanacak şekilde 
1{( , )}n nF E 


 dizisini göz önüne alalım. ( , )F E ’de 

1{ , }n nF E 


 dizisinin bir Cauchy esnek dizi olduğunu görmek kolaydır. ( , )F E  
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tamlığından dolayı lim( , ) ( , ( )n
x

F E v F v


  olacak şekilde ( , ( )) ( , )v F v F E  

mevcuttur. n  giderken aşağıdaki sol taraf sıfıra gider.                                          

'

( ( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( )))

( ( , ( )), ( , ( ))) . ( ( , ( )), ( , ( )))]

(( , ( )), ( , ( ( )))]

. [(( , ( )), ( , ( ))) (( ,

N N n n N n n

N n n N n n

N n n

N N n

T v F v v F v c T v F v x F x T v F v x F x

c T v F v x F x c c T v F v x F x

x F x v F v

c K v F v T v F v x F



 



 

D D +D

D [D

D

D D

' '

0 0

( )), ( , ( ( )))]

. ( ( , ( )), ( , ( ))) . (( , ( )), ( , ( )))

( ') . '
(( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )), ( , ( )))

1 . 1 .

( ') .
(( , ( )), ( , ( )))

1 .

n n n

N n n n n N n n

N n n n n N n n

n

N n n

x T x F x

c c T x F x x F x c c x F x v F v

C K C C C
x F x T x F x x F x v F v

C K C K

C K C C
a x F x T x F x

C K

 


 

 


 



D D

D D

D
'

(( , ( )), ( , ( )))
1 .

N n n

C
x F x v F v

C K
D

 

Böylece  

( , ( )) ( , ( ))T v F v v F v  

elde edilir.  

            Teorem 4.1.9. (( , ), )F E D  bir esnek metrik uzay ve bütün ,x y X  için   

( ( , ), ( , )) [ (( , ), ( , ) ( , ), ( , )] (4.14)N x y N x x N y yT x F T y F K x F T x F y F T y F D D D

      

sağlanıyorsa 
1

2
K var olacak şekilde : ( , ) ( , )T F E F E bir dönüşümdür. 

Bu taktirde  T  bir tek sabit esnek ( , ) ( , )vv F F E  noktasına sahiptir. Keyfi  

( , ) ( , )xx F F E için { ( , )}n

xT x F  iterasyon esnek dizisi ( , )vv F  yakınsak ve 

0,1,2,...n   için 

1( ( , ), ( , )) .( ) (( , ), ( , )) (4.15)
1

n n

N x v N x x

K
T x F v F K x F T x F

K

 


D D

bulunur. 

İspat:  Keyfi ( , ) ( , )xx F F E için  ( , ) ( , )u xu F T x F olsun. Bu taktirde   

(( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )

[ ( ( , ), ( , ) (( , ), ( , )]

N u u N x u

N x u N u u

u F T u F T x F T u F

K T x F T u F u F T u F



 

D D

D D
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elde edilir.  Bu durumda kabulden 1
1

K

K



   olmak üzere  

(( , ), ( , )) (( , ), ( , )
1

N u u N x x

K
u F T u F x F T x F

K



D D

 

sağlanır ve    

(( , ), ( , ( ( , ), ( , ))N u x N x xu F x F T x F T x FD )=D . 

Şimdi 
00,( ) ( , )xx F F E  olmak üzere 

11, ,{( ) ( )}
n nn x n xx F T x F
   dizisini 

tümevarımsal olarak tanımlayabiliriz ve lim( , ) ( , )
nn x v

x
x F v F


   ve  ( , ) ( , )v vT v F v F  

bulunur. T ’nin bir başka sabit noktasının ( , )zz F  olduğunu farz edelim. Bir sonraki 

adımda da 

0 (( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )

[ (( , ), ( , ) (( , ), ( , )]

0

N v z N v z

N v v N z z

v F z F T v F T z F

K v F T v F z F T z F



 



D D

D D  

ifadesinin çelişki olduğunu görürüz. Sonuç olarak T  ( , ) ( , )vv F F E  olacak şekilde  

tek bir tane sabit noktaya sahiptir. 

Her bir ( , ) ( , )xx F F E için aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz 

1 1 1

1

( ( , ), ( , )) [ ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))]

( ( , ), ( , ))
1

n n n n n n

N x x N x x N v x

n n

N x x

T x F T x F K T x F T x F T v F T x F

K
T x F T x F

K

  



 




D D D

D

 

bu eşitsizliği kullanarak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz 

1 1

1

( ( , ), ( , )) [ ( ( , ), ( , )) (( , ), ( , ))]

[ ( ( , ), ( , ))

.( ( ( , ), ( , ))
1

n n n

N x v N x x N v v

n n

N x x

n

N x x

T x F v F K T x F T x F v F T v F

K T x F T x F

K
K T x F x F

K

 



 






D D D

D

) D

 

Tümevarım yöntemiyle 0,1,2,...n  olmak üzere ispatımız tamamlanmış olur. 
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        Teorem 4.1.10.    iE  parametre kümeleri ve ( , )iG E , X üzerinde esnek kümeler 

olsun. 
1{( , )}p

i iG E 
 en az biri esnek kompakt bir esnek tam yakın metrik uzayın boş 

olmayan kapalı alt kümeleri ve 1 1( , ) ( , )pG E G E   olmak üzere  

1 1: ( , ) ( , )p p

i iİ İ
f U G E U G E   

aşağıdaki şartları sağladığını farz edelim. 

1) 1( , ) ( , )i iF G E G E   için yani 1( ) ( )i iF E E   ve bütün ( )ie F E için 

( ( )) ( )F G e G e  

2) Her zaman ( , ( )) ( , )ix G x G E  ve ( , ( )) ( , )iy G y G E  olmak üzere 

( ( , ( )), ( , ( ))) (( , ( )),( , ( ))).D F x G x F y G y D x G x y G y  

(1 )i p  için ( , ( )) ( , ( ))x G x y G y  ise bu taktirde F  bir tek esnek sabit 

noktaya sahiptir. 

İspat: 

1( , )G E  kompakt olduğunu kabul edelim ve  ( , )a r  parametrik skaler olmak 

üzere  

1( , ) (( , ),( , )) inf{ (( , ( )),( , ( )))}pa r D G E G E D x G x y G y  

ve 

1( , ( )) ( , )x G x G E , ( , ( )) ( , )py G y G E  

olsun. 

Kompaktlıkta 0 0 1( , ( )) ( , )x G x G E  mevcuttur ve r  ve ia E  için  

0 0lim (( , ( )),( , )) ( , )n
n

D x G x G E a r


  

olacak şekilde {( , )} ( , )n pG E G E  bir dizisi vardır. ( , ) ( ( , ),0)a r a a  olduğunu 

kabul edelim bu taktirde  

1 1

0 0 0 0

0 0

( ( , ( )), ( , )) ( ( , ( )), ( , ))

(( , ( )), ( , ))

p p

N n N n

N n

D F x G x F G E D F x G x F G E

D x G x G E

 
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1

1 1{ ( , )} ( , )p

n nF G E G E 

   dizisi and 1( , )G E  esnek kompakt olduğundan  

1( , ( )) ( , )z F z G E  yakınsaya bir alt diziye sahiptir. Bu teorem ve uzaklık 

fonksiyonunun sürekliliği ile birlikte 

1

1(( , ( )), ( , )) ( , )p

ND z F z F G E a r   

elde edilir.Üstelik bununla birlite 

1 2

1( ( , ( )), ( , )) ( , )p p

ND F z F z F G E a r   

eşitsizliği bulunur. Böylece 
1( , ( )) ( , )p

pF z F z G E  and 2

1 1( , ) ( , )pF G E G E  

olduğundan çelişki elde ederiz. Böylece ( , ) 0a r   ve 
1( , ) ( , ) 0pG E G E   elde 

ederiz. Bu yüzden  (1) şartından  
1( , ) ( , ) 0pG E G E   elde etmiş oluruz. 

Şimdi aşağıdaki kümeleri göz önüne alalım 

'

1 1 2

'

2 2 3

'

1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )p P

G E G E G E

G E G E G E

G E G E G E

 

 

 

 

Teoremin (1) şartına göre bu kümeler boş olmayan aynı zamanda kapalı  kümelerdir  

ve '

1( , )G E aynı zamanda kompakttır. Teoremin (1) ve (2) şartlarını F  sağlar ve  

'

1{ }p

i iA 
ailesi hipotezin tekrarıyla 

'

1 2 3( , ) ( , ) ( , )G E G E G E    

elde edilir 

Adım adım ilerlersek 

1( , ) : ( , )i iG E G E   

elde ederiz.  ( , )G E  kompakt ve  F  ‘nin ( , )G E ’ye kısıtlanması bir çelişki belirtir. 

Burada  F  ‘nin  ( , )G E ’ de tek bir sabit noktaya sahip olduğunu elde ederiz ve bu 

elde ettiğimiz  F ’nin herhangi bir sabit noktasının ( , )G E ’ de bulunması teoremin 

(1) şartı  ile çelişir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında esnek küme yapısı ve yakın metrik kullanılarak, esnek 

yakın metrik denilen ve ND  ile gösterilen yeni bir metrik tanımlanmıştır. Böylece bu 

metrik uzayda bazı sabit nokta teoremlerini ispatlamaya yönelik altyapı oluşturması 

açısından esnek yakın metriğin kullanılmasıyla esnek dizi, esnek yakınsak dizi ve 

esnek Cauchy dizisi ve esnek büzülebilirlik gibi kavramlar ifade edilmiştir. 

Halihazırda mevcut Banach, Kannan gibi bazı sabit nokta teoremleri esnek 

yakın metrik uzaylarda ispat edilmiştir. Bu teoremleri ispatlamaya yönelik bazı 

yardımcı tanım, teorem ve lemmalar da verilmiştir. 

Aynı zamanda bu tez çalışmasında elde edilen sonuçların dışında literatürde 

yer alan Suzuki, Meir Keeler, Chatterja gibi bir cok sabit nokta teoremi ifade ve ispat 

edilebilir. Ayrıca ortak sabit nokta teoremleri için kullanılan fonksiyonlara esnek 

sürekli olmaları veya esnek sürekli olmamaları gibi özellikler yüklenerek yeni 

araştırma kolları oluşturulabilir 
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