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1. GİRİŞ 

              Geometrik modellemelerde amaç bir cismin ya da nesnenin matematiksel 

yapısını oluşturup bilgisayarda çeşitli programlar ve algoritmalar beraberinde şekiller ile  

görselleştirilmesidir. Bilgisayarların her geçen gün gelişmesiyle de beraber bu 

modellemelerde optimum seviyelere doğru hareket etmektedirler. Matematik 

modellemelerle elde edilen tasarımların alt yapısını parametrik eğri ve yüzeyler 

oluşturmaktadır. Bunlardan; Bezier yüzeyleri ve eğrileri, B-spline yöntemleri, NURBS 

eğrileri uygulaması yaygın olarak kullanılan önemli bir alana sahiptir. 

Bernstein polinomlarıyla tanımlanan Bezier yüzeyleri ve eğrilerine Pau De- 

Casteljau ve Pierre Bezier öncülük etmiştir. Bu eğriler ve yüzeyler otomotiv 

sanayisinden uçak sanayisine, mühendislikten tıp alanına kadar geniş yelpazede 

kullanıldığından sürekli geliştirilerek çalışmaya devam etmektedir. Endüstriyel 

tasarımlarda kullanılan Spline’ lar noktalar kümesi tarafından belirlenen düzgün bir eğri 

oluşturmak için kullanılan esnek bir şerittir. Çok sayıda ağırlıklar şerit boyunca 

yayılmasıyla sabit konumda duran bir eğri oluşturmaktadırlar. Yine modellemelerin alt 

yapısında kullanılan NURBS yüzeylerinin ve eğrilerinin invaryantlarının 

tanımlanmasıyla yüzey ve eğrilerin önemli özelliklerinden Gauss eğriliği, burulma, asal 

eğrilik, eğrilik ve daha fazla yapı tanımlanmaktadır. En temel örnek olarak bir arabanın 

dizaynında rüzgar direncinden yakıt tüketimine kadar etkili olan aerodinamik kavisler, 

kıvrımlar bu eğri ve yüzeylerin 

 sahip olduğu özellikler ile tanımlanmaktadırlar. 

         Diferansiyel geometrinin çalışma alanında her daim önemli olan eğrilerin farklı 

uzaylarda ve yeni çatılara göre özellikleri incelenmektedir. Eğrileri daha iyi karakterize 

edebilmek için Frenet çatısına alternatif olarak Bishop çatısı (Bishop, 1975), Quasi çatı 

(Dede, Ekici ve Güven, 2018) ve Hibrit çatı (Arbind, Srinivasa, Reddy, 2018) son 

zamanlarda çalışmaktadırlar. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

            Eğriler diferansiyel geometride sürekli ilgi alanı olmakla beraber geniş bir 

çalışma alanına sahiptir. En yaygın olarak eğrilerde Frenet çatısı kullanılmakla beraber 

farklı yeni çatılar da oluşturulmuştur. Bunlardan Bishop çatısı (Bishop, 1975) eğrinin 

teğet vektörü değişmeden diğer normal ve  binormal vektörlerinin  bir açı ile 

döndürülmesiyle paralel öteleme çatı olarak adlandırılan farklı bir çatı oluşturulmuştur. 

Literatürde pek çok eğri Bishop çatısına göre incelenmiştir (Yılmaz ve Turgut, 2010; 

Bükçü ve Karacan, 2008; Bükçü ve Karacan, 2009; Körpınar, Asil ve Baş, 2011; 

Körpınar ve Demirkol, 2017; Yılmaz ve Turgut, 2010). 

           Matematiksel modelleme ve dizaynda önemli bir yeri olan Bernstein polinom 

eğrileriyle tanımlanan Bezier eğrileriyle pek çok çalışma yapılmıştır. Samancı, Çelik ve  

İncesu (2015), Bezier eğrilerini Bishop çatısına göre incelemişlerdir. Evren (2020), 

Bertrand NURBS eğrilerini tanımlamıştır. Samancı Kuşak (2018), Bezier eğrilerini 

farklı bir uzayda alıp Minkowski Uzayında timelike rasyonel Bezier eğrilerini 

çalışmıştır. Ayrıca bu eğriler literatürde (Farouki, Szafran ve Biard, 2009; Hoschek, 

1992; Incesu ve Gursoy, 2004; İncesu, 2003; İncesu ve Kiren, 2008; Juhász, 1999; Liu, 

ve Wang 2002; Piegl ve Tiller, 1999 tarafından çalışılmışlardır. Son zamanlarda ise 

Kılıçoğlu ve Şenyurt (2020), Kübik Bezier eğrisinin involütünü çalışmıştır. Ayrıca 

Abdel-Aziz, vd., 2021, Frenet çatı kullanılarak tıbbi görüntü rekonstrüksiyonunu 

iyileştirmek için Bezier eğrileri tanımlanmıştır. 

           Bishop çatısının dışında son zamanlarda q-çatı (quasi); q-normal vektörün 

izdüşüm vektörü ile teğet vektörün vektörel çarpımı ile tanımlanmıştır (Dede, vd., 

2018). Çalışmamızda kullandığımız çatı ise Bishop çatısının belli bir açı ile 

döndürülmesiyle elde edilen Hibrit çatısıdır. Bu çatı ise mühendislikte malzeme 

alanında modelleme oluşturulurken kullanılmıştır. Bir uzay eğrisinde Hibrit çatı 

kullanılarak ince ve kalın kavisli çubukların veya boruların büyük deformasyonunu 

analiz etmek için model sunulmuştur (Arbin ve Reddy, 2018; Arbin ve Reddy, 2019). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölüm içerisinde araştırma bulguları ve tartışma kısmında kullanılacak bazı 

temel tanım ve teoremler verilecektir. 

3.1 Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 3.1 V bir vektör uzay },...,,{ 21 nvvv de bu vektör uzayının bir alt kümesi olsun. 

Eğer 0...2211  nnvvv   olduğunda n ,...,, 21  skalerinin hepsi sıfır oluyorsa 

},...,,{ 21 nvvv kümesine lineer bağımsızdır denir. 

Tanım 3.2  V bir vektör uzay Vvvv n },...,,{ 21 olsun. Eğer Vu için 

nnvavavau  ...2211  oluyorsa )R,...,,( 21 naaa },...,,{ 21 nvvv  kümesi 𝑉 uzayını gerer 

denir. 

Tanım 3.3 V bir vektör uzay ve },...,,{ 21 nvvv V için 

1. },...,,{ 21 nvvv lineer bağımsız 

2. },...,,{ 21 nvvv V - yi gererse 

o zaman },...,,{ 21 nvvv kümesine 𝑉 nin bir bazı denir. 

 

Tanım 3.4 V bir vektör uzay olsun. KVV :, fonksiyonu 

      vuvu ,),(   

1. Pozitif tanımlı 

2. Bi-lineer (İki değişkenli) 

3. Üçgen eşitsizliği 

sağlarsa ,  fonksiyonuna V   üzerinde bir iç çarpım fonksiyonu denir. ),,(v  ikilisine 

de bir iç çarpım uzayı denir. 

Tanım 3.5 Bir vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay 𝐴 olsun. Ap  ve Vv olmak 

üzere (𝑝, 𝑣) ve 𝑉௣ şeklinde ifade edilen vektöre 𝐴 afin uzayının bir 𝑝 noktasındaki 

tanjant vektörü denir. 

Tanım 3.6 n-boyutlu Öklid uzay E௡ ve Ι, 𝑅 nin irtibatlı açık alt cümlesi olmak üzere, 

𝛾: Ι ⊂ 𝑅 → E௡ 
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dönüşümü diferansiyellenebilir ise 𝛼(𝑡) cümlesine Ε௡ de bir eğri ve 𝑡 ∈ Ι değişkenine 

de eğrinin parametresi denir (Gray, 1998). 

Tanıım 3.7 𝑀 eğrisi (Ι, 𝛾) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Bu durumda 

Ψ = {𝛾 ′, 𝛾 ′′, … , 𝛾(௥)} sistemi lineer bağımsız ve ∀𝛾(௞), 𝑘 > 𝑟 için 𝛼(௞) ∈ 𝑆𝑝{Ψ} olmak 

üzere Ψ den elde edilen (𝑉ଵ, 𝑉ଶ, … , 𝑉௥) ortonormal sistemine, 𝑀 eğrisinin Frenet 𝑟- 

ayaklı alanı ve 𝑚 ∈ 𝑀 için (𝑉ଵ(௠), 𝑉ଶ(௠), … , 𝑉௥(௠)) ye 𝑚 ∈ 𝑀 noktasındaki Frenet 𝑟- 

ayaklısı denir. Her bir 𝑉௜ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ye Frenet vektörü denir.(Gray, 1998). 

Tanım 3.8 𝛾: Ι ⊂ 𝑅 → Eଷ eğrisi, 𝑡 ∈ Ι için eğrinin teğet vektör alanı 

 

𝐓(𝑡) =
ଵ

ฮఈ′(௧)ฮ
𝛾 ′(𝑡), (3.1) 

 
Eğrinin binormal vektör alanı 
 

𝐁(𝑡) =
ఊ′(௧)∧ఊ′′(୲)

ฮఊ′(௧)∧ఊ′′(௧)ฮ
 (3.2) 

 
ve eğrinin asli normal vektör alanı 
 
𝐍(𝑡) = 𝐓(𝑡) ∧ 𝐁(𝑡) (3.3) 
 
olmak üzere bu vektörlerden oluşan {𝐓, 𝐍, 𝐁} sistemine Frenet 3- ayaklısı denir. 

{𝐓, 𝐍, 𝐁} frenet 3- ayaklısı ortonormal bir çatıdır (Gray, 1998). 

Tanım 3.9 𝑀 eğrisi (Ι, 𝛾) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. 𝑠 ∈ Ι ya karşılık 

gelen 𝛾(𝑠) noktasındaki Frenet r- ayaklısı {𝑉ଵ(𝑠), 𝑉ଶ(𝑠), … , 𝑉௥(𝑠)} olsun. Buna 

𝑘௜: Ι → 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 

𝑠 → 𝑘௜(𝑠) = 〈𝑉௜
′(𝑠), 𝑉௜ାଵ(𝑠)〉 

şeklinde tanımlı 𝑘௜ fonksiyonuna 𝑀 eğrisinin 𝑖- yinci eğrilik fonksiyonu ve 𝑠 ∈ Ι için 

𝑘௜(𝑠) reel sayısına da 𝛾(𝑠) noktasında 𝑀 nin 𝑖-yinci eğriliği denir (Gray, 1998). 

Tanım 3.10 𝛾: Ι ⊂ 𝑅 → 𝐸ଷ 

𝑠 → 𝛾(𝑠) = (𝛾ଵ(𝑠), 𝛾ଶ(𝑠), 𝛾ଷ(𝑠)) 

𝑠 yay parametresi ile verilen bir eğrinin 𝛾(𝑠) noktasındaki Frenet 3- ayaklısı {𝐓, 𝐍, 𝐁} 

olsun. 

𝐓′(𝑠) = 𝜅(𝑠)𝐍(𝑠), 

𝐍′(𝑠) = −𝜅(𝑠)𝐓(𝑠) + 𝜏(𝑠)𝐁(𝑠),                                                                            (3.4) 
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𝐁′(𝑠) = −𝜏(𝑠)𝐍(s),                                            

denklemlerine Frenet formülleri denir (Gray, 1998). 

Tanım 3.11 𝛾: Ι ⊂ 𝑅 → 𝐸ଷ eğrisi için 
𝜅(𝑠) = ‖𝛼ᇱᇱ(𝑡)‖ 

 
değerine 𝛾(𝑠) eğrisinin 𝑠- noktasındaki eğriliği denir (Carmo, 1976). 

Tanım 3.12 𝛾: Ι ⊂ 𝑅 → 𝐸ଷ eğrisi yay parametresi ile verilmiş olsun. 𝛾ᇱᇱ(𝑠) ≠ 0 olmak 

üzere 

𝐁ᇱ(𝑠) = 𝜏(𝑠)𝐍(𝑠) 

eşitliği ile tanımlı 𝜏(𝑠) sayısına 𝛾(𝑠) eğrisinin 𝑠- noktasındaki burulması denir (Gray, 

1998). 

Tanım 3.13 Bishop çatısı veya paralel öteleme çatısı bir eğrinin Frenet çatısında 𝐓 

vektörünü değiştirmeden diğer asli normal ve binormal vektörlerini belli bir açı ile 

döndürülerek elde edilir. Bishop çatısının türev denklemleri 

𝐓ᇱ(𝑠) = 𝑘ଵ(𝑠)𝐌ଵ(𝑠) + 𝑘ଶ(𝑠)𝐌ଶ(𝑠), 

𝐌ଵ
ᇱ(𝑠) = −𝑘ଵ(𝑠)𝐓(𝑠),                                                                                                     

(3.5) 

𝐌ଶ
ᇱ(𝑠) = −𝑘ଶ(𝑠)𝐓(𝑠), 

eşitlikleri ile verilir. {𝐓, 𝐍ଵ, 𝐍ଶ}  Bishop üçlüsü birim vektörler olmak üzere 𝑘ଵ ve 𝑘ଶ ye 

eğrinin Bishop eğrilikleri denir. Bishop ve Frenet çatıları arasında 

൭
𝐓
𝐍
𝐁

൱ = ൭
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑠𝑖𝑛𝛼
0 −𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛼

൱ ൭
𝐓

𝐌ଵ

𝐌ଶ

൱    

bağıntısı vardır. Ayrıca 

𝛼(𝑠) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
௞మ

௞భ
 , 

𝜏(𝑠) = 𝛼ᇱ(𝑠)  

eşitliğinden 

𝛼 = 𝛼଴ + ∫ 𝜏ds. 

𝜅(𝑠) = ඥ𝑘ଵ
ଶ + 𝑘ଶ

ଶ, 

dir. Bishop eğrilikleri  

𝑘ଵ =  𝜅𝑐𝑜𝑠𝛼 ve 𝑘ଶ =  𝜅𝑠𝑖𝑛𝛼, 

eşitlikleriyle tanımlanır (Bishop, 1975). 

 
Tanım 3.14  Uzay eğrisi boyunca 𝑞- çatısı (quasi) 
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𝑡 =
𝛾ᇱ

‖𝛾ᇱ‖
, 𝑛௤ =

𝑡 ∧ 𝑘

‖𝑡 ∧ 𝑘‖
, 𝑏௤ = 𝑡 ∧ 𝑛௤  

ile tanımlanır. Burada 𝑘 projeksiyon vektörüdür ve quasi çatısı 

቎

𝑡ᇱ

𝑛௤
ᇱ

𝑏௤
ᇱ

቏ = ൥

0 𝑘ଵ 𝑘ଶ

−𝑘ଵ 0 𝑘ଷ

−𝑘ଶ −𝑘ଷ 𝑘ଵ

൩ ቎

𝑡
 𝑛௤

𝑏௤

቏,                                                                                         (3.6) 

denklemleri ile verilir. N  ve 𝑛௤ arasındaki açı 𝜑 olmak üzere q-eğrilikler ile Frenet 

eğrilikleri arasında 

𝑘ଵ = 𝜅𝑐𝑜𝑠𝜑, 

𝑘ଶ = −𝜅𝑠𝑖𝑛𝜑, 

𝑘ଷ = −𝑑𝜑 + 𝜏, 

bağıntıları vardır (Dede, Ekici ve Güven, 2018). 

Tanım 3.15 Uzay eğrisi boyunca (𝐓, 𝐁ଵ, 𝐁ଶ) Hybrid çatısı, (𝐓, 𝐌ଵ, 𝐌ଶ) Bishop 
çatısının döndürülmesiyle 

𝐁ଵ = cos 𝛽(𝑠) 𝐌ଵ + 𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑠)𝐌ଶ, 

𝐁ଶ = −𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑠)𝐌ଵ + 𝑐𝑜𝑠𝛽(𝑠)𝐌ଶ, 

eşitlikleriyle tanımlanır. Buradan Hybrid çatısı ile Bishop çatısı arasında  

൥
𝐓
𝐁ଵ

𝐁ଶ

൩ = ൥

1 0 0
0 cos 𝛽(𝑠) sin 𝛽(𝑠)

0 − sin 𝛽(𝑠) cos 𝛽(𝑠)
൩ ൥

𝑇
𝐌ଵ

𝐌ଶ

൩    (3.7) 

eşitliğiyle verilir ve Hybrid çatısının türev denklemleri  

቎

𝐓ᇱ

𝐁ଵ
ᇱ

𝐁ଶ
ᇱ
቏ = ൥

0 𝜅̃ଵ 𝜅̃ଶ

−𝜅̃ଵ 0 𝜅̃ଷ

−𝜅̃ଶ −𝜅̃ଷ 0
൩ ൥

𝐓
𝐁ଵ

𝐁ଶ

൩,                                                                                     

(3.8) 

denklemleriyle verilir. Burada  

𝜅̃ଵ = 𝜅̅ଵ𝑐𝑜𝑠𝛽(𝑠) + 𝜅̅ଶ𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑠), 

𝜅̃ଶ = −𝜅̅ଵ𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑠) + 𝜅̅ଶ𝑐𝑜𝑠𝛽(𝑠),                                                                                 (3.9) 

𝜅̃ଷ = 𝛽ᇱ  

ve 
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𝛽଴ = (෍ 𝛼଴೔
+ ර 𝜏𝑑𝑠)𝑚𝑜𝑑2𝜋 = 0

௜

 

𝛽(𝑠) = −𝛽଴(𝑠)/ ∮ 𝑑𝑠, 

 

ile verilir (Arbind, Srinivasa, Reddy, 2018). 
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Şekil 3.1. Bishop çatı (b), Hibrit çatı (c) (Arbind, Srinivasa, Reddy, 2018) 

 

 

3.2 Bezier ve Rasyonel Bezier Eğrileri 

Tanım 3.16 Rଷ uzayında genel Bezier eğrisi, Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡  olarak 

verilen ve başlangıç noktası 𝑏଴, bitim noktası 𝑏௡ olan n. dereceden bir polinom eğridir. 

Genel Bezier eğrisi, vektörel formda, 

0

( ) ( )
n

n
i i

i

B t b B t


 [0,1]t  (3.10) 

olarak tanımlanır. Burada 𝐵௜
௡(𝑡) fonksiyonları  

!
( )! !(1 ) ,      0

0,         diğer        durumlarda
( )

n i in
n i i t t i nn

iB t


   
 


 

biçiminde verilen Bernstein taban fonksiyonlarıdır. 
!

!( )!
n

i n i ifadeleri de Binom 

katsayılarıdır ve ቀ
𝑛
𝑖

ቁ gösterilir.  

Teorem 3.17  Bernstein polinomları aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1)    1)(
0




tBn
i

n

i

, [0,1]t   

2)    ( ) 0n
iB t  , [0,1]t  

3)    ( ) (1 )n n
n i iB t B t     

4)    1 1
1( ) (1 ) ( ) ( )n n n

i i iB t t B t B t 
    

3.2.1 Bezier eğrilerinde türev kavramı  

Bezier eğrilerinde türevler, Bernstein polinomlarının türevlerinden elde edilmektedir. 

Teorem 3.18 0 t n    için  ( ) (1 )n n i i
i

n
B t t t

i
 

  
 

Bernstein taban fonksiyonlarının 

birinci ve ikinci türevleri 

1.   1 1
1( ) ( ( ) ( ) )n n n

i i iB t n B t B t  
     

 ya da 
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(1 )( ) ( )n ni nt
i it tB t B t 

  

2.   " 2 2 2
1 2( ) ( 1)[ ( ) 2 ( ) ( )]n n n n

i i i iB t n n B t B t B t  
         

ya da 

 2

2 2
" ( 1) 2 ( 1) ( 1)

(1 )
( ) ( )n n

i i
i i i n t n n t

t t
B t B t    


  

tanımlanır.  

3.2.2 Bezier eğrileri için De Casteljau algoritması 

De Casteljau algoritması, bir Bezier eğrisinin 0 [0,1]t   noktasındaki  𝐵(𝑡଴) değerini 

hesaplamak için geliştirilmiş bir algoritmadır. Ayrıca verilen bir Bezier eğrisinin iki ayrı 

parçaya ayrılmasında da yine sıklıkla bu algoritma kullanılmaktadır. 

Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ ve 𝑏ଷ olan bir kübik Bezier eğrisi durumunda belirli bir 

parametre değeri için 𝑡 ∈ [0,1] de casteljau algoritması öz yineleme formülü j =

1,2,3 ve i = 0, . . . ,3 − j için  

ቊ
𝑏௜

଴ = 𝑏௜

𝑏௜
௝

= (1 − 𝑡)𝑏௜
௝ିଵ

+ 𝑡𝑏௜ାଵ
௝ିଵ        (3.11) 

ile ifade edilir. 

Formül belirtilen t değeri için 𝑏଴
ଷ = 𝐵(𝑡) için üçgen şeklinde değer kümesi (3.12)'nu 

üretir. 

𝑏଴
଴ 𝑏ଵ

଴ 𝑏ଶ
଴ 𝑏ଷ

଴ 
𝑏଴

ଵ 𝑏ଵ
ଵ 𝑏ଶ

ଵ 
𝑏଴

ଶ 𝑏ଵ
ଶ 

𝑏଴
ଷ (3.12) 

 

3.2.3 Bezier eğrilerinde Sub-division 

Bir Bezier eğrisi genellikle [0,1] aralığında tanımlanır ve 𝐵(𝑡) = ∑ 𝑏௜𝐵௜,௡(𝑡)௡
௜ୀ଴  ile 

verilir. Bazen eğrinin yalnızca bir kısmı ilgi çekicidir. Örneğin şekil 2'de gösterildiği 

gibi 𝑡 = 𝛼 parametre değerinde [0, 𝛼] ve [𝛼, 1] aralıklarında 𝐵௦௢௟(𝑡) ve 𝐵௦௔ğ(𝑡) ile 

gösterilen iki eğri parçasına ayrıldığını varsayalım. Çünkü 𝐵௦௢௟(𝑡) ve 𝐵௦௔ğ(𝑡) [0,1] 

aralığında Bezier formunda temsil edilebilen polinom eğrileridir. 𝐵௦௔ğ(𝑡) ve 𝐵௦௢௟(𝑡)'nin 

kontrol noktalarını belirlemeyi teorem 3.2.5 gösterecek. 𝑡 = 𝛼 ile 𝐵(𝑡) için de casteljau 

algoritmasını uygulamak yeterlidir. Teorem bir kübik bezier eğrisi için 𝐵௦௔ğ(𝑡)'nin 

kontrol noktaları 𝑏଴
ଷ, 𝑏ଵ

ଶ, 𝑏ଶ
ଵ, 𝑏ଷ

଴'dır ve 𝐵௦௢௟(𝑡)'in kontrol noktaları 𝑏଴
଴, 𝑏଴

ଵ, 𝑏଴
ଶ, 𝑏଴

ଷ olduğunu 

ima eder. Alt bölüm eğri ölçüsüne fazladan özgürlük verebilmek için ekstra kontrol 
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noktaları yaratmanın bir yoludur. Örneğin eğrinin sol bölümü bozulmamış olabilir 

oysaki eğrinin diğer bölümü değişmiştir.  

  
Şekil 3.1. Bezier Eğrisinde Sub-division 

3.2.4 Parçalı Bezier eğrisi 

𝑛 dereceli bir Bezier eğrisinin 𝑛 + 1 kontrol noktası vardır. Eğrinin şekli ile kontrol 

poligonunun şekli arasında sadece zayıf bir ilişki olduğu için yüksek dereceli eğriler 

genellikle kullanılmaz. Ayrıca noktaların değerlendirilmesi gibi işlemler çok sayıda 

aritmetik işlem gerektirir ve bu nedenle hesaplama hataları riski artar. Aksine düşük 

dereceli eğrilerin bir kaç kontrol noktası vardır ve bu nedenle sınırlı bir eğri şekli aralığı 

üretirler. Eğri derecesini arttırmadan şekil aralığını genişletmek için bir parça Bezier 

eğrisi adı verilen tek bir sürekli eğri oluşturmak için bir dizi eğri Bezier eğrisi uçtan uca 

birleştirilebilir. Uygulamada, eğrilerin birleşimlerinin pürüzsüz(düzgün) olması gerekir. 

Teorem  3.19  [𝑡௠௜௡, 𝑡௠௔௫] aralığı üzerinde tanımlanan kontrol noktası 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile 

n. dereceden rastgele aralıklı bir 𝐵(𝑡) Bezier eğrisi  

𝐵(𝑡) = ∑ 𝑏௜𝐵௜,௡(
௧ି௧೘೔೙

௧೘ೌೣି௧೘೔೙
)௡

௜ୀ଴ ile verilir; burada 𝐵௜,௡𝑛. dereceden Bernstein temel 

fonksiyonlarını gösterir. 𝐵(𝑡)rastgele aralıklı Bezier eğrisi, sıradan Bezier eğrisinin 

𝑡 ∈ [0,1] olmak üzere 𝐵෠(𝑡) = ∑ 𝑏௜𝐵௜,௡(𝑡)௡
௜ୀ଴  değerinin yeniden listelenmesidir. 

𝐵෠(𝑡)𝐵(𝑡)'nin normalleştirilmesi olarak söylenir. 

Örnek 3.20  (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = (𝑡, 𝑓(𝑡))eğrisini düşünelim; burada  

𝑓(𝑡) = ൜
3𝑡ଶ + 2𝑡 + 1 ,   𝑒ğ𝑒𝑟 𝑡 ≤ 0 𝑖𝑠𝑒
𝑡 + 1 ,                𝑒ğ𝑒𝑟 𝑡 > 0 𝑖𝑠𝑒

 

Eğri şekil 3.3.(a)'da gösterilmektedir. Herhangi bir polinom fonksiyonu 𝐶ஶ olduğu 

için, 𝑥(𝑡) = 𝑡 her yerde 𝐶ஶ ve 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) muhtemelen 𝑡 = 0 hariç olmak üzere her 

yerde 𝐶ஶ'dur, ikinci polinom fonksiyonunun ilk olarak 𝑓'nin tanımında 𝑓(𝑡)'nin 𝐶଴ 

olduğu kolayca kontrol edilir. 𝑓(𝑡)'nin 𝐶ଵ olup olmadığını belirlemek için ilk türevini  

𝑓ᇱ(𝑡) = ൜
6𝑡 + 2 ,    𝑒ğ𝑒𝑟  𝑡 ≤ 0  𝑖𝑠𝑒
1 ,             𝑒ğ𝑒𝑟 𝑡 > 0   𝑖𝑠𝑒
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dikkate almak gereklidir. 

 

                                 Şekil 3.3. (a) (𝒕, 𝒇(𝒕))'nin grafiği               Şekil  3.3. (b) 𝒇ᇱ(𝒕)'nin grafiği 

𝑓ᇱ(𝑡)'nin grafiği şekil Şekil  3.3. (b) de gösterilmektedir. 𝑓'nin 𝐶ଵ olmadığı 

açıktır; geometrik olarak 𝑓ᇱ(𝑡)'nin grafiği 𝑡 = 0 da kırılıyor. Dolayısıyla (𝑡, 𝑓(𝑡)) bir 

𝐶଴-sürekli eğridir, ancak 𝐶ଵ sürekli eğri değildir. Bu örnekteki parçalı eğri, (𝑡, 𝑡 + 1) ve 

(𝑡, 3𝑡ଶ + 2𝑡 + 1) iki polinom eğrisinin birleşimidir. 𝑝 = 2 ve 𝑞 = 1 derece eğrileri için 

𝑘 = min(2,1) = 1 olduğu için mümkün olan maksimum süreklilik 𝐶ଵ; örnek sadece 

𝐶଴-sürekliliğe ulaşmaktadır. 𝑃(𝑡), tanım 3.27'de ifade edildiği gibi Ι௝ = ൣ𝑡௝ , 𝑡௝ାଵ൧  (𝑗 =

0,1, … , 𝑟 − 1) aralıklarında tanımlanan Bezier eğrileri 𝐵௝(𝑡)'yi içeren Ι =

[𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlanan bir parçalı Bezier eğrisi olduğunu varsayalım.  

𝑃(𝑡)'nin koordinat fonksiyonları parçalı polinom fonksiyonları olduğundan 𝑃(𝑡) 

kırılma noktası olmayan tüm parametre değerlerinde 𝐶ஶ dur. 𝐵௝(𝑡)𝑛 dereceli ve 

𝑏଴
௝
, … , 𝑏௡௝

௝  kontrol noktaları olduğunu varsayalım. O halde 𝑃(𝑡), 𝑡 = 𝑡௝ 'de süreklidir 

ancak ve ancak lim௧→௧ೕ
శ 𝑃(𝑡) = lim௧→௧ೕ

ష 𝑃(𝑡) = 𝑃(𝑡௝). (Bu, sürekli fonksiyonlar için 

standart bir ölçüttür, bknz. (Smith, G.,1998). Fakat  

lim
௧→௧ೕ

శ
𝑃(𝑡) = lim

௧→௧ೕ
శ

𝐵௝(𝑡) = 𝑏଴
௝ 

ve 

lim
௧→௧ೕ

ష
𝑃(𝑡) = lim

௧→௧ೕ
ష

𝐵௝ିଵ(𝑡) = 𝑏௡ೕିଵ
௝ିଵ  

Böylece, 𝑃(𝑡), 𝑡 = 𝑡௝ 'de süreklidir ancak ve ancak  

𝑃൫𝑡௝൯ = 𝑏௡ೕିଵ
௝ିଵ

= 𝑏଴
௝. 

Dolayısıyla, 𝐵௝ିଵ(𝑡)'nin son kontrol noktası 𝐵௝(𝑡)'nin ilk kontrol noktasına eşit 

olmalıdır. Bu nedenle 𝑃(𝑡) süreklidir ancak ve ancak 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 − 1 (her değeri) için 
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𝑏௡ೕషభ

௝ିଵ
= 𝑏଴

௝ dir. 

3.2.5 Rasyonel Bezier Eğrileri 

İndirgenemez koniklerin üç türü olduğu gösterilmiştir (Marsh, 1999), yani 

hiperboller, paraboller ve elipsler. Paraboller polinom fonksiyonları ile parametrize 

edilebilirken, hiperboller ve elipsler rasyonel fonksiyonlarla parametrelendirilir. 

Böylece, polinom parametrizasyonu olan kuadratik Bezier eğrileri, hiperboller ve 

elipsleri hariç tutmaktadır. Bu eğrileri temsil edebilmek için rasyonel Bezier eğrileri 

getirmek gerekir. 

Tanım 3.21 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ve buna tekabül skaler ağırlıkları 𝑤௜ olan 𝑛. 
derecen rasyonel Bezier eğrisi, 

𝐵(𝑡) =
∑ ௪೔௕೔஻೔,೙(௧)೙

೔సబ

∑ ௪೔஻೔,೙(௧)೙
೔సబ

,     𝑡 ∈ [0,1] (3.13) 

olarak tanımlanır. Tüm ağırlıkların sıfır olmadığı varsayılmaktadır. 𝑏௜ ∈ 𝑅ଶ(𝑖 =

0,1, … , 𝑛) olduğunda eğri düzlemsel, 𝑏௜ ∈ 𝑅ଷ olduğunda eğri uzaysaldır. İntegral Bezier 

eğrisi tanımı, rasyonel olmayan Bezier eğrilerini tanımlamak için kullanılır. 

𝑏௜ = (𝑥௜, 𝑦௜, 𝑧௜)  olsun. Homojen kontrol noktalarını 𝑏෠௜ 

𝑏෠௜ = ൜
(𝑤௜𝑥௜ , 𝑤௜𝑦௜, 𝑤௜𝑧௜, 𝑤௜),      𝑒ğ𝑒𝑟  𝑤௜ ≠ 0  𝑖𝑠𝑒
(𝑥௜ , 𝑦௜, 𝑧௜ , 0) ,                    𝑒ğ𝑒𝑟 𝑤௜ = 0   𝑖𝑠𝑒

      𝑡 ∈ [0,1] 

olarak tanımlayalım. 

Homojen koordinatlarda rasyonel Bezier eğrisi, integral Bezier eğrisinin 

formunu alan ancak homojen kontrol noktaları olan  

𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏෠௜𝐵௜,௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

 

tarafından verilir. Çünkü ∑ 𝐵௜,௡(𝑡) = 1௡
௜ୀ଴ , birlik özelliğinin bölümüyle, 𝑤଴ = 𝑤ଵ =

⋯ = 𝑤௡ olduğunda integral Bezier eğrileri elde edilir.  Rasyonel bir Bezier eğrisi,  

𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏௜𝑅௜,௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

 

temel formunda yazılabilir. Burada  

𝑅௜,௡(𝑡) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑤௜𝐵௜,௡(𝑡)

∑ 𝑤௝𝐵௝,௡(𝑡)௡
௜ୀ଴

,    𝑒ğ𝑒𝑟   𝑤௜ ≠ 0  𝑖𝑠𝑒

𝐵௜,௡(𝑡)

∑ 𝑤௝𝐵௝,௡(𝑡)௡
௝ୀ଴

 ,     𝑒ğ𝑒𝑟   𝑤௜ = 0  𝑖𝑠𝑒
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dir. 

Örnek 3.22 Kontrol noktaları 𝑏଴(−1,0), 𝑏ଵ(2,1) ve 𝑏ଶ(4, −1) ve buna karşılık gelen 

1,1 ve 2 ağırlıklarıyla rasyonel kuadratik, şekil 5(a)' da gösterilmiş ve ağırlıkları 1, 0.6, 

2 ile şekil 5(b)'de gösterilmiştir.  

 

Şekil 3.4. (b) ağırlıkları 1,0.6,2 ve (a) ağırlıkları 1,1,2 ile kontrol noktaları (-1,0), (2,1),(4-1) olan rasyonel 
bezier eğrisi 

Örnek 3.23 Kontrol noktaları 𝑏଴(1,0,1), 𝑏ଵ(2,1, −1), 𝑏ଶ(5,4,2)ve 𝑏ଷ(2, −3,1) ve 

ağırlıkları 1,2,2,1 olan uzaysal rasyonel kübik Bezier eğrisi şekil 6'da gösterilmektedir. 

Kuadratik rasyonel bir Bezier eğrisi, 

       
     

0 0 0,2 1 1 1,2 2 2 2,2

0 0,2 1 1,2 2 2,2

w b B t w b B t w b B t
B t

w B t w B t w B t

 


 
 (3.14) 

şeklindedir. 

 

Şekil 3.5. Uzaysal rasyonel Bezier eğrisi 

Herhangi bir koniğin parametreleştirileceğinden dolayı (Marsh, 1999.) kuadratik 

rasyonel fonksiyonlar tarafından parametreleştirilen herhangi bir eğrinin bir koni 

olduğunu kabul eder. Dolayısıyla, kuadratik rasyonel Bezier eğrileri koniktir. 

Koniklerin sınıflandırılması aşağıdaki gibi alınırsa ikinci  bir Bezier eğrisinin türü 

belirlenebilir. 

elips: 𝑤ଵ
ଶ − 𝑤଴𝑤ଶ < 0; 

parabol: 𝑤ଵ
ଶ − 𝑤଴𝑤ଶ = 0; 
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hiperbol: 𝑤ଵ
ଶ − 𝑤଴𝑤ଶ > 0. 

Rasyonel Bezier eğrileri, eğri tasarımı için daha fazla esneklik sunar çünkü 

belirli bir kontrol noktaları kümesinde, ağırlık seçimine bağlı olarak sonsuz sayıda eğri 

vardır. Bir ağırlık ayarlandığında tüm eğri değişir, ancak bir sonraki teoremde 

açıklandığı gibi, öngörülebilir bir şekilde olur. 

3.2.6 Rasyonel Bezier eğrileri için De Casteljau algoritması 

İntegral Bezier eğrileri için de Casteljau algoritması rasyonel duruma 

uzanmaktadır. Algoritmayı gerçekleştirmenin iki yolu vardır. 

Yöntem 1: Varsayalım ki  

𝐵(𝑡) =
∑ 𝑤௜𝑏௜𝐵௜,௡(𝑡)௡

௜ୀ଴

∑ 𝑤௜𝐵௜,௡(𝑡)௡
௜ୀ଴

 

olsun. Burada düzlemsel eğriler için 𝑏௜ = (𝑥௜, 𝑦௜) ve uzaysal eğriler için 𝑏௜ = (𝑥௜, 𝑦௜ , 𝑧௜) 

dir. Düzlemsel eğriler için 𝑏෠௜ = (𝑤௜𝑥௜, 𝑤௜𝑦௜ , 𝑤௜) ve uzaysal eğriler için 𝑏෠௜ =

(𝑤௜𝑥௜, 𝑤௜𝑦௜ , 𝑤௜𝑧௜, 𝑤௜) olsun. İntegral Bezier eğrileri için de Casteljau algoritmasını 

uygulayın. (Bölüm 3.2.3 de açıklanmıştır.), ağırlığı ek bir koordinat olarak ele alın. 

Yöntem 2: İlk yöntem uygulanması ve sayısal olarak verimli olmasına rağmen, 

belikrli koşullar altında hesaplama hatalarına eğilimlidir. Homojen kontrol noktalarının 

her bir iterasyonu sonunda kartezyen koordinatlara dönüştürülmesi durumunda 

problemden kaçınılır. Yeni algoritma 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 𝑗  ve  𝑗 = 1, … , 𝑛 için  

ቐ
𝑏௜

௝
= (1 − 𝑡)

௪೔
ೕషభ

௪
೔
ೕ 𝑏௜

௝ିଵ
+ 𝑡

௪೔శభ
ೕషభ

௪
೔
ೕ 𝑏௜ାଵ

௝ିଵ

𝑤௜
௝

= (1 − 𝑡)𝑤௜
௝ିଵ

+ 𝑡𝑤௜ାଵ
௝ିଵ

     (3.15) 

dir. 

Rasyonel de Casteljau algoritması 𝐵(𝑡) noktasını değerlendirir ve eğriyi 

parametre değeri 𝑡'ye karşılık gelen noktada böler. 

3.2.7 Rasyonel Bezier eğrilerinin türevleri 

Rasyonel fonksiyonların ayırt edilmesi için rasyonel Bezier eğrisinin türevini belirleyen 
öz yinelemeli formül aşağıdaki yöntemden elde edilir. 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡) 𝑔(𝑡)⁄ olsun. Daha 
sonra bölüm kuralı  

𝐹ᇱ(𝑡) =
௚(௧)௙ᇲ(௧)ି௚ᇲ(௧)௙(௧)

௚(௧)మ
=

௙ᇲ(௧)ି௚ᇲ(௧)ி(௧)

௚(௧)
 (3.16) 
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verir. 

İki fonksiyonun bir sonucunun türevlerini elde etmek için Leibnitz kuralı 

(Spivak, 1967) 

𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡)𝐹(𝑡) 𝑟. türevinin 

𝑓(௥)(𝑡) = ෍ ቀ
𝑟

𝑖
ቁ

௥

௜ୀ଴

𝑔(௜)𝐹(௥ି௜)(𝑡) 

= 𝑔(𝑡)𝐹(௥)(𝑡) + ෍ ቀ
𝑟

𝑖
ቁ 𝑔(௜)(𝑡)𝐹(௥ି௜)(𝑡)

௥

௜ୀଵ

 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla  

𝐹(௥)(𝑡) =
௙(ೝ)(௧)ି∑ ൫ೝ

೔൯௚(೔)(௧)ி(ೝష೔)(௧)ೝ
೔సభ

௚(௧)
  dir (3.17) 

Böylece 𝐹(𝑡)'nin 𝑟. türevi 𝐹(𝑡)'nin birinci 𝑟 − 1 türevleri ve 𝑓(𝑡) ve 𝑔(𝑡)'nin 

birinci 𝑟 türevleri özelliğinden elde edilir. 𝑛. dereceden 

𝐵(𝑡) =
∑ 𝑤௜𝑏௜𝐵௜,௡(𝑡)௡

௜ୀ଴

∑ 𝑤௜𝐵௜,௡(𝑡)௡
௜ୀ଴

 

Rasyonel Bezier eğrisini düşünelim,  

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑤௜𝑏௜𝐵௜,௡(𝑡)௡
௜ୀ଴  ve 𝑔(𝑡) = ∑ 𝑤௜𝐵௜,௡(𝑡)௡

௜ୀ଴  olsun. 𝑓(𝑡) ve 𝑔(𝑡) nin 

türevleri, bölüm 3.2.2'de verilen integral Bezier eğrilerinin türevlerini belirlemek için 

algoritma uygulanarak elde edilir. Burada 𝑤௜𝑏௜  𝑓(𝑡)'nin kontrol noktaları ve 𝑤௜ ağırlığı  

𝑔(𝑡)'nin kontrol noktaları olduğunu düşünün. Özellikle 𝑟 = 1 ve 𝑟 = 2 için  

𝐵ᇱ(𝑡) =
൫∑ ௪೔௕೔஻೔,೙(௧)೙

೔సబ ൯
ᇲ
ି൫∑ ௪೔஻೔,೙(௧)೙

೔సబ ൯
ᇲ
஻(௧)

∑ ௪೔஻೔,೙(௧)೙
೔సబ

, 

𝐵ᇱᇱ(𝑡) =
൫∑ ௪೔௕೔஻೔,೙(௧)೙

೔సబ ൯
ᇲᇲ

ିଶ൫∑ ௪೔஻೔,೙(௧)೙
೔సబ ൯

ᇲ
஻ᇲ(௧)ି൫∑ ௪೔஻೔,೙(௧)೙

೔సబ ൯
ᇲᇲ

஻(௧)

∑ ௪೔஻೔,೙(௧)೙
೔సబ

. 

Bu nedenle  

𝐵ᇱ(0) =
௡(௪భ௕భି௪బ௕బ)ି௡(௪భି௪బ)௕బ

௪బ
= 𝑛

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴). 

Benzer şekilde, 𝐵ᇱ(1) = 𝑛
௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) dir. Son nokta tanjant durumu şimdi 

kanıtlanmıştır. 

3.3 B-Spline Eğrileri 
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Parçalı bir polinom eğrisi özellikleri ile Bezier eğrisine benzer şekilde B-spline 

taban gösterimine sahiptir. [𝑎, 𝑏]aralığında tanımlanan bir B-spline eğrisi, aşağıdaki 

özellikleri sağlar. 

1. d. dereceden (veya d+1 ) böylece parçalı polinom eğrisinin her bölümü d. 

derece veya daha azdır. 

2. Knot vektörü olarak adlandırılan m+1 reel sayıdan oluşan bir dizi 𝑡଴, 𝑡ଵ, … , 𝑡௠ 

dizisi olsun. öyle ki 𝑡௜ ≤ 𝑡௜ାଵ (i=0,1,...,m-1), 𝑡ௗ = 𝑎 ve 𝑡௠ିௗ = 𝑏 olsun. 𝑡଴, 𝑡ଵ, … , 𝑡ௗ ve 

𝑡௠ିௗ , 𝑡௠ିௗାଵ, … , 𝑡௠ değerlerine uç (dış) knot vektör denir., ve 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … , 𝑡௠ିௗିଵ 

değerlerine iç knot vektör denir. 

3. Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡'dir. 

bir B-spline eğrisi, B-spline temel fonksiyonların özelliğinden tanımlanmıştır. 

Tanım 3.24 Knot vektörü 𝑡଴, 𝑡ଵ, … , 𝑡௠ ile tanımlanan, 𝑁௜,ௗ(𝑡) ile belirtilen d. dereceden 

B-spline temel fonksiyonları aşağıdaki gibi ardışık olarak tanımlanır: 

i=0,1,...,n ve 𝑑 ≥ 1 için  

𝑁௜,଴(𝑡) = ൜
1, 𝑒ğ𝑒𝑟 𝑡𝜖[𝑡௜, 𝑡௜ାଵ]
0, 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑡𝑖𝑟𝑑𝑒 

 (3.18) 

𝑁௜,ௗ(𝑡) =
௧ି௧೔

௧೔శ೏ି௧೔
𝑁௜,ௗିଵ(𝑡) +

௧೔శ೏శభି௧

௧೔శ೏శభି௧೔శభ
𝑁௜ାଵ,ௗିଵ(𝑡). (3.19) 

Eğer knot vektörü yeterli sayıda tekrarlanan knot değeri içeriyorsa, 

tekrarlamanın gerçekleştirilmesi sırasında  
ே೔,೏షభ(௧)

௧೔శ೏ି௧೔
= 0/0 formunun bir bölünmesi ile 

karşılaşılabilir.  

Tanım 3.25 Knot noktaları 𝑡଴, 𝑡ଵ, … , 𝑡௠ ve kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile d. 

dereceden (veya d+1) B-spline eğrisi  

𝐵(𝑡) = ∑ 𝑏௜𝑁௜,ௗ(𝑡)௡
௜ୀ଴  tarafından [𝑎, 𝑏] = [𝑡ௗ, 𝑡௠ିௗ] üzerinde tanımlanır. 

Burada 𝑁௜,ௗ(𝑡), d. dereceden B-spline temel fonksiyonudur. B-spline eğrilerini rasyonel 

formdan ayırmak  genellikle integral B-spline olarak adlandırılır.  

d. dereceden bir Bezier eğrisi tam olarak d+1 kontrol noktalarına sahipken d. 

dereceden bir B-spline yeterli sayıda knot belirtildiği taktirde herhangi bir sayıda 

kontrol noktasına sahip olabilir. Bu nedenle, karmaşık eğri şekillerini tanımlamak için, 

B-spline'lar kontrol noktalarının sayısını arttırarak, eğrinin derecesini arttırmaksızın, ek 

bir özgürlük verilebilir. 
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Her temel fonksiyon 𝑁௜,ௗ(𝑡) d+2 knot 𝑡௜, … , 𝑡௜ାௗାଵ ile tanımlanır. Dolayısıyla, 

n+1 kontrol noktaları gerekiyorsa n+d+2 knot 𝑡଴, … , 𝑡௡ାௗାଵ belirtilmelidir. Bu nedenle, 

knot sayısı kontrol noktalarının sayısı artı 1 e eşittir ve m=n+d+1 özdeşliğini verir. 

Bir knot vektörü tekrar tekrar knot değerlerine sahip olabilir. Bir knot değerinin 

meydana gelme sayısı knotun çokluğu olarak adlandırılır. İç knotların farklı 

değerlerinden oluşan kırılma noktaları adı verilen yeni bir 𝑢଴, 𝑢ଵ, … , 𝑢௥(𝑢଴ < 𝑢ଵ < ⋯ <

𝑢௥) dizisi tanımlayalım. Daha sonra B-spline, d. dereceden 𝑡 ∈ [𝑢௜ , 𝑢௜ାଵ]𝐵௜(𝑡)polinom 

eğri bölümlerinin birleşimidir. 

 3.3.1 B-spline çeşitleri 

3.3.1.1 Açık B-spline 

Genel olarak, B-spline eğrileri ilk ve son kontrol noktası 𝑏଴ ve 𝑏௡'i 

enterpolasyona uğratmaz 𝑑. dereceden eğriler için, son nokta interpolasyonu ve bir son 

nokta tanjant durumu, uç knotların 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ ve 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠'i 

karşıladığı açık B-spline ları ile elde edilir. 

Temel fonksiyonların (3.42) tanımının küçük bir modifikasyonu knotların 

çokluğuna uyum sağlamak için gereklidir: 𝑁௠ିௗିଵ, 𝑡 = 𝑚 − 𝑑'de 1 değerini (ve diğer 

yerlerde 0) olmalıdır. 𝑡ௗ ∈ [𝑡ௗ , 𝑡ௗାଵ)olduğu için, 𝑟 = 𝑑 olan bölgesel kontrol özelliği  

𝐵(𝑡ௗ) = ∑ 𝑏௝𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ)ௗ
௝ୀ଴  verir. 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑑için 

𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ) =
𝑡ௗ − 𝑡௝

𝑡௝ାௗ − 𝑡௝
𝑁௝,ௗିଵ(𝑡ௗ) +

𝑡௝ାଵାௗ − 𝑡ௗ

𝑡௝ାଵାௗ − 𝑡௝ାଵ
𝑁௝ାଵ,ௗିଵ(𝑡ௗ) 

𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ olduğu için, 𝑡௝ = 𝑡ௗ , ve  dolayısıyla (𝑗 = 0 durumu için 

0 0⁄ = 0 kuralının uygulanması) 

𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ) = (0)𝑁௝,ௗିଵ(𝑡ௗ) +
𝑡௝ାଵାௗ − 𝑡ௗ

𝑡௝ାଵାௗ − 𝑡௝ାଵ
𝑁௝ାଵ,ௗିଵ(𝑡ௗ). 

Bu nedenle  

𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ) = ቆ
𝑡௝ାଵାௗ − 𝑡ௗ

𝑡௝ାଵାௗ − 𝑡௝ାଵ
ቇ ቆ

𝑡ௗ − 𝑡௝ାଵ

𝑡௝ାௗ − 𝑡௝ାଵ
𝑁௝ାଵ,ௗିଶ(𝑡ௗ) +

𝑡௝ାଶାௗ − 𝑡ௗ

𝑡௝ାଶାௗ − 𝑡௝ାଶ
𝑁௝ାଶ,ௗିଶ(𝑡ௗ)ቇ. 

Tekrarlanan benzer sadeleştirmeler ve temel fonksiyonların yerine geçenler, 

daha küçük dizi sonuçları ile  

𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ) = ൬
௧ೕశభశ೏ି௧೏

௧ೕశభశ೏ି௧ೕశభ
൰ ൬

௧ೕశమశ೏ି௧೏

௧ೕశమశ೏ି௧ೕశమ
൰ … ൬

௧೏శೕశ೏ି௧೏

௧೏శೕశ೏ି௧ೕశ೏
൰ 𝑁௝ାௗ,଴(𝑡ௗ)  
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𝑗 > 0için𝑁௝ାௗ,଴(𝑡ௗ) = 0 olduğu için (21)'den 𝑗 > 0 için 𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ) = 0 olur. 

𝑗 = 0 olduğunda, özdeşlik (21) ve 𝑁ௗ,଴(𝑡ௗ) = 1 

𝑁଴,ௗ(𝑡ௗ) = ൬
𝑡ଵାௗ − 𝑡ௗ

𝑡ଵାௗ − 𝑡ଵ
൰ ൬

𝑡ଶାௗ − 𝑡ௗ

𝑡ଶାௗ − 𝑡ଶ
൰ … ൬

𝑡ௗାௗ − 𝑡ௗ

𝑡ௗାௗ − 𝑡ௗ
൰ 𝑁ௗ,଴(𝑡ௗ) = 1 

değerini verir. 

Dolayısıyla 𝐵(𝑡ௗ) = ∑ 𝑏௝𝑁௝,ௗ(𝑡ௗ) = 𝑏଴
ௗ
௝ୀ଴ .  

Benzer şekilde 𝐵(𝑡௠ିௗ) = 𝑏௡. 

3.3.1.2 Uniform (Düzgün) B-splinelar 

Bir B-spline, knotları eşit aralıklı olduğunda ve düzgün olmayan bir şekilde tek 

düze olduğu söylenir. Knot vektörü  𝑡଴ = 0, 𝑡ଵ = 1, 𝑡ଶ = 2, … , 𝑡௠ = 𝑚  olsun. Bu knot 

vektöründe 2. dereceden uniform B-spline için temel fonksiyonlar aşağıdaki gibi elde 

edilir: 

𝑁௜,଴(𝑡) = ൜
1, 𝑒ğ𝑒𝑟  𝑡 ∈ [𝑡௜, 𝑡௜ାଵ)
0,   𝑎𝑘𝑠𝑖   𝑡𝑎𝑘𝑡𝑖𝑟𝑑𝑒

. 

𝑁଴,ଵ(𝑡) =
(௧ି଴)

(ଵି଴)
𝑁଴,଴ +

(ଶି௧)

(ଶିଵ)
𝑁ଵ,଴ = 𝑡𝑁଴,଴ + (2 − 𝑡)𝑁ଵ,଴, 

𝑁ଵ,ଵ(𝑡) =
(௧ିଵ)

(ଶିଵ)
𝑁ଵ,଴ +

(ଷି௧)

(ଷିଶ)
𝑁ଶ,଴ = (𝑡 − 1)𝑁ଵ,଴ + (3 − 𝑡)𝑁ଶ,଴, 

𝑁ଶ,ଵ(𝑡) =
(௧ିଶ)

(ଷିଶ)
𝑁ଶ,଴ +

(ସି௧)

(ସିଷ)
𝑁ଷ,଴ = (𝑡 − 2)𝑁ଶ,଴ + (4 − 𝑡)𝑁ଷ,଴. 

𝑁଴,ଶ(𝑡) =
(𝑡 − 0)

(2 − 0)
𝑁଴,ଵ(𝑡) +

(3 − 𝑡)

(3 − 1)
𝑁ଵ,ଵ(𝑡) =

1

2
𝑡𝑁଴,ଵ(𝑡) +

1

2
(3 − 𝑡)𝑁ଵ,ଵ(𝑡)

=
1

2
𝑡൫𝑡𝑁଴,଴ + (2 − 𝑡)𝑁ଵ,଴൯ +

1

2
(3 − 𝑡) ቀ(𝑡 − 1)𝑁ଵ,଴ + (3 − 𝑡)𝑁ଶ,଴ቁ

=
1

2
𝑡ଶ𝑁଴,଴ + ቆ

1

2
𝑡(2 − 𝑡) +

1

2
(3 − 𝑡)(𝑡 − 1)ቇ 𝑁ଵ,଴ +

1

2
(3 − 𝑡)ଶ𝑁ଶ,଴

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1

2
𝑡ଶ,                           𝑡 ∈ [0,1]

−
1

2
(3 − 6𝑡 + 2𝑡ଶ),    𝑡 ∈ [1,2]     .

1

2
(3 − 𝑡)ଶ,                𝑡 ∈ [2,3]

 

𝑖. temel fonksiyonu 
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𝑁௜,ଶ(𝑡) =
𝑡 − 𝑖

(𝑖 + 2) − 𝑖
𝑁௜,ଵ(𝑡) +

𝑖 + 3 − 𝑡

(𝑖 + 3) − (𝑖 + 1)
𝑁௜ାଵ,ଵ(𝑡)

=
𝑡 − 𝑖

2
𝑁௜,ଵ(𝑡) +

𝑖 + 3 − 𝑡

2
𝑁௜ାଵ,ଵ(𝑡)

=
𝑡 − 𝑖

2
ቆ

𝑡 − 𝑖

(𝑖 + 1) − 𝑖
𝑁௜,଴(𝑡) +

(𝑖 + 2) − 𝑡

(𝑖 + 2) − (𝑖 + 1)
𝑁௜ାଵ,଴(𝑡)ቇ

+
𝑖 + 3 − 𝑡

2
ቆ

𝑡 − (𝑖 + 1)

(𝑖 + 2) − (𝑖 + 1)
𝑁௜ାଵ,଴(𝑡) +

𝑖 + 3 − 𝑡

(𝑖 + 3) − (𝑖 + 2)
𝑁௜ାଶ,଴(𝑡)ቇ

=
1

2
(𝑡 − 𝑖)ଶ𝑁௜,଴(𝑡)

+
1

2
൫(𝑡 − 𝑖)(𝑖 + 2 − 𝑡) + (𝑖 + 3 − 𝑡)(𝑡 − 𝑖 − 1)൯𝑁௜ାଵ,଴(𝑡)

+
1

2
(𝑖 + 3 − 𝑡)ଶ𝑁௜ାଶ,଴(𝑡). 

Böylece, [𝑖 + 2, 𝑖 + 3] ile tanımlanan 𝑖. bölüm𝐵௜(𝑡), 

𝐵௜(𝑡) = ෍ 𝑏௝𝑁௝,ଶ(𝑡)

௜ାଶ

௝ୀ௜

 

=
1

2
(𝑖 + 3 − 𝑡)ଶ𝑏௜ +

1

2
൫(𝑡 − 𝑖 − 1)(𝑖 + 3 − 𝑡) + (𝑖 + 4 − 𝑡)(𝑡 − 𝑖 − 2)൯𝑏௜ାଵ

+
1

2
(𝑡 − 𝑖 − 2)ଶ𝑏௜ାଶ 

ile verilir. 

Son olarak 𝑡 ⟼ 𝑡 + 𝑖 + 2 parametrizasyonu  

𝐵௜(𝑡) =
1

2
(1 − 𝑡)ଶ𝑏௜ +

1

2
(1 + 2𝑡 − 2𝑡ଶ)𝑏௜ାଵ +

1

2
𝑡ଶ𝑏௜ାଶ 

=
ଵ

ଶ
(𝑡ଶ 𝑡 1) ൭

1 −2 1
−2 2 0
1 1 0

൱ ൭

𝑏௜

𝑏௜ାଵ

𝑏௜ାଶ

൱ (3.20) 

tarafından [0,1] aralığında bölümü tanımlanır. 

Her bir bölüm üzerindeki noktalar,  
ଵ

ଶ
(1 − 𝑡)ଶ ,   

ଵ

ଶ
(1 + 2𝑡 − 2𝑡ଶ),   

ଵ

ଶ
𝑡ଶ temel 

fonksiyonları her 𝑡 için sadece bir kez değerlendirmek zorunda olduğundan verimli bir 

şekilde hesaplanır. 

𝑑 = 3. dereceden uniform B-splinelar için benzer bir yöntem  

𝐵௜(𝑡) =  
1

6
(𝑡ଷ𝑡ଶ  𝑡   1) ቌ

−1 3−3 1
3 −6

−3 0
1 4

3 0
3 0
1 0

ቍ ൮

𝑏௜

𝑏௜ାଵ

𝑏௜ାଶ

𝑏௜ାଷ

൲ 

verir. 
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3.3.1.3 Periyodik B-spline ve kapalı periyodik B-spline 

Bazı uygulamalarda, başlangıç noktasının bitiş noktasına eşit olduğu kapalı 

eğrileri temsil etmek arzu edilir. Kapalı bir Bezier eğrisi, kapalı bir kontrol poligonu 

oluşturan kontrol noktaları seçilerek elde edilebilir. Ancak, genel olarak, B-spline 

eğrileri ilk ve son kontrol noktalarını interpolasyona uğratmazlar ve bu nedenle kapalı 

bir kontrol poligonu kapalı bir eğri vermez. Eğrinin kapatılması knotlar ve kontrol 

noktalarındaki koşulların uygulanmasıyla elde edilir. Örneğin bu amaç için açık bir B-

spline kullanılabilir.  

𝑛 + 1kontrol noktaları ile ve  𝑑.  dereceden bir periyodik B-spline knot  𝑡଴ ≤

𝑡ଵ ≤ ⋯ ≤ 𝑡௡  rastgele seçerek ve  𝑖 = 1, … , 𝑑 + 1  için  

𝑡௡ା௜ = 𝑡௡ା௜ିଵ + (𝑡௜ − 𝑡௜ିଵ) 

ayarlayarak elde edilir. Bu formun bir knot vektörü periyodik knot vektörü olarak 

adlandırılır. Özellikle, bir uniform B-spline, periyodik bir B-spline'ın özel durumudur. 

Kontrol noktaları  𝑏଴, … , 𝑏௡, 𝑏௡ାଵ = 𝑏଴, 𝑏௡ାଶ = 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ାௗ = 𝑏ௗିଵ  ve  𝑑.  

dereceden kapalı periyodik bir B-spline, knot  𝑡଴ ≤ 𝑡ଵ ≤ ⋯ ≤ 𝑡௡ାଵ  rastgele seçerek ve  

𝑛 + 2𝑑 + 2 knot ile periyodik bir knot vektörü oluşturarak elde edilir. 

3.3.2 De Boor algoritması 

Bir B-spline eğrisi üzerindeki noktaların değerlendirilmesi de Boor algoritması 

olarak bilinen bir yöntem kullanılarak gerçekleştirilebilir. Bezier eğrileri için de 

casteljau algoritması, Bernstein temel fonksiyonlarının öz yineleme özelliğinin bir 

sonucu olduğu gibi, de Boor algoritması, B-spline temel fonksiyonlarını  

𝑁௜,௞(𝑡) =
௧ି௧೔

௧೔శೖି௧೔
𝑁௜,௞ିଵ(𝑡) +

௧೔శೖశభି௧

௧೔శೖశభି௧೔శభ
𝑁௜ାଵ,௞ିଵ(𝑡) (3.21) 

öz yineleme özelliğinden gelir. 

Varsayalım ki  𝑡 ∈ [𝑡௥ , 𝑡௥ାଵ)  olsun. Sonra (24) 

𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏௜𝑁௜,௞(𝑡)

௥

௜ୀ௥ି௞

 

= ෍ 𝑏௜

𝑡 − 𝑡௜

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
𝑁௜,௞ିଵ(𝑡) + ෍ 𝑏௜

𝑡௜ା௞ାଵ − 𝑡

𝑡௜ା௞ାଵ − 𝑡௜ାଵ
𝑁௜ାଵ,௞ିଵ(𝑡)

௥

௜ୀ௥ି௞

௥

௜ୀ௥ି௞

 

anlamına gelir. 

𝑖 − 1 ile 𝑖  ikinci toplamda değiştirilmesi 
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𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏௜

𝑡 − 𝑡௜

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
𝑁௜,௞ିଵ(𝑡) + ෍ 𝑏௜ିଵ

𝑡௜ା௞ − 𝑡

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
𝑁௜,௞ିଵ(𝑡)

௥ାଵ

௜ୀ௥ି௞ାଵ

௥

௜ୀ௥ି௞

 

verir ve  𝑁௥ାଵ,௞ିଵ(𝑡) = 𝑁௥ି௞,௞ିଵ(𝑡) = 0  olduğundan[𝑡௥ , 𝑡௥ାଵ)  üzerinde  

𝐵(𝑡) = ෍ ൬𝑏௜

𝑡 − 𝑡௜

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
+ 𝑏௜ିଵ

𝑡௜ା௞ − 𝑡

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
൰ 𝑁௜,௞ିଵ(𝑡)

௥

௜ୀ௥ି௞ାଵ

 

olur. 𝑖 = 𝑟 − 𝑘 + 1, … , 𝑟için 

𝑏௜
ଵ(𝑡) = 𝑏௜ିଵ

𝑡௜ା௞ − 𝑡

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
+ 𝑏௜

𝑡 − 𝑡௜

𝑡௜ା௞ − 𝑡௜
 

olsun. 𝑏௜
ଵ'in  𝑡  parametre değerine bağlı olduğunu unutmayın. Benzer bir şekilde  

𝑁௜,௞ିଵ(𝑡),  𝑘 − 2. dereceden temel fonksiyonlar açısından ifade edilebilir. 𝑑. dereceden 

bir eğri için sonuç bir yineleme prosedürü  𝑗 = 1, … , 𝑑𝑖 = 𝑟 − 𝑑 + 𝑗, … , 𝑟  için  

𝑏௜
௝(𝑡) = ቀ1 − 𝛼௜

௝(𝑡)ቁ 𝑏௜ିଵ
௝ିଵ(𝑡) + 𝛼௜

௝(𝑡)𝑏௜
௝ିଵ(𝑡),

𝛼௜
௝(𝑡) =

௧ି௧೔

௧೔శ೏షೕశభି௧೔
,                                                  

ቑ (3.22) 

dir. 

Burada  𝑏௝
଴(𝑡) = 𝑏௝,   𝑏ିଵ = 0  ve𝑏௠ିௗାଵ = 0  (burada 0 bir düzlem eğrisi için 

(0,0) ve bir uzaysal eğri için (0,0,0)).  

𝑗. adımı, 𝑑 − 𝑗. dereceden temel fonksiyonların şartı  𝐵(𝑡)  (𝑏௜
௝
, 𝑡'nin bir 

fonksiyonu olduğunu unutmayın) 

𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏௜
௝
𝑁௜,ௗି௝(𝑡)

௥

௜ୀ௥ିௗା௝

 

cinsinden verilir. Böylece  𝑗 = 𝑑  olduğunda algoritma eğri üzerindeki  𝐵(𝑡) =

∑ 𝑏௜
ௗ𝑁௜,଴(𝑡) = 𝑏௥

ௗ௥
௜ୀ௥   noktalarını verir. 

Özetlemek gerekirse, belirli bir parametre değeri 𝑡 için de Boor algoritması 

𝑏௥
ௗ = 𝐵(𝑡) gibi bir üçgen dizi noktası verir. 

𝑏௥ିௗ
଴   𝑏௥ିௗାଵ

଴   ...  ...  𝑏௥
଴ 

𝑏௥ିௗାଵ
ଵ   ...  ...  𝑏௥

ଵ 

⋮  ... 

𝑏௥ିଵ
ௗିଵ  𝑏௥

ௗିଵ 

𝑏௥
ௗ = 𝐵(𝑡). 
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3.3.3 B-spline eğrilerinin türevleri 

Bir sonraki amaç, 𝑑.dereceden bir B-spline eğrisinin  (𝑑 − 1). dereceden bir B-

spline'ı olarak türevinin saptanmasıdır. İlk adım, 𝑑. dereceden temel fonksiyonların 

türevlerini  𝑑 − 1. dereceden temel fonksiyonlarına göre belirlemektir. 

Lemma 3.26 𝑑. dereceden B-spline temel fonksiyonları  𝑁௜,ௗ(𝑡) türevi, aşağıdaki gibi  

𝑑 − 1. dereceden temel fonksiyonları açısından elde edilebilir: 

𝑁௜,ௗ
ᇱ (𝑡) =

ௗ

௧೔శ೏ି௧೔
𝑁௜,ௗିଵ(𝑡) −

ௗ

௧೔శ೏శభି௧೔శభ
𝑁௜ାଵ,ௗିଵ(𝑡) (3.23) 

Teorem 3.27 𝐵(𝑡) = ∑ 𝑏௜𝑁௜,ௗ(𝑡)௡
௜ୀ଴ 'nin  türevi 

𝐵ᇱ(𝑡) = ∑ 𝑏௜
(ଵ)

𝑁௜,ௗିଵ
(ଵ)

(𝑡)௡ିଵ
௜ୀ଴  (3.24) 

dir. Burada 

𝑏௜
(ଵ)

= 𝑑
௕೔శభି௕೔

௧೔శ೏శభି௧೔శభ
 (3.25) 

ve  𝑁௜,ௗିଵ
(ଵ)

(𝑡)  knot vektörü  𝑡ଵ, … , 𝑡௠ିଵ  üzerinde tanımlanan  𝑑 − 1. dereceden temel 

fonksiyonlardır. 

Sonuç 3.28 𝐵(𝑡)'nin  𝑟. türevi 

𝐵(௥)(𝑡) = ∑ 𝑏௜
(௥)

𝑁௜,ௗି௥
(௥)

(𝑡)௡ି௥
௜ୀ଴                                                           (3.26) 

ile verilir. Burada 𝑏௜
଴ = 𝑏௜,  

𝑏௜
(௥)

= (𝑑 − 𝑟 + 1)
௕೔శభ

(ೝషభ)
ି௕೔

(ೝషభ)

௧೔శ೏శభି௧೔శೝ
                                                          (3.27) 

ve  𝑁௜,ௗି௥
(௥)

(𝑡)knot vektörü  𝑡௥ , … , 𝑡௠ି௥ 'de  tanımlanan temel fonksiyonlardır. 

Örnek 3.29 Kontrol noktaları  𝑏଴(2,1), 𝑏ଵ(4,8), 𝑏ଶ(5, −1), 𝑏ଷ(3, −2)  ve  𝑏ସ(2, −4)  

ile knot vektörü  𝑡଴ = 1.2, 𝑡ଵ = 1.4, 𝑡ଶ = 1.5, 𝑡ଷ = 2.0, 𝑡ସ = 2.4, 𝑡ହ = 3.1, 𝑡଺ = 5.0,

𝑡଻ = 7.3'te tanımlanan  3. dereceden B-spline  𝐵(𝑡)  değerini  düşünün. Daha sonra  

𝐵(𝑡)  türevinin kontrol noktaları  

𝑏଴
(ଵ)

= 3
௕భି௕బ

௧రି௧భ
= 3

(ସ,଼)ି(ଶ,ଵ)

ଵ.଴
= (6.0,21.0), 

𝑏ଵ
(ଵ)

= 3
௕మି௕భ

௧ఱି௧మ
= 3

(ହ,ିଵ)ି(ସ,଼)

ଵ.଺
= (1.875, −16.875), 

𝑏ଶ
(ଵ)

= 3
௕యି௕మ

௧లି௧య
= 3

(ଷ,ିଶ)ି(ହ,ିଵ)

ଷ.଴
= (−2.0, −1.0), ve 

𝑏ଷ
(ଵ)

= 3
௕రି௕య

௧ళି௧ర
= 3

(ଶ,ିସ)ି(ଷ,ିଶ)

ସ.଴
= (−0.75, −1.5). 
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Türev  𝑑 = 2  derecesine sahiptir ve knot vektörü  𝑡଴ = 1.4, 𝑡ଵ = 1.5, 𝑡ଶ = 2.0,

𝑡ଷ = 2.4, 𝑡ସ = 3.1, 𝑡ହ = 5.0, 𝑡଺ = 6.4'te  

tanımlanmıştır. 

3.3.4 NURBS eğrisinin türevi 

Bir NURBS'nin türevini belirlemek için tekrarlayıcı bir formül, rasyonel bir 

fonksiyonun türevini belirleyen denklem (16)'dan elde edilir. Bir NURBS 

𝐵(𝑡) =
∑ 𝑤௜𝑏௜𝑁௜,ௗ(𝑡)௡

௜ୀ଴

∑ 𝑤௜𝑁௜,ௗ(𝑡)௡
௜ୀ଴

, 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑤௜𝑏௜𝑁௜,ௗ(𝑡)௡
௜ୀ଴  ve 𝑔(𝑡) = ∑ 𝑤௜𝑁௜,ௗ(𝑡)௡

௜ୀ଴  olsun. 𝑓(𝑡) ve 𝑔(𝑡)'nin türevleri, B-

spline türevlerini hesaplamak için algoritma uygulanarak elde edilir. Buradaki 

𝑤௜𝑏௜ 𝑓(𝑡)'nin kontrol noktaları olarak kabul edilir ve 𝑤௜ 𝑔(𝑡)'nin kontrol noktaları 

olarak kabul edilir. 

3.3.5 Rasyonel De Boor algoritması 

Rasyonel de Boor algoritması, de casteljau algoritmasından gelen rasyonel de 

casteljau algoritmasının türetilmesine benzer şekilde de Boor algoritmasından elde 

edilir. 𝑏௜
଴ = 𝑏௜ve𝑤௜

଴ = 𝑤௜ değerini ayarlayın ve 𝑡 ∈ [𝑡௥ , 𝑡௥ାଵ) olduğunu varsayalım. 

Rasyonel de Boor algoritması, 𝑗 = 1, … , 𝑑 ve 𝑖 = 𝑟 − 𝑑 + 1, … , 𝑟 için  

𝛼௜
௝

=
௧ି௧೔

௧೔శ೏షೕశభି௧೔
 ,                                                                        

𝑤௜
௝

= ൫1 − 𝛼௜
௝
൯𝑤௜ିଵ

௝ିଵ
+ 𝛼௜

௝
𝑤௜

௝ିଵ
,                                           

𝑤௜
௝
𝑏௜

௝
= ൫1 − 𝛼௜

௝
൯𝑤௜ିଵ

௝ିଵ
𝑏௜ିଵ

௝ିଵ
+ 𝛼௜

௝
𝑤௜

௝ିଵ
𝑏௜

௝ିଵ
,   𝑗 > 0 𝑖ç𝑖𝑛⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

  

algoritma 𝐵(𝑡) = 𝑏௥
ௗ verir. 

Nokta değerlendirmesine ek olarak, de Boor veya rasyonel de Boor algoritması, 

B-spline veya NURBS eğrisini alt bölümlere ayırmak için kullanılabilir. Alt bölüm, 

sadece bir eğri ayırma aracı değil, aynı zamanda eğri tasarımı için ek özgürlükler 

sağlamak amacıyla ekstra kontrol noktaları yaratmanın bir yoludur. De casteljau 

algoritmasını kullanan Bezier eğrileri için kesişim algoritmaları, de Boor algoritması 

kullanılarak B-spline ve NURBS eğrilerine genişletilebilir. 

 

 



24 
 

 
 

3.3.6  t=0 İçin Başlangıç Noktasında Bezier ve Rasyonel Bezier Eğrisinin 
Eğrilikleri ve Frenet Formülü 

Teorem 3.30 Rastgele hızda eğri 𝛼: Ι → 𝑅ଷ olarak verilsin ve 𝛼'nın hızı 𝑣 = ‖𝛼ᇱ‖ 

olarak gösterilsin. {𝐓, 𝐍, 𝐁}, 𝛼 eğrisinin Frenet vektör alanları olsun ve {𝜅, 𝜏} 𝛼'nın 

eğriliği ve burulması olsun. O zaman  

𝐓ᇱ = 𝑣𝜅𝐍  

𝐍ᇱ = 𝑣(−𝜅𝐓 + 𝜏𝐁) (3.28) 

𝐁ᇱ = −𝑣𝜏𝐍   dir. 

Teorem 3.31 𝛼: 𝐼 → 𝑅ଷ'ün rastgele hızda regüler (düzenli) eğri olsun. O zaman  

𝐓 =
ఈᇲ

‖ఈᇲ‖
  𝜅 =

ฮఈᇲ×ఈᇲᇲฮ

‖ఈᇲ‖య
 

𝐁 =
ఈᇲ×ఈᇲᇲ

‖ఈᇲ×ఈᇲᇲ‖
 (3.29) 

𝐍 = 𝐁 × 𝐓  𝜏 =
〈ఈᇲ×ఈᇲᇲ,ఈᇲᇲᇲ〉

‖ఈᇲ×ఈᇲᇲ‖మ
  

dir. 

Teorem 3.32 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 0 noktasındaki Frenet vektör alanları aşağıdaki gibidir. 

𝐓|௧ୀ଴ =
௕భି௕బ

‖௕భି௕బ‖
  

𝐁|௧ୀ଴ =
(௕భି௕బ)⋀(௕మି௕భ)

‖(௕భି௕బ)⋀(௕మି௕భ)‖
 (3.30) 

𝐍|௧ୀ଴ =
௕మି௕భ

‖௕మି௕భ‖
csc 𝜓 +

௕భି௕బ

‖௕భି௕బ‖
cot 𝜓  

burada 𝜓, 𝑏ଵ − 𝑏଴ ve 𝑏ଶ − 𝑏ଵ vektörleri arasındaki açıdır (İncesu, 2003). 

Teorem 3.33 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 0 noktasındaki eğriliği ve burulması 

𝜅 =
௡ିଵ

௡

‖௕మି௕భ‖

‖௕భି௕బ‖మ
sin 𝜓 (3.31) 

𝜏 =
௡ିଶ

௡

〈(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ),(௕యି௕మ)〉

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ)‖మ
 (3.32) 

dır. Burada 𝜓, 𝑏ଵ − 𝑏଴ ve 𝑏ଶ − 𝑏ଵ arasındaki açıdır (İncesu, 2003). 

Teorem 3.34 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) nin 𝑡 = 0' da Serret-Frenet çatısının türev formülleri aşağıdadır. 
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𝐓ᇱ|௧ୀ଴ = (𝑛 − 1)
‖௕మି௕భ‖

‖௕భି௕బ‖
sin 𝜓 𝐍  

𝐍ᇱ|௧ୀ଴ = −(𝑛 − 1)
‖௕మି௕భ‖

‖௕భି௕బ‖
sin 𝜓 𝐓 + (𝑛 − 2)

‖௕భି௕బ‖〈(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ),(௕యି௕మ)〉

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ)‖మ 𝐁  

𝐁ᇱ|௧ୀ଴ = −(𝑛 − 2)
‖௕భି௕బ‖〈(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ),(௕యି௕మ)〉

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ)‖మ
𝐍.  

Teorem 3.35 Kontrol noktaları 𝑝଴, 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ ve ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ile verilen 𝑛. 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 0 noktasındaki Frenet vektör alanları 

aşağıdaki gibidir. 

𝐓|௧ୀ଴ =
௣భି௣బ

‖௣భି௣బ‖
 (3.33) 

𝐁|௧ୀ଴ =
(௣మି௣బ)×(௣భି௣బ)

‖(௣మି௣బ)×(௣భି௣బ)‖
 (3.34) 

𝐍|௧ୀ଴ =
௣మି௣బ

‖௣మି௣బ‖
csc 𝜓 +

௣భି௣బ

‖௣భି௣బ‖
cot 𝜓 (3.35) 

burada 𝜓, 𝑝ଵ − 𝑝଴ ve 𝑝ଶ − 𝑝଴ vektörleri arasındaki açıdır (Samancı Kuşak ,2018). 

Teorem 3.36 Kontrol noktaları 𝑝଴, 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ ve ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ile verilen 𝑛. 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 0 noktasındaki eğriliği {𝜅, 𝜏} 

aşağıdaki gibidir. 

𝜅 =
௡ିଵ

௡

௪బ௪మ

௪భ
మ

‖௣మି௣బ‖

‖௣భି௣బ‖మ
sin 𝜓 (3.36) 

𝜏 =
௡ିଶ

௡

௪బ௪య

௪భ௪మ

‖௣యି௣బ‖ ୡ୭ୱ ஍

‖௣భି௣బ‖‖௣మି௣బ‖ ୱ୧୬ ట
 (3.37) 

burada 𝜓, 𝑝ଵ − 𝑝଴ ve 𝑝ଶ − 𝑝଴ vektörleri arasındaki açıdır ve Φ(𝑝ଵ − 𝑝଴) × (𝑝ଶ − 𝑝଴) 

ve 𝑝ଷ − 𝑝଴ vektörleri arasındaki açıdır (Samancı Kuşak ,2018). 

Teorem 3.37 Kontrol noktaları 𝑝଴, 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ ve ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ile verilen 𝑛. 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡) nin 𝑡 = 0'da Serret-Frenet çatısının türev 

formülleri  

𝐓ᇱ|௧ୀ଴ = (𝑛 − 1)
௪మ

௪భ

‖௣మି௣బ‖

‖௣భି௣బ‖
sin 𝜓 𝐍  

𝐍ᇱ|௧ୀ଴ = −(𝑛 − 1)
௪మ

௪భ

‖௣మି௣బ‖

‖௣భି௣బ‖
sin 𝜓 𝐓 + (𝑛 − 2)

௪య

௪మ

‖௣యି௣బ‖ ୡ୭ୱ ஍

‖௣మି௣బ‖ ୱ୧୬ ట
𝐁  

𝐁ᇱ|௧ୀ଴ = −(𝑛 − 2)
௪య

௪మ

‖௣భି௣బ‖〈(௣భି௣బ)×(௣మି௣భ),(௣యି௣మ)〉

‖(௣భି௣బ)×(௣మି௣భ)‖మ
𝐍  

dir. Burada Φ, (𝑝ଵ − 𝑝଴) × (𝑝ଶ − 𝑝଴) ve 𝑝ଷ − 𝑝଴ vektörleri arasındaki açıdır ve 𝜓, 

𝑝ଶ − 𝑝଴ ve 𝑝ଵ − 𝑝଴ vektörleri arasındaki açıdır (Samancı Kuşak ,2018). 
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3.3.7 𝐭଴ ∈ [𝟎, 𝟏] İçin Keyfi Bir Noktada Frenet Formülü ve Bezier Eğrisinin 

Eğrilikleri 

Bezier eğrileri için De Casteljau algoritması, herhangi bir 𝑡଴ ∈ [0,1] 

parametresindeki bezier eğrileri 𝐵(𝑡)'nin, 𝐵(𝑡଴) değerini hesaplamak için kullanılır ve 

ayrıca Bezier eğrisini 𝐵௦௔ğ ve 𝐵௦௢௟ adlı iki eğri parçasına bölmek için kullanılır. 

Teorem 3.38 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ve herhangi bir parametre 𝑡଴ ∈ [0,1] olan 

𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 𝐵(𝑡) olsun. O zaman  

𝐵(𝑡଴) = 𝑏଴
௡  

burada 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 için 𝑏௜
଴ = 𝑏௜ ve𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 𝑗 için ve 𝑗 = 0,1, … , 𝑛 için (Marsh, 

1999) 

𝑏௜
௝

= (1 − 𝑡଴)𝑏௜
௝ିଵ

+ 𝑡଴𝑏௜ାଵ
௝ିଵ  

Bu algoritma sonucunda, bölünmüş Bezier eğrilerinin 𝐵௦௢௟ ve 𝐵௦௔ğ kontrol noktaları 

sırasıyla {𝑏଴
଴, 𝑏଴

ଵ, … , 𝑏଴
௡} ve {𝑏଴

௡, 𝑏ଵ
௡ିଵ, … , 𝑏௡ିଵ

ଵ , 𝑏௡
଴} dir. 

Teorem 3.39 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen  𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun. O zaman Bezier eğrisi 𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 𝑡଴ için 𝐵(𝑡଴) noktasındaki Frenet 

vektör alanları {𝐓, 𝐍, 𝐁} aşağıdaki gibidir. 

𝐓|௧ୀ௧బ
=

௕భ
೙షభି௕బ

೙

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ
 (3.38) 

𝐁|௧ୀ௧బ
=

൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯

ฮ൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯ฮ
 (3.39) 

𝐍|௧ୀ௧బ
=

௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ

ฮ௕మ
೙షమି௕భ

೙షభฮ
csc 𝜓ത +

௕భ
೙షభି௕బ

೙

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ
cot 𝜓ത (3.40) 

burada 𝑏௜
௝, (9) ile formüle edilmiş alt bölme algoritması ile elde edilen Bezier bölmesi 

𝐵௦௔ğ'ın kontrol noktalarıdır ve 𝜓ത, 𝑏ଶ
௡ିଶ − 𝑏ଵ

௡ିଵ ve 𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡ vektörleri arasındaki açıdır 

(İncesu, 2003). 

Teorem 3.40 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun. O zaman, verilen 𝐵(𝑡) bezier eğrisinin 𝑡 = 𝑡଴ için 𝐵(𝑡଴) noktasındaki 

eğriliği ve burulması aşağıdaki gibidir. 

𝜅 =
௡ିଵ

௡

ฮ௕మ
೙షమି௕భ

೙షభฮ

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ
మ sin 𝜓ത (3.41) 

𝜏 =
௡ିଶ

௡

〈൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ൯,൫௕య

೙షయି௕మ
೙షమ൯〉

ฮ൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯ฮ
మ  (3.42) 



27 
 

 
 

Burada 𝑏௜
௝, (9) ile formüle edilmiş alt bölme algoritması ile elde edilen Bezier bölümü 

𝐵௦௔ğ'ın kontrol noktalarıdır, 𝜓ത, 𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡ ve 𝑏ଶ
௡ିଶ − 𝑏ଵ

௡ିଵ vektörleri arasındaki açıdır 

(Yılmaz Evren, 2020). 

Teorem 3.41 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡଴) noktasındaki Serret-Frenet çatısının türev formülleri aşağıdadır. 

𝐓ᇱ|௧ୀ௧బ
= (𝑛 − 1)

ฮ௕మ
೙షమି௕భ

೙షభฮ

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ
sin 𝜓 𝐍,  

𝐍ᇱ|௧ୀ௧బ
= −(𝑛 − 1)

‖𝑏ଶ
௡ିଶ − 𝑏ଵ

௡ିଵ‖

‖𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡‖
sin 𝜓 𝐓 

+(𝑛 − 2)
ฮ௕భ

೙షభି௕బ
೙ฮ〈൫௕భ

೙షభି௕బ
೙൯×൫௕మ

೙షమି௕భ
೙షభ൯,൫௕య

೙షయି௕మ
೙షమ൯〉

ฮ൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯ฮ
మ 𝐁  

𝐁ᇱ|௧ୀ௧బ
= −(𝑛 − 2)

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ〈൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯,൫௕య
೙షయି௕మ

೙షమ൯〉

ฮ൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯ฮ
మ 𝐍  

burada 𝑏௜
௝, (9) ile formüle edilmiş alt bölme algoritması ile elde edilen Bezier bölümü 

𝐵௦௔ğ
ᇱ 'ın kontrol noktalarıdır, 𝜓ത, 𝑏ଵ

௡ିଵ − 𝑏଴
௡ ve 𝑏ଶ

௡ିଶ − 𝑏ଵ
௡ିଵ vektörleri arasındaki açıdır 

(Yılmaz Evren, 2020). 

Teorem 3.42 Kontrol noktaları 𝑝଴, 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ ve ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ile verilen 𝑛. 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡) olsun. O zaman rasyonel Bezier eğrisi 

𝑅𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 𝑡଴ için 𝑅𝐵(𝑡଴) noktasındaki Frenet vektör alanları {𝐓, 𝐍, 𝐁} aşağıdaki 

gibidir. 

0

1
1 0

1
1 0

|
n n

t t n n

p p
T

p p



 





 (3.42) 

   
   0

2 1
2 0 1 0

2 1
2 0 1 0

|
n n n n

t t n n n n

p p p p
B

p p p p

 

  

  


  
 (3.43) 

0

2 1
2 0 1 0

2 1
2 0 1 0

| csc cot
n n n n

t t n n n n

p p p p
N

p p p p
 

 

  

 
 

 
 (3.44) 

burada 𝑝௜
௝, (15) ile formüle edilmiş alt bölme algoritması ile elde edilen rasyonel Bezier 

bölmesi 𝑅𝐵௦௔ğ'ın kontrol noktalarıdır ve 𝜓ത, 𝑏ଶ
௡ିଶ − 𝑏଴

௡ ve 𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡ vektörleri 

arasındaki açıdır (Samancı Kuşak ,2018). 

Teorem 3.43 Kontrol noktaları 𝑝଴, 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ ve ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ile verilen 𝑛. 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡) olsun. O zaman, verilen rasyonel Bezier 
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eğrisi 𝑅𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 𝑡଴ için 𝑅𝐵(𝑡଴) noktasındaki eğriliği ve burulması eşitliklerle 

verilir. 

 
2 2

0 2 2 0
2 1 21

1 01

1
sin

n n n n

n nn

w w p pn

n p pw
 

 







 (3.45) 

3 3
0 3 3 0

1 2 1 2
1 2 1 0 2 0

cos Φ2

2 sin

n n n n

n n n n n n

w w p pn

w w p p p p




 

   




 
 (3.46) 

burada 𝑝௜
௝, (15) ile formüle edilmiş alt bölme algoritması ile elde edilen rasyonel Bezier 

bölümü 𝑅𝐵௦௔ğ'ın kontrol noktaları ve 𝑤௜
௝ ise ağırlıklarıdır ve 𝜓ത, 𝑝ଵ

௡ିଵ − 𝑝଴
௡ ve 𝑝ଶ

௡ିଶ −

𝑝଴
௡ vektörleri arasındaki açıdır ve Φഥ , 𝑝ଷ

௡ିଷ − 𝑝଴
௡ ve (𝑝ଵ

௡ିଵ − 𝑝଴
௡) × (𝑝ଶ

௡ିଶ − 𝑝଴
௡) 

vektörleri arasındaki açıdır (Samancı Kuşak ,2018). 

Teorem 3.44 Kontrol noktaları 𝑝଴, 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ ve ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ile verilen 𝑛. 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡) nin 𝑡 = 𝑡଴ daki Serret-Frenet çatısının türev 

formülleri aşağıdadır. 

𝐓ᇱ = (𝑛 − 1)
௪మ

೙షమ

௪భ
೙షభ

ฮ௣మ
೙షమି௣బ

೙ฮ

ฮ௣భ
೙షభି௣బ

೙ฮ
sin 𝜓ത 𝐍  

𝐍ᇱ = −(𝑛 − 1)
𝑤ଶ

௡ିଶ

𝑤ଵ
௡ିଵ

ฮ𝑝ଶ
௡ିଶ − 𝑝଴

௡ฮ

‖𝑝ଵ
௡ିଵ − 𝑝଴

௡‖
sin 𝜓ത 𝐓 + (𝑛 − 2)

𝑤ଷ
௡ିଷ

𝑤ଶ
௡ିଶ

ฮ𝑝ଷ
௡ିଷ − 𝑝଴

௡ฮ cos Φഥ

‖𝑝ଶ
௡ିଶ − 𝑝଴

௡‖ sin 𝜓ത
𝐁                  

𝐁ᇱ = −(𝑛 − 2)
௪య

೙షయ

௪మ
೙షమ

ฮ௣య
೙షయି௣బ

೙ฮ ୡ୭ୱ ஍ഥ

ฮ௣మ
೙షమି௣బ

೙ฮ ୱ୧୬ టഥ
𝐍  

burada 𝑝௜
௝, (15) ile formüle edilmiş alt bölme algoritması ile elde edilen rasyonel Bezier 

bölümü 𝑅𝐵௦௔ğ'ın kontrol noktaları ve 𝜓ത, 𝑝ଵ
௡ିଵ − 𝑝଴

௡ ve 𝑝ଶ
௡ିଶ − 𝑝ଵ

௡ିଵ vektörleri 

arasındaki açıdır ve Φഥ , (𝑝ଵ
௡ିଵ − 𝑝଴

௡) × (𝑝ଶ
௡ିଶ − 𝑝଴

௡) ve 𝑝ଷ
௡ିଷ − 𝑝଴

௡ vektörleri arasındaki 

açıdır (Samancı Kuşak ,2018). 

3.3.8. Açık B-Spline Eğrilerinde Frenet Çatısı 

Teorem 3.45 𝔅, kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ olan ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠olacak biçimde 𝑑. dereceden bir 

açık B-spline eğrisi olsun. Bu taktirde 

𝔅(𝑡ௗ) = 𝑏଴ ve 𝔅(𝑡௠ିௗ) = 𝑏௡  

dir.  (3.47) 

İspat: (Marsh, 1999) 
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Teorem 3.46 𝔅, kontrol noktaları𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ olan ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠olacak biçimde 𝑑. dereceden bir 

açık B-spline eğrisi olsun. Bu taktirde 

𝔅ᇱ(𝑡ௗ) =
ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) (3.48) 

𝔅ᇱ(𝑡௠ିௗ) =
ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) (3.49) 

dir (Marsh, 1999). 

Sonuç 3.47 𝔅, kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ olan ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠olacak biçimde 𝑑. dereceden bir 

açık B-spline eğrisi verilsin.Eğer𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ = 0 ve 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ =

𝑡௠ = 1 bu taktirde 

𝔅ᇱ(0) =
ௗ

௧೏శభ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) (3.50) 

𝔅ᇱ(1) =
ௗ

ଵି௧೘ష೏షభ
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) (3.51) 

dir. 

Teorem 3.48 𝔅, kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ olan ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠ olacak biçimde 𝑑. dereceden bir 

açık B-spline eğrisi olsun. B u taktirde 

𝔅ᇱᇱ(𝑡ௗ) =
ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ) −

ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శభି௧భ)
(𝑏ଵ − 𝑏଴)  

ve 

𝔅ᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
ௗ(ௗିଵ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) −

ௗ(ௗିଵ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
(𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)  

dir. 

İspat: (Marsh, 1999)'den açık bir B-spline eğrisinin 𝑟. 

türevi𝔅(௥)(𝑡) = ∑ 𝑏௜
(௥)

𝑁௜,ௗି௥
(௥)

(𝑡)௡ି௥
௜ୀ଴  burada 𝑏௜

(଴)
= 𝑏௜ ve 𝑏௜

(௥)
=

ௗି௥ାଵ

௧೔శ೏శభି௧೔శೝ
(𝑏௜ାଵ

(௥ିଵ)
−

𝑏௜
(௥ିଵ)

) dir. Buna göre 𝑏ଵ
(ଵ)

=
ௗ

௧೏శమି௧మ
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ)ve 𝑏଴

(ଵ)
=

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) =

𝔅ᇱ(𝑡ௗ) yazılabilir. Ayrıca (Marsh, 1999)'den, 𝔅ᇱᇱ(𝑡ௗ) = 𝑏଴
(ଶ)

=
ௗିଵ

௧೏శభି௧మ
ቀ𝑏ଵ

(ଵ)
− 𝑏଴

(ଵ)
ቁ =

ௗିଵ

௧೏శభି௧మ
ቂ

ௗ

௧೏శమି௧మ
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ) −

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)ቃ elde edilebilir. Benzer şekilde bir Spline 

eğrisinin ikinci türevi alındığında ve n=m-d-1 olduğundan 

𝑏௜
(ଶ)

=
ௗିଵ

௧೔శ೏శభି௧೔శమ
(𝑏௜ାଵ

(ଵ)
− 𝑏௜

(ଵ)
)  

Biçiminde  𝑖 = 𝑛 − 2 alınırsa  
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𝑏௡ିଶ
(ଶ)

=
𝑑 − 1

𝑡௡ାௗିଵ − 𝑡௡
(𝑏௡ିଵ

(ଵ)
− 𝑏௡ିଶ

(ଵ)
)

=
𝑑 − 1

𝑡௡ାௗିଵ − 𝑡௡
൤

𝑑

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

−
𝑑

𝑡௡ିଵାௗ − 𝑡௡ିଵ

(𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)൨ 

=
ௗ(ௗିଵ)(௕೙ି௕೙షభ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)
−

ௗ(ௗିଵ)(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
  

elde edilir. Bu ise 𝔅ᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) ifadesine eşittir. 

Teorem 3.49 𝔅, kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ olan ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠olacak biçimde 𝑑. dereceden bir 

açık B-spline eğrisi olsun. Bu taktirde 

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏ଷ − 𝑏ଶ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡ௗାଵ + 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ − 𝑡ଷ](𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)
 

+
ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௕భି௕బ)

(௧೏శభି௧య)(௧೏శభି௧మ)(௧೏శభି௧భ)
  

ve 

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)
 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡௠ିଷ + 𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ](𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)

(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ)
 

+
ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௕೙షమି௕೙షయ)

(௧೘షయି௧೘ష೏షభ)(௧೘షయି௧೘ష೏షమ)(௧೘షయି௧೘ష೏షయ)
  

dir. 

İspat: 𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) yi bulmak için 𝑏௜
(௥)'de 𝑟 = 3 seçelim 

𝑏௜
(ଷ)

=
(𝑑 − 2)

𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ
ቀ𝑏௜ାଵ

(ଶ)
− 𝑏௜

(ଶ)
ቁ 

bulunur. 𝑏௜ାଵ 
(ଶ) ve 𝑏௜

(ଶ) yi yerine 𝑏௜
(ଶ)

=
(ௗିଵ)

௧೔శ೏శభି௧೔శమ
ቀ𝑏௜ାଵ

(ଵ)
− 𝑏௜

(ଵ)
ቁ ve 

𝑏௜ାଵ
(ଶ)

=
(ௗିଵ)

௧೔శ೏శమି௧೔శయ
ቀ𝑏௜ାଶ

(ଵ)
− 𝑏௜ାଵ

(ଵ)
ቁ ifadeleri yazılmalıdır. 𝑏௜

(ଵ)
, 𝑏௜ାଵ

(ଵ)
, 𝑏௜ାଶ 

(ଵ) yerine de  

𝑏௜
(ଵ)

=
𝑑

𝑡ௗା௜ାଵ − 𝑡௜ାଵ
(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜) 



31 
 

 
 

𝑏௜ାଵ
(ଵ)

=
𝑑

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ
(𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ) 

𝑏௜ାଶ
(ଵ)

=
𝑑

𝑡௜ାௗାଷ − 𝑡௜ାଷ
(𝑏௜ାଷ − 𝑏௜ାଶ) 

ifadeleri yazılırsa 

𝑏௜
(ଶ)

=
𝑑 − 1

𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଶ
൤

𝑑

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ

(𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ) −
𝑑

𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଵ

(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜)൨ 

𝑏௜ାଵ
(ଶ)

=
𝑑 − 1

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଷ
൤

𝑑

𝑡௜ାௗାଷ − 𝑡௜ାଷ

(𝑏௜ାଷ − 𝑏௜ାଶ) −
𝑑

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ

(𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ)൨ 

elde edilir. Şimdi bu ifadelerde 𝑏௜
(ଷ) de yerine yazılırsa 

𝑏௜
(ଷ)

=
𝑑 − 2

𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ
൜

𝑑 − 1

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଷ
൤

𝑑

𝑡௜ାௗାଷ − 𝑡௜ାଷ

(𝑏௜ାଷ − 𝑏௜ାଶ)

−
𝑑

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ

(𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ)൨

−
𝑑 − 1

𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଶ
൤

𝑑

𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ

(𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ)

−
𝑑

𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଵ

(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜)൨ൠ 

elde edilir. Bu ifade düzenlendiğinde  

𝑏௜
(ଷ)

=
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௜ାଷ − 𝑏௜ାଶ)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଷ − 𝑡௜ାଷ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଶ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଶ)(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଵ)
 

bulunur. Bu ifadeyi daha da sadeleştirirsek; 

𝑏௜
(ଷ)

=
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௜ାଷ − 𝑏௜ାଶ)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଷ − 𝑡௜ାଷ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡௜ାௗାଵ + 𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ − 𝑡௜ାଷ](𝑏௜ାଶ − 𝑏௜ାଵ)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଶ)(𝑡௜ାௗାଶ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଶ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜)

(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଷ)(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଶ)(𝑡௜ାௗାଵ − 𝑡௜ାଵ)
 

bulunur. Buna göre  

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) = 𝑏଴
(ଷ)ve𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) = 𝑏௡ିଷ

(ଷ)  olur. Yani; 
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𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏ଷ − 𝑏ଶ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡ௗାଵ + 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ − 𝑡ଷ](𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏ଵ − 𝑏଴)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)
 

ve 

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

(𝑡௡ାௗିଶ − 𝑡௡)(𝑡௡ାௗିଵ − 𝑡௡)(𝑡௡ାௗ − 𝑡௡)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡௡ାௗିଶ + 𝑡௡ାௗିଵ − 𝑡௡ିଵ − 𝑡௡](𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)

(𝑡௡ାௗିଶ − 𝑡௡)(𝑡௡ାௗିଵ − 𝑡௡ିଵ)(𝑡௡ାௗିଵ − 𝑡௡)(𝑡௡ାௗିଶ − 𝑡௡ିଵ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௡ିଶ − 𝑏௡ିଷ)

(𝑡௡ାௗିଶ − 𝑡௡)(𝑡௡ାௗିଶ − 𝑡௡ିଵ)(𝑡௡ାௗିଶ − 𝑡௡ିଶ)
 

olur. Ya da 𝑛 = 𝑚 − 𝑑 − 1 olduğundan  

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡௠ିଷ + 𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ](𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)

(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑏௡ିଶ − 𝑏௡ିଷ)

(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଷ)
 

bulunur. 

Teorem 3.50 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠olan𝑑.nci dereceden bir açık B-

spline eğrisinin Frenet vektör alanları; 𝑡ௗ noktalarında;  

𝑡 = 𝑡ௗ 'de 

𝐓|௧ୀ௧೏
=

௕భି௕బ

‖௕భି௕బ‖
;        𝐁|௧ୀ௧೏

=
(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ)

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ)‖
;  (3.52) 

𝐍|௧ୀ௧೏
=

(௕మି௕భ) ୡୱୡ ஍

‖௕మି௕భ‖
−

(௕భି௕బ)

‖௕భି௕బ‖
cot Φ (3.53) 

𝜅|௧ୀ௧೏
=

(௧೏శభି௧భ)మ(ௗିଵ)

ௗ(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)

‖௕మି௕భ‖

‖௕భି௕బ‖మ
sin Φ (3.54) 

(Φ: 𝑏ଵ − 𝑏଴ ile 𝑏ଶ − 𝑏ଵ arasındaki açıdır). 

𝜏|௧ୀ௧೏
=

(ௗିଶ)(௧೏శభି௧భ)(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)

ௗ(௧೏శభି௧య)(௧೏శమି௧య)(௧೏శయି௧య)

‖௕యି௕మ‖ ୡ୭ୱ ఝ

‖௕భି௕బ‖‖௕మି௕భ‖ ୱ୧୬ ஍
 (3.55) 

burada 𝜑; [(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)] vektörü ile 𝑏ଷ − 𝑏ଶ vektörleri arasındaki açıdır 

(Yılmaz Evren, 2020). 
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İspat: 

𝐓|௧ୀ௧೏
=

𝛼ᇱ

‖𝛼ᇱ‖
|௧ୀ௧೏

=

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)

ቛ
ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)ቛ

=

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)

ௗ

௧೏శభି௧భ
‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖

=
𝑏ଵ − 𝑏଴

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
, 

𝐁|௧ୀ௧೏
=

𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖
|௧ୀ௧೏

=

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) × ቂ

ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ) −

ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శభି௧భ)
(𝑏ଵ − 𝑏଴)ቃ

ቛ
ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) × ቂ

ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ) −

ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శభି௧భ)
(𝑏ଵ − 𝑏଴)ቃቛ

 

=

ௗమ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧భ)మ(௧೏శభି௧మ)మ(௧೏శమି௧మ)
ൣ(𝑏ଵ − 𝑏଴) × [(𝑏ଶ − 𝑏ଵ) − (𝑏ଵ − 𝑏଴)]൧

ቛ
ௗమ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧భ)మ(௧೏శభି௧మ)మ(௧೏శమି௧మ)
ൣ(𝑏ଵ − 𝑏଴) × [(𝑏ଶ − 𝑏ଵ) − (𝑏ଵ − 𝑏଴)]൧ቛ

 

=
(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖
 

𝐍|௧ୀ௧೏
= 𝐁|௧ୀ௧೏

× 𝐓|௧ୀ௧೏
=

(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖
×

𝑏ଵ − 𝑏଴

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖

=
1

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖. ‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
[(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)]

× (𝑏ଵ − 𝑏଴)

=
1

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖. ‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖
[〈(𝑏ଵ − 𝑏଴), (𝑏ଵ − 𝑏଴)〉(𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

− 〈(𝑏ଶ − 𝑏ଵ), (𝑏ଵ − 𝑏଴)〉(𝑏ଵ − 𝑏଴)]

=
1

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖. ‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖
[‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ଶ(𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

− 〈(𝑏ଵ − 𝑏଴), (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)〉(𝑏ଵ − 𝑏଴)]

=
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖
−

〈(𝑏ଵ − 𝑏଴), (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)〉(𝑏ଵ − 𝑏଴)

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖

=
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଶ − 𝑏ଵ‖ sin Φ
−

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଶ − 𝑏ଵ‖ cos Φ (𝑏ଵ − 𝑏଴)

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଶ − 𝑏ଵ‖ sin Φ

=
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ)

‖𝑏ଶ − 𝑏ଵ‖
csc Φ −

(𝑏ଵ − 𝑏଴)

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
cot Φ 

𝜅|௧ୀ௧೏
=

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖

‖𝛼ᇱ‖ଷ
=

ௗమ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧భ)(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)
‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖

ௗయ

(௧೏శభି௧భ)య
‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ଷ

=
(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)ଶ(𝑑 − 1)

𝑑(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

‖𝑏ଶ − 𝑏ଵ‖

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ଶ
sin Φ 
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𝜏|௧ୀ௧೏

(𝛼ᇱ, 𝛼ᇱᇱ, 𝛼ᇱᇱᇱ)

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖ଶ

=
ቀ

ௗ

(௧೏శభି௧భ)
(𝑏ଵ − 𝑏଴),

ௗ(ௗିଵ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)
(𝑏ଶ − 𝑏ଵ),

ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௕యି௕మ)

(௧೏శభି௧య)(௧೏శమି௧య)(௧೏శయି௧య)
ቁ

ௗర(ௗିଵ)మ

(௧೏శభି௧భ)మ(௧೏శభି௧మ)మ(௧೏శమି௧మ)మ
‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖ଶ

 

=

ௗయ(ௗିଵ)మ(ௗିଶ)(௕భି௕బ,௕మି௕భ,௕యି௕మ)

(௧೏శభି௧భ)(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)(௧೏శభି௧య)(௧೏శమି௧య)(௧೏శయି௧య)

ௗర(ௗିଵ)మ

(௧೏శభି௧భ)మ(௧೏శభି௧మ)మ(௧೏శమି௧మ)మ
‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖ଶ

 

=
(𝑑 − 2)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

𝑑(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ)
∙  

(𝑏ଵ − 𝑏଴, 𝑏ଶ − 𝑏ଵ, 𝑏ଷ − 𝑏ଶ)

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)‖ଶ
 

=
(𝑑 − 2)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

𝑑(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ)
∙  

‖𝑏ଷ − 𝑏ଶ‖ cos 𝜑

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଶ − 𝑏ଵ‖ sin Φ
 

 

 

Burada 𝜑; [(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)] vektörü ile 𝑏ଷ − 𝑏ଶ vektörleri arasındaki açıdır. 

Teorem 3.51 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ve knot vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ =

𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠olan𝑑.nci dereceden bir açık B-

spline eğrisinin Frenet vektör alanları; 𝑡 = 𝑡௠ିௗ noktalarında;  

𝐓|௧ୀ௧೘ష೏
=

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
 (3.56) 

𝐁|௧ୀ௧೘ష೏
=

ି(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖
 (3.57) 

𝐍|௧ୀ௧೘ష೏
= −

௕೙షభି௕೙షమ

‖௕೙షభି௕೙షమ‖
csc 𝜗 +

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
cot 𝜗 (3.58) 

dir. 𝜗, (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ) ile (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) vektörleri arasındaki açıdır. 

𝜅|௧ୀ௧೘ష೏
=

ௗିଵ

ௗ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)మ

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)

‖௕೙షభି௕೙షమ‖ ୱ୧୬ ణ

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ  (3.59) 

𝜏|௧ୀ௧೘ష೏
= −

(ௗିଶ)

ௗ

(𝑡𝑚−1−𝑡𝑚−𝑑−1)(𝑡𝑚−2−𝑡𝑚−𝑑−1)(𝑡𝑚−2−𝑡𝑚−𝑑−2)‖௕೙షమି௕೙షయ‖ ୡୱୡ ఝ

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖(௧೘షయି௧೘ష೏షభ)(௧೘షయି௧೘ష೏షమ)(௧೘షయି௧೘ష೏షయ)
  

burada 𝜑, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ) vektörü ile (𝑏௡ିଶ − 𝑏௡ିଷ) vektörleri arasındaki 

açıdır (Yılmaz Evren, 2020). 

İspat: 

𝒊) 𝐓|௧ୀ௧೘ష೏
=

𝛼ᇱ

‖𝛼ᇱ‖
=

ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

ቛ
ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)ቛ

=
𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
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𝒊𝒊) 𝐁|௧ୀ௧೘ష೏
=

𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖

=
ቂ

ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)ቃ × ቂ

ௗ(ௗିଵ)(௕೙ି௕೙షభ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)
−

ௗ(ௗିଵ)(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
ቃ

ቛቂ
ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)ቃ × ቂ

ௗ(ௗିଵ)(௕೙ି௕೙షభ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)
−

ௗ(ௗିଵ)(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
ቃቛ

 

=

ିௗమ(ௗିଵ)(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)

ቛ
ିௗమ(ௗିଵ)(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
ቛ

=
−(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)‖
 

olur. 

𝒊𝒊𝒊) 𝐍|௧ୀ௧೘ష೏
= 𝐁|௧ୀ௧೘ష೏

× 𝐓|௧ୀ௧೘ష೏

=
−(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)‖
×

𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
 

=
‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ(𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ) + 〈𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ, 𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ〉(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖ sin 𝜗
 

= −
𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖
csc 𝜗 +

𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
cot 𝜗 

𝒊𝒗)𝜅|௧ୀ௧೘ష೏
=

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖

‖𝛼ᇱ‖ଷ
=

ௗమ(ௗିଵ)‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)

ௗయ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)య
‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଷ

 

=
𝑑 − 1

𝑑

(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)ଶ

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ)

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖ sin 𝜗

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ
 

𝒗) 𝜏|௧ୀ௧೘ష೏
=

(𝛼ᇱ, 𝛼ᇱᇱ, 𝛼ᇱᇱᇱ)

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖ଶ

=
⎝

⎜
⎛ ௗ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ), ቌ

ௗ(ௗିଵ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

−
ௗ(ௗିଵ)(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)

ቍ ,

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௕೙ି௕೙షభ)

(௧೏శభି௧య)(௧೏శమି௧య)(௧೏శయି௧య)

−
ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௧೘షయା௧೘షమି௧೘ష೏షమି௧೘ష೏షభ)(௕೙షభି௕೙షమ)

(௧೘షయି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షయି௧೘ష೏షమ)

+
ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௕೙షమି௕೙షయ)

(௧೘షయି௧೘ష೏షభ)(௧೘షయି௧೘ష೏షమ)(௧೘షయି௧೘ష೏షయ) ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎞

(ௗ)ర(ௗିଵ)మ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)‖ଶ

 

=

ௗయ(ௗିଵ)మ(ௗିଶ)(௕೙ି௕೙షభ,௕೙షభି௕೙షమ,௕೙షమି௕೙షయ)

(௧೘షయି௧೘ష೏షభ)(௧೘షయି௧೘ష೏షమ)(௧೘షయି௧೘ష೏షయ)

ௗర(ௗିଵ)మ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)
‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)‖ଶ

 

= −
(𝑑 − 2)

𝑑

(𝑡𝑚−1 − 𝑡𝑚−𝑑−1)(𝑡𝑚−2 − 𝑡𝑚−𝑑−1)(𝑡𝑚−2 − 𝑡𝑚−𝑑−2)

(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଷ)

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ, 𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ, 𝑏௡ିଶ − 𝑏௡ିଷ)

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)‖ଶ
 

= −
(𝑑 − 2)

𝑑

(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ)‖𝑏௡ିଶ − 𝑏௡ିଷ‖ csc 𝜑

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ)‖(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ)(𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଷ)
 

Burada 𝜑, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ) vektörü ile (𝑏௡ିଶ − 𝑏௡ିଷ) vektörleri 

arasındaki açıdır. 
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3.3.9. Açık Nurbs Eğrilerinde Frenet Çatısı ve Eğrilikleri 

Teorem 3.52 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ve knot 

vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠ olan 𝑑. 

dereceden bir açık NURBS eğrisi verilsin bu taktirde  

𝐵ᇱ(𝑡ௗ) =
ௗ

௧೏శభି௧భ

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)  

ve 

𝐵ᇱ(𝑡௠ିௗ) =
ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)  

dir. 

İspat: Bir NURBS eğrisini 𝐵(𝑡) =
∑ ௪೔௕೔ே೔,೏(௧)೙

೔సబ

∑ ௪೔ே೔,೏(௧)೙
೔సబ

 olarak yazdığımızda buna 
௙

௚
 dersek; 

𝐵ᇱ(𝑡) =
௙ᇲ

௚
− 𝐵

௚ᇲ

௚
 şeklinde yazılabilir. Bu durumda, 𝑓 ifadesi kontrol noktaları (𝑤௜𝑏௜) 

olan 𝑔 ifadesi de kontrol noktaları (𝑤௜) olan birer B-spline eğrisi olarak düşünülebilir. 

O halde bu 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarının 𝑡 = 𝑡ௗ ve 𝑡 = 𝑡௠ିௗ noktalarındaki türevleri 

aşağıdaki şekilde bulunabilir: 

𝐵ᇱ(𝑡ௗ) = ቆ
𝑓ᇱ

𝑔
− 𝐵

𝑔ᇱ

𝑔
ቇ |௧ୀ௧೏

 

=

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑤ଵ𝑏ଵ − 𝑤଴𝑏଴)

𝑤଴
− ቌ𝑏଴

ௗ

௧೏శభି௧భ
(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑤଴
ቍ 

=
𝑑

𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ
൤
𝑤ଵ𝑏ଵ

𝑤଴
− 𝑏଴ −

𝑏଴𝑤ଵ

𝑤଴
+ 𝑏଴൨ =

𝑑

𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ

𝑤ଵ

𝑤଴

(𝑏ଵ − 𝑏଴) 

bulunur. Benzer şekilde 

𝐵ᇱ(𝑡௠ିௗ) = ቆ
𝑓ᇱ

𝑔
− 𝐵

𝑔ᇱ

𝑔
ቇ |௧ୀ௧೘ష೏

 

=

ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑤௡𝑏௡ − 𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ)

𝑤௡
− ቌ𝑏௡

ௗ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑤௡
ቍ 

=
𝑑

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ
 

ቈ
𝑤௡𝑏௡ − 𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ

𝑤௡
−

𝑏௡(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑤௡
቉ 
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=
𝑑

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ
൤𝑏௡ −

𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ

𝑤௡
− 𝑏௡ +

𝑏௡𝑤௡ିଵ

𝑤௡
൨

=
𝑑

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ
൤
𝑤௡ିଵ

𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)൨ 

dir. 

Teorem 3.53 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ve knot 

vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠ olan 𝑑. 

dereceden bir açık NURBS eğrisi verilsin bu taktirde  

𝔅ᇱᇱ(𝑡ௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴) 

−
ௗ

(௧೏శభି௧భ)

௪భ

௪బ
ቂ

(ௗିଵ)(௧೏శభା௧೏శమି௧భି௧మ)

(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)
+

ଶௗ

(௧೏శభି௧భ)
ቀ

௪భ

௪బ
− 1ቁቃ (𝑏ଵ − 𝑏଴)  

ve 

𝔅ᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =

ቄ
௪೙షభ

௪೙

ௗ(ௗିଵ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)
ቂ

ଵ

௧೘షభି௧೘ష೏షభ
−

ଵ

௧೘షభି௧೘ష೏షమ
ቃ −

ଶௗమ௪೙షభ(௪೙ି௪೙షభ)

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)మ௪೙
ቅ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)) −

௪೙షమ

௪೙

ௗ(ௗିଵ)

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షభି௧೘ష೏షమ)
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)  

dir. 

İspat: 𝐵 =
௙

௚
 dersek, 𝐵ᇱ =

௙ᇲ

௚
− 𝐵

௚ᇲ

௚
 idi. 

𝐵ᇱᇱ = ቈ
𝑓ᇱ

𝑔
− 𝐵

𝑔ᇱ

𝑔
቉

ᇱ

 

𝐵ᇱᇱ =
𝑓ᇱᇱ

𝑔
− 2𝐵ᇱ

𝑔ᇱ

𝑔
− 𝐵

𝑔ᇱᇱ

𝑔
 

elde edilir. O halde 

𝔅ᇱᇱ(𝑡ௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴) 

−
𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)

𝑤ଵ

𝑤଴

(𝑏ଵ − 𝑏଴) ൤
1

𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ
+

1

𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ
൨

− 2
𝑑ଶ

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)ଶ
ቆ

𝑤ଵ
ଶ

𝑤଴
ଶ −

𝑤ଵ

𝑤଴
ቇ (𝑏ଵ − 𝑏଴) 

=
𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴) 

−
𝑑

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)

𝑤ଵ

𝑤଴
ቈ
(𝑑 − 1)(𝑡ௗାଵ + 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଵ − 𝑡ଶ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)
+

2𝑑

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)
൬

𝑤ଵ

𝑤଴
− 1൰቉ (𝑏ଵ − 𝑏଴) 

bulunur. Benzer şekilde 
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𝔅ᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑤௡𝑏௡ − 𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ)

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)𝑤௡

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ𝑏௡ିଶ)

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ)𝑤௡
 

−
2𝑑ଶ

(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)ଶ

𝑤௡ିଵ

𝑤௡
ଶ

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

−
𝑏௡

𝑤௡

𝑑(𝑑 − 1)(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)
 

+
𝑏௡

௡

𝑑(𝑑 − 1)(𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ)

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)
 

= ቊ
𝑤௡ିଵ

𝑤௡

𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)
൤

1

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ
−

1

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଶ
൨

−
2𝑑ଶ𝑤௡ିଵ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ)ଶ𝑤௡
ቋ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ))

−
𝑤௡ିଶ

𝑤௡

𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ)(𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଶ)
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) 

dir. 

Teorem 3.54 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … , 𝑤௡ ve knot 

vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠ olan 𝑑. 

dereceden bir açık NURBS eğrisi verilsin bu taktirde  

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑧𝑙𝑚

𝑤ଷ

𝑤଴

(𝑏ଷ − 𝑏଴)

−
𝑑(𝑑 − 1)𝑤ଶ

𝑤଴
൤
𝑑 − 2

𝑧𝑙𝑚
+

𝑑 − 2

𝑧𝑘𝑙𝑦
+

3𝑑(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑧𝑦𝑘𝑤଴
൨ (𝑏ଶ − 𝑏଴) 

+
௪భௗ

௪బ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௬ା௟)

௭௞௟௬
+

(ௗିଵ)(ௗିଶ)

௫௬௭
+

ଷௗ(௪భି௪బ)

௫మ௪బ
ቀ

(ௗିଵ)(௫ା௞)

௬௞
+

ଶௗ(௪భି௪బ)

௫௪బ
ቁ

+
ଷௗ(ௗିଵ)

௪బ௫௬
ቂ

௪భି௪మ

௞
+

௪భି௪బ

௫
ቃ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

(𝑏ଵ − 𝑏଴)  

dir. Burada 

𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ = 𝑥, 𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ = 𝑧,  𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ = 𝑘, 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ = 𝑙,𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ = 𝑚 ve 𝑡ௗାଵ −

𝑡ଶ = 𝑦 

dir. Buradan 
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𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ)

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑣𝑤௡

൬
1

𝑒
+

ℎ + 𝑣

𝑞ℎ
൰ −

3𝑑ଶ𝑤௡ିଵ

𝑒𝑤௡

቎
(𝑑 − 1)(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ) ቀ

ଵ

௘
−

ଵ

௣
ቁ

𝑣𝑤௡

+
𝑑 − 1

𝑣𝑤௡

൬
𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ

𝑒
−

𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ

𝑞
൰ −

2𝑑(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)ଶ

𝑒ଶ
቏

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

(𝑏௡

− 𝑏௡ିଵ) 

+
𝑑(𝑑 − 1)𝑤௡ିଶ

𝑤௡
ቊ

3𝑑ଶ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒𝑣𝑞𝑤௡
−

(𝑑 − 2)

𝑢ℎ𝑟
−

(𝑑 − 2)(ℎ + 𝑣)

𝑢𝑞𝑣ℎ
ቋ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) 

+
ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)௪೙షయ

௨௛௥௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ)  

dir. Burada  

𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑢, 𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑣,

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑒𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଶ = 𝑝,   

𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ = 𝑞, 𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ = ℎ,    𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଷ = 𝑟 dir. 

İspat: 𝐵 =
௙

௚
⟹ 𝐵ᇱ =

௙ᇲ

௚
− 𝐵

௚ᇲ

௚
     ve   𝐵ᇱᇱ =

௙ᇲᇲ

௚
− 2𝐵ᇱ ௚ᇲ

௚
− 𝐵

௚ᇲᇲ

௚
 idi. O halde 

𝐵ᇱᇱᇱ = ቈ
𝑓ᇱᇱᇱ𝑔 − 𝑓ᇱᇱ𝑔ᇱ

𝑔ଶ
቉ − 2 ቈ𝐵ᇱᇱ

𝑔ᇱ

𝑔
+ 𝐵ᇱ ቆ

𝑔ᇱᇱ𝑔 − 𝑔ᇱ𝑔ᇱ

𝑔ଶ
ቇ቉ − ቈ𝐵ᇱ

𝑔ᇱᇱ

𝑔
+ 𝐵 ቆ

𝑔ᇱᇱᇱ𝑔 − 𝑔ᇱᇱ𝑔ᇱ

𝑔ଶ
ቇ቉ 

=
𝑓ᇱᇱᇱ𝑔

𝑔ଶ
−

𝑓ᇱᇱ𝑔ᇱ

𝑔ଶ
− 2𝐵ᇱᇱ

𝑔ᇱ

𝑔
− 2𝐵ᇱ

𝑔ᇱᇱ𝑔

𝑔ଶ
+ 2𝐵ᇱ

𝑔ᇱଶ

𝑔ଶ
− 𝐵ᇱ

𝑔ᇱᇱ

𝑔
− 𝐵

𝑔ᇱᇱᇱ

𝑔
+ 𝐵

𝑔ᇱᇱ𝑔ᇱ

𝑔ଶ
 

=
𝑓ᇱᇱᇱ

𝑔
−

𝑔ᇱ

𝑔
ቆ

𝑓ᇱᇱ

𝑔
− 2𝐵ᇱ

𝑔ᇱ

𝑔
− 𝐵

𝑔ᇱᇱ

𝑔
+ 2𝐵ᇱቇ −

𝑔ᇱᇱ

𝑔
[3𝐵ᇱ] − 𝐵

𝑔ᇱᇱᇱ

𝑔
 

= ൜
𝑓ᇱᇱᇱ

𝑔
− 3

𝑔ᇱ

𝑔
𝐵ᇱᇱ − 3

𝑔ᇱᇱ

𝑔
𝐵ᇱ − 𝐵

𝑔ᇱᇱᇱ

𝑔
ൠ 

dir. O halde;  

𝐵ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) =
1

𝑤଴

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ቈ

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ)
(𝑤ଷ𝑏ଷ − 𝑤ଶ𝑏ଶ)቉

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)[𝑡ௗାଵ + 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ − 𝑡ଷ](𝑤ଶ𝑏ଶ − 𝑤ଵ𝑏ଵ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑤ଵ𝑏ଵ − 𝑤଴𝑏଴)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ) ⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫
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−
3

𝑤଴

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑑

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)
(𝑤ଵ

− 𝑤଴)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑑(𝑑 − 1)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴) −

𝑑

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)

𝑤ଵ

𝑤଴
ቈ
(𝑑 − 1)(𝑡ௗାଵ + 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଵ − 𝑡ଶ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)
+

2𝑑

𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ
൬

𝑤ଵ

𝑤଴
− 1൰቉ (𝑏ଵ − 𝑏଴)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

−
3

𝑤଴
ቊ

𝑑

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)

𝑤ଵ

𝑤଴

(𝑏ଵ − 𝑏଴) ቈ
𝑑(𝑑 − 1)(𝑤ଶ − 𝑤ଵ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)
−

𝑑(𝑑 − 1)(𝑤ଵ − 𝑤଴)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)
቉ቋ 

−
𝑏଴

𝑤଴

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑤ଷ − 𝑤ଶ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ)
+

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑤ଵ − 𝑤଴)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ)

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑡ௗାଵ + 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ − 𝑡ଷ)(𝑤ଶ − 𝑤ଵ)

(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ)(𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ)(𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ) ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ = 𝑥, 𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ = 𝑧,  𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ = 𝑘, 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ = 𝑙,𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ = 𝑚 ve 𝑡ௗାଵ −

𝑡ଶ = 𝑦 

alırsak 

𝐵ᇱᇱᇱ(𝑡ௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑤଴
ቈ
𝑤ଷ𝑏ଷ − 𝑤ଶ𝑏ଶ

𝑧𝑙𝑚
−

(𝑦 + 𝑙)(𝑤ଶ𝑏ଶ − 𝑤ଵ𝑏ଵ)

𝑧𝑘𝑙𝑦
+

𝑤ଵ𝑏ଵ − 𝑤଴𝑏଴

𝑧𝑦𝑥
቉ 

−
3𝑑

𝑥𝑤଴

(𝑤ଵ − 𝑤଴) ൥
𝑑(𝑑 − 1)

𝑦𝑘

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴)

−
𝑑𝑤ଵ

𝑥𝑤଴

(𝑏ଵ − 𝑏଴) ቈ
(𝑑 − 1)(𝑥 + 𝑘)

𝑦𝑘
+

2𝑑

𝑥
൬

𝑤ଵ − 𝑤଴

𝑤଴
൰቉൩ 

−
3𝑑𝑤ଵ

𝑥𝑤଴
ଶ

(𝑏ଵ − 𝑏଴) ቈ
𝑑(𝑑 − 1)(𝑤ଶ − 𝑤ଵ)

𝑦𝑘
−

𝑑(𝑑 − 1)(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑦𝑥
቉ 

−
𝑏଴

𝑤଴
(𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2) ቈ

𝑤ଷ − 𝑤ଶ

𝑧𝑙𝑚
+

𝑤ଵ − 𝑤଴

𝑧𝑦𝑥
−

(𝑤ଶ − 𝑤ଵ)(𝑦 + 𝑙)

𝑧𝑘𝑙𝑦
቉ 

=
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑧𝑙𝑚

𝑤ଷ

𝑤଴

(𝑏ଷ − 𝑏଴) −
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑧𝑙𝑚

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴) 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑦 + 𝑙)

𝑧𝑘𝑙𝑦

𝑤ଶ

𝑤଴

(𝑏ଶ − 𝑏଴) +
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑦 + 𝑙)

𝑧𝑘𝑙𝑦

𝑤ଵ

𝑤଴

(𝑏ଵ − 𝑏଴) 

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑥𝑦𝑧

𝑤ଵ

𝑤଴

(𝑏ଵ − 𝑏଴) −
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤ଶ(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑧𝑦𝑘𝑤଴
ଶ

(𝑏ଶ − 𝑏଴) 

+
3𝑑ଶ𝑤ଵ(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑥ଶ𝑤଴
ଶ

ቈ
(𝑑 − 1)(𝑥 + 𝑘)

𝑦𝑘
+

2𝑑(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑥𝑤଴
቉ (𝑏ଵ − 𝑏଴) 
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+ ቈ−
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤ଵ(𝑤ଶ − 𝑤ଵ)

𝑥𝑤଴
ଶ𝑦𝑘

+
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤ଵ(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑥ଶ𝑦𝑤଴
ଶ

቉ (𝑏ଵ − 𝑏଴) 

=
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑧𝑙𝑚

𝑤ଷ

𝑤଴

(𝑏ଷ − 𝑏଴)

−
𝑑(𝑑 − 1)𝑤ଶ

𝑤଴
൤
𝑑 − 2

𝑧𝑙𝑚
+

𝑑 − 2

𝑧𝑘𝑙𝑦
+

3𝑑(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑧𝑦𝑘𝑤଴
൨ (𝑏ଶ − 𝑏଴) 

+
𝑤ଵ𝑑

𝑤଴

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑦 + 𝑙)

𝑧𝑘𝑙𝑦
+

(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑥𝑦𝑧
+

3𝑑(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑥ଶ𝑤଴
ቆ

(𝑑 − 1)(𝑥 + 𝑘)

𝑦𝑘
+

2𝑑(𝑤ଵ − 𝑤଴)

𝑥𝑤଴
ቇ

+
3𝑑(𝑑 − 1)

𝑤଴𝑥𝑦
ቂ
𝑤ଵ − 𝑤ଶ

𝑘
+

𝑤ଵ − 𝑤଴

𝑥
ቃ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(𝑏ଵ − 𝑏଴) 

bulunur. Benzer şekilde önce 

𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑢, 𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑣, 𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑒 

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଶ = 𝑝, 𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ = 𝑞, 𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ = ℎ 

𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଷ = 𝑟 

diyelim. Bu durumda  

𝐵ᇱᇱᇱ =
௙ᇲᇲᇲ

௚
− 3

௚ᇲ

௚
𝐵ᇱᇱᇱ − 3

௚ᇲᇲ

௚
𝐵ᇱ − 𝐵

௚ᇲᇲᇲ

௚
idi. O halde 

𝐵ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑤௡

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑤௡𝑏௡ − 𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ

𝑢𝑣𝑒
+

𝑤௡ିଶ𝑏௡ିଶ − 𝑤௡ିଷ𝑏௡ିଷ

𝑢ℎ𝑟

−
(ℎ + 𝑣)(𝑤௡ିଵ𝑏௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ𝑏௡ିଶ)

𝑢𝑞𝑣ℎ ⎦
⎥
⎥
⎤

 

−
3𝑑(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒𝑤௡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ቈ

𝑤௡ିଵ

𝑤௡

𝑑(𝑑 − 1)

𝑣
൬

1

𝑒
−

1

𝑝
൰ −

2𝑑ଶ𝑤௡ିଵ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒ଶ
቉ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

−
𝑤௡ିଶ

𝑤௡

𝑑(𝑑 − 1)

𝑣𝑞
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

−
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)

𝑣𝑒𝑤௡
ቊ

(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒
−

(𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ)

𝑞
ቋ

𝑤௡ିଵ

𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑏௡

𝑢𝑤௡
ቈ
𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ

𝑣𝑒
−

(ℎ + 𝑣)(𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ)

𝑞𝑣ℎ
+

(𝑤௡ିଶ − 𝑤௡ିଷ)

ℎ𝑟
቉ 

olur. Buradan, 

𝐵ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) = −
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑣𝑒𝑤௡
𝑏௡ିଵ +

𝑤௡ିଶ𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

𝑢ℎ𝑟𝑤௡
𝑏௡ିଶ 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଷ

𝑢ℎ𝑟𝑤௡
𝑏௡ିଷ −

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(𝑢 + 𝑣)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑞𝑣ℎ𝑤௡
𝑏௡ିଵ 

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଶ(ℎ + 𝑣)

𝑢𝑞𝑣ℎ𝑤௡
𝑏௡ିଶ −

3𝑑ଶ(𝑑 − 1)(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)𝑤௡ିଵ

𝑣𝑒𝑤௡
ଶ

൬
1

𝑒
−

1

𝑝
൰ 𝑏௡ 



42 
 

 
 

+
6𝑑ଷ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)ଶ𝑤௡ିଵ

𝑒ଷ𝑤௡
𝑏௡ +

3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤௡ିଵ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑣𝑒𝑤௡
ଶ

൬
1

𝑒
−

1

𝑝
൰ 𝑏௡ିଵ 

−
6𝑑ଷ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)ଶ𝑤௡ିଵ

𝑒ଷ𝑤௡
𝑏௡ିଵ +

3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤௡ିଶ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒𝑣𝑞𝑤௡
ଶ

൬
1

𝑒
−

1

𝑝
൰ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) 

−
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤௡ିଵ

𝑣𝑒𝑤௡
ଶ

൬
𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ

𝑒
−

𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ

𝑞
൰ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑣𝑒𝑤௡
𝑏௡ 

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(ℎ + 𝑣)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑞𝑣ℎ𝑤௡
𝑏௡ −

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(ℎ + 𝑣)𝑤௡ିଶ

𝑢𝑞𝑣ℎ𝑤௡
𝑏௡ 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଶ

𝑢ℎ𝑟𝑤௡
𝑏௡ +

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଷ

𝑢ℎ𝑟𝑤௡
𝑏௡ 

olur. Buradan da; 

𝐵ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ) =
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑣𝑒𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଷ

𝑢ℎ𝑟𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ) 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଶ

𝑢ℎ𝑟𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) +
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(ℎ + 𝑣)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑞𝑣ℎ𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) 

−
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)(ℎ + 𝑣)𝑤௡ିଶ

𝑢𝑞𝑣ℎ𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)

−
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤௡ିଵ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑣𝑒𝑤௡
ଶ

൬
1

𝑒
−

1

𝑝
൰ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) 

+
6𝑑ଷ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)ଶ𝑤௡ିଵ

𝑒ଷ𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) +
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤௡ିଶ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒𝑣𝑞𝑤௡
ଶ

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) 

−
3𝑑ଶ(𝑑 − 1)𝑤௡ିଵ

𝑣𝑒𝑤௡
ଶ

ቆ
(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒
−

(𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ)

𝑞
ቇ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) 

yazılır. Son olarak 

𝔅ᇱᇱᇱ(𝑡௠ିௗ)

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଵ

𝑢𝑣𝑤௡

൬
1

𝑒
+

ℎ + 𝑣

𝑞ℎ
൰ −

3𝑑ଶ𝑤௡ିଵ

𝑒𝑤௡

቎
(𝑑 − 1)(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ) ቀ

ଵ

௘
−

ଵ

௣
ቁ

𝑣𝑤௡

+
𝑑 − 1

𝑣𝑤௡

൬
𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ

𝑒
−

𝑤௡ିଵ − 𝑤௡ିଶ

𝑞
൰ −

2𝑑(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)ଶ

𝑒ଶ
቏

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

(𝑏௡

− 𝑏௡ିଵ) 

+
𝑑(𝑑 − 1)𝑤௡ିଶ

𝑤௡
ቊ

3𝑑ଶ(𝑤௡ − 𝑤௡ିଵ)

𝑒𝑣𝑞𝑤௡
−

(𝑑 − 2)

𝑢ℎ𝑟
−

(𝑑 − 2)(ℎ + 𝑣)

𝑢𝑞𝑣ℎ
ቋ (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) 
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+
𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)𝑤௡ିଷ

𝑢ℎ𝑟𝑤௡

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ) 

olur. 

Teorem 3.55 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … 𝑤௡ ve knot 

vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠ olan 

𝑑.nci dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin Frenet vektör alanları ve eğrilikleri 𝑡 = 𝑡ௗ 

noktasında aşağıdaki şekildedir: 

𝐓|௧ୀ௧೏
=

௕భି௕బ

‖௕భି௕బ‖
 (3.60) 

𝐁|௧ୀ௧೏
=

(௕భି௕బ)×(௕మି௕బ)

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕బ)‖
 (3.61) 

𝐍|௧ୀ௧೏
=

(௕మି௕బ)

‖௕మି௕బ‖
csc Φ −

(௕భି௕బ)

‖௕భି௕బ‖
cot Φ (3.62) 

  𝜅|௧ୀ௧೏
==

ௗିଵ

ௗ

௫మ

௬௞

௪బ௪మ

௪భ
మ

‖௕మି௕బ‖

‖௕భି௕బ‖మ
sin Φ (3.63) 

 𝜏|௧ୀ௧೏
=

ௗିଶ

ௗ

௪బ௪య

௪భ௪మ

௫௬௞

௭௟௠

‖௕యି௕బ‖ ୡ୭ୱ ఝ

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕బ)‖
 (3.64) 

dir. Burada Φ, (𝑏ଵ − 𝑏଴)ve (𝑏ଶ − 𝑏଴) vektörleri arasındaki açıyı ve 𝜑 de (𝑏ଷ − 𝑏଴) ile  

(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴) vektörleri arasındaki açıyı ifade eder. Ayrıca 𝑡ௗାଵ − 𝑡ଵ =

𝑥, 𝑡ௗାଵ − 𝑡ଷ = 𝑧,  𝑡ௗାଶ − 𝑡ଶ = 𝑘, 𝑡ௗାଶ − 𝑡ଷ = 𝑙,𝑡ௗାଷ − 𝑡ଷ = 𝑚 ve 𝑡ௗାଵ − 𝑡ଶ = 𝑦 

(Yılmaz Evren, 2020). 

İspat: 

1)  𝐓|௧ୀ௧೏
=

𝛼ᇱ

‖𝛼ᇱ‖
=

ௗ

௫

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)

ቛ
ௗ

௫

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴)ቛ

=
𝑏ଵ − 𝑏଴

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
 

2) 𝐁|௧ୀ௧೏
=

𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖
=

ௗ

௫

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) ×

ௗ(ௗିଵ)௪మ

௬௞௪బ
(𝑏ଶ − 𝑏଴)

ቛ
ௗ

௫

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) ×

ௗ(ௗିଵ)௪మ

௬௞௪బ
(𝑏ଶ − 𝑏଴)ቛ

=
(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖
 

3)  𝐍|௧ୀ௧೏
= (𝐁 × 𝐓)|௧ୀ௧೏

= ቈ
(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖
×

(𝑏ଵ − 𝑏଴)

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
቉ 

=
1

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖
[(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)] × (𝑏ଵ − 𝑏଴) 

=
1

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖
[〈(𝑏ଵ − 𝑏଴), (𝑏ଵ − 𝑏଴)〉(𝑏ଶ − 𝑏଴)

− 〈(𝑏ଵ − 𝑏଴), (𝑏ଶ − 𝑏଴)〉(𝑏ଵ − 𝑏଴)] 
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=
1

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଶ − 𝑏଴‖ sin Φ
[‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ଶ(𝑏ଶ − 𝑏଴)

− ‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖‖𝑏ଶ − 𝑏଴‖ cos Φ (𝑏ଵ − 𝑏଴)] 

=
𝑏ଶ − 𝑏଴

‖𝑏ଶ − 𝑏଴‖ sin Φ
−

(𝑏ଵ − 𝑏଴) cos Φ

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ sin Φ
=

(𝑏ଶ − 𝑏଴)

‖𝑏ଶ − 𝑏଴‖
csc Φ −

(𝑏ଵ − 𝑏଴)

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
cot Φ 

4)  𝜅|௧ୀ௧೏
=

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖

‖𝛼ᇱ‖ଷ
=

ௗమ(ௗିଵ)௪భ௪మ

௫௬௞௪బ
మ

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖

ௗయ௪భ
య

௫య௪బ
య

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ଷ
 

=
𝑑 − 1

𝑑

𝑥ଶ

𝑦𝑘

𝑤଴𝑤ଶ

𝑤ଵ
ଶ

‖𝑏ଶ − 𝑏଴‖

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖ଶ
sin Φ 

olur. 

5)  𝜏|௧ୀ௧೏
=

(𝛼ᇱ, 𝛼ᇱᇱ, 𝛼ᇱᇱᇱ)

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖ଶ

=
⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

ௗ

௫

௪భ

௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴),

ௗ(ௗିଵ)

௬௞

௪మ

௪బ
(𝑏ଶ − 𝑏଴) −

ௗ

௫

௪భ

௪బ
ቂ

(ௗିଵ)(௫ା௞)

௬௞
+

ଶௗ(௪భି௪బ)

௫௪బ
ቃ (𝑏ଵ − 𝑏଴)

⎝

⎜
⎛

ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)௪య

௭௟௠௪బ
(𝑏ଷ − 𝑏଴) −

ௗ(ௗିଵ)௪మ

௪బ
ቀ

ௗିଶ

௭௟௠
+

ௗିଶ

௭௞௟௬
+

ଷௗ(௪భି௪బ)

௭௬௞௪బ
ቁ (𝑏ଶ − 𝑏଴)

+
௪భௗ

௪బ
ቐ

(ௗିଵ)(ௗିଶ)(௬ା௟)

௭௞௟௬
+

(ௗିଵ)(ௗିଶ)

௫௬௭
+

ଷௗ(௪భି௪బ)

௫మ௪బ
ቀ

(ௗିଵ)(௫ା௞)

௬௞
+

ଶௗ(௪భି௪బ)

௫௪బ
ቁ

+
ଷௗ(ௗିଵ)

௪బ௫௬
ቀ

௪భି௪మ

௞
−

௪భି௪బ

௫
ቁ

ቑ (𝑏ଵ − 𝑏଴)

⎠

⎟
⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

ௗర(ௗିଵ)మ௪భ
మ௪మ

మ

௫మ௬మ௞మ௪బ
ర

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖ଶ
 

=

ௗయ

௫

௪భ

௪బ

(ௗିଵ)మ

௬௞

௪మ

௪బ

(ௗିଶ)௪య

௭௟௠௪బ
(𝑏ଵ − 𝑏଴, 𝑏ଶ − 𝑏଴, 𝑏ଷ − 𝑏଴)

ௗర(ௗିଵ)మ௪భ
మ௪మ

మ

௫మ௬మ௞మ௪బ
ర

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖ଶ
 

=
𝑑 − 2

𝑑

𝑤଴𝑤ଷ

𝑤ଵ𝑤ଶ

𝑥𝑦𝑘

𝑧𝑙𝑚

‖𝑏ଷ − 𝑏଴‖ cos 𝜑

‖(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏଴)‖
 

elde edilir. 

Teorem 3.56  Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile ağırlıkları 𝑤଴, 𝑤ଵ, … 𝑤௡ ve knot 

vektörleri 𝑡଴ = 𝑡ଵ = ⋯ = 𝑡ௗ; 𝑡ௗାଵ, 𝑡ௗାଶ, … 𝑡௠ିௗିଵ; 𝑡௠ିௗ = 𝑡௠ିௗାଵ = ⋯ = 𝑡௠ olan d. 

dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin Frenet vektör alanları ve eğrilikleri 𝑡 = 𝑡௠ିௗ 

noktasında aşağıdaki şekildedir: 

𝐓|௧ୀ௧೘ష೏
=

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
 (3.65) 

𝐁|௧ୀ௧೘ష೏
= −

(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙ି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙ି௕೙షమ)‖
 (3.66) 

𝐍|௧ୀ௧೘ష೏
=

௕೙ି௕೙షమ

‖௕೙ି௕೙షమ‖
csc Φ −

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
cot Φ (3.67) 

burada Φ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ ile 𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ vektörleri arasındaki açıdır. 
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𝜅|௧ୀ௧೘ష೏
=

௘మ(ௗିଵ)

ௗ௩௣

௪೙௪೙షమ

௪೙షభ
మ

‖௕೙ି௕೙షమ‖ ୱ୧୬ ஍

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
 (3.68) 

  𝜏|௧ୀ௧೘ష೏
=

(ௗିଶ)௪೙௪೙షయ

ௗ௪೙షభ௪೙షమ

௘௩௣

௨௛௥

‖௕೙ି௕೙షయ‖ ୡ୭ୱ ఝ

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙ି௕೙షమ)‖
 (3.69) 

Burada 𝜑, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) ile (𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ) vektörleri arasındaki açıdır. 

Ayrıca  

𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑢, 𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑣,

𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଵ = 𝑒𝑡௠ିଵ − 𝑡௠ିௗିଶ = 𝑝,   

𝑡௠ିଶ − 𝑡௠ିௗିଶ = 𝑞, 𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଶ = ℎ,    𝑡௠ିଷ − 𝑡௠ିௗିଷ = 𝑟  

(Yılmaz Evren, 2020). 

 

İspat: 

1)  𝐓|௧ୀ௧೘ష೏
=

𝛼ᇱ

‖𝛼ᇱ‖
=

ௗ

௘

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

ቛ
ௗ

௘

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)ቛ

=
𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
 

2) 𝐁|௧ୀ௧೘ష೏
=

𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖
=

−
ௗ

௘

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) ×

ௗ(ௗିଵ)௪೙షమ

௩௣ ೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)

ቛ−
ௗ

௘

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) ×

ௗ(ௗିଵ)௪೙షమ

௩௣ ೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)ቛ

= −
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)‖
 

3)  𝐍|௧ୀ௧೘ష೏
= (𝐁 × 𝐓)|௧ୀ௧೘ష೏

= −
[(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)]

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)‖
×

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
 

= −
〈𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ〉(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) − 〈𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ〉(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ‖ sin Φ
 

= ൬
𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ‖ sin Φ
൰ − ൬

𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ cos Φ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ sin Φ
൰

=
𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ‖
csc Φ −

𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
cot Φ 

burada Φ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ ile 𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ vektörleri arasındaki açıdır. 

4)  𝜅|௧ୀ௧೘ష೏
=

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖

‖𝛼ᇱ‖ଷ
=

ቛ
ௗ

௘

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) ×

௪೙షమ

௪೙

ௗ(ௗିଵ)

௩௣
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)ቛ

ௗయ

௘య

௪೙షభ
య

௪೙
య

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଷ
 

=
𝑒ଶ(𝑑 − 1)

𝑑𝑣𝑝

𝑤௡𝑤௡ିଶ

𝑤௡ିଵ
ଶ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ‖ sin Φ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ
 

5)  𝜏|௧ୀ௧೘ష೏
=

(𝛼ᇱ, 𝛼ᇱᇱ, 𝛼ᇱᇱᇱ)

‖𝛼ᇱ × 𝛼ᇱᇱ‖ଶ
= 

 



46 
 

 
 

〈ቆ
ௗ

௘

௪೙షభ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) ×

௪೙షమ

௪೙

ௗ(ௗିଵ)

௩௣
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)ቇ , ቆ

ௗ(ௗିଵ)(ௗିଶ)

௨௛௥

௪೙షయ

௪೙
(𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ)ቇ〉

ௗర(ௗିଵ)మ

௘మ௩మ௣మ

௪೙షభ
మ௪೙షమ

మ

௪೙
ర

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)‖ଶ
 

=

ௗయ(ௗିଵ)మ(ௗିଶ)௪೙షభ௪೙షమ௪೙షయ

௘௩௣௨௛௥௪೙
య

(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ)

ௗర(ௗିଵ)మ௪೙షభ
మ௪೙షమ

మ

௘మ௩మ௣మ௪೙
ర

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)‖ଶ
 

=
(𝑑 − 2)𝑤௡𝑤௡ିଷ

𝑑𝑤௡ିଵ𝑤௡ିଶ

𝑒𝑣𝑝

𝑢ℎ𝑟

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ‖ cos 𝜑

‖(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ)‖
 

Burada 𝜑, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × (𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ) ile (𝑏௡ − 𝑏௡ିଷ) vektörleri arasındaki açıdır. 

3.3.10  t=1 için Bezier Eğrisinin Eğrilikleri ve Frenet Formülü 

Teorem 3.57 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen  𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun. O zaman Bezier eğrisi 𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 1 noktasındaki Frenet vektör alanları 

{𝐓, 𝐍, 𝐁} aşağıdaki gibidir. 

𝐓|௧ୀଵ =
௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
 (3.70) 

𝐁|௧ୀଵ =
(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖
 (3.71) 

𝐍|௧ୀଵ =
௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
cot 𝜓ത −

௕೙షభି௕೙షమ

‖௕೙షభି௕೙షమ‖
csc 𝜓ത (3.72) 

burada 𝜓ത, 𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ ve 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ vektörleri arasındaki açıdır (Samancı Kuşak 
,2018). 

Teorem 3.58 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun. O zaman, verilen 𝐵(𝑡) bezier eğrisinin 𝑡 = 1 noktasındaki eğriliği ve 

burulması aşağıdaki gibidir. 

𝜅|௧ୀଵ =
௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത (3.73) 

𝜏|௧ୀଵ = −
௡ିଶ

௡

(௕೙ି௕೙షభ)(௕೙షభି௕೙షమ)(௕೙షమି௕೙షయ)

‖((௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖మ
 (3.74) 

burada 𝜓ത, 𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ ve 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ vektörleri arasındaki açıdır (Samancı Kuşak 
,2018). 

Teorem 3.59 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen 𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) nin 𝑡 = 1' da Serret-Frenet çatısının türev formülleri aşağıdadır. 

𝐓ᇱ|௧ୀଵ = (𝑛 − 1)
‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕భି௕బ‖
sin 𝜓 𝐍 (3.75) 
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𝐍ᇱ|௧ୀଵ =

−(𝑛 − 1)
‖𝑏𝑛−1−𝑏𝑛−2‖

‖𝑏𝑛−𝑏𝑛−1‖
sin 𝜓 𝐓 + (𝑛 −

2)
‖𝑏𝑛−𝑏𝑛−1‖(𝑏𝑛−𝑏𝑛−1)(𝑏𝑛−𝑏𝑛−1)(𝑏𝑛−1−𝑏𝑛−2)(𝑏𝑛−2−𝑏𝑛−3)

ฮ൫(𝑏𝑛−𝑏𝑛−1൯×(𝑏𝑛−1−𝑏𝑛−2)ฮ
మ 𝐁 (3.76) 

𝐁ᇱ|௧ୀଵ = −(𝑛 − 2)
‖௕೙ି௕೙షభ‖〈(௕భି௕బ)×(௕మି௕భ),(௕యି௕మ)〉

‖((௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ))‖మ
𝐍                                         (3.77) 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

4.1  Hibrit Çatısına göre Bezier Eğrileri 

Bu bölümde Bezier eğrisi 𝐵(𝑡) eğrisinin ve rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡) nin Hibrit 

vektör alanları ve eğrilikleri bulundu. Daha sonra B-spline ve 𝛿 𝑁𝑈𝑅𝐵𝑆 eğrilerinin 

Hibrit vektör alanları ve eğriliklerini veren teoremler verildi. 

Teorem 4.1 Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

 olsun.  eğrisinin  noktasındaki Hibrit vektör alanları aşağıdaki gibidir. 

                                                                                                           (4.1) 

,                   (4.2) 

,                       (4.3) 

burada ,  ve  vektörleri arasındaki açıdır ve  dır. 

İspat. Bishop ve Hibrit çatılarının tanımından  

   

olarak elde edilir. Son eşitlikten  

 

olur.  olmak üzere 

     

olur. Benzer şekilde  

 

olarak elde edilir. Son eşitlikten  

 

olur.   olmak üzere 

,   

olur. Teorem 3.32 da verilen 𝐵(𝑡)’nin 𝑡 = 0 noktasındaki Frenet vektör alanları 
eşitliklerinden 𝐵(𝑡)'nin  noktasındaki Hibrit vektör alanları 
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, 

, 

olarak elde edilir.  

Teorem 4.2  Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun.  eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

,                                        (4.4) 

                (4.5) 

 

burada ,  ve  vektörleri arasındaki açıdır ve  dır. 

İspat. Tanım (3.13) ve (3.14) den  

, 

olur. Benzer olarak  

 

olarak bulunur. Teorem (3.70) gözönüne alınırsa 'nin  noktasındaki Hibrit 

çatısının eğrilikleri  

, 

 

 

bulunur.  

Teorem 4.3  Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡)  olsun. 𝐵(𝑡) 'nin  noktasındaki Hibrit çatısının türev denklemleri, 
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=

 

 

- , 

İspat. Teorem 4.2 den 𝐵(𝑡) eğrisinin eğrilikleri  

, 

 

 

eşitlikler ile verilir. Bu son eşitlikler ve Tanım 3.14 Hibrit çatısının türev denklemleriyle 

𝐵(𝑡) eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının türev denklemleri 

 =

 

 

- , 

olarak bulunur. 

Teorem 4.4 Kontrol noktaları  ve ağırlıkları  ile verilen . 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡) 'nin  noktasındaki Hibrit vektör 

alanları  

                                                                                                    (4.6)     

,           (4.7)     

(4.8)     
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burada ,  ve  vektörleri arasındaki açıdır ve  dır. 

İspat. Teorem 3.35 den rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 0 noktasındaki Frenet 

vektör alanları 

𝐓|௧ୀ଴ =
௣భି௣బ

‖௣భି௣బ‖
,  

𝐁|௧ୀ଴ =
(௣మି௣బ)×(௣భି௣బ)

‖(௣మି௣బ)×(௣భି௣బ)‖
,  

𝐍|௧ୀ଴ =
௣మି௣బ

‖௣మି௣బ‖
csc 𝜓 +

௣భି௣బ

‖௣భି௣బ‖
cot 𝜓, 

eşitlikleriyle verilir. Tanım 3.14 Hibrit çatının tanımından  

, 

, 

ve burada  dır. Dolayısıyla buradan rasyonel 'nin  noktasındaki 

Hibrit vektör alanları 

 

, 

 

bulunur. 

Teorem 4.5 Kontrol noktaları  ve ağırlıkları  ile verilen . 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi  olsun. Daha sonra rasyonel Bezier eğrisi 

'nin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri 

 

 

, 

burada ,  ve  vektörleri arasındaki açıdır ve  

ve  vektörleri arasındaki açıdır. 
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İspat. Tanım (3.13) ve tanım (3.14) Bishop ve Hibrit çatılarının tanımları birlikte ele 
alındığında 

, 

 

olarak verilir. Teorem (3.73) den rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 0 noktasındaki 

eğrilikleri  

𝜅 =
௡ିଵ

௡

௪బ௪మ

௪భ
మ

‖௣మି௣బ‖

‖௣భି௣బ‖మ
sin 𝜓  

𝜏 =
𝑛 − 2

𝑛

𝑤଴𝑤ଷ

𝑤ଵ𝑤ଶ

‖𝑝ଷ − 𝑝଴‖ cos Φ

‖𝑝ଵ − 𝑝଴‖‖𝑝ଶ − 𝑝଴‖ sin 𝜓
 

 eşitlikleriyle tanımlanır. Buradan rasyonel Bezier eğrisi 𝑅𝐵(𝑡)'nin noktasındaki Hibrit 

çatısının eğrilikleri  

 

 

, 

elde edilir. 

Teorem 4.6  Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

 olsun. 'nin  noktasındaki Hibrit çatısının türev denklemleri, 

=

 

 

- , 
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İspat. Teorem 4.5 den rasyonel Bezier eğrisi   noktasındaki Hibrit çatısının 

eğrilikleri 

 

 

, 

eşitlikler ile verilir. Bu son eşitlikler ve Tanım 3.14 Hibrit çatısının türev denklemleriyle 

𝑅𝐵(𝑡) eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının türev denklemleri 

=

 

 

- , 

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.7 Kontrol noktaları  ile verilen  . dereceden bir Bezier eğrisi 

 olsun. O zaman Bezier eğrisi 'nin  için  noktasındaki Hibrit 

vektör alanları  

,                                                                                                            
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burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

İspat. Hibrit çatısının tanımından  

 

denklemiyle verilir. Herhangi bir  parametresindeki  eğrisinin  için 

 noktasındaki Frenet vektör alanı Teorem 3.76 dan  

𝐓|௧ୀ௧బ
=

௕భ
೙షభି௕బ

೙

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ
  

𝐁|௧ୀ௧బ
=

൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯

ฮ൫௕భ
೙షభି௕బ

೙൯×൫௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ൯ฮ
  

𝐍|௧ୀ௧బ
=

௕మ
೙షమି௕భ

೙షభ

ฮ௕మ
೙షమି௕భ

೙షభฮ
csc 𝜓ത +

௕భ
೙షభି௕బ

೙

ฮ௕భ
೙షభି௕బ

೙ฮ
cot 𝜓ത  

eşitlikleriyle tanımlanır. Son eşitliklerden  vektör alanı

 

olarak elde edilir. Ayrıca  

 

olarak bulunur. 

Teorem 4.8 Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

 olsun. O zaman, verilen  bezier eğrisinin  için  noktasındaki 

Hibrit çatısının eğrilikleri 

,  

, 

, 

burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

İspat. Hibrit çatısının tanımından 

, 
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,  

denklemleriyle ile tanımlanır. Herhangi bir  parametresindeki  eğrisinin 

 için  noktasındaki eğriliği ve burulması Teorem 3.40 dan 

  

, 

eşitlikleriyle verilir. Buradan herhangi bir  parametresindeki  eğrisinin 

 için  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri 

, 

, 

, 

olarak elde edilir.  

Teorem 4.9  Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

 olsun.  eğrisinin  için  noktasındaki Hibrit çatısının türev 

formülleri  

 

, 

- , 

burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

 

İspat. Teorem 4.8 den  herhangi bir  parametresindeki  eğrisinin  

için  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri 

, 
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, 

 

eşitlikleriyle tanımlanır. Buradan Hibrit çatısı tanımı gözönüne alındığında  

eğrisinin  için  noktasındaki Hibrit çatısının türev formülleri  

 

, 

- , 

burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

Teorem 4.10 Kontrol noktaları  ve ağırlıkları  ile verilen . 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi  olsun.  Bezier eğrisinin  için 

 noktasındaki Hibrit vektör alanları,  

, 

, 

, 

burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

İspat. Hibrit çatısının tanımından  

 

denklemiyle verilir. Herhangi bir  parametresindeki  rasyonel Bezier 

eğrisinin  için  noktasındaki Frenet vektör alanı Teorem 3.42 dan  

, 

, 

,  
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eşitlikleriyle tanımlanır. Son eşitliklerden  vektör alanı

 

olarak elde edilir. Ayrıca  

  

olmak üzere 

  

olarak elde edilir. 

Teorem 4.11 Kontrol noktaları  ve ağırlıkları  ile verilen . 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi  olsun.  rasyonel Bezier eğrisinin 

 için  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri 

 

 

, 

burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

İspat. Hibrit çatısının tanımından 

, 

 

,  

denklemleriyle ile tanımlanır. Herhangi bir  parametresindeki  eğrisinin 

 için  noktasındaki eğriliği ve burulması Teorem 3.43 den 

, 

,  

eşitlikleriyle verilir. Buradan herhangi bir  parametresindeki  eğrisinin 

 için  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 
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, 

olarak elde edilir.  

Teorem 4.12 Kontrol noktaları  ve ağırlıkları  ile verilen . 

dereceden bir rasyonel Bezier eğrisi  olsun. 𝑅𝐵(𝑡) eğrisinin  daki Hibrit 

çatısının türev denklemleri  

 

 

- , 

burada  ,  ve  vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

İspat. Teorem 4.11 den  rasyonel Bezier eğrisinin  için  

noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri 

 

 

, 

eşitlileriyle verilmektedir. Buradan bu eğrilikler Hibrit çatısının türev denklemlerinde 

yazılırsa 𝑅𝐵(𝑡) eğrisinin  daki Hibrit çatısının türev denklemleri  



59 
 

 
 

 

 

- , 

olarak elde bulunur. 

Teorem 4.13 Kontrol noktaları  ve knot vektörleri

 

olan . dereceden bir açık B-spline eğrisinin  noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

, 

, 

,  ile  arasındaki açıdır. 

İspat. Hibrit çatısının tanımından  

 

denklemiyle verilir. Kontrol noktaları  ve knot vektörleri 

olan . dereceden 

bir açık B-spline eğrisinin noktasındaki Frenet vektör alanı Teorem 3.50 den  

,  

,  

,  
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,  ile  arasındaki açılar olmak üzere eşitlikleriyle tanımlanır. Burada  

vektör alanı, 

, 

olarak elde edilir. Öte yandan  olmak üzere  

,                          

olarak bulunur. 

Teorem 4.14 Kontrol noktaları𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ve knot vektörleri 
 olan . dereceden 

bir açık B-spline eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

 

 

, 

burada ,  ile  arasındaki açı ve  dır. 

İspat. Teorem 3.50 den 𝑑. dereceden bir açık B-spline eğrisinin  eğrilikleri 

𝜅|௧ୀ௧೏
=

(௧೏శభି௧భ)మ(ௗିଵ)

ௗ(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)

‖௕మି௕భ‖

‖௕భି௕బ‖మ
sin Φ  

𝜏|௧ୀ௧೏
=

(ௗିଶ)(௧೏శభି௧భ)(௧೏శభି௧మ)(௧೏శమି௧మ)

ௗ(௧೏శభି௧య)(௧೏శమି௧య)(௧೏శయି௧య)

‖௕యି௕మ‖ ୡ୭ୱ ఝ

‖௕భି௕బ‖‖௕మି௕భ‖ ୱ୧୬ ஍
  

burada 𝜑; [(𝑏ଵ − 𝑏଴) × (𝑏ଶ − 𝑏ଵ)] vektörü ile 𝑏ଷ − 𝑏ଶ vektörleri arasındaki açıdır. 
Buradan Hibrit çatının tanımından . dereceden bir açık B-spline eğrisinin  

noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

 

 

, 

olarak elde edilir. Burada ,  ile  arasındaki açı ve  dır. 
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Teorem 4.15 Kontrol noktaları  ve knot vektörleri 

 olan . dereceden 

bir açık B-spline eğrisinin  noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

 

 

burada ,  ile  vektörleri arasındaki açıdır. 

İspat. Teorem 3.51 dan . dereceden bir açık B-spline eğrisinin  noktasındaki 

Frenet vektör alanları  

𝐓|௧ୀ௧೘ష೏
=

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
  

𝐁|௧ୀ௧೘ష೏
=

ି(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖
  

𝐍|௧ୀ௧೘ష೏
= −

𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖
csc 𝜗 +

𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖
cot 𝜗 

dir. 𝜗, (𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ) ile (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) vektörleri arasındaki açıdır. Son eşitlikler Hibrit 

çatı denklemlerinde yazılırsa . dereceden bir açık B-spline eğrisinin  

noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

 

 

bulunur. Burada ,  ile  vektörleri arasındaki açıdır. 

Teorem 4.16 Kontrol noktaları  ve knot vektörleri 

 olan . dereceden 

bir açık B-spline eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 
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, 

burada ,  ile  vektörleri arasındaki açıdır. 

İspat. Teorem 3.51 dan . dereceden bir açık B-spline eğrisinin  noktasındaki 

eğrilikleri  

𝜅|௧ୀ௧೘ష೏
=

ௗିଵ

ௗ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)మ

(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)

‖௕೙షభି௕೙షమ‖ ୱ୧୬ ణ

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
  

𝜏|௧ୀ௧೘ష೏
= −

(ௗିଶ)

ௗ

(௧೘షభି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షభ)(௧೘షమି௧೘ష೏షమ)‖௕೙షమି௕೙షయ‖ ୡୱୡ ఝ

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖(௧೘షయି௧೘ష೏షభ)(௧೘షయି௧೘ష೏షమ)(௧೘షయି௧೘ష೏షయ)
  

eşiklikleriyle tanımlanır. Buradan Hibrit çatı tanımından . dereceden bir açık B-spline 

eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

 

 

, 

olarak bulunur. Burada burada ,  ile  vektörleri arasındaki 

açıdır. 

Teorem 4.17 Kontrol noktaları  ile ağırlıkları  ve knot 

vektörleri  olan . 

dereceden bir açık 𝛿 𝑁𝑈𝑅𝐵𝑆  eğrisinin  noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

, 

, 

burada ,  ile vektörleri arasındaki açı ve  dır. 
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İspat. Teorem 3.56 den 𝑑.nci dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin 𝑡 = 𝑡ௗ 
noktasındaki Frenet vektör alanı 

𝐓|௧ୀ௧೏
=

௕భି௕బ

‖௕భି௕బ‖
  

𝐁|௧ୀ௧೏
=

(௕భି௕బ)×(௕మି௕బ)

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕బ)‖
  

𝐍|௧ୀ௧೏
=

(𝑏ଶ − 𝑏଴)

‖𝑏ଶ − 𝑏଴‖
csc Φ −

(𝑏ଵ − 𝑏଴)

‖𝑏ଵ − 𝑏଴‖
cot Φ 

eşitlikleriyle tanımlanır. Son eşitlikler Hibrit çatı denkleminde yazılırsa . dereceden bir 

açık 𝛿 𝑁𝑈𝑅𝐵𝑆  eğrisinin  noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

, 

, 

elde edilir. Burada ,  ile vektörleri arasındaki açı ve  dır. 

Teorem 4.18 Kontrol noktaları  ile ağırlıkları  ve knot 

vektörleri  olan . 

dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

, 

, 

 

burada ,  ile vektörleri arasındaki açı ve , 

,  dir. 

İspat. Teorem 3.56 den 𝑑.nci dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin 𝑡 = 𝑡ௗ 
noktasındaki eğrilikleri  

  𝜅|௧ୀ௧೏
==

ௗିଵ

ௗ

௫మ

௬௞

௪బ௪మ

௪భ
మ

‖௕మି௕బ‖

‖௕భି௕బ‖మ
sin Φ  

 𝜏|௧ୀ௧೏
=

ௗିଶ

ௗ

௪బ௪య

௪భ௪మ

௫௬௞

௭௟௠

‖௕యି௕బ‖ ୡ୭ୱ

‖(௕భି௕బ)×(௕మି௕బ)‖
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denklemleriyle tanımlanır. Burada ,  ile vektörleri arasındaki açıdır. 

Son eşitlikler Hibrit çatının eğrilikleri tanımda gözönüne alırsak  . dereceden bir açık 𝛿 

NURBS eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

, 

, 

 

burada ,  ile vektörleri arasındaki açı ve , 

,  dir. 

Teorem 4.19 Kontrol noktaları  ile ağırlıkları  ve knot 

vektörleri  olan . 

dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin  noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

, 

, 

burada ,  ile  vektörleri arasındaki açıdır. 

İspat. Teorem 3.57 den  d. dereceden bir açık 𝛼 NURBS eğrisinin 𝑡 = 𝑡௠ିௗ 
noktasındaki  Frenet vektör alanları  

𝐓|௧ୀ௧೘ష೏
=

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
  

𝐁|௧ୀ௧೘ష೏
= −

(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙ି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙ି௕೙షమ)‖
  

𝐍|௧ୀ௧೘ష೏
=

௕೙ି௕೙షమ

‖௕೙ି௕೙షమ‖
csc Φ −

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
cot Φ  

eşitlikleriyle tanımlanır. Burada Φ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ ile 𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ vektörleri arasındaki açıdır. 

Buradan Hibrit çatının tanımından . dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin  

noktasındaki Hibrit vektör alanları, 

, 

, 
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, 

burada ,  ile  vektörleri arasındaki açıdır. 

Teorem 4.20 Kontrol noktaları  ile ağırlıkları  ve knot 

vektörleri  olan . 

dereceden bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin  noktasındaki Hibrit çatısının 

eğrilikleri, 

 

 

 

burada ,  ile  vektörleri arasındaki açı ve , 

,  dir. 

İspat. Teorem 3.56 den  d. dereceden bir açık 𝛼 NURBS eğrisinin 𝑡 = 𝑡௠ିௗ 
noktasındaki  eğrilikleri  

𝜅|௧ୀ௧೘ష೏
=

௘మ(ௗିଵ)

ௗ௩௣

௪೙௪೙షమ

௪೙షభ
మ

‖௕೙ି௕೙షమ‖ ୱ୧୬ ஍

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
  

 𝜏|௧ୀ௧೘ష೏
=

(ௗିଶ)௪೙௪೙షయ

ௗ௪೙షభ௪೙షమ

௘௩௣

௨௛௥

‖௕೙ି௕೙షయ‖ ୡ୭ୱ ఝ

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙ି௕೙షమ)‖
  

denklemleriyle tanımlanır. Burada Φ, 𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ ile 𝑏௡ − 𝑏௡ିଶ vektörleri arasındaki 

açıdır. Son eşitlikler Hibrit çatının eğrilikleri tanımda gözönüne alırsak  . dereceden 

bir açık 𝛿 NURBS eğrisinin 𝑡 = 𝑡௠ିௗ  noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri 

 

 

 

burada ,  ile  vektörleri arasındaki açı ve , 

,  dir. 

Teorem 4.21 Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ile verilen  𝑛. dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun. O zaman Bezier eğrisi 𝐵(𝑡)'nin 𝑡 = 1 noktasındaki Hibrit vektör alanları 

{𝐓, 𝐍, 𝐁} aşağıdaki gibidir. 



66 
 

 
 

𝐓|௧ୀଵ =
௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
  

𝐁ଵ|௧ୀଵ =
(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖
𝑐𝑜𝑠𝜂 + 𝑠𝑖𝑛𝜂(

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
cot 𝜓ത −

௕೙షభି௕೙షమ

‖௕೙షభି௕೙షమ‖
csc 𝜓ത)  

𝐁ଶ|௧ୀଵ = 𝑠𝑖𝑛𝜂
(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)

‖(௕೙ି௕೙షభ)×(௕೙షభି௕೙షమ)‖
− 𝑐𝑜𝑠𝜂(

௕೙ି௕೙షభ

‖௕೙ି௕೙షభ‖
cot 𝜓ത −

௕೙షభି௕೙షమ

‖௕೙షభି௕೙షమ‖
csc 𝜓ത).  

İspat. Hibrit çatı tanımından ve teorem 3.58 den teorem 4.20 elde edilir. 

Teorem 4.22 Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

𝐵(𝑡) olsun.  eğrisinin 𝑡 = 1 noktasındaki Hibrit çatısının eğrilikleri, 

𝜅̃ଵ =
௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝛽 +

௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝛽, 

𝜅̃ଶ = −
௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝛽 −

௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝛽, 

 

İspat. Hibrit çatı tanımından ve teorem 3.59 den teorem 4.21 elde edilir. 

Teorem 4.23 Kontrol noktaları  ile verilen . dereceden bir Bezier eğrisi 

 olsun. 'nin 𝑡 = 1 noktasındaki Hibrit çatısının türev denklemleri, 

    𝐓ᇱ|௧ୀଵ = ቀ
௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝛽 +

௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝛽ቁ 𝐁ଵ +

(−
௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝛽 −

௡ିଵ

௡

‖௕೙షభି௕೙షమ‖

‖௕೙ି௕೙షభ‖మ
sin 𝜓ത 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝛽)𝐁ଶ, 

𝐁ଵ
ᇱ |௧ୀଵ = − ቆ

𝑛 − 1

𝑛

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ
sin 𝜓ത 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝛽

+
𝑛 − 1

𝑛

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ
sin 𝜓ത 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝛽ቇ 𝐓 + βᇱ𝐁ଶ, 

𝐁ଶ
ᇱ |௧ୀଵ = ቆ

𝑛 − 1

𝑛

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ
sin 𝜓ത 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝛽

+
𝑛 − 1

𝑛

‖𝑏௡ିଵ − 𝑏௡ିଶ‖

‖𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ‖ଶ
sin 𝜓ത 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝛽ቇ 𝐓 − βᇱ𝐁ଵ, 

 

İspat. Hibrit çatı tanımından ve teorem 4.21 den teorem 4.23 elde edilir. 
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SONUÇ 

 Bu çalışmada 𝐵(𝑡),  𝑅𝐵(𝑡), B-spline ve NURBS eğrilerinin Hibrit çatısına göre 

vektör alanları ve eğrilikleri elde edildi. Bu çalışma farklı uzaylarda ve 4-boyutlu 

uzaylarda incelenebilir. 
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