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Damisman: Doc. Dr. A. Nihal TUNCER

OZET

Bu ¢aligma yedi bolimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, c¢alisma boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilmigtir.

Ikinci boliimde, yontem ve materyaller ile ilgili baz1 bilgiler verilmistir.

Ugiincti boliimde, sonsuz serilerin ve Fourier serilerinin mutlak Riesz toplanabilme
carpanlart ile ilgili verilen teoremler daha zayif kosullar altinda ifade ve ispat edilmistir.
Dordunct bolimde, pozitif monoton azalmayan dizilerini alarak, sonsuz serilerin ve
Fourier serilerinin mutlak Riesz toplanabilme c¢arpanlar ile ilgili verilen teoremler daha
zay1f kosullar altinda ifade ve ispat edilmigtir.

Besinci boluimde, yart monoton diziler kullanilarak, sonsuz serilerin ve Fourier
serilerinin mutlak Riesz toplanabilme ¢arpanlart ile ilgili verilen teoremler daha zayif
kosullar altinda ifade ve ispat edilmistir.

Altinct bolimde, hemen hemen artan diziler yerine, daha genis diziler sinifi olan yari
kuvvetli artan diziler kullanarak, sonsuz serilerin ve Fourier serilerinin |C, a|; ve
IN, q.l; toplanabilme carpanlari ile ilgili verilen teoremler daha zayif kosullar altinda
ifade ve ispat edilmigtir.

Son olarak, yedinci bolimde, yapilan ¢aligmalar ile ilgili sonuglar verilerek ¢aligmanin

amact desteklenmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Riesz ortalamasi, Norlund ortalamasi, Cesaro ortalamasi, Abel
donigimi, Holder esitsizligi, Minkowski esitsizligi, Mutlak toplanabilme,
Toplanabilme c¢arpani, Sonsuz seriler, Fourier serileri, Pozitif monoton azalmayan

diziler, Yari monoton diziler, Yar1 kuvvetli artan diziler.
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ABSTRACT

This study consists of seven chapters.

In the first chapter, the basic definitions and theorems that will be used throughout the
study are given.

In the second part, some information about the methods and materials is given.

In the third chapter, the theorems about absolute Riesz summability factors of infinite
series and Fourier series are expressed and proved under weaker conditions.

In the fourth chapter, the given theorems about absolute Riesz summability factors of
infinite series and Fourier series are expressed and proved under weaker conditions by
taking positive monotonic non-decreasing sequences.

In the fifth chapter, the theorems about absolute Riesz summability factors of infinite
series and Fourier series are expressed and proved under weaker conditions using quasi-
monotonic series.

In the sixth chapter, the given theorems about the summability factors |C,a|; and
IN, g, | of infinite series and Fourier series, using quasi-power increasing sequences,
which are the larger class of sequences, instead of almost increasing sequences, are
expressed and expressed under weaker conditions. proven.

Finally, in the seventh chapter, the aim of the study was supported by giving the results

related to the studies carried out.

Keywords: Riesz mean, Norlund mean, Cesaro mean, Abel transform, Holder
inequality, Minkowski inequality, Absolute summability, Summability factor, Infinite
series, Fourier series, Positive monotonic non-decreasing series, quasi-monotonic series,

Quasi-power increasing series.
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SEMBOLLER LiSTESI

: Zan sonsuz serisi

n=1

: Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi

n=1

() dizisi sinirhi

Sinirlt salinimli dizilerin uzay1

E, dizisii¢in F,, — F,,_4

. Lebesque Integral



GIRiS

Fourier serileri Leonhard Euler, Jean le Roand d’Alembert ve Daniel Bernoulli ‘nin
on aragtirmalarindan sonra trigonometrik serilerin ¢aligmasina Onemli katkilarda

bulunan J.B.Joseph Fourier (1768-1830) onuruna isimlendirilmistir.

Fourier ilk sonug¢larin1 1807’ de makalesinde yayinlamig, daha sonra 1822 de yayinladigi
Theorie analytique de la chaleur ‘da Fourier analizini 6zellikle de Fourier serilerini
anlatmigtir. Fourier ‘in arastirmasiyla keyfi bir fonksiyonun bir trigonometrik seri ile

temsil edilebilecegi gercegi ortaya ¢ikti.

Fourier’in fikri karmagik bir 1s1 kaynagini basit sintis ve kosiniis dalgalarinin bir stiper
pozisyonu olarak modellemek ve ¢ozime karsilik gelen 6z ¢oziimlerin bir siper
pozisyonu olarak yazmakti. Bu st iste binme ve dogrusal kombinasyon Fourier serisi

olarak adlandirilir.

Toplanabilme teorisi ise genel olarak Analiz ve Uygulamali Matematik alanlarinda
kullanilmaktadir. Toplanabilme 19.yiizy1l sonlarina dogru yikselise baslamis ve iraksak
serilere olan ilgi artmistir. Toplanabilme teorisinde amag belirsiz 1raksak serilere
olabilecek en iyt degeri karsilik getirmektir Bu degeri bulmak i¢in toplanabilme
metotlarina ihtiyag duyulmustur. Bu metotlardan bazilari matematikgilerin isimleri ile

de anilan Abel, Cesaro ,Euler, Hausdorff , Holder, Norlund, Riesz metotlaridir.

Guniumiizde de toplanabilme metotlar tizerine ¢alisan matematikgilerin birgogu bu 6zel

toplanabilme metotlar arasindaki iligkileri incelemektedir.

1979 yilinda Tanovic-Miller tarafindan alt tggensel matrisler yardimiyla  |A]
toplanabilirlik tamimi yapildi.1985 yilinda Bor tarafindan [N, p,,|,toplanabilirligi ve
1993 yilinda |N, p,,, 8|, toplanabilirligi tanimlamistir.



Bu caligmada ilk olarak hemen hemen artan bir dizinin yerine bir yar1 —f- kuvvetli artan
dizi kullanilarak bilinen bir teoremin |N,p,|, toplanabilirligi genellestirilmistir.
Sonrasinda sonsuz serilerin ve Fourier serilerinin Riesz toplanabilirligi ve mutlak
agirliklt ortalama toplanabilirligi ile ilgili bilinen sonuglar daha zayif sartlar altinda
ispatlanmig ve Fourier serilerinin bir uygulamasi elde edilmistir. Son olarak ise sonsuz
serilerin |N,p,|; toplanabilme ¢arpani ile ilgili bir teorem ispatlanmig ve bu teorem

Fourier serilerine uygulanmigtir.



1. BOLUM

GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolumde konumuzla ilgili olan, genel bilgiler, temel bazi tanimlar ve teoremlere yer

vererek ise baslayacagiz.
1.1.Arastirmanin Amaci

Tezin amaci, yart kuvvetli artan diziler, yart monoton diziler ve pozitif monoton
azalmayan diziler kullanilarak sonsuz seriler ve Fourier serilerinin toplanabilme

carpanlart ile ilgili genel teoremleri incelemektir.
1.2.Arastirmanim Onemi

Norlund, Riesz, Cesaro toplanabilme c¢arpanlari, farkli dizilere ve serilere uygulanarak

elde edilen teoremler toplanabilme teorisinde 6énemli bir alan olugturmaktadir.
1.3.Genel Tanim ve Teoremler

Tanmm 1.3.1. )} a,, sonsuz serisinin kismi toplamlar dizisi (s,,) ve G reel veya karmagik
sayilarin bir cismini gostersin. n,f = 0,1,2,... i¢in a,; € G olmak uzere K = (a,;)

sonsuz matrisi olmak tizere

Wn = Zantst (1.1)

t=0

olarak verilsin. (w,,) dizisine, ), a,sonsuz serisinin K - donigim dizisi denir. Yine
(wy)dizisine, (s,) dizisinin K - donigim dizisi, K ye de diziden diziye bir
doniigimdir, denir. Bu donugimiin var olabilmesi i¢in (1.1) ifadesindeki toplamin

Vn € N i¢in yakinsak olmasi gereklidir [5].



Tamm 1.3.2. n, k=12, . .iken K = (a,,) sonsuz matrisi verilsin. K ile belirtilen bu
matris, limiti korumak sartiyla, yakinsak olan her diziyi ayni zamanda yakinsak olan bir

diziye doniistiriiyor ise K matrisine regilerdir denir [12].
Teorem 1.3.3. Bir A = (a,;)n,t = 1,2,... matrisi regilerdir ancak ve ancak
(a)Her ticin 7{1_{210 a, =0
n

(b) lim ) ay, =1 (1.2)

t=0

(c)Her nigin Zlantl <M

t=0
sartlarin1 saglayacak sekilde bir M pozitif gercel sabiti mevcuttur [7].
Bu teoreme Silverman-Toeplitz Teoremi de denir.

Tanmm 1.3.4. Kismi toplamlar dizisi (s,,) olan ), a,, sonsuz serisi verilsin. Diger taraftan
(sp) dizisinin K = (a,,) matrisi ile verilen (w,) doniisim dizisi, (1.1) ifadesinde

verildigi gibi olsun. Sayet lim w, =r ise, bu takdirde (s,) dizisine veya Y, a,
n—co

serisine r degerine K toplanabiliyordur denir [7].

Tanmm 1.3.5. (s,),), a, serisine karsilik gelen kismi toplamlar dizisi olarak verilsin.
(sp,) kismi toplamlar dizisinin K = (a,,) matrisi ile verilen (w;,) doéntsim dizisi,
(1.1) ifadesindeki sekilde olsun. Sayet (w,,) € BV oluyorsa, Y, a,, serisine ya da (s,)
kismi toplamlar dizisine mutlak K toplanabilirdir, denir ve ), a,, € |K| veya s, € |K]|

seklinde gosterilir[3].

Tamm 1.3.6. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan Zan sonsuz serisi verilsin. Ayrica

(s,) kismi toplamlar dizisinin veya Zan serisinin matris elemanlari

,k <n icin (1.3)

Ak =3in+1
0 L,k>nigin



olmak tuzere K = (a,; )matrisi tarafindan olusturulan (39,,),doéntsimi de

n
1
ﬁn:n_l_lZsk (1.4)

k=0
olsun.Bu durumda (9,) ortalamasina Cesaro doniigimii(ortalamasi) ya da daha kisa

olarak (C,1) ortalamast adi verilir. Eger,

lim 9, =9

n—co

sarti saglamyorsaZan serisi bu ¥ degerine (C,l) anlaminda toplanabiliyordur

denir[7].

Tanim 1.3.7. (9,,), (1.4) seklinde tanimlansin. Eger

[oe]

D =Bl < o0 (15)

n=1

kosulu saglamyorsaZan serisi|C ,1| anlaminda toplanabiliyordur olarak tanimlanir. [8].

Tanmm 1.3.8. Eger £ >1 olmak uzere,

[oe]

D 9, = 9,41 < oo (16)

n=1
sart1 saglamyorsaZan serisi |C ,1|k anlaminda toplanabiliyordur denir [9].

(1.6) ifadesinde ozel olarak, k=1 alimrsa bu durumda |C,1| anlaminda

toplanabilirlik bulunur.

Tamm 1.3.9. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan, Zan sonsuz serisi verilsin. « > —1

igin 9%veh” ortalamalan sirasiyla (s,) ve (na,) dizisinin @ —1nc1 mertebeden 17—

inci (C,1) doénisimini gostersinler. Daha agik olarak



1
05 == > AtThs, (17)
Ay
u=0
n
1
he = _az ua, A< (1.8)
Ay
u=1
gostersin.
Sayet
limd95 =s
n—-oco

sartt saglantyorsa » a, serisi s degerine (C,«r) anlaminda toplanabilirdir denir. Bu

esitliklerde
o n+aoa o o o
Anz[ ]:0(’1)7 n>O’A—n:0’ a>_1’A()=1 (19)

seklindedir [10].

Tanmim 1.3.10. (957), (1.7) ifadesinde verildigi sekilde tanimlansin. « > —1 oldugunda

Zlﬁ,‘{‘ _ 9% | < oo (1.10)
n=1

sarti saglaniyorsa, bu durumda Zan serisi bu § degerine |C,a| anlaminda

toplanabiliyordur denir [8].

Tanmm 1.3.11. Eger k£ >1 olmak tzere,

[oe]

z nk=1198 — 9% |k < oo (L11)

n=1

sart1 saglandiginda Zan serisi s degerine |C ,05|k anlaminda toplanabiliyordur denir

[91.



h% = n(9F — 9%_,) olacagindan (1.11) ifadesi

k

Zl he| <o
n=1 n
olarak da yazilabilir.
Tamim 1.3.12. ( q,,) dizisi
n
Qu= Y @ =0 m > o0y = 4= 0,i 2 ) (1.12)

=0

kosulunu olusturan pozitif sayilarin bir dizisi, (f,) de diziden diziye Riesz veya kisaca

(N, q,,) ortalamasim gostersin. Yani

n
1

by, = _Z qrSr (113)
Qn o

olmak iizere, sayet

limz, = h

n—ow

oluyorsa, Zan sonsuz serisi & degerine Riesz toplanabilirdir veya daha kisa olarak

(N, q,) toplanabilirdir denir [13].

(N, g,,)) metodu regiilerdir ancak ve ancak #—>% igin Q,, > % olmasidir [7].

Tammm 1.3.13. (7,) , (1.13) sart: olarak verilsin. Eger

Dty =ty <o (1.14)
n=1

oluyorsa, Zan sonsuz serisi & degerine |N, q,| toplanabiliyordur denir [1].

Tamim 1.3.14. Eger k21 igin,



«© Q k-1
> (q—) It =tk < o0 (1.15)
n=1 n

oluyorsa, Zan serisi i degerine |N, g, |, toplanabilirdir denir.

Eger (1.15) ifadesinde ¥Yn € N igin q, = 1 alindiginda, |C,1|k toplanabilmeyi elde

ederiz [14].

Ayrica k=1 ve q, 27%1 alirsak |N, g,,|; toplanabilme |R,logn, 1| toplanabilmeye

esdegerdir.

Tamm 1.3.15. Pozitif sabitlerin herhangi bir dizisi 8, olsun. k=1 igin,

DIty =ty 405 < o0 (1.16)
n=1

oluyorsa, Zan serisi, |N, q,,, 6,,| toplanabiliyordur denir [16].

0, =2 alimirsa bu takdirde |N,q,,0,|; toplanabilmesi |N,q,|; toplanabilmesine

an

indirgenir.

Tanim1.3.16. Hepsi birden sifir olmayan, non-negatif sayilarin bir (g,,) dizisi verilmis

olsun.
=G+ +q@++q q>0Mn=0123...)

Olmak tizere bir (s,,) dizisinden bir (U,,) dizisine

n
1
Up = Q_ § On—vSy (1.17)
n —_—
v=0

Ile verilen doniisiime, Norlund doniisiimii veya Norlund ortalamas: denir ve (N, q,,) ile

gosterilir.



(N, q,) ortalamasinin matrisinin elemanlart,

qTL—‘U v < n
Uy =4 @n (1.18)
0 ,v>n

Seklinde tanimlidir.
Tamim 1.3.17. q,, # 0 olmak iizere (s,;) dizisinin (N, q,,) déntsim dizisi(U,) olsun.
Egerk > Oigin,
o Q k-1
D (E) = Ul < o0 (1.19)
= \y

Ise (s,) dizisine k.mertebeden mutlak Norlund toplanabilir veya|N, g, |, toplanabilirdir,

denir.

Bu metod k=1 igin Mears (1937) tarafindan verilen |N,q,| toplanabilme metoduna

indirgenebilir.

Tammm 1.3.18. Herhangi iki toplanabilme metodu K ve L olsun. K metodu ile
toplanabilen bir dizi ayn1 degere L metodu ile toplanabiliyor ise K metodu L metodunu

gerektiriyor denir. K — I seklinde gosterilir. K <L ve L <K ise iki toplanabilme

metodu birbirine denktir[7].

Tamim 1.3.19. Herhangi bir Y a,, serisi verilsin. ), a, v, serisi K toplanabilme metodu
tarafindan bir degere toplanabiliyorsa, bu (v,) dizisineZan sonsuz serisinin K

metodu i¢in bir toplanabilme ¢arpani denir [17].

Tanmm 1.3.20. Herhangi iki pozitif sabit G ve H olsun .(j,,) de pozitif sabitlerin artan bir

dizisi olmak tizere
Gj, <i, <Hj, (1.20)
kosulunu saglayan(i,,) pozitif dizisine hemen hemen artan dizi denir[26].

Tanmm 1.3.21. Biitin b > ¢ > 1 ig¢in
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Th2W,, > c°W, (1.21)

Esitsizligini saglayacak sekilde bir T = T(9,W) > 1 sabiti varsa bu takdirde (W},)

pozitif sabitlerin dizisine yart @ — kuvvetli artan bir dizi adi verilir [19].
Tanim 1.3.22. (Abel Kismi Toplama Formiilii)

Karmasgik sayilarin iki dizisi (ey,) ve (f;) verilsin.

Seklinde tanimli olduguna gore

n n—1
> e = ) wilbfi +waf (1.22)
k=1 k=1
dir [18].
Bu formile Abel Dontisimi denir.
Tamim 1.3.23. (Holder Esitsizligi).
T 1313, e, Ty 2 0, V€ 51,57, 83 oo ,Sp =0 ve g > 1icin, %+$ =1 olmak

tizere Holder Esitsizligi

! q’
s ) (1.23)

Seklindedir [5].
Tamim 1.3.24. (Minkowski Esitsizligi).
T4, 7273 e ey Ty 2 0,815253 e oS 2 0 we k > 1 verilsin.

Bu takdirde Minkowski Esitsizligi
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(Zn: (ry + &J")F < (Zn: (ru)")F + (Zn: (Su)k)F (1.24)

Seklindedir [5].

Tamim 1.3.25. Her x i¢in f(x + ¢) = f(x) olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi mevcut
isef fonksiyonuna periyodik fonksiyon ve ¢ sayisina da f nin en kigiik esas periyodu

denir.

Bilindigi tzere sinx ve cosx trigonometrik fonksiyonlar 2w periyotlu, periyodik

fonksiyonlardir. Bu durumda her u € N i¢in a,, ve b, lar keyfi sabitler olmak tizere,
a,cosux + b,sinux (1.25)
Fonksiyonu 27 periyotlu, periyodik bir fonksiyondur [38].

Tanmm 1.3.26. x bir reel degisken ve ay, ay, ... by, .... ler de x den bagimsiz katsayilar

olmak tuizere

1 co
> %o + z(aucosux + b, sinux) (1.26)

u=1
Seklindeki seriye bir trigonometrik seri denir. Ayrica
1 n
K(x) = > %o + Z(aucosux + b, sinux) (1.27)
u=1
Sonlu trigonometrik toplamina n inci mertebeden bir trigonometrik polinom denir. [38]

Tamim 1.3.27. f, [—m, ] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ve a,, b,, da

[ den elde edilen Fourier katsayilari olmak iizere

1 co
> %o + Z(aucosux + bysinux) , (-t <x <m) (1.28)

u=1
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Trigonometrik serisine f tarafindan meydana getirilen veya f fonksiyonuna ait

Fourier serisi denir ve sembolik olarak

1 co
f(x)~§ ap + Z(aucosux + b, sinux) (1.29)
u=1

Seklinde gosterilir.

f(x) in Fourier serisinin sabit teriminin sifir oldugu farz edilirse, bu durumda

ff(x)dx =0 (1.30)
Ve
f(x)~ ) (a,cosux + b,sinux) = C,(x) (1.31)
Olur [38].
Teorem 1.3.28. (q,)
G =0(ng,), n-—o (1.32)

Olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger

on =0(1), m — o (1.33)
Z nY, |A%@,| = 0(1), m — oo (1.34)
n=1

Tn .
D rlml =00, moe (135)
n=1 n

Kosullari saglaniyorsa o zaman Y, a, ¢, serisi k > 1,¢in |N, q,|) toplanabilirdir [2].
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Eger tim n degerleri ig¢in q,, = 1 alirsak, o zaman biz Mazhar’in sonsuz serilerin

|C, 1|}, toplanabilme ¢arpanlarn ile ilgili bilinen sonucunu elde ederiz [20].
Teorem 1.3.29. (q,,) bir pozitif sayilar dizisi olsun oyle ki
0n=0(ng,), n-o. (136)

(Y,,) pozitif monoton azalmayan bir dizi olsun. Eger (Y,,) , (¢,,) ve (g,,) dizileri

oY =0(1), m-oo (1.37)
m
> la%,] = 0() (138)
n=1
m
z%lhnl" =0(Yp), m— o (1.39)
n=1 n

Kosullarin1 sagliyorsa Y, a,,¢,, serisi |N, q, | toplanabilirdir.(k > 1) [22].

Teorem1.3.30. ¢,, > 0, n — oo olsun. Kabul edelim ki her n
icin Y nu,, logn,Y, A, logn yakinsak ve |A@,| < |A,|olacak sekilde (A4,,)sayilarinin bir

U-yart-monoton dizisi olsun. Eger

m
1
Z—lhnlk = 0(logm) ,m > o (1.40)
n=1n
Oluyor ise 0 zaman Y, a,,¢,, dizisi |C, 1|, toplanabilirdir.( k = 1) [26].
Teorem 1.3.31. ¢,, = 0,n — oo olsun ve (q,) bir pozitif sayilar dizisi olsun oyle ki

Qn =0(ng,) ,n > o . (1.41)

Kabul edelim ki her n i¢in Y nu,Y,, Y A,Y,yakinsak ve |A¢@,| < |A,|olacak

sekilde(A4,,) sayilarinin birg-yari-monoton dizisi olsun. Eger

m
Z%mnv‘ = 0(Y,), m— o (1.42)
n=1 n
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Oluyor ise 0 zaman Y, a,,¢,,dizisi |N, q,|) toplanabilirdir.( k > 1) [24].

Uyari: Tum n degerleri i¢in q,, =1 alirsak (bu durumda Y,~logn), o zaman

Teorem1.3.31, Teorem1.3.30'a indirgenir.

Teorem 1.3.32. gy > 0, q,, = Ove(q,) artmayan bir dizi olsun ve (Y,,) hemen hemen

artan bir dizi olsun dyle ki |AY,| = O(Y,,/n).
Eger
1
Ezlhnl" =0(Y,),m— o (1.43)
n=1

Ise burada (h,,), (na,,) dizisinin n’inci (C,1) ortalamas1 ve (¢,,) bir dizi dyle ki

[oe]

Z n|A2g, |Y, < oo (1.44)
n=1
lonlY, = 0(1) ,n > (1.45)

O zaman Y, a,,Q0,, ¢, (n + 1)t dizisi |N, g,,|, K = 1 toplanabilirdir [28].

Teorem 1.3.33. (g,,) Teorem 1.3.32 ‘deki gibi olsun ve (Y,,) hemen hemen artan bir
dizi olsun oyle ki |AY, | = 0(Y,,/n).Ayrica, Y nu,Y, < o olan g-yari-monoton,
Y A,Y, vakinsak ve tim n i¢in |A¢,| < |4, | olacak sekilde bir (A4,) say1 dizisi

oldugunu varsayalim.

Eger (1.45) ve

N (O
Z L = O(f) ,m = o0 (1.46)

Sartlart saglandiysa o zaman Y a,Q,¢,(n+ 1)1 dizisi k> ligin [N, q,lx
toplanabilirdir [29].



2. BOLUM

YONTEM VE MATERYALLER
2.1.Yontem

Oncelikle kapsamli bir literatiir taramast yapilmistir. Gerek kiitiiphanede bulunan
kaynaklar gerekse internet ortaminda olan mevcut kaynaklar ve makale taramalar ile

elde edilen ¢alismalar incelenmistir.
2.2. Materyaller

Bu tez calismasinda yer alan materyaller; mutlak toplanabilme teorisi ile ilgili

yayinlanmig kitap ve makalelerdir.



3. BOLUM

SONSUZ SERILERIN VE FOURIER SERILERININ [N, q,|x
TOPLANABILME CARPANLARI UZERINE TEOREMLER

Bu boliimde sonsuz serilerin ve Fourier serilerinin mutlak Riesz toplanabilme ¢arpanlar
ile ilgili verilen Teorem 1.3.28 ve Teorem 3.2.1 i1 daha zayif kosullar altinda

ispatlanacak olan iki teorem ifade edilecektir.

3.1. Ya,e, serilerinin daha zayif kosullar altinda |N,q,|;, Toplanabilme

Carpanlar1 Uzerine Teoremler

Teorem 3.1.1. Eger (Y,,),(¢,) ve (q,) dizileri (1.32) - (1.34)ve

Gn B
— =0(Y,) ,m— o (3.1

kosullarim saglhiyorsa Y. a,,¢,, serisi k > 1icin, |N, q,,|) toplanabilirdir.

Uyann : k=1 oldugunda (3.1) kosulunun, (1.35) kosuluna indirgendigi
unutulmamalidir. k > 1 oldugunda kosul (3.1), kosul (1.35) den daha zayiftir, ancak bu

durumun tersi dogru degildir .[21]’de oldugu gibi eger (1.35) saglanmigsa o zaman

N I"_ ' n
TZQ_ O(Yk )ZQ—hlk 0(¥,)

elde edilir.

Eger (3.1) saglanmigsa, (k > 1) i¢gin,



Zﬁlhnl’% Zyk 1 0 |
n —
n=1 n n=1 Qn YT{{ '
m
Iy |hn]*
= o y e
" Qn Y1

= 0(Y) # 0(Ym
elde edilir.

Lemma 3.1.2. Teorem 3.1.1 in sartlan altinda,

n¥,|Ap,| = 0(1), n -

D Valag,l <o
n=1

Volgnl = 0(1), n— oo

Olarak alinir [2].

17

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Ispat :(E), 3 a,¢, serisinin (N, g,,) ortalamasinin bir dizisi olsun. Bu durumda tanim

geregi

1 n u 1 n
Fn = Q_Z quz Ae Qe = Q_Z(Qn - Qu—l)au(pu
"u=o t=0 =0

yazabiliriz. n = 1igin,

1
Qn—l -
u

1 n
Fn - Fn—l = Q_Z(Qn - Qu—l)au(pu -
nu=0

n
— qn Z Qu—l(pu ua
QnQn—l - u “
u=1

bulunur. (3.3) in sag tarafina Abel dontisimu uygulanirsa,

n-1
Z(Qn—l - Qu—l) Ay Pu
=0

(3.5)

(3.6)



- Qu 1(pu qn(pn
E —F, _ Z < )Zta + Zua
non e QnQn < Lt Qo
n—1
_ 4 Dy Zq o,
nQn QnQn—lu=1 wwr

n—1 n 1 n—-1 1

an Z u n
+ 0, A0 h + Z h, =
QnQn—l L u (pu u u QnQn—l L Qu(pu+1 u u

:Fn,1+Fn,2+Fn,3+Fn,4

elde edilir.

Teoremin ispatint tamamlamak i¢in Minkowski Esitsizliginden yararlanarak,

*® ) k-1 .
— E..|” <o ,a=1,234icin
, ¢

oldugunu gostermek yeterlidir.

Ik olarak Teorem 3.1.1. ve Lemma 3.1.2. nin hipotezleri sayesinde

i(%)k |Fa| = 0(1)Zl<pnl" 1I<pn| Ih |k

=
1l
[y

n=1 Qn YT{{_
m—1 n m
G [Py [* n |hnl*
= 0(1) Al(pnlz_uylzt_l + O(l)l(pml ZQ_nY;l—l
n=1 u=1 % U n=1 <"
m—1
= 0(1) ) [AgylY, + 0(DlgnlYy
n=1

=0(1),m-> o

18
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elde ederiz. Ayrica F,, ; de oldugu gibi

m+1 00 m+1 . 1«
Z;(E) |Fn2| —0(1)2 0.0 1(2 Qo P * 1 00| )X(Qn_l qu)

u=1

m+1
—01Z| [ ulqulhul )
D ) loy oulqu Qnin
n=u+1
N IR,
q
=0(D) ) leul g i
u=1 utu
=0(1),m - o

elde ederiz. Yine (1.32)’ yi kullanarak Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.2 hipotezleri

sayesinde
S (@) e —0<1>nil {Z RIVATTS |}
s \q 0k, | &
m+1 g
=0(1)Z 00" (Z uqy|Agy|lh, I)

m+1

n-1
— In k k
=0 Z o (z Gu(ulbg ¥ iy )

n—1 k-1
y 1
Qn—luzlqu
m+1

m
= 0(1) ) quCulBp, D uldpylgy Il
u=1

n=u+1

(QnQn 1

N qu |
=0(1) ) ulag,| 2
u=1 QuYu



< ALK
=0(1) ) Auldg,h Yy Lt
u=1

k—1
i tY;

YAk
+O(D)m|Ag,| Y L

k-1
~ uY,
m—1
= 0(D) ) 18dp,DIY, + O(DmIAg, |V,
u=1

m—1 m—1
= 0(1) ) uV 8%, | +0(1) ) V,I6p,]
u=1 u=1

+0()m|A@, [V,

=0(1) ,m->
elde ederiz. Son olarak (1.32)’ yi kullanarak, F,, ; de oldugu gibi

k=1 m+1 n
Qn

1 K
Kk q Q

()[Rl =) ( 7“|<pu+1||hu|)
= Onln1 \ &=
m+1

= u
n-1
q
=0 Y = Y qulpu Il
- (QnQn—l -
n=2 u=1

n—-1 k-1
y 1
Qn—l qu
u=1

m+1

m
- q
=00 . qulounl ol ) o
u=1 n<¥n—1

n=u+1

N Gulhul
=0(1) ) lpusal s
u=1 utu

=0(1),m- o

20
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elde ederiz. Bu da Teorem 3.1.1 in ispatini tamamlar.

3.2. YA, (x)@, serilerinin daha zayif kosullar alinda |N,q,|, Toplanabilme

Carpanlar1 Uzerine Teoremler

Eger
D 1, <o
n=1

ise(,,) dizisine simirli salinimli dizi denir, ve (¢,,) € BVile gosterilir.

f(t) ,2m peryotlu ve (— T, n) boyunca L integrallenebilen periyodik bir fonksiyon olsun.

1 co co
f(x)~§ a, + Z(an cosnx + b, sinnx) = Z A, (x),
n=1 n=0

B(R) =3 (7Cx +h) + fx — )}

ve

a h
fuh =1z | (k= pC0dn,  (@>0)

dir.

h,(x), (nAn(x)) dizisinin(C, 1) ortalamasi olmak tizere, eger B,(h) € BV(0,m) ise
h,(x) = 0(1) dir [6].

Bu acgiklamalari kullanarak, Fourier Serileri ile ilgili asagidaki teoremleri ifade

edebiliriz.

Teorem 3.2.1. Eger p,(h) € BV (0,m) ve (q,,), (¢,) ve (Y,) dizileri Teorem 1.3.28
’in kosullarim sagliyorsa, o zaman Y, A, (x)¢,, serisi k > 1igin |N, g, |, toplanabilirdir

[2].

Eger bitin n degerleri i¢in q, = 1alirsak, Fourier Serisinin |C, 1|, toplanabilme

carpanlart ile ilgili Mazhar’in bilinen sonucunu elde ederiz [20].
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Simdi, Teorem 3.2.1 i daha zayif kosullarda ifade ve ispat edecegimiz asagidaki

Teoremi verelim.

Teorem 3.2.2. Eger p,(h) € BV (0, 1) ve (g,,), (¢,,) ve (Y,) dizileri Teorem 3.1.1°in
kosullarim1 yerine getirirse, o zaman Y A,(x)¢, serisi k> 1 icin, |N,q,lx

toplanabilirdir.

Eger tim n degerleri igin q,, = 1 alirsak, Fourier Serilerinin |C, 1|, toplanabilme

carpanlart ileilgili yeni bir sonug elde ederiz.



4. BOLUM

SONSUZ SERILERIN VE FOURIER SERILERININ MUTLAK
AGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILIRLIGI UZERINE
TEOREMLER

Bu bolumde, (Y;,,) pozitif monoton azalmayan dizilerini alarak, sonsuz serilerin ve
Fourier serilerinin mutlak Riesz toplanabilme ¢arpanlan ile ilgili verilen teoremleri daha

zay1f kosullarla ispatlayacak olan iki teorem ifade ve ispat edilecektir.

4.1. Y a,@, serilerinin pozitif monoton azalmayan dizi yardimyla |N,q,|.

Toplanabilme Carpanlar1 Uzerine Teoremler

Teorem 4.1.1. (Y,,) pozitif monoton azalmayan bir dizi olsun. Eger (Y,,), (¢,,)ve (g,,)
dizileri (1.36)-(1.38) kosullart ve

m
In Ih I"

n=Q )

=0(Y,,), m— o (4.1)

kosulunu sagliyorsa Y. a,,¢,, serisi |N, q, |, toplanabilirdir.(k > 1 igin.)

Uyan 4.1.2. Dikkat edilmelidir ki, k=/ oldugunda (4.1) sart1 (1.39) sartina

indirgenebilir.

k > 1 oldugunda (4.1) sart1 (1.39) sartindan daha zayiftir. Fakat tersi dogru degildir.
[21]°de oldugu gibi eger (1.39) sart1 saglanirsa

N I"_ ' n
TZQ_ O(Yk )ZQ—hlk 0(¥,)

elde edilebilecegini gorebiliriz.
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Eger (4.1) sart1 saglanirsa k > 1 i¢in

= 0(Yn) # 0(Yy)
elde ederiz.

Lemma 4.1.3. Teorem 4.1.1 sartlar1 altinda

D Valag,] <o (4.2)
n=1

nY,|Ag,| = 0(1),n— o (4.3)
Elde ederiz [22].

Teorem 4.1.1 in ispati : (F,) dizisi Y a,¢, serisinin (N,q,) ortalamasi olsun. O

zaman tanim geregi

F, = Qizn: Qu zu: ar @y = Qizn:(Qn — Qu-1)ay ¢y (4.4)
"u=0 =0 " u=0

Bulunur. Buna goére n > 1 igin

n
qn Qu—l(pu

E,—F, ;= E ua 4.5

n n—1 QnQn_l ] u u ( )

Elde ederiz.

(4.5)1in sag tarafina Abel Donlisimiini uygularsak



n

Foct = G0 Z (B 1%)2’"“”%: D, v

=1 r=1

E, —

n-—1 u
_ (4 Dy L Z <Qu_1<pu B Qu<pu+1> Z a
nQn QnQn—l =1 u u+1l "

r=1

_ (n+ Dg,h, 0,
nQ,

qn Z <Qu(pu qu(pu Qu(pu+1 Qu(pu+1
— +
QnQn 1 u u u+1 u

il Qu(pu+1
u

)hu(u+ 1)

_ (n+ Dgphyen n u+1
o - quhu(pu_
nQn QnQn—l =1 u

+1
Q Q 12Qu((pu (pu+1)h z

4 z ! ! h,(u+1
QnQn—l _1Qu(pu+1(u u+1) u(u )

_ (n+ Dgphye, n u+1
- - quhu(pu
nQn QnQn—l =1

n— n—-1
qn Z u+1 qn 1
+ QulAp,h + Z Q hy —
QnQn—l L u (pu u u QnQn—l - u(pu+1 u u

= Fyq + Fp + Fy 3 + F, 4 elde ederiz.

Teoremin ispatint tamamlamak i¢in Minkowski Esitsizliginden

[oe]

( ) |Fnr <o ,r=1234icin

n=1

25
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Oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Ik olarak Teorem 4.1.1 ve Lemma 4.1.3 hipotezleri sayesinde

m k—1 m k-1
() =2 ()

n=1

k
(n+ 1q,h, 0,
n@,

m
- q
= 0(D) ) loal " lgal G- Il
n=1 "

k
_ 0(1)z| L dn qn |l

Qn Yk 1
m—1
Qu || Gn R
=0(1 z A Z +0(1 Z
(), 8leul ) pogger + 0Dleml ) 5o
m—1
= 0(1) ) 189, 1%, + 0Dl pnlVin
n=1
=0(1) ,m—- o
Elde edilir.Ayrica F,, ;’de oldugu gibi
m+1 k-1 m+1 k=1 n— k
2, TRl = 3 () Z”“qhw
n=2 n w2 n QnQn 1 =1 e

m+1

n—1 k
= 0(1) z an:%_l (Z qulhull%l)
—0<1>nil o (z Gl |<pu|k)x(Qn Z )

m+1

_0(1)Zl<pul" Ml qu oy | Z Q Q -1

n=u+1




Elde ederiz.

Tekrar (1.36)’y1 kullanarak, Teorem 4.1.1 ve Lemma 4.1.3 hipotezleri sayesinde

m+1 _ k

m+1 Ok ) o
Z(;) Fusl =2 () fog 12%%

n=2

m+1

2 o 1(2 Qule, Ik, |)

m+1 I

= o) 2 o (2 uqu|A¢u||hu|)

m+1

=0 2 o 1(2(um<pu|)kqu|h |’<)>< (Qn 2 ) _

m+1

- 0(1)2(um<pu DF T lAgulqulial* >

n=u+1

QnQn 1

o h
—0(1)2 g, | e &

T T' u h i
—0(1)2A( |A<pu|)2q Pl s 0m m|22ulyk s

m-1

= 0(1) ) [A@IAGDIY, + O(DmIAg Yy,
u=1
m-1 m-1

= 0(1) ) w180, +0(1) ) Yyl8g,] +0(1) mlAg, Yy,

u=1 u=1

27
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=0(1) ,m — o elde ederiz.
Son olarak (1.36)’y1 kullanarak

m+1 _ k

S O\ k o\"
; <E> [Fual” = ; <E> 0.0 1ZQu<pu+1 v

m+1

= o) 2 oF (z|<pu+1|qu|h |)

m+1

n—1
— In k k
= o) 2 7 (Zl|<pu+1| Qullal )

n—1 k—1
& 1
q
Qn—lu=1 b
m+1

=0(1 :E: k-1 h k :E:
( ) |¢u+1| |¢u+1|qu| | QnQn 1

n=u+1

Nk

=0(1) ,m—- o
Oldugu gorilir.
Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

4.2. ¥ A,(x)@, serilerinin pozitif monoton azalmayan dizi yardimiyla |N,q, |,

Toplanabilme Carpanlar1 Uzerine Teoremler

f(t) , 2 periyotlu periyodik ve (—m, ) tzerinde (L) integrallenebilir bir fonksiyon

olsun.

1 co co
f(x)~§ ay + Z(ancosnx + b, sinnx) = Z C,(x)
n=1 n=0
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B(R) =~{f(x + 1) + f (x — B)} and B,(h)

a rh
= ﬁf (h —w)* 1B (w)du, (a > 0)

yazilir.

Su iyi bilinir ki, h,(x), (nC,(x)) dizisinin (C,1) ortalamasi olmak lzere, eger

B1(h) € BV (0, 1) ise bu takdirde h,(x) = 0(1) dir [6].
Bu durumu kullanarak Fourier Serileri vasitasiyla asagida ki asil sonucu elde ederiz.

Teorem 4.2.1 Eger pB,(h) € BV(0,%) ve (q,),(¢,) ve (Y,,) Teorem 4.1.1 ’in
sartlarini  saglayan diziler ise bu takdirde Y C,(x)¢, serisi |N,q,|x ,k>1

toplanabilirdir.

Eger tim n degerleri igin q, = 1 alirsak, Fourier Serilerinin |C, 1| toplanabilirlik

faktorleri ile ilgili yeni bir sonug elde ederiz.



5. BOLUM

YARI MONOTON DIiZIiLERIN SONSUZ SERILERE VE FOURIER
SERILERINE UYGULANMASI UZERINE TEOREMLER

Bu bolumde yart monoton diziler kullanilarak, sonsuz serilerin ve Fourier serilerinin
mutlak Riesz toplanabilme ¢arpanlan ile ilgili verilen Teorem1.3.30 ve Teorem 1.3.31

daha zayif kosullar altinda ispatlanacak olan iki teorem ifade edilecektir.

5.1. Y a,p, serilerinin yar1 monoton diziler yardimiyla |N, q,|;, Toplanabilme

Carpanlar1 Uzerine Teoremler

Bu bolumde Teoremi 1.3.30°’u zayif kosullar altinda kanitlayacagiz. Bunun igin

asagidaki teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 5.1.1. n — oo ¢,, = o olsun.), nY, i, ile p-yari-monoton olan bir say1 dizisi

(4,,) oldugunu varsayalim, }, A4,, Y,, yakinsak ve tim n i¢gin |A¢@,| < |A,|.

Eger (1.41) ve

=

iq—hl —0(Y,),m - (5.1)
n=Q )

Kosullar saglamyor ise Y. a,,¢,, serisi [N, q,|) toplanabilirdir, k > 1 i¢in.

Uyart: k = 1 oldugunda kosul (5.1)’un kosul (1.42)’ye indirgendigi unutulmamalidir.
k > 1 oldugunda kosul (5.1) kosul (1.42)’den daha =zayiftir ancak tersi dogru
degildir.[21] ‘de oldugu gibi eger (1.42) saglanmigsa 0 zaman

> el — o) Y
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=0(Y;,),m— o0

Elde ederiz.

[25] 'de oldugu gibi, k > 1 oldugunda tersinin yanlis oldugunu gostermek i¢in agagidaki
ornek yeterlidir. ¥,, = nf, 0 < 8 < 1 ,ve benzeri bir dizi (v,,) olusturulabilir 6yle ki

G [ha]*
Qn Yk 1 Yn_Yn—l
Dolay1siyla
m
Sl q_lh A
= 0n Y,
Ve bu yuzden
m m m
q _ _
D =) - v ¥ = ) (0 - (= D)ty
n=1 " n=1 n=1

m
> B z nB—1 pBk-1)

Olur. Bu, (1.42) 'nin (5.1) anlamina geldigini ancak tersine olmadigin1 géstermektedir.
Teorem 5.1.1'in kanit1 igin agsagidaki lemma ya ihtiyacimiz var.

Lemma 5.1.2. Teorem5.1.1 sartlar altinda biz,

lonl¥, =0(1), n->o (5.2)
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nY,|A,|=0(1) ,n—->o (5.3)
Z nY,|AA,| < o (5.4)
n=1

Olarak aliriz [24].
Teorem 5.1.1. in ispati

(K,) , Y a,@, serisinin (N, q,) ortalamasimn bir dizisi olsun. Bu durumda tamm

geregi biz

Ko = Qiz oPc. ol Qii«zn ~Qu)aup (55)
"u=0 =0 " u=1

n = 1i¢in biz

n-—1
1
Qn—l ;(Qn—l - Qu—l) AyuPu

1 n
Kn - Kn—l = Q_Z(Qn - Qu—l)au(pu -
nu=1

n

o
= u—1Puly
QnQn—l by Q 1(p

=1

qn i Qu—l(pu
= ua, 5.6
QnQn—l et u ( )

Elde ederiz. (5.6) in sag tarafina Abel doniisimu uygulanirsa,

n—1 u n

In z <Qu_1<pu>2 qn<pnz
K, —K, ;= A ra, + ua
" not QnQn—l - u - " nQn - “
u=1 r=1 u=1
n—1
_ 4+ D zqh(puﬂ
nQn QnQn—l =1 Ty

q u+1

n—1
n
0,Ap,h
B 2 Qe
u=1

+

n—1 1

an Z
+ Q Ry —
QnQn—l - u(pu+1 u u
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= Kn,l + Kn,z + Kn,3 + Kn,4
Elde edilir.

Teorem 5.1.1°in ispatin1 tamamlamak i¢in Minkowski Esitsizligi ile

Z <&> Kol <00 o =1,234igin (5.7)
Li\q,

Oldugunu gostermek yeterlidir.

Ik olarak Teorem5.1.1 ve Lemma 5.1.2 hipotezleri sayesinde

i(%) |Kn1| _0(1)Z|(pn|k 1|(pn|qn|Q:|k—0(1)Z| nlg: |Y’:l|k

n=1

m—1 q | |k q |h |k
u 1y n
= 0(1) Z Al(pnlz Qu Yk 1 + O(l)l ml Z Qn Yk 1
n=1
m—1
= 0(1) ) [Ag,lY, + 0(DlglYy
n=1

m-1
= 0(1) z 14n Y + O(D) @] Vi
n=1

=0(1) m-ooo

Elde ederiz. $imdi K;, ; de oldugu gibi Holder’in esitsizligini uygularsak

m+1

mil <%>R_I|Kn,2| =0(1) Z 00 1(2 ol | I%I")
n=2
1 n—1
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m+1

—0<1>Z|<pu|k Houdguhal ) 5

n=u+1

N Qulhl”
=0(1) ) loul g yis
u=1 u‘u

=0(1) , m-> o

Elde ederiz.Tekrar (1.41) ‘i kullanarak Teorem5.1.1 ve Lemma 5.1.2 hipotezleri

sayesinde
m+1 Q k— m+1 n—1 k
S Kl 0(1)2 Qu|A<pu||hu|}
n=2 n Qn‘ “1w=1
m+1 n—1 k
q
=0(1) ) o ( uqulAu||hu|)
n=2 <1 \y=
m+1 n—1
q
=0 Y o D qu(ulAuD ¥
- QnQn—l -
n=2 u=1

m+1
—0<1>Z<u|A Dl Ll
QnQn 1
n=u+1
2l ha |
=0(1 Z
(D)), uldul s
m—1 K m K
h
=0(1>ZA<u|Au|> ‘“',J'l +o(Dmla,l Y Blel
rY; uY,;
u=1 u=1
m—1

= 0(1) D 184 DIY, + 0(DmldyY,,

u=1
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m-—1

= 0(D) )|+ DAIAL = 1AylYy + 0Dl Ay |V

u=1
m-— m-—

= 0(1) D w84yl +0(1) ) [Aul¥y + 0(DmlAn] Yy
u=1 u=1

=0(1) , m-> o
Elde edilir.Son olarak (1.41)’1 kullanarak K, ,’de oldugu gibi

m+1 m+1

2, (%)k sl =00 ) 7 (ZQ”|¢u+1||h |)

Il
)
s
—
p—
i gk
+
[ury
)
=
QIR
3
;_\
3
;_\
Q
€
<
+
=
=
=
N——

m+1

_0(1)un|(pu+1|k 1|(p”+1”h |k Z QnQn 1

n=u+1

N G| |
= 0(1) ) || B = 0(1) ,m = oo
QuYu
u=1
Elde ederiz. Bu Teorem5.1.1°in ispatin1 tamamlar.

5.2. Trigonometrik Fourier Serilerine Uygulama

f, 2m peryotlu ve (— T, n) boyunca Lebesgue integrallenebilen periyodik bir fonksiyon

olsun. Trigonometrik Fourier f serisi,
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1 co co
f(x)~§ao + Z(an cosnx + b, sinnx) = Z C,(x)
n=1 n=0

1
W) =s{f(x+h) +flx—h)}

a (" )
ve B.h = ﬁj;) (h —w)* 'B(w)du, (a > 0).

Eger p1(h) € BV(0,m) ise h,(x) = 0(1), burada h,(x), (nd,(x)) dizisinin (C,1)

ortalamasidir [6].

Bu gercegi kullanarak asagidaki trigonometrik Fourier serisi ile ilgili sonucu elde

ederiz.

Teorem 5.2.1. Eger B,(h) € BV(0,m) ve (4,), (p,)ve (Y,,) dizileri Teorem 5.1.1°in

kosullarini yerine getirirse o zaman Y, C,(x),, serisi |N, q,, | toplanabilirdir,k > 1.

Eger tim n degerleri i¢in q,, = 1 alirsak, Trigonometrik Fourier Serilerinin |C, 1|
toplanabilirlik faktorleri ile ilgili yeni bir sonug¢ elde ederiz. Sonug olarak eger k = 1
alirsak Trigonometrik Fourier Serilerinin |N, g,,| toplanabilirlik faktorleri ile ilgili yeni

bir sonug elde ederiz.



6.BOLUM

SONSUZ SERILERIN VE FOURIER SERILERININ |C, a|,ve
IN,q,|, TOPLANABILME CARPANLARI UZERINE
TEOREMLER

6.1. Y a, @, serilerinin |C, a|;, Toplanabilme Carpanlari ve

Y a,Q,9,(n+ 1)1 serilerinin [N, q,|;, Toplanabilme Carpanlar1 Uzerine

Teoremler

Bu bolimde hemen hemen artan bir dizi yerine, daha genis diziler sinifi olan yari
kuvvetli artan diziler kullanarak, Teorem1.3.32 ve Teorem1.3.33 * ii genellestiren iki

teorem ifade ve ispat edecegiz

Teorem 6.1.1.(Y,,) bazt f(0 < B < 1) igin bir yan -f- power artan dizi olsun. Ayrica
kabul edelim ki her n i¢in Y nu, Y, < oo , AA, < ., > A, Y, vyakinsak ve |A@,| <
|A,|olacak sekilde (A,)sayilarinin bir p-yari- monoton dizi olsun.Eger (1.45)-(1.46)
sartlart saglamiyorsa bu taktirde Y a, ¢, serisi |C,a|, (0<a<lvek >1)

toplanabilirdir.

Teorem 6.1.2. (q,,), Teorem A ‘da ki gibi bir dizi (¥,;) de bazt B(0 < B < 1) igin bir
yari-f- power artan dizi olsun. Ayrica kabul edelim ki her n igin Y nu, Y,,, AA, < i,
Y A,Y, yakinsak ve |Ag,| < |4, | olacak sekilde (A,) sayilarinin bir g-yari-monoton
dizisi olsun. Eger (1.45)-(1.46) sartlari saglamiyorsa bu takdirde Y, a,,q,,¢,(n + 1)1
serisi |N, gl , (k = 1) toplanabilirdir.

Teoremlerin ispati igin asagidaki lemmalart kullanacagiz.

Lemma 6.1.3. Eger 0 < a < 1ve 1 < u < n ise bu takdirde
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u m
_ max _
ZA,O;_; ag| <4 ZA?n_lqaq (6.1)

dir.[32]

Lemma 6.14. Eger —1<a <,k > 1ve ) a, serisi|C,al|, toplanabilir ise bu
takdirde ), a,, serisi |C, |, toplanabilirdir[34]. Bu Lemmanin k = 1 olmasi durumu

Kogbetliantz’dan kaynaklaniyor [18].
k > 1 olmast durumu Flett ‘in bir teoreminin 6zel bir versiyonudur.([9],Teorem6.1.1])

Lemma 6.1.5. (Y,)) bazt (0 < B < 1) igin bir yan-f-power artan dizi olsun. Eger
(A4,), A4, < u, ve Y nu,Y, < oo sartlan ile birlikte bir p-yari-monoton dizi ise bu

taktir de ,
z nY,|AA,| < oo (6.2)
n=1
nA,Y, =0(1),n > o (6.3)
dir. [30]

Lemma 6.1.6. ,q, > 0, q,, = 0 ve (g,,) bir monoton azalan dizi olsun. Eger ), a,, serisi
|C, 1| toplanabilir ise bu takdirde Y a,Q,(n+ 1)1 serisi [N,q,l, (k =1)
toplanabilirdir [37].

Teorem 6.1.1 in Ispat1 : (na,¢,) dizisinin ortalamas: (E%),0 < a < 1ile n.(C,a)
olsun. Bu takdirde (1.7) ve (1.8)’den dolay1 biz

n
1

K= FZ A%:iuau(pu (6.4)
" u=1

Yazabiliriz.

Once Abel doniisiimii uygulayarak ve Lemma 6.1.3i kullanarak, biz
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_ 14 _
na = A_a Z A(pu Z A%—cllqaq + A_ZZ A%—%tuaw
n u=1 q=1 n u=1
1 n u | | n
- ¢ -
Bl <= > 18] | AsThqag |+ > Ax-lug,
n u=1 q=1 n u=1
1 n—1
< F aﬁalA(pul + |(pn|19a
n u=1
=F +F,

Elde ederiz.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in Minkowski esitsizligini kullanarak
a1k .
Z n |Fn,r <oo,r =12igin
n=1
Oldugunu gostermek yeterlidir.

k > 1 oldugu zaman biz k ve k' indisleri igin Holder’in esitsizligini uygulayabiliriz

2

burada % + % = 1 olup Teorem 6.1.1 ve Lemma 6.1.5 ’in hipotezleri dogrultusunda

m+1 m+1

P 2 nl(4D" {2 AT5100, }
n=2
m+1 n-1 n—1
< Y nCrad {2 u“k(ﬁ3>k|Au|} x {Zm}
u=1

n=2 u=1

k-1

m+1

—0(1>Z WO A Y

n=u+1

—0(1>Z wHOD I [ e
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~ N ok
—o<1>;u|Au| <

m-1 u 9Nk 1905 k
o) Y aaah > 1 octym |Am|z( )
= 0(1) )|+ DAIAL] — 14yl Yy + 0Dl Ay,

m-—1 m-—1
= 0(D) ) ulddylY, +0(1) ) [Ayl¥, + O(DmlAn| Yy
u=1 u=1

=0(1) ,m-> o

Elde ederiz. Tekrar Teorem 6.1.1 ve hipotezlerin altinda

m+1 a)k m—1 (ﬁa K
- u
> R —o<1>z|<pn =0(1) ) Alp, Y =
n=1 n=1 u=1
m
(ﬁ“ k
+ODlpy] ) =
n=1
m—1
=0(D) Z |1A@, |V + O(D)|@m |V
n=1

= 0(1) ) (4,1, + O(D@y ¥

=0(1) ,m—-> o
Elde ederiz. Bu ise Teorem 6.1.1 ’in ispatin1 tamamlar.

Teorem 6.1.2°nin Ispati: Teorem 6.1.2’yi ispatlamak icin yalmzca bizim (N, g,,) nin
ozel bir durumu olan (C,a)’y1 goz oOniine almaya ihtiyacimiz vardir. Bu nedenle,

Teorem 6.1.2 daha sonra Teorem 6.1.1, Lemma 6.1.4 ve Lemma 6.1.6 vasitasiyla
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incelenecektir. Eger a =1 alirsak, bu takdirde sonsuz serilerin Mutlak Norlund
Toplanabilirlik faktorleri i¢in yeni bir sonug elde ederiz. Ayrica eger y = 0 alirsak bu

takdirde yari-B-power artan diziler ile ilgili yeni bir sonug¢ elde ederiz. Sonug¢ olarak
eger (V,,),|AY,| =0 (%) olacak sekilde hemen hemen artan bir dizi olarak alirsak bu

takdirde ayrica Teorem6.1.2, 6zel bir durum olarak Teorem 1.3.32 ve Teorem 1.3.33’1

igerir ve bu durumda”AA4,, < p,,"sartina ihtiyag yoktur.
6.2. Trigonometrik Fourier Serilerine Uygulama

fh) ,2m periyotlu periyodik ve (—m,m) tzerinde (L) integrallenebilir bir fonksiyon

olsun.
f(x)~%a0 + Z(ancosnx + b, sinnx) = Z(:) C,(x)
1
B(h) =5 {f(x + h) + f(x —h)} and o (h)
@ " a—1
= ﬁj; (h—w)* 1p(w)du, (a > 0)
yazilir.

Su iyi bilinir ki eger B;(h) € BV(0,m) ise bu takdirde h,(x) = O(1) dir, burada
h,, (x), (nC,(x)) dizisi anlaminda (C,1) dir [6]. Bu durumu kullanarak Fourier Serileri

vasitastyla asagidaki asil sonucu elde ederiz.

Teorem 6.2.1. Eger pB,(h) € BV(0,m) ve (q,,),(¢,) ve (Y,)  Teorem6.1.2’nin
sartlarin1 saglayan diziler ise bu takdirde Y, C,, (%) Q,,@,,(n + 1)L serisi [N, g, |, .k =1

toplanabilirdir.



7. BOLUM
SONUCLAR

7.1 Sonuclar

Simdi onceki kisimlarda ifade edilmig ve ispatlanmig teoremler ile ilgili bazi sonuglar

verilecektir.

Sonu¢ 7.1.1. Teorem 3.1.1 in hipotezleri altinda e§er tim n degerleri iging, =1
alirsak sonsuz serilerin |C, 1|, toplanabilme ¢arpanlan ile ilgili yeni bir sonug elde

ederiz.

Sonu¢ 7.1.2. Teorem 4.1.1 in hipotezleri altinda n'nin tim degerleri i¢in q,, = 1 alirsak,
Mazhar'in zayif kosullar altinda sonsuz serinin |C, 1|, toplanabilirlik faktorleri ile ilgili

bilinen bir sonucu elde edilir.



10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

43

KAYNAKCA

Bor, H., 1985. On two summability methods. Mathematical Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society, 97: 147-149.

Bor, H., 1994. On the absolute Riesz summability factors. Rocky Mt.J. Math. ,24:
1263-1271 .

Das, G., 1969. Tauberian theorems for absolute Norlund summability. Proceedings
of the London Mathematical Society, 9 (3): 357-394

Cesaro,E. , 1890. Sur la multiplication des series.Bull. sci. Math. 14:114-120

Maddox, I.J., 1970. Elements of functional analysis. Cambridge University Press.

Chen ,K.K. , 1954 . Functions of bounded variation and the Cesaro means of
Fourier series. Acad.Sin.Sci.Record 1: 283-289

Petersen, G.M.,1966. Regular matrix transformations. Mc Graw Publishing
Company Limited, London-New York-Toronto.

Fekete, M., 1911. Zur theorie der divergenten reihen. Mathematical és Termezs
Ertesito (Budapest), 29: 719-726.

Flett, T.M., 1957. On an extension of absolute summability and some theorems of
Littlewood and Paley. Proceeding of the London Mathematical Society, 7:
113-141.

Zygmund, A., 1959. Trigonometric series. Cambridge University Press.

Hardy, G.H., 1949. Divergent Series.Oxford University Press,Oxford

Fadden, L.M., 1942. Absolute Norlund summability. Duke Mathematical
Journal, 9: 168-207.

Mazhar, S. M., 1966. On the summability factors of infinite series. Publicationes

Mathematicae Debrecen, 13: 229-236.

Bor, H., 1985. On [N, p,

i Summability Factors of Infinite Series. Tamkang

Journal of Mathematics, 16: 13-20.

Bor, H., 1986. A Note on

N, q"lk Summability Factors. Pure Appl. Math.

Sci.,24:17-23
Sulaiman, W. T., 1992. On some summability factors of infinite series. Proc.

Amer. Math. Soc., 115: 313-317.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

44

Kishore, N., Hotta, G. C., 1970 on |]\7, D,

, summability factors. Acta Scientiarum

Mathematicarum (Szeged), 31: 9—12.

Kogbetliantz, E., 1925. Sur les Séries Absolument Sommables Par la Methode
desMoyannes Arithmétiques. Bull. Sci. Math., 49: 234-256.

Leindler, L., 2001. A new application of quasi power increasing sequences.
Publicationes Mathematicae Debrecen, 58: 791-796.

Mazhar, S. M., 1972. On |C, 1|, summability factors of infinite series. Indian
J.Math.14 :45-48

Sulaiman,W.T. , 2010. A note on |A|; summability factors of infinite series. Appl.
Math. Comput. 216: 2645-2648

Bor H., 1993. On absolute summability factors ,Proc. Amer. Math. Soc. 118: 71-
75

Boas Jr., R.P.1965. Quasi-positive sequences and trigonometric series. Proc. Lond.
Math. Soc. 14A, 3846

Bor, H., 1991. On quasi-monotone sequences and their applications. Bull. Aust.
Math. Soc. 43, 187-192

Bor, H. , 2012 . Quasi-monotone and almost increasing sequences and their new
applications. Abstr. Appl.Anal., Art. ID 793548, 6

Mazhar, S.M., 1977, On generalized quasi-convex sequence and its applications.
Indian J. Pure Appl. Math.8, 784-790

Bari, N.K., Ste“ckin, S.B. 1956 . Best approximation and differential properties of
two conjugate functions.Trudy. Moskov. Mat. Obs"c. 5, 483-522 (in
Russian)

Bor, H., 2011. On a new application of almost increasing sequences. Math.
Comput. Model. 53, 230-233

. Bor, H, 2011. A new application of d-quasi-monotone and almost increasing
sequences. Comput. Math.Appl. 61, 28992902

Bor, H., 2013. Onthe quasi-monotone and generalized power increasing sequences
and their newapplications. J. Class. Anal. 2, 139-144

Borwein, D.,Cass, F.P. ,1968. Strong Norlund summability. Math. Z. 103, 94—-111

Bosanquet, L.S. , 1941. A mean value theorem. J. Lond. Math. Soc. 16, 146148

Leindler, L. ,2001. A new application of quasi power increasing sequences. Publ.

Math. Debr. 58, 791-796



34.

35

36

37

38.

45

Mehdi, M.R., 1959. Linear transformations between the Banach spaces L p and [ p

with applications to absolute summability. Ph.D. Thesis. University College
and Birkbeck College, London

. Norlund, N.E.;1920. Sur une application des fonctions permutables. Lunds Univ.

Arssk. (2) 16(3), 1-10

. Pati, T.,1954. The summability factors of infinite series. Duke Math. J. 21, 271—

284

. Varma, R.S. ;1977. On the absolute Norlund summability factors. Riv. Mat. Univ.
Parma (4) 3, 27-33

Titchmarsh, E.C.

Press,London

1961.

The Theory of Functions,

Oxford University



OZGECMIS

Adi, Soyadi : Arzu YAKAR

Uyrugu : Tuirkiye (TC)

NEVSEHIR

EGITIM

Derece Kurum Mezuniyet Tarihi
Yiiksek Lisans ERU Fen Bilimleri Enstitiisii 2021- Devam
Yiiksek Lisans(tezsiz) ERU Fen Bilm.. Enst .Matematik Blm. 2008

Lisans ERU Fen Edebiyat Fak.Matematik 2007

Lise Kayseri Lisesi 2002

IS DENEYIMLERI

Yil Kurum Gorev
2021- Halen Dirilis Kiz Anadolu Imam Hatip Lisesi. Ogretmen

2013 Bogazliyan Necmettin Yildiz METEM Ogretmen



