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OZET

TESSARINE SAYILARI VE MATRIS FORMLARI

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Faik BABADAG
Aralik 2021, sayfa 61

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Ilk ii¢ boliimde giris, calismanin amaci ve
sonraki boliimlerde gerekli olacak temel kavramlar hakkinda bilgilere yer verilmistir.
Dérdiincii boliimde Fibonacci-Lucas Tessarine dizilerin 6zellikleri ve bu dizilerin

baz1 6zdeslikleri verilmistir.
Besinci boliimde, Tessarine Q-matrislerinin 6zellikleri verilmistir.
Altinci boliimde, Fibonacci Tessarine vektori verilmistir.

Yedinci boliimde sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tessarineler, Fibonacci ve Lucas sayilari, Fibonacci Tessarine
ve Lucas Tessarine sayilari, Tessarine Q-matrisi, Fibonacci ve Lucas Tessarine Q-

Matrisleri, Fibonacci Tessarine vektoru.



ABSTRACT

TESSARINE NUMBERS AND MATRIX FORMS

Kirikkale University

Institute of Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Advisor: Assist. Prof. Dr. Faik BABADAG

December 2021, pages 61

This thesis consists of seven sections. In the first three sections, information about
the introduction, the aim of the study and fundamental concept which will be

necessary in the next sections are given.

In the fourth section, properties of Fibonacci-Lucas Tessarine sequences and some

identities are given.
In the fifth section, the properties of Q-matrices are given to the Tessarine.
In the sixth section, Fibonacci Tessarine vector are given.

In the seventh section is reserved for conclusion.

Key Words: Tessarines, Fibonacci and Lucas numbers, Fibonacci Tessarine and
Lucas Tessarine numbers, Tessarine Q-matrix, Fibonacci and Lucas Tessarine Q-

matrices, Fibonacci Tessarine vector.



TESEKKUR

Bu calismanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine
ne zaman danigsam bana kiymetli zamanin1 ayirip sabirla ve biiylik bir ilgiyle bana
faydali olabilmek icin elinden gelenden fazlasini sunan, gililer yiiziini ve
samimiyetini benden esirgemeyen ve gelecekteki mesleki hayatimda da bana verdigi
degerli bilgilerden faydalanacagimi diislindiigiim kiymetli danisman hocam Sayin
Dr. Ogr. Uyesi Faik BABADAG ve benden higbir zaman destegini esirgemeyen bu
hayattaki en biiyiik sansim olan aileme tesekkiirli bir bor¢ biliyor ve siikranlarimi

sunuyorum.

Vi



ICINDEKILER

Sayfa

OZET ... v
ABSTRACT .ottt e e te et e s aeenteene e s te et e ene e re e teeneenreenee e %
TESEKKUR .......oooiiiiisieeeeeeet ettt sttt sttt en st ne s sane s Vi
ICINDEKILER ........oooviiiiieeeeeceeeeee ettt vii
SIMGELER DIZINI ........ocooiiiiiiiiiie e iX
O € 1 21 £ 1
1.1. Kaynak OZEtIEri.......cvcviviveiieireiireieieie sttt 1
1.2, T@ZIN AIMNACT ..veiuieiiiiieiee ettt ettt sb et e e nnn e e nneesnneennee s 2

2. TEMEL KAVRAMULAR ..ottt 3
3. TESSARINE SAYILARI .....c.ocoooiiiiiiiiniiieiineiesistisssi e 7
3.1, TeSSarine SAYIIATT ......ccvviiiiiiiiiee e 7
3.1.1. Tessarine Sayilarinda Toplama ISlemi...........cccccvueveiieiiicreiiieeiceeeeea, 7
3.1.2. Tessarine Sayilarinda Skaler ile Carpma ISlemi........ccccocovvvevererercrerennan. 7
3.1.3. Tessarine Sayilarinda Carpma ISIemi ............ccoevveverieiierciieece e, 8
3.1.4. Tessarine Sayilarinin Eslenik Kavrami..........cocooviiiiiiiiie, 9
3.1.5. Tessarine Sayilarinin Eslenikleri ile Carpimi .......ccccoccevviviiiiiiiniiiiennieeene 9
3.1.6. Tessarine Sayilarinin Modiilil.........ccoccvviiiiiiiiieiii e 10

4. FIBONACCI TESSARINE VE LUCAS TESSARINE DiZILERI................. 11
4.1. Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessaring DiZiSi.........ccccuvrevnieneieinineiienes 11
4.2. Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine Dizileri I¢in Ozdeslikler ................. 12
4.2.1. OZAESHKIET 1..evvevveeceeeeieeeeeeete et n s eneeens 13
4.2.2. OZAESIKIET 2...evoveveceeeeeeeeeee ettt 13
R B0 74 1] 114 (= J R 14
A 074 1) 14 (= o O 14
4.2.5. OZAESHK 5 ..ottt 14
4.2.6. OZAESHKICT 6 ...ttt 14
4.2.7. OZAESIK 7 w.vveeveeeeeeeeeteteeteteee ettt ettt ettt 15
4.2.8. OZAESIK 8 ...ttt ettt ettt 15
4.2.9. OZAESHKIET ...ttt ettt 15
4.2.10. OZdeSHKIET 10 .....cucvivivereeeeeeeecieteteeeietete ettt ettt ettt 15

4.3. OzdesliKIerin ISPAtlart ..........cc.ceveiveviiireiiicreee e 16

vii



4.3.1. OzdesliKler 1 in ISPati.....ccccvevrcveriririicreiicie e, 16

4.3.2. OzdesliKler 2 nin ISPati......cccccvereveveeereieieeee ettt 17
4.3.3. OzdesliKler 3 T ISPatl ....c.ccvevevevereeeeeeeeee e 19
4.3.4. Ozdeslikler 4 1in ISPatl ....c.c.vcecvcvereiiccieeeeeee e, 22
4.3.5. Ozdeslik 5 in ISPAti ...c.cveveviiiiecicie e, 25
4.3.6. Ozdeslikler 6 NI ISPAtl.......cccveivevieiriiceeiiecre e, 26
4.3.7. Ozdeslikler 7 nin ISPatl.......ccccccvevieiriiireiiiciecee e, 30
4.3.8. Ozdeslik 8 in ISPatl .....c.cveveiviiiicieiiceice e, 33
4.3.9. Ozdeslikler 9 un ISPati........cccoveveviriviiireiicece e, 35
4.3.10. Ozdeslikler 10 Un ISPatl ......cceveveveveiereieieeee e 37

5. FIBONACCI TESSARINE Q-MATRISI ......c.cooooviiiiiiieeeeeeeeeeeeeees 39
5.1. Fibonacci Tessarine Q-Matris ve Lucas Tessarine Q-MatriSi..........cc.cceeevennenn 40
5.1.1. Fibonacci Tessarine Q-Matrisinin Eslenik Kavrami .............cccocvevvinennnn. 43

5.2. Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine Q-Matrisleri I¢in Ozdeslikler.......... 45
5.2.1. OZAESHKIET 1 .....covvevreeceeeeieeeeeecte ettt en st 45
5.2.2. OZAESHKIET 2 .....cocvvvreeceeieeiee et ev e en st en st 45
I T 074 1< 11 1 i 46
5.2.4. OZAESHKIET 4 ... aseeaees 46
5.2.5. OZAESHKIET 5.ttt en e 46
5.3.6. OZACSHKIET 6 ...ttt en e 46

5.3. Ozdesliklerin ISPatlart .............ccceviveviveiirireeiiiecee e, 47
5.3.1. OzdesliKler 1 in ISPati.......cccccoveeiueveriiiiicierceieeeee e 47
5.3.2. Ozdeslikler 2 nin ISPati........ccccccevviiierieeieicce e 49
5.3.3. OzdesliKler 3 Tin ISPatl.......ccccevcveveieieereceecee e 51
5.3.4. OzdesliKler 4 Tin ISPatl........ccccveveveiivericisice e 53
5.3.5. OzdeSliKler 5 in ISPati.......cccccicueieiiieiieieice e 53
5.3.6. OzdesliKler 6 NN ISPALL......cccveeeieieeeiecececccceeeccee e 55

6. FIBONACCI TESSARINE VEKTORU ..........ccooovimmiiiniiineecnns 57
ToSONUCGLAR ...ttt steeteeraesreeneeeneenres 59
KAYNAKLAR ..ottt e sta e ra e teaneesneesaaennennes 61

viii



SIMGELER DiZiNi

€5  Tessarine sayilar ciimlesi

T  Tessarine sayist

T,  Tessarine sayisinin sanal kismi

T,  Tessarine sayisinin vektor kismi

Tt  Tessarine sayisinin i — birimine gore eslenigi
T/ Tessarine sayisinin j — birimine gore eslenigi
Tk Tessarine sayisinin k — birimine gore eslenigi
||7;]] Tessarine sayisinin i — birimine gore modiilii
|7|| Tessarine sayisiin j — birimine gdre modiilii
|7l Tessarine sayisinin k — birimine gore modiili
Jn  m-inci Fibonacci Tessarine sayisi

Tn  n-inci Lucas Tessarine sayis1

T_n  m-inci negatif Fibonacci Tessarine sayisi

T!,  n-inci negatif Lucas Tessarine sayisi

T, n -inci Fibonacci Tessarine sayisinin i — birimine gére eslenigi

77 n -inci Fibonacci Tessarine sayisinimn j — birimine gore eslenigi

T n-inci Fibonacci Tessarine sayisinin k — birimine gore eslenigi
Q"  n -inci Fibonacci Q-matrisi

L  n-inci Lucas Q-matrisi

Q™ n -inci Fibonacci Q-matrisinin tersi

TQn n -inci Fibonacci Tessarine Q-matrisi

TQn n-inci Lucas Tessarine Q-matrisi

TQL n -inci Fibonacci Tessarine Q-matrisinin i — birimine gore eslenigi
f]"Q{1 n —-inci Fibonacci Tessarine Q-matrisinin j — birimine gore eslenigi
TQ¥ n -inci Fibonacci Tessarine Q-matrisinin k — birimine gore eslenigi

n —-inci Fibonacci Tessarine vektori

S



1. GIRIS

Fibonacci dizisi, 0 ve 1 ile baslayan ve her sayiin kendisinden 6nce gelen iki saymin
toplanmasi ile elde edilen bir say1 dizisidir. Bagka bir ifadeyle baslangi¢ kosullari
fo =0, f; =1 ve dizinin n -inci terimi f,, olacak sekilde f;,;» = fn+1 + fn rekiirans

bagintisiyla tanimlanan tamsayi dizisine Fibonacci sayt dizisi denir.

Fibonacci dizisi ilk kullanildigi alan bir tavsan problemidir. Burada problem
sOyledir: Bir cift yetiskin tavsan, her ay yeni bir ¢ift tavsan dogurmaktadir. Bu
yavrular, bir ayin sonunda erigkin hale gelmekte ve sonraki her ay yeni bir ¢ift tavsan
dogurmaktadir. Herhangi bir ay sonunda yavrularin ve yetiskin tavsanlarin sayisi
kactir? Bu siiregte tavsanlarin hi¢ 6lmedikleri ve her dogan tavsan ¢iftinin bir disi ve
bir erkek oldugu varsayilmaktadir. ilk ay yeni dogmus bir tavsan ¢ifti olsun. Ikinci

ayda, bu tavsan ¢ifti dogurmadiklarindan yine bir ¢ift tavsan mevcuttur.

Uciincii ayda bu tavsanlar yavrulayacaklarindan iki ¢ift tavsan olacaktir. Ancak yeni
dogan ¢ift dordiincii ay doguramayacaktir, fakat ana babalari bir ¢ift daha
yavrulayacaktir. Toplamda ii¢ ¢ift tavsan olacaktir. Benzer sekilde devam edilirse;

1,1, 2,3,5,8,13, 21,34,55,89, 144, ... dizisi elde edilir [1-3].

James Cockle, W. Hamilton’un Kuaterniyon teorisinden esinlenerek yaptigi
calismalarin sonucunda, Tessarine sayisi olarak yeni bir hiperkompleks say1

sistemini elde etmis ve bu say1 sistemini
T:t1+t2l+t3j+t4k

bi¢ciminde gostermistir. Burada t;, t,, ts, t, reel sayilart T TeSsarine sayisinin
bilesenleridir. James Cockle bu ¢aligmalarim1 Tessarine, Oktrin, ... , Hiperkompleks

sayilar1 olarak ele almistir, [4-6].

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda [4], [5] ve [6] nolu kaynaklarda Tessarine sayilar1 ve

bunlarla ilgili bazi temel tanimlar ve kavramlar verilmistir. Diger kaynaklarda ise



Fibonacci sayilar1, Lucas sayilari ile ilgili 6zdeslikler, Fibonacci Q-matrisi, Lucas Q-

matrisi ile ilgili ¢esitli kavramlar ve tanimlar verilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin amaci Tessarine, Fibonacci ve Lucas sayilarindan faydalanarak, Fibonacci
ve Lucas Tessarine sayilari ile ilgili tanimlar, 6zdeslikler verilerek bunlarin ispatlari
yapilmistir. Daha sonra, Fibonacci-Lucas Tessarine Q-matrisleri tanimlanarak bazi
Ozdeslikler ispatlanmigtir. Ayrica Fibonacci Tessarine vektoriiniin  6zellikleri

incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Calismanin bu boliimiinde bazi tanimlar ve esitlikler verilecektir.

Tamm 2.1. n > 0 ve baslangi¢ kosullar1 f, = 0, f; = 1 olmak iizere,

friz = fasr T i 1)
rekiirans bagintisiyla tanimlanan f,, sayisina n —inci Fibonacci sayist denir, [1].

Tanimm 2.2. n > 0 igin,

fon = (DM 2)
ifadesine negatif indisli Fibonacci sayus: denir, [7,11].

Tamim 2.3. Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,

x>—x—-1=0

seklindedir. Burada karakteristik denklemin ¢6ziimleri,

1+v5  1-+5
2 B = 2

a =

seklindedir. Buradan

a+p =1, af = -1, a—ﬂzx/g

esitlikleri kolayca goriiliir. Fibonacci dizisinin rekiirans bagitisinin ¢6ziimii

fan=cia™ +c,pf" @)



olmak iizere, ¢; , ¢, katsayilarini bulmak i¢in baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

fo=ct+c
fi=cqa+cf=1

elde edilir. Bu iki denklemi ¢, = —c, yazarak ¢6zersek,

1 1
c1a+czﬁ=1=>c1a—c1ﬁ=1=>c1=a—:c1=—

B V5

dir. ¢, = —c; oldugu igin ¢, = — % dir. Boylece c; , ¢, (3) de yerine yazilirsa,
f _ an _ Bn B an L ﬁn (4)
" V5 a—p

esitligi elde edilir. Bu esitlik ilk olarak 18. Yiizyilda Jacques Philippe Marie Binet

tarafindan gosterildigi Binet Formiilii olarak adlandirilir, [1].

Tanim 2.4. n > 0 olmak iizere baslangi¢ kosullar1 [, = 0,1; = 1 olmak iizere

ln+2 = ln+1 + ln (5)

rekiirans bagintisiyla tanimlanan [,, sayisina n —inci Lucas sayust denir, [1].

Tanmm 2.5. Lucas dizisi i¢in,

l, =a"+p" (6)

esitligi elde edilir, [1].

Tanim 2.6. n > 0 igin,

I, = (=D, (7



ifadesine negatif indisli Lucas sayist denir, [11].

Tamm 2.7. Bir A € M,,(F) matrisinin diger bir skaler degerli fonksiyonu permanent

fonksiyonudur. Permanent, art: determinant olarak da bilinir, [7-11].

Tamim 2.8. Bir A € M,,(F) matrisinin permanenti p(A) veya per(A) ile gosterilir ve

per(4) = z na’l()'(l)

gESN i=

seklinde tanimlanir. Burada S,, simetrik grubu ve ¢ permiitasyonu gosterir, [12].
Ornek 2.1.
A = (a;j)2x2 Matrisinin permanenti

per(A) = Z Haw(z) = Z Ao(1)%20(2)

gESN = oESN
= Q11022 + A12021.
Ornek 2.2.
A = (a;)3x3 Matrisinin permanenti

a1 A1z di3
per(A) = Z ﬂam@ =per|Gz1 Q22 Q23

oESN i= az1 dzz 0433

= (—D'"a11(az2as3 + az23a32) +(—1)*2a,5(az1a33 + a23a31)

+(—1)3ay3(az1a32 + a22a31).

Tamm 2.9. Bir £ Tessarine vektorii, 7 Tessarine sayismin vektorel kismi olarak

tanimlanir ve

-

t =ty +tg)j +t,k=(tyts,t,)



bi¢imindedir.

Tamm 2.10. €= (t,, t;,t,) vet = (t5,t5,t,) iki Tessarine vektor olsun. Bu

vektorlerin i¢ ¢arpimu,

< LE > = tyth 4+ tath + tyt,
seklindedir.

Tanm 2.11. Bucarpimda T = (T3, T;,) ve T' = (7, T;)) olarak se¢elim.
Bu durumda

TT' =TT + 9@, T,)) + LT, + T T, + T, X T, seklindedir. Burada
T =675 =t

T, = tyi + tgj + tuk, T = tyi + t5] + tak,

9T, 7)) = — tyty + taty — tyty

seklindedir. Buradan vektorel ¢arpim islemi Tanim 2.7 ve 2.8’den Permanentler (art

determinant) yardimi ile tanimlanirsa,

i J k
t_:) X E’ = tz t3 t4
ty t3 t

= (tgty + tatsy) i — (taty + tyty) j + (tt3 + tsty) k.



3. TESSARINE SAYILARI

3.1. Tessarine Sayilari

Bir kompleks say1 t; + t,i, t;,t, € R ve i? = —1 bigimindedir. Kompleks sayilar
ctimlesi C ile gosterilirse,

C= {tl + tzll t]_, tz € R},

Tessarine sayilari ise sirali dort saymin +1,1i,j, k gibi dort birime eslik etmesiyle
tanimlanir. Dort birimden, birinci birim olan 1 reel say1, diger {i¢ birim ise imajiner

birimlerdir ve asagidaki su 6zelliklere sahiptir.

(8)
ijj=ji=k kj=jk=1i, ik=ki=—j

Boylece bir Tessarine sayisi, I = t; + t,i + t3j + t, k bigiminde ifade edilir. Burada
ti,ty, t3, ty reel sayilarna T Tessarine sayisinin bilesenleri denir. J° Tessarine

sayilarin kiimesi , CJ ile gosterilir ve

Co={T|T =t, +tyi +t3j +tsk; t;,t,, ts5,ts € R} biciminde ifade edilir.

3.1.1. Tessarine Sayilarinda Toplama islemi

T,T" iki Tessarine sayilar1 ve @ toplama islemi olmak tizere

®:C] xC] ->C]
T, TN >TO®T =ty +t)+ (ty +t3)i+ (t3 +t3)j + (t, +t )k

bi¢iminde ifade edilir. Boylece (CJ , @) ikili bir abel grubudur. Burada etKisiz

eleman, sifir Tessarine sayisidir.

3.1.2. Tessarine Sayilarinda Skaler ile Carpma Islemi

Tessarine sayilarinda skaler ile carpma islemi asagidaki sekilde tanimlanir,



O:R xXC) ->CJ

WT) > uOT =pty+ptyl +pty) +ptgk

seklinde tanimlanan bir dis islem igin u, n € Rve 7,7’ € CJ 'dir.

8) pOEBT)=RONS UROT)

b) (W+n)OT=EONHdHOT)

) MNOT=pO0OHOT

d 10T=T01=T

ozellikleri saglanir. O halde {CJ,R,®,+,O,.} ciimlesi bir reel vektdr uzayidir. Bu

uzay1 CJ ile gdsterecegiz ve CJ *deki @ islemide + ile gdsterilecektir, [4-6].

3.1.3. Tessarine Sayilarinda Carpma Islemi

Tessarine sayilarinda ¢arpma islemi,

®:Cy x ¢ -

T, TY)->T QT = (ty +tyi +tgj +t,k) ® (t1 + t3i + t3j + tyk)

= (tyt; — toty + tats —taty ) + (tytg + toty + taty + tuts )i

F(ttg + tat; — oty — tatg)j + (tyty + taty + taty + tots)k.

seklindedir. Boylece Tessarine sayilarinin ¢arpiminin asagidaki o6zelliklere sahip

oldugu kolayca goriilebilir.

a) Iki Tessarine sayisinin carpimui bir Tessarine sayisidir.

b) Tessarine say1 ¢arpimi birlesimlidir.



c) Tessarine say1 ¢arpimi dagilimlidir.

d) Tessarine say1 ¢carpimi degismelidir.

Buna gore {C;, R, @, +, ., O, ®} sistemi degismeli bir cebirdir. Bu cebire
Tessarine sayilar cebiri denir ve CJ ile gosterilir. Bu cebirin bir baz1 {+1, i, j, k }

ve boyutu 4’tiir.

3.1.4. Tessarine Sayillarinin Eslenik Kavram

T=t;+t,i+t;3j+t,k Tessarine sayisiin eslenik kavramlar: sirast ile

T4 TJ, Tk olmak iizere,

Tli=t,—tyittyj—ty k= (t; —ty0) +j(ts — tyi),

T]=t1+t2l_t3]_t4k=(t1+t2l)_](t3+t4l),

Tk=t1_t2l_t3]+t4k=(tl_tzl)_](t3_t4l)

seklindedir.

3.1.5. Tessarine Sayilarinin Eslenikleri ile Carpimi

T=t;+t,i+t;j+t, k Tessarine sayisimin i,j,k birimlerine gore eslenik

carpimlart sirasi ile

| — birimine gire,

T ® TL = tltl + tztz + t3t3 + t4t4 + (tltz - tztl + t3t4 - t4t3)i

F(tyty + taty + titg + taty)j + (tity — taty + tots — taty)k

=t2 +t2 +t2+t2+2j(tits + tyty).

J — birimine gore,

T ® T] = tltl - tztz - t3t3 + t4_t4 + (tltZ + t2t1 - t3t4 - t4t3)l



+(t2t4 - t4_t2 + t1t3 - t3t1)] + (t1t4 - t4t1 + t2t3 - t3t2)k
=tZ —t7 —t2 + t7 + 2i(tyt, — tsty).

K — birimine gore,

T Q Tk =t t; + tyty — taty — tuty + (t1t, — toty + taty — tat3)i
+(tyty, — taty + titg — taty)j + (tity + tat; — tots — tsty)k

=t2 +t2 —t2 —t2 + 2k(t ty — tyts).

3.1.6. Tessarine Sayilarinin Modiilii

T =t +t,i+t;j+t, k Tessarine sayisinin i,j, k birimlerine goére tanimlanan

normlart sirasi ile ||T;||, ||17]||, |7l olmak tizere asagidaki sekilde ifade edilir.

171l = VT x 7%,
|7 = VT x 77,

IT; |l = VT x Tk

10



4. FIBONACCI TESSARINE VE LUCAS TESSARINE
DIZILERI

4.1. Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine Dizisi

n > 0 igin n —inci Fibonacci Tessarine 7, ve n —inci Lucas Tessarine 7;/

Th = fo + fasal + frao + faask 9)
Tn = by + il + byyoj + lask (10)

seklinde tanimlanir.

n,m = 0, 7, ve T, Fibonacci Tessarine dizileri olsun. Bu durumda Fibonacci

Tessarine dizileri i¢in toplama ve ¢arpma iglemi,

7;1 + Tm = (fn + fm) + (fn+1 + fm+1)i + (fn+2 + fm+2)j + (fn+3 + fm+3)k

(11)
TaTm = fofm — fasiSme1 t fas2fme2 — foe3fmes
+(fnfm+1 + fn+1fm + fn+2fm+3 + fn+3fm+2)i
(12)
+(fofm+z = fnsifmes t fosafm — fassfmer))
+(fufm+s t fosifmez t frrafmer + farsfm)k
seklinde ifade edilir.
Fibonacci Tessarine dizisinin eslenikleri i, j, k birimlerine gore,
j;li = fo = fas1l + fos2 — fassh,
Tl = o+ faerl = fraz) = faasks (13)
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Tnk = fn - fn+1i - fn+2j + fn+3k
seklindedir.

4.2. Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine Dizileri I¢in Ozdeslikler

Bu boliimde Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine dizileri igin bazi1 6zdeslikler
verilecektir. Bu 6zdesliklerin ispatlarin1 elde edebilmek igin, asagidaki Fibonacci
esitlikleri kullanilacaktir. [8-10];

favi + fooa =1y (14)
fova + fo = 3fne2 (15)
frvz = fa2a = 1y (16)
fo t+ frve = 21n43 (17)
frva = fa = btz (18)
-1+ lpy1 = Shy (19)
fi + fiv1 = fania (20)
fofm * fas1fmer = fasmea (21)
fitr1 = fiie1 = fon (22)
fosifo-r—fi = (=D (23)
falm = fasm + D™ fuom (24)
Ll = Lysm + (=)™l (25)
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fr%+1 - fnz = fas2fn-1

faot2fh-1 =1,

fmfns1 = fmeifn = (_1)nfm—n

faln = fon

lnya + 1 =3l

anfm = lpym — (_1)mln—m

ln = lysa = S5fnaz

4.2.1. Ozdeslikler 1

Her n > 2 olmak tzere,

8) Thyz+Thoy =37,

b) Thiz = In—2 = Tn’

0zdeslikleri elde edilir.

4.2.2. Ozdeslikler 2

Her n € N i¢in

8) T — Tnaal + Tnwaf — Tnask = B+ 2))lnys

b) Tn+ Tng1l — Tngo) — Tnask = (1 — 20143

C) Tn— Tnal — Tnyaf + Tnusk = =5fnys

Ozdeslikleri saglanir.
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4.2.3. Ozdeslikler 3

Her n € N i¢in, Fibonacci Tessarine dizisinin sirasi ile

eslenikleri T,f,f]"nj ve T;¥ olmak iizere, asagidaki dzdeslikler,

a) Tng—;Li = (3 + zj)f2n+3

b) 7 7/

(1 =2 fon+3

c) Tng—;tk = —lyn4s + 2k(=1)"**

seklinde verilebilir.

4.2.4. Ozdeslikler 4

Her n > 1 olmak {izere asagidaki 6zdeslikler,

a) Tnj;f + Tn_1Tni_1 = (3 + 2))lzn+2
b) T3+ T Tl = (1= 20 anee
c) Tng;lk + Tn—lTnk—l = =5f2n+2

seklinde elde edilir.

4.2.5. Ozdeslik 5

Her n,m > 1 i¢in,
TnIm + Tne1Tmer = B+ 60 + 2 + 4k) fruimaa
olarak bulunur.

4.2.6. Ozdeslikler 6

Her n > 1 olmak tlizere,

) T2+TA,=(-3+6i—2j+4k)fonsa

14
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b) Tn2+1 - Tnz—l = (_3 + 610 —2j + 4'k)f2n+3

0zdeslikleri yazilabilir.

4.2.7. Ozdeslik 7

Her n > 1 olmak fiizere Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine dizileri igin

Cassini’s 6zdeslikleri,

Q) T1Tny — T2 = (—D™(T, + 2 + 2j — 3k)

b) To1 Ty — (@)% =5(-D"(27; + 2+ 2j —3k)
bigimindedir.
4.2.8. Ozdeslik 8

Her n,m = 0 i¢in D ocagnes 6zdesligi,

ij;’l+1 - Tm+1j;l = (_1)m(_4 AT — 6j + k)fn—m

seklinde verilebilir.

4.2.9. Ozdeslikler 9

Her n >0 i¢in, J_,, T/, swrasiyla negatif Fibonacci Tessarine ve negatif Lucas

Tessarine dizileri olsun,

) Tn,=(CD"T+ (DM +) + 2Kk)

b) T = (DT + (=DMI5f (- j + 2Kk)

Ozdeslikleri elde edilir.

4.2.10. Ozdeslikler 10

Her n > 1 olmak tizere Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine dizileri igin Binet
Formiilleri,

a=1+ia+ja?+ka’ve f=1+if+jB?+ kB> olmak iizere
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a) _ _aa"—pp"
%—W

b) T =aa"+ Bp"

seklindedir.

4.3. Ozdesliklerin Ispatlar

Bu bolimde elde edilen 6zdesliklerin ispatlar1 Fibonacci ve Lucas esitlikleri

kullanilarak yapilacaktir.

4.3.1. Ozdeslikler 1 in Ispat1

8) Tniz+Tns

= (frrz + frrsl + frra) + frask) + (Faoz + fuoal + foJ + fraaak)
= (farz + fo-2) + (Fnaz + fu-)i + (Frwa + ) + (Faas + frr)k
bi¢imindedir. Burada (15) esitliginde n yerinen — 2,n — 1,n + 1 yazilirsa,
= 3fn + 3fns1l + 3fns2) + 3fnisk
= 37,

olur ve ispat tamamlanir.

b) Tn+2 - 7;1—2
= (fn+2 + faesl + foea) + fn+5k) — (faz + fooal + fd + freak)
= (fn+2 - fn—Z) + (fn+3 - fn—l)i + (fn+4 - fn)] + (fn+5 - fn+1)
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olarak elde edilir. Burada (16) esitliginde n yerine n + 1,n + 2,n + 3 yazilirsa,

=y + Lyl + lyyo) + ik

=7

oldugunu ispatlamis oluruz.

4.3.2. Ozdeslikler 2 nin Ispati

8) T — Tnyal + Tnyo) — Tnask

= (fn + fn+1i + fn+2j + fn+3k) a (fn+1 + fn+2i + fn+3j + fn+4k)i

+(fn+2 + fn+3i + fn+4j o fn+5k)j a3 (fn+3 + fn+4i + fn+5j + fn+6k)k

= fo t oz T+ frra t fave T (Fnsr = frer + fres — fraas)i

+2(fn+2 + fn+4)j + (fn+3 - fn+3 + fn+3 - fn+3)k

= fo+ foaz t fosa + fnee T 2(fnsz + frnsa)]

= (fn + fn+6) + (fnaa + fas2) + 2(fnsa + fas2)i

seklinde elde edilir. Burada (14) esitliginde n yerine n + 3 yazilir ve (17) esitligi de

kullanilirsa,

= 2ln+3 + ln+3 + 2(ln+3)j

= 3lnz + 2jlny3

= (3 +2))lns3

17



bdylece ispat tamamlanir.

b) T + Tnaal — Tnio) — Tnaak

= (fn + fn+1i + fn+2j + fn+3k) + (fn+1 + fn+2i + fn+3j + fn+4k)i

_(fn+2 + fn+3i + fn+4j + fn+5k)j - (fn+3 + fn+4i + fn+5j + fn+6k)k

= fo = farz = frra t fave T (Fnar  fre1 = fres — fras)i

+(fn+2 + fn+4 — fn+2 _fn+4)j + (_fn+3 +fn+3 _fn+3 + fn+3)k

= fn - fn+2 - fn+4 + fn+6 i 2(fn+1 - fn+5)i

= fo + frre — Fna + frs2) = 2(faes — fra1)i

olarak bulunur. Burada (14), ve (16) esitliklerinde n yerine n + 3 yazilir ve (17)

esitligi de kullanilirsa,

= 2lnt3 = lnyz = 2(ln4a)i

= lpy3 — 2ilyy3

= (1 =203

seklinde istenen elde edilir.

c) T = Tnval = Tnaa) + Tnask

= (fn + fasl + fnead + fn+3k) = (fas1 + faa2l + frez) + freak)i

_(fn+2 + fn+3i + fn+4j + fn+5k)j + (fn+3 + fn+4i + fn+5j + fn+6k)k
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= fo t forz = fara = fave T Fnsr = fre1 — fass + faas)i

+(fn+2 + fn+4 - fn+2 _fn+4)j + (fn+3 - fn+3 _fn+3 +fn+3)k

= fu + otz — frnsa — frse

= —(frura = fo) = (nve — fra2)

seklinde bulunur. Burada (18) esitliginde n yerine n + 2 yazilirsa,

= —lpy2 = lyga

= —(lusz2 + lnya)
sonucuna ulagilir. Son olarak (19) esitliginde n yerine n + 3 yazilirsa,

= —5fn43

bulunur ve ispat tamamlanir.

4.3.3. Ozdeslikler 3 iin Ispati

Ozdeslikler 3 iin ispatinda (12) ve (13) esitliklerinden yararlanilacaktir.

a) %TnL = (fn +fn+1i +fn+2j +fn+3k)(fn _fn+1i +fn+2j _fn+3k)

= fnz + f112+1 + f7%+2 + fnz+3 + (_fnfn+1 + fn+1fn - fn+2fn+3 + fn+3fn+2)i

+2(fnfn+2 + fn+1fn+3)j + (_fnfn+3 + fn+1fn+2 - fn+2fn+1 + fn+3fn)k

= (fnz + fnz+1) + (fnz+2 + fnz+3) + 2(fnfn+2 + fn+1fn+3)j

oldugu goriiliir. Burada (20) esitliginde n yerine n + 2, (21) esitliginde n yerine n, m

yerine n + 2 yazilirsa,

= (fon+1 t fones) + 2(f2ne3)J
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= (fen+s + fon+1) + 2ifones

sonucu elde edilir. Son olarak (15) esitliginde n yerine 2n + 1 yazilirsa,

= 3fon+3 + 2jfon+s

= (B +2))fonss

oldugundan istenen sonug elde edilir.

b) T T = (fu + fusai + faraf + frussk) (o + frsai = fara) — frssk)

= fii = fars — vz + frs + 2(fafnsr — farafres)i
+ (fufnrz  fasifors + fafnva = forsfnedd]
+(—fafnrs = fasiforz + fasafosr + farsfodk

= fit = firs = fiirz + frrs + 2(fafuss = frrafnes)i

= _(fnz+2 - fnz) + fnz+3 - fnz+1 + 2(fnfn+1 - fn+2fn+3)i

seklindedir. Burada (1) esitligi kullanirsa,

= ~(f22 = £ + fs = fia + 2(fufass — faso(fasz + frsn)i

= ~(f2r = D) + flas = fn + 2ffuss = fia = fusafar)i
=~ = FD) + fs = fn + 20fuss = Gusn + fi)fars = f2) i
= ~(f2 = D) + fs = foa + 2ffuss = f2n = fufors — fe2) 1
= ~(f2 = F) + fa = fin + 2(—fr — flo)i
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= —(farz = i) + (Fias = frirn) — 2(fsa + fis2)i

elde edilir. Aym sekilde (20) esitliginde n yerine n+ 1 ve (22) esitliginde ise n

yerine n + 1 ve n yerine n + 2 yazilirsa,
= —font+2 + fonva — 2ifonas

seklindedir. Burada isleme devam edilir (1) esitligi bir daha kullanirsa,

= _f2n+2 + (f2n+3 + f2n+2) - 2if2n+3

= fan+s — 2ifon+3

=1 —20)fon43

elde edilerek sonuca ulasilir.

C) %Tnk = (fn +fn+1i +fn+2j +fn+3k)(fn _fn+1i _fn+2j +fn+3k)

= fnz + fnz+1 - fnz+2 - fnz+3 + (—fafn+1 + fasifo T forafnes — fasafaa2)i

+(_fnfn+2 - fn+1fn+3 + fn+2fn + fn+3fn+1)j + 2(fnfn+3 - fn+1fn+2)k

= (fnz + fnz+1) - (fnz+2 + fnz+3) + 2(fnfn+3 - fn+1fn+2)k

seklindedir. Burada (20) esitliginde n yerine n+ 2 yazilir ve (1) esitligi de

kullanilirsa,

= f2n+1 - f2n+5 + 2(fn(fn+2 + fn+1) - fn+1(fn+1 + fn))k

= fon+1 — fonss T 2(fnfnez + fofnaer — fnz+1 — fafns)k

= fon+1 — fones T 2(fafnsz — fnz+1)k
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= _(f2n+5_f2n+1) + 2k(fn+2fn - fnz+1)

bi¢imindedir. Son olarak (16) esitliginde n yerine 2n + 3, (23) esitligin de ise n

yerine n + 1 yazilirsa,

= —lan4s + 2k(=1)"*

seklinde istenen sonuca ulagilir.

4.3.4. Ozdeslikler 4 iin Ispati

a) TnTni + :Tn—lj;Li—l

= (fa + frosil + fas2) + faesk) fn = frasal + faso) — faesk)

+(fn—1 + fni + fn+1j + fn+2k)(fn—1 a4 fni + fn+1j - fn+2k)

= (fi + far1) + (Fiaz + fiivs) + 2(fafusz + frsafoes)i

+(firer + ) + (ftr + fiv2) + 2(Faifner + fafnsa))

olarak elde edilir. Burada (20) esitliginde n yerine n + 2,n — 1,n + 1 yazilir ve (21)

esitligi kullanilirsa,

= (fon+1 + fones + 2fon43)) + (fon—1 + fonesz + 2f2n41 J)

= (fants + fon+1) + 2fonszj + (fonsz + fon-1) + 2fons1J

elde edilir. Son olarak (16) esitliginde n yerine 2n — 1,2n + 1 yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapildiktan sonra (14) esitliginde n yerine 2n + 2 yazilirsa,

= (3f2n+3 + 2jf2n+3) + (3f2n+1 + 2jf2n+1)

= 3(fon+3 * fan+1) T 2/ (fonts + fons1)

= 3lyp4z + 2j12n+2
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= 3+ 2)Dn+2

istenen sonug elde edilir.

b) 7.7/ + 7,7,

n

= (n t frarl + frsof + frasK) U + fraal = frazf = frask)
t(fn-1 + ol + fradd + fra2K) (frm1 + ol = frsdd — fra2h)

= —(farz = fit) + (Fias — frirn) — 2(fisn + fis2)i
—(farr = fam) + Pz — fi) — 2(fid + fitvadi

= (ftrs — firr) = (Fter — i) = 2((fid + frien) + (filen + fria2))i

seklinde elde edilir. Burada (20) esitliginde n yerine n+ 1 ve (22) esitliginde n

yerine n + 2 yazilirsa,

= fan+a = fon = 2(fon+1 + fan+3)i

= (fon+a — fon) = 2i(fons3 + fans1)

bi¢cimindedir. Son olarak (18) esitliginde n yerine 2n ve (14) esitliginde, n yerine

2n + 2 yazilirsa,

= Lint2 — 2i(lzn42)

= (1 - 20ln4

olur ve ispat tamamlanur.

€) TuT + Ty Ty
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= (fa + fros1l + fas2) + faesk) n = frasal — fasa) + fresk)

+(fn—1 + fni + fn+1j + fn+2k)(fn—1 - fni - fn+1j + fn+2k)

= (i + far1) — (Fiaz + frias) + 2(fnssfn = frrafrr2)k

+(fnz—1 + fnz) - (fnz+1 + fnz+2) + 2(fn+2fn—1 - fnfn+1)k

Burada (20) esitliginde n yerine n + 2,n — 1,n + 1 yazilir ve (1) esitligi kullanilirsa,

= fon+1 — fonss T 2((fn+2 + fn+1)fn - fn+1(fn+1 + fn))k

+f2n—1 - f2n+3 + 2((fn+1 + fn)fn—l - fn(fn + fn—l))k

= f2n+1 - f2n+5 + 2(fn+2fn + fn+1fn - fn+1fn+1 - fnfn+1)k

+f2n—1 - f2n+3 3 2(fn+1fn—1 + fnfn—l - fnfn F fnfn—l)k

= f2n+1 - f2n+5 + 2(fn+2fn - fnz+1)k + on—l - f2n+3 + 2(fn+1fn—1 - fnz)k

= _(f2n+5 - f2n+1) + 2k(fn+2fn - fnz+1) - (f2n+3 - on—l)

+2k(fu+afo-1 = fii)

Burada isleme devam edilerek (18) esitliginde n yerine 2n+1,2n—1 ve (23)

esitliginde n yerine n + 1 yazilirsa,

= —lypyz + 2k(=1)™" = Iy iy + 2k(=1)"

= —(Lns1 + lans3) + 2k(D™H+ (=DM
olarak bulunur. Son olarak (19) esitliginde n yerine 2n + 2 yazilirsa,

= —5fon+2
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oldugunu ispatlamis oluruz.

4.3.5. Ozdeslik 5 in Ispati

:T‘;le + Tn+1Tm+1

= (fn + fn+1i + fn+2j + fn+3k)(fm + fm+1i + fm+2j + fm+3k)

+(fn+1 + fn+2i + fn+3j + fn+4k)(fm+1 + fm+2i + fm+3j + fm+4k)

= fofm = fostSme1 T forzofmaz — fassfmes + fasifmer = foezfmez

+fn+3 fm+3_fn+4fm+4 + (fnfm+1 + fn+1fm + fn+2fm+3 + fn+3fm+2

thaifmez T frezfmer + frasfnea + fraafines)i + iz fin + fofmez

_fn+1fm+3 - fn+3fm+1 + fn+1fm+3 - fn+2fm+4 + fn+3fm+1 ™ fn+4fm+2)j

+(fnfm+3 + fn+3fm + fn+1fm+2 + fn+2fm+1 + fn+1fm+4 + fn+4fm+1

+fn+2fm+3 + fn+3fm+2)k

seklinde elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

= (fnfm - fn+4fm+4) + ((fnfm+1 + fn+1fm+2) + (fn+1fm + fn+2fm+1)

+(fn+2fm+3 + fn+3fm+4) + (fn+3fm+2 + fn+4fm+3))i + (fn+2fm

+fm+2fn - fm+4fn+2 - fn+4fm+2)j + ((fnfm+3 + fn+1fm+4) + (fn+3fm

+fn+4fm+1) + (fn+1fm+2 + fn+2fm+3) + (fn+2fm+1 + fn+3fm+2))k

Burada (31) esitligi ve (21) esitligi kullanilirsa,
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1
= g(ln+m - (_1)mln—m - ln+m+8 + (_1)m+4ln—m) + 2(fn+m+2
o 1 m n
+ frn+m+e)l + g(ln+m+2 — D™tz + lgmaz — CD o

_ln+m+6 + (_1)n+2lm—n+2 - ln+m+6 + (_1)m+2ln—m+2)j

+4(fn+m+4)k
.2 .
= g (ln+m - ln+m+8) + 2(fn+m+2 + fn+m+6)l + g (ln+m+2 - ln+m+6)]

+4(framea)k

Son olarak (16) esitliginde n yerine n + m + 2, (32) esitliginde n yerine n + m + 2

yazilirsa,

= 3fnem+a T 6fnamaal + 2fnimia) + 4fnimeak

=@B+6i+2j+4k) frimra

bdylece ispat tamamlanir.

4.3.6. Ozdeslikler 6 min Ispat1

a) Tnz + Tn2+1

= (fn +fn+1i +fn+2j +fn+3k)2 + (fn+1 + fn+2i +fn+3j +fn+4k)2
= fnz _fnz+1 +fnz+2 - fnz+3 + 2(fn+1fn + fn+2fn+3)i

+2(fn+2fn - fn+3fn+1)j + 2(fn+3fn + fn+2fn+1)k
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+fnz+1 - fn2+2 + fnz+3 - fr%+4 + 2(fn+2fn+1 + fn+3fn+4)i

+2(fn+3fn+1 - fn+4fn+2)j + 2(fn+4fn+1 + fn+3fn+2)k

= _(fnz+1 - fnz) - (fnz+2 - fr%+1) - (fnz+3 - fnz+2) - (fnz+4 - fnz+3)

T2((Fnsifntfrezfne) + Unizfnis + fassfnea))i

+2(fn+2fn - fn+4fn+2 + fn+3fn+1 - fn+3fn+1)j

+2((fn+3fn + fn+4fn+1) + (fn+2fn+1 + fn+3fn+2))k

Burada (26) esitliginde n yerine n+1,n+2,n+3 yazilir ve (21) esitligi

kullanilirsa,

= —fut2fn-1 = fn+sfn — frsafner = fassfoarz + 2(fonsz + fonse)i

_z(fn+2(fn+4—fn))j + 2(f2n+4 + f2n+4)k

oldugu goriiliir ve (18) esitligi kullanilirsa,

= _fn+2fn—1 - fn+3fn - fn+4fn+1 - fn+5fn+2

+2(fon+2 + fon+e)i — 2(fns2ln+2)] + 2(fan+a + fansa)k

= —(fns2fn-1 * fassfn) — nsafner + frasfnaz)

+2(fon+e t fon+2)l = 2(fn+2ln+2)i H4 on+ak
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olarak bulunur. Burada isleme devam edilerek (21) esitligi kullanilir, (15) esitliginde

n yerine 2n + 2 ve (29) esitliginde n yerine n + 2 yazilirsa,

= —fon+2 = fan+e T 23 fon+a)l — 2fonsa] + 4fonsak

= —(fan+6 T fan+2) T 6fontal — 2fonsa) + 4fon+a

olarak elde edilir. Son olarak (15) esitliginde n yerine 2n + 2 yazilirsa,

= —=3fonta T 6fonial — 2fonia) + 4fonsak

= (=3 +6i —2j + 4k)frn+a

seklinde istenen elde edilir.

b) Th1—Tr1 = T — Tne1) Tnr + Tnoe)

= ((fn+1 - fn—l) + (fn+2 - fn)i + (fn+3 - fn+1)j + (fn+4 - fn+2)k)

((fn+1 + fn—l) + (fn+2 + fn)i + (fn+3 + fn+1)j + (fn+4 + fn+2)k)

Burada (1) esitligi kullanilir ve (14) esitliginde n + 1,n + 2,n + 3 yazilirsa,

= ((fn + fn—l) - fn—l + ((fn+1 + fn) - fn)i + ((fn+2 + fn+1) - fn+1)j

H((farz + farz) = far2))k (b + Lngal + Dngof + Lnisk)

= (fn + fn+1i + fn+2j + fn+3k)(ln + ln+1i + ln+2j + ln+3k)

= fnln - fn+1ln+1 + fn+zln+2 - fn+3ln+3 + (fnln+1 + fn+1ln + fn+Zln+3

+fn+3ln+2)i + (fnln+2 + fn+Zln - fn+1ln+3 - fn+3ln+1)j
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+(fnln+3 + fn+3ln + fn+Zln+1 + fn+1ln+2)k

Burada isleme devam edilerek (29) esitliginde n yerine n + 1,n + 2,n + 3 yazilir ve

(24) esitligi kullanilirsa,

= fon = fan+z + fonsa = fonve + (Foansr + GO0 + fone + (DM

Ffomas + (D3 f 0+ fonis + (CD™20)i + (fonen + (121,

toniz + CD o = fansa — (G5 — fonpa — (D))

+(fonsz + GOz + fonizs + (D + fongs + (D]

+fones + (D Dk
Ayni sekilde (1) esitligi ve (2) esitligi kullanilirsa,

= fon — (Fone1 + fon) + fonsa — Fonas + fonea) + (foner — D™ f

+fon+1 + GO+ fones — CDMa + fanss + (CD )i+ (fonez

—~(=D"3 + fonsz + (CD o = fonsa + D™ = fonsa

—(=D™')j + (fansz — Dz + fonez + CD 3 + fones — D™

+fonsz + (D 1)k

= —(fan+1tfan+s) T 2(font1 + fon+s)i + 2(fon+z — fan+a)J + 4fonesk

Son olarak (15) esitliginde nyerine2n+ 1 yazilir ve bir daha (1) esitligi

kullanilirsa,
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= —3fonsz + 23 fon+3)l — 2(fonsz — (f2n+3 + f2n+2))j + 4fons3k

= —=3fon+3 + 6fantsl — 2fon43) + 4fantsk

bulunur ve ispat tamamlanir.

4.3.7. Ozdeslikler 7 nin ispati

8) Tns1Tn-1 = (farr + faszl + fara) + fasak) (Faoa + fal + frsa) + foi2k)

= fn—lfn+1 - fnfn+2 + fn+1fn+3 - fn+2fn+4 + (fnfn+1 + fn—lfn+2

+fn+2fn+3 + fn+1fn+4)i + (fnz+1 - fnz+2 + fn+3fn—1 - fn+4fn)j

Tnz = (fn+1 +fn+2i +fn+3j +fn+4k)(fn+1 +fn+2i +fn+3j +fn+4-k)
= fnz _frf+1 +fnz+2 - fnz+3 + 2(fufne1 + frs2fnes)di

+2(fufnsz = fasiSnea)i + 2(Fnsifnee + fresfdk

Tn+1:7;1—1 - Tnz = (fn+1fn—1 - fnz) - (fn+2fn - fnz+1) + (fn+3fn+1 - fnz+2)
_(fn+4fn+2 - fnz+3) + ((fn—lfn+2 - fnfn+1) + (fn+1fn+4 - fn+2fn+3))i
+(_(fn+2fn - fnz+1) + (fn+3fn+1 - fnz+2) + (fn—lfn+3 - fnfn+2)

+(fn+3fn+1 - fn+4fn))j + (fn—lfn+4 - fnfn+3)k

Burada (23) esitliginde n yerine n + 1,n + 2,n + 3 ve (28) esitligi kullanilirsa,
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= (D" = (DM (DM = (DM 4 (DM + (DRI

HEDM+ (D + CDP s+ (D)) + GOk

seklindedir. Ayni sekilde (2) esitligi kullanilir ve f, =1, f5 = 2, f, = 3 degerleri

yerine yazilirsa,

=4=D"+2-D"Ai+ CED+ CD i+ (D)) + (DM ak

= 4(-D" + 2(-D" + (=D + 2(=D" + 2(-D)")j + 3(-D"k

=(—D"(4 + 2i + 6j + 3k)

= (-)"Q2T, + 2 + 2j — 3K)

oldugundan istenen sonu¢ elde edilir. Burada 73 =1+ i+ 2j + 3k Fibonacci

Tessarine sayisidir.

Ornek 4.1. T,,7;,7, ve T Fibonacci Tessarine sayilari olsun.

To=i+j+2k,

T, =141+ 2j+3k,

T, =1+ 2i+3j + 5k,

Ty =2+ 3i+5j + 8k,

(8) ve (12) esitlikleri dikkate alinirsa,

LT —T2=0G0+)+2k(A+2i +3j +5k)— (1 +1i + 2j + 3k)?2

= —(4+2i + 6j + 3K)

=T, +2+2j—3k)
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L —-T2=0G+)+2k)(@+2i +3j +5k)— (1 + i + 2j + 3k)?

= (4 +2i + 6j + 3Kk)

=T, +2+2j—3k)

olarak elde edilir.

b) 7;1’+1 Tn’—l = (ln+1 + ln+2i + ln+3j + ln+4k)(ln—1 + lni + ln+1j + ln+2k)

= ln+1ln—1 - ln+21n 0 ln+3ln+1 - ln+4ln+2 + (lnln+1 + ln—lln+2

+ln+21n+3 + ln+lln+4)i + (1121+1 - l121+2 + ln+3ln—1 - ln+4-ln)j

+(ln+1ln+2 + ln+4ln—1 + ln+2ln+1 + lnln+3)k

:T;l, Tn, = (ln + ln+1i + ln+2j + ln+3k)(ln + ln+1i + ln+2j + ln+3k)

= szl - lr21+1 + er1+2 - lrzz+3 + 2(lplpsr + Lygalny3)i

+2(lnln+2 - ln+1ln+3)j + 2(ln+1ln+2 + ln+3ln)k

n,+1 7;1,—1 - 7-'n, :71'1’ = ln—lln+1 - lrzl - lnln+2 + lrzl+1 + ln+1ln+3 - l721+2

_ln+2ln+4 + l‘r21+3 + (ln—lln+2 - ln+21n+3 - lnln+1 + ln+1ln+4)i

+(ln+1ln+3 - lTZl+2 - lnln+2 + lrzl+1 + ln—lln+3 + ln+1ln+3

_lnln+2 - lnln+4)j + (ln—lln+4 - lnln+3)k
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Burada (25) esitligi kullanilir ve [, =2, [, =1, [, =3, l3=4, 1, =7, [ =11

degerleri yerine yazilirsa,

= 4(_1)n+1l0 + 4(_1)Tl+1l2 + (2(_1)7’l+1l3 + 2(_1)7’l+1l1)i

+Q(D)™, + 41D, + 2(=1)™L))

H(ED™M s + (D™ kK

= 20(=1)™! + 10(—=1)™* 1 + 30(—=1)"*1j + 15(—1)" 1k

= (—1)™1(20 + 10i + 30 + 15k)

=5(—1)"1(4 + 2i + 6j + 3k)

=5(—1)"1(27; + 2 + 2j — 3k)

elde edilerek sonuca ulasilir.

4.3.8. Ozdeslik 8 in ispati

Tan+1 - 7-'m+1Tn

= (fm + fine1l + frna2) + fna3B) Fnar + ozl + fagsf + fasak)

—(fms1 T fma2ifmas) + fnaak) Un + froaal + favo) + fresk)

= ffne1 = fmaifnez + faafnes — fmesfnes — fmeifo + feafasn

_fm+3fn+2+fm+4-fn+3) + (fmfn+2 + fm+1fn+1 + fm+2fn+4 + fm+3fn+3

_fm+1fn+1 - fm+2fn_fm+3fn+3 - fm+4fn+2)i + (fmfn+3 - fm+1fn+4

+fm+2fn+1 - fm+3fn+2 - fm+3fn - fm+1fn+2 + fm+2fn+3 + fm+4fn+1)j
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+(fmfn+4 + fm+1fn+3+fm+2fn+2 + fm+3fn+1 - fm+1fn+3 - fm+2fn+2

_fm+3fn+1 - fm+4fn)k

olarak bulunur ve gerekli diizenlenmeler yapilirsa,

= (fmfn+1 - fm+1fn - fm+1fn+2+fm+2fn+1 + fm+2fn+3_fm+3fn+2
_fm+3fn+4+fm+4fn+3) + (fmfn+2 + fm+2fn+4 - fm+2fn - fm+4fn+2)i
+(fmfn+3 - fm+1fn+2 - fm+1fn+4 + fm+2fn+3 + fm+2fn+1 o fm+3fn

_fm+3fn+2 + fm+4fn+1)j + (fmfn+4 - fm+4fn)k

Burada (31) esitligi kullanilirsa,

1
= g(_4(_1)mln—m+1 — 4Dy + CED™ o — 2D

ln—m+2)i + (_2(_1)mln—m+3 - 2(_1)mln—m+1 - 2(_1)mln—m—3

_2(_1)mln—m—1)j + ((_1)mln—m—4 - (_1)mln—m+4)k)

1

= = (4D Unmmes + o) + QD™ Upomz = lnoms2))i

+(_2(_1)m(ln—m+1 + ln—m+3) - 2(_1)m(ln—m—1 + ln—m—B))j
(D" Un-m-1 = ln-m+4))k)

Son olarak (19), (32) ve (15) esitlikleri kullanilirsa,
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1

= g(_zo(_l)mfn—m + 10(=D)™f_ i — 10(=1)™ (f—m+2 + fr—m=-2)J
+5(=D™ fo_mk)

= %(_20(_1)mfn—m + 10(—=D™ fpmi — 30(=1)™ f,_nj

+5(_ l)mfn—mk)

=(D"(—4+2i—-6j+k)fn—m

seklinde istenen sonuca ulasilir.

4.3.9. Ozdeslikler 9 un Ispati

Q) T, =fn+t fonsil + fonsaJ + fonssk negatif Fibonacci Tessarine dizisi

olsun.

T n=fatfrani+tfem2)+ f~m-3k

Burada (2) esitligi kullanilirsa,

= D"+ (D Mgl + (DM fioj + (D" fsk

= (D" o+ frral + frrzd + faazk) = D™ frpal = (1) fraa)
—(=D)" sk + (D" frai + (Do) + (CD M fsk

= (D" + (D fasr + fo-Di+ (D Furz = fa-2)j + (D™ (fras

+fn—3)k
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seklinde bulunur. Son olarak (14) ve (16) esitlikleri kullanilir ve (17) esitliginde n

yerine n — 3 yazilirsa,
= (=D, + (D" +j + 2k)

istenen sonug elde edilir.

b) T, =1_, + 1 i+ 1_,42) + 1,3k negatif Lucas Tessarine dizisi olsun.

:T—n = l—n + l—(n—l)i + l—(n—Z)j + l_(n_3)k

Burada (7) esitligi kullanilirsa

= (_l)nln + (_1)n_lln—1i + (_1)nln—2j + (_1)n_1ln—3k

= (_1)n(ln + ln+1i + ln+2j + ln+3k) - (_1)nln+1i - (_1)nln+2j

—(=1)"pysk + (D" i+ (D) Myof + (CD sk

= (D" + D" (Unwr + l-0)i + Uz = n2)j + ez + ln-3)k)

= (—1)“:7'1'1’ + (_1)n+1((ln+1 + ln—l)i - (ln—z - ln+2)j + (ln+3 + ln—3)k)

oldugu goriiliir. Burada oncelikle (19) esitligi kullanilir ve (32) esitliginde n yerine
n — 2 yazilarak isleme devam edilir ve sonrasinda sirasiyla (27) esitliginde n yerine
n+ 3 ven — 3, (17) esitliginde n yerine n — 3 ven — 4, (29) esitliginde n yerine

n — 1 yazilirsa,

= (D" + (-D)"54,0 - )

+(_1)n+1(fn+3 + 2fn+2 + fn—3 + 2fn—4)k

= (=D"% + (D540 - )

+(_1)n+1(fn—3 + fn+3 + 2(fn—4 + fn+2))k
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= (=D"% + (D"54,0 - ) + (DL, + 4k

= (D" + D540 - ) + DR + 2Lk

= (D% + (=D"5£,31 - j + 2k)

olur ve ispat tamamlanur.

4.3.10. Ozdeslikler 10 un ispat1

a) Burada (4) esitligi kullanilirsa

B an _ ﬁn an+1 - ﬁn+1 : an+2 _ ﬁn+2 . an+3 r ﬁn+3 ’

a—ﬂ+ a—pf 4 a—p J* a—pf

(@A +ai+a®j +a’k) — (1 + Bi + B% + k)
= o

_a'a—p"p _aa" - pp"
- a-f  a-B

oldugunu ispatlamis oluruz.

b) Burada (6) esitligi kullanilirsa

— an + ﬁn + (an+1 +,8n+1)i + (an+2 + ﬁn+2)j + (an+3 +ﬁn+3)k

=a"(1+ ai + &% + &®k) + (1 + Bi + B% + B3k)

=a"a@ + "B = aa" + fp"

bdylece ispat tamamlanir.
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5. FIBONACCI TESSARINE Q-MATRISI

Tamm 5.1. Fibonacci Q-matrisi ve Lucas Qg -matrisi, [13-15];
_ [ f1]_11 _ L l1]_31
Q_[f1 fo _[1 0] veQu = Ll _[1 2]’
seklindedir. n.inci Fibonacci Q-matrisi ve n. inci Lucas Q; -matrisi,

n _ fn+1 fn n _ ln+1 ln
Q B fn fn—l] ve QL B ln ln—l]

biciminde gosterilir. Burada
a) Q" =IQI"

Ispat.

Tanim 5.1.’den

e b

e =} I = e

Q" = = fn+1fn-1 _fnz =(=1)"ve

Boylece |Q™| = |Q|™ dir.

b) QnQn+1 — Q2n+1
Ispat.

QuQntt = fav1  fa ] fr+2 fn+1]

fo o foedlfner S

— [fn+1fn+2 + fnfn+1 fn+1fn+1 + fnfn]
fnfn+2 + fn—lfn+1 fnfn+1 + fn—lfn

_ [1 <l2n+1 tlhnts Lo+ lns )]
S\ bn+lprz  lap-1+ lonss

=[G )]
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[ T

C) Qan—l — Qn+m—1
ispat.

e N | P

— -fm+1fn + fmfn—l fm+1fn—1 + fmfn—z]
fmfn + fm—lfn—l fmfn—l + fm—lfn—z

— 1 <lm+n+1 + lnin-1 lm+n + lmin—2 )]
5

lm+n + lm+n—2 lm+n—1 + lm+n—3

_1( 5fnin 5fm+n_1>]
5\5fman-1 5fmin2

[ e e

fm+n—1 fm+n 2

Tanim 5.2. n > 0 i¢in n —inci Fibonacci Q-matrisinin tersi, Q™" seklinde ifade edilir.

1 fn 1 f—n

Burada Q_ ( 1)n fn fn+1

] — QM) dir.

5.1. Fibonacci Tessarine Q-Matris ve Lucas Tessarine Q-Matrisi

TQ,, TQ, swrasiyla n-inci Fibonacci Tessarine Q-matrisi ve n-inci Lucas

Tessarine Q-matrisi olsun,

a) TQn — Qn + Qn+1i + Qn+2j + Qr1+3k (33)

=Q"(1+Qi +Q% +Q’k)

ol A (P RS P A [ S TR R )
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o1 e (R R PR R e Y s )

b) TQn — QL + Qn+1l + Qn+2] + Qn+3k

= QL(1+Qui +QfJj + Qik)
_ [ta+1 ln‘(1 0 [lz ll]. I3 12], L, 13])
Tl Ll [0 1]+l1 lol+lz l1j+l3 lzk

o IR [ K A LR R VR VR !

n = 1 igin,

TQ: =Q+Q% +Q% + Q%

=[7 2+l Pl lr R+l 2l

1 O K R 1 LR R L
ve
TQ: =QL+Qfi+Qij+Qtk

AN zz], [14 15 ]
=i lo+[lz Lt L 1) "

it A B PR TR P
[Ti, ] dir.

TQ,, TQ,, Fibonacci Tessarine Q-matrisleri olmak {izere,
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TQn +7Qm

— (Qn + Qm) + (Qn+1 + Qm+1)i + (Qn+2 + Qm+2)j + (Qn+3 + Qm+3)k
=@Q"+Q™MA+ Qi+ Q% + Q%)

1 1

:<fn+1+fm+1 fo + fn D(l 0]+1 l+[ ]]+B ik)

fn+fm fn—l +fm—1 0 1

TQnTQm — (Qan _ Qn+1Qm+1 + Qn+2Qm+2 _ Qn+3Qm+3)
+(Qan+1 + Qn+1Qm + Qn+2Qm+3 + Qn+3Qm+2)i
+(Qan+2 + Qn+2Qm _ Qn+1Qm+3 _ Qn+3Qm+1)j

+(Qan+3 I Qn+3Qm + Qn+2Qm+1 + Qn+1Qm+2)k

=Q™™M(1-Q*+Q*—Q°+2(Q+Q¥i+2(Q* —QY)j + 4Q%k)

oe(lo 7 [[13 a0t 86 )

11 )+4[3 ]k

:Qn+m([:z :§]+2[Z §l+2[_2 _1] +4[§ ik)

=@ [3 2] (=3 +6i -2+ 4k

= QU*MQ3(—3 + 6i — 2j + 4k)

= QUMM+3(—3 + 6i — 2j + 4k) dir.

42



5.1.1. Fibonacci Tessarine Q-Matrisinin Eslenik Kavram

TQ, Fibonacci Tessarine Q-matrisinin i,j, k birimlerine gore eslenikleri siras1 ile

TQ, TQ{l, T7Qk olmak iizere,

a) TQ%] — Qn _ Qn+1i + Qn+2j _ Qn+3k
=Q"(1 — Qi+ Q% — Q%)

ol G [ (R B S TR F VR B 1

b) TQ{1 = Qn + Qn+1i _ Qn+2j _all Qn+3k
=Q"(1+Qi—-Q%—Q%)

ol A (e K ol Y R VA 1

C) Tercl — Qn _ Qn+1i _ Qn+2j + Qn+3k

=Q"(1-Qi—-Q%+ Q%)

o (R O [ A TR DL

TQ, Fibonacci Tessarine Q-matrisinin i,j,k birimlerine gore eslenikleri ile

carpimlari,

Q) TQ,TQ

— (Qn + Qn+1i + Qn+2j + Qn+3k)(Qn _ Qn+1i + Qn+2j _ Qn+3k)

— QnQn + Qn+1Qn+1 + Qn+2Qn+2 + Qn+3Qn+3 + z(QnQn+2 + Qn+1Qn+3)j
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= Q2"(1+ Q% + Q* + Q%) + 2Q2"(Q% + QY]

il PR R PO R P B P R (R B )

21 12 N B 17 4]
=Q [12 9]+2Q 4 31/ =307, 3]+2Q 4 3]1

=G+ [; 3] =G +2perad
b) 7Q,7Q]
— (Qn +Qn+1i+Qn+2j+Qn+3k)(Qn+Qn+1i—Qn+2j—Qn+3k)
— QnQn _ Qn+1Qn+1 . Qn+2Qn+2 + Qn+3Qn+3 + 2(QnQn+1 _ Qn+2Qn+3)i
=Q*(1-Q*—Q*+Q°% +2Q*(Q — Q)i
L1 0] 2 11 [5 371,13 8 L1 11 8 51\,
=Q ([0 1]_[1 1 _[3 2]+[8 5D+2Q2 ([1 0 _[5 3])‘
L7 4 L7 4. a7 4 L1747,
=Q [4 3]_2Q2 [4 3/1=0° [4 3]_2Q2 [4 3]!
= a-200"[; 3] =a-200q

) TQ.TQf
— (Qn + Qn+1i + Qn+2j + Qn+3k)(Qn _ Qn+1i _ Qn+2j + Qn+3k)
— QnQn + Qn+1Qn+1 _ Qn+2Qn+2 _ Qn+3Qn+3 + Z(QnQn+3 _ Qn+1Qn+2)k

=Q"(1+Q°-Q*-Q9
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ey 90 1 A5 9
s

= -5 Q2nQ3
- 5 Q2n+3
seklindedir.

5.2. Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine Q-Matrisleri i¢in Ozdeslikler
Bu boliimde Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine Q-matrisleri i¢in ozdeslikler

verilmigstir. Sonrasinda elde edilen 6zdesliklerin ispatlar1 yapilmistir.

5.2.1. Ozdeslikler 1

Her n > 2 olmak lzere,

a) TQn+2 + :TQn—Z = 3:T'Qn
b) TQn+2 _TQn—Z = TQ%

Ozdeslikleri elde edilir.

5.2.2. Ozdeslikler 2

Her n € N i¢in,

) TQu—TQne1i +TQniz2j — TQuisk = (3+2)Q"Q}
b) TQn + TQn+1i - TQn+2j - 7-'Qn+3k = (1 - Zi)QnQi

) TQn—TQu1i = TQnszJj + TQnesk = =5Q7*3

Ozdeslikleri saglanir.
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5.2.3. Ozdeslikler 3

Her n € N i¢in, Fibonacci Tessarine Q-matrisinin i, j, k birimlerine gore eslenikleri

sirasi ile TQL, T Q{l ve TQK olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler,

Q) TQuTQL+TQu-1TQ4_; =53 +2j)Q*"*?
b) 7Q,TQ) + TQu_1TQL_, = 5(1 — 2i)Q2"+2

) TQuTQf +TQu-1TQs-1 = —5Q*"Q¢

seklinde verilebilir.

5.2.4. Ozdeslikler 4

Her n,m > 1 igin,

TQuTQm + TQns1T Qs = (=3 + 61 — 2j + 4)Q™™Q}
olarak bulunur.

5.2.5. Ozdeslikler 5

Her n > 1 olmak tzere,

a) TQi+TQh = (=3 +6i—2j+4k)Q*"Qf
b) TQn+1 n 1= ( 3+ 60— 2] + 4k)Q2nQ3

0zdeslikleri yazilabilir.

5.3.6. Ozdeslikler 6

TQ_, TQ., swrasiyla negatif Fibonacci Tessarine ve negatif Lucas Tessarine

dizileri olsun ve her n = 0 igin,

a)

“cirlin Alls measioo

TQ-n
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b) T -2

TQl, e 1)n[ n+1”g;)_2 T+ (—i—3j — 4k)

bigimindedir.

5.3. Ozdesliklerin Ispatlar

Bu bolimde o6zdesliklerin ispatlar1 Tessarine Q-matris ozellikleri kullanilarak

yapilmistir.

5.3.1. Ozdeslikler 1 in Ispati

a) TQn+2 + TQn—Z

— (Qn+2 + Qn+3i + Qn+4j + Qn+5k) + (Qn—z oL Qn—ll- + Qn] + Qn+1k)
— (Qn+2 + Qn—Z) + (Qn+3 I Qn—l)i AL (Qn+4 + Qn)] + (Qn+5 + Qn+1)k

= Q"™+ Q"1+ Qi+ Q% + Q%)

([ pleli poaras@ren

_ ([fre3 T fa-1 Sraz + faz
(

fn+2 + fn—z fn+1 + fn—3]) (1 * Qi * sz * ng)

bicimindedir. Burada (15) esitligi kullanilirsa,

=5 s araresven

-G gl arareieew

=3Q"(1+ Qi+ Q%+ Q%)
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— 3(Qn + Qn+1i + Qn+2j + Qn+3k)
=37Qx

olur ve ispat tamamlanir.

b) TQn+2 - TQn—Z

— (Qn+2 + Qn+3i + Qn+4j + Qn+5k) _ (Qn—z + Qn—ll- + Qn] + Qn+1k)
— (Qn+2 _ Qn—Z) + (Qn+3 _ Qn—l)i L (Qn+4 r Qn)] + (Qn+5 _ Qn+1)k
= Q"™ -Q"H(A+Qi+ Q% + Q%)

o ol oDavereean

I
/N

(e wmrsharaeren

olarak elde edilir. Burada (16) esitligi kullanilirsa

— ( ln+1 ln

v Jare e+
= QUL+ Qi+ Q% +QH)

= QL+ QUi+ QL + QLK

=TQn

oldugunu ispatlamis oluruz.
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5.3.2. Ozdeslikler 2 nin Ispati

) TQn—TQus1i + TQui2j — TQnysk

= (Q + QM1i 4 QU¥2j 4 Q3k) — (QUF + QUF2{ 4 QY3 4 QUK
F(QUF2 4 Q3] 4 QU] 4 QUHSE)j — (QUF3 + QU 4 QUFSj + QMO

= QU 4+ QU2 4 QUHAEQNTE 4 2j(QM2 4+ QU

=Q"(1+Q*+Q*+Q°+2j(Q*+QY)
gl (R R R e ol R R )

=3 ([ 3l l; 5

=G+2)Q[; 3

=B +2)HQQL

boylece ispat tamamlanir.

b) 7Qn +TQn+1i = TQn+2j = TQnszk
= (Q™ + QUL 4 QU2 + QM*3k) + (QMH + QMF2{ + QM3 + QUt4k)i
—(QM*2 4 QU3 4 QP4 4+ QPHSE)j — (QF3 4 QP4 + QS 4+ QMoK
= QP — QPF2 — QRFALQRFE 4 2{(QPH — QPH)

=Q"(1-Q*-Q*+Q°+2i(Q' - Q%)
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S (R R S Y (R R )
=@ ([ 5l-2l; 5]

oo !
= (1-20Q"Q}

seklinde istenen elde edilir.

€) TQn—TQn+1i = TQnyaj + TQnysk

= (Q" + QM*1i + QU2 4 Q™3k) — (Q™1 + QU*2i + QP3) + QMH4k)i
—(Q*2 + QU3 + QP + QUFSK)j + (QMF3 + QU + QPHSj 4+ QU6

= QP + QN*2 — QnHe_Qn+s

=Q"(1+Q*-Q* - Q%

i P R PR Kl F Bl )

3 2

= 5" [2 1

— _SQn+3

bulunur ve ispat tamamlanir.
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5.3.3. Ozdeslikler 3 iin ispat1

8) TQuTQh + TQu-1TQh-y
— Qn—lQn—l + ZQnQn + an+1Qn+1 + 2Qn+2Qn+2 + Qn+3Qn+3
+2(Qn—1Qn+1 + 2QHQH+2 + Qn+1Qn+3)j

=Q™(Q2+2+4+2Q*+2Q*+Q°+ 2(1+2Q%> +QH))

Sy R P B M R PO B P

+2(p §1+[; 21+ 2)

o el )
= (15 i ﬂ+1oﬁ 1])

2 1
1 1

= (15 + 1Oj)Q2“[
= (15 + 10/)Q?"Q?

= 5(3 + 2j)Q?n+2

oldugundan istenen sonug elde edilir.

D) TQuTQh + TQu 1T Qs
— Qn—lQn—l _ 2QH+1Qn+1 + Qn+3Qn+3
+2(Qn—1Qn + QnQn+1 _ Qn+1Qn+2 _ Qn+2Qn+3)i
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=Q"(Q?-2Q+Q°+2(Q"+Q-Q* - Q")

sl I el e L -
[0 3

(g2 3

5@ Y-2 1)

= 5(1 — 20)Q?"Q?

= 5(1 — 2)Q?"*?

elde edilerek sonuca ulasilir.

©) TQnTQf +TQu-1TQ54
— Qn—lQn—l + ZQnQn _ an+2Qn+2 _ Qn+3Qn+3

=Q"(Q7?+2-2Q*-Q%

s 2R 9 913
_qn[20 5]
= —sq[3 7]

= -5Q2"}
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seklinde istenen sonuca ulasilir.

5.3.4. Ozdeslikler 4 iin Ispati

8) TQnTQm + TQn+1T Q1

=Q™™M(1— Q%+ 2(Q+Q% + Q%+ Q7)i + 2(Q% — Q%)) + 4(Q* + Q>)k)

o - B R AR SR B
([} Al-[5 shie(z 1+ls 3Dw)

(3 B Bl Dl I

(o[l et el el 70
=qum [t 7] =3+ 6i-2j+ 4k)

= (=3 + 6i — 2j + 4K)QntmQ?

istenen sonug elde edilir.

5.3.5. Ozdeslikler 5 in Ispati

) TQF +TQf4
— QnQn _ Qn+4Qn+4 + 2(QnQn+1 + Qn+1Qn+2 + Qn+2Qn+3 + Qn+3Qn+4)l’
+2(QnQn+2 _ Qn+2Qn+4)j + z(QnQn+3 + Qn+1Qn+2 + Qn+1Qn+4

+Qn+2Qn+3)k
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=Q"(1-Q°+2(Q+ Q*+Q°+ Qi +2(Q* - Q%)) +4(Q° + QV)k)
al (e R e e A (R R R e

w2(7 =[5 i+« 1+ 30

=0 (=l wl+2ln wli-2ly el A0
([t et Zuef sl 7
=@ [ 7] =3+ 61 -2 +4k)

= (=34 6i — 2] + 4k)Q*"Q}

olur ve ispat tamamlanir.

b) TQh+1 —TQhs

_ _QnIQRtT 4 QUQD 4 QRRQIHS — QRHAQIH 4 2(—QP-1QR 4 QURQMH)
F2(—QUUIQHL 4 QUQIFE 4 QIHIQIHS — QUZQIHY;
12(—QUUIQH2 — QUQItL 4 QRHIQEHE 4 QRE2QIHIY

= Q"(—Q 2+ 1+Q°— Q% +2Q*"(—Q ' + Q)i +2Q*"(—1 + Q?

+Q* = Q%)) +4Q*"(-Q + QVk)
A Pl B IS B

54



B Serad OB B I O
(23 91+ 3Dw)

= (=l Slezly Sli-ely shieall 319
“er (] Yeoly i-efy P 0
=Q2n[1 g](—3+6i—2j+4k)

= (=3 + 6 — 2j + 40)QQ}

oldugunu ispatlamis oluruz.

5.3.6. Ozdeslikler 6 nin ispati

a) TQ—n = Q—n + Q—Il+1 + Q—n+2 + Q—n+3

=Q™™(1 +Q'i+Q%+Q%)

1 fn—l f—n . .
Re vt el (R o (R R P I 1

1 [faa f—n][Tl 76]

TEDM o fand T T

_ T [fa f—n][j'l T ]
DM fan fand T o+ (A —i—k)

bdylece ispat tamamlanir.

b) 7QL,=Q"+ Q™" +Qr™* + Q"

55



=Q"(1 +Qui+Q}j+Qik)

1 ln—l l—n . i
ey et [ R R MR PR A

_ 1 ln—l l—n] [ :Ti, :T(')’ -2 ]
T D Ly bl -2 T+ (=i - 3 - 4k)

seklinde istenen elde edilir.
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6. FIBONACCI TESSARINE VEKTORU

f]_";L = fus1l + fne2 J + fuesk n—-inci Fibonacci Tessarine vektorii olsun.,
Burada,n = 0,1,2 i¢in Fibonacci Tessarine vektorii,

To=li+1j+2k 7, =1i+2j+3k, T, =2i+3j+5k
seklindedir.

Teorem 6.1.

Tn, Tneq Fibonacci Tessarine vektorleri olsun. Fibonacci Tessarine vektorlerinin i¢

carpim ve vektorel ¢arpim i¢in asagidaki ifadeler saglanir.

a) - 4 (="
< T >=chps +—/—
5 5
b) - = 2 . ; 1 - .
n X Ty = §(12n+6l — bnys) + Lanak) — 3 D" +3j—k)
Ispat.

a) T, Tn+1 Fibonacci Tessarine vektorleri olmak tizere,

< T Tng1 > = fasifnez + frs2fnestnesfnsa

= far2fne1r + frossfnrztfovafnes

Burada (31) esitligi kullanilirsa,

1
= g(l2n+3 - (_1)n+lll + l2n+5 - (_1)n+211 + lZn+7 - (_1)n+3ll)

1
= 5(12n+3 + (D" + Lpps — CD™ + Ly + (D)

Benzer olarak (30) esitligi kullanilirsa,
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1
= = Qonss + 3lonss + (1))

4 (="

5 lZn+5 + 5

i j k
b) T, X Tpyr = |fas1r fasz fnrs| olsun. Tamm 2.7, 2.8, 2.9 ve 2.11°den
favz fars fora

yararlanilarak gerekli diizenlenmeler yapilirsa,

= i(fn+2fn+4 + f112+3) - ] (fn+1fn+4 +fn+2fn+3 ) + k (fn+1fn+3 + fnz+2 )
Burada (31) esitligi kullanilirsa,

L J
= g(l2n+6 - (_1)n+212 + lZn+6 d (_1)n+3lo) - g(l2n+5 - (_1)n+1l3
n+2 k n+1 n+2
+lZn+5 - (_1) ll) + g (l2n+4 - (_1) lZ + lZn+4— - (_1) ZO)
i J
= 2 (anrs = 31" + Lopys = 2(=1)™) = = (lznys — 4(-1""?
n+2 k n+1 n+2
+lonys — (D) + §(12n+4 = 3(=D™ + Lhpya — 2(=1)™F%)

2 1
= = (anesi = bonss) + Lonaak) = 5 (~1)7(i + 3/ = ) dir
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7. SONUCLAR

Bu ¢alismada, Fibonacci Tessarine ve Lucas Tessarine dizileri incelenmistir ve daha
sonra Fibonacci ve Lucas dizileri igin verilmis olan 6zdesliklerin ispatlari kapsaml

bir sekilde irdelenmis. Sonu¢ olarak bu tezin ileri de bir kaynak olarak

kullanilabilecegi diistiniilmektedir.

59






KAYNAKLAR

[1] Koshy, T., Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, A Wiley-Intersience
Publication, 2001.

[2] Horadam, A. F., A Generalized Fibonacci Sequence, Amer. Math. Monthly, 68,
1961.

[3] Horadam, A. F., Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions, Amer.
Math. Monthly, 70(3), 289-291, 1963.

[4] James C., On Certain Functions Resembling Quaternions and on a New
Imaginary in Algebra, Philosophical magazine series3, London-Dublin-Edinburgh,
1848.

[5] James C., On a New Imaginary in Algebra, Philosophical magazine series3,
London-Dublin-Edinburgh, 34, 37-47, 1849.

[6] James C., On the True Amplitude of a Tessarine, Philosophical magazine series3,
London-Dublin-Edinburgh, 38, 290-2, 1850.

[7] Vajda S., Fibonacci and Lucas numbers, and the Golden Section: Theory and
Applications, Halsted Press, 1989.

[8] Dunlap R. A., The Golden Ratio and Fibonacci Numbers, World Scientific Press,
1997.

[9] Hoggatt V. E., Fibonacci and Lucas Numbers published by The Fibonacci
Association, 1969.

[10] Bicknell M., Hoggatt V. E., A primer for the Fibonacci numbers, Fibonacci
quarterly, 1973.

[11] Knuth D., Negafibonacci Numbers and Hyperbolic Plane, Annual Meeting of
the Math, Association of Amer., 2013.

[12] Glynn D. G., Permanenet of a square matrix, European Journal of
Combinatorics, 31(7), 1891-1897, 2010.

[13] Iyer M. R., Identities Involving Generalized Fibonacci Numbers, The Fibonacci
Quarterly, 7(1), 66-72, 1969.

[14] Brenner J. L., June Meeting of the Pacific Northwest Section, 1. Lucas Matrix,
Amer. Math. Monthly, 58, 220-221, 1951.

[15] Honsberger R., The Matrix Q. Mathematical Gems I11. Washington, DC: Math.
Assoc. Amer., 106-107, 1985.

61


https://www.amazon.com/exec/obidos/ASIN/0883853183/ref=nosim/ericstreasuretro

	Merve Uslutez baş kısım
	merve iç

