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OZET

BAZI GENELLESTIRILMiS KOMSULUK SISTEMLERI VE
GENELLESTIRILMIS SUREKLILIKLER UZERINE

ARABACIOGLU, Nihal

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismant: Dog. Dr. Oya BEDRE OZBAKIR
Haziran 2012, 46 sayfa

Bu tez esas olarak bes boliimden olusur.

Birinci bolimde tez konusu tanitilmis, ikinci boliimde ise tezin daha kolay

anlasilmasi i¢in bazi temel tanimlara ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii  bolimde zayif komsuluk sistemleri ve giiclii genellestirilmis
komsuluk sistemleri verilmistir. Bu komsuluk sistemlerinin karakterizasyonlari ve
bunlarin birbirleriyle iligkileri incelenmistir. Karsit ornekler verilerek konuya

aciklik getirilmistir.

Dordiincli bolimde zayif siireklilik, genellestirilmis 6 - siireklilik ve bu
stirekliliklerin mixed yapilart calisilmigtir. Ayrica bunlar arasindaki iligkiler

incelenmis ve ¢esitli teoremler elde edilmistir.

Besinci boliimde komsuluk sistemleri yardimiyla hemen hemen siireklilik
tanitilmis ve bazi karakterizasyonlar elde edilmistir. Ayrica bu siirekliligin daha
onceki boliimlerde tanimlanan c¢esitli siirekliliklerle iligkisi incelenmistir. Bu

iliskiler diyagram ile gosterilmis ve karsit orneklerle diyagram desteklenmistir.

Anahtar sozciikler: genellestirilmis topoloji, genellestirilmis siireklilik,
genellestirilmis komsuluk, zayif komsuluk, gii¢lii genellestirilmis komsuluk, zayif
(1 ,pp) — sireklilik, genellestirilmis 6(g,g') — sireklilik, zayif (i, g19,) —
siireklilik, 8(u,g,g,) — siireklilik, hemen hemen (g,g') — siireklilik, zayif (y, ') —
siireklilik, hemen hemen (y, y') — siireklilik ve (g,g') - regiiler .
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ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED NEIGHBORHOOD SYSTEMS AND
GENERALIZED CONTINUITY

ARABACIOGLU, Nihal

MSc. in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Oya BEDRE OZBAKIR
June 2012, 46 pages

This thesis essentially consist of five chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced, in the second
chapter, in order to make the understanding easy, some basic definitions and
theorems are given.

In the third chapter, weak neighborhood systems and strong generalized
neighborhood systems are given. Characterizations of these neighborhood systems
and the relations among these are investigated. This subject is clarified by giving
counter examples.

In the fourth chapter, weak continuity, generalized 6 - continuity and mixed
constructions of these continuities are studied. Also, the relations among these are
investigated and several theorems are obtained.

In the fifth chapter, almost continuity with the aid of neighborhood systems is
introduced and some characterizations are obtained. Also, the relations between
this continuity and several continuties defined in the previous chapters are
examined. These relations are presented with a diagram and this diagram is
supported by counter examples.

Keywords: generalized topology, generalized continuity, generalized
neighborhood, weak neighborhood, strong generalized neighborhood, weak
(u; ) — continuity, generalized 6(g,g’) — continuity, weak (u, g19;) —
continuity, 6(u,g19,) — continuity, almost (g,g’) — continuity, weak (y,y') —
continuity, almost (y, ') — continuity and (g,g') - regular.
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dgrenimim boyunca burs aldigim TUBITAK’ a desteklerinden dolay1 tesekkiir
ederim. Ogrenim hayatim boyunca benden sevgisini, destegini ve her konuda

yardimlarini esirgemeyen en degerli varligim aileme tesekkiirii bor¢ bilirim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

= Gerek kosul.
Yeter kosul.

=

S Gerek ve yeter kosul.

X,9) Genellestirilmis topolojik uzay.

Xw) Genellestirilmis komsuluk uzayz.

Kisaltmalar

c(A) A kiimesinin genellestirilmis topolojiye gore kapanisi.

i(A) A kiimesinin genellestirilmis topolojiye gore igi.

Y(X) Genellestirilmis komsuluk sistemlerinin koleksiyonu.

9y Komgsuluk sistemi yardimiyla olusturulan genellestirilmis
topoloji.

U Genellestirilmis topoloji yardimiyla olusturulan komsuluk
sistemi.

Ly (A) A kiimesinin genellestirilmis komsuluk sistemine gore igi.

yW(A) A kiimesinin genellestirilmis komsuluk sistemine gore

kapanisi.



Xiv



1.GIRIS

Genel topoloji alanindaki pek ¢ok c¢alisma topolojik uzaylar tizerinde
tanimlanan 6zel agik kiime siniflarini incelemeye yoneliktir. Bu 6zel agiklar i ve ¢
operatorleri yardimui ile olusturulur. Yar1 agik kiimeler, 6n agik kiimeler bu kiime
siniflarina 6rnek olarak verilebilir.

Giiniimiize kadar ¢alisilan agiklarin genellemesi ile ilgili 6zellikler, ilk defa,
Csaszar tarafindan 1997 yilinda “ Genellestirilmis A¢ik Kiimeler ” adli makalede
incelenmistir. Ardindan yine Csaszar tarafindan 2002 yilinda genellestirilmis
topoloji, genellestirilmis komsuluk sistemi ve genellestirilmis siireklilik tanimlart
verilmis ve bunlarin karakterizasyonlar: elde edilmistir. Daha sonraki yillarda
konu ile ilgili olarak Min zayif komsuluk sistemlerini (2008), giiclii
genellestirilmis komsuluk sistemlerini  (2008), zayif siirekliligi  (2008),
genellestirilmis 6 - siirekliligi (2009), hemen hemen siirekliligi (2009), mixed

zayif stirekliligi (2011) ve mixed 6 - siirekliligi (2011) ¢aligmistir.

Bu tezde zayif komsuluk sistemi ve gii¢lii genellestirilmis komsuluk sistemi
ele alinmigtir. Daha sonra da agirlikli olarak siireklilik tiirlerinden zay1f siireklilik,
genellestirilmis 6 — siireklilik, hemen hemen siireklilik ve mixed yapilar iizerine
yapilan caligsmalar incelenmistir. Genellestirilmis topolojik uzaylarda zayif ve
hemen hemen stirekli fonksiyonlarin bileskeleri arastirilmistir. Mixed yapilarda
zayif stireklilik ve 8 - siireklilik ele alinarak ozellikleri incelenmistir. Ayrica
hemen hemen siirekliligin komsuluk sistemleri yardimiyla tanimi verilerek,
karakterizasyonlar arastirilmistir. Tez boyunca inceledigimiz siireklilik tiirleri
arasindaki bagintilar incelenerek terslerine ait Orneklerle konuya aciklik
getirilmistir.






2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin daha kolay anlagilabilmesi i¢in bazi temel tanimlara ve
teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1. ( Csaszar, 2002 ) g S P(X) asagidaki ozellikleri sagliyor ise g
ye X kiimesi lzerinde bir genellestirilmis topoloji denir ve kisaca GT ile
gosterilir.

i) Peg.
i) Heri € + @icin G; € g ise U;¢; G; € g dir.

Tamm 2.2. ( Csaszar, 2002 ) g, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
topoloji olsun. g nin elemanlar1 g - acik ve g nin elemanlarinin timleyenleri de
g - kapali olarak adlandirilir.

Tanim 2.3. ( Csaszar, 2002 ) g, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
topoloji olsun. gO(X) ={Uc X : U € g} ve gO(X) = {U € g : x € U} kiimeleri
sirastyla X kiimesi tizerindeki genellestirilmis agiklarin kiimesini ve x noktasini
iceren genellestirilmis agiklarin kiimesini gosterir.

Tamm 2.4. ( Csaszar, 2002 ) g, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
topoloji olsun.

i(A)=U{G: GS A,Gg—acgk}
ve
c(A)=N{K: A €K,Kg—kapah}

kiimeleri sirasiyla A kiimesinin genellestirilmis topolojiye gore i¢i ve kapanigin
gosterir.

Teorem 2.5. ( Csaszar, 2002 ) ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay
olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

1) c(A) =X —i(X-A)
) i(A) =X —c(X—-A)



Teorem 2.6. ( Min, 2008a ) g, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
topolojik uzay ve A € X olsun. O zaman asagidakiler saglanir:

(1) x € i(A) © V < A olacak sekilde bir V € gO(x) vardir.
(2) X € c(A) © Her V € gO(x) igin VNA # @ dir.

Tamm 2.7. ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay ve A € X olsun.

(1) (Csaszar, 2005) A, g - yari agik kiimedir : © A € c(i(A))
(2) (Csaszar, 2005) A, g - 6n agik kiimedir : © A € i( c(A))

(3) (Min, 2008a) A, g - regiiler agik kiimedir : © A=i(c(A))
(4) (Csaszar, 2005) A, g - B - agik kiimedir: © A S c(i(c(A)))

g - vari acik ( g - On agik, g — regiiler agik, g - B - a¢ik ) kiimelerin
tiimleyenlerine g - yar1 kapali ( g - o6n kapali, g - regiiler kapali, g - B - kapal1 )
kiime denir.

Tanim 2.7. den asagidaki diyagram elde edilir.

g - yar1 agik

AN

g - regiiler acik—» g - agik g - P -acik

g - on acik

Teorem 2.8. ( Min, 2008a ) ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay ve
A c Xolsun.

(1) A, g - yar kapali kiimedir & i(c(A) ) € A
(2) A, g - 6n kapali kiimedir & c(i(A)) € A

(3) A, g - regiiler kapali kiimedir & A = c(i(A))
(4) A, g - B - kapali kimedir @ i(c(i(A))) € A



Tanim 2.9. ( Csaszar, 2008 ) g, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
topolojik uzay ve P(X) de X kiimesinin kuvvet kiimesi olsun. 8(g) € P(X)
kiimesi, 6(g) = { A : X € A'igin ¢, (M) S A olacak sekilde bir M € gO(X) vardir }
seklinde tanimlansin. Bu durumda 6(g) < g dir ve 6(g) bir genellestirilmis
topolojidir. 8(g) nin elemanlar1 6 - agik ve 6(g) nin elemanlarinin timleyenleri
0 - kapalh olarak isimlendirilir. g ve g  iki GT olmak iizere 8(g) ve 6(g)
kiimeleri sirasiyla 8 ve 6 ile gosterilir.

Tamm 2.10. ( Csaszar, 2002 ) ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay ve
A < X olsun. 8(g) genellestirilmis topolojisine gore asagidaki kiimeler
tanimlansin.

cg(A)=N{F €X:ACF,F0—kapah}
ig(A)=U{V €X:V €A,V 6O —acgk}
w(A) ={x €X:xiicerenbaz1 U g — acik kiimesi igin c,(U) € A dir}

Yo(A) = {x € X : x i iceren her U g — aqik kiimesi icin c,(U)NA # @}

Teorem 2.11. ( Csaszar, 2008 ) ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay
ve A € X olsun. O zaman, A kiimesinin 8 - kapali olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul A =1y, (A) olmasidir.

Lemma 2.12. ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay ve A € X olsun. Bu
durumda asagidakiler saglanir:

(1) (Csaszar, 2008 ) X € c4(A) © X € Mve M € g i¢in MNA # @ dir.
(2) (Csaszar, 2008 ) y,(A) < cg(A).
(3) (Min, 2009b ) ig(A) S 1(A) S iy (A) S A S cy(A) S 7,(A) S ch(A).

Teorem 2.13. ( Min, 2009b ) ( X,g ) bir genellestirilmis topolojik uzay ve
A € X olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(1) ig(A) =X -cg(X=A)vecyg(A)=X-ig( X-A).
(2) WA =X-7,(X=A)vey,(A)=X-(X-A).
(3) A kiimesi 6 - kapaliise A = ¢, (A) =y, (A) = co(A).
(4) A kiimesi 0 - agik ise A = iy (A) = 1p(A) = ig(A).



Tanim 2.14. g, ve g,, X kiimesi lizerinde genellestirilmis topolojiler olsun.

(1) (Csaszar, 2009) A, (g1, g2) — yart agik kiimedir : & A < ¢y, (iy, (A))

(2) (Csaszar, 2009) A, (g1,92) — 6n agik kiimedir : & A < iy, (cy, (A))

(3) (Csaszar, 2009) A, (g1.92) - B’ - agik kiimedir : & A € ¢, (ig,(cg,(A)))

(4) (Csaszar and Makai Jr, 2009) A, (g1,9,) — regiiler acik ( (g1,92) —
regiiler kapali ) kiimedir : & A =iy, (cg,(A)) (A= ¢y, (ig,(A)))

(91.92 ) - yart agik ( ( g1,92 ) — on agik, ( g1.92 ) - B - agik ) kiimelerin

timleyenlerine ( g4,g, ) - yart kapali ( ( g1,9, ) — 6n kapali, ( 91,92 ) - [3’ - kapali)
kiime denir.

Tamm 2.15. ( Min, 2011a ) g; Ve g,, X kiimesi tizerinde genellestirilmis
topolojiler olsun.

(1) A, (g1,92) - yari agik kiimedir : & A € cg,(ig,(A))
) A (91,92) - 61,1 acik kiimedir : & A € iy (¢4, (A))
B) A (91,92) -B -acik kiimedir: & A € ¢4, (ig,(cy,(A)))

(91.92) - yan agik ((g1,92) - on agk, (g1,92) - B - acik )
kiimelerin tiimleyenlerine ( g;,g9,) - yart kapali ( (g1,92) - On kapal,

(91,92) - B’ - kapal1 ) kiime denir.

Tamm 2.16. ( Csaszar and Makai Jr, 2009 ) g; ve g,, X kiimesi lizerinde
genellestirilmis topolojiler olsun. 8(g1,92) ={A S XX €A XEM C ¢4, (M)
A olacak sekilde bir M € g vardir} seklinde tanimlidir. 8(g4,g,) nin elemanlari
0(g91.92) — agik ve 6(g1,92) nin elemanlarin tiimleyenleri 6(g4,g,) - kapali
olarak isimlendirilir.

Tamm 2.17. ( Csaszar and Makai Jr, 2009 ) g; ve g,, X kiimesi iizerinde
genellestirilmis topolojiler olsun. g; ve g, genellestirilmis topolojilerine gore
asagidaki kiimeler tanimlansin.

Co(gy,90)A) =N{F SX:ACF,F0(g1,92) — kapal }
l9(g,99A) =U{V EX:VCSAVEO(g1,9,) — asik}

Vog g (A ={x €EX 1 x EM € g igincy,(M)NA # @ dir}



Teorem 2.18. ( Csaszar and Makai Jr, 2009 ) g, ve g,, X kiimesi
iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(1) Ac yﬁ(gl,gz)(A) c CH(gl,gz)(A)'
() A0(g1.92) - kapalt & A= Ty, (A

Lemma 2.19. ( Min, 2011a ) g; ve g,, X kiimesi lizerinde genellestirilmis
topolojiler olsun. O halde asagidakiler saglanir:

(1) X € ig(g,,g)(A) © XEM <€ ¢y, (M) S A olacak sekilde bir ME g; vardir.
(2) A, Xde g, -agik = y@(g1,g2)(A) =g, (A).

Tamm 2.20. ( Min, 2011a ) g; Ve g,, X kiimesi lizerinde genellestirilmis
topolojiler ve A € X olsun. x € X ve x & F olacak sekilde bir F g; - kapali kiimesi
icinx € U, F € V ve UNV = @ olacak sekilde bir U € g; ve V € g, varsa X
kiimesine (g1, g,) — regiilerdir denir.

Teorem 2.21. ( Min, 2011a ) g, ve g,, X kiimesi {izerinde genellestirilmis
topolojiler olsun. X in (g4, g2) — regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x € X ve
X €U € g icinx €V < ¢y (V) €U olacak sekilde bir V € g; kiimesinin var

olmasidir.

Teorem 2.22. ( Min, 2011a ) g; ve g,, X kiimesi {lizerinde genellestirilmis
topolojiler olsun. X kiimesi (g1, g,) — regiiler ise her g; - agik kiime 6(g1,9;) —
agiktir.

Tammm 2.23. ( Min, 2008c ) | : P(X) = P(X) bir fonksiyon olsun.
Asagidaki aksiyomlari saglayan I fonksiyonuna bir i¢ operatdrii denir.

( €y ) Her A € P(X) i¢in I(A) € A olur.
(C,) Her A,B € P(X) i¢in I(ANB) = I(A)nI(B) olur.

(C3)1(X)=X.



Tamm 2.24. | : P(X) = P(X) fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglasin:
(€q)Her A€ P(X)iginI(A) S A saglanir.

(Cy)Her AB e P(X) icin A € Bise I(A) € I(B) saglanir.

(€3 ) Her Ae P(X)i¢in I(I(A) ) =1(A) saglanir.

(C4) 1(X) =X

(a)( Min, 2005 ) I fonksiyonu; ( Cq ), ( €3 ) ve ( €3 ) aksiyomlarini sagliyor
ise I ya giiclii genellestirilmis i¢ operatorii denir.

(b)( Min, 2005 ) I fonksiyonu; ( €4 ) ve ( C, ) aksiyomlarini sagliyorsa I ya
genellestirilmis i¢ operatorii denir.

(c)( Mashhour et al., 1983 ) | fonksiyonu; (€1 ), (€2 ), (€3 ) ve (Cy)
aksiyomlarini sagliyorsa I ya quasi — i¢ operatdrii denir.

(d)( Kent and Min, 2002 ) | fonksiyonu; ( €1 ), ( C; ) ve ( C4 )
aksiyomlarini sagliyorsa I ya i¢ operatorii denir.

Tamm 2.25. ( Min, 2008b ) | : P(X) = P(X) fonksiyonu asagidaki
aksiyomu saglasin:

(C,) Her AB € P(X) igin I(A)NI(B) € I(ANB) olur.

(a) | fonksiyonu; (€1 ), (€2 ), (C3) ve ( Cp ) aksiyomlarini sagliyorsa
I ya giiclii* genellestirilmis i¢ operatorii denir.
(b) | fonksiyonu; ( Cq), (C2 ) ve ( Cp ) aksiyomlarini sagliyorsa I ya

genellestirilmis* i¢ operatorii denir.

Tamm 2.26. ( Csaszar, 2002 ) vy : X - P(P(X)) ve V € y(x) i¢in x € V
olsun. Bu durumda V € wy(x) kiimesine X in genellestirilmis komsulugu ve y ye
de X iizerinde genellestirilmis komsuluk sistemi denir. X kiimesi iizerindeki tim
genellestirilmis komsuluk sistemlerinin koleksiyonu (X)) ile gosterilir.

Lemma 2.27. ( Csaszar, 2002 ) y, X kiimesi iizerinde bir GNS ve G € X
olsun. G € g,, olmasi igin gerek ve yeter kosul x € G igin V < G olacak sekilde

bir V € y(x) kiimesinin olmasidir.

Tamm 2.28. ( Csaszar, 2002 ) y, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
komsuluk sistemi ve A € X olsun.



L (A) ={x €A:V < Aolacak sekilde bir V € y(x) vardir }
ve

yW(A):{XEX:VE\p(x)iginVnA;é(Z)dlr}

kiimeleri sirasiyla A kiimesinin genellestirilmis komsuluk sistemine gore igini ve
kapanigini gosterir.

Ayrica y € Y(X) i¢in i, ve c, gosterilimleri ile i, = lg, V& Cy =Cg,

esitlikleri ifade edilmektedir.

Lemma 2.29. ( Csaszar, 2002 ) v € ¥Y(X) ve A € X olsun. Bu halde
asagidakiler saglanir:

(1) yW(A) =X-,(X-A)dr

(2) iy(A) €, (A) ve yW(A) C ¢y (A) dir.

Lemma 2.30. ( Csaszar, 2002 ) g, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis
topoloji olsun. O zaman g = g,, esitligi saglanacak sekilde dyle bir y € ¥(X)

vardir. Bu durumda v asagidaki kosulu saglar:

X € X,V €ey(x)i¢in V € g dir. (2.30.1)

2.30.1. kosulunun saglanmasi durumunda vy =y ; V& VE ¥, (X)

gosterimleri kullanilacaktir.

Lemma 2.31. ( Csaszar, 2002 ) X kiimesi lizerindeki g = g,, GT si igin
vy € ¥ (X) ise 0 zaman y, = i, Ve Ty = Cy olur.

Lemma 2.32. ( Csaszar, 2002 ) X kiimesi tizerinde g bir GT ve y = v, ise
0 zaman g = g, olur.
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Tamm 2.33. ( Min, 2005 ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. U € X ve U € g icin f(U) € g oluyorsa
f fonksiyonuna ( g,g ) — agiktir denir.

Tanim 2.34. ( Csaszar, 2002 ) f : X - Y bir fonksiyon, g ve g’ sirasiyla X
ve Y kiimeleri iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Her G € g igin
IO g oluyorsa f fonksiyonuna ( g,g ) — siireklidir denir.

Teorem 2.35. ( Min, 2005 ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. f fonksiyonunun ( g,g" ) — siirekli olmasi
icin gerek ve yeter kosul her A € Y icin f*(i(A)) S i( f1(A) ) olmasidir.

Teorem 2.36. ( Min, 2008a ) f : X = Y hir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y.g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

() £, (g.9 ) - siireklidir.

(2) Her B S Yicin f(i(B)) < i(f*(B)) olur.

(3) HerBC Yiginc(f*(B)) S f (c(B))olur.

(4) Her A € X icin f( c(A)) € ¢( f(A) ) olur.

(5) Y deki her g - kapali F kiimesi igin F7Y(F) kiimesi X de g - kapalidir.

(6) x € X ve f(x) € VE g i¢in x€ U ve f(U) € V olacak sekilde bir
U € g kiimesi vardir.

Tamm 2.37. ( Csaszar, 2002 ) f : X — Y bir fonksiyon, v ve v sirasiyla
X ve Y kiimeleri iizerinde genellestirilmis komsuluk sistemleri olsun. x € X ve
V € y'(f(x)) i¢in f(U) € V olacak sekilde bir U € y(x) varsa f fonksiyonuna
(y,y ) - siireklidir denir.

Teorem 2.38. ( Csaszar, 2002) y € ¥(X), 9 € ¥(Y) ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. f (y,p ) — siirekli ise ( gy, g, ) — siireklidir.
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3. ZAYIF VE GUCLU GENELLESTIRILMIS KOMSULUK
UZAYLARI

3.1. Zayif Komsuluk Sistemleri

Tamm 3.1.1. ( Min, 2008c ) v : X —»P(P(X)) bir fonksiyon olsun.
Asagidaki 6zellikleri saglayan y fonksiyonuna X kiimesi iizerinde zayif komsuluk
sistemi denir.

1) X € XveV € y(x)icin x € V dir.
i) U,V € y(x) i¢in UNV € y(x) dir.
i)  x € Xigin y(x) # @ dir.

( X,y ) ikilisine X kiimesi iizerinde bir zayif komsuluk uzay1 ve V € y(x)
kiimesine de x € X noktasimin bir zayif komsulugu denir. Tez boyunca zayif
komsuluk uzaymn1 ZKU olarak gosterecegiz.

Her zayif komsuluk sistemi bir genellestirilmis komsuluk sistemidir, tersi
her zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnek tersinin dogru olmadigina ait bir
ornektir.

Ornek 3.1.2. X = {abcd} ve y : X — P(P(X)) fonksiyonu
y(@)={{a,b},{a.d}}, y(b) = {{b,c},{b.d}}, y(c) = {{c}} ve y(d) = {{a,d},{b,d}}

seklinde tanimlansin. O zaman y genellestirilmis komsuluk sistemidir. Fakat,
{a,b} € y(a) ve {a,d} € y(a) i¢in {a,b}N{a,d}={a} & wy(a) oldugundan zayif
komsuluk sistemi degildir.

Tamm 3.1.3. ( Min, 2008c ) ( X,y ), X kiimesi iizerinde bir ZKU ve ACX
olsun.

L, (A) ={ X € A:V S A olacak sekilde bir V € y(x) vardir }
Ve

yW(A)I{XEX:VEw(x)iginVnA;ﬁQ)dlr}
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kiimeleri sirasiyla A kiimesinin zayif komsuluk sistemine gore i¢ini ve kapanigini
gosterir.

Teorem 3.1.4. ( Min, 2008c ) ( X,y ), X kiimesi {izerinde bir ZKU olsun. O
halde asagidakiler saglanir:

(1) Her A € P(X) igin 1, (A) € A dur.

(2) Her AB € P(X) igin 1,(ANB) = 1,(A)N ,(B) dir.
(3) v, (X)=X.

Ispat. (1) Tanim 3.1.3. ten agiktir.

(2) x € (AN ,(B) olsun. O zaman U < A, V < B olacak sekilde
UV € y(x) vardir. Tamim 3.1.1. den UNV € y(x) tir. O halde x € 1,(ANB)

saglanir. Tersi agiktir.

(3) Aciktir.

Asagidaki 6rnek y zayif komsuluk sisteminin genelde, idempotent 6zelligini
saglamadigini1 gosterir.

Ornek 3.1.5. ( Min, 2008c ) X = {ab,c,d} ve v : X — P(P(X)) zayif
komsuluk sistemi y(a) = {{a,c}}, w(b) = {{b,c}} ve y(c) = y(d) = {X} seklinde
tammlansin. A = {a,b,c} kiimesi igin ,(A) = {a,b} dir. Fakat (1, (A)) = @ olur. O
halde v, (1,(A)) # 1, (A) elde edilir.

Teorem 3.1.6. ( Min, 2008c ) ( X,y) X kiimesi iizerinde bir ZKU olsun. O
halde asagidakiler saglanir:

(1) 0 =7,(0)
(2) Her A€ P(X) icin A € Vw(A) olur.

(3) Her A,B € P(X) igin yw(AUB) = yW(A)U yw(B) olur.
4 yW(A) =X - ( X-A) ve ,(A) = X - yw( X-A) olur.

Ispat. (1) Agiktir.
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(2) Tanim 3.1.3. ten agiktir.

3) x € yW(AUB) olsun. O zaman V € y(x) i¢cin VN(AUB) # @ olur. O

halde, VN(AUB) = (VNA)U(VNB) # @ durumu asagidaki gibi ti¢ farkli durumda
incelenir:

e VNA #= @ ve VNB = @ olsun. O halde x € Y\II(A) ve X & Yw(B) olur.
Sonug olarak x € yW(A)U yw(B) elde edilir.

e VNA=0veVnB # @ olsun. O halde x ¢ yw(A) Ve X € YW(B) olur.
Sonug olarak x € yW(A)U yW(B) elde edilir.

e VNA # @ veVnB # @ olsun. O halde x € yw(A) ve X € yW(B) olur.
Sonug olarak x € yW(A)U yW(B) elde edilir.

Tersi agiktur.

@) X- 1, (X-A)=X-{xEX:VEX-AIVEyX?}
=X-{xeX:VNA=0,3VeyiX)}
={xeX:VNA =09, VVevyX)}
=7,(A)

yw(A) = X - y( X-A) esitliginde A yerine X — A yazilirsa
esitligi elde edilir.

W(A) = X -7, (X-A)

Teorem 3.1.7. ( Min, 2008c ) (1) ( X,y ), X kiimesi {izerinde bir ZKU ve
her A € X igin I : P(X) — P(X) fonksiyonu I(A) = ,(A) seklinde tamml1 olsun.
O zaman I bir i¢ operatoriidiir.

(2) I': P(X) — P(X) bir i operatorii ve @; : X — P((P(X)) 0;(x) ={I(A):
A € X i¢in x € I(A) } seklinde tanimli olsun. O zaman I tarafindan olusturulan
@, bir zayif komsuluk sistemidir.

Ispat. (1) Ly(A) tammindan ve Teorem 3.1.4. ten I operatoriiniin bir i¢
operatorii oldugu elde edilir.

(2) 1 operatoriiniin i¢ operatorii olmasindan ve @; nin tanimindan agiktir.
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( X,y ), X kiimesi iizerinde bir ZKU ve her A € X igin [ : P(X)— P(X)
I(A) = 1,(A) seklinde tanimli olsun. O zaman I = ,, tarafindan olusturulan (Z)LW

zayif komsuluk sistemi ile y arasinda bir iliski yoktur.

Asagidaki ornek Q)lw zayif komsuluk sistemi ile y komsuluk sistemi arasinda

bir iligkinin olmadigin1 gosterir.

Ornek 3.1.8. ( Min, 2008c ) X = {ab,c} ve vy : X — P(P(X)) zayif
komsuluk sistemi y(a) = {{a},{a,c}}, y(b) = {{b},{b,c}} ve y(c) = {X} seklinde
tanimli olsun. O zaman \, tarafindan olusturulan (Dlw zaylf komsuluk sistemi

9., (a) = {{a}{ab} X}, 0, (b) = {{b}{a.b}.X} ve 8, (c) = {X} seklinde olur.

Tamm 3.1.9. ( Min, 2008c ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,y ) ve ( Y,0 )
sirastyla X ve Y kiimeleri ilizerinde zayif komsuluk uzaylar1 olsun. x € X ve
Ve @( f(x) ) icin f(U) € V olacak sekilde bir U € y(x) varsa f fonksiyonuna,
X€X noktasinda w(y,@) — siireklidir denir.

Teorem 3.1.10. ( Min, 2008c ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,y ) ve ( Y,0)
sirasiyla X ve Y kiimeleri {lizerinde zayif komsuluk uzaylari olsun. O zaman
asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, o(y,®) — siireklidir.
(2) Her A € X igin f( yW(A) ) € v4f(A) saglanir.

(3) Her B € Y i¢in Ty f_l(B) c f_l( Yy(B) ) saglanur.
(4) Her B € Y igin f_l( w(B)) €t f_l(B) saglanir.

Ispat. (1) = (2): x € yW(A) olsun. f(x) € v, f(A) ise 0 zaman VNf(A) = @
olacak sekilde bir V € @( f(x) ) vardir. Hipotezden, f(U) € V olacak sekilde bir

U € y(x) vardir. Boylece f(U)N f(A) = @ olur. Sonug olarak UNA = @ bulunur.
Bu ise bir ¢eligkidir.

2 = (3): B < YignA-= f_l(B) olsun. O zaman (2) sikkindan ispat
agiktir.

(3) = (4): Teorem 3.1.6. dan agiktir.
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(4) = (1): x e Xi¢in V € @( f(x) ) olsun. Bu durumda f(x) € 5(V) olur.
Hipotezden, x € f_l( B(V)) €t f_l(V) elde edilir. I¢ tanimimdan U € f_l(V)
olacak sekilde bir U € wy(x) vardir. Sonug olarak, f fonksiyonunun o(y,®) —
stirekliligi elde edilir.

3.2. Giiclii Genellestirilmis Komsuluk Sistemleri

Tamm 3.2.1. ( Min, 2008b ) v : X — P(P(X)) bir fonksiyon olsun.
Asagidaki Ozellikleri saglayan y fonksiyonuna X kiimesi iizerinde giiglii
genellestirilmis komsuluk sistemi denir.

1) V € y(x) i¢in x € V dir.
i) U,V € y(x) i¢in UNV € y(x) dir.

( X,y ) ikilisine X kiimesi iizerinde giiclii genellestirilmis komsuluk uzayi
ve V € y(x) kiimesine de x € X noktasinin giiglii genellestirilmis komsulugu
denir. Tez boyunca gii¢lii genellestirilmis komsuluk uzayint GGKU olarak
gosterecegiz.

Her giiclii genellestirilmis komsuluk sistemi bir genellestirilmis komsuluk
sistemidir, tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki Ornek tersinin dogru
olmadigini gosterir.

Ornek 3.2.2. ( Min, 2008b ) X = {a,b.c} ve y : X — P(P(X)) fonksiyonu
v(a) = {{a,b},{a,c}}, w(b) = {{a,b},{b,c}} ve y(c) = @ seklinde tanimlansin. Bu
durumda y genellestirilmis komsuluk sistemidir. Fakat {a,b} € w(a) ve
{a,c} € y(a) icin {a,b}n{a,c} = {a} & w(a) oldugundan giiglii genellestirilmis
komsuluk sistemi degildir.

Her zayif komsuluk sistemi gii¢lii genellestirilmis komsuluk sistemidir, tersi
her zaman dogru degildir. Asagidaki Ornek tersinin dogru olmadigina ait bir
ornektir.
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Ornek 3.23. X = {abc} ve vy : X — P(P(X)) fonksiyonu

y(@) = {{ab}.{ac} {a}}, y(b) = {{ab},{bc},{b}} ve y(c) = @ seklinde
tanimlansin. O halde, vy giiclii genellestirilmis komsuluk sistemidir. Fakat
y(c) = @ oldugundan zayif komsuluk sistemi degildir.

Tamm 3.2.4. ( Min, 2008b ) ( X,y ), X kiimesi iizerinde bir GGKU ve
A c Xolsun.

L, (A) ={ X € A:V S A olacak sekilde bir V € y(x) vardir }

ve

yW(A)Z{XEX:VEw(x)iginVnA;é(Z)dlr}

kiimeleri sirasiyla A kiimesinin giiclii genellestirilmis komsuluk sistemine gore
icini ve kapanigini gosterir.

Teorem 3.2.5. ( Min, 2008b ) ( X,y ), X kiimesi tizerinde bir GGKU olsun.
O halde asagidakiler saglanir:

(1) Her A € P(X) igin ,(A) € A dur.
(2) Her A,B € P(X) igin 1,(ANB) = 1,(A)N 1,(B) dir.

Ispat. (1) Aciktir.

(2) x € ,(A)N,(B) olsun. O zaman U < A, V S B olacak sekilde
U,V € y(x) vardir. Tanim 3.2.1 den UNV € y(x) olur. Bu durumda, X € 1,(ANB)
oldugu elde edilir. Tersi agiktir.

Asagidaki 6rnek v giiglii genellestirilmis komsuluk sisteminin genelde,
idempotent 6zelligini saglamadigini gosterir.

Ornek 3.2.6. ( Min, 2008b ) X = {a,b,c,d} ve y : X — P(P(X)) giiclii
genellestirilmis komsuluk sistemi w(a) = {{a.c}}, w(b) = {{bc}} ve
y(c) = y(d) = @ seklinde tanimlansi. A = {a,b,c} icin 1,(A) = {a,b} dir. Fakat,
Ly (4, (A)) = @ dir. O halde ,(A) # v,(1,(A)) elde edilir.
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Teorem 3.2.7. ( Min, 2008b ) ( X,y ), X kiimesi iizerinde bir GGKU olsun.
O halde asagidakiler saglanir:

(1) Her Ae P(X) i¢in A € YW(A) olur.

(2) Her AB € P(X) igin yW(AUB) = VW(A)U VW(B) olur.

3) yW(A) =X - ( X-A) ve ,(A) =X - Y\v( X-A) olur.

Ispat. (1) Tanim 3.2.4 ten agiktir.

(2 x € yW(AUB) olsun. O zaman V € y(x) i¢in VN(AUB) # @ olur. O

halde VN(AUB) = (VNA)U(VNB) # @ durumu asagidaki gibi ti¢ farkli durumda
incelenir:

e VNA %= @ ve VNB = @ olsun. O halde x € yw(A) Ve X & YW(B) olur.
Sonug olarak x € yW(A)U yW(B) elde edilir.

e VNA =0 veVnB # @ olsun. O halde x ¢ Y\I/(A) ve X € Yw(B) olur.
Sonug olarak x € yW(A)U yw(B) elde edilir.

e VNA = @ veVNB # @ olsun. O halde x € Y\v(A) ve X € YW(B) olur.
Sonug olarak x € yW(A)U yW(B) elde edilir.

Tersi aciktir.

@)X -, (X-A)=X-{XxEX:VEX-A IVEyX?}
=X-{xeX:VNA=0,3V ey}
={xeX:VNA£0,VV ey}
=7,(A)

yw(A) = X - 1,( X-A) esitliginde A yerine X — A yazilirsa ,(A) = X - yw( X-A)
esitligi elde edilir.

Teorem 3.2.8. ( Min, 2008b ) (1) ( X,y ) X kiimesi {izerinde bir GGKU ve
her A € Xigin I: P(X) — P(X) fonksiyonu I(A) = ,(A) seklinde taniml olsun.
O halde I bir genellestirilmis* i¢ operatoriidiir.

(2 I : P(X) » P(X) bir genellestirilmis* i¢ operatorii ve
@;: X — P(P(X)) 9;(x)={1I(A) : Ac Xigcin x € I(A) } seklinde taniml1 olsun.
Bu durumda @;, I tarafindan olusturulan gii¢lii genellestirilmis komsuluk
sistemidir.
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Ispat. (1) ,(A) min tanmimindan ve Teorem 3.2.5 ile I operatdriiniin

genellestirilmis* i¢ operatdrii oldugu elde edilir.

(2) T operatoriiniin genellestirilmis* i¢ operatorii olmasindan ve @; nin
tanimindan agiktir.

( X,y ) X kiimesi tizerinde bir GGKU ve her A € X i¢in | : P(X) — P(X)
I(A) = «(A) seklinde tanimli olsun. Bu durumda I = ¢ tarafindan olusturulan @,

giiclii genellestirilmis komsuluk sistemi ile y arasinda bir iligki yoktur. Asagidaki
ornek bunu gostermektedir.

Ornek 3.2.9. ( Min, 2008b ) X = {a,b,c} ve y : X — P(P(X)) giiclii
genellestirilmis komsuluk sistemi y(a) = {{a},{a,c}}, y(b) = {{b},{b,c}} ve
y(c) = @ seklinde tanimlansin. I = ¢ tarafindan olusturulan @, : X — P(P(X))
gliclii genellestirilmis komsuluk sistemi @,(a) = {{a}.{a,b}}, @,(b) = {{b}.{a,b}}
ve 0,(c) = @ seklinde olur.

Tamm 3.2.10. ( Min, 2008b ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,y ) ve ( Y,0 )
sirastyla X ve Y kiimeleri iizerinde gili¢lii genellestirilmis komsuluk uzaylari
olsun. x € X ve V € @( f(x) ) i¢in f(U) € V olacak sekilde bir U € y(x) varsa f
fonksiyonu (y,®) — siireklidir denir.

Teorem 3.2.11. ( Min, 2008b ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,y) ve ( Y,0 )
giiclii genellestirilmis komsuluk uzaylar1 olsun. O zaman asagidakiler denktir:

(1) £, (v,0) — siireklidir.

(2) Her A < Xigin f( yW(A) ) € v4f(A) saglanir.

(3) Her B € Y i¢in Ty f_l(B) c f_l( V(B) ) saglanir.
(4) Her B C Y igin f'(14(B)) € v, f~(B) saglanur.

Ispat. 1) > (2) : x € yW(A) olsun. f(x) & v, f(A) ise 0 zaman VNf(A) = @
olacak sekilde bir V € @( f(x) ) vardir. Hipotezden f(U) € V olacak sekilde bir

U € y(x) kiimesi vardir. Boylece f(U)N f(A) = @ olur. Sonug olarak UNA = @
bulunur. Bu ise ¢eliskidir.

(2) = (3): Agiktir.
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(3) = (4): Agiktir.

(4)=> (1): xe Xic¢in V € @( f(x) ) olsun. Bu durumda f(x) € 14(V) olur.
Hipotez yardimiyla, X € f_l( (V) ) € wa_l(V) elde edilir. I¢ tanimindan
Uc f_1 (V) olacak sekilde bir U € y(x) vardir. Sonug olarak f fonksiyonu (y,0)
— stireklidir.
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4., GENELLESTIRILMIiS TOPOLOJIiK UZAYLARDA ZAYIF
SUREKLILIK, GENELLESTIRILMIiS 6 - SUREKLILIK, MIXED
ZAYTF SUREKLILIK VE MIXED 0 - SUREKLILIK

4.1. Zayif Siireklilik

Tamm 4.1.1. ( Min, 20083 ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X, py ) ve (Y, uy)
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. x € X ve f(x) € V € u, icinx € U ve
f(U) € ¢(V) olacak sekilde bir U € p; varsa f fonksiyonuna zayif ( @y , Uy ) —
stireklidir denir.

Her ( pq , uy ) — siirekli fonksiyon zayif ( uq , up ) — streklidir, tersi her
zaman dogru degildir. Asagidaki drnek tersinin dogru olmadigini gosterir.

Ornek 4.1.2. ( Min, 2008a ) X = {a,b,c,d} ve py, u; X kiimesi iizerinde
uy = {9,{a}.{a,b}.{b,c}.{a,b,c}} ve pu, = {0,{a,c},{b,c},{a,b,c}} seklinde tanimlt
genellestirilmis topolojiler olsun. f : ( X, u; ) — ( X, up ) fonksiyonu f(a) = b,
f(b) = f(d) = d ve f(c) = c seklinde tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu zayif
( uy, pp) — siireklidir. Fakat {a,b} € u, icin f~*({b.c}) = {a,c} & u; oldugundan
f fonksiyonu ( pq, uyp ) — siirekli degildir.

Teorem 4.1.3. ( Min, 2008a ) f : X — Y bir fonksiyon, (X, i) ve (Y, u)
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( puy, Hy ) — siireklidir.

(2) Her V € p, icin f~1(V) S i (f " (c (V))) olur.

(3) Her A p, - kapali kiimesi icin ¢ (f " (i(A))) € f*(A) olur.
(4) Her B € Y igin ¢ (f *(i(c(B)))) € f *(c(B)) olur.

(5) Her B C Y i¢in £ (i(B) ) S i (f *(c(i(B)))) olur.

(6) Her V€ p, icin c(f (V) € f(c(V)) olur.

Ispat. (1) = (2): V € u, ve x € f‘l(V) olsun. Hipotezden, x € U ve
f(U) € ¢(V) olacak sekilde bir U € u; kiimesi vardir. Buradan x € U C
FHev) vex gi (1 c(V))) olur.
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(2) = (3): Agiktir.
(3) = (4): B € Y i¢in ¢(B) p, - kapali oldugundan (3) sikkindan agiktir.
(4) = (5): Agiktir.

(5) = (6): V € puy olsun. x & f(c(V)) oldugunu kabul edelim. O zaman
f(x) € c(V) olur. Bu durumda, UNV = @ olacak sekilde bir f(x) € U € u, kiimesi
vardir. Buradan c(U)NV = @ ve (5) sikkindan x € f_l(U) c i(f_l(c(U))) elde
edilir. i¢ tammindan x € G € f_l(c(U) ) olacak sekilde Oyle bir G € py kiimesi
vardir. ¢(U)NV = @ ve f(G) € ¢(U) oldugundan Gn f*(V) = @ olur. Béylece x
¢ c(f1(V)) elde edilir.

6) = (1): xe Xve f(x) €V € uy olsun. V = i(V) € i(c(V)) oldugundan
(6) yardimiylax € f V) € fH(i(c(V))) = X- FHc(Y = c(V))) € X —c( fH(Y
— ¢(V))) = i(fH(c(V))) elde edilir. Boylece x € U ve U S f *(c(V)) olacak
sekilde bir U € p; kiimesi vardir. O halde f fonksiyonu zayif ( pg, gy ) —
siireklidir.

Teorem 4.1.4. ( Min, 2008a ) ( X, g ) genellestirilmis topolojik uzay ve
A € X olsun. O zaman X kiimesi hem g — yar1 agik hem de g — B — acik bir
kiimedir.

Ispat. i(X) € c(i(X)) = F # X oldugunu kabul edelim. X - F# @ ve X — F
g — acik bir kiimedir. i(X), X kiimesinde en genis g — agik kiime oldugundan
X — F kiimesini igerir. Boylece geliski elde edilir. O halde X = ¢(i(X)) olur ve X
kiimesinin g — yar1 agik bir kiime oldugu elde edilir. Benzer sekilde c(X) = X
oldugundan X kiimesinin g — B — agik bir kiime oldugu ispatlanir.

Teorem 4.1.5. ( Min, 2008a ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,u; ) ve (Y,u, )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( uq, uy ) — siireklidir.

(2) Her K € Y g — regiiler kapali kiimesi i¢in c¢(f " (i(K))) € f~(K) dir.
(3) Her G € Y g — B — acik kiimesi i¢in c(f~2(i(c(G)))) € f~*(c(G)) dur.
(4) Her G C Y g — yar1 agik kiimesi i¢in c(f 1 (i(c(G)))) € /™' (c(G)) dur.

Ispat. 1) = (2): K € Y kiimesi g — regiiler kapali olsun. i(K) € p,
olmasindan ve Teorem 4.1.3 (6) ile c(f(i(K) € f (c(i(K))) olur. K
kiimesinin g — regiiler kapaliligindan c(f ™ (i(K))) € f~(K) elde edilir.
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(2) = (3): G kiimesi g — B — acik olsun. O zaman ¢(G) < c(i(c(G))) <€ c(G)
oldugundan, ¢(G) g — regiiler kapali olur. (2) ile c(f 1(i(c(G)))) € f '(c(G))
elde edilir.

(3) = (4): Her g — yar1 agik kiime g — B — agik kiime oldugundan agiktir.

(4) = (1): V € p olsun. (4) ile c(f (V) € c(f({cM)) € FH(c(V)
olur. Boylece Teorem 4.1.3 (6) ile f fonksiyonu zayif ( py, ty ) — siirekli olur.

Teorem 4.1.6. ( Min, 2008a ) f : X = Y bir fonksiyon, ( X, pu; ) ve (Y, 1y )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( py, pp ) — siireklidir.

(2) Her G € Y g — 6n agik kiimesi icin c(f " (i(c(G)))) € f*(c(G)) olur.
(3) Her G € Y g — 6n agik kiimesi i¢in c(f_l(G)) c f_l(c(G)) olur.

(4) Her G C Y g — 6n agik kiimesi i¢in /~*(G) S i(f~*(c(G))) olur.

Ispat. (1) = (2): G kiimesi g — 6n agik olsun. O zaman c(G) = c(i(c(G))) ve
c(G) g — regiiler kapali olur. Teorem 4.1.5. (2) ile c(f_l(i(c(G)))) c f_1 (c(G))
elde edilir.

(2) = (3): Agiktir.

(3) = (4): G kiimesi g — 6n agik olsun. g — 6n agik kiime tanimindan ve (3)
den /7H(G) € fH(Ue(G)) = X - fTHe( Y — ¢(G)) € X — c(f (Y — ¢(G)) =
i(f " (c(G))) elde edilir.

(4) = (1): Her g — acik kiime g — 6n agik kiime oldugundan, (4) ve
Teorem 4.1.5. (2) yardimiyla f fonksiyonu, zayif ( pq, up ) — stirekli olur.

Tamm 4.1.7. ( Min, 20082 ) f : X — Y bir fonksiyon, y ve ¢ sirasiyla X ve
Y kiimeleri iizerinde genellestirilmis komsuluk sistemleri olsun. x € X ve
V € o(f(x)) icin f(U) € y(V) olacak sekilde bir U € y(x) varsa, f fonksiyonuna
X € X noktasinda zayif ( y,p ) — siireklidir denir. f fonksiyonu X kiimesinin her
noktasinda zayif ( y,p ) — siirekli ise f fonksiyonuna zayif ( y,p ) — siireklidir
denir.

Her ( y,p ) — stirekli fonksiyon zayif ( y,p ) — stireklidir, fakat tersi her
zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnek tersinin dogru olmadigini gosterir.
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Ornek 4.1.8. ( Min, 2008a ) X = {ab,c,d}, v ve ¢ genellestirilmis
komsuluk sistemleri y(a) = {{a},{a,b},{a,b,c}}, w(b) = {{b,c},{a,b},{ab,c}},
y(c) = {{b,c}.{ab,c}}, w(d) = @ ve o(a) = {{a,c},{ab.c}}, o(b) = {{a,bc}}, @(c)
= {{a,c},{a,b,c}}, o(d) = @ seklinde tanimlansin. f : X — X fonksiyonu da f(a) =
a, f(b) = f(d) =d ve f(c) = c olsun. f fonksiyonu, zayif ( vy, ) —siireklidir, fakat
¢ € X noktasinda ( y,p) — siirekli degildir. O halde f fonksiyonu, ( y,p ) —siirekli
degildir.

Teorem 4.1.9. ( Min, 2008a ) vy € ¥(X) ve ¢ € ¥(Y) ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( v, ) — siireklidir.
(2) Her B € Y i¢in f~1(«(B)) < «(f~*(y(B))) olur.
(3) Her B € Y i¢in y(f ' («(B))) € f*(¥(B)) olur.

Ispat. (1) > (2): x € f_l( (B) ) olsun. O halde, V € B olacak sekilde bir
V € ¢(f(x)) vardir. Hipotezden, f(U) € y(V) € y(B) olacak sekilde bir U € y(x)

kiimesi vardir. x € 1 (y(V)) € f 1(y(B)) oldugundan x € «(f*(y(B))) elde
edilir.

(2) = (1): xe XveV € ¢( f(x)) olsun. Bu durumda f(x) € (V) ve hipotez
ile x € F71((V)) € «(f 1 (y(V))) olur. Bdylece U € f(y(V)) olacak sekilde bir
U € y(x) kiimesi vardir. O halde f fonksiyonu zayif ( y,¢ ) — stireklidir.

(2) © (3): Agiktir.

Teorem 4.1.10. ( Min, 2008a ) v € ¥(X), ¢ € ¥(Y) ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. f, zayif (y,p ) — siirekli ise zayif ( gy, g, ) — siireklidir.

Ispat. x € X ve f(x) € G € Jo(f(x)) olsun. gy nin tanimindan V € G
olacak sekilde bir V € @(f(x)) kiimesi vardir. f(x) € G € y(G) oldugundan f(x) €
¥(G) ve x € 1 (y(G)) olur. Hipotezden, x € U ve f(U) € y(V) olacak sekilde bir
U € y(x) kiimesi vardir. Buradan f(U) € y(V) € y(G) ve U C f_l(y(G)) olur.
H= f_l(y(G)) alahm. g,, nin tammindan H € g, olur. Buradan f(H) < y(G) <
c(G) elde edilir. Sonug olarak f fonksiyonu, zayif ( gy, g, ) — siireklidir.
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Teorem 4.1.10 un tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki ornek tersinin
dogru olmadigini gosterir.

Ornek 4.1.11. ( Min, 2008a ) X = {a,b,c} olsun. y ve ¢ genellestirilmis
komsuluk sistemleri y(a) = {X}, y(b) = {X}, y(c) = {X} ve o(a) = {{a},{a,b}},
¢(b) = {{b,c}}, o(c) = {X} seklinde tanimlansin. y ve ¢ yardimiyla sirasiyla g,
ve g, genellestirilmis topolojileri g, = {@,X} ve g, = {@,{a},X} seklinde olur.
f : X — X fonksiyonu birim fonksiyon olsun. O halde f fonksiyonu, zayif
( 9y, 9, ) — stireklidir, fakat a € X noktasinda zayif ( y,¢ ) — siirekli degildir. Bu
durumda f fonksiyonu, zayif (v, ) — siirekli degildir.

Tanim 2.34, Tanim 2.37, Tanim 4.1.1 ve Tanim 4.1.7 den asagidaki
diyagram elde edilir.

(y,0)—sirekli = (gy. 9, ) — siirekli
1 U

zayif (y,9 ) —stirekli = zayif ( gy, g, ) - siirekli

Teorem 4.1.12. g, X kiimesi iizerinde, g,, Y kiimesi iizerinde ve g3, Z
kiimesi lizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. f : X = Y fonksiyonu ( g1, g2 )
— stirekli ve g : Y — Z fonksiyonu zayif ( g,, g3 ) — strekli ise gof : X - Z
fonksiyonu da zayif ( gq, g3 ) — stireklidir.

Ispat. x € X ve g(f(x)) € G € g5 olsun. g fonksiyonunun zayif ( g5, g3 ) —
stirekliliginden g(V) € ¢(G) olacak sekilde bir f(x) € V € g, kiimesi vardir. f
fonksiyonunun ( gy, g, ) — siirekliliginden £~ (V) € g; olur. U = f71(V) € g4
alalim. Bu durumda, (gof)(U) = g(f(U)) = g(f(f_l(V))) c g(V) € c(G) olur.
Sonug olarak go f fonksiyonu zayif ( gq, g3 ) — stireklidir.

Teorem 4.1.13. g, X kiimesi iizerinde, g,, Y kiimesi iizerinde ve g3, Z
kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. f : X — Y fonksiyonu ( g1, 9> )
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— agik ve gof : X — Z fonksiyonu zayif ( g{,g3 ) — sirekliise g : Y = Z
fonksiyonu da zayif ( g, g3 ) — siireklidir.

Ispat. y € Y ve g(y) € G € g5 olsun. y = f(x) olacak sekilde bir x € X
noktast vardir. O halde gof fonksiyonunun zayif ( g;,g3 ) — siirekliliginden
(gof)(U) € c(G) olacak sekilde bir x € U € g; kiimesi vardir. f fonksiyonunun
(91,92 ) — agik olmasindan f(U) € g, olur. Bu durumda, f(U) € g, igin (gof)(U)
= g(f(U)) € c(G) olur. Sonug olarak g fonksiyonu zayif ( g,, gz ) — stireklidir.

Teorem 4.1.14. f : X —» Y ve g : Y — Z iki fonksiyon, y, € ¥(X), y, €
(Y) ve y; € ¥(Z) olsun. f fonksiyonu (v, y, ) — siirekli ve g fonksiyonu zayif
(w,,yy ) —siirekli ise gof : X — Z fonksiyonu da zayif (v, 5 ) — siireklidir.

Ispat. x e X ve G € V;3(g(f(x))) olsun. g fonksiyonunun zayif ( y,, ;) —
stirekliliginden g(V) < y(G) olacak sekilde bir V € y,(f(x)) kiimesi vardir. f
fonksiyonunun ( y,, v, ) —siirekliliginden f(U) < V olacak sekilde bir U € y, (X)
kiimesi vardir. Bu durumda, (gof)(U) € g(V) <€ y(G) olur. Sonu¢ olarak gof
fonksiyonu zayif ( y,, v, ) — siireklidir.

4.2. Genellestirilmis 60— siireklilik

Tanim 4.2.1. ( Min, 2009b ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. x € X ve f(x) € V € g i¢in x € U ve
f(cg(U)) S ¢y (V) olacak sekilde bir U € g varsa f fonksiyonuna 6( 9.9 ) -
stireklidir denir.

Teorem 4.2.2. ( Min, 2009b ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y.,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, 8( g,g ) — siireklidir.

(2) Her V € g igin £~ (V) S 19(f (¢, (V))) olur.

(3)Y — F € g olacak sekilde her F € Y kiimesi i¢in ¥, (f_l(ig'(F))) c
(P olur.

(4) Her B S Y igin yo(f ' (iy' (¢, (B)))) € £ ' (c, (B)) olur.
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(5) Her B S Y igin /™' (i, (B)) S to(f " (cy (iy’ (B)))) olur.
(6) Her V € g iginyo(f (V) € ' (cy (V) Olur.

ispat. (1) = (2): V € g’ ve x € f (V) olsun. Hipotezden, x € U ve
f(cg(U)) € ¢, (V) olacak sekilde bir U € g kiimesi vardir. x € U € ¢,(U) &
f_l(cg' (V)) oldugundan x € ¢ (f_l(cg' (V))) elde edilir.

(2) = (3): Agiktir.
B)=@):BSYicinY-c,(B) € g oldugundan agiktir.
(4) = (5): Agiktir.

(5) = (6): V € g vex & f '(c, (V) olsun. Buradan UnV = @ olacak
sekilde bir f(x) € U € g kiimesi vardir. O halde cg (U)NV = @ elde edilir.
i,/ (U) = U oldugundan ve (5) ile x € f'(U) S 1(f ' (c,’ (U))) olur. Bu durumda
X € 13(f (¢, (U))) oldugundan x € G S ¢4(G) S £ (c, (U)) olacak sekilde bir
G € g kiimesi vardir. ¢/ (U)NV = @ ve f(c;(G)) < ¢ (U) ile ¢, (C)N fv)y=¢
elde edilir. O halde, x & y,( (V) ) bulunur.

(6) = (1): x € X ve f(x) € V € g olsun. (6) sikkindan ve Lemma 2.12 ile
ig(F (V) € (1 V) S ¥e (I (V) € £ (e (V) elde edilir. U = iy (f (V)
alalim. O zaman, U € g ve f(c,(U)) S ¢y (V) olur.

Lemma 4.2.3. ( Min, 2009b ) ( X, g ) bir genellestirilmis topolojik uzay ve
A c Xolsun. A € g ise c;(A) = y5(A) saglanir.

Ispat. x € yg(A) olsun. Bu durumda, x € U € g i¢in ¢,(U)NA # @ olur.
Z € ¢g(U)NA alalm. z € A € g ve Z € ¢,(U) oldugundan UNA # @ bulunur.
Lemma 2.12 den X € c4(A) olur. Boylece yg(A) < ¢, (A) elde edilir.

Teorem 4.2.4. ( Min, 2009b ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, 8( g,g ) — siireklidir.
(2) HerV e g igin f (V) € t5(f (¥4 (V))) olur.
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(3) Her Ve g icinys(f (V) S £ (¥o (V) olur.

ispat. (1) = (2): V € g olsun. f fonksiyonunun 8( g,g ) — siirekliliginden
ve Teorem 4.2.2 den f~'(V) S 1(f '(c, (V) elde edilir. Lemma 4.2.3 ten
V € g’ igin ¢, (V) = v (V) olur. O halde /™ (V) S t5(f " (v, (V))) elde edilir.

(2) = (3): Agiktir.

(3) = (1): Teorem 4.2.2 ve Lemma 4.2.3 ten agiktir.

Lemma 4.25. ( Min, 2009b ) f : X - Y , ( X,g ) ve ( V.9 )
genellestirilmis topolojik uzaylar iizerinde ( g,g ) — siirekli ve ( g.g ) — agik bir
fonksiyon olsun. O halde asagidakiler denktir:

(1) Her V € g icinyy(f (V) € /™ (v (V) dur.
(2) Her U € g icin f(y5(U)) S v, (F(U)) dur.

ispat. (1) = (2): U € g olsun. f, (g.g ) — acik oldugundan f(U) € g  olur.
Hipotezden, v, (f '(f(U))) S f vy (f(U))) elde edilir. Boylece f(yq(U)) S
Yo' (f(U)) olur.

(2) = (1): Ve g olsun. f, (g.g ) — siirekli oldugundan f~*(V) € g olur.

Hipotezden, f(yo(f~'(V))) € vy (f(f *(V))) bulunur. Béylece yo(f (V) €
Yy (V) elde edilir.

Sonug 4.2.6. (Min, 2009b ) / : X > Y, (X,g ) ve (Y,g ) genellestirilmis
topolojik uzaylar iizerinde ( g, g' ) — stirekli ve ( g, g’ ) — agik bir fonksiyon olsun.
O halde asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, 8( g,g ) — siireklidir.
(2) Her V € g icinyo (/1 (V) € vy (V)) saglanr.
(3) Her U € g i¢in f(y4(U)) € v, (f(U)) saglanir.

Ispat. Teorem 4.2.4 ve Lemma 4.2.5 ten agiktir.



28

Her 6( g.g ) — siirekli fonksiyon zayif ( g,g ) — siireklidir, tersi her zaman
dogru degildir. Asagidaki 6rnek tersinin dogru olmadigini gosterir.

Ornek 4.2.7. X = {ab,c,d} olsun. X kiimesi iizerindeki g ve g'
genellestirilmis topolojileri g={@ {a}.{a,d}.{a,c}.{a.d.c}}ve g ={ 0, {a}, {c},
{a,c}} seklinde tanimlansin. f : X — X fonksiyonu da f(a) =b, f(b)=d, f(c)=c
ve f(d) = a olsun. Bu durumda f fonksiyonu, zayif ( g,g ) — siireklidir, fakat
d € X noktasinda 6( g,g ) — siirekli degildir. O halde f fonksiyonu, 8( g,g ) —
stirekli degildir.

Tanim 4.2.8. ( Min, 2009b ) / : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. x € X ve f(x) € V € 6 icin x € U ve
f(U) € V olacak sekilde bir U € g varsa f fonksiyonuna, zayif 6(g,g ) —
stireklidir denir.

Teorem 4.2.9. ( Min, 2009b ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. f fonksiyonu, zayif ( g,g ) — siirekli ise
zayif 0(g.,g ) — siireklidir.

Ispat. x € X igin f(x) € V olacak sekilde V € 0’ olsun. O halde f(x) € B €
¢g'(B) S V olacak sekilde bir B € g kiimesi vardir. Hipotezden, x € U ve f(U) S
cg' (B) olacak sekilde bir U € g kiimesi vardir. Buradan f(U) S V olur. O halde f
fonksiyonu zayif 6( g,g ) — siireklidir.

Teorem 4.2.9. un tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki ornek tersinin
dogru olmadigin1 gosterir.

Ornek 4.2.10. ( Min, 2009b ) X = {a,b,c} olsun. X kiimesi iizerindeki g ve
g genellestirilmis topolojileri g = {@,{ab} X} ve g = {0{a}{b}{a b} X}
seklinde tanimlansin. g' tarafindan olusturulan 8 = { @.X } seklinde olur.
f : X — X fonksiyonunu birim fonksiyon olarak alalim. Bu durumda f
fonksiyonu zayif 8( g,g ) — siireklidir, fakat a € X noktasinda zayif ( g,g' ) —
siirekli degildir. O halde f fonksiyonu zayif ( g,g ) — siirekli degildir.

Tanim 4.1.1, Tanim 4.2.1 ve Tanim 4.2.8 den asagidaki diyagram elde
edilir.
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0(g.g9 )— siirekli = zayif (g,g ) — siirekli = zayif 6( g,g ) — siirekli

4.3. Mixed Zayif Siireklilik

Tamm 4.3.1. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, p X kiimesi iizerinde
Ve g1, g2 Y kiimesi lizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. x € X ve f(x) € V
€ g1 icinx € U ve f(U) < ¢4, (V) olacak sekilde bir U € p varsa f fonksiyonuna X

noktasinda mixed zayif ( u, g1g, ) — sireklidir denir. f fonksiyonu X kiimesinin
her noktasinda mixed zayif ( u, g1g, ) — stirekli ise f fonksiyonuna mixed zayif
(¢, g19> ) — streklidir ( kisaca, zayif ( 4, g1 g, ) — siireklidir ) denir.

Teorem 4.3.2. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
lizerinde ve g1, g, Y kiimesi lizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. O halde
asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( i, g19, ) — stireklidir.

(2) Her V € g, kiimesi igin £~ (V) S i, (f~"(c,,(V))) olur.

(3) Her A g; - kapali kiimesi icin ¢, (" (ig,(A))) € £~ (V) olur.
(4) Her B € Y icin ¢, (f " (iy, (c,,B))) € [~ *(cy,(B)) olur.

(5) Her B S Yigin f~'(iy,(B)) S i, (f " (cy,(ig, (B)))) Olur.

(6) Her V € g, kiimesi i¢in ¢, (f "' (V)) € £~ (c,, (V)) olur.

ispat. (1) = (2): V € g; ve x € f~'(V) olsun. Hipotezden, f(U) S c,, (V)
ve x € U olacak sekilde U € u kiimesi vardir. Buradan x € U € f_l(cgz(V)) ve
X € i, (£ (c,,(V))) elde edilir.

(2) = (3): Agiktir.
(3) = (4): B €Y igin ¢4, (B) g1 - kapali oldugundan agiktir.
(4) = (5): Agiktir.

(5) = (6): V € g, olsun. x ¢ f_l(cgl(V)) oldugunu kabul edelim. Buradan
J(x) € cg, (V) olur ve f(x) € U, UNV = @ olacak sekilde bir U € g; kiimesi vardir.
Boylece c,,(U)NV = @ olur. (5) den x € f~(U) S i, (f"(c,,(U))) olurve x € G
c st (cg,(U)) olacak sekilde bir G € u kiimesi vardir. cg, (U)NV = @ ve f(G) <
¢y,(V) oldugundan Gn f~'(V) = @ elde edilir. O halde x & c,(f~"(V)) olur.
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(6) = (1): x € X ve f(x) €V € gy olsun. V =iy (V) C ig (cy,(V)) Ve
Y - ¢,(V) € g, oldugundan (6) dan x € f'(V) S f (i, (c,, (V) =
X = [Hegy (Y = ¢g,(V)) € X = u(f (Y = ¢4, (V) = i, (f (g, (V))) Olur.
Buradan x € i, (f'(c,,(V))) olur. O halde x € U ve U € f~(c,,(V)) olacak

sekilde bir U € pu kiimesi vardir. Boylece f fonksiyonu, zayif ( u, g192 ) —
siireklidir.

Teorem 4.3.3. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
iizerinde ve gy, g, Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. f
fonksiyonu ( u,g4 ) — stirekli ise zayif ( i, g1 9, ) — stireklidir.

ispat. U € g; olsun. Hipotezden, f~'(U) € u olur. U S i, (c,,(U))

oldugundan f~'(U) = i, (/T (U) € §,(F (ig, (e, (UD)) € i (/" (e, (V))) elde
edilir. Teorem 4.3.2 (2) yardimiyla f fonksiyonu zayif ( i, g1 g, ) — stirekli olur.

Asagidaki 6rnek Teorem 4.3.3 iin tersinin her zaman dogru olmadigini
gosterir.

Ornek 4.3.4. ( Min, 2011a) X = {1,2,3} ve Y = {a,b,c,d} olsun. X kiimesi
tizerindeki u genellestirilmis topolojisi 4 = {@,{1,2}} ve Y kiimesi iizerindeki
91,92 genellestirilmis topolojileri g; = {@,{a,b},{b,c}{a,b,c}}, g, = {0,{d}}
seklinde tanimlansin. f : X — Y fonksiyonu da f(1) = a, f(2) =b ve f(3) =d
olsun. O halde f fonksiyonu zayif ( u, g1g, ) — stireklidir, fakat G = {b,c} € g4
icin ( @,g1 ) — strekli degildir. Bu durumda f fonksiyonu ( u,g; ) — siirekli
degildir.

Teorem 4.3.5. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
iizerinde ve g, g Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. O halde
asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( i, g1g, ) — stireklidir.
(2) HerK € Y ( g1,92 ) — regiiler kapali kiimesi igin
Cy (f_l(ig2 (K))) < f_l(K) saglanir.
(3) HerVEY (g1,92) - B - agik kiimesi igin
¢, (f iy, (cg, (V) € £ (cy, (V) saglanir.
(4) HerU S Y (g1,92) - yari agik kiimesi igin
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¢, (f iy, (cg, (UN)) € f(cy, (U)) saglanir.

Ispat. (1) = (2): K € Y kiimesi ( g;,g, ) — regiiler kapal1 olsun. ig,(K) € g,
oldugunda ve Teorem 4.3.2 (6) yardimiyla ¢, (f_l(igz(K))) c f_l(cgl(igz(K))) =
FHK) elde edilir.

(2) = (3): V kiimesi ( g1, 92 )’ - ,8' - agik olsun. ¢4, (V) kiimesi ( 1,92 ) —
regiiler kapali oldugundan (2) ile ¢, (f " (i, (c;, (V) S [~ (cg, (V) elde edilir.

(3) = (4): Her (91,92 )’ - yar1 agik kiime ( g1, 9> )' - ,8' - acik oldugundan
agiktir.

(4) = (1): V € g, olsun. Bu durumda V kiimesi ( g1, g, ) - yar a¢ik kiime
olur ve (4) ile ¢, (f (V) € ¢, (f " (ig,(cy, (V) € £ (c,, (V) elde edilir. O
halde Teorem 4.3.2 (6) dan f fonksiyonu zayif ( u, g1 g, ) — streklidir.

Teorem 4.3.6. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
lizerinde ve g;, g Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( i, g19, ) — stireklidir.
(2) Her A < Xiigin f( ¢, (A)) € Yo(g,,9)( f(A)) olur.
(3) Her B < Yigin ¢, (£ (B)) € £~ (Va(g,,4,)(B) ) Olur.

Ispat. 1) = (2: AS X, X € c,(A) ve f(x) € V € g; olsun. Hipotezden,
X € Uy ve f(Uy) € cg4,(V) olacak sekilde bir U, € p kiimesi vardir. x € ¢, (A) ve
X € U, € u oldugundan ANU, # @ olur. Buradan f(U,)Nf(A) # @ <
cg,(VINf(A) ile f(X) € Yo(g,,9,)( [(A)) elde edilir.

(2) = (3): Agiktir.
(3) = (1): V € g, olsun. Lemma 2.19 dan yg(4,,4,)(V) = ¢4, (V) olur.

Buradan ¢, (f (V) € /' WagrenV) = £ (cy,(V)) bulunur. Teorem 4.3.2
(6) dan f fonksiyonu zayif ( 4, g1g, ) — siirekli olur.

Teorem 4.3.7. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
iizerinde ve gq, g, Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Y kiimesi
(g1, g») — regiiler ise o halde asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, zayif ( i, g1g, ) — stireklidir.
(2) HerB <Y 6(g4, g2) — kapali kiimesi igin f_l(B) u - kapalidir.
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(3) HerV C 'Y 6(g1, g2) — agik kiimesi igin f_l(V) u — aciktir.

Ispat. 1) = (2): BS Y 6(gy, g2) — kapali olsun. Teorem 2.18 ve Teorem
4.3.6 dan c,(f ' (B)) S f ' Wagrgn(B)) = f'(B) elde edilir. O halde f~'(B)
u — kapalidir.

(2) = (3): Agiktir.

(3) = (1): V € g4 olsun. Y kiimesi (g;, g;) — regiiler oldugundan Teorem
222 den V 6(g1, g2) — aciktir. Hipotezden, f_l(V) = i (f_l(V)) c
I ( f_l(ng(V))) olur. Teorem 4.3.2 (2) yardimiyla f fonksiyonu zayif ( 4, g19, ) —
stirekli olur.

Teorem 4.3.8. ( Min, 2011a ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
iizerinde ve g1, g, Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Y kiimesi
(g1, g») — regiiler ise o halde asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, ( 4, g; ) — stireklidir.
(2) f fonksiyonu, zayif ( i, g1g, ) — streklidir.

Ispat. (1) = (2): Agiktir.

(2) = (1): x € X ve f(x) € V € g; olsun. Teorem 2.22 den V kiimesi
0(g1.92) — aciktir. O halde Teorem 4.3.7 den (V) € p olur. Sonug olarak f
fonksiyonu ( u, g; ) — stireklidir.

4.4. Mixed 0 - Siireklilik

Tamm 4.4.1. ( Min, 2011b) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi tizerinde
ve g1, g» Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. x € X ve
f(x) €V € gy iginx € U ve f( c,(U)) € ¢y, (V) olacak sekilde bir U € p varsa f
fonksiyonuna x noktasinda mixed 6(u,g1g,) — stireklidir denir. f fonksiyonu X
kiimesinin her noktasinda mixed 6(u,g1g,) — siirekli ise f fonksiyonuna mixed
0(u,g19-) — stireklidir ( kisaca, 8(u,g1 g,) — stirekli ) denir.

Teorem 4.4.2. ( Min, 2011b ) f : X — Y bir fonksiyon, ¢ X kiimesi
iizerinde ve gq, g, Y kiimesi lizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. O halde
asagidakiler denktir:
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(1) f fonksiyonu, 6(u,g19,) — streklidir.

(2) Her V € gy igin f71(V) S tp(f " (c,,(V))) olur.

(3) Her F g; — kapal1 kiimesi i¢in yg (f_l(ig2 (F)) € f1(F) olur.
(4) Her B € Y icin v (f " (ig,(cy, (B))) S £ (c,, (B)) olur.

(5) Her B S Yicin f~'(iy,(B)) S to(f " (c,,(iy, (B)))) olur.

(6) Her U € g, icinys(f ' (U)) € f'(c,, (U)) olur,

ispat. (1) = (2): V € g; ve x € f*(V) olsun. O halde x € U ve f(x) €
fc,(U)) € ¢4,(V) olacak sekilde bir U € p kiimesi vardir. x € U € ¢, (U) €
f_l(cg2 (V)) oldugundan ve 1y nin tanimindan x € (g (f_l(cg2 (V))) olur.

(2) = (1): V€ gy vex € f71(V)olsun. O halde (2) ile X € ty(f " (c,, (V)
olur. Buradan x € U € ¢,(U) < f_l(ch(V)) olacak sekilde bir U € p kiimesi
vardir. O halde f fonksiyonu 8(u,g19,) — siireklidir.

(2) © (3): Agiktr.
(3) & (4): B S Y igin ¢4, (B) g1 - kapali oldugundan agiktr.
(4) = (5): Agiktir.

(5) = (6): U € g, olsun. x ¢ f_l(cgl(U)) oldugunu kabul edelim. Buradan
f(x) & ¢4, (U) olur. f(x) € W ve UNW = @ olacak sekilde bir W € g; kiimesi
vardir. Buradan c,,(W)nU = @ olur. (5) ile x € ™ (W)Z 19 (" (c,,(W))) Ve X €
G c ¢(G) < f_l(cgz(W)) olacak sekilde bir G € p kiimesi bulunur. O halde
fc, @) fF7HU) =B ve x & yo(f ' (U)) elde edilir.

(6) = (1): B € Y i¢in iy, (cy, (B)) € g2 oldugundan agiktir.

Sonug 4.4.3. ( Min, 2011b ) f : X — Y bir fonksiyon, p X kiimesi iizerinde
Ve g1, g Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Eger g; = g, iSe 0
halde asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, 6(u,g191) — stireklidir.

(2) Her V € g igin 71 (V) S t5(f " (cy,(V))) olur.

(3) Her A g, - kapal kiimesi i¢in v, (f ™" (iy, (A))) € £~ (A) olur.
(4) Her B C Y icin y4(f ' (iy, (c,,(B))) S £~ (c,,(B)) Olur.

(5) Her B S Y igin 1~ (iy, (B)) S to(f " (c,, (iy, (B)))) olur.

(6) Her U € g, iciny(f " (U)) € f~*(cy,(U)) olur.
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Ispat. Aciktir.

Her 6(u,g19,) — stirekli fonksiyon zayif ( u,g1g, ) — streklidir, tersi her
zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnek tersinin dogru olmadigina aittir.

Ornek 4.4.4. (Min, 2011b) X = {1,2,3} ve Y = {a,b,c.d} olsun. X kiimesi
tizerinde p genellestirilmis topolojisi p = {@,{1,2}} ve Y kiimesi iizerindeki g1,
g2 genellestirilmis topolojileri g; = {@,{a,b}.{b.c}{ab,c}} g, = {0.{d}}
seklinde tanimlansin. f : X — Y fonksiyonu da f(1) = a, f(2) =b ve f(3) =d
olsun. O zaman f fonksiyonu, zayif ( @,g1g, ) — streklidir. x = 1 noktasinda f
fonksiyonu, 6(u,g19,) — siirekli degildir. O halde f fonksiyonu, 8(u,g19;) —
stirekli degildir.

Teorem 4.4.5. ( Min, 2011b ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
izerinde ve gq, g, Y kiimesi ilizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. f
fonksiyonu, ( w,g, ) — siirekli ve zayif ( @,g19, ) — sirekli ise f fonksiyonu,
0(u,g192) — stireklidir.

ispat. U € g, icin f fonksiyonu, ( g, ) — siirekli oldugundan f~*(U) € p
olur. Lemma 4.2.3 ve Lemma 2.19 yardimiyla c#(f_l(U)) = vo(f (V) ve
Yo(g1.9)(U) = cg, (U) elde edilir. Teorem 4.3.6 dan c,(f~'(U)) = yo(f (V) S
f_l(yg(glygz)(U)) = f_l(cgl(U)) olur. Boylece Teorem 4.4.2 (6) dan f fonksiyonu
0(u,g19;) — stirekli olur.

Teorem 4.4.6. ( Min, 2011b ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
iizerinde ve gq, g Y kiimesi tizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. O halde
asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, 6(u,g19,) — streklidir.
(2) Her A < Xigin f(yg(A)) S Yo(g, go)(f(A)) dir.

(3) Her B S Yicinyp(f ' (B) € /™ (Va(g, g,)(B)) dir.

Ispat. (1) = (2): A € X icin x € y4(A) ve f(x) € V € g, olsun. Hipotezden,
f(cu(Uy)) € ¢4, (V) olacak sekilde x i igeren bir U, € u kiimesi vardir. x € yg(A)
oldugundan U, € p kiimesi igin ¢, (Uy)NA # @ olur. Boylece ¢4, (V)Nf(A) 2
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fleu(UNFA) 2 f(c,(Uy)NA) # @ elde edilir. Buradan f(x) € yg(gl_gz)(f(A))
ve f(75(A) ) € Vo(g, g (A) ) olur.

(2) = (3): Agiktir.

(3) = (1): U € g, olsun. Lemma 2.19 dan yg(y, 4,)(U) = ¢4, (V) ve
Yo (U) € ' Wogg,9nV) = f '(cg, (V) olur. O halde Teorem 4.4.2 (6)
dan f fonksiyonu 6(u,g,g,) — stirekli olur.

Teorem 4.4.7. ( Min, 2011b ) f : X — Y bir fonksiyon, u X kiimesi
lizerinde ve g1, g, Y kiimesi iizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. Y (g1,9>)
— regiiler ise o halde asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, 6(u,g19,) — streklidir.
(2) HerBS Y 6(g1.9; ) — kapali kiimesi i¢in f~*(B) 6 — kapalidir.
(3) HerV CY 6(9g1,92 ) — acik kiimesi igin f_l(V) 6 — agiktir.

Ispat. 1) > (2): B Y 6( 91,92 ) — kapali olsun. Teorem 2.18 ve Teorem
446 ile vo(f'(B) S f '(Wo(gg,)(B) = f '(B) olur. O halde f'(B)
0 — kapalidur.

(2) = (3): Agiktir.

(B)=(1):Veg,olsun. Y (g1,9, ) — regiler oldugundan V kiimesi ayni
zamanda 6( g1,9, ) — agiktir. Hipotezden, £~ (V) =t(f (V) S ts £ (c,,(V)))
olur. O halde Teorem 4.4.2 (2) ile f fonksiyonu 6(u,g19g,) — siirekli olur.



36

5. GENELLESTIRiLMiS HEMEN HEMEN SUREKLILIK

5.1. Hemen Hemen ( g, g ) - Siireklilik

Tamm 5.1.1. ( Min, 2009a ) ( X,g ) ve ( Y,g ) genellestirilmis topolojik
uzaylar olsun. x € X ve f(x) € V € g icin x € U ve f(U) C i(c(V)) olacak sekilde
bir U € g varsa f fonksiyonuna x noktasinda hemen hemen ( g,g ) — siireklidir
denir. f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda hemen hemen ( g,g ) — siirekli
ise f fonksiyonuna hemen hemen ( g, g’ ) — siireklidir denir.

Teorem 5.1.2. ( Min, 2009a ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y.g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f, x noktasinda hemen hemen ( g, g ) — siireklidir.

(2) Her f(x) EV € g i¢inx € i( f1(i(c(V)))) dir.

(3) Her f(x)iigeren V g - regiiler agik kiimesi i¢in x € i( F7Y(V)) dir.

(4) Her f(x) iigeren V g - regiiler agik kiimesi i¢in f(U) € V olacak sekilde
bir U € g kiimesi vardir.

ispat. 1) = (2): f(x) € V € g olsun. Hipotez yardimiyla, X € U ve f(U)
C i(c(V)) olacak sekilde bir U € g kiimesi vardir. Buradan x € U € f~}(i(c(V)))
olur. O halde x € i( ~(i(c(V)))) elde edilir.

(2) = (3): V kiimesi f(x) i igeren g - regiiler agik olsun. V kiimesinin g -
regiiler agik olmasindan ve (2) ile x € i( (V) olur.

(3) = (4): V kimesi f(x) i igeren g - regiiler agik olsun. (3) sikkindan
X € i(f_l(V)) olur. Bu durumda, x e Uve U © f_l(V) olacak sekilde bir U € g
kiimesi vardir. O halde U € g kiimesi igin f(U) € V elde edilir.

(4) = (1): f(x) €V € g olsun. O zaman f(x) € V S i(c(V)) olur. i(c(V))
kiimesinin g - regiiler agik olmasindan ve (4) ile x € U ve f(U) < i(c(V)) olacak
sekilde bir U € g kiimesi vardir. O halde f fonksiyonu, x noktasinda hemen
hemen (g,g ) — stireklidir.
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Tanim 2.34 , Tanim 4.1.1 ve Tamim 5.1.1 den asagidaki diyagram elde
edilir.

(9,9 ) — siirekli = hemen hemen (g, g') — siirekli = zayif (g, g') — stirekli

Asagidaki 6rnekler diyagramin tersinin dogru olmadigini gosterir.

Ornek 5.1.3. X = {ab,c,d} olsun. X kiimesi iizerindeki g ve g
genellestirilmis  topolojileri g = {@,{a}.{c}.{a.c}.{a,b}.{b,c}{ab,c}} ve
g = {0,{ac},{b,c},{ab,cl} seklinde tanimlansm. f : X — X fonksiyonu da
f(a) = Db, f(b) = f(d) = d ve f(c) = ¢ olsun. Bu durumda f fonksiyonu hemen
hemen (g,g’) - siireklidir fakat G = {b,c} € g  i¢in (g, g ) — siirekli degildir.

Ornek 5.1.4. ( Min, 2009a ) X = {a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerindeki g ve
g genellestirilmis topolojileri g = { @, {ab,c}, {d}, X } ve g = { @, {ac},
{a,c,d}, {b,c,d}, {d}, X } seklinde tanimlansin. f : X — X fonksiyonu da birim
fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu zayif ( g,g ) — siireklidir fakat a € X
noktasinda hemen hemen (g, g ) — siirekli degildir.

Teorem 5.1.5. ( Min, 2009a ) f : X — Y hir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y.,g )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f, hemen hemen ( g, g ) — siireklidir.

(2) Her V € g’ icin fH(V) Ci( f(i(c(V)))) olur.

(3) Her F g - kapali kiimesi i¢in ¢( /~*(c(i(F)))) € f~*(F) olur.
(4) Her B € Y i¢in ¢( £ (c(i(c(B))))) € f 1(c(B)) olur.

(5) Her B C Y igin f~*(i(B)) S i( f~ (i(c(i(B))))) olur.

(6) Her V C Y g - regiiler agik kiimesi i¢in f_l(V) € g olur.

(7) Her F € Y g —regiiler kapal1 kiimesi igin /(3 g - kapalidir.

ispat. (1) = (2): V €g ve x € f'(V) olsun. Hipotezden, x € U ve
f(U) < i(c(V)) olacak sekilde bir U € g kiimesi vardir. Buradan x € U <
71 (i(c(V))) olur. O halde x € i( £~ (i(c(V)))) elde edilir.

(2) = (3): Agiktir.
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(3) = (4): B S Y i¢in ¢(B) g - kapali oldugundan (3) sikkindan agiktir.
(4) = (5): Agiktir.

(5) = (6): V kimesi g — regiler agik olsun. (5) ile f}(V) €
i(F7 (V) = i( £ (V)) olur. Bu durumda (V) = i( f~1(V)) elde edilir. O
halde f~*(V) € g olur.

(6) = (7): Agiktir.

(7) = (1): f(x) € V kiimesi g - regiiler agik olsun. (7) ile X — f~ (V) =
Y=V =c(F XY =V))=X—i(f (V) ) olur. Budurumda x € i( f1(V))
olur. O halde x € U ve U € f (V) olacak sekilde bir U € g kiimesi vardir.
Teorem 5.1.2 ile f fonksiyonu hemen hemen (g, g ) — siireklidir.

Teorem 5.1.6. ( Min, 2009a ) f : X — Y bir fonksiyon, ( X,g ) ve (Y,g' )
genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, hemen hemen (g, g ) — siireklidir.

(2) Her GC Y g - B - agik kiimesi i¢in ¢( /7 (G)) € f~*(c(G)) olur.
(3) Her G C Y g - yar1 agik kiimesi i¢in ¢( f~X(G)) € f~*(c(G)) olur.
(4) Her V C Y g - 6n agik kiimesi icin £~ (V) € i( £~ (i(c(V)))) olur.

Ispat. (1) = (2): G kiimesi g — p — agik olsun. O zaman c(G) g — regiiler
kapali olur. Teorem 5.1.5 (7) ile ¢(f~(c(G))) = f (c(G)) elde edilir. O halde
c(f7HG)) € c(f(c(B)) = f(c(G)) bulunur.

(2) = (3): Her g - yar1 agik kiime g - 3 - agik oldugundan agiktir.

(3) = (1): F kiimesi g — regiiler kapal1 olsun. O zaman F kiimesi g — yari
acik olur. Bu durumda, c( f"X(F)) € f*(c(F)) = }(F) elde edilir. O halde
Teorem 5.1.5 (7) ile f fonksiyonu hemen hemen (g, g ) — siireklidir.

(1) = (4): V kiimesi g - 6n agik olsun. O zaman V C i(c(V)) ve i(c(V)) g -
regiiler aciktir. Teorem 5.1.5 (6) ile f~*(i(c(V))) = i( £~ (i(c(V)))) olur. Bu
durumda f~1(V) € F((c(V))) = i( £ (i(c(V)))) elde edilir.

(4) = (1): V kiimesi g - regiiler acik olsun. O zaman V kiimesi g - 6n
aciktir. Bu durumda f~1(V) € i( £~ 1(i(c(V)))) = i( f~1(V)) olur. O halde Teorem
5.1.5 (7) den f fonksiyonu hemen hemen (g, g’ ) — siireklidir.
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Teorem 5.1.7. g;, X kiimesi lizerinde, g,, Y kiimesi iizerinde ve g3, Z
kiimesi tizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. f : X — Y fonksiyonu ( g1, g2 )
— siirekli ve g : 'Y — Z fonksiyonu hemen hemen ( g,,g3 ) — siirekli ise
gof : X = Z fonksiyonu da hemen hemen ( g4, g3 ) — siireklidir.

Ispat. x € X ve g(f(x)) € G € g5 olsun. g fonksiyonunun hemen hemen
( 92,93 ) — strekliliginden g(V) < i(c(G)) olacak sekilde bir f(x) € V € g,
kiimesi vardir. f fonksiyonunun ( gy, g, ) — siirekliliginden f~*(V) € g olur. U =

f71(V) € gy alalim. Bu durumda, (gof)(U) = g(f(U)) = g(f(f " (V) € g(V) S
i(c(G)) olur. Sonug olarak go f fonksiyonu hemen hemen ( g4, g3 ) — stireklidir.

Teorem 5.1.8. g;, X kiimesi lizerinde, g,, Y kiimesi iizerinde ve g3, Z
kiimesi tizerinde genellestirilmis topolojiler olsun. f : X = Y fonksiyonu ( g1, 9> )
—agik ve gof : X = Z fonksiyonu hemen hemen ( g4, g3 ) —stirekliise g : Y =» Z
fonksiyonu da hemen hemen ( g,, g3 ) — siireklidir.

Ispat. y € Y ve g(y) € G € g5 olsun. y = f(x) olacak sekilde bir x € X
noktasit vardir. O halde gof fonksiyonunun hemen hemen ( g4,93 ) -
stirekliliginden (go f)(U) < i(c(G)) olacak sekilde bir x € U € g; kiimesi vardir. f
fonksiyonunun ( 91,92 ) — acik olmasindan f(U) € g, olur. Bu durumda,
f(U) € g, i¢in (gof)(U) = g(f(U)) <€ i(c(G)) olur. Sonug olarak g fonksiyonu
hemen hemen ( g, g3 ) — siireklidir.

5.2. Hemen Hemen (y,y ) — Siireklilik

Bu baglik altinda hemen hemen siirekliliginin komsuluk sistemleri
yardimiyla tanimim vererek bazi karakterizasyonlar: elde ettik. Daha Once
tanimlanan siirekliliklerle iliskilerini inceledik ve karsit 6rneklerle konuya agiklik
getirdik.

Tamm 5.2.1. f : X — Y bir fonksiyon, y € ¥(X) ve y € ¥(Y) olsun.
X € X ve V € y (f(x)) i¢in f(U) S 1(y(V)) olacak sekilde bir U € y(x) varsa f
fonksiyonuna hemen hemen (y, ' ) — siireklidir denir.
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Teorem 5.2.2. f : X — Y bir fonksiyon, y € ¥(X) ve y € ¥(Y) olsun. f
fonksiyonu (y,y ) — siirekli ise hemen hemen ( y,y ) — siireklidir.

ispat. x € X ve V € y'(f(x)) olsun. Hipotezden, f(U) € V olacak sekilde
bir U € y(x) kiimesi vardir. Buradan, f(U) € V < (y(V)) bulunur. U € y(X)
kiimesi i¢in f(U) € «(y(V)) oldugundan f fonksiyonu hemen hemen ( y,y ) —
stirekli olur.

Teorem 5.2.2. nin tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnek tersinin
dogru olmadigina aittir.

Ornek 5.2.3. X = {abc} olsun. y ve y genellestirilmis komsuluk
sistemleri asagidaki gibi tanimlansin:

v(a) = {{a}.{a,b}}, w(b) = {{a.b}}, w(c) = {{ac}}

v'(3) = {{ab},x} v (b) = {{b}.X}, v'(c) = {X}

f : X = X fonksiyonu birim fonksiyon olsun. O halde f fonksiyonu, hemen
hemen ( y,y ) — siireklidir, fakat b € X icin {b} € y (b) almirsa f(U) € {b}

olacak sekilde bir U € wy(b) yoktur. O halde f fonksiyonu ( y,y ) — siirekli
degildir.

Teorem 5.2.4. f : X = Y bir fonksiyon, y € ¥(X) ve y' € ¥(Y) olsun. O
halde asagidakiler denktir:

(1) f fonksiyonu, hemen hemen ( v,y ) — siireklidir.
(2) Her B C Y i¢in £~ («(B)) S «(f*(e(y(B)))) olur.
(3) Her B C Y icin y(f *(v(t(B)))) € f~* (v(B)) olur.

ispat. (1) = (2) : x € f 1((B)) olsun. O halde V € B olacak sekilde bir
V € vy (f(x)) kiimesi vardir. Hipotezden, f(U) € «(y(V)) kosulunu saglayan bir
U € y(x) kiimesi vardir. V € B oldugundan f(U) < «(y(V)) < (y(B)) olur.
Buradan, U € w(x) kiimesi icin U S f ((y(B)) bulunur. O halde
x € 1(f 1 (t(y(B)))) elde edilir.

(2) = (1) : x € X ve V € y (f(x)) olsun. f(x) € «(V) oldugundan ve (2) ile
x € f1W(V)) € o ((y(V)))) bulunur. Bu durumda U S f~1(t(y(V))) olacak
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sekilde bir U € y(x) kiimesi vardir. Buradan, U € y(x) i¢in f(U) < «(y(V)) olur. O
halde f fonksiyonu hemen hemen (y,y' ) — siireklidir.

(2) © (3) : Agiktir.

Teorem 5.2.5. f : X — Y bir fonksiyon, y € ¥(X) ve y € ¥(Y) olsun. f
fonksiyonu hemen hemen (y, ' ) —siirekli ise zayif ( y,y ) — siireklidir.

ispat. x € X ve V € y'(f(x)) olsun. Hipotez ile, f(U) S t(y(V)) olacak
sekilde bir U € y(x) kiimesi vardir. Buradan, U € y(x) i¢in f(U) € (y(V)) € y(V)
bulunur. O halde f fonksiyonu zayif (y,y ) — siireklidir.

Teorem 5.2.5 in tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnek tersinin
dogru olmadigina aittir.

Ornek 5.2.6. X = {abc} olsun. y ve y genellestirilmis komsuluk
sistemleri asagidaki gibi tanimlansin:

v(@) = {{a}}, w(b) = {{a.b}}, w(c) = {{ac}}
v (@) = {{ab},X}, v (b) = {{b}.X}, v'(c) = {{ac} X}

f : X = X fonksiyonu birim fonksiyon olsun. O halde f fonksiyonu zayif
(w,y ) — siireklidir fakat ¢ € X icgin {a,c} € y (c) almrsa y({a.c}) = {a,c} ve
(({a,c}) = {c} olur. Bu durumda f(U) € {c} olacak sekilde bir U € y(c) yoktur. O
halde f fonksiyonu hemen hemen (, vy’ ) — siirekli degildir.

Tanim 2.37, Tanim 4.1.7 ve Tanim 5.2.1 den asagidaki diyagram elde edilir.

(y,y ) — siirekli
U
hemen hemen (v, ) — siirekli

U

zayif (y,y ) — siirekli
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Teorem 5.2.7. f : X - Y bir fonksiyon, y € W(X) ve Y iizerindeki g = g,
GT si igin y € ¥, (Y) olsun. f fonksiyonu hemen hemen ( v, v ) — siirekli ise
hemen hemen ( g, g,,') — stireklidir.

Ispat. x € X ve G € gy (f(x)) olsun. Buradan, V < G olacak sekilde bir
V € vy (f(x)) kiimesi vardir. G € 9,/ (f(x)) oldugundan f(x) € G < «(y(V)) ve
X € f_l(t(y(G))) olur. Hipotezden, f(U) € ¢(y(V)) saglayan bir U € y(x) kiimesi
vardir. V € G ile f(U) € (y(V)) € «(y(G)) olur. Buradan U € y(x) kiimesi i¢in U
c f_l(t(y(G))) olur. H = f_l(t(y(G))) alinirsa g, nin tanimindan H € g,, olur.

Buradan ve Lemma 2.31 ile f(H) = f(f " ((y(G)))) S ((y(G)) S i(c(G)) bulunur.
O halde f fonksiyonu hemen hemen ( g, g,/ ) — stireklidir.

Asagidaki ornek her hemen hemen ( gy, g, ) — siirekli fonksiyonun her
zaman hemen hemen (, ) — siirekli olmadigim gosterir.

Ornek 5.2.8. X = {abc} olsun. y ve y genellestirilmis komsuluk
sistemleri asagidaki gibi tanimlansin:

v(@) = {X}, w(b) = {X}, w(c) = {X}
v (8) = {{a}}, v (b) = {{b.c}}, v (c) = {X}

O zaman sirastyla y ve ' yardimiyla olusturulan gy Ve g, genellestirilmis
topolojileri sirasiyla g,, = {0,X} ve g,/ = {0.{a}, X} olur. f : X - X fonksiyonu
birim fonksiyon olsun. O halde f fonksiyonu hemen hemen ( g,,, g, ) — streklidir
fakat a € X i¢in {a} € y'(a) almrsa y({a}) = {a,c} ve (({a,c}) = {a} olur. Bu
durumda f(U) € {a} olacak sekilde bir U € y(a) yoktur. O halde f fonksiyonu
hemen hemen (y,y' ) — siirekli degildir.

Teorem 5.2.9. f : X - Y bir fonksiyon ve y € Y(X) olsun. f fonksiyonu
hemen hemen ( g, 9, ) — stirekli ve Y iizerindeki bazi g GTsiiginy = v, ise
hemen hemen ( v,y ) — siireklidir.

ispat. x € X ve V € y'(f(x)) olsun. y = vy oldugundan Lemma 2.32 ile
g = g,/ saglanir. Bu durumda V € \Vgr(f(x)) ve V € g':gw' olur. Hipotezden,
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x € U ve f(U) < i(c(V)) olacak sekilde bir U € g,, kiimesi vardir. U € g,,
oldugundan bir H € y(x) kiimesi i¢cin H € U saglanir. Lemma 2.31 ile f(H) €

f(U) S i(c(V)) S ((y(V)) elde edilir. O halde f fonksiyonu hemen hemen (y,y' )
— stireklidir.

Teorem 5.2.10. f : X - Y ve g : Y — Z iki fonksiyon, y, € ¥(X), vy, €
Y(Y) ve y, € ¥(Z) olsun. f fonksiyonu ( y,,y, ) — siirekli ve g fonksiyonu
hemen hemen ( y,,y, ) — siirekli ise gof : X — Z fonksiyonu da hemen hemen
(w,, vy ) — siireklidir.

Ispat. x € X ve G € V3(g(f(x))) olsun. g fonksiyonunun hemen hemen
( v, v, ) — siirekliliginden g(V) € «(y(G)) olacak sekilde bir V € wy,(f(x))
kiimesi vardir. f fonksiyonunun ( v, vy, ) — siirekliliginden f(U) € V olacak
sekilde bir U € y,(x) kiimesi vardir. Bu durumda, (gof)(U) < g(V) < (y(G))
olur. Sonug olarak gof fonksiyonu hemen hemen (1, y, ) — siireklidir.
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6. SONUC

Genellestirilmis acik kiimeler kavrami ilk olarak Csaszar tarafindan 1997
yilinda ortaya atilmistir. Daha sonra da bir¢ok c¢alismada cesitli komsuluk
sistemleri ve siireklilikler incelenmistir.

Biz de bu tezdeki ¢aligmalarimizi, Csaszar in 2002 yilinda yayinlanan
“ Genellestirilmis Topoloji, Genellestirilmig Siireklilik ” isimli makalesini baz
alarak yaptik. Cesitli genellestirilmis komsuluk sistemlerini, stireklilikleri ve bazi
stireklilik tiirlerinin mixed yapilarim1 inceleyerek bunlar arasindaki iligkileri
arastirdik. Ayrica genellestirilmis topolojik uzaylarda hemen hemen siirekliligin
komsuluk sistemleri yardimiyla tanimmint vererek daha oOnce tanimlanan
stirekliliklerle iligkilerini elde ettik ve karsit 6rneklerle konuya agiklik getirdik.
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