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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KESIRLI TUREVLERE SAHIiP DIFERANSIYEL
DENKLEMLER VE UYGULAMALARI

Emre ENKUR

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
2012, Sayfa : VII + 49

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde; kesirli hesaplamalarin tarihgesinden, bu konu ile ilgili inli
matematikgilerin ¢alismalarindan ve kesirli hesaplamalarin  kullanim alanlarindan

bahsedilmistir.

Ikinci boliimde; kesirli tiirev ve integrallerin nasil hesaplanacagindan, bunlarimn

hesaplanmasinda kullanilan bazi tanim ve teoremlerden bahsedilmistir.

Ugiincii béliimde; kesirli diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin varlik ve tekligini

ifade eden bazi teoremler verilmistir.

Tezin son boliimiinde ise; ikinci mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklemler igin

kesirli hesap yardimiyla 6zel ¢oziimler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirev ve Integraller (Diferintegraller), Riemann — Liouville
Kesirli Tirevi, Grinwald — Letnikov Kesirli Tiirevi, Caputo Kesirli Tiirevi, Gama

Fonksiyonu, Beta Fonksiyonu, Mittag - Leffler Fonksiyonu, Hata Fonksiyonu.



SUMMARY

Master of Arts

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FRACTIONAL DERIVATIVE
AND THEIR APPLICATIONS

Emre ENKUR
Firat University
Institute of Basic and Applied Sciences

Department of Mathematics
2012, Page : VII + 49

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter; the history of fractional calculus, the works of famous

mathematicians about this subject and usage field of fractional calculus are mentioned.

In the second chapter; how to calculate the fractional derivative and integrals, some

definitions and theorems which are used in calculation about this subject are mentioned.

In the third chapter; some theorems which are definite the existence and uniqueness of

solutions of fractional differential equations are given.

The last chapter of this thesis; particular solutions with the help of fractional calculus to

ordinary and partial differential equations of the second order are obtained.

Key words: Fractional Derivative and Integrals (Differintegrals), Riemann — Liouville
Fractional Derivative, Griinwald — Letnikov Fractional Derivative, Caputo Fractional

Derivative, Gama Function, Beta Function, Mittag - Leffler Function, Error Function.
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1. GIRIS

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli tiirev ve integral, adindan da tahmin
edilecedi lizere tiirev ve integralin tam say1 olmayan (keyfi) mertebelere genisletilmis bir

seklidir. Dogal ve yapay sistemlerin ¢calisma prensiplerini anlamada ¢ok énemli bir aragtir.

Leibnitz n € Z* i¢in y = f(x) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevini;

dy
axn =Dy

seklinde tanimladiktan sonra L’Hospital’in 30 Eyliil 1695°de Leibnitz’e sordugu “Tam say1
mertebeden tiirevler, kesirli mertebeden tiirevliere genisletilebilir mi?” sorusu kesirli
diferansiyelin dogum tarihi olarak gosterilebilir. Leibnitz cevabinda bunun sonsuz seri
yardimiyla tanimlanabilecegini sOyliiyor. Ciinkii sonsuz seriler sadece pozitif veya negatif
tam sayilarin issii olarak degil kesirli ifadelerin iissii olarak da yazilabilir. L’Hospital bu
sorusuyla belki de farkinda olmadan literatiire ilk defa yar1 tiirev kavramini kazandirmistir.
n = 1/2 oldugu durumda operatdre yari tiirev operatorii denir. Yari tiirev operatorii bir
fonksiyona ard arda iki defa uygulandiginda o fonksiyonun birinci mertebeden tiirevine
esdeger bir sonug elde edilir. Leibnitz’in kesirli tiirevler {izerine ortaya attigi bu soru, 300
yildan daha fazla bir zamandir {izerinde ¢alisilan ve ortaya konulan tanimlarla gelistirilen
onemli bir konu olmustur. Leibnitz’in yani1 sira Fourier, Abel, Liouville, Riemann,
Holmgren, Weyl, Heaviside, Laplace, Lagrange, Hadamard, Euler, Abel, Lacroix,
Griinwald ve Letnikov gibi iinlii bircok matematik¢i de bu konu {izerinde caligmalar

yapmistir.

a, reel mertebeli keyfi tiirevli ardigik operatorlerin interpolasyonu olmak tizere kesirli

tiirevler i¢in Davis tarafindan;

D¢ f ()
notasyonu kullanilmistir. Burada a ve t indisleri kesirli diferansiyelleme isleminin limit
degerleridir. Kesirli diferansiyelleme semboliindeki u¢ noktalar 6nemlidir. Bu u¢ noktalar
kesirli tiirevlerin reel problemlere uygulamalarinda belirsizlikten kurtulmada yardimci

olur.



Kesirli integraller i¢in ayr1 bir notasyon kullanmayacagiz. f > 0 olmak tizere kesirli

mertebeden integrali;

D (O
ile gosterecegiz.

Kesirli diferansiyel denklemler igerisinde kesirli tiirev ve integral bulunduran

denklemlerdir.

Kesirli mertebeden tiirev icin literatiirde ¢esitli tanimlar verilmistir ancak kesirli
mertebeden tlirev nasil tanimlanirsa tanimlansin tiirev mertebesi tam sayiya esit olacak
sekilde se¢ildiginde ortaya ¢ikan ifade Leibnitz ve Newton tarafindan 6nerilen tam sayili

mertebeden tiirev ifadesi ile ayn1 olmaktadir.

Bu alandaki ilk sistematik calismalar 19. yiizyilin baslangicinda ve ortalarinda

kaydedilmistir. Bu ¢aligsmalarin bir kismini 6zetleyecek olursak;

1772°de J.L. Lagrange, dolayli olarak kesirli hesaplamalara katkida bulunmustur. Tam

say1 mertebeden diferansiyel operatorlerin kuvvetini genisletmis ve

dm dn dm+n
dx™m dxn Y= dxm+n Y

oldugunu gostermistir. Kesirli hesaplamalar teorisi gelistikce m ve n keyfi degerleri i¢in
benzer kural dogru oldugundan dolay1 y(x)’den kaynaklanan sinirlamalarin ne olduguyla
ilgilenilmigtir.

1812°de P.S. Laplace integral yardimiyla kesirli tiirevi tanimlamistir ve 1819°da ilk
defa keyfi mertebeli tiirevden bahsetmistir.

Lacroix ise 700 sayfalik ¢aligmasinin yaklasik 2 sayfasin1 bu konuya ayirmistir. Tam
saylr mertebeden temel matematik uygulamalarini genisletmistir. Lacroix, baglangigta
y = x™ ve m bir pozitif tam say1 olmak iizere n. mertebeden tiirevi,

ay  m! e -
dx"_(m—n)!x pm=n

seklinde kolayca genigletmistir. Daha sonra bu ifadeyi gama fonksiyonu yardimuyla;

dty  T'(m+1)
dx”_F(m—n+1)x

m-—-n




seklinde tanimlamistir. Bunu bir 6rnek lizerinde y = x ve n = % alarak;

1

dzy 2vx

—— ==
dx2 VI
oldugunu gostermistir.

1832°de Liouville, iistel serileri genisletmis ve q € Z olmak iizere bdyle serilerin q.
tirevini tanimlamistir. Liouville’in  1832°de 1i¢ makalesi yayimlandiktan sonraki
caligmalarinda yaptig1 tanimlamalar, hizli bir yiikselis ve basar1 gostermesini miimkiin
kilmistir. Bu donemde kullanilan Lacroix’in ve Liouville’in farkli caligmalarina farkl
matematikciler destek vermistir. 1840°da De Morgan kesirli hesap ile ilgili yayimladig:
makalelerinde bu iki sistemin ashinda daha genel bir sistemin pargalar1 oldugunu
sOylemistir. 1844’de Boole, sabit katsayili lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
kesirli hesabr kullanmistir. 1853°de Riemann, belirli bir integrali igeren ve iissii tam say1
olmayan kuvvet serilerine uygulanabilen farkli bir tanim gelistirmistir. Riemann ve
Liouville’in elde ettikleri sonuglar1 Griinwald ve Krug birlestirmistir. 1867’de Griinwald,
limiti kullandig1 bir tiirev tanimin1 benimsemis ve q. tiirev icin belirli integral formiillerine
ulasmistir. 1868°de ise Holmgren kesirli hesabin adi diferansiyel denklemlere uygulanisi
hakkinda uzun bir monolog caligmasi yapmustir. Riemann - Liouville taniminin ilk
calismasi, Sonin’in 1869’da yayimladigi "keyfi mertebeden diferansiyel” adli makalesinde
ortaya konmustur. 1890’da ise Krug, alisilmis tirevler igin Cauchy integral formiilii
lizerine calismistir. 1892°de Heaviside, elektromanyetik teorisinin bazi problemlerini
¢ozmek ic¢in kesirli hesabir kullanmistir. 1920°de ise iletkenlik teorisinde, kesirli
diferansiyelden yararlanmistir. 1936°da Gemant, esneklik problemlerinde kullanmak tizere

kesirli diferansiyelden faydalanmistir.

1967°de Caputo; tam say1 mertebeden baslangic durumlarini kullanmak yerine, kesirli
mertebeden diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in Riemann - Liouville kesirli tiirevinin

daha klasik tanimini formiilize etmistir.

Ilgi ¢ekici yoniiniin ve genis uygulama alanlarmna sahip olmasmin kesfedilmesiyle
bilim diinyasinda yerini alan kesirli hesap teknigi, bir cok ¢aligmaya imkan saglamis ve de
saglamaktadir. Bunun temel sebebi; kaos, yayilim ve dalga hareketleri, filtreleme ve
tersinmezlik gibi pek ¢ok olgunun kesirli analiz kullanilarak daha ger¢ege uygun

modellenebilmesi ve agiklanabilmesidir. Bu ilging konunun difiizyon, Schrodinger
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denklemi, malzeme bilimi, iletim hatlar1 teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1s1 transferi,
akigkanlar, biyoloji, biyofizik, biyomiihendislik, elektromanyetik teori, mekanik, fizik ve
kontrol teorisi, analitik ve sayisal yontemler gibi alanlarda kullanilmasinin yaninda her
gecgen giin yeni ve ilging uygulamalar1 da ¢ikmaktadir. Ekonomi, finans, deprem bilimleri
gibi alanlara uygulamalari ise, sliphesiz ¢ok ilging olacaktir. Siradan matematigin, dogrusal
olmayan ve denge durumundan uzak siireglerin ¢alisilmasinda karsilasilan fraktal
fonksiyonlarin incelenmesinde yetersiz kaldigi bilinir. Fraktal egriler ve ylizeylerle kesirli
matematik arasindaki iligki ise, yogun arastirilan konular arasindadir. Kesirli tiirev ve
integraller, bazi belirli integrallerin alinmasi, seri toplamlarimin bulunmasi gibi konularda

da yararli bir teknik olarak karsimiza ¢ikar.

Ayrica histerezis, hafiza ve gerilim faktorlerinin dogal olarak ortaya ¢iktigi viskoelastik
(yapiskan ve esnek) materyallerin (kikirdak, deri, kas) fiziksel durumlarinin

modellenmesinde kesirli hesaplamanin kullanimi kendiliginden ortaya ¢ikar.

Kesirli analizin klasik analizden en 6nemli farki, klasik analizde oldugu gibi tek bir
tirev taniminin olmayisidir. Kesirli analizdeki birden fazla tiirev taniminin varligi
problemin tiiriine en uygun olaninin kullanilmasi, problemin en iyi ¢dziimiiniin elde
edilmesi firsatin1 verir. Baglicalar1 Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo
kesirli tiirevleridir. Birbirleri arasinda gecisler olmasina ragmen tanimlar: ve tanimlarinin

fiziksel yorumlar1 agisindan farklilik gosterirler.

Kesirli hesap tekniginin matematik uygulamalarinin ¢ogu 20. yiizyil bitmeden ortaya

koyulmus, miithendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici bagarilar elde edilmistir.

Kesirli hesaplamalar 17. yiizyildan itibaren konferanslara ve tezlere konu olmustur.
B. Ross ilk konferansin 6nemli olmasi1 nedeniyle doktora tezini verdikten kisa bir siire
sonra 1974°de Ulusal Bilim Kurulusu’nun sponsorlugunda Connecticut’taki New Haven
Universitesi’nde “First conference on Fractional Calculus and its Applications” adl
konferans1 organize etmistir. 2. Uluslararasi konferans 1984°de, iskogya’da Strathclyde
Universitesi’nde gergeklestirilmistir. Bu konferansa, ilk konferansa katilanlarm bazilar (P.
Hegwood, S. Kalla, W. Lamb, J.S. Lowndes, K. Nishimoto, P.G. Rooney ve H.M.
Srivastava) da katilmistir. Yine 1980’lerde dikkate deger matematiksel aktiviteler
Japonya’da Owa, Saigo ve Nishimoto tarafindan gerceklestirilmistir. 4 ciltlik makalede
kesirli tiirevin adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi incelenmistir. Sovyetler

Birligi’nde ise Samko, Marichev, Kilbas kesirli hesap ve uygulamalari konusunda

4



ansiklopedik bir kitap yayimlamistir. 3. Uluslararast konferans ise 1989°da, Tokyo’da
Nihon Universitesi’nde diizenlenmistir. Bu konferansa katilanlardan bazilar1 ise M. Al-
Bassam, R. Bagley, Y.A. Brychkov, L.M.B.C. Campos, R. Gorenflo, J.M.C. Joshi, S.

Kalla, E.R. Love, M. Mikolas, K. Nishimoto, S. Owa, A.P. Prudnikov, B. Ross, S. Samko
ve H.M. Srivastava’dir [1-7].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu kesirli hesaplamayla direkt iliskilidir. Gama fonksiyonu en basit

anlamryla faktoriyelin reel sayilara genellestirilmesidir. I'(2) ile gosterilir.

Gama fonksiyonu negatif degerlerde tanimsizdir fakat tam sayr olmayan degerlerde

hatta kompleks sayilarda bile tanimlidir. Gama fonksiyonu,

1.23..n
I'(z) = lim

z, ,—1—2,-3, ...
n-oz(z+ 1)(z+ 2) ...(Z+n)n 2#0 3

seklinde tanimlanir. Burada z yerine z 4+ 1 alirsak;

Fo1) - 1.2.3..n "
R G+ D+ D@ +3) .zttt

I nz 1.23..n
nobz + 1+ 1 z(z+1)(z+2) ...(Z+n)n

zZ

=zI'(z)
elde edilir. Tanimdan;
I(1) = lim 1.23..n n=1
n-x1.2.3.n(n+1)
re)=1

r'(3) = 2I'(2) = 2

'n)=123..(n—1)=mn-1)!
oldugu kolayca goriilebilir.

Gama fonksiyonunun ikinci tanimi olan Euler integrali;
I'(z) = f e “u?ldu, Re(z) >0
0

seklinde gosterilir. Ayrica;



f e %udu = n! = f e ¥uMD-1dy =T(n+ 1)
0 0
oldugundan gama fonksiyonuna bazen genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir.

Ayrica gama fonksiyonunu;

o]

F(lz) = zel” l_[ (1 + %) e z/m

n=1

seklinde Weierstrass formu ile de yazabiliriz. Burada y = 0,577216 ... Euler - Mascheroni
sabitidir [1,8].

2.2. Beta Fonksiyonu

Bazi durumlarda gama fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlarinin yerine
beta fonksiyonu olarak adlandirilan bir baginti kullanmak daha uygundur. Beta fonksiyonu
genellikle;

B(z,w) = j 27Y (1 —1)¥ Y7, (Re(z) >0, Re(w) > 0)
0

seklinde tanimlanir. Ayrica p >0 ve ¢ > 0 olmak iizere beta fonksiyonu ile gama

fonksiyonu arasinda;

_I®Ir@ _

Bp.a) = Tp+q)

B(q,p)

iliskisi vardir [1].
2.3. Mittag - Leffler Fonksiyonu

a > 0 olmak tizere bir parametreli Mittag - Leffler fonksiyonu;

Ea(2) = ; M(ak + 1)

seri agilimi ile verilir. Ustel fonksiyonun bir genellestirmesi olan bu fonksiyon, 1903

yilinda Mittag - Leffler tarafindan tanimlanmustir.

Gergekte Agrawal tarafindan bulunan iki parametreli Mittag - Leffler fonksiyonu ise
kesirli hesaplamalarda 6nemli bir rol oynar. @« > 0 ve f > 0 olmak iizere iki parametreli

Mittag - Leffler fonksiyonu;



Z
s ® = ) T

seklinde tanimlanir. a ve [ parametrelerinin 6zel segimleri ile E, g fonksiyonu bilinen

baz1 fonksiyonlara doniisiir. Ornegin;
— — — 5z
E1a(@) = Z Tk + 1) Z TR
k=0 k=0
1242 F(k+2) (k+1)' z

+2

e?—1—-2z
Eis(2) = ZF(k+3) Z(k+2)' 2z

Egq1(2) = kzom =Eq(2)

seklinde yazilabilir [1].
2.4. Hata (Error) Fonksiyonu

Hata fonksiyonu Gauss hata fonksiyonu olarak da adlandirilir ve

zjx —t*dt >0
—_— e X
V1 '

0

erf(x) =4, J
— | et*at x <0
Wel &

seklinde hesaplanir [3].
2.5. Tiirev ve Integralin Ortak Yazim
2.5.1. Kullanilan Notasyon ve Tanimlar

Bu boliimde aksi belirtilmedikge n, N pozitif tam sayilari, g ve Q ise, herhangi bir

say1y1 gosterecektir. Bir fonksiyonun n. tlirevi genelde

dn_f

dxn

olarak gosterildiginden ve integral de tiirevin tersi bir islem oldugundan;



d—lf X
P '[; f(x0)dxq

yazabiliriz. Boylece ardisik integraller;

= [ [ oo,

dd[a_c]i B fox dx; fo xzdxl JO xlf (x0)dxg

d~ f X Xn—1 | X2 X1
d[x]_n = jo dxn_lfo dxn_z L dxljo f(xO)de

seklinde olur. Alt sinirin sifirdan farkli oldugu durumlarda ise;

-1

f X
A=t L f (xo)dx,

d—Z X X1
m=f dx1f f(xo)dxo

ﬁ _ f "z, f i, f " o)y

a

olur. Ancak, burada

dn dar

[d(x—a)]"  [dx]"

olmasina ragmen, integraller i¢in

d™m daTm
[dG—a)] " [dx] ™

olduguna dikkat etmeliyiz. n. mertebeden tiirev igin

£ (x)

ifadesi de kullanildigindan, n ardisik integral i¢in



x Xn—1 X2 X1
f(—n) :f dxn_lf dx,_- f dxlf f (x0)dxg
a a a

n n-1 az 1

yazimini da kullanacagiz. Karigikliga yol agmayacak durumlarda ise;

dif(x)  df(x)
[d(x—0)]7  [dx]?

A7 ()

dx4
= f@(0)

ifadeleri de kullanilacaktir. Bir diferintegralin b noktasindaki degeri ise;

df (x) __dif(b)

[dax-ol7| _,  [dx-aJ

olarak gosterilecektir. Diferintegralin literatiirde kullanilan baska gosterimleri de

d1
ﬁ =Daf(x) = Dif(x)

seklindedir [2].
2.5.2. Bir Fonksiyonun n. Tiirevi
Tiirevin taniminin;

dfe) _ | f() — f(x = %)

dx 8x—0 ox

seklinde oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin ardisik olarak tiirevleri alinirsa;

@f | fG) = 2f (= 8x) + f(x ~ 26%)

dx? 6% [6x]2

d3_f_ - f(x) = 3f(x —6x) + 3f(x — 26x) — f(x — 36x)

dx3  sxs0 [6x]3
arf N m _
= lim J[5x] ;(—1)1 (j>f(x—15x)

elde edilir. Bu ifadede biitiin limitlerin var oldugu varsayilmistir.
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Ayrica [8x] sifira giderken tiirev ile integralin ortak bir tanimi i¢in smirlandirilmis bir
limit islemi gerekecektir. Bunun igin [a, x] araligin1 N esit parcaya bolerek,
Syx=——o N=1,23
nve=——, N=123 ..

yazarsak bu durumda;

arf AN (M e
T = ol ) 18] Z( D/ () Fx = jow)

Snx—-0

olacaktir. Bu ifadede j > n degerleri i¢in (7}) terimi sifir olacagindan;

s = lim {[6yx]™" z (-1 (7) Jx=joux)

[dx]" ~ syx—0

yazilir. Bdylece limitin siirekli durumlarda da var oldugu anlayisi ile n. mertebeden tiirev;

af  fxmare, x—
[ax] M [xNa] ;(—1)’(?)f(x—1[x1va]) 2.1)

seklinde ifade edilir [2].
2.5.3. n Ardisik Integralin Genel Yazim

Bir fonksiyonun integrali, onun altindaki alana esit olacagindan Riemann toplami

olarak;

d—l X
m =f f(x0)dxq

=lim (Syx[f (x) + f(x = 8x) + f(x = 26yx) + -+ f(a + Sy0)1}

N-1
= lim {6yx Z Fx = j6yx)
Snyx—0 —

]:

seklinde yazilir. Burada Syx =[x —a]/N, N =1,2,3,... olarak alinmistir. Bu ifadeyi

genellestirirsek;
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d—2 X X1
m=.f dx1f f (xo)dx

=Sli§rL0{[6Nx]2[f(x) + 2f (x — 8yx) + 3f (x — 26yx)

+ -+ Nf(a + 6yx)]}

= tim [yx]? ) G+ Df(x = joy)
j=0

Snx—0

d_3 x X2 X1
e, @ [, ], resae
N-1 1) (i 2

seklinde yazilir. Dolayisiyla bu ifadenin n ardisik integrali ise;

[d(x—a) f ditn—s f Aty - f “ax, f " fldx,

2

-1

—jim Al Y (70T - oo
j=0
N-1
AP T 2 (7 e Dy e

o

]:

olur. Burada (2.2) denklemi (2.1) denklemiyle olduk¢a benzerdir. Ancak (2.2)’dekKi
katsayilar (2.1) denkleminden farkli olarak (j +’}._1) seklinde gitmektedir ve (2.2)’deki
biitlin terimler pozitif isaretlidir [2].

2.5.4. Tam Say1 Degerleri icin Tiirev ve Integralin Ortak Yazimi

Gama fonksiyonunun binom katsayilari cinsinden

(-1 (]> (]_7;_1> rC- rrgf_oni )

esitligini kullanarak, tam say1 degerler icin tiirev ve integrali;
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ar (Y -, g
A —a o rlg—n) LG+ n/ (x=J] N /)

(2.3)

gibi tek bir formiil ile ifade edebiliriz. Burada n hem pozitif hem de negatif isaretleri
alabilmektedir [2].

2.6. Kesirli Tiirev ve Integraller
2.6.1. Diferintegralin Griinwald Tanimi

(2.3) esitliginde eger n pozitif ise; tiirevin (2.1) genel tanimina, n negatif ise; integralin

(2.2) genel tanimina ulagilir.

n yerine tiim degerleri alabilen g ifadesi yazilirsa (2.3) bagintis1 en genel haliyle;

ar (B -0, p-a
[d(x—a)]9 bl F-a) &IG+ 1)f (x —J [ N D

olur ve bu bagmti Griilnwald tanimi olarak adlandirilir. Bu tanimin en biiyiik avantaji,
verilen bir fonksiyonun diferintegralinin o fonksiyonun tiirevlerine veya integrallerine

gerek kalmadan, sadece kendisinin aldigi degerler ile bulunabilmesidir [2].
2.6.2. Riemann - Liouville Kesirli Tiirevi

Her sonlu (a,x) arahiginda f fonksiyonu siirekli ve integrallenebilir olsun. n € N,
n—1<qg<n ve q>0 olmak lizere x >a igin reel bir f fonksiyonunun gq.
mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi;

dif(x) 1 d"fx f@®
a(

= dt
dx1 I'(n—q)dx" x —t)l-nta

seklinde tanimlanir. Bu yontemde integralin n kez tlirevi alinacagindan uygulamada

zorluk ¢ikarabilir [1].
2.6.3. Riemann - Liouville Kesirli Integrali

Her sonlu (a,x) araliginda f fonksiyonu siirekli ve integrallenebilir olsun. x > a
olmak tizere f fonksiyonunun g katli Riemann - Liouville kesirli integrali;

df) _ 1 (* f(®

o Tl oo™

13



seklinde tanimlanir (Burada g € R ve g > 0’dir.) [1].
2.6.4. Griinwald - Letnikov Kesirli Tiirev ve Integrali

[a,t] kapali araliginda siirekli f ® ), (k=12 ..m+1)tirevleri var ve m,
m < p <m+ 1 olacak sekilde bir tam say1 olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun p.
mertebeden Griinwald - Letnikov kesirli tiirevi p > 0 olmak {izere;

m

_ f(k) (a)(t— Q) Ptk 1 t
anf(t)—kzzo I'(-p+k+1) +F(—p+m+1),l;(

t— 7)™ PN (n)dr

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun p katli Griinwald - Letnikov kesirli integrali ise;

m

e NP @ — a)PH 1 ‘ Sp—
“Dfpf(t)_;) T(p+k+1) +F(p+k+1)fa(t_r) PO @

seklinde tanimlanir [1].
2.6.5. Caputo Kesirli Tiirevi

M. Caputo, Riemann - Louville taniminin Laplace doniisim ifadesinin
uygulamalarinda ortaya ¢ikan baglangic degerlerin hesaplanmasi veya deneysel yolla
Olclilmesi problemini ortadan kaldirmak amaciyla 1967°de kesirli tiirevin bir bagka tanimi

olan Caputo kesirli tiirevini;

« 1 A ()
thf(t):F(a—n)L(t—r)“+1—ndr’ n—-1<a<n)

seklinde tanimlamigstir. Caputo yaklagiminin en temel avantaji, Caputo Kesirli tiirevlerinin
tam say1r mertebeden diferansiyel denklemlerle aym1 formda baslangi¢ sartlarina sahip

olmasidir [1].

Teorem 2.1. f(t) = (t — a)” olmak tizere f(t)’nin diferintegrali;

'v+1)

Dp t_ U=
aDe (¢~ a) rv—-p+1)

(t—a)'?, (veR)

esitligiyle verilir.
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Ispat: f(t) = (t — a)" ise 6nce -p katl1 Riemann - Liouville kesirli integrali alinirsa;

t
DE(t—a) = ! f (t—1)P(r—a)Vdr

~I'(-p)
yazilir. Kabul edelim ki v > —1 olsun. 7 = a + &(t — a) alarak;

1
I'(—p)

DP(t—a) =

(t - a)"? ] £(1— &) ldg

1 _
= F(_p)B(—p,v +1D(t—a)?

I'v+1)

=m(t—a)”_p, (p<0, 17>_1)

elde edilir.

Simdi 0 <m <p<m+1 durumunu géz oniine alalim. Griinwald - Letnikov kesirli
tirevini kullanmak icin v >m almaliyiz. Griinwald - Letnikov kesirli tiirevinde seri

toplamut sifir oldugundan;

dm+1(T _ a)v

1 t
Pre _ A\ — - ympv_— -~ -
oD (t = a) I'(-p+m+1) L G drm+1 de

elde edilir. Bu son esitlikte

M1 _ o\
ve T=a+¢(t—a) alirsak;

rlv+1)
Frv-mI'(-p+m+1))J,

Dt —a) = (1=OmP @™ dg

_Tw+1DB(-p+m+1L,v—m)
 Tw-mI(—p+m+1)

(t—a)'?

B 'v+1)
" I(-p+v+1

(t—a)' P

elde edilir [1].
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Ornek 2.1. f(x) = C sabit fonksiyonunun kesirli integralini bulalim.

Coziim: Riemann - Liouville kesirli integralinde f(x) = C alinirsa;

ar_ C (T arg__ C _
oDy C—r(q)L(x t)1 dt—r(q_l_l)(x a)

bulunur.

Ornek 2.2. f(x) = x% + 1 fonksiyonunun % mertebeden tiirevini bulalim.

- » - 1 , .
Coziim: Once x? ve 1’in ayr ayr > mertebeden tiirevlerini bulup daha sonra

f(x) =x%+1 fonksiyonunun % mertebeden tiirevini bulabiliriz. O halde Teorem 2.1

yardimiyla
1
dzx? rez+1) ,1 TI@3) 3 8 3
T = 1 x- 2 = T X2 = ——x2,
dxz T2-5+1) rgy 3vr
1
dz1 ro+1 ,1 r@a _r 1 _1
T = 1 X 2= —1x = —Xx 2
dxT T(0—5+1) rG) Vi

bulunur, buradan da

1 1
d2f(x)  d2(x*+1)
1 - 1

dx2 dx2
8 3 1 _1
=—x2+—x 2
3Vr NG

elde edilir.
Ornek 2.3. f(x) = e3* fonksiyonunun % mertebeden tiirevini hesaplayalim.
Coziim: Burada q = % icin n—1<q <n esitsizliginden n =1 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla f(t) =e3, n=1 ve q =§ ifadelerini

difx) 1 d" *  f@®
dx4 ~ T(n—q)dx"), (x —t)l-"+a

Rieman - Liouville kesirli tiirev formiiliinde yerine yazarsak;
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1

d§e3x 1 d x e3t
TS 1 af ol
dx2  T(1-5 0 (x—1t) 2
1 d * e
= —1a —1dt

ri Y (x-02

elde ederiz. 1k 6nce

X eSt
[
0 (x—-1t)2
integralini Mathematica programinda hesaplarsak;

X e3t T
f -dt = e3x\/%erf (V3x)
0

(x—1)2

oldugunu goriiriiz. Daha sonra bu esitligin bir kez x’e gore tiirevi alinirsa;

d x g3t 1
e f “dt | = — + 33 erf(V3)
dx\ J, (x — )2 Vx

olur. Boylece;

d%e3x 1 d fx eBt dt
T 1T T 1dxl C 1
dxz2 T(3) Do (x - 1y2
1
= —— ++/3e3*erf(+/3x
— (V3x)

elde edilir.

Ornek 2.4. f(x) = e3* fonksiyonunun % katli integralini hesaplayalim.

Coziim: f(t) = e3 ve q =% ifadelerini

dt

A0 1 J £
AT T(@) ), -0

Riemann - Liouville kesirli integral formiiliinde yerine yazarsak;
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d_%e&x 1 X e3t
1T 1 f Tt
dx 2 F(E) 0 (x—1t) 2
elde ederiz. Tk 6nce
X eSt
f dt
0 (x— 1)z

integralini Mathematica programinda hesaplarsak;

X e3t
f —dt = e3x\/§erf (V3x)
0

(x —t)2
oldugunu goriiriiz. Boylece;
d—l 3x 1 X g3t 3x
2e e e
T =7 f Tdt = —erf (V3x)
dxZ TR x-nz V3

elde edilir.
2.7. Kesirli Tiirevlerin Ozellikleri
2.7.1. Lineerlik
Tam say1 mertebeden tiirevlere benzer olarak kesirli tlirevler de lineer bir operatordiir.
Lemma2.1. A, u € R olmak iizere;
DE(Af () + ng(®)) = 2 aDEf(8) + 1 D g ()
esitligi saglanir.

Ispat: n — 1 < p < n olmak iizere;

n

o | €0 G + g @)ar

DF(Af () + ug(®) =

— A d_n tt_ n-p—-1 ()d
_—F(n—p)dt”L( T) f(r)dr

Ty, €0 a0

:Aanf(t) +.uang(t)
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elde edilir [1].
2.7.2. Homojenlik
Herhangi bir C sabiti i¢in homojen olma 6zelligi;

aCH) _ . dif
[ -l " [dG— T

olarak verilir [2].
2.7.3. Bir Serinin Diferintegrali

Diferintegral operatoriiniin lineerlik 6zelliginden faydalanarak her g degeri igin,

diizgiin yakinsak bir serinin;

seklinde diferintegrali alinabilir. Burada diferintegrali alinan seri de yine ayni aralikta

diizgilin yakinsaktir [2].
2.7.4. Birlesme Ozelligi
D*DF = DFp*
D*DF = pa+p
D%f =g ise f =D %g
esitlikleri sinirli durumlarda gecerlidir. Eger n ve N degerleri pozitif tam sayi ise;

d" { avf } _ dn+h f
[d(x — )" |[d(x — )]V|  [d(x — a)]**V

v dnf
[d(x —a)]N {[d(x - a)]"}

ve

a—" { d_Nf } B d—n—Nf
[d(x —a)] ™ |[d(x —a)]™V) [d(x —a)] N

[d(xd—_Z)]-N {[d(xd:ng)]—n}

yazilabilir. Ancak
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din d?Nf
[d(x — a)]*" {[d(x - a)]”’}

ifadesini bulmak istedigimizde sonug her zaman

dirﬁNf
[dCc— ]

olmaz. Once integral sonra tiirevin alindig1 durumlarda operatérler;

daV { d—"f } _ dN—nf
[d(x — IV [d(x —a)]™  [d(x — a)]N"

seklinde, dnce tlirev sonra integralin alindig1 durumlarda ise operatorler;

n-1

f(N+k -n) (a)

M

d-n de dN nf
[d(x—a)]‘"{[d(x—a)]’v} [dex— )]V

k=n—-N
seklinde birlestirilir [2].
2.7.5. Leibnitz Kurah

f ve g diferansiyellenebilir ve tek degiskenli fonksiyonlar olmak fiizere fg’nin

diferintegrali y € R igin;

Cd'[fgl N A" If dg
[d(x — Q)] Z( ) [d(x — &)Y T [d(x — &)/

j=0

seklinde gosterilir [2].
2.8. Laplace Doniisiimii

Lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan yontemlerden birisi integral

doniistimiidiir. Bir integral doniisiimii;

B
F(s) =f K(s,t)f(t)dt

seklindedir. Bu integral doniistimii yardimu ile, verilen bir f(t) fonksiyonu diger bir F(s)
fonksiyonuna doniistirilir. F(s) fonksiyonuna  f(t)’nin integral doniisimii ve
K(s,t)’ye de integral doniisiimiiniin ¢ekirdegi denir. Integral déniisiimiiniin K(s, t)

cekirdegi degistikge, integral doniisimii degisik adlar alir. Integral déniisiimiinde
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K(s,t) = e St secilir ve integral smurlat a =0 ve f =o almirsa, bu integral
dontisiime Laplace doniisiimii denir. Kisaca

o

LF@) = [ et f@de = F)
0

denklemi ile tanimlanan, L{f(t)} veya F(s)’e f(t) fonksiyonunun Laplace doniigimii

denir.

Riemann - Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisimii & > 0 olmak tizere;

n-1
L{ oDEf(£); 5} = s%F(s) — Z s [ oDEF @], (i-1<a<n)
k=0
ile tanimlanur.
Ayrica;
a-1
Y
ve
LHs™F(s)} = oD f(®)
seklindedir [9].
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3. VARLIK VE TEKLIK TEOREMLERI

Bu boliimde, kesirli diferansiyel denklemler i¢in baslangic - deger problemlerinin
¢Ozlimlerinin varligt ve tekligi incelenmistir. Burada denklemlerin tiim sonuglar
Miller - Ross ardisik kesirli tiirevleri cinsinden verilmistir. Bunun nedeni, elde edilen
sonuglarin ~ Miller - Ross ardisik kesirli tiirevlerinin 6zel durumlart kabul edilen
Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirevlerine direkt olarak

uygulanabilmesidir.

Ilk olarak; degisken katsayili lineer kesirli diferansiyel denklemleri inceleyip, bir

terimli ve n - terimli diferansiyel denklemler igin varlik ve teklik teoremini ispatlayacagiz.

Daha sonra, genel formda kesirli diferansiyel denklemler igin varlik ve teklik teoremini

inceleyecegiz [1].

3.1. Lineer Kesirli Diferansiyel Denklemler
n-—1

DI + D pi() DI TY(O) + pa(DY®) = (), O<E<T<w)  (31)
j=1

[ D7 y(®)],_, =bk, k=12,..,n (3.2)

baslangi¢ - deger problemini ele alalim. Burada Miller - Ross ardisik kesirli tiirevleri
oDF = D[ D*T .. D

or—1 _ ar—1 Ap—1 aq,
DI = DI pfet | poy

k
O = Zaj , (k=12,..n);
j=1

0<aq=<1, =12,..n)

seklindedir ve f(t) € L1(0,T) yani

f F(O)] dt < o
0



dur. Kolaylik olmasi amaciyla t > T i¢in f(t) = 0 oldugunu varsayalim.
Ik olarak p,(t) =0, (k=1,2,..n) durumunu goz dniine alalim.

Teorem 3.1. f(t) € L,1(0,T) olmak tizere;

oDy (@) = £(0) 3.3)

denklemi (3.2) baslangig sartlarini saglayan tek bir y(t) € L,(0,T) ¢ozliimiine sahiptir.

ispat:
m—1
L{ DI (0);5) = smF(s) = ) som~omek [ DI FT()]
k=0

DT = DI DRt oD, (k= 0,1,..,m— 1)

Laplace doniisiim formiiliinii (3.3) denklemine uygularsak;

n-1
sonY(s) — z son~In—k | ODf”"‘_ly(t)]t=o = F(s)
k=0

denklemini elde ederiz. Burada Y(s) ve F(s) swrasiyla y(t) ve f(t)’nin Laplace
dontigiimleridir. Ayrica (3.2) baslangig sartlarint kullanarak;

n-1
Y(s) =s7"F(s) + Z by _ys~On-k
k=0

esitligini yazabiliriz. Ters Laplace donilisiimii yardimiyla

— 1 ' op—1 N bn_k On-k—1
YO = 755 fo -1 f(r)dr+;)mt

veya i =n—k igin;

1 ' -1 N b; oi—1
Y =t fo (t — 1) f(T)dT+;mt (3.4)

yazilabilir. (t —a)¥ fonksiyonunun
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rv+1)

Prp_ o\ — T
oDe(t =) =5

(t—a)"?

seklinde tanimli kesirli diferansiyelini alma kuralin1 uygular ve

1
F—m) =0, m=0,12,..
oldugunu dikkate alirsak;
) tO'l'—O'k—l
toimt — k<i
oD (rm) =T o0’ =Y (3.5)
' 0 , (k=)
{ tai—ok
DO'k—l tai_l _ F(l + o; — O'k) ’ (k < L) (3 6)
ot I 1 , Ue=1D |
0 , (k >1)

elde ederiz. Burada k = 1,2,...,n ve i = 1,2, ...,n’dir.

(3.4)’den y(t) € L,(0,T)’dir. (3.5) ve (3.6) yardimiyla, (3.4) ile tanimlanan y(t)
fonksiyonu (3.2) baslangi¢ sartin1 ve (3.3) denklemini saglar. Buradan ¢6ziimiin var
oldugunu soyleyebiliriz.

Laplace doniisimiiniin 6zelliklerinden ve kesirli diferintegralin lineerliginden ¢6ziim
tektir. Gergekten de y,(t) ve y,(t) gibi iki tane ¢oziimiin var oldugunu diisiiniirsek
z(t) = y,1(t) — y,(t) fonksiyonu OD,fr "z(t) =0 denklemini saglamahdir. Burada
z(t)’nin Laplace doniisimii Z(s) = 0’dir. Bu sebeple z(t) =0 olup verilen aralikta
L1(0,T)’deki ¢dziim tektir.

Simdi (3.1) - (3.2) probleminin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligini ispatlayalim.

Teorem 3.2. Eger f(t) €L(0,T) ve p;t) (=12,..,n), [0,T] araliginda
stirekli fonksiyonlar ise bu takdirde (3.1) - (3.2) baslangic — deger probleminin
y(t) € L1(0,T) ¢oziimii tektir.
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Ispat: Kabul edelim ki (3.1) - (3.2) problemi y(t) ¢bziimiine sahip ve

DIy () = p(t) (3.7)

olsun. Teorem (3.1)’i kullanarak;
(t) = ! ft(t— )Yt p(1)d +Zn:bE 3.8
YOSy, T L e 49

yazabiliriz. (3.8), (3.1)’de yerine yazilirsa;
DPY(E)+ ) Paci(®) oDFY (O + pa(D)Y(©) = £(©)
k=1
elde edilir. (3.5) kullanilarak ¢(t) fonksiyonu igin;

o() + f K(t, Dp@)dz = g(¢) (3.9)
0

seklinde ikinci cins Volterra integral denklemi elde edilir. Burada;

K(t,7) = pn(t) G ;( 0 )n + Z Pn—i(t) (tr_(;)j;—k)_

toi~ or—1

gty =f() - pn(t)zblr( ) an k(®) Z b‘r(al

dir.

pj(t) (j=12,..,n), [0,T] arahginda siirekli fonksiyonlar oldugu icin K(t,T)

cekirdek fonksiyonu,
(3.10)

seklinde zayif singiiler ¢ekirdek formunda yazilabilir. Burada K*(t,7), 0<t<T,

0 <t <T icin siirekli ve
u = min{o,, 6, — Op—1,0n — Op_2, .., Op — 01} = min{o,, a,}
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dir. Benzer sekilde g(t) fonksiyonu;

gt) = gtlg?

seklinde yazilabilir. Burada g*(t), [0,T] araliginda siirekli bir fonksiyondur. Ayrica;
v = min{oy, ..., 0y, 0y — 04, c.., Oy — 01} O3 — Op, wun, O — Og} o} Oy — Op—1}

= min{ay, ..., Op; Ay, ..., A}

= min{a,, ay, ..., Ay}, O<u<1, 0<v<l
dir.

(3.10) ile tanimli ¢ekirdegi bulunduran (3.9) denklemi ¢(t) € L;(0,T) seklinde tek
bir ¢oziime sahiptir. Bu takdirde Teorem (3.1)’e gore (3.7) - (3.2) probleminin
y(t) € L;(0,T) ¢6ziimii tektir. Ayn1 zamanda (3.1) - (3.2) probleminin ¢éziimii (3.8)

formiilii kullanilarak elde edilebilir. Boylece Teorem (3.2)’nin ispati tamamlanr.
m—1<o,<m

olmak iizere;
y/(0)=0, (j=01,..,m—1) (3.12)

oldugunu gbéz oOniine alalim. Bu durumda Riemann - Liouville kesirli tiirev kurali

kullanilarak, (3.1) denkleminde ayn1 o3, mertebeden ardigik kesirli tiirevler alinirsa;

DIV + ) 1y DO + OV = F(O (3.12)
j=1

elde edilir.

Teorem 3.3. f(t) ve p;(t) (j=12,..,n) fonksiyonlar: [0,T] araliginda siirekli
ise bu takdirde (3.12) - (3.11) baslangig - deger problemi;

m—1<o0,<m, 0,>0,.1>0,_2>">0,>0,>0

olmak tizere [0,T] araliginda siirekli tek bir y(t) ¢6ziimiine sahiptir.
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3.2. Genel Formda Kesirli Diferansiyel Denklem

Uygulamalarda lineer kesirli diferansiyel denklemlerin yani sira lineer olmayan

diferansiyel denklemler de goriiliir.

Miller - Ross, Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirevleri
birbiriyle iligkili oldugundan dolay1 kesirli diferintegralin tim durumlari i¢in sonuglar

asagidaki gibi verilebilir.
oDy (6) = f(t,¥) (3.13)
[ D7y (@], = b, (k=12,..,n) (3.14)
baslangi¢ - deger problemini goz Oniine alalim. Burada

O — ag Ap—1 ag,
DI = DI DI DI

or—1 _ ar—1 Ap—1 aq,
DI = DI pfer | poy

k
Oy = Zcxj , (k=12,..n);
j=1

0 <aj < 1, (]= 1,2,7’1)
dir.

Farzedelim ki f(t,y) fonksiyonu (t,y) diizleminin bir G bolgesinde tanimli olsun.

(t,y) € G noktalarinin kiimesi R(h, k) € G olmak iizere;

t17%1y(t) Zn:b e
y —_— P
L' T(ay)

<K

0<t<h,

esitsizlikleri saglanir. Burada h ve K sabitlerdir.

Teorem 3.4. f(t,y), G bolgesinde tanimli, reel degerli, slirekli ve y’ye gore

Lipschitz sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Yani her (t,y) € G i¢in,
lf@&I =M<

olmak tlizere

If(t,y1) — (&, y2)| < Aly, — vl

27



dir. Ayn1 zamanda;

Mhan—01+1
K>2—"7—
ra+oy,)

dir. O zaman (3.13) - (3.14) baslangig - deger probleminin R(h, K) bdolgesinde siirekli bir

y(t) ¢oziimii var ve tektir.
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4. IKINCi MERTEBEDEN ADi VE KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER
ICIN KESIRLI HESABIN UYGULAMALARI

Bu béliimde kesirli hesap yardimiyla singiiler katsayili ikinci mertebeden adi ve kismi

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bulmamiza yarayan teoremler verecegiz.

Nishimoto [10] ¢alismalarinda kesirli diferansiyel denklemlerin ve bazi smiflarinin

¢Oziimlerini bulmak i¢in bir takim teoriler gelistirmistir.

Baz1 singiiler katsayili adi ve kismi diferansiyel denklemler icin 6zel ¢oziimleri,
Romero, Srivastava [11], Srivastava, Owa, Nishimoto [12], Tu, Chyan, Srivastava [13],
Tu, Nishimoto, Jaw, Lin [14], Nishimoto [15-18], Nishimoto, Kalla [19] ¢alismalarinda

elde etmislerdir.

f = f(z) olsun. Diizgiin bir D bolgesinde v € R olmak iizere v. mertebeden

kesirli tiirev ve integrali alinabilir fonksiyonlarin kiimesini F ile gosterelim. Buna gore

D’de
Il <o f e F
dir [14].
Teorem4.l. f € F ve f_,_1 # 0 olsun. O zaman
(z—a)z—b)p,+(C+Dz)py+Edp=f, (z+a,z+Dhb) (4.2)
seklinde homojen olmayan ikinci mertebeden adi lineer diferansiyel denklem a # b igin;

¢ — ((f—a—l[(z _ a)(z _ b)]—(a+2)(z _ a)(C+aD)/(a—b)(Z _ b)—(C+bD)/(a—b))_1
] [(Z _ a)(z _ b)]1+a(z _ a)—(C+aD)/(a—b)(Z _ b)(C+bD)/(a—b))a (4.2)
ve a = b i¢in;

b = ((f—a—1(Z _ a)—(2a+4—D)e—(C+aD)/(z—a))_1(Z _ a)2a+2—De(C+aD)/(z—a)) (4.3)

a

formunda 6zel ¢oziimlere sahiptir.

Burada a, b, C, D ve Eler sabitler, ® = @(z), f = f(z) bilinen fonksiyon ve



a_(D—B)i\/(D—l)Z—LLE

5 , (D—1)?*=4E
dir.
Ispat: a # b icin a’y1;
(a+1D)(D—a—-2)=E (4.4)
ya da
a=(D_3)J_”/(ZD_1)2_4E, (D —1)2 > 4E (4.5)
olacak sekilde segelim.
¢ =wy, 1= Was1, P2 = Way2 (4.6)

olsun. (4.6), (4.1)’de yerine yazilirsa;

(z—a)z—Db)wass + (C+D2D)wye1 +(@+1)(D— a—2)w, = f

4.7)
elde edilir. Leibnitz kuralindan;
2
['(a+2)
(G- @=-h),,, = ;) e e LR (CRNOICRI)N
= Wg+2(z—a)(z—b) + (a+1)(2z —a—Db)wg4y
+a(a+ Dwg, (4.8)
1
_ ['(a+2)
(20 +2 = D)(@Zass = (20 +2 = D) ; T
=R2a+2-D)zwgs + (@ + Dwy)
=QRa+2—-D)zwy1 + 2a+2—-D)(a+ 1w, (4.9)

ve
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([C+(@+b)(a+D]w)esr=[C+(a+Db)(a+1)]wgsq (4.10)

olur. Béylece (4.8), (4.9) ve (4.10) yardimiyla, (4.7)’yi
(01(z=a)(z=D))_,, — Qa+2=D)(wZa1 +[C+ (a+b)(a+D]wg
=z-a)z—b)wgy; + (C+D2)wyeq + [a(a+1) — Ra+2—D)(a+1)]w,
=f
seklinde elde ederiz. Buna gore son esitlikten;
(w1(z=a)(z=b) = [Ca+2-D)z—(C+(a+b)a+D)w) =f

olur. Buradan

a+2-D)z—(C+(a+b)a+1) 1
_ (z—a)(z—b) w=fg1 Z—a(z=D) (4.11)

wq

esitligi elde edilir.

(2a+2—D)z—(C+(a+b)(a+1))dz

P(z) = - (z—a)(z—Db)

= — {[(1 + o) — C%;] log(z — a) + [(1 o)+ %] log(z—b)}  (412)

olsun. Buradan;

C+aD C+bD
" = (s — @y 0495 — py oS

olur. O zaman (4.11) ifadesinden;

P(2)

1
(a)eP(z))1 = flg-1 Z—z=b) e

elde edilir. Boylece

w = (f—a—l oo a)l(z sy eP(Z)) e P@ (4.13)

-1

olur. Bu nedenle a # b igin (4.1)’in ¢ 0Ozel ¢ozliimii;
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= = L P(z) —P(2)
¢ = wy [(f—a—l -0 ¢ z )_1e z ]a
— [(f—a—l[(z _ a)(z _ b)]—(a+2)(z _ a)(C+aD)/(a—b)(Z _ b)—(C+bD)/(a—b))_1
_ _ +17,, _ \—(C+aD)/(a=b) ., _ 1,\(C+bD)/(a—b)
[(z = a)(z — b)]**1(z — @)~ (C+aD)/(@=b) (7 — p) D] (414)

olur, burada « (4.5)’deki gibidir.
Diger taraftan (4.14) dogrudur. Ciinkii (4.12) ve (4.13)’den
(e7P®), = e " (=P(2))

a+2-D)z—(C+(a+b)(a+1)
(z—a)(z—b)

ve

1 -P(z
T l(f o), )L

-1

- _r 1  LP® -P(2)
f—a—l (z—a)(z-b) + (f—a—l (z—a)(z-b) € ) 1 €

a+2-D)z—(C+(a+b)(a+1)
' (z—a)(z—Db)

elde edilir. Dolayisiyla (4.1)’in sol tarafinda w ve w; Yyerine yazilirsa;

(z—a)(z—b)p, + (C+Dz)p, + E¢
= (wl(z —a)(z— b))a+1 —Ra+2-D)(wz)gs1 +[CH+(a+b)(a+1)]|wgsq

={w1z-a)z-b) - [{Q2a+2-D)z—[C+ (a+b)(a+ Do+

_ {f_a_l . <f_a_1 — a)l(z 5 eP(z)>

e PD(2a+2-D)z—[C+ (a+b)(a+1)])

-1

—((2a+2-D)z—[C+ (a+b)(a+1D])

| (f_a_l — a)l(z s eP(z))_ e_P(Z)}aH

1

= (fea-Da+1 = o =f
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olur. Bu ise bize (4.14) esitliginin a # b i¢in (4.1)’in 6zel ¢6ziimii oldugunu gosterir.

Simdi de a = b durumunu goz oniine alalm. a = b i¢in (4.1) ifadesi;

(z—a)’¢p,+(C+Dz)p, +Ep=f, (z+#a) (4.15)
seklinde olur.
D—-3)F(D—-1)*—-4E
a:( ) \/(2 ) , (D—1*=4E
veya
(a+1)(D—a—-2)=E
ve
b =wq P1=War1, P2 = Waq
almirsa;

(z—a)’wgiy + (C+D2)wyp; + (@+1D)(D—a—2)w, = f

elde edilir. Leibnitz kuralindan;

2
r 2
(012 = s = Y rerpaaep s Case-e( - D
k=0

=wei2(z—a)?+2(a+ 1)z - a)wyyq + ala+ Dw,, (4.16)

['(a+2)
K+ 2)T(k + 1) Pari-kk

QRa+2-D)(wz)gs1 = Ra+2-D)
kzzof‘(a —

= 2a +2 — D)(zwas1 + (@ + Dwg)
= 2a+2—D)z2wgs1 + 2a+2-D)(a + Dw, (4.17)
ve
([C + 2a(a + D]w)gr1 = [C + 2a(a + D]ways (4.18)
bulunur. Bu durumda (4.15),
(01(z = a)*)qs1 — [(2a+2-D)z~[C +2ala+ D])w] . =f
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seklinde yazilabileceginden;

2a+2—-D)z—[C+ 2a(a + 1)] B 1
“1T (z—a)? © T e a2
olur.
0 = Ra+2-D)z—[C+ 2a(a+1)] i
(z —a)?
C D
=—Qa+2-D)log(z—a) —((Zt—aa)),

olsun. Buradan

eQ(z) — (Z _ a)—(2a+2—D)e—(C+aD)/(z—a)
olur. (4.19)dan;

1
Q=) — Q(2)
((De )1 - f—a—l (Z _ a)z e

elde edilir. Boylece (4.21)’den;

@= (f_“_l (z —1a)2

eQ(Z)) 0—0(@)
-1

bulunur. Bu nedenle (4.15)’in bir ¢ 6zel ¢6ziimii;

-1

[ 1
— (f—a—l (Z _ a)—(2a+2—D)e—(C+aD)/(z—a))
] (z — a)?

) (Z _ a)(2a+2—D)e(C+aD)/(z—a)]a
= [(f—a—1(Z —_ a)—(2a+4—D)e—(C+aD)(z—a))_1
) (Z _ a)(2a+2—D)e(C+aD)/(z—a)]a

olur. Tersine, (4.23) saglanirsa (4.20) ve (4.22)’den
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(e70®) = e @ (—Q(2),

Ra+2-D)z—[C+ 2a(a+1)]

= 0@
= e
(z — a)?

ve

w; = l(f—a—1 C —1a)2 eQ(Z)) e‘Q(Z)L

-1

1 1 ots
= f—a—1m+ (f_“_l(z——a)ZeQ( )>_le Q)
QRa+2-D)z—[C + 2a(a +1)]

(z—a)?

elde edilir. (4.15)’in sol tarafinda w ve w, ifadesi yerine yazilirsa;
(z—a)?¢p, +(C+Dz)p, + Ep
=(z—-a)wys; + (C+D2)wyyq + Ewy
=(z—a)’wgasp, + (C+D2)wyyq + [a(a+1) — Ra+2—D)(a+ 1]w,

= [wi(z—a)? = (2a+2-D)z—C —2a(a + 1))w]a+1

_ lf—a—l N (f—a—l e _1a)2 eQ(z)>

-1

e %D (Qa+2-D)z—[C+2a(a+1)])

—(@a+2-D)z—C—2a(a+1))

1
_ (f—a—l _ eQ(Z)) e—Q(Z)l
(Z N a) - a+1

1

= (f—a—l)a+1 =f

olur. Boylece Teorem 4.1’in ispat1 tamamlanir.
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Teorem 4.2.
(z—a)(z—b)p,+(C+Dz)py +Edp =0, (z#a,z+Db) (4.24)

seklinde homojen ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem a # b igin;

Lia _(C+aD) (C+bD)
=M <((Z —a)(z— b)) (z—a) (@D (z—p) @D > (4.25)
a
ve a = b igin;
_ _ _N2a+2-D ,(C+aD)/(z—a)
¢ = M((z — a)?**2"PeCraD)/ma)) (4.26)

formunda ¢6ziimlere sahiptir. Burada a, b, C, D ve E’ler sabitler, M bir keyfi integral sabiti,
¢ = ¢(z) dir.

Ispat: a # b icin a ve ¢’yi (4.4) ve (4.6)’daki gibi tammlayalim. O halde (4.24)’den

(z—a)z—Db)wass + (C+D2D)wyyq +[a(a+1)— Ra+2—-D)(a+1]w, =0
elde edilir. (4.8), (4.9) ve (4.10)’dan;

(w1(z = a)(z = Db))g+1 — @a+2 = D)(w2)g41 + (C+ (a+b)(a+1))wge1 =0

yani

Ra+2-D)z—C—-(a+b)(a+1)
B (z—a)(z—Db)

w4 w=0 (4.27)

olur. (4.27) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii;

w = Me FP@

ile verilir. Burada P(z) (4.12)’deki gibi tanimli ve M bir keyfi integral sabitidir.

Boylece;

$ = wg = (M)

1ta _(C+aD) (C+bD)
=M|((z—a)(z—b))  (z—a) @D (z—b) @b (4.28)

a

olur. Tersine, (4.24)’iin sol tarafinda w ve w; yerine yazilirsa;
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(z—a)(z—b)p, + (C+ Dz)p, + E¢

= (wl(z —a)(z—- b))a+1 —Ra+2-D)(wz)gy1 + (C + (a+b)(a+ 1))wa+1

(z—a)(z—b)

_{y py @a+2-D)z—(C+(a+b)(a+1))
_{ ¢ (z—a)(z—b)

—[2a+2-D)z—(C+ (a+b)(a+ 1))]Me‘P(Z)}a+1
=(0)gs1=0
elde edilir.
Sonolarak a = b igin (4.26)’nin ispatin1 yapalim. « ve ¢’yi (4.4) ve (4.6)’daki gibi
tanimlayalim. Bu durumda

(z—a)?>¢p, + (C+Dz)p, + Epp =0, (z # a) (4.29)

ifadesi;
(wl(z - a)z)a+1 + (C + DZ)wa+1 + (CZ + 1)(D -—a- Z)wa =0

seklinde yazilabilir. (4.16), (4.17) ve (4.18)’den;

(wl(z —a)? - ((Za +2-D)z—(C +2a(a + 1))) w) =0

a+1

yani

(2a+2-D)z—(C+2a(a+1))
B (z — a)? @=

w4 0 (4.30)

yazilabilir. Q(z), (4.20)’deki gibi taniml1 olmak tizere (4.30) denkleminin ¢oziimii;
w = Me=?®
ile verilir. Oyleyse;
¢ = wg = (Me @)
— M((z _ a)2a+2—De(C+aD)/(z—a))a

olur. Tersine, w ve w; (4.29)’un sol tarafinda yerine yazilirsa;
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(z—a)?¢p, + (C+Dz)p, + E¢
= (01(z = A)Dgs1 — Qe + 2 = D)(W2) g41 + (€ + 2a(a + 1)) wges

(a+2-D)z—(C+2a(a+1))
(z—a)?

— {Me—Q(Z) (z—a)’
—[2a+2-D)z—(C + 2a(a + 1))]Me_Q(Z)}a+1

= (0)a+1 =0
elde edilir.

Teorem4.3. f € F ve f_,_1 # 0 olsun. a # b igin;
¢ = ((f—a—1[(z — a)(z _ b)]—(a+2) (Z _ a)(C+aD)/(a—b)(Z _ b)—(C+bD)/(a—b))_1

) [(Z _ a)(z _ b)]a+1(z _ a)—(C+aD)/(a—b) (Z _ b)(C+bD)/(a—b))a

w1 _(C+aD) (C+bD)
+M (((z —a)(z—b)) (z—a) @D (z—bp)@Dh )

fonksiyonu (4.1) denklemini ve a = b igin;

_(C+aD) (C+aD)
-1

a
_ \2a+2-D ,(C+aD)/(z—a)
+M((z a)“® eltra Za)a
fonksiyonu da (4.15) denklemini saglar.

Burada a, b, C, D ve E’ler sabitler, ¢ = ¢(z), a (4.5)’deki gibi tanimli ve M bir keyfi

integral sabitidir.
Ornek 4.1. Homojen olmayan ikinci mertebeden
(22— 2)p, — 2z, +2¢p = (z—1)3, (z#0,z+# 1)

diferansiyel denklemi;

— 1 1 3
6=5G-1
formunda 6zel bir ¢ozlime sahiptir.

Eger Teorem4.1’de a=C=0, b=1, D=-2, E=2 ve f = (z—1)3 ahnirsa;
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a_(D—3)TL\/(D—1)2—4E
B 2

den a = —2 veya a = —3 olur. Buradan; a = —2 i¢in (4.2)’den

z—1

6= ((he-DD.2) =Ge-1)2 =517

VA
elde edilir.

Ornek 4.2. Homojen olmayan ikinci mertebeden

z—2
VA

(ZZ—ZZ)¢2+<;Z—2)¢1+%¢=(( >1z%)1, (z+#0,z+2)
2

diferansiyel denklemi;

formunda 6zel bir ¢oziime sahiptir.

2’ 2

Eger Teorem4.1’de a =0, b=2, C=-2, D=2, E== ve f = ((Z—)lzz)

alinirsa;
D=3 FJD -1 —4E

*= 2
den a =0 veya a = —% olur. Buradan; a = —% icin (4.2)’den

1 1 3 Ir'ca

¢ = ((f_lz_f) z 2(z - 2)_1> = (z_5> (=i (3) z 1
2 - 7 TQ

elde edilir.

Sonu¢ 4.1. Teorem 42°de a=b=0,C=0,D=2v—kve E=v(v—1-k)

alirsak; « = v — 1 elde ederiz. Bu durumda
z2¢p, + [2v —k)z]p, +v(v—1—-k)p =0
denkleminin ¢éziimii,

¢ = M(Zk eo)v—l = M(Zk)v—l
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seklindedir.

Sonu¢ 4.2. Teorem 4.1°de a=0, b=1,C=y—-1, D=y ve E=k(y—k—-1)
alirsak; (4.1) denklemi hipergeometrik diferansiyel denklem olur ve a =k —1 elde

ederiz. Bu durumda

zz=Dg+ (¥ —1+y2)p1 +k(y —k =D = f

denkleminin ¢6ziimii,

¢ = ((f"‘(z(z -D) @~ 1)2V_1)_1 (z(z - D)2z - 1)1—2]’)

k-1
= ((foez ™7 (2 = D)TFF272)_ 2771 (2 — DF2HY),
seklindedir.

Sonu¢ 4.3. Teorem4.1’de a=1, b=—-1, C=0, D =2 ve E = —v(v + 1) alirsak

(4.1) denklemi v. mertebeden Legendre denklemi olur ve a = v elde ederiz. Bu durumda

(z-1Dz+ D¢, + 22 —v(v+ Do =f

denkleminin ¢oziimii;
¢ = (i@ - D@ - D) @ -D™ @ -D,
= ((fpr(@Z D7 H 1 (22 - DY),

seklindedir.

Sonu¢ 4.4. Teorem 4.1de a=1, b=-1,C=—-k, D=2vve E=v(v—-1)

alirsak; @ = v — 1 elde ederiz. Bu durumda

z-1DE+1Dp,+ (—k+2v2)p, +viv—1Dp=f

denkleminin ¢6ziimii;

b = ((f—v((z —1D(z+ 1))—17—1(2 — 1) k+2v)/2(4 4 1)—(—k—217)/2)

-1

_ ((Z —1D)(z+ 1))1;(2 — 1)~ Ck+20)/2(5 4 1)(_k—2v)/2)v—1

- <(f-v(z — 1) 1)5‘1> (- D2z + 1)‘%)

- v—1

seklindedir.
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Sonu¢ 4.5. Teorem 4.1’de a=0,b=1,C=—-v—-1, D=2vve E=v(v—1)

alirsak; a = v — 1 elde ederiz. Bu durumda
zz— D, + (—v -1+ 2vz2)p; +v(v—Dp=f

denkleminin ¢oziimii;

¢ = ((f_,,(z(z - 1))_v_12"+1(z - 1)”_1)_1 (z(z - 1))vz_”_1(z - 1)_"“)

v—1

- (- )

VA

seklindedir.

Sonu¢ 4.6. Teorem 4.1°de a=0, b=v, C=—-v?*+v, D=2vve E=v(v—1)

alirsak; @ = v — 2 elde ederiz. Bu durumda
z(z—v)p, + (—v: +v+2v2)p; +v(v—1Dp=f

denkleminin ¢6ziim;

¢ = ((fl—v(z(z - v))_va_l(Z — U)v+1)_1(z(z — v))v_lz—v+1(z _ U)_v_l)

=((h-5) . - v)2>v_2

seklindedir.

v—2

Sonu¢ 4.7. Teorem 4.1’de a=0,b=1,C=—-y, D=a;++1ve E=0a,8

alirsak; @ = @y — 1 elde ederiz. Bu durumda
(2* =2, +{z(a; + B+ 1) —vyip1 +afpp=f, (z#0,1)

homojen olmayan Gauss hipergeometrik denkleminin ¢6ziimii;

¢ = ((f_alzy—al—l(z — )P _ 24V (z - 1)1/—5—1)

a;—1

seklindedir.
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Teorem 4.4. z # a # b olmak iizere, ikinci mertebeden

0%u 0%u ou

Ju
(7 — — _ - A— — 4.31
352 (z—a)(z—b)+ (C + Dz) P +d6.u(z,t) =4 52 + B 5t (4.31)

kismi diferansiyel denklemi AB # 0 i¢in;
(C+aD) (C+bD)
a+1 —_— p Sl
u(z,t) =M <((Z —a)(z— b)) (z—a) @D (z—p) @D )
a

—B¥/BZ+4A(8-E),
e > t (4.32)

)

A#0,B =0 igin;

u(z,t) =M (((z —a)(z—-b)) (z—a) @D (z—bp)@Db 4 (4.33)

1
w1 (C+aD) (C+bD)> 1(5__5)2
e
[24

ve A=0,B # 0 igin;

a+1l
(

_(C+aD) (C+bD) (8—EF)
u(z,t) =M (((z —a)(z—b)) (z—a) @D (z—bp) @D ) e\ B~ (4.34)

formunda 6zel ¢oziimlere sahiptir. Burada a, b, C, D ve §’lar sabitler, M bir keyfi integral
sabiti,
E=(a+1)(D—-—a-2),(D-1)?%=>4E
dir.
Ispat: u(z,t) = p(2)e*t, (1 #0)

(4.31)’in bir ¢oziimii olsun.

ou 0%u

_ At — $2,At
FT ple™t, Frol pAce .
ou 0%u .
— = At - At
aZ ¢1e ) azz ¢Ze

oldugundan, bu esitlikler (4.31)’de yerine yazilirsa;
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¢,(z—a)(z—b) + ¢p,(C+Dz) +d(6 —A1* —BA) =0 (4.36)
olur.
Burada A’y1
§ —AM —BA=E

esitliginden, yani

A_—B$JW+AA@—E) (AB # 0 icin)

24 ’
A=¥, (A=0,B # 0 icin)
1
1= ¢(5—_E)2 (A+0,B =0 icin)
A )

olacak sekilde secelim.
Boylece (4.36) ifadesi;
¢, z—a)(z—b)+ p;(C+Dz)+Ep =0, (z#a,z+b,a+Db)

olur. Teorem 4.2°de ¢6ziim

_(C+aD) (C+bD)
z—a) @b (z—p) @b ) ,  (a# bigcin)
a

a+1
(

¢ =M (((Z —a)(z—b))

seklinde verilmisti.

u(z,t) = ¢p(2)e** oldugundan, AB # 0 igin (4.31) kismi diferansiyel denklemi
(4.32) formunda bir ¢éziime sahip olur. Benzer sekilde A # 0,B =0 icin (4.31)’in
¢oziimii (4.33) ile, A =0, B # 0 i¢in ise ¢oziim (4.34) ile verilir.

Tersine AB # 0 igin (4.32)’nin (4.31)’i sagladigini gosterelim.

(C+aD) (C+bD)

(z—a) @D (z—b) @D ) = ¢(2)

a+1

M (((z —a)(z—Db))

ve

—B¥,/B2+4A(6 —E) _
24 B
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olsun. Boylece;

u(z,t) = p(2)e?t

ve
ou 0%u
— = At _ At
0z Pre”, 0z2 $-e
ou 0%u
— At _ 12,4t
oc = e oz~ e

esitlikleri (4.31)’in sol tarafinda yerine yazilirsa;

O )=+ (€ + D)Lt 6.0 = X[y (2 — )z — b)
552 2 a)(z Z) 3, u(z, t) = e |p(z—a)(z

+¢,(C + Dz) + 5¢]
olur. Teorem 4.2’den;

0%u

ﬁ(z —a)(z—b)+ (C+ Dz)g—l;+ S.u(z,t) = e (5 —E)¢p

= e* ¢(AA* + B2)

_ 0%u B ou
— T ot2 ot
elde edilir.
Teorem 4.5. ikinci mertebeden
O 2+(C+D)au+6 ( t)—Aazu+B - *
FEEAL) Do towa)=Ag+B5, @#a)

kismi diferansiyel denklemi AB # 0 igin;

+
L

)

(C+aD) —BF/B2+4A(6—E)
u(z,t) = M| (z — a)?¢*2=Pe (z-a) | ¢ 24
a

A#0,B=0 igin;

1
2

(C+aD) 1(5-_}5) .
u(z,t) =M <(z — q)%%t2-De (z-0) ) e VA
a
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ve A=0,B # 0 i¢in;

(C+aD) (S—E*)
u(z,t) =M <(z — q)?®t27De (z-a) > e\ B~ (4.40)
a

formunda 6zel ¢oziimlere sahiptir. Burada a, C, D ve §’lar sabitler, M bir keyfi integral

sabiti,
E=(@+1)(D—-a-2),(D-1)2%=4E

dir.

Ispat: u(z,t) = p(2)e*t, (1 £ 0)
(4.37)’nin bir ¢dzimii olsun. (4.35) esitliklerinden (4.37) ifadesi;

¢,(z—a)> + P (C+Dz)+ p(6 —AX> —BA) =0 (4.41)

seklinde yazilabilir.

Burada A’y1

5§ —AA*—BA=E

esitliginden, yani;

A_—B$\/B2+4A(6—E) (AB # 0 icin)

24 ’
—E
’1=ST' (A=0,B # 0 icin)
1
/1:¢<5—E)2 (A+0,B =0 icin)
A )

olacak sekilde secelim.
Boylece (4.41) ifadesi;
¢,(z—a)>+¢p,(C+Dz)+Ep =0, (z+a)

olur. Teorem 4.2’de ¢6ziim;
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(C+aD)
=M ((z —q)?et2 De (z-a) > ,  (z # aigin)
(04
seklinde verilmisti.

u(z,t) = p(2)e** oldugundan, AB # 0 igin (4.37) kismi diferansiyel denklemi
(4.38) formunda bir ¢oziime sahip olur. Benzer sekilde A # 0,B =0 igin (4.37)’nin
¢cozliimii (4.39) ile, A =0,B # 0 igin ise ¢6ziim (4.40) ile verilir.

Tersine AB # 0 igin (4.38)’in (4.37)’yi sagladigin1 gosterelim.
(C+aD)
M ((Z _ a)2a+2—De (z—-a) > = d)(z)
a

ve

—B¥,/B2+4A(6 —E) _
24 B

alalim. Boylece

u(z,t) = p(2)e*
ve (4.35) esitlikleri (4.37)’nin sol tarafinda yazilirsa;

0%u ou
ﬁ(z —a)?+(C+ Dz)a +68.u(z, t) = e*M[p,(z — a)? + ¢, (C + Dz) + 5¢]
olur. Teorem 4.2°den;

0%u

ﬁ(z —a)*+(C+ DZ)Z_Z+ S.u(z,t) = e —E)p

= eM$p(AA* + B2)

_A62u+Bau
— Tt ot
elde edilir.
Ornek. 4.3. Fuchs tipinde
0%u 24 +6u2 ru t)_202u+au
9.2 ~ DGz tulnt) =295+ 5

kismi diferansiyel denklemi;
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—1+V57,
u(z,t) =4(3z2 —1)e” 4

formunda 6zel ¢oziime sahiptir. Teorem 4.4’de
a=1,b=-1,C=0,D=2,6=1, a=2, A=2ve B=1
alinirsa (4.32)’den

—1¢x/ﬁt
u(z,t) = M((z* — 1)?),e” 4

¢Oziimii elde edilir.
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