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Bu calismada, koniler yardimiyla tanimlanan kismi siralamalarin tam siralama
tanimlayabilmeleri igin bir ek sart verilmistir. Gergel ayrilabilir Hilbert uzayimin
bir dikey tabani kullanilarak tam siralama konisi olusturulmasi icin bir yontem
gelistirilmistir. Bu yontemle birlikte tam siralama konilerinin bir karekteri-
zasyonu verilmigtir. Tam siralamaya gore verilen vektor ve kiime degerli opti-
mizasyon problemleri i¢in optimallik sartlar1 ve ¢oziim yontemleri verilmistir.
Tam siralama konileri ile elde edilen optimallik sarti kullanilarak yeni bir
skalerlestirme yontemi gelistirilmis, bu yeni yonteme ” Ardigik Agirhiklandirilmis
Toplam Yontemi” adi verilmistir. Bu yontem bir optimizasyon problemi tizerin-
de baz oOlctitlere gore Agirliklandirilmis Toplam Yontemi ile karsilagtirilmigtr.
Ardisik Agirliklandirilmig Toplam Yontemi kullanilarak bir kiimeden bir vektor
elde edilmesi iglemi vektorlestirme olarak isimlendirilmistir. Baz kiime degerli
optimizasyon problemlerinin vektor degerli optimizasyon problemlerine dontig-
turiilerek c¢ozilebilecegi kanitlanmigtir. Kiime degerli dontigiimler igin bili-
nen limit tanimi ve vektorlestirme kullanilarak yonli tiirevin kiime degerli
doniistimlere bir genellemesi yapilmigtir. Bu tanimla bazi kiime degerli donti-
siimlerin yonlii tiirevinin vektor fonksiyonlar yardimiyla hesaplanmasi igin
bir yontem gelistirilmistir. Bu yonteme dayali olarak optimallik sartlar1 ve-

rilmistir.
Anahtar Kelimeler: Vektor Optimizasyon, Kiime Degerli Optimizasyon,

Vektorlegtirme, Yonli Tirev, Ardigik

Agirliklandirilmig Toplam Yontemi, Tam Siralama
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In this work, an additional condition for a partial ordering cone to define a
total ordering cone in vector spaces is given. A process for constructing a total
order by using an orthogonal base of real separable Hilbert space is developed.
A characterization of total ordering cones is given by using this process. Op-
timality conditions and solution methods for vector or set valued optimality
problems with respect to a total order are presented. A new scalarization
method is developed by using the optimality condition obtained with total or-
dering cones and this method is named as ” Successive Weighted Sum Method”.
This new method is compared with Weighted Sum Method on an optimiza-
tion problem with respect to some criteria. The process of acquiring a vector
from a set is named as vectorization. It is shown that set valued optimization
problems can be solved by replacing them by vector valued optimization prob-
lems. A generalization of directional derivative to set valued maps is given
by using vectorization and the definition of the limit of set valued maps. A
method for calculating the set valued directional derivative of some of the set
valued maps is developed by using the vector valued function. Some opti-

mality conditions are obtained in terms of the developed calculation method.

Keywords: Vector Optimization, Set-Valued Optimization, Vectorization,
Directional Derivative, Successive Weighted Sum Method,
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

<c : C' siralama konisine gore tanimlanan siralama
bagintisi
min(A, C) : A kiimesinin C' siralama konisine gére minimal

elemanlar: kiimesi
p —min(A,C) : A kiimesinin C siralama konisine gore has(proper)

minimal elemanlar1 kiimesi

(P) : Optimzasyon problemi

(VP) . Vektor degerli optimizasyon problemi

(SVP) : Kiime degerli optimizasyon problemi

(SP) : Skaler optimizasyon problemi

o : C konisinin dualinin quasi i¢i

Ve(+) : F kiime degerli doniigiimiintin A minimali

f(x;h) . f fonksiyonunun x noktasinda h yoniindeki yonlii
turevi

DyF_(x) : F kiime degerli doniigimiiniin x noktasinda h

yoniindeki alttan kiime degerli yonli tirevi
DyF(x) : F kiime degerli doniisimiiniin « noktasinda h

yontindeki tistten kiime degerli yonlii tiirevi
Dy F(x) : F kiime degerli doniigimiiniin x noktasinda h

yoniindeki kiime degerli yonli tiirevi

R% : R™ uzaymin tiim bilegenleri pozitif veya 0 olan alt
kiimesi
min(SP;) : 4. skaler problemin goriintii kiimesinin minimal

elemanlar: kiimesi
Sol(SPF;) : 1. skaler problemin minimal elemanlarinin ters

gorunti kiimesi

vi



1 GIRIS

Bir fonksiyonun minimum ya da maksimumunun olmasi matematigin ve
dolayisiyla gergek hayatin en énemli problemlerinden biridir.

Bir X gercel normlu vektor uzayi tizerinde taniml gercel degerli f fonksiyo-
nu ve X'in bog olmayan bir A altkiimesi i¢in agagidaki (P) problemi géz 6niine
alinsin:

P) - max(min) f(x)
S

Z bu problemin bir ¢6ziimii, A'nin bir i¢ noktasi ve f, ¥’de Frechet dife-
ransiyellenebiliyorsa f’(Z) = 0 olur ki bu optimallik i¢in gerekli bir sarttir.
Eger 7, A kiimesinin bir i¢ noktasi degilse bu sart varyasyonel esitsizlik diye
adlandirilan ve

VaoeAign (f'(z),r—z) >0

Kl

bi¢iminde ifade edilen bir formda verilir. f’in Z noktasinda diferansiyellenebil-
me gart1 (P) probleminin 6ziine ait degismez bir 6zellik degildir. f’in diferan-
siyellenemez oldugu durumlarda da (P) probleminin ¢oziimii gerceklegebilir.

Ne konveks ne de tiirevlenemeyen fonksiyonlar i¢in (P) probleminin ¢6ztimii
¢ok daha zordur. Bununla birlikte son yiizyil icinde bu alanda da dikkate deger
caligmalar yapilmigtir.

Konveks durumda f’in  noktasindaki x* subgradienti ilk olarak
VaeXign f(x) > f(Z)+ (2,2 —T)

sartini saglayan z* : X — R stirekli dogrusal fonksiyonu olarak tanimlanmistir.
Daha sonra f’in Z noktasinda d vektorii yoniindeki f'(Z,d) yonli tirevi kul-
lanilarak

Vde X igin (z*,d) < f'(z,d)
sartina uyan z* : X — R siirekli lineer fonksiyonelinin de f'nin z noktasinda
bir subgradienti oldugu gosterilmistir. f konveks ise f'(z,-) : X — R de kon-
veks bir fonksiyoneldir. Ancak f konveks degilse f'(Z, -) fonksiyonu konveks ol-

mak zorunda olmadigi gibi, optimallik sartlarini da vermeye yeterli olmayabilir.



Bazi aragtirmacilar optimallik gartlarimi verebilmek igin f'(z,-) yonli tiirev
fonksiyonelini tistten sinirlayan ve konveks yaklagimlar diye bilinen yontemler
gelistirmiglerdir.

(P) probleminin ¢oziimii aragtirilirken bir f fonksiyoneline bir z noktasi
civarinda yaklagimda bulunmanin yamsira es zamanl olarak A kiimesine de
yine ayni noktada yaklasimda bulunulabilir. Optimizasyon problemlerinin
bir ¢ok simifi i¢in A kiimesine tanjant koniler ile yaklagim uygun olmaktadir.
f(z,-) ve T(A, z) sirasiyla Z noktasinda f fonksiyonunun yonlii tiirevi ve A
kiimesinin Z noktasindaki tanjant konisi olmak tizere optimizasyon problem-

lerinde gerekli bir sart
VreT(Az) ign f'(z,2) >0

biciminde verilebilir.

A kiimesine yerel yaklagimin diger bir metodu da normal konilerle yaklagim-
dir. Normal koniyi tanimlamanin aligilagelmis yolu onu, tanjant koninin polari
olarak ifade etmektir. Normal koniler -ayni zamanda- uygun fonksiyonellerin
subdiferansiyeli yardimiyla da tanimlanabilirler.

Kiime degerli déniigiimler i¢in tiirev calismalar1 Aubin [4] ile baglar. Aubin
Fréchet tiirevi kiime degerli dontigiimler icin genellestirmis, bunu kullanarak
kiime degerli dontigtimler i¢in optimallik sartlarini belirlemeye ¢aligmigtir. An-
cak yapilan ¢aligmalarda bilinen standart optimallik sartlari kiime degerli donii-
simler i¢in dogrudan genellestirilememistir. Optimallik sartlarini elde etmek
i¢cin Jahn ve Rauh [18] kiime degerli doniigtimler igin gerek ve yeterli sartlari
elde etmislerdir. Ayrica Jahn ve Rauh kiime degerli dontigtimiin gorintii
uzaymin gercel sayilar kiimesi oldugu durumda epitiirevin varlik teoremini
vermiglerdir. Fakat genel durumda -yani goriintii uzayinin kismi sirali herhangi
bir Banach uzay1 olmasi1 durumunda- contingent epitiirevin varligi, hala acik
bir problemdir. Chen ve Jahn genellestirilmig contingent epitiirevi tanimlayip
varligi ile ilgili gesitli sonuclar bulmuslar ve bunlar yardimiyla koni-konveks
kiime degerli optimizasyon problemi icin gerekli ve yeterli optimallik sartlar:

vermiglerdir [10]. Diger taraftan Bhatia ve Mehra [7] koni-preinvex kiime



degerli dontigtimlerin sinifini1 tanimlamiglardir ki; bu siif, koni-konveks kiime
degerli dontigiimlerin sinifindan daha genistir. Jinghui ise genellestirilmis koni-
preinvex kiime degerli doniigtimiinii tanimlamigtir ve Corley ’in [11] tammladigi
koni-yonlii contingent tiirevi kullanarak kisitsiz genellegtirilmig preinvex kiime
degerli optimizasyon probleminin zayif ve gii¢lii minimal elemanlar1 i¢in gerekli
ve yeterli optimallik sartlarim vermistir [21].

Bu kisima kadar bahsedilen galigmalarin hepsi koni-konveks ya da zayiflatil-
mig koni-konvekslik gart1 olan kisitsiz kiime degerli optimizasyon problemleri
tizerinedir. Bazan kiime degerli doniistimler i¢in bir radial epitiirev tanimlamis
ve konveks olmayan kisitsiz kiime degerli optimizasyon probleminin zayif mini-
mal ve minimal elemanlar i¢in gerekli ve yeterli optimallik gsartlarini vermistir
[6]. Aym zamanda bulunan ¢oziimlerin yerel degil, global oldugunu séylemistir.
Fakat radial epitiirevin tamimindaki kisitlayici etkenlerden dolayr Bazan’in
tanimi gok kullanigh degildir. Bunun iizerine Kasimbeyli [22] Jahn ve Rauh’un
contingent epitiirevine benzer olarak radial epitiirev tanimini vermis; kisitsiz
kiime degerli optimizasyon probleminin has ve zayif minimallestiricileri i¢in
gerekli ve yeterli optimallik gsartlarin caligmigtir.

Gotz ve Jahn [14], koni-konveks kiime degerli optimizasyon problemi i¢in
Lagrange carpanlar1 yontemini kullanarak zayif minimal noktalar i¢in gerekli
ve yeterli optimallik gartlarini vermiglerdir. Hernandez ve Rodriguez-Marin
ise konveks lineer olmayan kiime degerli optimizasyon problemi icin duallik
teoremleri ve Lagrange carpanlari kuralimi vermiglerdir [16]. Kiime degerli
dontigiimler i¢in subdiferansiyel kavrami da cesitli arastirmacilar tarafindan
tamimlanmigtir [5], [35]. Bunlardan Jahn ve Baier kiime degerli doniigiimler
i¢in subdiferansiyel ve zayif subdiferansiyel yardimiyla kisitsiz kiime degerli
optimizasyon problemlerinde zayif minimal ve giiclii minimal elemanlar i¢in
gerekli ve yeterli optimallik sartlarim elde etmiglerdir. Taa [33] ise kiime degerli
doniigiimlerlerde subdiferansiyeli kullanarak kisith kiime degerli optimizasyon
problemleri i¢in Lagrange-Frtiz-John ve Lagrange-Kuhn-Tucker carpanlar: yar-
dimiyla optimallik sartlarini elde etmistir.

Bu caligmada, koniler yardimiyla tanimlanan kismi siralamalarin, vektor



uzaylarinda tam siralama tanimlayabilmeleri igin gerek ve yeter bir sart ve-
rilmigtir. Bu sartla birlikte sonlu boyutlu Euclid ve gercel ayrilabilir Hilbert
uzaylarin dikey bir tabannn kullanilarak tam siralama konisi olusturulmasi
igin bir yontem elde edilmistir. Bu yontemin uygulamasina yonelik ornekler
verilmistir. Bu yontemle birlikte tam siralama konilerinin bir karekterizas-
yonu verilmistir. Tam siralama konilerinin 6zellikleri incelenmis, lexicografik
koninin bir tam siralama konisi olarak standart tabanla iligkisi ispatlanmigtir.
Tam siralama konilerinin taban vektorleri degistirilerek lexicografik siralamaya
donitistiiriilebildigi kanmitlanmigtir. Tam siralamaya gore verilen vektor ve kiime
degerli optimizasyon problemleri i¢in optimallik sartlari ve ¢oziim yontemleri
verilmigtir. Bu yontemle bagka koniler i¢in de ¢oziim bulunabilecegi
gosterilmistir.

Tam siralama konileri ile elde edilen optimallik sartinin getirmis oldugu
skalerlestirici ¢coztim yontemi, Ardigik Agirliklandirilmig Toplam yontemi olarak
isimlendirilmig ve bir optimizasyon problemi iizerinde bazi1 Olgiitlere gore
Agirliklandirilmis Toplam Yontemi ile karsilagtirilmistir.  Agirhiklandirilmig
Toplam Yontemi ile elde edilebilecek ¢6ziim kiimelerinin u¢ noktalarimin Ardigik
Agirliklandirilmig Toplam Yontemi ile elde edilebilecegi gosterilmistir.

Simdi su problemi gozoniine alalim. Bir marketler zincirinde daha ucuza
daha iyi hizmet icin 11 farkl subede farkh caligma planlari uygulanmis ve elde
edilen sonuclar caligsan sikayetleri, miisteri sikayetleri ve maliyet ana basglhiklar:

altinda agagidaki tabloda listelenmigtir.

Sube A|/B|C|DIE|F|H|IT|J K|L
(Cahigan Sikayetleri | 4 |2 |4 | 5|4 (2|6 |7|8[8 |6
Miisteri Sikayetleri | 4 | 6 | 6 | 1 |6 [ 2|8 [3|6] 2|2

Maliyet 414141616814 ]12[2]9 14

Sonuclar iic degisik kritere gore degerlendirilecektir. Ilk olarak {i¢ ana
baglikta esit derecede Onemli kabul edilecek, daha sonra da miigteri mem-

nuniyeti one ¢ikarilacak ve son olarak da maliyet on planda tutulacaktir. Bu



tiir bir vektor optimizasyon problemi, tam siralama konisi kullanilarak Ardigik
Agirliklandirilmig Toplam Yontemi ile 3. boliimde ¢oziilecektir.

Bir kiime degerli doniigtimiiniin minimal elemanlarini segerek vektor degerli
doniisim elde edilmesi iglemi kiime degerli dontigiimlerin vektorlegtirilmesi
olarak adlandirilmis ve Ardigik Agirliklandirilmis Toplam yontemi ile kiime
degerli dontigtimlerin vektorlegtirilmesi verilmistir. Kiime degerli doniistimler
ile bunlarin vektorlegtirilmelerinin siralanmasinin denk oldugu goriilmiig boylece;
kiime degerli optimizasyon problemlerinin vektor degerli optimizasyon prob-
lemlerine doniistiiriilerek ¢oziilebilecegi gosterilmistir.

Daha once verilen [4] kiime degerli dontigiimler igin limit tanimi ve vektor-
lestirme kullanilarak yonli tiirevin kiime degerli doniigtimlere bir genellemesi
tanimlanmigtir. Bu tanimla baz1 kiime degerli doniigtimler i¢in yonlii tiirevin
vektor degerli fonksiyonlar kullanilarak hesaplanmasi, yontem olarak verilmistir.
Bir kiime degerli dontigiimiin yonlii tiirevi ile vektorlestirilmesinin yonli tirevi
arasindaki iligki verilerek optimallik sartlari elde edilmistir. Ornekler tizerinde

hesaplanmasi ve optimallik sartlar1 gosterilmistir.



2 TAM SIRALAMA

Kismi sirali uzaylarda, vektor optimizasyon fikrini ilk olarak ortaya koy-
anlar Edgeworth [12] ve Pareto [30] olmusgtur. Vektor Optimizasyon problem-
leri ¢oziiliirken kismi sirali dogrusal uzaylarda bir kiimenin optimal elemani
aranir. Koopmans [25] ve Kuhn-Tucker [26] ise bu konunun onciilerindendir.
Hurwicz [17], Vogel [38], Penot [31], Kirsch ve ark. [23] ve daha pek ¢oklar
bu konu iizerine ¢aligmiglardir. Vektor optimizasyonu konusunda son yillarda
yapilan ¢aligmalarin bir boliimii Dinh The Luc’un Theory of Vector Optimiza-
tion [28] ve Johannes Jahn'm Vector Optimization [19] adl kitaplarinda yer
almaktadir.

Kiime degerli optimizasyon, vektor optimizasyonun kiime degerli problem-
lere bir uzantisidir. Son yirmi yildir vektor optimizasyon prensiplerinin kiime
degerli problemlere uyarlanmasi, pek ¢ok aragtirmacinin ilgisini cekmigtir. Bazi
kiime degerli optimizasyon problemleri ve uygulamalari Aubin ve Cellina [2],
Chen ve Jahn [10], Klein ve Thompson [24] tarafindan ¢ahgilmigtir. Kiime
degerli optimizasyonun oyun teorisi ve miihendislik tizerine onemli uygula-
malar1 oldugu bilinmektedir [3].

Cegitli yonlii tiirevlerin nonsmooth analiz ve optimizasyonda onemli bir yeri
vardir. Ornegin; yonlii tirevler kullanilarak cesitli subdiferansiyeller tanimlana-
bilmistir. Jeyakumar ve Yang [20] skaler-degerli doniigiimler i¢in alttan ve
tistten Dini yonli tiirev kullanarak siirekli bir fonksiyon ic¢in konvekslestirici
elde etmisler ve bir stirekli fonksiyon simifi i¢in ortalama deger teoremini ifade
etmiglerdir. Vektor degerli déntigiimler i¢in Dini yo6nlii tiirev Valadir [37]
tarafindan verilmistir.

Bu boliimde, vektor uzaylarda koniler yardimiyla yapilan siralamalarda,
tam siralama ic¢in bir sart elde edilmistir. Bu sart kullanarak éncelikle R™de
dikey bir taban yardimiyla tam siralama konisinin elde edilme yontemi ve-
rilmigtir. Daha sonra da bu yontem, gercel ayrilabilir Hilbert uzaylarina
genellegtirilmistir. Tam siralama konilerinin bazi ozellikleri incelenerek gercel

ayrilabilir Hilbert uzaylarinda her tam siralamanin dikey bir tabanla eslestirile-



rek elde ettigimiz yontemle verilebilecegi gosterilmistir. Boylece de gercel
ayrilabilir Hilbert uzaylarda tam siralama konilerinin bir karekterizasyonu elde
edilmistir. Ozel bir tam siralama 6rnegi olarak lexicographic siralamanin stan-
dart

tabanla iligkisi gosterilmistir. Bununla birlikte taban vektorleri degistirilerek
her tam siralamanin lexicographic siralama olarak ifade edilebilecegi gosterilmis,
dolayisiyla gergel ayrilabilir Hilbert uzaylarda tiim tam siralamalarin izomorf
oldugu kanitlanmigtir.

Kompakt tabana sahip bir koniyi kapsayan bir tam siralamanin varhigi
gosterilmistir. Tam siralama konisine gore elde edilen bir minimal elemanin
kompakt tabana sahip olan koninin has minimal elemanlari kiimesine ait oldugu
gosterilmistir. Tam siralamaya gore minimallik tanimlarimin 6zellikleri ince-
lenmistir. Tam siralama konisine ve kompakt tabana sahip siralama konisine
gore verilen vektor ve kiime degerli optimizasyon problemleri i¢in optimallik

sartlari elde edilmigtir.

2.1 Kismi Siralama

Bu boéliime, vektor uzaylarinda kismi siralamanin bilinen tanimini vererek

bagliyoruz.

Tanim 2.1.1. Y bir vektor uzayr ve R, Y 'de bir baginti olsun. R asagidaki
ozellikleri saglwyorsa R’ye Y de bir kismi siralama denir.

Y1, Y2, Y3 €Y olmak tizere
i) R yanswandwr ( hery; € Y i¢in y3 R y)
i) R anti-simetriktir (y1 R y2 ve y2 R y1 = y1 = y2)
i11) R gegiskendir (y1 R ys ve ya R ys = y1 R y3)
iv) R toplamayla uyumludur (Vy € Y iciny; Ry, < y1+y Rys+y)

v) R skaler ¢arpim ile uyumludur (YA > 0 i¢in y; R y2 < Ay1 R A\ys)



Koni yardimiyla tanimlanan kismi siralamanin baz ozellikleri agagida ver-
ilmigtir.

[13] Y bir vektor uzayl, C' C Y bog olmayan bir kiime, ” <c” Y {izerinde

1 <cy2 S Y —y1 €C

2

ile tamimlanan bir bagint1 olsun. Bu durumda 7 < ” bagtisi toplamayla

uyumludur.

Tanim 2.1.2. Y bir vektor uzayr, C' C'Y bos olmayan bir kime olsun. Her

ceCwve >0 i¢cin A e C oluyorsa Cye koni denir.

Onerme 2.1.3. [13]Y bir vektor uzay,, C C Y bos olmayan bir kime” <c”

Y dizerinde y1,y2 € Y i¢in

B <cyp2ey2—y €C
ile tanwmlanan bir baginty olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:
a) 7 <¢” yanswandir. < 0 € C
b) 7 <7 anti-simetriktir. < C sivridir (pointed). (C N (—C) = {0})
c)” <¢7 gegiskendir. < C konvekstir.
d) 7 <¢” ¢arpma ile uyumludur < C' bir konidir.

Sonug 2.1.4. [13]Y bir vektor uzay, C CY bos olmayan bir kime, ” < ”

Y dzerinde y1,y2 € Y i¢in

n<cley—ycl

ile tanamlanan bir bagintr olsun. C' bir sivri, konveks koni ise 7 <o 7 Y

uzerinde bir kismi siralama tanimlar.

2.2 R™de Tam Siralama Konileri

Bu boliimde bir kismi siralama konisinin tam siralama tanimlayabilmesi

icin gerekli ve yeterli bir sart verilmis, sonlu boyutlu Euclid uzaylarinda dikey



bir taban kullanilarak tam siralama konileri olusturulmus ve tam siralama
konilerine ornekler verilmistir.

Bu béliime, tam siralamanin bilinen tanimini vererek bagliyalim:

Tanim 2.2.1. Y bir vektor uzayr ve R, Y uzerinde bir kismi siralama bagintist
olsun.
Heryi1,y2 € Y icin y1 R ys veya yo R y;y oluyorsa Rye Y tizerinde bir tam

siralama bagintisy denir.

Asagida bir kismi siralama bagintisinin tam siralama bagintisi olabilmesi

icin gerek ve yeter sart verilmistir.

Onerme 2.2.2. Y bir vektor uzayr, C' C'Y bos olmayan bir kime, ” <o 7Y

tzerinde yy,y2 € Y i¢in
Bi<cye=y—y €l
ile tanwimlanan bir kismi siralama bagintisy olsun. Bu durumda
7 <¢ 7Y dzerinde bir tam siralama bagintisidir < C' U (—=C') = Y dir.

Kanit. (=) y, Y uzaymda bir nokta olsun. Bu durumda Oy < y veyay <¢ Oy
olur. Dolayisiyla y — 0y =y € C veya Oy —y = —y € C elde edilir. Boylece,
y € CU(—C) olur. Buradan Y C C' U (—C) elde edilir. Ters kapsam her
zaman dogru olacagimdan Y = C' U (—C') elde edilir.

(<)7 <¢”7,Y = CU(=C) olacak sekilde Y {izerinde bir kismi siralama
ve Y1,y Y 'de herhangi iki nokta olsun. Bu durumda y; — s de Y uzayinda
bir noktadir. Y = C'U (—C) oldugundan, y; — yo € C veya y; —ys € —C
olur. Bu ise y; <¢ y2 veya ys <¢ y; oldugunu gosterir. Boylece Y uzayindaki
herhangi iki nokta 7 <c ” kismi siralamasina gore karsilagtirilabilir. O halde

<¢ bir tam siralamadir. 0

Yukaridaki onerme, tiim vektor uzaylar igin gecerlidir.
Simdi; sonlu boyutlu Euclid uzaylarinda bir tam siralama konisinin elde

edilis yontemini verecegiz.



Once, R™de verilen sifirdan farkli bir r; vektorii icin, K; = {k € R" :
(k,r1) > 0} kiimesi olugturulup 74 vektorii ;e dik bir gekilde segilir. Ardindan
r1 ve 1o vektorleri kullamlarak Ky = {k € R" : (k,r) = 0, (k,72) > 0} kiimesi
olugturulur. Daha sonra r; ve ry ye dik olan r3 vektorii secilip K3 = {k € R™ :
(k,r1) =0, (k,r9) = 0,(k,r3) > 0} kiimesi olusturulur. Bu uygulumaya adim
adim devam edilirse i. adimda r; vektorii her j < ¢ igin r; r; vektorlerine dik
olarak secilip K; = {k € R" : Vj < ¢ i¢in (k,7;) = 0, ve (k,r;) > 0} kiimesi

olugturulur. Sonug olarak

K = (OK) U {On} (2.1)

kiimesini tanimlanir.
Agagidaki teoremde (2.1)’de verilen K kiimesinin bir tam siralama konisi

oldugu kanitlanmistir.

Teorem 2.2.3. Sonlu boyutlu Fuclid uzaylarinda (2.1) egitligi ile tanimlanan
K kiimesi K U (—K) = R" olacak sekilde bir sivri, konveks konidir. Ayrica bu

koni R™ uzerinde

a<gbe a=buveyaVj <i, igin (r;,a) = (r;,b) ve (r;,a) < (r;,b)

kosullarini saglayacak sekilde i € {1,...,n} vardur.

tanimlamasiyla bir tam siralama konisidir.
Kanat. Bu teoremin kanitin1 4 adimda yapalim;

1. ADIM Once K’nin bir koni oldugunu gosterelim. k, K’da bir vektor ve A > 0

olsun.

* Eger k = Ogn veya A = 0 ise Ak = Ogn € K olur.

* Eger k # Ogn ve A > 0 ise her j < iigin (r;,k) =0 ve (r;, k) >0
olacak bigimde bir ¢ € {1,...,n} vardir. Buradan her j < i igin
(rj,\k) =0 ve (rj,\k) > 0 olur. Dolaywsiyla Ak € K elde ederiz.
Sonug¢ olarak K R™da bir konidir.
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2. ADIM

3. ADIM

K’nm sivri(pointed) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki k € KN(—K)
olan 3k # Og» var olsun. k € K oldugundan, her j < 4; i¢in (rj, k) =0
ve (r;,,k) > 0 olan bir 4; € {1,...,n} vardir. k € —K oldugundan da her
J <y i¢in (r;, —k) = 0 ve (r;,, —k) > 0 olan bir i, € {1,...,n} vardir.
11 Ve 19 i¢in iki olasilik vardir:
* Eger iy = iy ise (ry,, k) > 0 ve (r;,, —k) > 0 olur bu da bir geligkidir.
* Eger iy < iy ise her j < iy i¢in (r;, —k) = 0, (r;,, k) > 0 olur bu da

bir celigkidir.

1o < 47 oldugu durumda da ayni sekilde bir celigki elde edilir. Sonug
olarak K N (—K) = {Ogn} olur.

Simdi de K'nin konveks oldugunu gosterelim.

K bir koni oldugundan K + K = K oldugunu gostermek yeterlidir.

Ogr» € K oldugundan

K=0m+KCK+K (2.2)

olur. Diger kapsami gostermek igin bir £ € K + K segelim. Bu durumda
ki1 + ke = k olacak bicimde ky,ky € K vardir. Eger ki veya ko sifir
olursa k € K olur. Eger ky ve ko sifirdan farkli vektorlerse her j < ¢ igin
(rj, k1) =0, (ryy, k1) > 0 olan bir iy € {1,...,n} vardir. Aym bigimde
her j < iicin (r;, ko) = 0, (ri,, k2) > 0 olan bir i, € {1,...,n} vardur.

Kabul edelim ki iy < 75 olsun. Bu durumda her j < 7; igin
(rj k14 ko) = (rj, k1) + (rj, ko) =0+0=0
olur. Bununla birlikte (r;,, k1) > 0, (r;,, k2) > 0 oldugundan,
(riy, k1 + ko) = (riy, k1) + (riy, k2) >0
elde ederiz.

Bu ise ki + ky = k € K demektir. Yani
K+KcCcK (2.3)

olur. (2.2) ve (2.3) den K = K + K elde ederiz.
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4. ADIM Son olarak da K’'nin bir tam siralama oldugunu, yani K U (—K) = R”

oldugunu gosterelim.

KU(-K)cCR" (2.4)
oldugu aciktir.

Simdi de R" ¢ K U (—K) oldugunu gosterelim. r € R™ olsun. Eger
r = Ogn ise 7 € K U (—K) olur. Eger r # Ogn ise her j < i igin
(rj,r)y =0 ve (r;,r) # 0 olan bir ¢ € {1,...,n} vardir. ({ry,...,7,}, R
de dikey bir kiime oldugundan R™’de sifirdan farkli bir vektor kiimedeki
tiim vektorlere dik olamaz). (r;,r) # 0 oldugundan (r;,r) > 0 veya

(ri,r) < 0 olur.

* Eger (r;,r) >0iser € K

* Eger (ri,r) <0iser € =K
Sonug olarak r € K U (—K) bulunur. Buradan
R" C KU (—K) (2.5)
elde ederiz. (2.4) ve (2.5)'den R” = K U (—K) olur.
R™deki bu tam siralama da agagidaki sekildedir;

a <g besb—ae K
& Jed{l,..,n} oylekiVj <iigin,(r;,;b—a)=0ve (ri,b—a)>0

U

Asagidaki ornekde teoremdeki yontem uygulanarak R?’de bir tam siralama

konisi olugturulmusgtur.

Ornek 2.2.4. R2’de sifirdan farkl herhangi bir vektori segerek tam siralama
konimizi adim adum olusturalim. 1 = (2,1) olsun. Sonrasinda K, =

{(z,y) € R* : ((2,1),(z,y)) > 0} = {(z,y) € R* : 2z +y > 0} kiimesini
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tanamlayalim. Bu kiime R?’de y = —2x dogrusunun st kisma olan agik yar
wzaydir. Ikinci advmda ro vektorind ry e dik olan herhangi bir vektor secelim.
ro = (—1,2) olsun. 11, ro vektorleri ile Ky = {(z,y) € R*: ((2,1), (z,y)) = 0,
((—=1,2),(x,y)) > 0} kiimesini tanamlayalim. Bu kiime baslangi¢ noktasu orijin
olan vy = (—1,2) yoniindeki agitk yarr dogrudur. {ry,ro} kiimesinin R* nin bir
tabany oldugu aciktr.

K = KyUKyU{0gz2} kiimesiy = —2x dogrusunun st a¢ik yar, uzayr, ori-
ginden baslaywp ro yoninde sonsuza giden agik yar, dogru ve orijinin birlesimi-

dir(Sekil 2.1). Bu kiime R? de bir tam swralama konisidir.

Sekil 2.1: Ornek 2.2.4°de verilen R¥’de tam siralama konisi ornegi.

Teorem 2.2.8°de wverilen {ry,...,rn} kiimesinde siralama énemlidir. Bu
vektorlerin swralamalarinin degismest tam siwralama konisini ve koninin be-
lirttigi tam swralamayr degistirir.

Ornekte vektorlerin suralamalariniry = (—1,2) very = (2,1) olarak degisti-
rirsek, bu durumda K, y = %:c dogrusunun st yary uzayr ve baslangi¢ nok-

tasindan baslayan (2,1) yonindeki a¢ik yary dogru ve orijin olur. (Sekil 2.2)
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Sekil 2.2: Ornek 2.2.4’de vektérlerin sirasi degistiginde olugan tam siralama konisi.

2.3 Gergel Ayrilabilir Hilbert uzaylarda Tam Siralama Konileri

Bu boéliimde, sonlu boyutlu Euclid uzaylar i¢in yukarida tanimladigimiz
yontemi, gercel ayrilabilir Hilbert uzaylarina genisleterek bazi 6zelliklerini
inceledik. Ayrica; bu yontem ile tiim tam siralama konilerinin ifade edilebilece-
gini kanitladik.

Oncelikle; bir énceki boliimde R” icin verilen tam siralama konisinin olustu-
rulma islemini gercel ayrilabilir Hilbert uzaylarina genellestirelim.

{r; : i € Nt} Y gergel ayrilabilir Hilbert uzaymin bir dik tabani olsun.
Ki={yeY :(r,y) >0}, Ke={yeY:(r,y)=0,(rsy) > 0} ve herhangi
bir i € Nt iken K; ={y €Y :Vj <, (r;,y) =0, (r;,y) > 0} kiimeleri i¢in

K = (GK) U {0y} (2.6)

kiimesini tanimlayalim.
Asagidaki teorem, K'min Y’nin sirali {r; : ¢ € N} tabanmna gore elde

edilen bir tam siralama konisi oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.1. Gercel ayrilabilir Y Hilbert uzayinda (2.6) esitligi ile tanimla-
nan K kimesi, K U (—K) =Y olacak sekilde bir sivri, konvezx, konidir. Yani
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K, Y ’de

a<kgbe a=0buveyaVj <iigin (rj,a) = (r;,b) ve (r;,a) < (r;b)

olacak bigimde i € N vardar.

olacak sekilde bir tam siralama tanimlar.

Kamit. Teorem 2.2.3’in kanitindaki 4 adimi burada da gosterelim

1. ADIM Once K’nm bir koni oldugunu gosterelim. &k K’da bir nokta ve A > 0

2. ADIM

3. ADIM

olsun.

* k =0y veya A = 0 olursa Ak = 0y € K olur.

*k # 0y ve A > 0 olsun. Bu durumda her j < ¢ icin (r;,k) = 0
ve (r;, k) > 0 olacak sekilde bir i € N vardir. Bu ise her j < i
i¢in (r;, Ak) = 0 ve (rj, \k) > 0 oldugunu gosterir. Sonug olarak,
Ak € K olur. Yani K, Y’de bir konidir.

Simdi K’nin sivri oldugunu gésterelim. Sifirdan farkh bir £ € K N (—K)
oldugunu varsayalim. k € K oldugundan her j < iy icin (rj, k) = 0 ve
(ri;, k) > 0 olacak bi¢imde bir i; € Nt vardir. Benzeri gekilde k € —K
oldugundan her j < i3 icin (r;, —k) = 0 ve (r;,, —k) > 0 olacak bigimde
bir i3 € Nt vardir. 4; ve iy i¢in iki durum olabilir: ya i; = iy veya iy # iy

dir.

* 4y =iy ise (riy, k) > 0 ve (r;,, —k) > 0 olur ki bu bir ¢eligkidir.

* 4y <y ise her j < iy icin (r;, —k) = 0 ve (r;,, k) > 0 olur ki bu da

bir celigkidir.

19 < i1 oldugu durum icin de benzeri bir geliski elde edilir.Sonug olarak

KN (=K) = {0y} olur.

Simdi K kiimesinin konveks oldugunu gosterelim. K bir koni oldugundan

K + K = K oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
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4. ADIM

0y € K oldugundan
K=0v+KCK+K (2.7)

olur.

Ters kapsami gostermek icin £ € K + K olsun. Bu durumda ky 4+ ky = k
olacak bicimde k1, ko € K vardir. ky veya ks sifir oldugu durumda k € K
olacag1 agiktir. ki ve ko sifir olmadigi durumda £y igin, her j < 41 icin
(rj, k1) = 0, (ry, k1) > 0 olacak bigimde bir i; € N vardir. ky icin de,
her j < iy icin (rj, ko) = 0, (ri,, ko) > 0 olacak sekilde bir i3 € N vardir.

Genelligi bozmadan #; < 75 olsun. Bu durumda her j < 4 i¢in
(rj, by 4 ko) = (rj, k1) + (rj, k2) =0+0=0
olur. Ayni zamanda (r;,, k1) > 0, (r;,, k2) > 0 oldugundan
(riy, k1 + ko) = (riy, k1) + (riy, ko) > 0
elde ederiz. Bu durumda k; + ks = k € K olur. Yani
K+KcCcK (2.8)

olur.

(2.7) ve (2.8) kapsamlarindan K = K + K olur.

Kanitin buraya kadar olan kisminda A’'nin bir kismi siralama konisi
oldugu gosterildi. Simdi K’'nin tam siralama tanimladigini gosterelim.

Yani K U (—K) =Y oldugunu gosterelim.
Oncelikle

KU(-K)cY (2.9)
oldugu aciktar.

Y € KU(—=K) oldugunu gosterelim. Bunun igin r € Y olsun. r = Oy ise
r € KU(—K) olur. r # Oy ise {r; : i« € N*} Y’nin bir tabani oldugundan,
her j < i igin (r;,r) = 0 ve (r;,r) # 0 olacak bigimde bir i € N vardur.
(r;,ry # 0 oldugundan (r;,r) > 0 veya (r;,r) < 0 olacaktir.(Tim taban

vektorlerine dik olamaz.)
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* (ry,ry >0 olursa r € K,

* {ry,r) < 0 olursa r € —K olur.
Sonug olarak r € K U (—K) elde ederiz. Bu ise
Y CKU(-K) (2.10)

oldugunu gosterir. Bu durumda (2.9) ve (2.10)’den Y = K U (—K) elde

ederiz.

Ek olarak, K kiimesi Y uzayinda agagidaki sekilde tanimlanan bir tam siralama

verir:

a<gb ©b—ac K
& Vj<iicin (rj,b—a)=0ve (r;,b—a) >0
olacak sekilde bir ¢ € NTvardir.
&V <iicin (rj,b) = (r;,a) ve (r;,b) > (r;,a)

olacak sekilde bir 7 € N* vardir.

O

Simdi gergel ayrilabilir Hilbert uzaylarda tam siralama konilerinin bazi

ozelliklerini verelim.

Yardimci Teorem 2.3.2. K, Y gercel ayrilabilir Hilbert uzayinda bir tam

siralama konisi olsun. Bu durumda
—K =Y \K)uU{oy}
olur.

Kanit. k€ —K olsun. k =0y ise k € (Y \ K)U {0y} olur. £ #0y ve k € K
ise k € KN (—K) = {0y} elde ederiz ki bu bir geligkidir. Buradan k € Y \ K
ve

K (Y\K)u{0} (2.11)

olur.
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Tersine, k € (Y \ K)U {0y} olsun. k =0y ise k € —K olur. k € Y\ K ise
Y = KU (—K) oldugundan k € —K olur. Yani

(Y \K)U{0y} C —K (2.12)

olur.

Bu durumda (2.11) ve (2.12)’dan
—-K =Y \K)U{0y}
elde ederiz. O

Asgagidaki yardimcr teorem, bir tam siralama konisinin herhangi bir alt
uzaya indirgendiginde bu alt uzayda da bir tam siralama konisi tanimladigini

gosterir.

Yardimci Teorem 2.3.3. Bir K tam siralama konisi ile Y ayrilabilir Hilbert

uzayman bir A alt uzayinin kesisimi bu alt uzayda bir tam swralama konisidir.

Kamit. K, Y’de bir tam siralama konisi olsun. A C Y, Y’nin bir alt uzay1 ve
Ky = KnNAolsun. A ve K konveks kiimeler oldugundan K4 da konvekstir.
A ve K koni oldugundan K4 da konidir. K sivri bir konidir. Bu durumda
Kyn(=Ka) = (ANK)N(AN(-K))
= AN(KN(=K))
= An{0y}
= {04}
olur. Yani K 4 sivridir.
Simdi K4 U (—K4) = A oldugunu gosterelim. A C Y oldugundan
A = ANnY
= AN(KU(-K))
= (ANK)U (AN (-K))
= KjiU(—Ky)
bulunur.
Sonug olarak K4, KaU(—K4) = A olacak sekilde bir sivri konveks konidir.

Yani K4, A’da tam siralama tanimlar.
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Asgagidaki yardimer teorem [19]’deki ayirma teoreminin bir sonucudur.

Yardimct Teorem 2.3.4. K, int(K) # 0 olacak sekilde Y gercel ayrilabilir

Hilbert uzayinda bir tam siralama konisi ise
{a €Y :(ra)>0} CK
olacak bicimde bir r € Y wvardar.

Kanit. K ve (—K), Y’de tam siralama konileri oldugundan konvekstirler.
int(K) # 0 ve K sivri olur. int(K)N(—K) = () oldugundan konveks kiimelerin

ayrilmasindan her k; € K ve ky € —K igin
(0 k) < a < (l k) (2.13)
olacak gekilde £ € Y \ {Oy } ve o € R vardir. Her k; € int(K) icin
(0, k1) < o (2.14)

olur.

K ve (—K) koni oldugundan a = 0 olur. ¢ = —r € Y olarak segersek
(2.14)’da verilen esitsizlik her k; € int(K) i¢in (r, k1) > 0 olur.

Simdi {a € Y : (r,a) > 0} C K oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
bir @ € Y i¢in (r,a) > 0 ve a ¢ K olsun. Yardimc: Teorem 2.3.2°den a ¢ K
ise a € —K olur. Bu (2.13) esitsizligi ile geligir. Sonug olarak {a € X :
(r,a) >0} C K olur. O

Yardimc1 Teorem 2.3.4’de verilen ozellik R"’e indirgendiginde koninin ici
daima eleman bulundurdugundan bu sart ¢ikarilabilir.
Asgagidaki teoremde gercel ayrilabilir Hilbert uzaymda herhangi bir tam

siralama konisinin nasil olusturulacag ile ilgili bir yontem verilmistir.

Teorem 2.3.5. K, int(K) # 0 olacak sekilde Y gercel ayrilabilir Hilbert
uzayinda bir tam siralama konisi olsun. Bu durumda ¥Yi € NT igin r; # Oy,
Vi < igin (rj,r;) =0 ve
K = (U {keR":Vj <i, (k,rj) =0,(k,r;) > O}) U {0y} (2.15)
i=1

olacak bigimde bir {r; : i € Nt} kiimesi vardar.
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Kanat. Yardimer Teorem 2.3.4ten ve K tam siralama konisi oldugundan
{keY :(r,k)y >0} CK

olacak bigimde sifirdan farkli bir y € Y vardir. A; = {a € Y : (r1,a) = 0}
altuzayimi tanimlayacak olursak, Yardimei Teorem 2.3.3’ten K4, = KNA; Ay

altuzayinda bir tam siralama konisi tanimlar. Ayni yardimeci teoremden
{/{? ey <T1,]€> :0, <7’2,]€> > O} C KA1

olacak bi¢imde sifirdan farkli bir o € A; vardir. Boylece Ay = {a € Y :
(r1,a) = 0,(ry,a) = 0} altuzaymm elde ederiz. Yardimci Teorem 2.3.3’ten

Ky, = KN Ay Ay’'de bir tam siralama konisidir ve K4,
{keY : (ri,k) =0,(ro,k) =0, (rs, k) >0} C Kgu,

agik yar1 altuzaymi kapsar. Boylece de sifirdan farkh r3 € A, ile A3 = {a €
Y :j <3icin (rj,a) = 0} altuzayim tanimlariz.

Bu gekilde devam ettigimizde
{keY : herj<iign, (rjk) =0, ve (ri,k) >0} C Ka, ,

olacak gekilde elde ettigimiz dikey kiime {ry,79,...,7;} olsun. Bu durumda
A, = {a €Y : herj < iigin, (r;,a) = 0,} Y'nin bir altuzay1 olur ve
A, C Ay ={a €Y : herj <i—1icn, (r;,a) = 0}dir. Yardimc1 Teo-
rem 2.3.3'den K4, = K4, ,NA; A;’de bir tam siralama konisidir. Dolayisiyla

Yardimer Teorem 2.3.4'ten sifirdan farkli bir r;1; vektori
{keY : her j <i+1licin, (r;,k) =0, ve (rip1,k) >0} C Ky, C K

olacak sekilde vardir. Dolayisiyla A;1; = {a € Y : herj < i+ 1 igin,
(rj,a) = 0,} Y'nin bir alt uzay1 ve A4y C A = {a € Y : her
Jj < iigin, (rj,a) = 0} olacak sekilde {ry,rs,....,741} dikey kiimesini

elde ederiz. Yardimci Teorem 2.3.3'ten K4, , = K4, N A;y1 Aipq’de bir tam

i+1

siralama konisidir. Yardimc1 Teorem 2.3.4’ten sifirdan farkl bir r; o vektori

{ke X : her j <i+2icin (r;,k) =0 ve (rpqo, k) >0} C Ky,,, CK

it+1
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olacak sekilde vardir.

Sonug olarak

(D {keY :Vj<iicin (k,r;) =0,(k,r;) > 0}) U{0y} C K (2.16)

bulunur.

Yukarida elde ettigimiz altuzaylar icin A; D Ay D ... D A, D ... oldugu
agiktir. Bu durumda azalan bir kapali altuzay dizisi elde ederiz. Cantor Teo-
remden bu altuzaylarin kesisimi bir tek vektorden olugur. Tiim altuzaylar Oy "1

kapsadigindan bu vektor Oy ’dir. Yani

mAz‘ = {0y}

olur. {r; : i € Nt} dikey bir kiimedir ve bu kiimenin dik tiimleyeni {0y}
kiimesidir. Bu durumda {r; : i« € N*} Y uzaymm bir dikey tabamidir. Teorem
2.3.1’den (2.16)’deki kapsamin sol tarafindaki birlegim kiimesi bir tam siralama
konisidir. Kanit1 tamamlamak i¢in K'nin bu birlesimin altkiimesi oldugunu
gostermemiz yeterli olacaktir.

Kabul edelim ki, sifir olmayan k£ € K vektorii bu birlesimin bir elemani
olmasin. Birlegsim bir tam siralama oldugundan, k& birlesimin negatifine ait-
tir. (2.16)’daki kapsamdan dolay1 birlesim (—/K)nin alt kiimesi oldugundan,
k€ KN (—K) olur. Buise K'mn sivriligi ile celisir. O

[28]Lexicographic siralama, sozliikte kelime siralamak ig¢in kullanilir.
Bilinen gekilde kelimelerin oncelikle ilk harflerini, eger ilk harfler ayn ise, ikinci
harflerini kargilagtirir ve farkli ilk harfi buluncaya kadar devam eder. Ik farkl
harfteki siralama kelimelerin de siralamasini verir. Vektorleri kargilagtirirken
de lexicographic siralama kullanilir. Bu durumda kelimelerin harflerinin yer-
lerini vektorlerin indisleri alir ve karsilagtirma indislere gore yapilir. Yani Y

vektor uzayl ve y = (Y1, Y2, - YUns ), U = (U1, Y2y -y Un, ---) € Y olmak tizere
Y <iez Y &y =gy veya i y ve y'min farkh ilk indisi olmak tizere y; < y;

olur.

Asagida, lexicographic siralamanin bazi 6zellikleri verilmistir.
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i) Lexicographic siralama bir tam siralamadir.

ii) K'nin tammida r, = (1,0,...),r2 = (0,1,...),...,7, = (0,...,1,...),...

olarak secersek, bu durumda

K = (G{k Vg <idigin (r;, k) =0, (r;, k) > 0}) U {0y}

i=1
konisi Y gercel ayrilabilir Hilbert uzayinda lexicographic siralamay1 veren

bir tam siralama konisi olur.

Teorem 2.3.6’da R™’de taban vektorleri degistirilerek herhangi bir tam

siralamanin lexicographic siralamaya doniistiiriilebilecegi gosterilmistir.

Teorem 2.3.6. {ry,..r,} bir dikey taban olmak tizere K konisi (2.1)°de
verildigi sekilde bu tabandan elde edilen R™’de bir tam swralama konisi olsun.

Bu durumda <k swralamasy {r1,...r,} tabanina gore lexicographic siralamadar.

Kanat. {ry,...r,}, K'nm tammindan elde edilen dikey taban ve a,b € R
olsun. Bu durumda a = aq7r1 + ... + a,r, b = Bir1 + ... + B, olacak sekilde
Q1yeeny A,y B1y ey By € R vardir. Boylece {ry,...r,} tabanma gore,
a=(aq,...,a,) ve b= (py, ..., Bp) olur.

Bu ise Vk € {1,...,n} igin (ry,a) = agl|ri||* ve (ry,b) = Bi|/rr/|?, olmasim
gerektirir.

a =bise a <j; b oldugu agiktir. a # b ise Vj < i i¢in oj|r;]|? = Bllr5I%,
ve aql|ril|* < Billri||* olacak bigimde i € {1,...,n} vardir. Yani Vj < i igin
a; = f; ve oy < B’dir. Bu ise {ry,79,...,7,} tabanma gore lexicographic

siralamadar. O

Agagidaki sonug ile R™’de tiim siralama konilerinin birbirine déniigtiiriilebi-

lecegi belirtilmigtir.

Sonug 2.3.7. R"’de verilen herhangi bir tam siralama konisi R™ nin bir
{r1,79, ..., Tn} tabana ile ifade edilebilir. Bu durumda, R™ deki her tam siralama
lexicographic siralama ile izomorftur. Dolayisiyla her tam siralama birbiriyle

izomorftur.
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2.4 Optimallik Sartlar:

Bu boliimde vektor ve kiime degerli optimizasyon problemleri icin verilen
baz1 optimallik sartlari kullanilarak tam siralama konileri ve kompakt tabana
sahip siralama konileri i¢in sonuclar elde edilmistir. Oncelikle vektor optimi-

zasyonda kullanilan bazi minimallik tanimlarini verelim.

Tamm 2.4.1. [19]Y bir vektor uzay ve C CY bir sivri konveks koni olsun.
ACY veyé€ Aigin

1) (y—C)N A = {y} ise y'ye A’'nin bir minimal elemamdur denir. A’nin

C' konisine gore minimal elemanlar kiimesi min(A, C) ile gésterilir.

2) C konisine gére minimal olan bir nokta T (C \ {0} C int(T)) ola-
cak sekildeki daha genis bir koniye gore de minimal ise bu noktaya A
kimesinin C' konisine gore Henig anlaminda has (proper) minimal ele-
manidr denir. A kimesinin C' konisine gore tum has minimal noktalar

kiimesi p — min(A, C) ile gésterilir.

3) A C (y+ C) oluyorsa y'ye A kiimesinin C' konisine gére gigli (strong)

minimal elemanadir denir.

Tam siralama konilerinin minimal elemanlarla ilgili baz1 ozellikleri agagida

verilmigtir.

Teorem 2.4.2. K, Y gercel ayrilabilir Hilbert uzayinin bir tam siralama konisi

olsun. A CY kiimesinin bu siralamaya gore minimal elemans varsa tektir.

Kanit. A C Y olsun. Kabul edelim ki, A kiimesinin K konisine gore farkli iki
minimal elemani § ve y; olsun. K tam siralama konisi oldugundan, y <gx ¥
veya y; <k y olur. Siralama anti-simetrik oldugundan bunlardan sadece biri
gergeklegir. Kabul edelim ki, 3 <x ¢ olsun. Bu durumda, y; € (y— K)N A

olur. Bu ise y"1n minimalligi ile geligir. Sonug olarak y = y; olmaldir. 0

Teorem 2.4.3. Y gercel ayrilabilir Hilbert uzay,, K C 'Y bir tam siralama
konisi, A C'Y vey € A olsun. y A’min K konisine gore minimal elemanidur

ancak ve ancak y A’'nin K konisine gore giclii minimal elemanadar.
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Kanit. (=) y A'min K tam siralama konisine gore minimal elemani olsun .
Tanimdan (y — K) N A = {y} ve Yardimc Teorem 2.3.2’den —K = (Y \ K) U
{0y} esitligi yazilabiliyordu. Dolayisiyla, (g + [Y \ K] U {0y}) N A = {y}
ya da [(7 + (Y \ K))U{g}] N A = {§} yazlabilir. Boylece A\ {7} C Y\
(7 + (Y \ K)) U {7}) elde ederia. Buise, A\{g} € [V\(7+(Y\K)IN(\{7})
oldugunu gosterir. Boylece, A\{y} C (y+K)\{y} olur. Buradanda A C g+ K
olur. Sonug olarak, y A'nin giiclii minimal elemanidir.

Tersi, aym gekilde elde edilir. ]

Asagidaki Yardimci Teoremde siralama konileri ve minimal elemanlar

kiimesi arasindaki iligki verilmigtir.

Yardimci Teorem 2.4.4. Y bir vektor uzay Cy ve Cy Y i¢inde Cy C Cy olan
iki koni olsunlar. A kimesinin Cy konisine gore tim minimal elemanlar, ayna

zamanda A kiumesinin Cy konisine gore de minimal elemanidir. Yani,
Cy C Cy = min(A, Cy) C min(A,CY)
dir.

Kamt. C; C Cy ve T € min(A,Cy) olsun. A kiimesinin minimal elemanlar
tanimindan

(Z—Cy)NAC(xz—Cy)NA={z}
elde ederiz. Bu durumda z =z —0 € A olur. Yani (z —Cy)NA = {z} olur ki;
bu z € min(A, Cy) oldugunu gosterir. Sonug olarak min(A, Cy) C min(A, Ch)

olur. O

Bundan sonraki boliimlerde, kompakt tabana sahip bir siralama konisi ile
bu koniyi kapsayan tam siralama konisi oldukca sik kullanilacaktir. Asagida
verilen Ozellikler, bu iligkinin anlagilmasi i¢in bir altyapr olusturdugundan

onemlidir. Ozellikleri vermeden once bir koninin tabani tanimini verelim.

Tanmim 2.4.5. [19] C, Y gergel ayrilabilir Hilbert uzayinda bir koni ve B
C'nin konveks bir altkiimesi olsun, Oy ¢ B ve her ¢ € C'\ {0y} i¢in ¢ = \b
olacak sekilde tek bir b € B ve A > 0 varsa B’ye C 'nin bir tabaniy denir.

Ek olarak, B kompakt ise C' konisine kompakt tabana sahiptir, denir.
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Kompakt tabana sahip bir koniyi kapsayan bir tam siralama konisinin elde

edilisi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.4.6. C, Y gercel ayrilabilir Hilbert uzayinda bir koni olsun. C

kompakt tabana sahip ise
C\ {0y} Cint(K)
olacak sekilde bir K tam siralama konisi vardar.

Kamit. B C C kiimesi C’nin kompakt tabani olsun. [28]’de Onerme 1.10’dan
B ={ce C:(r,c) =1} olacak sekilde bir r € Y vardir. Boylece

C\{0} Cc{a€Y :(ra) >0}

elde ederiz. 1 = r segersek ve {rq,rs, ..., 1, ...} kiimesini de (2.6)’i saglayacak
sekilde olusturursak, bu durumda

C\{0} C {aeY:(ra) >0}
- int((m{aeY:Vj<i,<Tj,a):O,(ri,a)>O})U{0y})

=1
= int(K)
elde ederiz.

O

Sonug 2.4.7. C, Y gercel ayrilabilir Hilbert uzayinda bir siralama konisi ve

A CY bos olmayan bir kiime olsun. C kompakt bir tabana sahip ise,
C\ {0} Cint(K) (2.17)

ve

min(A, K) C p—min(A,C) (2.18)
olacak sekilde bir K tam siralama konisi vardar.

Kanit. Teorem 2.4.6’den (2.17)’1 saglayan bir tam siralama konisinin varligim
biliyoruz . Yardimc1 Teorem 2.4.4 has minimal elemanimn tanimi ve (2.17)’de

elde edilen kapsamdan min(A, K) C p — min(A,C) olacag agktir. O
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Asgagidaki teoremde, tam siralama konisinin olugturulmasi icin kullanilan
yontemin dogal sonucu olan bir optimallik sart1 verilmigtir. Bu sart ayni za-
manda, vektor ve kiime degerli optimizasyon problemlerinde ¢oziimiin bulun-

masi i¢in de yeni bir yontem igerir.

Teorem 2.4.8. X bos olmayan bir kiime, f: X — R"™ bir donisim olsun.

rzeX

(VP)

(2.1) esitligi ile verilen bir K tam siralamasina gére degerlendirilen optimi-
zasyon problemini disunelim.

Bu problemin ¢ézimii (eger varsa) n ardisik skaler problemin ¢ozimii ile
elde edilebilir.

sol(SP;), i. skaler problemin ¢oziim kiimesi olmak tzere:

(SP)) min(ry, f(z)) (SPy) min(ry, f(x))

reX x € sol(SP)

min(ry, f(x))
x € sol(SP,-1)

(SF)

bicimindedir.

Kanat. & yukarida verilen n ardigik skaler problemin ¢oziimii olsun ve kabul
edelim ki z, (V P) probleminin bir ¢6ziimii olmasin. Bu durumda f(z) <x f(Z)

olacak bigimde bir z € X \ {z} vardir. K’nin tammindan her j < 7 igin
(rj, f(x)) = (rj, f()) ve (ri, f(z)) < (ry, f(Z)) olan bir i € {1,...,n} vardir.

Bu durumda z ¢ Sol(SP;) olur bu ise varsayimla celisir. O
Agagida bu ¢oziim yontemini agiklayan bir 6érnek verilmistir.
Ornek 2.4.9. X = [5,11] ve n = 2 i¢in [ : [5,11] — R? dondigimii

(t—=T7)2+7,14—1t) ; 5<t<7
f) =4 (t,—t+14) L T<t<9
(t, (t — 9)* +5) ;9<t<11
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olmak tizere 1y = (1,1) ve o = (1, —1) vektirleri ile elde edilen
K={(z,y) eR*:a+y>0tU{(r,y) ER*:2+y=0,2 —y >0} U {0}

tam siralama konisine gore

minf(t)
5<t<11

(VP)

vektor degerli probleminin yukaridaki yontemle ¢ozimini yapalim.

Bu durumda (V' P) i¢in ilk skaler problemimiz

man((1,1), f(t))
5<t<11

(Sh)

olur ve bu problemin ¢ozum kimesi, hiperduzlem ile gorunti kimesinin

kesistigi par¢anmin ters gorintisi olan [7,9] dir(Sekil 2.3).

Sekil 2.3: Ornek 2.4.9’de F(X)’in minimal elemanlar

Ikinci skaler problemimiz ise;

min((1, =1), f(t))
7T<t<9

(SP)

olur. (SPy) probleminin ve vektér probleminin ¢oziimi hiperdiizlemle kiime-

nin kegistigi noktanin ters gorintisi olan 7’dir(Sekil 2.4).
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|

Fo — (1, —1)

Sekil 2.4: Ornek 2.4.9'de F([7,9])’un minimal elemani

Teorem 2.4.3’te verilen vektor degerli optimizasyon problemleri icin opti-
mallik sartinin kiime degerli optimizasyon problemlerine bir uyarlamasi asagida

verilmigtir.

Teorem 2.4.10. X bos olmayan bir kime, F' : X = R" kime degerli bir

dondigiim olsun. (2.1) de tanmwmlanan K tam siralama konisine gére verilen

min F(x)

reX

(5P)

problemt diistinelim.
Bu problemin ¢ozimii (varsa) n ardisik skaler problemin ¢ézimd ile elde
edilebilir.

min(SP;), i. skaler problemin ¢ézim kimesi olmak tizere

min(rg, y)
min<rla y)

(SP) (SPy) { = € min(SP)
y € F(X)
y € F(x)

min(ry, y)
(SP.)X =z € min(SP,_1)
y € F(z)

bicimindedir.
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Kanit. y € F(z) n ardigik skaler problemin ¢oziimii olsun. y € F(X) \ {y}
iken Vj < 7 i¢in (r;,y) = (rj,y) ve (r;,y) < (r;,y) olacak bicimde ¢ € {1,...,n}
vardir. Bu durumda F(X) C g+ K olur, yani y € F(z) F(X)nin giigli

minimal eleman1 ayn1 zamanda minimal elemanidir. 0

Yukarida da goriilecegi gibi yontem, tam siralama konileri i¢in tek minimal
eleman verir. Siralama konisi olarak kompakt tabana sahip bir koni secilirse,
has minimal elemanlardan birinin elde edilmesini saglar. Asagidaki teoremde
kompakt tabana sahip bir koniye gore verilen vektor optimizasyon problemleri

i¢in bir optimallik sart1 verilmistir.

Teorem 2.4.11. X bos olmayan bir kiume, f: X — R™ bir donusim olsun.

min f(z)

reX

(VP)

problemini kompakt tabana sahip bir C konisine gore disunelim. Bu durumda

(SP)) min(ry, f(z)) (SPy) min(ry, f(x))

reX x € sol(SP)

min(ry, f(x))
x € sol(SP,-1)

(SF)

n ardigik skaler problemin ¢ozimii (V P) probleminin de bir ¢ézimi olacak

sekilde bir dikey {ry,r9, ..., } C R"™ kiimesi vardur.

Kamit. Teorem C' kompakt tabana sahip oldugundan ve Teorem 2.4.6’dan

dikey bir {ry,rs, ..., 7, } kiimesi ve K tam siralama konisi
C\{0} Ccint(K) ={k e R: (k,r) >0} (2.19)

olacak gekilde vardir. = n ardigik skaler problemin ¢6ztimii olsun. (2.19),
Teorem 2.4.8 ve Sonug 2.4.7’den Z ayni zamanda (VP) probleminin bir has

¢oziimudiir. O
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3 ARDISIK AGIRLIKLANDIRILMIS TOPLAM YONTEMI

Skalarizasyon, bir optimizasyon probleminin optimal ¢oziimlerini bulmak
igin kullanilir. Bu yontemde, vektor veya kiime degerli problemler, gercel
degerli problemlere donitisturiiliir. Boylece ayni zamanda orjinal problemlerin
de ¢oziimiini veren, ¢oziimii daha kolay olan problemler elde ederiz. Skala-
rizasyon yontemleri ve uygulamalari ile ilgili pek ¢ok ¢aligma mevcuttur. Temel
baz1 yontemler ve 6zellikleri ile ilgili Ehrgott un Multicriteria Optimization [13]
kitabina bakilabilir.

Son yillarda kiime degerli skalarizasyonun ilging bir uygulamasi da
Hernandez ve Rodrigez-Marin [15] tarafindan verilmistir.

Onceki boliimde R™de tam siralama konileri kullanarak bir ¢oziim yontemi
verilmisti. Bu yontem; uygulama olarak Agirliklandirilmig Toplam ile skalar-
izasyon yonteminin oncelikle bir problemde, sonrasinda ise problemin ¢oziim
kiimelerinde tekrar tekrar uygulanmasi biciminde oldugundan, bu yontem
Ardisik Agirliklandirilmig Toplam Yontemi olarak isimlendirildi. Bu boliimde
Ardisik Agirhiklandirilmig Toplam Yonteminin bir vektor optimizasyon prob-
lemi tizerinde uygulanmasi ve Agirliklandirilmig Toplam Yontemi ile baz kriter-
lere gore karsgilagtirilmasi verilip bu yontemlerle elde edilen ¢oztimler arasindaki
iligki verilmistir.

X herhangi bir kiime olmak iizere f : X — R” geklinde tanimlanan bir

fonksiyon ve bir C' C R" siralama konisi i¢in verilen

min f(z)

re X

(VP)
vektor degerli probleminde bir w € C' agirlik vektort ile

min (f(z),w)
reX

gercel degerli problemin elde edilerek c¢oziilmesine Agirhiklandirilmig Toplam
Yontemi ile skalarizasyon denir. Bu yontemin diger ézellikleri i¢in [13] ve [19]’a

bakilabilir.
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Agagidaki oOrnekte Agirliklandirilmis Toplam  Yontemi ile  Ardigik

Agirliklandirilmis Toplam Yontemi karsilagtirilmisgtir.

Ornek 3.0.12. Baz araclarm fiyat-performans oranlar ve yakit tiketimler:
sekildeki gibi olsun. Performansa gore distuk tcret ve az yakit tiketimi tercih
edildiginden R konisi siralama konisi segilerek minimal elemanlar bulunmaya

calisilacaktur.

Sekil 3.5: Ornek 3.0.12'de Agirliklandirilmig Toplam ve Ardigik Agirhklandirilmg

Toplam Yontemleri igin seviye kiimeleri

(1,1) wvektorini Agurliklandiridmes Toplam Yénteminde w agurlk vektori
olarak segersek, ¢ozim kimesini {A, B,C} olarak buluruz (Sekil 3.5). Bunun
sebebi, bu araclarn {y : (r1,y) = a} seviye kiimesi iizerinde olmasidir. Ardigik
Agqurliklandvrilmeg Toplam Yénteminde ry vektorind (1,1) olarak secersek, ayna
coztim kimesint ilk adimin sonucu olarak elde ederiz. Chinki; ilk adimda
Agqurliklandirilmas Toplam Yontemi ile ayne skaler problemi elde etmis oluruz.
Ardistk  Agurhiklandurmlmis  Toplam — Yonteminde — ikinci  advm  i¢in
ro = (1,—1) olarak segersek, problemin bu metoda gére tek sonucu olan A

araciny buluruz(Sekil 3.5).

Asagida bu iki yontemin yukaridaki ornekden elde edilen sonuglar dikkate

alinarak bazi kriterlere gore karsilagtirmalar: verilmistir.
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3.1 Vektor ve Agirliklarin Secgilmesi

Bu baslik altinda Agirliklandirilmig Toplam Yonteminin agirlik vektoriiniin
Ardisik Agirliklandirilmig Toplam Yonteminde ise; agirlik vektorlerinin ve bu
vektorlerin siralarinin nasil secildigi, bu vektorlerin problemi ¢ozecek kigilerin
isteklerini nasil karsiladigi incelenecektir.

Agirliklandirilmis Toplam Yonteminde kriterler arasindaki onem tercihi
bize agirhk vektoriinii verir. Ornek olarak ikinci kriter, birinci kriterden daha
onemli ise; agirhik vektorii olarak (1,2) vektoriinii segebiliriz. Boylece; ikinci
kritere iki kat onem vermis oluruz. Bu durum da ikinci kritere gore daha
optimaldir. Agirlik vektoriinde bir bileseni 70”7 segersek, ¢6ziim bulunurken
kargilik gelen kriter dikkate alinmayacaktir. (1,1) segildiginde ise, kriterlere
esit onem verilmis olur.

Ardisik Agirliklandirilmig Toplam Yonteminde de bunu gerceklestirebiliriz.
Bununla birlikte kriterlere oncelik de verebiliriz. r; vektorii birinci oncelige
sahiptir. Ardindan ry vektori gelir. Bu asamada sadece, birinci agirlik
vektoriine gore minimal olan sonuclar degerlendirmeye alinir. Bundan son-
rasinda da sadece bir onceki skaler problemin c¢oziimleri tizerinde caligilir.
Boylece kriter sayis1 kadar agirlik vektori secerek bize daha uygun olan ¢oziimii
bulabiliriz. Verilen érnekte 7o vektériinii (1, —1) segerek birinci skaler prob-

lemin ¢oztimleri arasinda daha az yakit tiiketen araci tercih etmis olduk.

3.2 Yontemlerden Elde Edilen Coziimler

Bu boliimde, yontemlerden elde edilen c¢oziimler degerlendirilecektir.
Yontemlerin uygulama agsamasindan ¢oziimiin elde ediligine kadar olan asama-
lar karsilagtirilacaktir.

Agirliklandirilmig Toplam Yonteminde bir skaler problemin ¢éziimii olan
¢oziimler kiimesi elde ederiz. Bu kiime onceki boliimde agiklandigr gibi agirlik
vektoriinde belirtilen deger atamalarina uygun olan tiim ¢oziimleri igerir. Sekil
3.5’te de goriilebilecegi gibi bir hiperdiizlemle amag fonksiyonunun goriintii
kiimesinin kesigimi bize bu ¢oziim kiimesini verir.

Ardisik Agirliklandirilmig Toplam Yonteminde ise, n tane ardigsik skaler
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problemin ¢oziimii olan tek ¢oziim elde ederiz. Her skaler problem sirasina
gore oncelige sahiptir. Segilen agirlik vektorleri sirasina gore farklh deger ata-
malarini dikkate alir. Sekil 3.5’de goriilebilecegi gibi amag fonksiyonunun
goruntii kiimesi ve birbirine dik hiperdiizlemlerin kesigimi ¢oziimii verir.

Verilen ornekte
min(ry, f(z))
re X

(SPr)

probleminin ¢o6ziim kiimesi w = r; olarak sectigimizde Agirliklandirilmig
Toplam Yontemi ile elde edilen ile aymdir. Bu kiime {4, B, C'} kiimesidir.

Ikinci skaler problem olan

min(ry, f(r))
x € Sol(SPy)

(SP,)

probleminin ¢oziimii, Ardigik Agirliklandirilmig Toplam Yonteminin ¢oztimudiir.
Bu arag 7, = (1, —1) olarak sectigimizde A, ro = (—1,1) segtigimizde ise C'

aracidir.

3.3 Tam Siralama ile Uyum

Siralama konileri, verilen vektér optimizasyon probleminde istenilen daha
yiitksek veya daha diigiik degerlere gore belirlenir. Yani siralama, probleme
baglidir. Bu boliimde ozel olarak tam siralama konisine gore bir problem
verildiginde, yontemlerin gosterecegi uyum degerlendirilecektir.

Siralama konisi, tam siralama konisi oldugunda; Ardigik Agirhiklandirilmig
Toplam Yontemi bize problemin ¢oziimiinii daima verecektir. Bu durum Teo-
rem 2.4.8’de kanitlanmigtir.

Ancak, Agirliklandirilmig Toplam Yontemi bunu saglamayabilir. Bunun se-
bebi, siralama konisi tam siralama veren bir koni oldugunda ¢oziim tektir. An-
cak, Agirliklandirilmig Toplam YoOnteminin tek sonug verecegini garantileyen

bir ozelligi yoktur. Ornekte siralama konisini

K:={yeR?: (r,y) >0} U{y €cR*: (r,y) =0, (ry,y) > 0} U {0}
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tam siralama konisi olarak secersek, problemin ¢oziimii A aracidir. Ardigik
Agirliklandirilmig Toplam Yontemi {7y, ro} vektorlerini sirasi ile segtigimizde

bunu saglayacaktir.

3.4 Yontemlerin Etkinligi

Bir vektor veya kiime degerli optimizasyon problemi skalerizasyon yontem-
leri kullanilarak ¢oziildiigiinde, tiim ¢oziimlerin elde edilemedigi durumlar ola-
bilir. Bu, kullanilan yontemin etkinligine ve c¢oziimden beklenilen kriterlere
baghdir. Bu bolimde, Agirliklandirilmig Toplam ve Ardigik Agirliklandirilmig
Toplam Yontemlerinin hangi durumlarda orjinal problemlerin ¢oziimlerini
verdigi incelenecektir.

Goriintii kiimesi koni konveks oldugunda, Agirliklandirilmig Toplam Yontemi
ile tiim ¢oziimlerin bulunabildigi bilinen bir gercektir [13]. Bu, Ardigik
Agirliklandirilmig Toplam Yontemi igin gegerli degildir. Verilen Ornekte B
araci {11, ry} vektorleri nasil secilirse segilsin, Ardigik Agirliklandirilmig Toplam
Yontemi ile elde edilebilecek bir ¢oziim degildir. Ancak, farkl {ry, ro} vektorleri
secilerek elde edilebilecek ¢oziimlerin konveks kombinasyonudur (A ve C

araglarinin). Asagidaki teorem, bu 6zelligi garanti eder.

Teorem 3.4.1. X herhangt bir kume ve f : X — R"™ bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun gorintiu kimesi kompakt tabana sahip C' C R™ swralama koni-

sine gore koni kapalr ise
min f(z)

rzeX

(VP)

vektor optimizasyon probleminin Agurhiklandurilmis Toplam Yontemi ile elde
edilen ¢ézim kiimesi, farkly {ry,ro, ..., } kullanalarak Ardusik Agurliklandirilmasg

Toplam Ydntemi ile elde edilebilecek ¢ozimlerin bir konveks kombinasyonudur.

Kamit. Kamt icin verilen problemin Agirhiklandirilmis Toplam Yontemi kul-
lanilarak elde edilen ¢oziim kiimesinin konveks ortiisiiniin herhangi bir u¢ nok-
tasi dikey bir {ry, ro, ..., 7, } kilmesi i¢in elde edecegimiz Ardigik Agirliklandi-

rilmig Toplam Yonteminin ¢oziimii oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.
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Oncelikle bir w agirhk vektori aldigimizda, Agirhiklandirilmig Toplam

Yontemi ile elde edilecek olan ¢oziim kiimesi bir a gercel sayisi icin
Ay i=conv({y:z € X igin y = f(x),(w,y) =a})

seklindedir. 7, A; kiimesinin bir u¢ noktasi olsun ve r; = w segelim. 7y A;
noktasinin bir u¢ noktasi oldugundan bir destek hiperdiizlemine sahiptir. Bu
destek hiperdiizlemini veren vektor ro olsun. 7y vektoriiniin r; vektori ile
lineer bagimsiz olacagi agiktir. Bu durumda ry vektorini r; vektoriine dik

secebiliriz. Boylece destek hiperdiizlemi

Hl = {y e R": <T27y> = <T2,§>}

olacaktir. Bu hiperdiizleminin A; kiimesi ile kesigim kiimesi

A2 = Al ﬂH1

seklinde olur. Bu kiime de konvekstir ve y A; kiimesinin ug¢ noktasi oldugu
icin A, kiimesinin de u¢ noktasidir. Bu durumda ¢ noktasinin Ay kiimesi icin
de bir destek hiperdiizlemi vardir. Bu vektori r3 olarak segelim. r3 vektorii
de r; ve r9 vektorlerinden lineer bagimsiz olacagindan, rs vektoriinii de bu iki

vektore dik segebiliriz. Bu vektorle elde edecegimiz hiperdiizlem

Hy:={y € R": (r3,y) = (r3,9)}
seklinde olacaktir. Bu hiperdiizlemin A, kiimesi ile kesisiminden elde edecegi-

miz kiime

Az := Ay N Hy
seklinde olur ve bu kiime de konvekstir ve ¢ bu kiimenin de bir u¢ noktasidir.
Bu sekilde {ry,79,...,7,} dikey kiimesini elde edebiliriz. § noktasi

min (f(x),r1)
reX

(Sh)

skaler probleminin ve i € {2,...,n} i¢in elde edecegimiz

min (f(z),r;)
f(ZL‘) - Ai—l

(SP)
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sirali skaler problemlerinin de tek ¢oziimiidiir. Bu durumda Agirliklandirilmig
Toplam Yontemi ile elde edilebilecek bir ¢oziim kiimesine ait herhangi bir ug

nokta, Ardigik Agirhiklandirilmig Toplam Yontemi ile elde edilebilir. O

Asagidaki ornekte, giris boliimiinde verilen market probleminin ¢oziimii

verilmigtir.

Ornek 3.4.2. Bir marketler zincirinde daha ucuza daha wyi hizmet igin 11
farkl subede farkly calisma planlar, uygulanmas ve elde edilen sonuclar calisan
sikayetleri, muster: sikayetleri ve maliyet ana basliklar altinda asagidaki tabloda

listelenmistir.

Sube

Calisan Sikayetleri

Miisteri Sikayetleri
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8
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9

| LW | N~
N | D |

Maliyet

Sonuglar ¢ degisik kritere gore degerlendirilecektir. Ik olarak ¢ ana
baslikta esit derecede onemli kabul edilecek, daha sonra da miisteri memnuniyeti
one ¢ikarilacak ve son olarak da maliyet on planda tutulacaktir. Belirtilen is-
teklere gore birinci agurlik vektori r = (1,1,1) olmalidir. Bu durumda elde
edecegimiz ilk skaler problem

(SP) min  (ry,s)
sesS
olur. ry’e dik olan hiper diizlem ry yoninde hareket ettirildiginde, ilk olarak,
S kimesinin alte elemanina ayni anda temas eder(Sekil 3.6). Bu elemanlar,
birinci skaler problemin ¢ozium kiimesidir. Yani ikinci skaler problemde sadece
bu elemanlar dikkate alinarak digerleri goz ardey edilir.

Birinci skaler problemin ¢ozim kiimesine min(SPy) diyecek olursak; bu

kiime, alts elemandan olusur. Ikinci kriter olarak miisteri memnuniyeti tek

olarak dikkate alinacaktir. Bu durumda, r1’e dik olan ro = (—1,1,0) vektiori
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Sekil 3.6: Ornek 3.4.2°de 1. Skaler Problemin Coziim Kiimesi

alinabilir. Boylece, ikinci skaler problem

min(rs, s)

s € min(SPy)

(SP,)

olur.

Bu problemin ¢ézim kiimesi (min(SPy)) ¢ noktadan olusur (Sekil 3.7).
Bu noktalar ro 'ye dik olan hiper diizlemin 1. skaler problemin minimal eleman-
lar kumesine ry yoninde lerletildige durumdaki ilk temas ettigi noktalardar.

Uciincii advmda ise, 2. asamada elde edilen ¢oziimler tizerinden islem yapr-
lacaktir. Bu asamada sadece maliyetler dikkate alinacagindan, r ve ro 'ye dik
olanry = (—1, —1,2) vektori kullanilacaktir. Bu durumda ti¢iinci skaler prob-

lem

min(rs, s)

s € min(SP,)

(SPs)

olur.
Bu problemin ¢ozimi geometrik olarak uzayda birbirine dik ti¢ hiper dizle-
min kesigimidir. Bu yiizden tek noktadir(Sekil 3.8). Bu nokta, I subesinin

verdigi noktadar.
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Sekil 3.7: Ornek 3.4.2°de 2. Skaler Problemin Coziim Kiimesi

Yukarida geometrik olarak yapilan hesaplamalar, asagidaki tabloda da be-

lirtilmistir. Her seviyedeki ¢ozum kimesinin minimal elemanlar:, koyu yaz

tipiyle gosterilmis ve ¢ozimin mantigi geregi

asamada dikkate alinmastir.

sadece bu ¢oziimler bir sonraki

Sube | A| B|C| D |E|F|H| I | J|K|L
(ri,) (12112 14|12 | 16 |12 | 18|12 | 16| 19| 12
(ro,) | 0| 4 -4 0 -4 -4
(13,°) ) -6 0

Bu durumda, I subesinde uygulanan sistemin en 1yi ¢ozum oldugu aciktur.
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4 VEKTORLESTIRME

Kiime degerli optimizasyonda yapilan uygulamalar, genel olarak, vektor op-
timizasyonda elde edilen sonuclarin kiime degerli doniigiimlere uygulamasidir.
Kiime degerli dontigiimler iizerinde optimal kiimenin bulunmasi problemleri,
pek ¢ok arastirmaci tarafindan caligilmigtir. Bu caligmalar arasinda en ¢ok
dikkat gekenlerden birisi, Aubin ve Cellinanin Set-Valued Analysis [2] kitabidir.
Konuyla ilgili temel ve ek bilgiler i¢in bu kitaba bakilabilir.

Bu boliimde, uygun kiime degerli doniigtimlerden optimizasyon problem-
lerinde kullanilabilecek bigimde vektor degerli fonksiyonlar elde edilecektir. Bu
islem tarafimizdan ” vektorlestirme” olarak adlandirilmigtir. Oncelikle, koni ka-
pali ve koni sinirh bir kiimeden K tam siralama konisi kullanarak bir vektoriin
elde edilisi ile ilgili bir varlik teoremi verilecektir. Sonrasinda, kiimelerin ve
bu kiimelerden vektorlestirme ile elde edilen vektorlerin bazi 6zellikleri ince-
lenecektir. Vektorlegtirmenin varlik teoreminin kiime degerli doniigtimler igin
bir sonucu verildikten sonra, Kuroiwa [27] tarafindan verilen kiime siralamasi
ve vektorlegtirme ile elde edilen vektorlerin siralamalar: arasinda iligkiler ve-
rilerek kiime degerli optimizasyon problemlerinin vektor degerli optimizasyon

problemlerine doniigtiiriilmesi kanitlanacaktir.

4.1 Kimelerin Vektorlestirmesi

Agagida vektorlesgtirme igin gerekli olan koni kapalilik ve koni sinirlilik
tamimlart verilmisgtir. Bu tamimlar, farkli caligmalarda farklh sekillerde ve-

rilmistir.

Tanim 4.1.1. Y bir vektor uzay, C C Y siwri konveks siralama konisi ve
A CY olmak tizere A + C kapalr ise A’ya C-kapalidir [28] ve A C (y + C)
olacak sekilde bir y € Y varsa A’ya C-sinvrlidir denir. [19]

Asgagida bir koni kapali ve koni sinirhi kiime icin tam siralamaya gore mi-

nimal elemanin varligi ve tekligi gosterilmistir.

Teorem 4.1.2. Y gercel ayrilabilir Hilbert uzay, C Y 'de int(C) # 0 olacak

sekilde kompakt tabana sahip swralama konisi, S C'Y bos olamayan C-kapals
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ve C sunarly bir kiime olsun. Bu durumda
{s} = min(S; K)
olacak sekilde bir K tam siralama konisi ve s € S vardar.

Kamit. C kompakt tabana sahip oldugundan, B := {c € C': (ry,r) = 1} C'nin
bir kompakt tabani olacak sekilde bir r; € C* ( [19] sayfa.17) vardir ve

Ccl{yeY:(r,y) >0}U{0y}

olur. Boylece
K = (U{a €Y :Vj <i,(rja)=0,(r;,a) > 0}> U{oy}  (4.1)
i=1
bir tam sirama konisi olacak bigimde Y'nin dikey bir {r; : ¢ € N*} tabam

vardir(Teorem 2.3). S, C-siirh oldugundan
Sc{yt+C

olan bir y € Y vardir.

Sonug olarak; her § € S icin y <¢ ¢ olur. r; € C* oldugundan (ry,-) C
konisine gore kesin artandir [19]. Bu durumda, her g € S i¢in (r1,y) < (r,9)
olur. Sonug olarak {(r1,7) : g € S} kiimesi altan sinirhdir.

S’nin minimal elemani ayni1 zamanda S + C'nin de minimal elemani oldu-

gundan {(ry, ) : g € S + C} kiimesi de alttan sinirhidir. Bu durumda bir
a:=min{{ry,9) : g € S}.

gergel sayisi vardir. Kabul edelim ki; b := (r, x) olsun. b < a olacag: agiktir.

(5P MY (4.2)
jes

skaler probleminin minimal elemanlar1 kiimesi diigtinelim.
S0 ((a—b)B+{y})

olarak gosterilebilir(Sekil 4.9). S ve S+ C’nin minimal elemanlar1 kiimesi ayni

oldugundan
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(S+C)N((a=0)B+{y}) =5n((a—b)B+{y})

esitligini dogrudan elde ederiz.

{z}+(a—0)-B

Sekil 4.9: Teorem 4.1.2'nin kamtinda (SP;) probleminin minimal elemanlar1 kiimesi

S+C kapal ((a—b)B+{y}) kompakt ve kapal kiime ile kompakt kiimenin

kesigimi de kompakt oldugundan
A =50 ((a—b)B+ {y))

kiimesi kompakttir. Boylece

(SP,) s 9] (4.3)
yeA

skaler probleminin ¢oziimii bir ¢; € R igin
Ay = A N{reY : :(ro,r)=c}

seklinde olur. A; kompakt ve {r € X : (ry,r) = ¢} kapal oldugundan A, bos
olmayan kompakt bir kiimedir.

Benzeri sekilde
min(ry,_1, )
(SP,-1) (4.4)
g € An—2
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(n—1). skaler problem A,,_, bog olamayan kompakt kiimesi i¢in tanimh olsun.

Bu durumda bu problemin ¢6ziim kiimesi bir ¢,_; € R sayisi i¢in
A=A, oN{reX (rn_1,r) =cp1}

seklinde olur. A,,_;’in de bosg olmayan kompakt bir kiime oldugu aciktir. Bu

sekilde

(SP.) T 9 (4.5)
g € Anfl

problemini A,_; kiimesi i¢in tanmimlanabilir. Sonug olarak her ¢ € N*\ {1, 2}
icin (SP;) skaler problemini bu gekilde tanimlayabiliriz. Bu ise, bize, daralan
bog olmayan kompakt A,, kiime serisi saglar. Cantor Teoremden bu kiimelerin

kesigimi tek noktadan olugur. Bu noktay1 s olarak segersek,
{s} = min(S, K)
olarak elde ederiz. O

Bu sekilde elde ettigimiz vektori, S kiimesinin K-minimali olarak isim-
lendirecegiz. Asagidaki yardimer teoremde koni kapali ve koni sinirh kiimelerin

baz1 ozellikleri verilecektir.

Yardimci Teorem 4.1.3. Y gercel ayrilabilir Hilbert wuzay:, C Y ‘min
int(C) # 0 olacak sekilde kompakt tabana sahip siralama konisi ve Sy, Sy C'Y

bos olmayan C-kapalr, C-sinirly kiimeler olsunlar. Bu durumda;

i) Her X > 0 i¢in \Sy C-kapaly ve C-sinirlidar.

ii) S1+ Sy C-sumrhdar.

Kanat. i) Koni kapalilik tamimindan S; + C' kapalidir. Bu durumda her-

hangi bir A > 0 i¢in
AS1+C)=AS1+AC =751 +C

kapalidir. Sonuc olarak AS; C-kapalidir.
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Sy C-smurh oldugundan S; C {y} + C olacak sekilde bir y € Y vardur.

Buradan

ASI CA{yr+C) ={ y} +C

olur. Yani AS; C-smirhdir.

ii) S; C-sinirh oldugundan S; C {y;} + C olacak sekilde bir y; € Y ve S
C-smurh oldugundan Sy C {ys} + C olacak sekilde bir yo € Y vardir. Bu

durumda

Si+8 C{yt+0)+ {1} +C) ={n+yp}+C+C={y1+y}+C

olur. Sonug olarak Sy + Sy C-smirhdir.

O

Teorem 4.1.4’te kiimelerin toplami ve skaler bir say1 ile carpimi altinda

vektorlestirmenin korundugu gosterilmigtir.

Teorem 4.1.4. Y gergel ayrilabilir Hilbert uzay:, C, Y 'nin int(C) # 0 ola-
cak sekilde kompakt tabana sahip swralama konisi, S1,Sy C Y bos olmayan
C-kapaly, C-svmarl kuimeler ve sy, so siraswyla Sy, Sa 'nin K-minimallert olsun.

Bu durumda
i) Her A >0 i¢in Asy \Sy in K-minimalidir.
it) Ek olarak S+ S C-kapali ise s1 + sy Sy + S 'nin K-minimalidir.

Kanat. 1) sp vektorit S;’'in K-minimali oldugundan ({s;} — K)N.S; = {s1}
olur. Bu egitlikte her iki tarafi bir A > 0 ile ¢carptigimizda A({s;} — K) N
AS] = Ms1} elde ederiz. Buradan ({As;}—K)NAS; = {As;} olur. Yani,
{As1} = min(ASy, K) olur ki bu As; vektoérii AS;’in K-minimali oldugu

anlamina gelir.

ii) s; vektori Sy’'in K-minimali oldugundan ({s1} — K)NS; = {s1} ve aym
sekilde sy vektorii Sy’in K-minimali oldugundan ({se} — K) NSy = {s3}
olur. Boylece s1+s9 € S1+4 S ve s1+ 59 € {51+ 52} — K oldugu goriiliir.
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Sonug olarak s; + so € ({s1 4+ s2} — K) N (S; + S3) olur. Kabul edelim,

ki bu kesigim farkli bir elemana daha sahip olsun. Yani

51 € Sl, So € .5, (46)

ve

§1 + 52 c {81 + 82} — K (47)

olacak gekilde bir § = 3; + 35 var olsun. (4.6) ile birlikte s; ve sy'nin
K-minimalliginden ve tam siralamaya gore minimallik ve giicli mini-
mallik denk oldugundan s; € s; + K ve $; € s; + K olur. Bu durumda
S1+ 8 € {s1 + s2} + K elde ederiz. (4.7) kapsamiyla birlikte buradan
51+382—s1—s2 € KN(—K) = {0y} bulunur. Sonug olarak §;+35 = s1+59
olur. § = §; + 85'yi 1 + so’den farkli kabul ettigimiz icin de bu bir
celigkidir ve ({s1 + s2} — K) N (S1 + S2) = {s1 + so} olur. Yani s1 + s9

vektori S + Ss’nin K-minimalidir.

4.2 Kiume Degerli Doniisiimlerin Vektorlestirilmesi

Bu boliimde, kiimelerin vektorlestirilmesinin bir sonucu olarak kiime degerli
dontisiimlerin vektorlegtirilmesi ve optimallik ile ilgili elde edilen sonuclar

verilecektir.

Sonug 4.2.1. Y gercel ayrilabilir Hilbert uzay, C'Y nin int(C) # 0 olacak
sekilde kompakt tabana sahip bir siralama konisi, X bos olmayan herhangi
bir kime ve F' : X =Y C-kapal, C-sinwrly kume degerli dontisum olsun.
Bu durumda her v € X i¢in Vr(z) F(z)’in K-minimali olacak bicimde bir

Ve : X — Y wektor degerli donusimi vardar.

Kanit. Herhangi bir x € X igin F'(z), C-kapali ve C-siirhdir. Teorem 4.1.2’den
biry € F(z)iginy F(z)in K-minimalidir. Vr(z) = y secersek kanit biter. O
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Bundan sonraki boliimde bu sekilde elde ettigimiz vektor degerli Vig(x)
fonksiyonu F'(x)’in K-minimali olarak isimlendirilecektir. Bu fonksiyon, segilen
K tam siralamasina bagl olarak tekdir. Farkli bir tam siralama konisi secildi-
ginde, farkli bir K-minimal bulunabilir.

Tam siralama konilerinde minimalligin, gii¢lii minimallige denk oldugu
daha &nce gosterilmigti (Teorem 2.4.3). Bu 6zelligin bir sonucu olarak agagidaki

ozellik elde edilir.

Sonug 4.2.2. Y gercel ayrilabilir Hilbert uzay, C C Y int(C) # 0 olacak
sekilde kompakt tabana sahip bir siralama konisi, Y bos olmayan herhangi bir
kime ve F' : X =Y C-kapal, C-surl kiime degerli donisim ve Vp(x)

F(x)’in K-minimali olsun. Bu durumda her x € X ig¢in
{Ve(z2)} + K =F(z)+ K
olur.

[27] Y bir vektor uzayi, C' Y de bir siralama konisi ve A, B Y’de herhangi
iki bog olmayan, C-sinirhi ve C-kapali kiime olsunl.

Bu durumda Y’de C' konisine gore kiimeler icin ”<” ile gosterilen bir
siralama

Ach@BCA‘FC

seklinde tanimlanir.
[27)’de verilen siralama taniminin yansiyan, gegigken, vektor toplami ve
skaler carpmayla uyumlu oldugu ancak; anti-simetrik olmadigi belirtilmigtir.

Onerme 4.2.3’de siralamanim bu 6zellikleri kamtlanmstir.

Onerme 4.2.3. Yukarida, koni sinwrl ve koni kapaly kiumeler icin verilen
siralama, yanswyan, gegisken, vektor toplams ve skaler ¢arpimayla uyumludur.

Ancak anti-simetrik degildir.

Kamit. C' Y'de bir siralama konisi, A, B,D Y’de bos olmayan C-siirh ve

C-kapali kiime olsunlar.

i) Bu durumda A C A + C olur. Dolayisiyla A < A dir. Yani bu bagint1

yansiyandir.
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i)

iii)

iv)

A <s Bve B<g D olsun. Buradan B C A+ C ve D C B + C olur.
C bir siralama konisi oldugundan konveks konidir. Yani C' = C' + C dir.

Bu durumda
DCcB+CCA+C)+C=A+(C+C)=A+C
olur. Sonug olarak baginti gegiskendir.

y € Y herhangi bir vektor ve A <o B olsun. Tanimdan B C A +
C' demektir. Bu durumda {y} + B C {y} + A + C olur. Bu ise
{y} + A <¢ {y} + B oldugunu gosterir. Sonug olarak bu baginti vektor

toplami ile uyumludur.

A>0ve A <g B olsun. O halde B ¢ A+ C dir. Bu durumda
AB C MA+ C) ve C = AC oldugundan AB C AA + C olur. Sonug

olarak bagint1 skaler carpim ile uyumludur.

Bagimtinin anti simetrik olmadigini gostermek i¢in bir ters ornek yeterli

olacaktir. C' =R3 C R?* A :={(0,0)} ve B = C olsun.
A={0,00}cR:>+C=B+C

ve

B=R2 C{(0,00}+C=A+C

oldugundan A <o B ve B <¢ A olur. Ancak A # B dir. Bu durumda

bagint1 antisimetrik degildir.

O

Kiime siralamasinda kismi siralama yerine tam siralama kullanildiginda,

antisimetriklik 6zelligi harig, bir tam siralama elde ederiz. Yardimci Teorem

4.2.4 bu ozelligi gosterir.

Yardimci Teorem 4.2.4. Y bir vektor uzayr ve K wvektorler icin bir tam

siralama konist ve A, B 'Y ’de bos olmayan iki C-sinarl ve C-kapali kime ol-

sunlar. 7 <y 7 bagintist yukarida verildigi sekilde olsun. Bu durumda A <x B

veya B <y A olur.
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Kamit. Kabul edelim ki, varsayinlar saglansin ancak; A £ B ve B £x A
olsun. Bu durumda a ¢ B + C olacak bicimde bir @ € A ve b ¢ A + C olacak
sekilde bir b € B vardir. Dolayisiyla @ ¢ {b} + C ve b ¢ {a} + C olur. Yani

a £k bveb £y adir. Buise K'nin tam siralama konisi olmasi ile geligir. [

Sonug 4.2.5. Y gercel ayrilabilir Hilbert uzay:, X bos olmayan bir kime ve C
Y 'nin int(C) # 0 olacak sekilde kompakt tabana sahip swralama konisi olsun.
F: X =Y C-kapal, C-sinarly kiime degerli dontigim ve Vi : X — Y F(x)’in
K-minimali olsun.

Bu durumda herhangi x1, 19 € X i¢in,
F(x1) <g F(x3) & Vi(21) <g Vp(x2)
dir.

Kanat. Sonug 4.2.2'den Ve(x1) + K = F(z1) + K ve Vp(zy) + K = F(x) + K
dir.
(=) F(x1) <k F(z3) yani F(z3) C F(z;) + K olsun. Bu durumda

Vi(zy) € F(x2)
C F(xr)+ K

= {Vp(z)} + K

olur. Bu Vi(z2) € {Vr(x1)} + K demektir. Dolayisiyla Vi(x1) <g Vp(z2)
oldugu gosterilmis olur.

(<) Ve(z1) <k Ve(zs) yani, Vr(zs) € {Vr(z1)} + K olsun. Bu durumda

F(zy) C F(z)+ K
= {Vp(z)} + K
C {Vp(a1)} + K
F(x)+ K

olur. Bu F(z3) C F(x1) + K demektir. Yani F(z1) <k F(x9) dir. O

Sonug 4.2.6. Y gercel ayrilabilir Hilbert uzay, X bos olmayan bir kume ve
C Y 'de int(C) # () olacak sekilde kompakt tabana sahip siralama konisi olsun.
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F : X = R" C-kapali, C-sunarly kume degerli donisimi ve Vg @ X — Y
F(zx)’in K-minimali olsun.

Bu durumda K tam siralama konisine gore

min F(z)
(SVP) (4.8)
reX

kiime degerli probleminin ¢ozumai, K tam siralama konisine gore

min Vp(z)
(VP) (4.9)
reX

vektor degerli problemin ¢ozimaiiyle aynidar.
Kanat. Kanit Sonug 4.2.5'ten hemen goriilebilir. O

Koni kapali ve koni sinirh bir kiime degerli dontigiimle K-minimali arasinda
siireklilik acisinda bir gerektirme yoktur. Asagidaki ¢rneklerin ilkinde, kiime
degerli dontisiimiin stirekliliginin K-minimalinin stirekliligini gerektirmedigi
gosterilmistir. Tkinei 6rnekte ise, kiime degerli doniisiim siirekli olmadig: halde

K-minimalinin stirekli olabilecegi gosterilmistir.

Ornek 4.2.7. F : [0,2n) = R2, F(x) = [(0,0), (cosz, sinz)], C' = R ve K

konisi ry = (1,1),r9 = (=1, 1) vektorlerinden elde ettigimiz
K={(z,y) eR*:a+y>0}U{(r,y) eR*:2 <0,y = -2} U{(0,0)}

konisi olsun.  F(x) kompakt degerli donisim oldugundan, C-simrle ve
C-kapalidir. Ek olarak Hausdorff metrigine gore sureklidir. F(x) K konisi

ile Teorem 2.2.3’den elde ettigimiz vektor degerli donisim

cosx,sinx) : x € [ IT
Vr(z) = ( ) {34 74) (4.10)
(0,0) c e [ T)
olur.
Vie(z) fonksiyonunun ?jf ve %’T noktalarinda surekli olmadige agiktur.
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Ornek 4.2.8. C ve K Ornek 4.2.7'de verildigi gibi olsun. F : R = R? kiime

degerli doniisim

0,0),(1,2)] : x¢€

py | 10002 rea -
[(0,0),(2,1)] = =¢&Q

olarak tanwmlansin. F(z) hicbir noktada siirekli olmadign agiktir. Ancak F(z)

K konisi ile Teorem 2.3.67de elde ettigimiz vektor degerli donisim her x € R

icin Vp(z) = (0,0) olur ve streklidir.
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5 KUME DEGERLI YONLU TUREV

Kiime degerli analiz ve optimizasyon ile ilgili ¢cok sayida caligma vardir.
Kiime degerli optimizasyonun miihendislik ve oyun teorisi tizerine 6nemli uygu-
lamalarimin oldugu bilinmektedir( [1] ve bu eserde gegen referanslara bakila-
bilir.) 1990’da kiime degerli analiz, Aubin ve Frankowska tarafindan gahsgildi
[2]. Kiime degerli optimizasyonun sistematik galigmasi, 1989’da Luc [28] ve
1984’de Aubin ve Ekeland [1] tarafindan verilmigtir. Kiime degerli optimiza-
syondaki onemli yonlerden biri de kiime degerli bir dontigiimiin tiirevi veya
yonlii tiirevi ile ilgili galigmalaridir. Bu ¢aligmalar, vektor degerli dontigiimlerin
subdiferansiyelleri ¢aligmalari ile baglamigtir (1974’de Zowe [39], 1982’de Thibault
[34], 1985’de Sawaragi ve arkadaglarn [32], 1991’de Chen ve Craven [9] ve
1992’de Yang'n [35] galismalarina bakilabilir.)

Kiime degerli bir dontigiim i¢in tiirev kavraminin aragtirilmasi, 1977’de Bor-
wein [8], 1988’de Corley [11] ve 1991°de Luc [29] tarafindan geligtirilmistir.
Kiime degerli optimizasyonda optimallik sartlarini uygun olarak belirtmek i¢in
Jahn ve Rauh [18] 1997’de kiime degerli bir doniigiimiin contingent tiirevlerini
tamimlamiglardir. 1998’de Yang tarafindan kiime degerli doniigtimler i¢in Dini
yonlii tirevler verilmigtir [36].

Bu boliimde, Aubin ve Frankowskanin Set-Valued Analysis kitabinda [3]
vermis olduklar1 kiime degerli doniigtimler icin limit tanimi ve vektorlegtirme
kullamilarak kiime degerli dontigiimler icin yeni bir yonli tiirev tanimi ve-
rilmistir. Bu tamimla daha once verilmig olan kiime degerli doniigiimler i¢in
yonlii tiirev tanimindan [36] daha kolay hesaplanabilir bir tiirev elde edilmistir.
Bir kiime degerli doniigiim ailesinde dogrudan vektor degerli fonksiyonlarin
yonlii tiirevinden sonuca ulasilirken hesaplamalar i¢in geometrik olarak da
ornekler verilmistir. Bu tiirev tanimi ile optimallik sartlari elde edilerek 6rnekler

tizerinde uygulanmigtir.
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5.1 Kime Degerli Yonlu Tirevin Tanimi ve Hesaplanmasi

Agagida kiime degerli dontigiimler icin Aubin’in yaptigi limit tanimi

verilmigtir.

Tamim 5.1.1. /2] X ve Y metrik uzaylar, F : X =2 Y kime degerli doniigim
olmak uzere F' donusumunin bir x € X 'dek:
ustten limiti
limsupF (z) :=={y € Y : liminf d(y, F(x)) = 0}
T—T T—T

alttan limiti

liminfF(z) ={yeY: :lvzli% d(y, F(z)) =0}

T—T

olarak tanimlanar.

Tanim 5.1.2. X ve Y gercel ayrilabilir Hilbert uzaylar, F : X =Y kompakt
tabana sahip bir C' C'Y swralama konist igin C-kapaly ve C'-svnarly kiime degerl
doniigim, Vp : X =Y F(x)’in K-minimali olsun. Bu durumda

F(z +th) — VF<x)) _ O}

t

DhF+(37) = {y cY: lzmmf d (y,

t—0+
kiimesine F' kume degerli dontisuminin bir v € X noktasinda h € X yoniindeki
K tam swralama konisine bagl tstten yonlu tirevi denir.
Benzeri sekilde

DuF_(2) = {y €Y : lim d (y, Fla+th) - VF(x)) - 0}

t—0t t

kiimesine de alttan yonli tirevi denir.
Bir x € X i¢in DpF,(z) = DpF_(z) oluyorsa F x’de h ydninde
turevlenebilirdir denir.

DyF(z) := DyF.(x) = DyF_(x) ile gdsterilir.

Ornek 5.1.3'de R’den R’ye kiime degerli bir déniisiimde bu tiirevin

hesaplanmas1 verilmistir.

Ornek 5.1.3. F : R = R kiime dejerli doniisimii F(z) = [z, 2% 4 2] kapal

aralgr ile tanmamlanan dondsim olsun (Sekil 5.10).
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Sekil 5.10: Ornek 5.1.3’da F(z) = [22, 22 + 2] kiime degerli doniisiimiin grafigi

Bu durumda C = K = [0,00) konisi swralama konisi olur. F(x)’in
K-minimali Ve (z) = 22 olur.

Bu durumda F' kiume degerli dontusiminin bir x € R noktasindaki tstten

tirevs
DyFy(x) = {yecR:liminf d (y, F m+th ) _0)

t—0t

= {yeR:liminf d (y, [(z+th)? (x-i—th) ) ) _0)
t—0+

= {y eR:liminf d (y, T +2mth+t2h2 (0,22 ) _0)
t—0t

= {yeR:liminf d (y, 2ﬂmt’“rt2h2+[0 2]) 0)
t—0+

= {y e R:liminf d( 2zh + th? + |0, _]) =0}
t—0t

= 2zh+[0,00)

alttan tirevi de benzeri sekilde

t—>04r

= 2zh+0,00)

olur. DyF(x) = DpF_(z) oldugundan F' R™’de tirevienebilirdir.
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Geometrik olarak da disiinilecek olursa bir x € X noktasindaki h € X
yontndeki yonli tirev o yonden (Z, Vp(Z)) noktasina kiime degerli donigimaiin

grafigi icinden tum dogrusal yaklasimlarin egimlerinin kumest oldugu agiktur.

Uyar1 5.1.4. F' kume degerli donusimi vektor degerli bir donusim olarak
secgilirse kiime degerli yonli tirev vektor degerli fonksiyonlar igin tanimlanan
yonli turevle ayni olur. Bu tanim vektor degerli donistimler i¢in tanimlanan

yonli turevin kume degerli donustimlere bir genellestirmesidir.

Ornek 5.1.5’te kiime degerli yonlii tiirevin farkli noktalardaki geometrisi

gosterilmistir.
Ornek 5.1.5. F: R = R kiime degerli dontisumi

[z, 2?] |z e [-1,1]
[12’1‘4] » & ¢ [_171]

ile tanumlanan dontigim olsun (Sekil 5.11). Bu durumda C = K = [0, 00) kon-

F(x) =

isi siralama konisi olur. F'nin K-minimali Vi (z) = min{x? '} donisimai
olur. Bu durumda F kiime degerli donustiminin 1 noktasindaki ve 1 vektori
yonindek: ustten tirevi

DiF,(1) = {y €Y : liminf d(y, (+6” 1“’4 ) :0}

t—0+

2 2 3 4
_ {y €Y - liminf d (y, 2+t 4t+6t 43+t ]) _ O}

t—0t

= {er:liminf d(y,[2+t,4+6t+ 42 +13]) = 0}

t—0+
= 2.4
olur.

Sekil 5.12°de doniisimain 1 vektori yoniunde elde edilecek kime degerli yonli
turevin grafigi verilmistir. Bu sonug¢, geometrik olarak ac¢iktir. K minimal
fonksiyonun x* oldugu durumlarda kiime degerli yonli tirev 4z dondisiimaiiniin
tist kisma, aym sekilde K mianimal fonksiyonun 22 oldugu durumlarda ise kiime
degerli yonli tirev 2x donustuminin ust kismudir. Kidme degerli yonli tirev
vektor degerli simr dondgiumlerinin kesistigi -1 noktasinda [—4,—2], 0 nok-

tasinda {0} ve 1 noktasinda [2,4] olur. Bu noktalarda her iki fonksiyon da
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K-minimal olarak etkin olduklarindan kiime degerli yonli tirev bu fonksiyon-

larn tirevlerinin belirledigi araliktor.

Sekil 5.11: Ornek 5.1.5’de F(x)'in grafigi

Sekil 5.13’de 1 ve -1 noktalarinda h yonlerine gore kiime degerli yonli

tirevin grafigi verilmaistir.

Sekil 5.12: Ornek 5.1.5’de Dy F(x)’in grafigi

Teorem 5.1.6’da iki vektor degerli doniigimiin sirali araligi ile tanimlanan
kiime degerli doniigiimiin yonlii tiirevi ile alt sinir vektor degerli doniisiimiin

yonlii tiirevi arasindaki iligki belirtilmistir.
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Sekil 5.13: Ornek 5.1.5°de D, F(1) ve D F(—1)’in grafigi

Teorem 5.1.6. X ve Y gercel ayrilabilir Hilbert uzaylari, C'Y uzaynda kom-
pakt tabana sahip int(C) # 0 olacak sekilde bir siralama konisi olmak tzere,
f,9: X =Y herx € X igin g(x) — f(x) € int(C) ve f tirevlenebilir olacak
sekilde, ki vektor degerli donusim olsun. F : X =Y kume degerli dontisimai
F(z) .= (f(z) + C) N (g(z) — C) olarak tanwmlansin. Bu durumda, F kiime

degerli donistiminin bir x € X noktasinda h yonindeki yonli turevi
DyF(x) = f'(z;h) + C
olur.

Kamit. Kiime degerli doniisiim bu sekilde segildiginde Ve (z) = f(x) olacag
aciktir. Bu durumda F' kiime degerli dontigiimiiniin x noktasinda h yoniindeki

tistten yonlii tiirevi

DpF (z) = {yeR:liminfd (% W) =0}

t—0+
= {y eR:liminf d (y, OO/ _ o)
t—0t ’ t
)y )y x —J(x C x —f(x —-C
= {y: lztni%ﬁ f d(% fatth)=1@) | @0t/ (w+th) )) -
= fllz;h)+C
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- g(x +th) — f(x +th)

N\

| |

c Il Il
T T T T
0, e)—/

Sekil 5.14: Teorem 5.1.6’iin kanitinda B, tabaninin elde edilisi

Burada w f'(z; h)’e yakinsar.
Diger taraftan g(x + th) — f(z + th) € int(C) oldugundan
B(0,e) C g(z + th) — f(x + th) — C olacak sekilde bir ¢ > 0 vardir. Bu du-

rumda C konisinin B, C B(0, €) olacak sekilde bir B, tabani vardir. Dolayisiyla
(O)N(g(z-+th)—f(z-+th)—C
¢

) kitmesi C’ye yakimsar ve sonug elde edilir(Sekil 5.14).
Alttan yonli tirev de benzeri sekilde elde edilir. O

Teorem 5.1.6’de tist sinir fonksiyonu olmadigi durumda da ayni sonug elde
edilir. Teorem 5.1.7’de kiime degerli yonlii tirevle K-minimalinin yonli tirevi

arasindaki iligki verilmigtir.

Teorem 5.1.7. X ve Y gercel ayrilabilir Hilbert uzaylar:, C'Y uzaynda kom-
pakt tabana sahip bir siralama konisi olmak tzere F' : X = Y C-kapal,
C-sinarly kiime degerli dontisimii ve F(x)’in K-minimali Vi(x) tirevlenebilir
olsun. Bu durumda

Vi(x;h) € min(DyF(x), K)

olur.
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Kanit. Vo € X icin Vp(z) € F(z) oldugundan

lim et Ve(@) o {y:zZ’m(mf)d(y,w):O}

t—0+ t a0+
olacag: aciktir. Bu durumda V/.(z;h) € Dy F(x) olur.
Vi-(x; h)’'nin Dy F(x)’in minimal noktasi oldugunu gostermek igin de kabul
edelim ki V/.(x; h) ¢ min(DyF(z), K) olsun. Bu durumda y <y V/(z;h) olan

bir y € Dy F(z) vardir. K'nin tammladigr siralamadan dolay1 Vj < iy igin

(rj; ) = (rj, Vi(x; b)) (5.12)
ve

(riy, g) < (riy, Ve(a; b)) (5.13)
olan bir i; € N vardir. Diger taraftan § € D, F(x) oldugundan bir ¢, — 0"
ve f, € F(x + t,h) dizisi y, = %f@) — ¢ olacak sekilde vardir. Yani

F — .. e e e ..
M kiime dizilerinin i¢inden Vn € N icin
n

olan bir y, vektor dizisi vardir 6yle ki y, — g dir. Ve(z)'in tanimindan bu
esitsizlikte her iki taraftan Ve (z) gikartip her iki tarafi ¢,’e bolersek

_ VF(I‘ + tnh) - VF(l') <x fn - VF(x) _

Vni — Yn
" t = t Y

olur. Burada Vg, — V/i(z;h) oldugu aciktir. K'nin tammladigi siralamadan
Vj < iy icin

(rj, Ven) = (7, Un) (5.14)
ve

(Tiy Vn) < (Tigs Yn) (5.15)
olan bir 75 € N vardir. i; ve iy i¢in iki durumdan soz edilebilir ;
* 41 > iy ise (5.15) esitsizliginde limit alirsak,
lim <’ri27 VFn> < lim <’ri2a yn>
n—oo n—oo
yani
<Ti27 Vé‘('xa h’)> < <Ti27 g>

elde ederiz ki; bu, (5.12) ile gelisir.
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* 49 > iy ise (5.14) esitsizliginde limit alirsak

é@@(rm Vin) = ii”;(riu Yn)

yani
<Ti17 Vfl“(xa h)> = <Ti17 g>
elde ederiz ki; bu, (5.13) ile gelisir.

Sonug olarak, y <y Vi(x;h) olacak sekilde bir g’'nin var oldugunu varsayarak;

bu celigkileri elde ettigimiz i¢in bu sekilde bir y € Dy, F(x) olamaz. Bu durumda
Vi(x; h) € min(DyF(x), K)

olur. O

5.2 Optimallik Sartlar:

Bu boliimde, tanimlanan kiime degerli yonlii tiirev i¢in kiime degerli op-
timizasyon problemlerinde kullanilabilecek optimallik sartlar: ve uygulamalar

verilmistir.

Tanim 5.2.1. [29] X wve Y ayrilabilir gercel Hilbert uzaylar, Y kompakt
tabana sahip C' siralama konisi ile swraly bir uzay, F': X =Y bir kiime degerls

donusum ve T € X olsun. Bu durumda T en az bir € > 0 i¢in

min F(x)

r € X N B(z,¢)

(SVP)

kiime degerli optimizasyon probleminin bir minimallestiricisi oluyorsa, T ’ye
yerel minimallestirici denir. Tanwmda ozel olarak F' kume degerli donisum
yerine f : X — Y wektor degerli dontisumi alinirsa, yukaridaki tanim vektor

degerli dontsumler i¢in yerel minimallestirici tanvma olur.

Yukaridaki tanimda kiime degerli dontigiimler igin yerel minimallestirici
tanimi verildi. Tanimin orjinalinde minimallegtirici gy € min(F(B(z,¢)),C) ve

y € F(z) seklindeki (z,y) ikilisi i¢in verilse de ashnda bu caliymada
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y = Vp(z) olacag igin yani y tek olarak belirli oldugundan z’ye direk olarak
yerel minimallestirici diyebiliriz.
Teorem 5.2.2°de bir vektoriin vektor degerli bir optimizasyon probleminde

yerel minimallegtirici olabilmesi icin bir gerek sart verilmistir.

Teorem 5.2.2. X ve Y ayrilabilir gercel Hilbert uzaylar:, Y wuzayr kompakt

tabana sahip bir C siralama konisi ile swraly, f : X — Y fonksiyonu ve

rzeX

(VP)

vektor degerli optimizasyon problemi verilsin.

z, (VP) probleminin bir yerel minimallestiricisi ise, her h € X i¢in

f'(z;h) ¢ —C\ {0} (5.16)

olur.

Kanat. T yerel minimallestirici ise, ({f(z)} — C) N f(X N B(Z,¢)) = {f(z)}
olacak gekilde bir € > 0 vardir. Bu durumda her h € X ve t € (0,«) igin
f(Z+th) = f(Z) veya f(T +th) — f(T) ¢ —C olacak sekilde bir o > 0 vardir.
Her iki durumda da f(z + th) — f(z) ¢ —C \ {0} olur. (—C'\ {0})¢ bir koni
oldugundan her ¢t > 0 igin w ¢ —C \ {0} bulunur. Sonug olarak
lim w ¢ —C'\ {0} olur. O

t—0+
Teorem 5.2.2’nin bir sonucu olarak Sonug 5.2.3’te bir vektoriin kiime degerli
bir optimizasyon probleminde yerel minimallestirici olabilmesi i¢in bir gerek

sart verilmistir.

Sonug 5.2.3. X ve Y ayrilabilir gercel Hilbert uzaylar, Y kompakt tabana
sahip bir C' siralama konisi ile swraly, F' : X =Y C-kapal, C-sinirly kiime
degerli donisim ve bu amag donisimi icin C konisi ile elde edilen K tam

siralama konisine gore
min F(z)

re X

(SVP)

kiime degerli optimizasyon problemi verilsin. F 'nin K-minimali Vip : X =Y

ve Vi(z) fonksiyonu = € X noktasinda yonli tirevlienebilir olsun.
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z, (SV P) probleminin bir yerel minimallegtiricisi ise, her h € X i¢in
D F(z) C K (5.17)
olur.

Kanit. Her x € X igin Vp(z) + K = F(x) + K olacagindan (Sonug 4.2.2)
z K konisi i¢in F(x)’e gore yerel minimallestirici ise, Vp(x)'e gore de yerel

minimallegtiricidir. Ve Teorem 5.2.2’deki f olarak diigiiniiliirse

Vi(z:h) ¢ =K\ {0} (5.18)

olur. (=K \ {0}) N K = 0 oldugundan (5.18)’de V/(z;h) € K olur ve K
konveks oldugundan Vi(z;h) + K C K olur. Vi(z;h) € min(DyF(z), K) ve
tam siralamalarda minimallik ve gii¢liit minimallik denk oldugundan(Teorem

2.4.3) Dy F(z) C Vi(Z; h)+ K elde ederiz. Sonug olarak; D, F'(z) C K olur. O

Yukarida verilen gereklilik sartinin tersinin saglanabilmesi igin koni
konvekslik sartinin kullanilmasi gereklidir. Asagida koni konvekslik tanimi

verilmistir.

Tamm 5.2.4. [36] X veY normlu uzaylar, Y bir C siralama konisi ile kismi
siraly olsun. F : X =Y kiime degerli doniisimi, her x1,x2 € X ve A € (0,1)
$cin

AF(22) + (1 = AN F(z1) C F(Aza + (1 = XN)ay) + C
oluyorsa F’ye X ’de C-konveks denir.

Kiime degerli yonli tiirevin minimallikte yeterlilik sartininin ispatinda

asagidaki ozellik kullanilacaktir.

Onerme 5.2.5. X ve Y ayrilabilir gercel Hilbert uzaylar, Y kompakt tabana
sahip bir C' siralama konisi ile swraly, F' : X =Y C-kapal, C-sinirly kiime
degerli dontgimi verilsin. F(z) K-konveks, F(x)’in K-minimali Vi(x) ve Vi

x1 'de yonlu tirevlenebilir olsun. Bu durumda her xo € X i¢in
F(SL’Q) — VF(.Tl) C V;;(.CL’l, To — 1’1) —+ K= D:rgf:mF(xl) —+ K

olur.
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Kanat. F(z) K-konveks oldugundan ve Vi(x;) € F(x;) oldugundan herhangi
bir A € (0, 1) i¢in

AF(z2) — (1= NVi(z1) € FQas + (1 — Nay) + K

olur. F(Azg + (1 — XN)ay) + K = Vp(Aza + (1 — A)z1) + K oldugundan her
y € F(x9) icin

)\y + (1 — )\)VF(.Tl) € VF()\SL’Q + (1 — )\)1’1) + K

olur. Bu ifadeyi diizenlersek

V(21 + Mzg — 21)) — V(1)

K
X +

y—Vr(z1) €
olur. A — 0 igin de
y—Vp(z1) € Vi(zy;00 — 1) + K = Dyy_o, F(11) + K
elde ederiz. Bu her y € F(x3) i¢in bu gegerli oldugundan
F(x9) — Ve(xy) CVi(zy;2 — 1) + K = Dy o Fx1) + K
olur. O

Teorem 5.2.6’da bir vektoriin bir kiime degerli optimizasyon probleminin

minimallestiricisi olabilmesi i¢in bir yeterli sart verilmistir.

Teorem 5.2.6. X ve Y aynrilabilir gercel Hilbert uzaylar, Y kompakt tabana
sahip bir C' siralama konisi ile swraly, F' : X =Y C-kapal, C-sinirly kiime
degerli donigim ve bu amag¢ donisimi i¢in C' konisi ile elde edilen K tam

siralama konisine gore
min F(z)

re X

(SVP)

kiime degerli optimizasyon problemi verilsin. F kime degerli dontisumunin
K-minimali Vi : X — 'Y fonksiyonunun & € X noktasinda yonli tirevi var ve
F K-konveks olsun.
Her h € X i¢in
DyF(z) C K (5.19)

ise T (SV P) probleminin bir minimallestiricisi olur.
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Kanit. Verilen varsayimlarda z minimallegtirici olmasim. Bu durumda
y— Ve (3_7) e —K

olacak bi¢imde bir z € X ve y € F(z) vardir. Bu durumda ya y = Vg(Z) ya
da y # Vp(z) olur.

* y = Vp(Z) oldugu durumda kanmt biter.
* y # Vp(z) olsun. K N(—K) = {0} oldugundan ve verilen varsayimdan
D, ;F(z)n (-K) = {0}
olur. F' K-konveks oldugundan Onerme 5.2.5’ten
F(z)—-Vp(z) C D,z F(z)+ K

olur. Yani

y—Ve(z) € D, :F(2)+ K

olur. Bu durumda sifirdan farkli bird € D, _;F(Z) i¢in y—Vp(z) € d+ K
olur. Ancak bu d € —K oldugu durumda gegerlidir. Bu ise, hipotezle
geligir.

O

Agagidaki orneklerde elde ettigimiz sonuglar basitlik acisindan R = R

kiime degerli bir doniisiim kullanilarak uygulanmigtir.

Ornek 5.2.7. Ornek 5.1.8°de verilen F(x) = [22, 22+ 2] kiime dejerli doniisii-
minde yukarida elde ettigimiz sonuclary, gorebiliriz. Kime degerli dontsumain
mantmallestiricisinin 0 oldugu agiktir. Dontdgsum R’de tanimly oldugu igin ke

yon vardir. Bu durumda 0°da 1 yoniindeks tireve
DiF(0)=2-0-1+[0,00] =[0,00] C K
olur. Aymi sekilde 0’da -1 yonindek: tirevi

D_ F(0)=2-0-(=1)+[0,00] = [0,00] C K
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olur. Bu durumda her h € R i¢in D, F(0) C K oldugundan Sonug 2.3.7deki
gereklilik sarti, F' K-konveks oldugundan ve her h € R i¢in D,F(0) C K
oldugundan Teorem 5.2.6°daki yeterlilik sarty saglanar.

Ornek 5.2.8. F : R = R? kiime degerli dontigimi C = R siralama konisi
icin F(z) = ((|z|,2*) + C) N ((Jz| + 1,2% + 1) — C) olacak sekilde tanimlansin
(Sekil 5.15).  Bu donigim swrale aralikla tanimlanan bir dondsimdir.

r1 = (1,1) ve ro = (=1, 1) vektdrleri igin elde edecegimiz tam siralama konisi

K={(y1,92) ER*:y1 +vy2 > 0} U{(y1,92) € R? : g1 +y2 = 0 ve yo — 41 > 0}

olur. Bu durumda F(z)’in K-minimali Ve(z) = (|z|,2%) olur.
Teorem 5.1.6°den
DyF(x) = Vi(z;h) +C

olur.
Tanmim kimesi R oldugundan bakabilecegimiz iki yon vardiwr. Dolaypsiyla 1

yoniundek: 0’daki tirev

VI,L(O, 1) _ tlim VF(O-H'?—VF(O)

—  lim &)
t—ot *t

= lim 4

t—0+

t
= lim(1,t)

t—0t

= (L,0)

olur. -1 yoni i¢in de ayni sonucu elde ederiz. Her iki durumda da
Dy F(0) = (1,0)+ C =[1,00) x [0, 00)
olur. Boylece a¢ik¢a gorilebilecegi gibi
DyF(0) C K

olur. Yani 0 bu kime degerli donusimiun minimallestiricisidir.
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Sekil 5.15: Ornek 5.2.8’da F(z) kiime degerli déntigtimiiniin grafigi

Simdi 1’deki yonli tiurevlere bakarak 1’in minimallestirici olamayacagina

gosterelim. 1’de -1 yonundeki yonli tirev

dir.

Vip(L;—1)

Bu durumda

lim Ve (1+t-(=1)1)=VE (1)
t—0+ ¢

lim (|1—t],1—2t+2)—(1,1)
t—0+ ¢

lim (—t,—2t+12)

t—0+ ¢

lim t-(—1,—2+4t)

t—0t t
lim(—1,-2+1)
t—0+

(_17 _2)

D_F(1) = [~1,00) x [~2,00) ¢ K

olur. Sonug¢ 5.2.3°den 1 minimallestirici degildir.
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6 SONUC

Vektor optimizasyonda konilerin tanimlamig oldugu kismi siralamalarla il-
gili pek ¢ok caligma mevcuttur. Bu caligmada, kismi siralama konilerinin 6zel
bir sinifi olan tam siralama konileri iizeride bazi yeni ozellikler elde edilmistir.
Bu ozelliklerden bazilari; konilerin ve verdikleri siralamalarin i¢ carpimla ifadesi,
optimallik sartlari, minimallikle ilgili olanlardir. Tam siralamalarin bu yeni
gosterimi ile de yeni bir skalerlestirici yontem geligtirilmisgtir.

Kiime degerli optimizasyon, vektor degerliye gore daha yeni ve daha genis
bir smiftir. Vektor degerli fonksiyonlarin bazi ozellikleri, kiime degerlilere
genellegtirilmigtir. Bu caligmada, kiimelerin ve kiime degerli doniigtimlerin
vektorlegtirilmesi ile bu iki kavram arasinda bir képrii daha kurulmustur.
Boylece, vektor degerli fonksiyonlarin 6zelliklerinin kiime degerlilere aktarilmasi
kolaylagtirilmigtir.

Bunlara ornek olarak vektor degerli yonlii tiirevin kiime degerliler igin bir
genellemesi verilmistir. Kiime degerli doniisiimler i¢in yonlii tiirev daha 6nce
Yang tarafindan [36] stirekli se¢imlerin (selection) yonlii tiirevlerinin kiimesi
olarak tanmimlanmigti. Ancak Yangin bu makalesinde 6zellikler ve optimallik
sartlari kontrol etmesi zor varsayimlarla verildiginden uygulamaya yonelik 6rnek
elde etmek zordur. Bu tezde verilen tamimda ise, kiime degerli yonli tiirevin
K-minimal fonksiyonlarin yardimiyla kolayca elde edilebilecegi oOrnekler
sunulmustur. Ayrica, bu ¢oziimler hem analitik hem de geometrik olarak
yorumlanmaigtir.

Bu ¢aligma, gelecekte de vektorlestirme ve kiime degerli doniigiimlerin yonli

tiurevinde arag olarak kullanilabilir.
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