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ÖZET 

Doktora Tezi 

HAREKET GEOMETRİSİNDE SABİT İVMELİ EĞRİLER 

Nemat ABAZARI 

Ankara Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI 

Bu çalışmada, katı hareketlerinin Lie grubu olan ܵܧሺ3ሻ üzerindeki eğrilerin sabit ivmeli 

olma şartları araştırılmıştır. Bunun için çeşitli hipotezler verilmiştir. Bu tez 7 bölüm 

halinde düzenlenmiştir. 1. Bölüm girişe ayrılmıştır. 2. bölüm temel kavramlara 

ayrılmıştır. 3. bölümde, ܵܧሺ3ሻ üzerindeki eğrilerin sabit ivmeli olma şartları 

araştırılmıştır. 4. bölümde, yüzey üzerinde bir eğri ve bu eğrinin jeodezik çatısı 

yardımıyla ܵܧሺ3ሻ üzerinde bir eğri tanımlanmış bu eğrinin sabit ivmeli olma şartları 

incelenmiştir. 5. bölümde, eğri bi-invaryant metriğe sahip Lie grupları üzerinde alınmış 

ve eğrinin sabit ivmeli olma hipotezleri verilmiştir. 6. bölümde, kompakt Riemann 

manifoldlarında bir eğrinin sabit ivmeli olması için şartlar incelenmiştir.  

Son bölümde,  Lorentz uzayında bir eğri ele alınmıştır. Bu eğrinin elastik eğri olması 

için hipotezler verilmiştir.                      

Ocak 2012, 62 Sayfa 

 
Anahtar Kelimeler: Katı cisim hareketi, Sabit ivme, Jeodezik çatı, Genel helis, Lie 

grubu, Elastik eğri, Spacelike, Timelike, Yarı-Riemann  Manifoldu. 
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ABSTRACT 

Ph.D. Thesis 

STATIONARY ACCELERATION CURVE IN MOTION GEOMETRY 

Nemat ABAZARI 
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Graduate School of  Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI 

In this thesis, conditions of the curves on the Lie group SE(3) of rigid body motions to 
be in the stationary acceleration state have been studied. For this reason, different kinds 
of hypotheses have been given. This thesis contains seven sections. The first section has 
been introduction. The second section has been composed of basic concepts. In the third 
section, conditions of curves on ܵܧሺ3ሻ to be with stationary acceleration have been 
studied. In the forth section, a curve on the surface and an other curve on ܵܧሺ3ሻ with 
the help of geodesic frame of the former curve have been described and stationary 
acceleration situations of this curve have been discussed. This curve has been 
considered in a Lie group with a bi-invariant metric in the fifth section and stationary 
acceleration hypotheses have been given for it. In the sixth section, stationary 
acceleration conditions of a curve in compact Riemannian manifolds have been 
investigated. 

In the last section, a curve in the Lorentz space have been considered. Hypotheses for 
this to be an elastic curve have been given.  

January 2012, 62 pages 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 

ܴܫ               Reel sayılar cismi 

 ௡   ݊ boyutlu öklid uzayıܧ

ܺ௉   ܲ noktasındaki vektör 

ሺܺ, ࣮ሻ   ܺ cümlesi üzerinde topolojik uzay 

ሺܷ, Ψሻ             ܯ topolojik manifold nun ܲ noktasaki bir haritesı veya koordinat  

                                   komşuluğu 
ሼሺΨఈ, ܷఈሻሽఈא஺  ܯ topolojik manifold nun bir atlası 

 mertebesinden diferansiyellenebilir ݎ   ௥ܥ

ெܶሺܲሻ   M manifoldu üzerindeki tanjant vektörlerin cümlesi 
,ܯஶሺܥ ܴሻ  M manifoldu üzerinde her mertebeden diferansiyellenebilir reel    

                                    fonksiyonlar 
߯ሺܯሻ   M manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi  
ሾ , ሿ   Lie operatörü  

 ௑   ܺ vektör alanına göre kovaryant türev operatörüܦ

ܵሺܺሻ                                   Weingarten dönüşümü 

, ۃ  İç çarpım              ۄ

 ௏             ܸ yönünde Lie türeviܮ

 ௔             Lie grubunun sol operatörüܮ

ܴ௔             Lie grubunun sağ operatörü 

ࣥ௅ሺܩሻ             G Lie gurubu üzerinde tüm sol-invaryant vektör alanları cümlesi 

 ଢ଼X                     ܺ nin ܻ  boyunca kovaryant türevi׏

ܴሺܺ, ܻሻܹ            Riemann eğriliği  

ܱܵሺ3ሻ             ܧଷde dönme grubu 

 ሺ3ሻ             ܱܵሺ3ሻ grubunun Lie cebiri݋ݏ

nk              Normal eğrilik 

gk              Jeodezik eğrilik 

rt                               Jeodezik burulma 

ܶ             Tanjant vektör alanı 

ܰ             Normal vektör alanı 

 Bi-normal vektör alanı             ܤ
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ሼܶ, ܰ,  ሽ          Frenet çatısıܤ

 Darboux vektörü           ݓ

Ω                              w  nin 3x3 anti-simetrik matris gösterimi 

 ሺ3ሻ           Tüm olası katı cisim hareketleri uzayı olan Lie grubuܧܵ
ग़           ܩ grubunun Lie cebiri 

 Eeğrilik           ߢ

߬           Burulma 

ܵ௡                      ܧ௡  de ݊ boyutlu küre 

݇௜            ݅ inci eğrilik 

 Kesitsel eğrilik           ܥ

௡ܴܫ
௠                         ݉ ൈ ݊ matrisler cümlesi  
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1. GİRİŞ 

Minimum ivme eğrileri kavramı Zefran ve Kumar (1998) ve onlardan bağımsız olarak 

Noakes, Heinzinger ve Paden tarafından ele alınmıştır. Bu çalışmaların amaçları, spline 

eğrilerini kısmen grup eğrileri ve özelikle de robotiklerle ilgili gruplar haline 

getirmektir. Mesela katı cisim hareket grubu ܵܧሺ3ሻ’teki bir eğri katı bir cismin 

yörüngesi olarak düşünülebilir. Bu sebeple bu fikirlerin hareket planlama ve 

interpolasyon uygulamaları vardır. Bahsi geçen çalışmalarda, gruptaki bi-invaryant 

metrikler kullanılarak analiz tekrarlanmıştır. 

Robotiklerde, robot bağlantılarını katı cisim olarak kabul etmek olağandır. Bu sebeple, 

robotun hareketi ܵܧሺ3ሻ’teki bir eğri olarak alınabilir. Bu eğrilerin geometrisinin detaylı 

bir araştırmasının robotiklerde birçok uygulaması olabilir. Mesela, doğal olarak ortaya 

çıkan bir soru, bir robotun uç-etkileticileri (end-effector) için bir başlangıç ve bitiş 

noktası verilse, uç-etkileticileri için ‘en iyi’ yol ne olurdu? Erken bir öneri olarak 

robotun uç-etkileticileri bir dönme hareketi boyunca zorlayabileceği söylenebilir. Yani, 

sabit bir eksen etrafında dönme aynı eksen üzerinde öteleme ile devam eder. Bir 

konumdan diğerinin içine hareket eden benzersiz bir dönme hareketi her zaman vardır. 

Bu hareketler katı cisim hareketleri grubunda tek parametreli alt gruplara ve gruptaki 

jeodeziklere karşılık gelir. Buradaki jeodezik, grupta tanımlanan bi-invaryant metrikle 

ilgili sabit yay uzunluklu eğridir. Fakat burada dönme hareketleri kullanılmamıştır. 

Çünkü bazı başlangıç ve bitiş nokta çiftleri uç-etkileticilerinin aşırı geniş hareketlerine 

sebep olan dönme hareketleri oluşturmaktadır. 

Robotikler ve bilgisayar grafiklerinin her ikisinde de yıllar boyunca spline eğrileri 

oluşturmaları için bir çok algoritma öne sürülmüştür; ancak bu metotlar için kullanılan 

geometri çok açık değildir. 

Son zamanlarda, biomekanik çalışmaları insanların el, kol ve bacak hareketlerini 

minimum titreme ile gerçekleştirdiklerini gösterdi. Ancak, bu fikirdeki güçlük, 

titremenin yer değiştirmenin üçüncü türevi olması ve bu biomekanik çalışmalarda, insan 

elindeki titremenin yalnızca bir noktaya kadar ölçülmüş olmasıdır. Elin diğer 
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kısımlarındaki titremenin de minimize olduğu açık değildir. Yani, bu katı cisim 

hareketleri fikri genel olarak, Zefran ve Kumar (1998) tarafından, katı cisim 

ivmelenmesi katı cisim hareketinin kovaryant türevi ve titreme de ikinci kovaryant 

türevi olacak şekilde açıklanmıştır. Zefran ve Kumar (1998) daha sonra da bu ölçümleri 

minimize eden eğriler üzerine çalışmıştır. Kovaryant türevi açıklarsak, otomatik olarak 

koordinatsız olan eğriler diyebiliriz, mesela koordinatlardaki değişikliklere göre 

invaryant ya da referans noktası seçimi buna örnektir. 

Ne yazık ki bu çalışmada bir diğer belirsizlik ise kovaryant türevin gruptaki metriğin 

seçimine bağlı olmasıdır. İvme ya de titreşimi minimize etmektense metriğin pozitif 

sonsuzda olması daha önemlidir. Fakat ܵܧሺ3ሻ’ten seçilebilecek çok fazla metrik vardır. 

Bir süre önce, Noakes ve diğerleri (1989) ܱܵሺ3ሻ’teki minimum ivme eğrileri için olan 

denklemlerin türevinde aynı ivme tanımını kullanmıştır. Yukarıdaki belirsizliği, ܱܵሺ3ሻ 

dönme grubunda pozitif bi-invaryant tanımını kullanarak yok saymışlardır. 

Neyse ki, ܵܧሺ3ሻ’te pozitif tanımlı bi-invaryant metriklerin olmadığı iyi bilinir. Bunun 

yerine Zefran ve Kumar (1998) pozitif tanımlı sol-invaryant metrikleri kullandı. Bu sol-

invaryant metrikler katı cisimler için eylemsizlik sensörü olarak düşünülebilir. Aslında 

bu gibi metrikler için jeodezikler, minimum sürat eğrileri ve dış kuvvetlerin konusu 

değil; katı cisimler için dinamik denklemlerin basit çözümleridir. Bu yorumla birlikte, 

Zefran ve Kumar’ın (1998) seçtiği ana metrik küresel simetrik cismin eylemsizlik 

tensörüdür. 

Bu tez çalışmasında, ܵܧሺ3ሻ’teki bi-invaryant metrikler kullanılarak Zefran ve Kumar’ın 

çalışmaları tekrarlandı. Bu metrikler pozitif sonsuzda olmadığı için, tanımlanan eğriler 

minimum olmayacaktır fakat sabittir. 

Aslında, ne Zefran ve Kumar (1998) ne de Noakes ve diğerleri (1989) eğrilerinin 

minimum olduğunu ve minimal özeliklerinin sonradan kullanılmadığını kontrol etmiştir. 

Burada gösterilen türev Zefran ve Kumar’dan alınmıştır fakat normal olarak, sonuçlar 

Noakes ve diğerleri (1989) ile tıpatıp aynıdır. Bununla birlikte bi-invaryant metrikler 
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burada çalışıldığı üzere, bağıntıdaki standart sonuçları ve eğriliği açıklamayı kısaltmak 

için kullanılabilir. 

Aslında, burada tanımlanan eğriler kullanılan belirli bi-invaryant metriklerle ilgili 

değildir. Bu sebeple bu eğriler grubun gerçek içsel özelikleridir, bunlar koordinat çatısı 

seçimine ya da referans noktasına bağlı değildir. Bundan dolayı bu eğrileri bir anlamda 

doğal kabul edebiliriz ve çözümün en azından teorik açıdan basit olacağını umabiliriz. 

Buna rağmen eğri denklemleri kapalı formda genellikle çözülebilir değildir, oldukça 

basit şekilde bulunabilecek birçok kapalı form çözümü vardır. 

Bu tez çalışmasında Zefran ve Kumar (1998)’ın fikirleri, Öklid uzayında tanımlanan bir 

yüzey üzerindeki eğriler için jeodezik çatı kullanılarak yeniden ele alınmıştır. 

Ayrıca bu çalışmada bi-invaryant metriğe sahip olan 3-boyutlu bir Lie grubunda, 

küresel genel helisin, sabit ivmeli olma şartları araştırılmıştır. 

Elastik olarak bilinen klasik eğri, 1744’de Daniel Bernoulli tarafından Leonhard Euler’e 

önerilen, esnemeyen ince bir telin esneklik enerjisini minimize eden varyasyonel 

problemin çözümüdür (Love 1927). Bu problemin matematiksel idealizasyonu, verilen 

birinci derece sınır koşullarının yeterli olduğu sabit uzunluklu eğriler için, eğriliğin 

karesinin integralinin minimize edilmesidir. 

Riemann manifoldundaki bir α(s) eğrisi için iki nicelik tanımlanır: uzunluk L(α) ve 

eğriliğin karesinin toplamı E(α). Sabit L0 uzunluklu eğriler uzayına kısıtlanmış E 

fonksiyonelinin kritik bir noktası olan α eğrisine, bir elastik denir. Elastik kavramı epey 

eskidir. Fakat bu kavramla ilgili diferansiyel geometrideki modern yaklaşımlar daha 

yenidir. J. Langer ve D. A. Singer, Öklid uzayındaki tüm kapalı elastikleri 

sınıflandırmıştır (Langer 1984). Ayrıca N. Koiso, Öklid uzaylarının durumunu ele 

almıştır ve bir elastiğe yakınsayan bir başlangıç değer probleminin tek bir uzun zamanlı 

çözümünü bulmuştur (Koiso 1996). N. Koiso’nun bir diğer çalışmasında (Koiso 1992), 

alt manifolda kısıtlanmış bir elastik ele alınmıştır. 



4 
 

Elastiğin, kompleks izdüşümsel düzlemde eğrilik sabitiyle birlikte tam olarak 

sınıflandırılması Barros’un 1999 tarihli çalışmasında gerçekleştirilmiştir. 

Singer (2007)’ın çalışmasında, elastik denklemelerini türetmek için varyasyon 

hesaplamalarının klasik yöntemleri kullanılmıştır. Öklid uzayındaki klasik varyasyonel 

problem ve onun Riemann manifoldlarına genelleştirilmesi de aynı çalışmada 

gösterilmiştir. Sager (2001)’de kesitsel eğriliğin ܥ ൌ 0 durumu çalışılmıştır. Bu 

çalışmada klasik varyasyonel problem 3-boyutlu belirsiz Riemann manifoldunda ele 

alınmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 2.1 ܺ bir cümle ve ܺ in alt cümlelerinin bir ࣮ koleksiyonu, aşağıdaki önermeleri 

doğrularsa ܺ üzerinde bir topoloji adını alır: 

׎   ,ܺ  .݅ א ࣮, 

,ଵܣ  .݅݅ ଶܣ א ࣮ ฺ ଵܣ ת ଶܣ א ࣮, 

݅׊  .݅݅݅ א ,ܫ ௜ܣ א  ࣮ ฺ ራ ௜ܣ
௜אூ

, 

(Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.2 Bir ܺ cümlesi ve üzerideki bir ࣮ topolojisinden oluşan ሺܺ, ࣮ሻ ikilisine bir 

topolojik uzay denir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.3  ሺܺ, ࣮ሻ bir topolojik uzay olsun. ܺ in ܲ ve ܳ gibi farklı noktaları için ܺ de, 

sırası ile, ܲ ve ܳ noktalarını içine alan ܣ௉ ve ܣொ açık alt cümleleri ܣ௉ ת ொܣ ൌ  olacak ׎

biçimde bulunabilirse, ܺ topolojik uzayına bir Hausdorff uzayı denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

Tanım 2.4 ܯ bir topolojik uzay olsun. ܯ için aşağıdaki önermeler doğru ise ܯ bir 

topolojik n-manifold’dur denir. 

i. ܯ bir hausdorff uzayıdır. 

ii. ܯ nin herbir açık alt cümlesi ܧ௡ e veya  ܧ௡ in bir açık altcümlesine homeomorftur. 

iii. ܯ sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir (Hacısalihoğlu 2000). 
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Tanım 2.5 ܯ bir topolojik manifold olsun. ܲ א  deki bir ܸ açık ܯ noktasının ܯ

komşuluğu, ܧ௡ in bir ܷ açık alt cümlesine homeomorf olarak alınabilir. Bu 

homeomorfizimi 

Ψ: ܷ ื ܸ, 

ile gösterelim. ሺܷ, Ψሻ ikilisine ܯ nin ܲ noktasaki bir haritası veya koordinat komşuluğu 

denir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.6 ܯ bir topolojik n-manifold ve ܯ nin bir açık örtüsü ሼܷఈሽ olsun. ܷఈ açık 

cümlelerinin, ߙ indislerinin cümlesi ܣ olmak üzere ሼܷఈሽ örtüsü için ሼܷఈሽఈא஺ yazılır. ܧ௡ 

de ܷఈ ya bir Ψఈ homeomorfizimi altında homeomorf olan açık cümle ܷఈ olsun. 

Böylece ortaya çıkan 

ሼሺΨఈ, ܷఈሻሽఈא஺, 

koleksiyonuna bir atlas denir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.7 ܯ topolojik n-manifoldunun, ܥ௥ sınıfından bir atlası var ise, ܯ ye ܥ௥ 

sınıfından diferansiyellenebilir manifold denir (Matsushima 1972). 

Tanım 2.8 M bir diferansiyellenebilir manifold ve bir noktası P א M olsun. Bir 

X୔: CஶሺM, Rሻ ื R, 

fonksiyonu, M üzerinde en az bir eğrinin P noktasındaki tanjant vektörü ise, X୔ ye M 

nin P noktasındaki bir tanjant vektörü denir. M üzerindeki tanjant vektörlerinin cümlesi 

T୑ሺPሻ ile gösterilir. 
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ெܶሺܲሻ üzerinde aşağıdaki şekilde tanımlanan iç ve dış işlemler sayesinde, ெܶሺܲሻ bir 

reel vektör uzayı olur. 

İç işlem: 

൅ ׷  ெܶሺܲሻ ൈ ெܶሺܲሻ ื ெܶሺܲሻ 

ሺܺ௉, ௉ܻሻ ื ܺ௉ ൅ ௉ܻ 

öyle ki, ݂׊ א ,ܯஶሺܥ ܴሻ için, 

ሺܺ௉ ൅  ௉ܻሻሺ݂ሻ ൌ ܺ௉ሺ݂ሻ ൅ ௉ܻሺ݂ሻ, 

dir. 

Dış işlem: 

׷ ·  ܴ ൈ ெܶሺܲሻ ื ெܶሺܲሻ 

ሺߣ , ܺ௉ሻ ื  ௉ܺߣ

öyle ki, ݂׊ א ,ܯஶሺܥ ܴሻ için, 

ሺܺߣ௉ሻሺ݂ሻ ൌ  ,௉ሺ݂ሻܺߣ

dir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.9 ܯ bir diferansiyellenebilir manifold ve ܲ א  noktasındaki tanjant ܯ

vektörlerin uzayı ெܶሺܲሻ olsun. ெܶሺܲሻ vektör uzayına, ܯ nin ܲ noktasındaki tanjant 

uzayı denir (Hacısalihoğlu 2000). 
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Tanım 2.10 ܯ bir diferansiyellenebilir manifold olsun. ܯ üzerinde bir vektör alanı diye 

ܺ ׷    ܯ
ݎܾ݅݁ݎܾ݅

ื
ö݊݁ݐݎ

   ራ ெܶሺܲሻ
௉אெ

, 

olarak tanımlanan ܺ fonksiyonuna denir ve ܯ üzerinde vektör alanlarının cümlesi ߯ሺܯሻ 

ile gösterilir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.11 Bir ܯ diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde vektör alanlarının uzayı 

߯ሺܯሻ verilsin. Ozaman, 

ሾ , ሿ ׷  ߯ሺܯሻ ൈ ߯ሺܯሻ ื ߯ሺܯሻ 

ሺܺ, ܻሻ ื ሾ , ሿሺܺ, ܻሻ ൌ ሾܺ, ܻሿ, 

öyle ki, ݂׊ א ,ܯஶሺܥ ܴሻ için, 

ሾܺ, ܻሿ݂ ൌ ܺሺܻ݂ሻ െ ܻሺ݂ܺሻ, 

şeklinde tanımlı ሾ , ሿ  dönüşümüne ߯ሺܯሻ üzerinde Lie operatörü denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

Lemma 2.1  Lie operatörü ߯ሺܯሻ üzerinde aşağıdaki özeliklere sahiptir: 

i. ሾܸܽ ൅ ܾܹ, ܺሿ ൌ ܽሾܸ, ܺሿ ൅ ܾሾܹ, ܺሿ, 

ii. ሾܺ, ܸܽ ൅ ܾܹሿ ൌ ܽሾܺ, ܸሿ ൅ ܾሾܺ, ܹሿ, 

iii. ൣܺ, ሾܻ, ܼሿ൧ ൅ ൣܻ, ሾܼ, ܺሿ൧ ൅ ൣܼ, ሾܺ, ܻሿ൧ ൌ 0,  (Jakobi özdeşliği) 
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İspat  (O’Neill 1983). 

Teorem 2.1 Bir ܯ diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde vektör alanlarının uzayı 

߯ሺܯሻ verilsin. O zaman, ݂׊ א ,ܯஶሺܥ ܴሻ ve ܺ׊, ܻ א ߯ሺܯሻ için, 

ሾ݂ܺ, ܻ݃ሿ ൌ ݂݃ሾܺ, ܻሿ ൅ ݂ሺܺ݃ሻܻ െ ݃ሺܻ݂ሻܺ, 

dir (Hacısalihoğlu 2000). 

İspat (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.12 ܯ bir diferansiyellenebilir manifold ve ܯ üzerinde reel değerli ܥଵ 

sınıfından bir fonksiyon f olsun. O zaman, f nin bir ܲ א  noktasındaki diferansiyeli ܯ

diye,  ܺ׊௉ א ெܶሺܲሻ için 

ሺ ݂݀|௉ሻሺܺ௉ሻ ൌ ܺ௉ሾ݂ሿ, 

şeklinde tanımlı ݂݀|௉ fonksiyonuna denir. 

Geçen tanım gereğince ܺ׊௉ א ெܶሺܲሻ için 

݂݀ሺܺ௉ሻ ൌ ܺ௉ሾ݂ሿ ൌ ෍
߲݂
௜ݔ߲

ฬ
௉

௜ሺܺ௉ሻݔ݀
௡

௜ୀଵ

, 

dir. Buradan 

݂݀ ൌ ෍
߲݂
௜ݔ߲

ฬ
௉

௜ݔ݀

௡

௜ୀଵ

, 

elde edilir (Hacısalihoğlu 2000). 
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Tanım 2.13  M bir ܥஶ manifold olsun. ܯ üzerinde vektör alanlarının uzayı ߯ሺܯሻ ve 

reel değerli ܥஶ fonksiyonların halkası ܥஶሺܯ, ܴሻ olmak üzere, 

, ۃ ۄ ׷  ߯ሺܯሻ ൈ ߯ሺܯሻ ื ,ܯஶሺܥ ܴሻ, 

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise, ܯ ye bir Riemann manifoldu denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

Tanım 2.14  ܯ bir ܥஶ manifold olsun. ܯ üzerinde vektör alanlarının uzayı ߯ሺܯሻ ve 

reel değerli ܥஶ fonksiyonların halkası ܥஶሺܯ, ܴሻ olmak üzere, 

, ۃ ۄ ׷  ߯ሺܯሻ ൈ ߯ሺܯሻ ื ,ܯஶሺܥ ܴሻ, 

fonksiyonu, 

1) 2-lineer, 

2) simetrik, 

ܺ׊)  (3 א ߯ሺܯሻ, ܺۃ, ۄܻ ൌ 0ሻ ฺ ܻ ൌ 0 

özeliklerini sağlıyor ise, ܯ ye yarı-Riemann manifoldu denir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.15 ܯ bir ܥஶ manifold olsun. ܯ üzerinde vektör alanlarının uzayı ߯ሺܯሻ olmak 

üzere, 

ܦ ׷  ߯ሺܯሻ ൈ ߯ሺܯሻ ื ߯ሺܯሻ 

ሺܺ, ܻሻ ื ,ሺܺܦ ܻሻ ൌ  ,௑ܻܦ
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fonksiyonu için, 

i.  ܺ׊, ܻ, ܼ א ߯ሺܯሻ, ,݂׊ ݃ א ,ܯஶሺܥ ܴሻ, ௙௑ା௚௒ܼܦ ൌ ௑ܼܦ݂ ൅  ,௒ܼܦ݃

ii. ܺ׊, ܻ א ߯ሺܯሻ, ݂׊ א ,ܯஶሺܥ ܴሻ, ௑ሺ݂ܻሻܦ ൌ ௑ܻܦ݂ ൅ ሺ݂ܺሻܻ, 

özelikleri sağlanıyorsa ܦ ye ܯ manifoldu üzerinde bir afin koneksiyon ve ܦ௑ e de ܺ e 

göre kovaryant türev operatörü denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 ,ஶ vektör alanı olan ܻ nin bir diğer X vektör alanı yönündeki türeviܥ ௡ üzerndeki birܧ

ܻ ൌ ሺݕଵ, ,ଶݕ … ,  ,௡ሻ olmak üzereݕ

௑ܻܦ ൌ ሺܺሾݕଵሿ, ܺሾݕଶሿ, … ,  ܺሾݕ௡ሿሻ, ௜ݕ  א ,௡ܧሺܥ ܴሻ, 

olarak tanımlanır (O’Neill 1983). 

Tanım 2.16  ܯ bir ܥஶ manifold ve ܫ ك ܴ bir açık aralık olsun. 

ߙ ׷ ܫ ՜ ܯ ؿ  ,௡ܧ

dönüşümü diferansiyellenebilir ise, ߙ ya ܯ üzerinde diferansiyellenebilir bir eğri denir 

(Matsushima 1972). 

Burada diferansiyellenebilir eğri yerine kısaca eğri diyeceğiz. 

Tanım 2.17  ܯഥ  bir ܥஶ, (n-1)-manifold olsun. 

݂ ׷ ഥܯ  ՜  ,௡ܧ
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fonksiyonu bir immersiyon ise, ݂ሺܯഥሻ ൌ  ௡ nin bir hiperyüzeyi denirܧ manifolduna ܯ

(Hicks 1974). 

Tanım 2.18 (Weingarten dönüşümü): ܧ௡ nin bir hiperyüzeyi ܯ ve ܯ nin birim 

normal vektör alanı ܰ olsun. ܧ௡ deki kovaryant türev ܦ olmak üzere, ܺ׊ א ߯ሺܯሻ için, 

ܵሺܺሻ ൌ െܦ௑ܰ, 

olarak tanımlanan, 

ܵ ׷  ߯ሺܯሻ ՜ ߯ሺܯሻ, 

lineer dönüşümüne ܯ üzerinde şekil operatörü veya ܯ nin Weingarten dönümüşü denir.  

Böylece tanımlanan ܵ dönüşümü self adjointtir (Hicks 1974). 

Tanım 2.19 (Gauss denklemi): ܧ௡de bir hiperyüzey ܯ ve ܯ şekil operatörü ܵ olsun. 

,ܺ׊ olmak üzere ܦ ௡ deki kovaryant türevܧ ܻ א ߯ሺܯሻ için, 

ഥ௑ܻܦ ൌ ௑ܻܦ ൅ ,ሺܺሻܵۃ  ,ܰۄܻ

şeklinde tanımlı ܦഥ operatörüne ܯ üzerinde Gauss anlamında kovaryant türev operatörü 

denir ve yukarıdaki denkleme de Gauss denklemi denir (Hicks 1974). 

Jeodezikler, ܧ௡ାଵ de ki ܯ hiperyüzeyleri üzerinde öyle özel eğrilerdir ki, bunlar ܧ௡ାଵ 

de doğruların oynadığı rolü ܯ üzerinde oynarlar. 

Tanım 2.20  ܧ௡ାଵ de  ܯ hiperyüzeyi üzerinde Jeodezik denen eğri öyle bir parametrik 

eğridir ki bu eğrinin her noktasındaki ivme vektörü ܯ ye ortogonaldır. Yani eğri 

ߙ ׷ ื ܫ  ,ܯ
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ise 

ሷߙ ሺݐሻ א ெܶ
ୄ൫ߙሺݐሻ൯, ݐ׊ א  ,ܫ

dır (Hacısalihoğlu 2000). 

Buradan şu sonuç elde edilir; 

Teorem 2.2 Jeodeziklerin her noktadaki hız vektörlerinin uzunlukları sabittir. 

İspat (Hacısalihoğlu 2000). 

Örnek 2.1 ܧଷ deki ܵଶ küresi üzerindeki herbir maksimal jeodezik ya bir büyük 

çemberdir ya da bir tek noktadır (Hacısalihoğlu 2000). 

Örnek 2.2 Bir silindir için de maksimal jeodezikler ya ana doğrular ya da bunlara dik 

olan çemberlerdir veya da helislerdir (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.21  ܨ bir cisim olsun. ܨ üzerinde olan bir ܸ vektör uzayına Lie cebiri denir 

eğer ܸ nin sahip olduğu bir Lie operatörü ሾ , ሿ ׷ ܸ ൈ ܸ ื ܸ de aşağıdaki özelikler, tüm 

ܺ, ܻ, ܼ א ܸ ve  ܽ, ܾ א  :için sağlanıyorsa ܨ

1) ሾܺ, ܺሿ ൌ 0, 

2) ሾܽܺ ൅ ܾܻ, ܼሿ ൌ ܽሾܺ, ܼሿ ൅ ܾሾܻ, ܼሿ, 

3) ሾܼ, ܽܺ ൅ ܾܻሿ ൌ ܽሾܼ, ܺሿ ൅ ܾሾܼ, ܻሿ, 

4) ൣܺ, ሾܻ, ܼሿ൧ ൅ ൣܻ, ሾܼ, ܺሿ൧ ൅ ൣܼ, ሾܺ, ܻሿ൧ ൌ 0. 
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Tanım 2.22 ܯ diferansiyellenebilir bir manifold üzerinde ݎ derecesinden kovaryant 

tensör alanı 

ߙ ׷  ߯ሺܯሻ ൈ … ൈ ߯ሺܯሻ ื ,ܯሺܥ  ܴሻ, 

şeklinde olan öyle bir dönüşümdür ki aşağıdaki koşulu tüm ௜݂ , ݃௜ א ,ܯሺܥ ܴሻ, ଵܺ, … , ܺ௥,  

ve ௜ܻ , ܼ௜ א ߯ሺܯሻ için sağlar: 

ሺߙ ଵܺ, … , ௜݂ ௜ܻ ൅ ݃௜ܼ௜, … , ܺ௥ሻ ൌ ௜݂ߙሺ ଵܺ, … , ௜ܻ , … , ܺ௥ሻ ൅ ݃௜ߙሺ ଵܺ, … , ܼ௜, … , ܺ௥ሻ. 

Lemma 2.2  Riemann koneksiyonu olan ܦ aşağıdaki özelikleri, tüm ܺ, ܻ, ܼ א ߯ሺܯሻ, 

݂, ݃ א ,ܯሺܥ ܴሻ ve ܽ, ܾ א ܴ için sağlar: 

௙௑ା௚௒ܦ (1 ൌ ௑ܦ݂ ൅  ,௒ܦ݃

௑ሺܻܽܦ (2 ൅ ܾܼሻ ൌ ௑ܻܦܽ ൅  ,௒ܼܦܾ

௑݂ܻܦ (3 ൌ ܺሾ݂ሿܻ ൅  ,௑ܻܦ݂

௑ܻܦ (4 െ ௒ܺܦ ൌ ሾܺ, ܻሿ, 

,ܻۃܺ (5 ۄܼ ൌ ,௑ܻܦۃ ۄܼ ൅ ,ܻۃ  .ۄ௑ܼܦ

Tersine, eğer 

ܦ ׷  ߯ሺܯሻ ൈ ߯ሺܯሻ ื  ߯ሺܯሻ, 

yukarıdaki (1)-(5) özelikleri sağlıyor ise, ܦ bir Riemann koneksiyonudur. 

İspat (Gray 1939). 
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Teorem 2.3 ܯ yarı-Riemann manifoldu üzerinde tek bir ܦ koneksiyonu vardır öyle ki: 

i. ሾܸ, ܹሿ ൌ ௏ܹܦ െ  ,ௐܸܦ

ii. ܸܺۃ, ۄܹ ൌ ,௑ܸܦۃ ۄܹ ൅ ,ܸۃ  ,ۄ௑ܹܦ

tüm ܺ, ܸ, ܹ א ߯ሺܯሻ. Buradaki ܦ ye ܯ üzerinde Levi-Civita koneksiyonu denir ve 

aşağıdaki Koszul formülü ile elde edilir: 

,௏ܹܦۃ2 ۄܺ ൌ ,ܹۃܸ ۄܺ ൅ ,ܺۃܹ ۄܸ െ ,ܸۃܺ ۄܹ െ ,ܸۃ ሾܹ, ܺሿۄ ൅ ,ܹۃ ሾܺ, ܸሿۄ

൅ ,ܺۃ ሾܸ, ܹሿۄ. 

(O’Neill 1983). 

Tanım 2.23 ܸ א ߯ሺܯሻ olsun. ܮ௏ tensör türevine  ܸ e göre bir Lie türevi denir eğer 

aşağıdaki özelikler sağlanıyor ise: 

i. ܮ௏ሺ݂ሻ ൌ ܸ݂, ݂ ü݉ݐ א ,ܯሺܥ ܴሻ ݅ç݅݊, 

ii. ܮ௏ሺܺሻ ൌ ሾܸ, ܺሿ, ܺ ü݉ݐ א ߯ሺܯሻ ݅ç݅݊, 

(O’Neill 1983). 

Lemma 2.3  ܸ א ߯ሺܯሻ olsun. ܮ௏ Lie türevi aşağıdaki özelikleri sağlar: 

i.  ܮ௔௏ା௕ௐ ൌ ௏ܮܽ ൅ ,ௐܮܾ ሺܽ, ܾ א ܴሻ, 

ii. ሾܮ௏, ௐሿܮ ൌ  ,ሾ௏,ௐሿܮ

iii. ܮ௏ሺ݂݀ሻ ൌ ݀ሺܸ݂ሻ,    ݂ א ,ܯሺܥ ܴሻ. 
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Tanım 2.24  ܩ diferesiyellenebilir manifold ve aynı zamanda grup olsun. ܩ ൈ ܩ ื  ܩ

grup işlemi ve ܽ א  için ܽ elemanını ܽିଵ elemanına götüren dönüşüm ܩ

diferansiyellenebilir ise ܩ ye Lie grubu denir (Sternberg 1995). 

Tanım 2.25 ܩ Lie grubu olsun. 

ܩ :௔ܮ ื ݃ ,ܩ ื ௔ሺ݃ሻܮ ൌ ܽ݃, 

ve  

ܴ௔: ܩ ื ݃ ,ܩ ื ܴ௔ሺ݃ሻ ൌ ݃ܽ, 

dönüşümlerine, sırasıyla, sol ve sağ öteleme denir. ܮ௔ ve ܴ௔ dönüşümleri 

diffeomorfizimlerdir. Bu dönüşümlerin tersleri ܮ௔షభ ve ܴ௔షభ dir (O’Neill 1983). 

Tanım 2.26 ܩ Lie grubu ve ܺ, ܩ üzerinde vektör alanı olsun. ܽ׊, ݃ א    için ܩ

௔ሺܮ݀ ௚ܺሻ ൌ ܺ௔௚ ise ܺ vektör alanına sol-invaryant vektör alanı denir. ܺ sol-invaryant 

ise ݀ܮ௔ሺܺሻ ൌ ܺ dir (O’Neill 1983). 

Teorem 2.4  ܺ଴ א ௘ܶܩ için ܺ଴ ൌ ܺ௘ olacak şekilde bir tek ܺ sol-invaryant vektör alanı 

vardır. ݁, grubun birim elemanıdır (Karger 1929). 

 ሻ ileܩLie gurubu üzerinde tüm sol-invaryant vektör alanlarının cümlesini ࣥ௅ሺ ܩ

gösteriyoruz. 

Teorem 2.5  ܩ bir Lie grubu, ܺ, ܻ א ࣥ௅ሺܩሻ ve ߣ א ܴ olsun. Ozaman 

i.  ܺ ൅ ܻ א ࣥ௅ሺܩሻ, 

ii.  ܺߣ א ࣥ௅ሺܩሻ, 
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iii.  ሾܺ, ܻሿ א ࣥ௅ሺܩሻ, 

dır (Karger 1929). 

Tanım 2.27  ܩ bir Lie grubu ve ܩ`nin birim elemanı ݁ olsun. ߦ, ߟ א ௘ܶሺܩሻ nın sol-

invaryant vektör alanları, sırasıyla, ܺ, ܻ olmak üzere, ሾߦ, ሿߟ ൌ ሾܺ, ܻሿ௘ şeklinde 

tanımlanır. Bu durumda, Lie grubunun birim elemanındaki tanjant uzayı  ௘ܶሺܩሻ bir Lie 

cebri olur. Bu Lie cebrine ܩ Lie grubuna ait Lie cebri denir ve ग़ ile gösterilir (Karger 

1929). 

Teorem 2.6  ܩ bir Lie grubu ve ܩ`nin Lie cebri ग़ olsun. Ozaman, 

ܺ א ग़ dir ฻ ݐ׊ א ܴ için exp ሺܺݐሻ א   ܩ

dir (Sternberg 1994). 

Tanım 2.28  ܩ bir Lie grubu ve ݀ ׷ ܩ  ൈ ܩ ื ܴ bir metrik olsun. ܽ׊, ,ݔ ݕ א  ,için ܩ

i. ݀ሺܽݔ , ሻݕܽ  ൌ  ݀ሺݔ,  ,ሻ ise ݀ metriğine sol-invaryant metrikݕ

ii. ݀ሺܽݔ , ሻܽݕ  ൌ  ݀ሺݔ,  ,ሻ ise ݀ metriğine sağ-invaryant metrikݕ

denir. 

Tanım 2.29 ݀ metriği hem sol-invaryant hem de sağ-invaryant ise, ݀ metriğine           

bi-invaryant metrik denir. 
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Tanım 2.30 Uzayda katı hareketler grubu ܵܧሺ3ሻ ile gösterilir ve aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

ሺ3ሻܧܵ ൌ ቄቂܴ ݀
0 1ቃቚ ܴ א ଷܴܫ

ଷ, ݀ א ଵܴܫ
ଷ, ்ܴܴ ൌ ,ଷܫ detሺܴሻ ൌ 1ቅ. 

Ayrıca, ܵܧሺ3ሻ bir Lie grubu ve bir manifolddur (Zefran 1995). 

Tanım 2.31 ܵܧሺ3ሻ Lie grubuna ait Lie cebiri ݁ݏሺ3ሻ ile gösterilir ve  

ሺ3ሻ݁ݏ ൌ ቄቂΩ ݑ
0 0ቃቚ Ω א ଷܴܫ

ଷ, ݑ א ଵܴܫ
ଷ, Ω் ൌ െΩቅ, 

dır. Burada Ω,  3 ൈ 3’lük sabit bir anti-simetrik matristir. 

Ayrıca  ݔ׊ א ,ଷܴܫ Ωx ൌ ߱ ൈ ߱ olmak üzere bir tek ,ݔ א ଵܴܫ
ଷ vardır. Burada  ൈ,  ଷܴܫ

uzayındaki vektörel  çarpımıdır. Ayrıca her ܵ א ,ሺ3ሻ, elemanı ሼ߱݁ݏ  ሽ vektörleri ileݑ

verilebilir. Bundan başka ܵ א ܩ ሺ3ሻ, için݁ݏ ൌ ݁ௌ א  .ሺ3ሻ dırܧܵ
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3. SABİT İVMELİ EĞRİLER 

Bu bölümde, ܵܧሺ3ሻ üzerinde alınan bir eğrinin ne zaman sabit ivmeli bir eğri olacağını 

araştıracağız. Bunun için Zefran ve Kumar (1998) ve Selig’in (2007) çalışmalarını ele 

alacağız. Bir eğri boyunca hareket eden bir katı cismin belirttiği hareket ܩሺݐሻ א  ሺ3ሻܧܵ

olsun. Burada ݐ, eğrinin parametresidir. ܸ ൌ ௗ
ௗ௧

 ଵ olmak üzere, ivmenin integraliିܩܩ

aşağıdaki gibi tanımlanır 

J ൌ ቀଵ
ଶ
ቁ ׬ ,୚V׏ۃ ۄ୚V׏ dtୠ

ୟ . 

Burada, ۃX, Yۄ notasyonu bi-invaryant metriği gösteriyor ve ׏ bu metriğin tanımladığı 

kovaryant türev operatörüdür. ܬ integralinin ܵ vektör alanı boyunca Lie türevi alınırsa 

ܬௌܮ ൌ ൬
1
2൰ න S׏ۃ୚V, ۄ୚V׏ dt

ୠ

ୟ
 

ൌ න ,୚V׏ୗ׏ۃ ۄ୚V׏ dt
ୠ

ୟ
, 

elde edilir. ܴ Riemann eğrilik tensörü  

ܴሺܺ, ܻሻܹ ൌ െ׏ଡ଼׏ଢ଼W ൅ ଡ଼W׏ଢ଼׏ ൅  ,ሾଡ଼,ଢ଼ሿW׏

olmak üzere, integrand ܫ ൌ ,୚V׏ୗ׏ۃ  ifadesini aşağıdaki şekilde yazabiliriz  ۄ୚V׏

ܫ ൌ ୗV׏୚׏ۃ ൅ ሾୗ,୚ሿV׏ െ RሺS, VሻV,  .ۄ୚V׏

 Ayrıca,  

,ୗV׏୚׏ۃ ۄ୚V׏ ൌ ,ୗV׏ۃܸ ۄ୚V׏ െ ,ୗV׏ۃ ୚׏
ଶ Vۄ, 
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yazabiliriz. 

Riemann koneksiyonu için 

௑ܻ׏ ൌ ௒ܺ׏ ൅ ሾܺ, ܻሿ,                                                   (3.1) 

dır. Burada, ܵ ve ׏୚S  nin sınırlarda sıfırlandığını kabul ettiğimiz için, ׏ୗV nin 

integralinin de sıfırlandığını kabul ederiz. 

Burada (3.1) denkleminden 

,ୗV׏ۃ ୚׏
ଶ Vۄ ൌ ୚S׏ۃ ൅ ሾS, Vሿ, ୚׏

ଶ Vۄ, 

denklemi elde edilir. 

Ayrıca, son eşitliğin ܸ ye göre birinci türevini tekrar alırsak, aşağıdaki denklemi 

yazabiliriz 

,ୗV׏ۃ ୚׏
ଶ Vۄ ൌ ,ܵۃܸ ୚׏

ଶ Vۄ െ ,ܵۃ ୚׏
ଷ Vۄ ൅ ,ሾܵۃ ܸሿ, ୚׏

ଶ Vۄ. 

Bir kez daha, yukarıdaki denklemin birinci teriminin integrali alınabilir fakat sınır 

noktalarında sıfırlanır. İntegrand ܫ ‘nin ikinci terimi, benzer işlemler tekrarlanarak  

ܬௌܮ ൌ න ,ܵۃ ୚׏
ଷ Vۄ െ ,ሾܵۃ2 ܸሿ, ୚׏

ଶ Vۄ ൅
௕

௔
,ሾܵൣۃ ܸሿ, ܸ൧, ۄ୚V׏ െ ,RሺSۃ VሻV, ۄ୚V׏  ,ݐ݀

elde edilir. 

ܺ, ܻ, ܼ sol-invaryant vektör alanı olmak üzere 



21 
 

,ሾܺۃ ܻሿ, ۄܼ ൌ ,ܺۃ ሾܻ, ܼሿ(3.2)                                               ,ۄ 

ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ
1
2 ൣሾܺ, ܻሿ, ܼ൧, 

yazılabilir. Bu eşitlikler Milnor (1969)’da bulunabilir.  

Böylece integralin birinci varyasyonu şu şekle gelir; 

ܬௌܮ ൌ න ,ܵۃ ௏׏
ଷ ܸ ൅ 2ሾ׏௏

ଶ ܸ, ܸሿ ൅
3
4 ൣሾ׏୚V, Vሿ, ܸ൧ۄ

௕

௔
 .ݐ݀

ܵ varyasyonu keyfi olduğundan yukarıdaki denklemin sıfıra eşitlenmesi halinde 

௏׏
ଷ ܸ ൅ 2ሾ׏௏

ଶ ܸ, ܸሿ ൅
3
4 ൣሾ׏୚V, Vሿ, ܸ൧ ൌ 0, 

elde edilir. 

Buradan, eğer ׏୚V ൌ V,ሶ  yerine konulursa, o zaman sabit ivme koşulunu sağlayan 

denklem; 

௏׏
ଶ ሶܸ ൅ ௏׏2ൣ ሶܸ , ܸ൧ ൅ ଷ

ସ
ቂൣVሶ , V൧, ܸቃ ൌ 0,                                          (3.3) 

olur. 

Şimdi, metriğin bi-invaryant olma özeliği kullanılırsa, 

୚V׏୚׏ ൌ ሷܸ ൅
1
2 ൣܸ, ሶܸ ൧, 
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bulunur.  Buradan 

௏׏ ሶܸ ൌ
1
2 ൣܸ, ሶܸ ൧ ൅ ሷܸ , 

olur ve böylece; 

௏׏௏׏ ሶܸ ൌ
1
4 ቂܸ, ൣܸ, ሶܸ ൧ቃ ൅ ൣܸ, ሷܸ ൧ ൅ ܸሺଷሻ, 

olur. Ayrıca bu denklemi (3.3)’de kullanırsak; 

   ܸሺଷሻ ൅ ൣ ሷܸ , ܸ൧ ൌ 0,                                                         (3.4) 

elde edilir. (3.4) denklemi sağlanıyor ise eğri sabit ivmelidir. Gerçekten  

 (3.4) den integral alarak; 

ሷܸ ൅ ൣ ሶܸ , ܸ൧ ൌ  (3.5)                                                           ,ܥ

sonucu elde edilir. Şimdi, Յ ൌ ۃ ሷܸ , ሷܸ  .ifadesinin sabit olduğunu gösterelim ۄ

ۃܸ ሷܸ , ሷܸ ۄ ൌ ۃ2 ሷܸ , ௏׏ ሷܸ  ۄ

                                                        ൌ 2 ۃ ሷܸ , ൫ܸሺଷሻ ൅ ൣ ሷܸ , ܸ൧൯ െ
3
2 ൣ ሷܸ , ܸ൧ۄ 

 ൌ 0. 

Ayrıca (3.4)’deki denklem yerine sabit ivmeli eğrileri bulmak için aşağıdaki yolu 

izleyebiliriz. 
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Eğer ܸ için  

ሷܸ ൌ  ,ଵିܩܺܩ

Eşitliğini sağlayacak şekilde bir ܺ sabit vektörü var ise eğrimiz sabit ivmelidir. 

Gerçekten (3.4) denkleminin sağlandığını görebiliriz. Bu eşitliğin doğruluğunu görmek 

için, ݀ܩ ⁄ݐ݀ ൌ  ,ifadesini kullanarak yukarıdaki denklemin türevi alınırsa  ܩܸ

ܸሺଷሻ ൌ ଵିܩܺܩܸ ൅ ܺܩ
݀
ݐ݀  ,ଵିܩ

elde edilir. 

Burada ݀ିܩଵ ⁄ݐ݀  yi bulmak için, ିܩܩଵ ൌ  denkleminin türevini alarak ܫ

ଵିܩ݀ ⁄ݐ݀ ൌ െିܩଵܸ, 

elde edilir. Böylece, 

ܸሺଷሻ ൌ ଵିܩܺܩܸ െ ଵܸିܩܺܩ ൌ ൣܸ, ሷܸ ൧. 

Böylece (3.4) denklemi gerçeklenmiş olur.  

Ayrıca, ሷܸ ൌ ଵ den Յିܩܺܩ ൌ ۃ ሷܸ , ሷܸ ۄ ൌ ,ܺۃ   .nin sabit olması sağlanacaktır ۄܺ
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4. JEODEZİK ÇATI HAREKETİ 

Bu bölümde bir yüzey üzerinde, yatan bir eğrinin jeodezik çatısı ele alınarak sabit 

ivmeli eğriler araştırılacaktır.  

Teorem 4.1 3E  ün S yüzeyi üzerinde birim hızlı α  eğrisinin sabit ivmeli eğri olması 

için gerekli ve yeterli şart nk  normal eğriliği, gk  jeodezik eğriliği ve rt  jeodezik 

burulmasının ݐ nin bir lineer ifadesi olmasıdır. 

İspat α  eğrisi, 3E  ün bir S  yüzeyi üzerinde birim hızlı bir eğri olsun. S  yüzeyinin bir 

( )tα  noktasında 3
)( RT tα  teğet vektör uzayının bir ortanormal bazı )}(),(),({ tZtYtT  

olsun. Burada αoZZ = , S  yüzeyinin α  eğrisi boyunca ortogonal birim vektör 

alanıdır ve TZY ×=  olmak üzere, (3))||(=)( SOZYTtR ∈  çatısına SI →:α  

üzerinde bir jeodezik çatı denir. Böylece aşağıdaki denklemler sağlanır: 

,=,=,=,=)( YtTkZZtTkYZkYkTTt rnTrgTngT
−−+−+ ∇∇∇α&  

Burada nk  normal eğrilik, gk  jeodezik eğrilik ve rt  jeodezik burulma olarak 

adlandırılır. 

Eğer α  eğrisinin Frenet çatısı { }BNT ,,  olursa ve γ , Z  ve B  nin arasındaki açı olmak 

üzere 

,=,=,= γτγγ &−rgn tkcoskksink                                        

yazılabilir. 

α  eğrisinin Darboux vektörü ZkYkTtw gnr +−=   dir. Gerçekten, 
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,,=,= ZwZYwYTwT TTT ×=×× ∇∇∇                                             

dir. Darboux vektörünün özeliklerinden ),,(=)( ZYTtR  olmak üzere 

,= RR Ω&  

yazılabilir. Burada ,Ω  w  nin 3 ൈ 3 anti-simetrik matris gösterimidir. Böylece 

,
0

0
0

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−Ω

rn

rg

ng

tk
tk
kk

 

elde edilir.  

Katı hareket grubu ܵ(3)ܧ cümlesinin elemanlarını,   

,
10

)()(
=)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ttR
tG

α
 

şeklinde alabiliriz. ,)( tG )3(SE  Lie grubunda bir eğri olur. Bu eğrinin sabit ivmeli 

olma hipotezlerini araştıralım. 

İlk olarak, 

,= 1−GG
dt
dV         

hesaplanırsa  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

10
)(

00
)()(

=
tRRttR

V
TT αα&&

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Ω

1000
=

αTT RRTR
 

,
00

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Ω−Ω αT

 

elde edilir burada T=α&  dir. Ayrıca türev alınırsa, 

,
00

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×−Ω αw
V

&&
&  

dır, tekrar türev alınırsa 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×−×−Ω
00

=
αα &&&&&&

&& ww
V  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×−×−Ω
00

=
Tww &&&&& α

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×−×+×−Ω
00

= TZkTYkw gn
&&&&&& α

 

,
00

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−×−Ω YkZkw gn
&&&&&& α

 

elde edilir. Ayrıca, Darboux vektörü ZkYkTtw gnr +−=   ifadesinden 
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ZkYkTtZkYkTtw
TgTnTrgnr ∇∇∇ +−++− &&&& =   

( ) ( ) )(= YtTkkZtTkkZkYktZkYkTt rngrgnngrgnr −−++−−+++− &&&  

,= ZkYkTt gnr
&&& +−  

yazılabilir. Buradan benzer şekilde 

( ) ( ) ( ) ,= ZktktkYtkktkTkkkktw grnrnrgnrgnggnr
&&&&&&&&&&&&&& +−+−−+−+   

elde edilir. 

Şimdi 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−×−Ω
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−

100010
=1 ααα RYkZkwRR

GVG gn
TT &&&&&&

&&   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−×−+ΩΩ
00

)(= YkZkwRRRR gn
TTT &&&&&&&& αα

 

,
00

)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−Ω YRkZRkRR T
g

T
n

T &&&&
 

olur. Buradan 

,

0000
0

0
00

=1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−+++−
−+−−+−

−−−+−

−

nnggnrrgnrg

gnggnrgrnrn

rgnrggrnrn

kkkkkttkktk
kkkkktktktk

tkktkktktk

GVG
&&&&&&&&&

&&&&&&&&&

&&&&&&&&

&&

       (4.6)

 



28 
 

elde edilir. 

Bizim amacımız sabit ivmeli eğriyi bulmaktır. Bunun için GVG &&1−  nin sabit olmasını 

istiyoruz. 321321 ,,,,, bbbaaa  reel değerli katsayılar olmak üzere (4.6) ifadesinden, 

 

dır. Buradan 

,=,= 2211 btakbtak ng ++  

dir. Ayrıca (4.6) ifaesinden, 

,= atktkk rgrgn
&&&& −+  

dır ki eğer nk  ve gk  nin değerleri yerlerine konulursa 

( ) ,=111 atatbta rr −−+ &  

denklemi elde edilir. Şimdi 01 ≠a  ve 
1

1

a
bt −

≠  olmak üzere, 

,=
1111

1

bta
at

bta
at rr +

−
+

−&  

olur.  Bu diferansiyel denklemin çözümü 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
− +

−
+ ∫

∫
∫

1
11

1

11

11
1

= ce
bta

aet
dt

bta
a

dt
bta

a

r  

,=,= 21 akak ng
&&
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( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++ −

1
1

11
1

11= cbta
a
abta  

,=
1

1111 a
abctac ++  

olarak elde edilir. Burada 113 = aca  ve 
1

113 =
a
abcb +  olmak üzere 33= btatr +  dir. Bu 

durumda  2112= babab −  ve 3232= baabc −  olmak üzere 

,= bkkkkt nggnr
&&&& −+  

ve 

,= ctktkk rnrng
&&&& −+  

olur. 

Dolayısıyla 

,

0000
0

0
00

=
2

11

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−−

−

aba
abc

ac

GVG &&  

4 ൈ 4’lük  sabit bir matris olur. Böylece ,,, rng tkk  .nin bir lineer ifadesi olur ݐ 

Tersine, eğer ,,, rng tkk nin bir lineer ifadesi iseler, o zaman GVG ݐ  &&1−  sabit bir 

matristir. Böylece )( tG  eğrisi )3(SE üzerinde sabit ivmeli bir eğridir. 
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Sonuç 4.1  S yüzeyi üzerinde alınan bir jeodezik (asimtotik) eğri yardımıyla tanımlanan 

)3(SE deki eğrinin, sabit ivmeli eğri olması için gerekli ve yeterli şart, k&  ve ττ kk && −  

nin sabit olmasıdır. 

İspat  Eğer ,α  S yüzeyi üzerinde alınan bir jeodezik eğri ise, o halde 0=gk  ve (4.6) ya 

göre 
2

= πγ  , kkn =  ve τ=rt  eşitliklerini elde edebiliriz. Böylece 

,

0000
0

00
00

=1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−+−

−

kk
kk

kkk

GVG
&&&&&

&&&&

&&&&

&&
τ

τττ
ττ

 

dır. Eğer α  asimptotik bir eğri ise, 0=nk  dır ve (4.6) den 0=γ  , kkg =  ve τ=rt

olduğunu buluruz. Böylece 

,

0000
00

0
00

=1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−−

−−

−

τττ
τ
ττ

&&&&

&&&&&

&&&&

&&
kk

kk
kkk

GVG  

olur. 

Eğer uk =&  sabit ise 0=k&&  olmalıdır. Bu diferansiyel denklemin çözümünden,  

0= uutk +  fonksiyonu elde edilir. Şimdi ,ττ kk && −  denkleminin yerine k  değeri 

konulursa burulma için çözüm, bir diğer lineer fonksiyon olan βατ +t=  dır. Burada 

ωβα =0 uu −  ve 0=τ&&  dır (Selig 2005). 

Örnek 4.1 (Silindir yüzeyinde jeodezikler): Dairesel α  helisi 3R  de C silindiri 

üzerinde spirala benzeyen bir eğridir ki parametrik denklemi, 
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,=,=,= bvzasinuyacosux  

şeklindedir. Burada ܽ yarıçap ve ܾ’de ܥ silindirinin yüksekliğidir. Dairesel α  helisinin 

eğriliği ve burulmasını hesaplarsak, 

,=,= 2222 ba
b

ba
ak

++
τ  

elde edilir. Dairesel α  helisi, C silindiri üzerinde bir jeodeziktir. α  eğrisinin k  eğriliği 

ve τ  burulmasının her ikisi de sabit olduğu için, GVG &&1−  sabit bir matrisdir. Bu nedenle 

α  yardımıyla )3(SE  de elde edilen G eğrisi, sabit ivmelidir. 

Örnek 4.2  ),cos,sin( vuuv →  doğruları  ),cos,sin(),( vuuvu →  silindirinde 

asimtotik eğrilerdir. Bir doğrunun eğriliği sıfır olduğundan, silindir yüzeyindeki 

herhangi bir doğru asimtotik bir eğridir. Ayrıca doğrunun burulması da sıfır 

olduğundan, Sonuç 4.1’ye göre bu doğru yardımıyla )3(SE  de elde edilen G eğrisi, 

sabit ivmelidir. 

Sonuç 4.2  Eğer k& , γ  ve gnng kkkk && −  sabit ise, S  yüzeyi üzerinde, eğrilik çizgisi 

yardımıyla )3(SE  de elde edilen G eğrisi sabit ivmelidir. 

İspat   Eğer α  bir eğrilik çizgisi olan bir eğri ise, bu durumda 0=rt olur, böylece 

,

0000
0

0
00

=1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
−−
−+−

−−

−

nnggnn

gnggng

ng

kkkkkk
kkkkkk

kk

GVG
&&&&&

&&&&&

&&&&

&&

 

olur. 
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γ  sabit olduğundan, 0=τ  dır ve Sonuç 4.3’e göre gk  ve nk  her ikisi  de ݐ nin lineer 

fonksiyonlarıdır. Bu sebeple 01= αα +tkg  ve 01= ββ +tkn  yazabiliriz, dolayısıyla 

ω=gnng kkkk && −  sabit olduğunu elde etmiş oluruz. Bu sabitlikten dolayı 

ωβαβα =0110 −  ve 0== ng kk &&&&  olduğunu kolaylıkla elde ederiz. O halde GVG &&1−  

matrisi sabit olduğuna göre α  eğrisi S yüzeyi üzerinde bir sabit ivmeli eğridir. 

Örnek 4.3  3),(: Rba →β  bir birim hızlı eğri olsun. β  nın 0>c  yarıçaplı ve 3Rq∈  

merkezli, ሼ݌|ԡ݌ െ ԡݍ ൌ ܿሽ küresi üzerinde olduğunu varsayalım. Eğer β , yarıçapı c  

olan bir çember ise o halde 0=gk  ve 
c

kk n
1==  olur ve dolayısıyla 0== kk &&&  olduğu 

için β  nın burulması sıfırdır (Gray 1939). Böylece Sonuç 4.2’e göre, β  yardımıyla 

)3(SE  de elde edilen G eğrisi, sabit ivmelidir. 
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5. Bİ-İNVARİANT METRİĞE SAHİP OLAN BİR LIE GRUBUNDA SABİT 
İVMELİ EĞRİLER 

Bi-invaryant metrik  ൏ , ൐ e sahip olan bir Lie grubu ܩ ve ׏ onun Levi – Civita 

koneksiyonu olsun. ܩ nin Lie cebiri ग़ olsun. Dolaysıyla 

ग़ ൎ ௘ܶܩ, 

olduğunu biliyoruz. Burada e, G nin birim elemanıdır. Ayrıca 

൏ ܺ, ሾܻ, ܼሿ ൐ൌ൏ ሾܺ, ܻሿ, ܼ ൐,   

ve 

௑ܻ׏ ൌ ሾܺ, ܻሿ,   

dır. Burada ܺ, ܻ, א ܼ ग़ dır. 

Tanım 5.1  ߙ ׷ ܫ ؿ ܴ ՜  ya genel helis ߙ bir parametreli eğri olsun. Bu durumda ܩ

denir eğer ߙ nın teğet vektör alanı bir sol-invaryant vektör alanı ile sabit açı sağlar ise. 

Tanım 5.2  Eğer ߙ ׷ ܫ ؿ ܴ ՜  nın Frenet çatısını ߙ yay parametreli eğri olsun ve eğer ܩ

ሺܶ, ܰ, ,ܤ ,ߢ ߬ሻ ile göstermiş olursak, 

߬ீ ൌ ଵ
ଶ

൏ ሾܶ, ܰሿ, ܤ ൐,  

şeklinde ߙ nın burulmasını tanımlayabiliriz. 

Teorem 5.1 ( Lancert ): ܩ bir Lie grubu olsun. ܩ de bir eğrinin genel helis olması için 

gerek ve yeterli şart ߬ ൌ ߢܿ ൅ ߬ீ dır, burada ܿ sabittir. 
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İspat (Çiftçi 2009). 

Tanım 5.3 ܩ bir Lie grubu ve  ݃, ܩ nin Lie cebiri ve ߙ ׷ ܫ ؿ ܴ ՜  bir yay parametreli ܩ

eğri olsun. O zaman ߚ ׷ ܫ ؿ ܴ ՜ ݃ eğrisine, ߙ eğrisinin sol şifti denir, eğer 

ሻݏሶሺߚ ൌ ሶߙఈషభሺ௦ሻܮ݀ ሺݏሻ, ݏ׊ א   ,ܫ

olur ise. Burada ܮ sol ötelemedir. 

Tanım 5.4 ߙ ya bir küresel eğri denir, eğer ߚ eğrisi, birim küre üzerinde ise, yani 

൏ ,ሻݐሺߚ ሻݐሺߚ ൐ൌ 1 , ݐ׊ א  .ܫ

Teorem 5.2 ܩ Lie grubu üzerinde ߙ eğrisi için ߬ ൌ ߢܿ ൅ ߬ீ olsun. ߙ nın bir genel 

küresel helis olmasının gerek ve yeterli şartı, 

ሻݏሺߢ ൌ ଵ
√ଵି௖మ௦మ ,  

ve 

߬ሺݏሻ ൌ  
1

√1 െ ܿଶݏଶ
൅ ߬ீ, 

dır. 

İspat (Çiftçi 2009). 

:ߙ nin üzerinde bir ܩ bi-invaryant metriğe sahip olan bir Lie grubu olsun ve ܩ ՜ ܫ   ܩ

eğrisinin Frenet çatısı ሼܶ, ܰ,   ,ሽ  olmak üzereܤ
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்ܶ׏  ൌ ,ܰߢ ்ܰ׏ ൌ െܶߢ ൅ ,ܤ߬ ܤ்׏ ൌ  െ ߬ܰ,  

denklemleri vardır. Burada ܩ ,׏ nin Levi- Civita koneksiyonu ve  ߢ ile ߬,  sırasıyla, 

 .eğrisinin eğrilik ve burulma fonksiyonlarıdır ߙ

Şimdi Frenet hareketinde, ߙ  eğrisi üzerinde hareket eden bir noktayı ele alalım. Matris 

gösterimi kullanarak hareket, 

݉ሺݐሻ ൌ  ቀܴሺݐሻ ሻݐሺߙ
0 1 ቁ,                                           (5.7) 

ile gösterilir. Burada ߙሺݐሻ bir eğri ve ܴሺݐሻ,  ܶ, ܰ,  birim vektörlere sahip dönme ܤ

matrisidir. Böylece 

ܴሺݐሻ ൌ  ሺܶ, ܰ,   ,ሻܤ

dir. Dolayısıyla, ߱ ൌ ߬ܶ ൅  Darboux vektörü olmak üzere ,ܤߢ

்ܶ׏ ൌ ߱ ൈ ܶ, ்ܰ׏   ൌ  ߱ ൈ ܰ, ܤ்׏   ൌ  ߱ ൈ   ,ܤ

denklemleri sağlanır (Marsh 2005). 

Böylece 

ሶܴ ൌ Ωܴ,  

dir. 

Burada  Ω  ;   ߱ ൌ ߬ܶ ൅   vektörüne karşılık gelen 3ൈ3’ lük antisimetrik matristir ve ܤߢ

߱ ;  Darboux vektörüdür. Buradan 
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ܸ ൌ  
݀
ݐ݀  ଵିܩ ܩ

                  ൌ  ቀΩ ܶ െ ߱ ൈ ߙ
0 0 ቁ, 

dir. ߙ eğrisi, birim hızlı olduğundan  ߙሶ ൌ ܶ  olur. 

Böylece, 

ሶܸ ൌ ൬Ωሶ െ ሶ߱ ൈ ߙ
0 0

൰, 

dır. Böylece, 

ሶ߱ ൌ ሶ߬ܶ ൅  ,ܤሶߢ

eşitliğinden, 

ሷܸ ൌ ൬Ωሷ െ ሷ߱ ൈ ߙ െ ሶܰߢ
0 0

൰, 

olur. Burada, 

ܰ ൌ ܤ ൈ ܶ, 

ve 

ሷ߱ ൌ ሷ߬ܶ ൅ ሺ ሶ߬ߢ െ ሶ߬ሻܰߢ ൅  ,ܤሷߢ

dır. 
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Şimdi ሷܸ   hesaplandığında, 

ଵିܩ ሷܸ ܩ  ൌ ቌ
0
ሷߢ

ሶ߬ߢ െ ሶ߬ߢ
0

        
െߢሷ
  0

ሷ߬
0

        
ሶ߬ߢ െ ሶ߬ߢ

  
െ ሷ߬
0
0

         
0

െߢሶ
0
0

ቍ,                         (5.8) 

bulunur. 

Şimdi ߙ eğrisinin sabit ivmeli bir eğri olması için gerek ve yeter koşul  

ଵିܩ ሷܸ ܩ  ൌ  (5.9)                                                    ,ܥ

dır. Burada C,  4ൈ4’lük sabit bir matristir: 

ܥ ൌ ቌ
 0

   ܿଵ
െܿଷ
  0

         
െܿଵ

 
  0
  ܿଶ
 0

        

   ܿଷ

  
െܿଶ

  00
         

0
െܿସ

0
0

ቍ,                                (5.10) 

dir. Burada, ܿଵ, ܿଶ,  ܿଷ, ܿସ sabittirler (Selig 2007). Bu durumda (5.9) ve (5.10)’dan ߢ ve 

߬ değişkenli aşağıdaki üç diferansiyel denklem elde edilir: 

ሶߢ ൌ ܿଵ, ሶ߬ߢ െ ሶ߬ߢ ൌ ܿଶ, ሷ߬ ൌ ܿଷ. 

Ayrıca biliyoruz ki α eğrisinin G Lie grubunda sabit ivmeli bir eğri olmasının gerek ve 

yeterli şartı  ିܩଵ ሷܸ ܩ  ൌ  .matrisinin 4×4’lük  sabit bir matris olmasıdır ܥ

Teorem 5.3 ܩ bir bi-invaryant metriğe sahip olan Lie grubu olsun, ܩ de bir küresel 

genel helis eğrisi yardımıyla elde edilen )( tm  eğrisinin, sabit ivmeli bir eğri olması için 

gerek ve yeterli şart  ߢ ൌ 1  ve  τ birinci dereceden fonksiyon olmasıdır. 

İspat α eğrisi ܩ Lie grubunda bir küresel genel helis olsun. O zaman 
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߬ ൌ ߢܿ ൅ ߬ீ, 

dir. Eğer α, ܩ de sabit ivmeli bir eğri ise 

ሶߢ ൌ ܿଵ, 

dir ve buradan 

ߢ ൌ ܿଵݏ ൅ ܿସ, 

elde edilir. Ayrıca 

            ሶ߬ߢ െ ሶ߬ߢ ൌ ሺܿߢሶ ൅ ሶ߬ீሻߢ െ ߢሶሺܿߢ ൅ ߬ீሻ 

ൌ ሶ߬ீߢ െ ሶߢ  ߬ீ 

ൌ ሶ߬ீߢ െ ܿଵ߬ீ 

                                                                  ൌ ܿଶ, 

dir ve dolayısıyla 

ሶ߬ீ െ
ܿଵ

ܿଵݏ ൅ ܿସ
߬ீ ൌ

ܿଶ

ܿଵݏ ൅ ܿସ
, 

denklemini elde ederiz. Buradan, 

߬ீ ൌ ׬݁ ௖భ
௖భ௦ା௖ర

ௗ௦ ൬න
ܿଶ

ܿଵݏ ൅ ܿସ
݁ି ׬ ௖భ

௖భ௦ା௖ర
ௗ௦ ݏ݀ ൅ ܿହ൰ 
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                                       ൌ ܿଵܿହݏ ൅ ܿସܿହ െ
ܿଶ

ܿଵ
 

                                      ൌ ݏ݉ ൅ ݊, 

dır. Burada  ݉ ൌ ܿଵܿହ ve  ݊ ൌ ܿସܿହ െ ௖మ
௖భ

  dır. 

Ayrıca 

τሷ ൌ ሷ߬ீ ൌ 0, 

koşulu sağlanmalıdır. Burada 

ሻݏሺߢ ൌ
1

√1 െ ܿଶݏଶ
, 

ve 

ߢ ൌ ܿଵݏ ൅ ܿସ, 

denklemlerinden  ܿ ൌ 0 olur ve dolayısıyla  ߢ ൌ 1 elde edilir. 

Böylece ߢ ൌ 1 ve ߬ nın ݏ parametresinin lineer fonksiyonu olduğunu ispat etmiş 

oluyoruz. 

Eğer ܩ bi-invaryant metriğe sahip olan Lie grubunda, küresel genel helis olan α eğrisi 

için  ߢ ൌ 1 ve ߬,  ݏ parametresinin lineer fonksiyonu ise, o zaman ݉ eğrisinin bir sabit 

ivmeli eğri olduğu aşikardır. 
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6. KOMPAKT RIEMANN MANİFOLDUNDA SABİT İVMELİ EĞRİLER 

,ܯ ܴସ   Riemann manifoldunun bir üç boyutlu kompakt ve irtibatlı alt manifoldu olsun. 

O halde  ܯ bi-invaryant olan bir Riemann metriğine sahiptir. 

Ayrıca ߙ: ՜ ܫ ,eğrisinin Frenet çatısı ሼܶ  ܯ ܰ,  ሽ  olmak üzere, Frenet formülasyonunaܤ

göre 

்ܶ׏  ൌ ,ܰߢ ்ܰ׏        ൌ  െܶߢ ൅ ܤ்׏          ,ܤ߬ ൌ ߬ܰ, 

denklemleri elde edilir.  Burada ׏, M’nin Levi- Civita koneksiyonu ve  ߢ ile ߬  sırasıyla 

 .eğrisinin eğrilik ve burulma fonksiyonlarıdır ߙ

Şimdi, 43 RSM ⊂=  birim yarıçaplı ve orijin merkezli bir küreyi ele alalım. ܵଷ  

üzerindeki bir 3: SRI →⊂α  eğrisi, 4R  üzerinde de bir eğri olarak incelenebilir. Şimdi 

α  eğrisinin 4-boyutlu Öklid uzayındaki Frenet çatısı },,,,,{ 321321 kkkEEE  ve eğrinin 

Frenet çatısı  ,},,,,{ τκBNT  1= ET  olmak üzere, 

1= 1 −kκ                                                      (6.11) 

ve 

2
2

2
1=
κ

τ kk
                                                     (6.12) 

dır (Monterde 2004). 
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Teorem 6.1 3: SRI →⊂α  birim hızlı ve yay uzunluklu parametreye sahip olan bir 

uzay eğrisinin sabit ivmeli eğri olması için gerek ve yeter şart,  

( ) 1= 2
1 ++± bask   

ve 

 ,
1)(

)()(= 2

2

2 ++
++

bas
qpsbask   

dır. Burada qpba ,,,  sabittirler ve ,ik 1,2=i  için α eğrisinin, 4 boyutlu Öklid 

uzayındaki i-inci eğriliğidir.  

İspat 3: SRI →⊂α birim hızlı eğrisi 3S üzerinde olsun. Şimdi biliyoruz ki Frenet-

Serret hareketinde (katı cisim hareketinde), bir nokta α  eğrisi boyunca hareket eder. 

Hareketli cisimde koordinat çatısı, bu eğrinin teğeti ,T  normali ,N  ve binormali B  den 

oluşur. Burada hareket, (5.7) formunda belirtilebilir. Bu hareketle ilgili dönme matrisi 

( )BNTR ,,=  dır. 

Biliyoruz ki α eğrisinin sabit ivmeli bir eğri olmasının gerek ve yeter şartı CGVG =1 &&−
 

dır. Burada ,C  (6.10) formuna göre 44× ’lük bir sabit matristir. ,=1 xk  dersek 

(6.11)’den 1= 2 −xκ elde edilir ve 4= cκ&  dır. Buradan 

,=
1

42
c

x
xx
−

&
 (6.13) 

dır. Şimdi dsxdx &= olduğundan (6.13)’den 
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,=
12

4

ds
xc

xdx
−

 (6.14) 

dır. (6.14)’den bir kere integral alınırsa 

,=1 54
2 cscx +−  (6.15) 

elde edilir. Burada 5c  integral sabiti dir. (6.15)’den 

( ) ,1= 2
54 ++± cscx   

dir. Ayrıca xk =1  ve yk =2  dersek, (6.12)’den,   

 ,
1

=
2

2

−x
yxτ      (6.16) 

elde edilir. Şimdi (6.16)’dan s  ye göre türev alınırsa 

 ,
1)(

2
1

2
1

= 22

3

22

2

−
−

−
+

− x
xyx

x
xyx

x
yx &&&

&τ  (6.17) 

denklemi elde edilir. 

Şimdi (6.16), (6.17) ve 2= cτκκτ && −  denklemlerinden  

            
,1=

1)(
2

2

2
2

2

2

x
xcyx

xx
xy −

−
+

− &&   

yazabiliriz. Bu diferansiyel denklemden 
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,
1

1)(1= 62
2

2

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−

∫ cds
x

c
x

xxy               (6.18) 

 bulunur. Burada 6c  sabit bir sayıdır. Şimdi ( )254
2 =1 cscx +−  denklemini (6.18)’de 

kullanırsak  

 ( )
( ) ( ) ),(

1
= 7

544

2
2

54

3
54 c

cscc
c

csc
cscy +

+
−

++
+   

olur. Burada 7c  bir sabit sayıdır. 

Buradan ve 4= cκ&  den 0=κ&&  dır. O zaman (6.13) den aşağıdaki diferansiyel denklemi 

yazabiliriz 

 ( ) 0,=
11

1
1 2

2

22 −−
−

− x
x

xx
xx &&&

  

burada 

 ,=1)( 22 xxxx &&&−  (6.19) 

olur.   

Şimdi (6.16)’dan iki kere, s  ye göre türev alınırsa, aşağıdaki diferansiyel denklem elde 

edilir: 

)20.6(.
11

2
1)(

10
1)(

8
1

4
1)(

4
1

2
1)(

2= 2

2

2

2

22

22

32

24

222

3

222

3

−
+

−
+

−
−

−
+

−
+

−
−

−
+

−
−

x
yx

x
xy

x
xyx

x
xyx

x
yxx

x
yxx

x
xxy

x
xyx &&&&&&&&&&&&&

&&τ
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  Ayrıca, 3= cτ&&  olduğundan  

 ,=
1)(

1)2(31)(2
1)(

4
1 332

222

222

2

cy
x

xxxxxy
x

xxy
x

x
−

++−
−

−
−

−
&&&

&
&

&&   

dır. Eğer (6.19) denklemi  (6.20)’de kullanılır ise   

 ,=
1)(

6
1)(

4
1 332

22

222

2

cy
x

xxy
x

xxy
x

x
−

−
−

−
−

&
&

&
&&  (6.21) 

olur.  

Eğer 7454 =,=,= ccpcbca  ve 
4

2
75=

c
cccq −  olur ise o zaman yyx && ,,  ve y&&  mıktarları 

için 

 ,
1)(

)(=
2 ++

+

bas
basax&   

 ,
1)(

)()(= 2

2

++
++

bas
qpsbasy   

 ( ) ,
1)(

)(
1)(

)()(2
1)(

))((2= 2

2

22

3

2 ++
+

+
++

++
−

++
++

bas
basp

bas
qpsbasa

bas
qpsbasay&   

 ( ) ( ) +
++

−
++

+
++ )

1)(
2

1)(
)(8)(()(= 22

2

32

22
2

bas
a

bas
basaqpsbasy&&   

 ( )
( ) ,

1)(
))((2)()(4

1)(
)(4)(2

22

2

2

2

++

+++++
−

++
+++

bas
qpsbasabaspbasa

bas
basapqpsa  
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olur. Şimdi x  and x&  (6.21)’de yerlerine konulursa aşağıdaki ikinci mertebeden olan 

diferansiyel denklem elde edilir: 

 .=
)(

6
)(

4
)(

1)(
34

2

32

2

cy
bas

ay
bas

ay
bas

bas
+

+
+

−
+

++
&&&   

Son olarak eğer yy &,  ve y&&  nin değerlerini, yukarıdaki diferansiyel denklemde 

kullanırsak, o zaman 0=3c  olur. 

Burada, aşağıdaki  denklemler 

 ( ) 1= 2
1 ++± bask  (6.22) 

ve 

 
1)(

)()(= 2

2

2 ++
++

bas
qpsbask  (6.23) 

ve 0=3c   yı kullanılarak 

 ,

0000
000

000
000

==
2

4

2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

c
c

c

CGVG &&   

olur. Burada ,C  44× ’lük bir sabit matristir. Burada 21 , kk  değerleri, α  eğrisinin sabit 

ivmeli olma koşulunu sağlarlar. 
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Tersine, eğer 1k  ve 2k , (6.22) ve (6.23)’deki gibi olursa, o zaman  11).(6  ve 12).(6 ’den 

dolayı  bas +=κ  ve qps +=τ  olur. Ayrıca, (5.8)’den ,1 GVG &&−  44× ’lük sabit bir 

matris olur. Burada α  sabit ivmeli bir eğri olma koşulunu sağlar. 
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7.  3-BOYUTLU YARI-RIEMANN MANİFOLDUNDA KLASİK ELASTİK EĞRİLER 

7.1 Frenet Denklemleri   

M  bir 3-boyutlu yarı -Riemann manifoldu ve onun yarı-Riemann metriği 

,=,=),( 332211 yxyxyxYXYXg −+〉〈  

olsun, burada ),,(= 321 xxxX , ),,(= 321 yyyY  dır. 

,: MI →α  3-boyutlu yarı-Riemann manifoldu M  üzerinde bir eğri ve |)(=|)( tt αν ′ , 

eğrilik k , burulma τ  ve  Frenet çatısı },,{ BNT  olsun. O zaman Frenet denklemleri  

,=,=,= 2312 NBBTNNT TTT τετεκεκε −∇+−∇∇  

dir. Burada 〉〈〉〈 NNTT ,=,,= 21 εε  ve 〉〈 BB,=3ε  dır (Angel Fernandez 2006). 

Tanım 7.1.1 V vektör alanına, 0>, 〉〈 VV  veya 0=V  olması halinde spacelike, 0<, 〉〈 VV  

olması halinde timelike, 0=, 〉〈 VV  ve 0≠V  halinde ise lightlike denir.   

7.2 Klasik Elastik Denklem 

X  ve Y   vektör alanları için Bracket formülü, 

,=],[= YXXYYXXY YX −∇−∇  

dir. 
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,)( tα  M  de bir eğri olsun. O zaman hız vektörü TV ν= dır ve jeodezik eğriliğin karesi 

,= 22 TT∇κ  

dır. 

),(=)( twgtwα  eğriler ailesi için Frenet çatısını ),,( BNT  ile gösteriyoruz. Böylece 

w
twWW

∂
∂

=
α=),(  

ve 

,),(),(==),( twTtwv
t

twV
∂
∂α

 

dır. Burada V  hız vektörü, 
dt
dsv =   ve s  yay-uzunluğu parametresidir. 

Euler denklemlerinden 

],,)(=],[=],[=0 TWTWTWVW ννν +  

elde edilir (Singer 2007). 

Buradan 

,=)(=],[ gTTWTW
ν
ν  
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dır. Dolayısıyla 

,,2=,2=,2=)(=)(2 22 〉〈∇〉〈∇〉〈∇ TWVWVVWW TVW ννντ  

dır. 

Ayrıca, 

,,=,=)( 〉−〈∇− TWggW Tνν  

dır ve dolayısıyla 

,,),(24,2=)( 22 〉∇〈++〉∇∇〈∇ TTTWRgTWW TTTT κκ  

elde edilir. Burada eğrilik tensörü ,R  

,=),( ], ZZZZYXR YXXYYX ∇−∇∇−∇∇  

şeklindedir. 

Şimdi, M→)0,1(:α  bir eğri ve onun uzunluğu L  olsun. Bu durumda keyfi bir sabit 

sayı λ  için 

 

elde edilir. 

Burada, W bir vektör alanı olmak üzere Wα  için yukarıdaki formül hesaplanırsa 

,)()(
2
1=

2
1=

2
1=)(

21

0

2

0

2

0

dttT

LdsdsF

T

LL

νλ

λκλκαλ

+∇

++

∫

∫∫
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olur.  

Burada, 〉∇〈 TTTWR T,),(  yerine 〉∇〈 WTTTR T ,),(  ifadesi yazılmıştır. Şimdi, 

〉−〈∇ TWg T ,=   den kısmı integrasyon yöntemini kullanarak 

,])(,,[,

)(,
2
1,),(

,2,=)(

0
2

0

2

21

0

L
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TTTTw

TTWTWdsWE
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dw
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〉Λ+∇−〈+〉∇〈∇+〉〈=

〉+〈∇+〉∇〈+
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∫

∫
λκ

καλ

 

elde edilir. Burada 

,),()()(= 3 TTTRTTE TTT ∇+Λ∇−∇  

dir ve 
2
3=

2κλ −
Λ  dir (Singer 2007). 

7.2.1  Timelike eğri 

3-boyutlu yarı-Riemann manifoldu olan M  nin içinde, )( tα  bir timelike eğri  olsun. 

Eğrinin normal vektör alanı N  ve binormal vektör alanı B  spacelike olmak üzere,  

,)(
2
1,),(

2,
2
1=

)()(
2
1=

)()()(
2
1=)(

2

21

0

221

0
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0

gdsTTTWR

gTW
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dtWWF
dw
d

T

TTT

L

w

λκ

κ

λκκ

νλκνκαλ

+−〉∇〈+

+〉∇∇〈∇
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∫

∫

∫
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yazabiliri. Burada κ  ve ατ ,  eğrisinin, sırasıyla, eğrilik ve burulmasıdır.  

Teorem 7.2.1.1 3-boyutlu, kesitsel eğriliği C olan yarı-Riemann manifoldu M  

üzerinde, )( tα  bir timelike eğri olsun. O zaman )( tα  nin bir elastik eğri olması için 

gerek ve yeter şart α  nın κ  eğriliği ve τ  burulması için 

,=,=,= 21 cCcc τκ  

Olacaktır.Burada 21 , cc  sabittirler ve 
2

52=
2
1

2
2 ccc −+λ

 dır .  

İspat M  manifoldun kesitsel eğriliği C  olduğundan, E  nin  formülünü 

,)(2)(6=
))((=

)(=
)()(=

23

2

3

BNCT
TCBTCN

TCCTTN
TCTTE

sssss

ssT

sTT

TTT

κττκκτκκκκκκ
κτκκ

κ

++−+Λ−++
−++Λ−+∇

−+Λ−∇∇
∇+Λ∇−∇

 

olarak yazabiliriz. Böylece 

,)(2
2

22526=
23

BNCTE ss
ss

s κττκκτκλκκκκκ ++
−+−+

+               (7.24) 

dır.  

0=E  eşitliğinin sağlanması için, 
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0,=2
0,=2252

0,=
23

ss

ss

s

C
κττκ

κτκλκκκ

κκ

+
−+−+  

olmalıdır. Yukarıdaki sistemi çözersek, 

,=,=,= 21 cCcc τκ  

elde edilir. Burada 21 , cc  sabittirler ve 
2

52=
2
1

2
2 ccc −+λ

 dir. 

Tersine, τκ ,  ve C  (7.24)’de yerlerine konursa 0=E  denklemini elde ederiz. 

Böylece α  nın bir elastik eğri olduğunu göstermiş oluruz. 

7.2.2  Spacelike eğri 

3-boyutlu, kesitsel eğriliği C  olan yarı-Riemann manifoldu M  nin üzerinde, )( tα  bir 

spacelike eğri olsun. Bu durumda TT∇  ye bağlı üç farklı durum vardır: 

Teorem 7.2.2.1 3-boyutlu, kesitsel eğriliği sabit olan yarı-Riemann manifoldu M  nin 

üzerinde, α  bir spacelike elastik eğri ve ,∇  α  nın kovaryant türevi olsun. Eğer TT∇  

vektör alanı spacelike ise, bu durumda α  nın eğriliği )),((1= 22 prssnqm −κ  ve 

burulması 2=
κ

τ c  dır. Burada qpmc ,,,  ve r  sabittirler ve s  de yay-uzunluğu 

parametresidir. 

İspat  TT∇  spacelike ise,  
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dir. Burada κ  ve τ , sırasıyla, α  nın eğrilik ve burulmasıdır. Bu durumda E  nin 

formülü kolaylıkla hesaplanabilir: 

.)(2
2

222=
23

BNCE ss
ss κττκκτκλκκκ

+−
++−+

 

Burada s  yay-uzunluğu parametresidir. 

Elastik denklemi 0=E  dan 

0,=2
0,=222 23

ss

ss C
κττκ

κτκλκκκ
+

++−+
 

diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada ikinci denklemden integral alınırsa, 

,=2 cτκ  

olur. Burada c  sabittir. Eğer birinci denklemi sk2  ile çarptıktan sonra integral alırsak o 

zaman 

,=//2)(
4
1 22242 AcCks κκλκ −−++  

elde edilir. Burada A  sabittir. Ayrıca, eğer 2= κu  olursa, o zaman 
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0,=44)
2

4( 2232 cAuuCuus −−−++
λ                                   (7.25) 

olur. Bu denklem )(=2 upus  şeklinde olduğundan, standart teknikleri kullanarak, eliptik 

fonksiyonlar biçiminde olan çözümü elde edebiliriz. Burada P  üçüncü dereceden bir 

polinomdur. )(uP  polinomunda 04=(0) 2 ≥cP  ve ∞
±∞→

m=)(lim uP
u

 dır. Böylece, 

eğer 2= κu  olursa o zaman (7.25) denkleminin sabit olmayan bir çözümü vardır. 

Burada 0>)(uP  olması gerekir. Böylece )(uP  nun üç reel kökü vardır. Bundan 

dolayı, iki durum vardır: 

1. hal: 321 0 ααα ≤≤−≤− , 

2. hal: 3210 ααα ≤≤≤ . 

 (7.25) denklemini 

0,=))()(( 321
2 ααα −++ uuuus m                                  (7.26) 

şeklinde yazabiliriz. Böylece (7.26) denkleminin çözümü 

)),,((1=)(= 22
3 prssnqsuu −α  

dır.  Burada, 

,
2
1=

4
=,=,= 132

2
3

3

232

13

232 ααα
α
αα

αα
αα

±
±

±
±

p
qrqp  

dır.  
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Ayrıca, 21 ,αα  ve 3α  ile )(uP  nun katsayıları arasında aşağıdaki bağıntılar vardır: 

.=4
,=4

,=24

322131

321
2

321

αααααα
ααα

αααλ

+−±

+−

A
c
C mm

 

Burada alt ve üst semboller, sırasıyla, 1. ve 2. halleri göstermektedir. 

Teorem 7.2.2.2 3-boyutlu, kesitsel eğriliği C olan yarı-Riemann manifoldu M  nin 

üzerinde, α  bir spacelike eğri ve ,∇  α  nın kovaryant türevi olsun. Eğer TT∇  timelike 

ise, o zaman )( tα  nın bir elastik eğri olması için gerek ve yeter şart, α  nın eğriliği ,κ

burulması τ  ve kesitsel eğriliği C  olmak üzere 

,=,=,= 21 cCcc τκ  

olmasıdır. Burada 21 , cc  sabittirler ve 
2

25=
2
2

2
1 ccc −+− λ

 dır. 

İspat TT∇  timelike ise,  

,=
,=

,=
,=)(

NB
BTN

NT
Tt

T
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T

τ
τκ

κ
να

∇
+−∇
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dir. Burada κ  ve τ , sırasıyla α  nın eğriliği ve burulmasıdır. Bu durumda E  nin 

formülü kolaylıkla hesaplanabilir: 

.)(2
2

22526=
23

BNCTE ss
ss

s κττκκτκλκκκκκ +−
++−+

−           (7.27) 
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Burada s  yay-uzunluğu parametresidir. Elastik denklemi 0=E  dan 

0,=2
0,=2252

0,=
23

ss

ss

s

C
κττκ

κτκλκκκ

κκ

+
++−+

 

olur. Birinci ve üçüncü denklemlerden integral alırsak 

,=,= 21 cc τκ  

dir. Burada 
2

25=
2
2

2
1 ccc −+− λ

 olmak üzere cC =  dir. Tersine, eğer τκ ,  ve C  yi 

(7.27)’de yerlerine koyarsak, 0=E  denklemini elde ederiz, Bu da, α  nın bir elastik 

eğri olması demektir. 

Teorem 7.2.2.3  3-boyutlu, kesitsel eğriliği sabit C olan yarı-Riemann manifoldu M  

nin üzerinde, α  bir spacelike elastik eğri ve ,∇  α  nın kovaryant türevi olsun. Eğer 

TT∇  lightlike ise, o zaman eğrilik 1=κ  ve burulma 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
−

−
+

,0<),(tan=

,0=,1=

,0>,
1
1=

dscd

d
cs

dd
e
e

s

s

τ

τ

τ

 

dir. Burada 
2

32= −− Cd λ  ve c  integral sabitidir. 

İspat TT∇  lightlike olduğundan, α   nın Frenet denklemleri   
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dir. Burada 1=κ  ve τ , α  nin burulmasıdır. Burada E  nin formülü hesaplanırsa; 

,
2

3222=
2

NCE s +−++ λττ
 

olur. Şimdi 0=E  denkleminden 

0,=3222 2 +−++ λττ Cs  

veya 

,=2 ds ττ +                                                 (7.28) 

dır. Burada 
2

32= −− Cd λ  dır. d  sabit olduğundan (7.28) denkleminin genel çözümü  
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dir. Burada c  integral sabitidir. 
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8. SONUÇLAR 

Bu tezde, diferansiyel geometrinin eğriler teorisi, hareket geometrisinde uygulanmıştır.  

Bu çalışmada, hareket geometrisinde sabit ivmeli eğriler ele alınmıştır. Bu amaçla 

verilen temel tanımların yanı sıra, SE(3) grubu üzerinde ele alınan bir eğrinin sabit 

ivmeli olma durumu incelenmiştir. Bir sonraki aşamada ise, bu eğrinin bir yüzey 

üzerinde ele alınması halinde sabit ivmeli olma koşulları araştırılmıştır. Bir eğrinin sabit 

ivmeli olması, Selig (2007) tarafından hareket grupları için incelenmiştir. Burada 

incelenen eğri uzayda düşünülmüştür. Ancak eğrinin yüzey üzerinde veya genel olarak 

herhangi bir manifold üzerinde ele alınması eksik kalmıştır. Bu tez çalışmasında 

yukarıda bahsedilen eksikliğin giderilmesi hedeflenmiştir. Bu açıdan bakıldığında, 

burada elde edilen sonuçlar kinematik için önemli bir uygulamaya sahip olacaktır. Bir 

diğer sonuç olarak, bi-invaryant metriğe sahip Lie grupları üzerinde alınan bir eğrinin 

sabit ivmeli olma hipotezleri verilmiştir. Bunlara ek olarak, bir eğrinin kompakt 

Riemann manifoldlarında sabit ivmeli olması için gerekli koşullar incelenmiştir. Ayrıca,  

Lorentz uzayında ele alınan bir eğrinin elastik olması için hipotezler ortaya 

konulmuştur. Benzer çalışmaların diğer uzaylarda da yapılması önerilebilir. 
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