ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

HAREKET GEOMETRISINDE SABIT iVMELI EGRILER

Nemat ABAZARI

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA
2012

Her hakki sakhdir



OZET

Doktora Tezi

HAREKET GEOMETRISINDE SABIT iVMELI EGRILER

Nemat ABAZARI

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu calismada, kati hareketlerinin Lie grubu olan SE(3) tlizerindeki egrilerin sabit ivmeli
olma sartlar1 arastirilmistir. Bunun i¢in ¢esitli hipotezler verilmistir. Bu tez 7 boliim
halinde diizenlenmistir. 1. Bolim girise ayrilmistir. 2. bolim temel kavramlara
ayrilmistir. 3. bolimde, SE(3) {izerindeki egrilerin sabit ivmeli olma sartlar
arastirilmistir. 4. boliimde, ylizey tizerinde bir egri ve bu egrinin jeodezik ¢atisi
yardimiyla SE(3) lizerinde bir egri tanimlanmis bu egrinin sabit ivmeli olma sartlari
incelenmistir. 5. boliimde, egri bi-invaryant metrige sahip Lie gruplari iizerinde alinmis
ve egrinin sabit ivmeli olma hipotezleri verilmistir. 6. bolimde, kompakt Riemann

manifoldlarinda bir egrinin sabit ivmeli olmasi i¢in sartlar incelenmistir.

Son boliimde, Lorentz uzayinda bir egri ele alinmistir. Bu egrinin elastik egri olmasi

icin hipotezler verilmistir.

Ocak 2012, 62 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kati cisim hareketi, Sabit ivme, Jeodezik ¢ati, Genel helis, Lie

grubu, Elastik egri, Spacelike, Timelike, Yari-Riemann Manifoldu.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

STATIONARY ACCELERATION CURVE IN MOTION GEOMETRY

Nemat ABAZARI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

In this thesis, conditions of the curves on the Lie group SE(3) of rigid body motions to
be in the stationary acceleration state have been studied. For this reason, different kinds
of hypotheses have been given. This thesis contains seven sections. The first section has
been introduction. The second section has been composed of basic concepts. In the third
section, conditions of curves on SE(3) to be with stationary acceleration have been
studied. In the forth section, a curve on the surface and an other curve on SE(3) with
the help of geodesic frame of the former curve have been described and stationary
acceleration situations of this curve have been discussed. This curve has been
considered in a Lie group with a bi-invariant metric in the fifth section and stationary
acceleration hypotheses have been given for it. In the sixth section, stationary
acceleration conditions of a curve in compact Riemannian manifolds have been
investigated.

In the last section, a curve in the Lorentz space have been considered. Hypotheses for
this to be an elastic curve have been given.

January 2012, 62 pages

Key Words: Rigid body motion, Stationary acceleration, Geodesic frame, General

helix, Lie group, Elastic curve, Spacelike, Timelike, Indefinite-Riemannian Manifold.

il



TESEKKUR

Bu tez caligmasinin her agsamasinda yardim, oneri ve tesvikiyle bana yol gdsteren, tim
iyl niyeti, hosgoriisii ve bilgi birikimi ile gerek insani gerekse akademik gelisimimde
biiyiik emegi bulunan tez damismanim Sayin Prof. Dr. Yusuf YAYLI’ya (Ankara Unv.,

Fen Fak., Matematik Bo6l.) i¢ten tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarim boyunca hem akademik hem de teknik destek saglayarak fikirleriyle beni
yonlendiren Saymn Prof. Dr. H Hilmi. HACISALIHOGLU’na (Bilecik Unv., Fen
Edebiyat Fak., Matematik Bél.) ve Saym Dog. Dr. Nejat EKMEKCI’ye (Ankara Unv.,
Fen Fak., Matematik B&l.) ve Sayin Prof. Dr. Baki KARLIGAya (Gazi Unv., Fen Fak.,
Matematik Bol.) tesekkiirii bir borg bilirim.

Tezin tlirkge diizenlemesinde bana yaptigi yardimlart i¢in Saymm Dr. Cagil

KADEROGLU’na igten tesekkur ederim.

Maddi ve manevi anlamda beni hicbir zaman yalniz birakmayan c¢ok sevgili annem
Hargol ADL ve babam Mousa ABAZARI’ye bana gosterdikleri tiim sevgi, hosgorii ve

sabirlari i¢in sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tiim yasamim boyunca, sevgisini ve destegini her kosulda hissettigim en iyi arkadasim,
anneannem Basti BARADARAN ve her an biiyiikk ruhu ile bize destek olan dedem
Ghafar ABAZARI’ye tiim emekleri icin; ve ayrica, sevgili kizim Selda ABAZARI ve
aziz oglum Sahand ABAZARI ve esim Raveyeh AZIZZADEH’ye ise hayatim

olabildigince giizellestirdikleri icin igtenlikle tesekkiir ederim.

Ayrica, aziz ve sevgili dostlarim Shokat FADAKAR, Said VESALIAN ve Arian
VESALIAN’a hayatimda bana verdikleri manevi destekleri i¢in tiim samimiyetimle

tesekkiir ederim.

Nemat ABAZARI
Ankara, Ocak 2012

il



ICINDEKILER

OZET coouoeeereerresrsssssessssesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssesssssssesssssssssessssssssssssssssessoses i
ABSTRAGCT ..ueeeeeerreesrssesnssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssessssasns Ii
TESEKKUR ....coeerrerrersresnssnssssnssessssssssssssssssssssssssssessssssssssssssassssesssssssssssssssessesssasss Iii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI ....uouoveiieeertereeetnsesnneesnesssessssesssssessssesenes A%
L. GIRIS ceveteeeeeetreseeenssssesssessssssessssssssssssessssssesssssssssssssssesssssssessssessesssssssssssessssessesssses 1
2. TEMEL KAVRAMLAR .....uvvtesteeeressesessessssessesssessesssssssssessessssessssssessssessessssessesesss 5
3. SABIT IVMELI EGRILER .......covvevteeterreereereeesnssnssssssessessessessesssssssssssssessessessesaes 19
4. JEODEZIK CATI HAREKETI c...uvovuetereerrrererereenssesnesssnsnssssssssssssssssssssssssssssessns 24
5. BI-INVARIANT METRIGE SAHIP OLAN BIiR LIE GRUBUNDA SABIT
TVMELI EGRILER .....oeveeteeeeveereeessesnssessssssesssssssessssessssssssssssessessssessesssessasssessese 33
6. KOMPAKT RIEMANN MANIFOLDUNDA SABIT iVMELI EGRILER........ 40
7. 3-BOYUTLU YARI-RIEMANN MANIFOLDUNDA KLASIK ELASTIiK
EGRILER......oootiiiteetirstesnssessssesesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssessessssessssessssasss 47
7.1 Frenet Denklemleri 47
7.2 Klasik ElestiK DenKIEII ........ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasee 47
7.2.1 TIimMElKE @8I uuueicicuriissriissriissnnicssnnissssnessssnesssnessssnesssssessssnosssssssssssssssssossssssssnsssns 50
7.2.2 SPACELKE €8T i.cueicrsuercssnicssnicssnicssarisssanesssnesssrosssssosssssssssssssssssssssssssssssssassssnsssses 52
8. SONUCLAR .....cevverreeresrsressessesesssssssessssssessssessessssesssssssessasesssssesessessssessessssessessssesasss 58
KAYNAKLAR ...couoteerreeresnssessssnssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssessssesssssssssssssssssasasss 59
OZGECMIS cuueeeereeeesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 611

v



IR
En
Xp
X, 7)
0,¥)

{(Lpa: Ua)}aEA
lold

Ty (P)
C*(M,R)

x(M)
[, ]
Dy
SX)

~

~

W o= N

SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Reel sayilar cismi

n boyutlu 6klid uzay1

P noktasindaki vektor

X cilimlesi lizerinde topolojik uzay

M topolojik manifold nun P noktasaki bir harites1 veya koordinat

komgulugu

M topolojik manifold nun bir atlast

r mertebesinden diferansiyellenebilir

M manifoldu iizerindeki tanjant vektorlerin ciimlesi

M manifoldu iizerinde her mertebeden diferansiyellenebilir reel
fonksiyonlar

M manifoldu iizerinde vektdr alanlarinin climlesi

Lie operatorii

X vektor alanina gore kovaryant tiirev operatorii

Weingarten doniisiimii

I¢ carpim

V yoniinde Lie tiirevi

Lie grubunun sol operatorii

Lie grubunun sag operatorii

G Lie gurubu {izerinde tiim sol-invaryant vektor alanlar1 ctimlesi

X nin Y boyunca kovaryant tiirevi

Riemann egriligi

E3de dénme grubu

S0(3) grubunun Lie cebiri

Normal egrilik
Jeodezik egrilik
Jeodezik burulma

Tanjant vektor alani
Normal vektor alani

Bi-normal vektor alani



IR™

Frenet catisi

Darboux vektorii

w nin 3x3 anti-simetrik matris gosterimi

Tiim olas1 kati1 cisim hareketleri uzay1 olan Lie grubu
G grubunun Lie cebiri

Eegrilik

Burulma

E™ de n boyutlu kiire

i inci egrilik

Kesitsel egrilik

m X n matrisler ciimlesi

vi



1. GIRIS

Minimum ivme egrileri kavrami Zefran ve Kumar (1998) ve onlardan bagimsiz olarak
Noakes, Heinzinger ve Paden tarafindan ele alinmistir. Bu ¢aligmalarin amaclari, spline
egrilerini kismen grup egrileri ve Ozelikle de robotiklerle ilgili gruplar haline
getirmektir. Mesela kat1 cisim hareket grubu SE(3)’teki bir egri kati bir cismin
yoriingesi olarak diisliniilebilir. Bu sebeple bu fikirlerin hareket planlama ve
interpolasyon uygulamalar1 vardir. Bahsi gegen ¢alismalarda, gruptaki bi-invaryant

metrikler kullanilarak analiz tekrarlanmistir.

Robotiklerde, robot baglantilarini kati cisim olarak kabul etmek olagandir. Bu sebeple,
robotun hareketi SE'(3)’teki bir egri olarak alinabilir. Bu egrilerin geometrisinin detayl
bir arastirmasinin robotiklerde bir¢ok uygulamasi olabilir. Mesela, dogal olarak ortaya
cikan bir soru, bir robotun ug-etkileticileri (end-effector) i¢in bir baslangi¢c ve bitis
noktas1 verilse, ug-etkileticileri i¢in ‘en iyi’ yol ne olurdu? Erken bir Oneri olarak
robotun ug-etkileticileri bir donme hareketi boyunca zorlayabilecegi sdylenebilir. Yani,
sabit bir eksen etrafinda donme ayni eksen iizerinde Oteleme ile devam eder. Bir
konumdan digerinin i¢ine hareket eden benzersiz bir donme hareketi her zaman vardir.
Bu hareketler kat1 cisim hareketleri grubunda tek parametreli alt gruplara ve gruptaki
jeodeziklere karsilik gelir. Buradaki jeodezik, grupta tanimlanan bi-invaryant metrikle
ilgili sabit yay uzunluklu egridir. Fakat burada donme hareketleri kullanilmamuistir.
Ciinkii baz1 baslangi¢ ve bitig nokta ¢iftleri ug-etkileticilerinin asir1 genis hareketlerine

sebep olan donme hareketleri olusturmaktadir.

Robotikler ve bilgisayar grafiklerinin her ikisinde de yillar boyunca spline egrileri
olusturmalart i¢in bir ¢ok algoritma 6ne siiriilmiistiir; ancak bu metotlar i¢in kullanilan

geometri ¢ok acik degildir.

Son zamanlarda, biomekanik calismalar1 insanlarin el, kol ve bacak hareketlerini
minimum titreme ile gerceklestirdiklerini gosterdi. Ancak, bu fikirdeki giicliik,
titremenin yer degistirmenin ti¢ilincii tlirevi olmasi ve bu biomekanik c¢aligmalarda, insan

elindeki titremenin yalnizca bir noktaya kadar Ol¢lilmiis olmasidir. Elin diger



kisimlarindaki titremenin de minimize oldugu acik degildir. Yani, bu kati cisim
hareketleri fikri genel olarak, Zefran ve Kumar (1998) tarafindan, kati cisim
ivmelenmesi kati cisim hareketinin kovaryant tiirevi ve titreme de ikinci kovaryant
tiirevi olacak sekilde aciklanmistir. Zefran ve Kumar (1998) daha sonra da bu dl¢timleri
minimize eden egriler lizerine ¢alismistir. Kovaryant tiirevi agiklarsak, otomatik olarak
koordinatsiz olan egriler diyebiliriz, mesela koordinatlardaki degisikliklere gore

invaryant ya da referans noktasi se¢cimi buna ornektir.

Ne yazik ki bu ¢aligmada bir diger belirsizlik ise kovaryant tiirevin gruptaki metrigin
secimine bagl olmasidir. fvme ya de titresimi minimize etmektense metrigin pozitif
sonsuzda olmasi daha 6nemlidir. Fakat SE(3)’ten se¢ilebilecek ¢cok fazla metrik vardir.
Bir siire 6nce, Noakes ve digerleri (1989) SO(3)’teki minimum ivme egrileri i¢in olan
denklemlerin tiirevinde ayni1 ivme tanimini kullanmistir. Yukaridaki belirsizligi, SO(3)

donme grubunda pozitif bi-invaryant tanimini kullanarak yok saymislardir.

Neyse ki, SE(3)’te pozitif taniml1 bi-invaryant metriklerin olmadig1 iyi bilinir. Bunun
yerine Zefran ve Kumar (1998) pozitif tanimli sol-invaryant metrikleri kullandi. Bu sol-
invaryant metrikler kat1 cisimler icin eylemsizlik sensorii olarak diisiiniilebilir. Aslinda
bu gibi metrikler i¢in jeodezikler, minimum siirat egrileri ve dis kuvvetlerin konusu
degil; kat1 cisimler i¢in dinamik denklemlerin basit ¢oziimleridir. Bu yorumla birlikte,
Zefran ve Kumar’in (1998) sectigi ana metrik kiiresel simetrik cismin eylemsizlik

tensOrudur.

Bu tez ¢alismasinda, SE (3)’teki bi-invaryant metrikler kullanilarak Zefran ve Kumar’in
caligmalar: tekrarlandi. Bu metrikler pozitif sonsuzda olmadig: i¢in, tanimlanan egriler

minimum olmayacaktir fakat sabittir.

Aslinda, ne Zefran ve Kumar (1998) ne de Noakes ve digerleri (1989) egrilerinin
minimum oldugunu ve minimal 6zeliklerinin sonradan kullanilmadigini kontrol etmistir.
Burada gosterilen tiirev Zefran ve Kumar’dan alinmistir fakat normal olarak, sonuglar

Noakes ve digerleri (1989) ile tipatip aynidir. Bununla birlikte bi-invaryant metrikler



burada calisildigi lizere, bagintidaki standart sonuglar1 ve egriligi agiklamay1 kisaltmak

i¢in kullanilabilir.

Aslinda, burada tanimlanan egriler kullanilan belirli bi-invaryant metriklerle ilgili
degildir. Bu sebeple bu egriler grubun gercek igsel 6zelikleridir, bunlar koordinat ¢atisi
secimine ya da referans noktasina bagl degildir. Bundan dolay1 bu egrileri bir anlamda
dogal kabul edebiliriz ve ¢6zlimiin en azindan teorik agidan basit olacagini umabiliriz.
Buna ragmen egri denklemleri kapali formda genellikle ¢oziilebilir degildir, oldukca

basit sekilde bulunabilecek bir¢ok kapali form ¢oziimii vardir.

Bu tez ¢aligmasinda Zefran ve Kumar (1998)’1n fikirleri, Oklid uzayinda tanimlanan bir

ylizey lizerindeki egriler i¢in jeodezik c¢at1 kullanilarak yeniden ele alinmistir.

Ayrica bu calismada bi-invaryant metrige sahip olan 3-boyutlu bir Lie grubunda,

kiiresel genel helisin, sabit ivmeli olma sartlar1 aragtirilmigtir.

Elastik olarak bilinen klasik egri, 1744’de Daniel Bernoulli tarafindan Leonhard Euler’e
Onerilen, esnemeyen ince bir telin esneklik enerjisini minimize eden varyasyonel
problemin ¢6ziimiidiir (Love 1927). Bu problemin matematiksel idealizasyonu, verilen
birinci derece sinir kosullarmin yeterli oldugu sabit uzunluklu egriler i¢in, egriligin

karesinin integralinin minimize edilmesidir.

Riemann manifoldundaki bir o(s) egrisi i¢in iki nicelik tanimlanir: uzunluk L(a) ve
egriligin karesinin toplami E(a). Sabit Ly uzunluklu egriler uzayina kisitlanmis E
fonksiyonelinin kritik bir noktasi olan a egrisine, bir elastik denir. Elastik kavrami epey
eskidir. Fakat bu kavramla ilgili diferansiyel geometrideki modern yaklasimlar daha
yenidir. J. Langer ve D. A. Singer, Oklid uzayindaki tiim kapali elastikleri
smiflandirmigtir (Langer 1984). Ayrica N. Koiso, Oklid uzaylarinin durumunu ele
almistir ve bir elastige yakinsayan bir baslangic deger probleminin tek bir uzun zamanh
¢Oziimiinti bulmustur (Koiso 1996). N. Koiso’nun bir diger ¢alismasinda (Koiso 1992),

alt manifolda kisitlanmus bir elastik ele alinmstir.



Elastigin, kompleks izdiisiimsel diizlemde egrilik sabitiyle birlikte tam olarak

siniflandirilmasi Barros’un 1999 tarihli ¢alismasinda gergeklestirilmistir.

Singer (2007)’1n ¢aligmasinda, elastik denklemelerini tliretmek i¢in varyasyon
hesaplamalarmin klasik yoéntemleri kullanilmigtir. Oklid uzayindaki klasik varyasyonel
problem ve onun Riemann manifoldlarina genellestirilmesi de ayni ¢alismada
gosterilmigtir. Sager (2001)’de kesitsel egriligin € = 0 durumu c¢alisiimistir. Bu
calismada klasik varyasyonel problem 3-boyutlu belirsiz Riemann manifoldunda ele

alinmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 X bir climle ve X in alt climlelerinin bir T koleksiyonu, asagidaki dnermeleri

dogrularsa X {izerinde bir topoloji adini alir:
i. X, OeT,

ii. A, A, €ET = A, NA, ET,

lii. Vi €1, A; € T=>UAi,

i€l
(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2 Bir X ctimlesi ve tizerideki bir T topolojisinden olusan (X,T) ikilisine bir

topolojik uzay denir (Hacisalihoglu 2000).
Tanmim 2.3 (X,T) bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢in X de,

sirast ile, P ve  noktalarini i¢ine alan Ap ve A, agik alt ciimleleri Ap N Ay = @ olacak

bicimde bulunabilirse, X topolojik uzaymna bir Hausdorff uzay1 denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.4 M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki onermeler dogru ise M bir

topolojik n-manifold’dur denir.
1. M bir hausdorff uzayidir.
ii. M nin herbir agik alt climlesi E™ e veya E™ in bir agik altciimlesine homeomorftur.

iii. M sayilabilir ¢oklukta agik climlelerle ortiilebilir (Hacisalihoglu 2000).



Tanmm 2.5 M bir topolojik manifold olsun. P € M noktasinin M deki bir V agik
komsgulugu, E™ in bir U acik alt climlesine homeomorf olarak alinabilir. Bu

homeomorfizimi

Y:U -V,

ile gosterelim. (U, W) ikilisine M nin P noktasaki bir haritasi veya koordinat komsulugu

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmm 2.6 M bir topolojik n-manifold ve M nin bir agik ortiisti {U,} olsun. U, agik
ciimlelerinin, « indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U,} ortiisti i¢in {U, },e4 yazilir. E™
de U, ya bir ¥, homeomorfizimi altinda homeomorf olan acik ciimle U, olsun.

Boylece ortaya ¢ikan

{(lpau Ua)}aeA'

koleksiyonuna bir atlas denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.7 M topolojik n-manifoldunun, C” sinifindan bir atlast var ise, M ye C"

sinifindan diferansiyellenebilir manifold denir (Matsushima 1972).

Tamm 2.8 M bir diferansiyellenebilir manifold ve bir noktasi P € M olsun. Bir

Xp: C®(M,R) — R,

fonksiyonu, M iizerinde en az bir egrinin P noktasindaki tanjant vektori ise, Xp ye M
nin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir. M {izerindeki tanjant vektorlerinin climlesi

Tm (P) ile gosterilir.



Ty (P) tizerinde asagidaki sekilde tanimlanan i¢ ve dis islemler sayesinde, Ty, (P) bir

reel vektor uzayi olur.

I¢ islem:

+: Ty (P) X Ty (P) — Ty (P)

Xp,Yp) = Xp +Yp

oyle ki, Vf € C*(M, R) i¢in,

Xp + Yp)(f) = Xp(f) + Yp(f),

dir.

Dis islem:

«t+ RXTy(P) — Ty(P)

(14,Xp) — AXp

oyle ki, Vf € C*(M, R) i¢in,

(AXP)(f) = AXP(f),

dir (Hacisalihoglu 2000).

Tammm 2.9 M bir diferansiyellenebilir manifold ve P € M noktasindaki tanjant
vektorlerin uzay1 Ty (P) olsun. Ty (P) vektor uzaymna, M nin P noktasindaki tanjant

uzay1 denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.10 M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde bir vektor alani diye

birebir
X: M — U Ty (P),
orten pem

olarak tanimlanan X fonksiyonuna denir ve M iizerinde vektor alanlarinin ciimlesi y (M)

ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.11 Bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde vektdr alanlarinin uzayi

x (M) verilsin. Ozaman,
[1: x(M) x x(M) — x(M)
X, Y) - [1X,Y) =[X,Y],
dyle ki, Vf € C™(M, R) igin,
(X Ylf = X(Yf) - Y(X[),

seklinde tamml [,] donistimiine y(M) iizerinde Lie operatorii denir (Hacisalihoglu

2000).

Lemma 2.1 Lie operatorii y(M) tizerinde asagidaki 6zeliklere sahiptir:
i [aV + bW, X] =alV,X]+ b[W, X],

ii. [X,aV + bW] = alX,V] + b[X, W],

iii. [X, [V, Z]] + [Y,[Z X]] + [2,[X, Y]] = 0, (Jakobi dzdesligi)



Ispat (O’Neill 1983).

Teorem 2.1 Bir M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde vektor alanlarinin uzayi

x (M) verilsin. O zaman, Vf € C*(M,R) ve VX,Y € y(M) igin,

[fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y — g(Y)X,

dir (Hacisalihoglu 2000).

Ispat (Hacisalihoglu 2000).

Tammm 2.12 M bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerinde reel degerli C!
sinifindan bir fonksiyon f olsun. O zaman, f nin bir P € M noktasindaki diferansiyeli

diye, VXp € Ty (P) igin

(dflP)(XP) = XP[f]:

seklinde tanimli df |p fonksiyonuna denir.

Gegen tanim geregince VXp € Ty, (P) i¢in

of

%, dx;(Xp),

P

Af (%) = Xolf1 = )
i=1

dir. Buradan

elde edilir (Hacisalihoglu 2000).



Tanmim 2.13 M bir C® manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayr y(M) ve

reel degerli C*® fonksiyonlarin halkas1 C* (M, R) olmak iizere,

(,): x(M) X x(M) — C*(M,R),

seklinde bir i¢ carpim tanimli ise, M ye bir Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanmim 2.14 M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi y(M) ve

reel degerli C*® fonksiyonlarin halkasi C* (M, R) olmak iizere,

(,): x(M) X x(M) — C*(M,R),

fonksiyonu,

1) 2-lineer,

2) simetrik,

3) (VX € y(M),(X,Y)=0)=Y =0

Ozeliklerini sagliyor ise, M ye yari-Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.15 M bir C* manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarinin uzay1 y (M) olmak

lizere,

D: y(M) X (M) — x(M)

(XIY) - D(X, Y) = DXYJ
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fonksiyonu igin,

i. VX,Y,Z € x(M), Vf,g € C*(M,R), Dpy,gvZ = fDyZ + gDyZ,

ii. VX,Y € y(M), Vf € C*(M,R), Dyx(fY) = fDyY + (Xf)Y,

ozelikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iizerinde bir afin koneksiyon ve Dy e de X e

gore kovaryant tiirev operatdrii denir (Hacisalihoglu 2000).

E™ tizerndeki bir C* vektor alani olan Y nin bir diger X vektor alani yoniindeki tiirevi,

Y = (y1,¥2, -, ¥n) olmak lizere,

DyY = (X[y1), X[y2], -, X[yn]), yi € C(E™, R),

olarak tanimlanir (O’Neill 1983).

Tamm 2.16 M bir C* manifold ve I € R bir agik aralik olsun.

a:l->McE"

doniistimii diferansiyellenebilir ise, @ ya M iizerinde diferansiyellenebilir bir egri denir

(Matsushima 1972).

Burada diferansiyellenebilir egri yerine kisaca egri diyecegiz.

Tamim 2.17 M bir C*®, (n-1)-manifold olsun.

f: M- E™
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fonksiyonu bir immersiyon ise, f(M) = M manifolduna E™ nin bir hiperyiizeyi denir

(Hicks 1974).

Tanmim 2.18 (Weingarten doniisiimii): E™ nin bir hiperyiizeyi M ve M nin birim

normal vektor alan1 N olsun. E™ deki kovaryant tiirev D olmak iizere, VX € y(M) igin,

S(X) = —=DyN,

olarak tanimlanan,

S x(M) - x(M),

lineer doniigiimiine M tizerinde sekil operatdrii veya M nin Weingarten doniimiisii denir.

Boylece tanimlanan S doniisiimii self adjointtir (Hicks 1974).

Tanim 2.19 (Gauss denklemi): E™de bir hiperylizey M ve M sekil operatdrii S olsun.
E™ deki kovaryant tiirev D olmak iizere VX,Y € y(M) igin,

DyY = DyY + (S(X),Y)N,

seklinde tanimli D operatdriine M iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii

denir ve yukaridaki denkleme de Gauss denklemi denir (Hicks 1974).

Jeodezikler, E™"*1 de ki M hiperyiizeyleri iizerinde dyle dzel egrilerdir ki, bunlar E™*1

de dogrularin oynadigi rolii M {izerinde oynarlar.

Tamm 2.20 E™*1 de M hiperyiizeyi iizerinde Jeodezik denen egri dyle bir parametrik

egridir ki bu egrinin her noktasindaki ivme vektorii M ye ortogonaldir. Yani egri

a:] — M,
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ise

a(t) € Tg(a(®), Vvtel,

dir (Hacisalihoglu 2000).

Buradan su sonug elde edilir;

Teorem 2.2 Jeodeziklerin her noktadaki hiz vektorlerinin uzunluklari sabittir.

Ispat (Hacisalihoglu 2000).

Ornek 2.1 E3 deki S? kiiresi iizerindeki herbir maksimal jeodezik ya bir biiyiik
cemberdir ya da bir tek noktadir (Hacisalihoglu 2000).

Ornek 2.2 Bir silindir i¢in de maksimal jeodezikler ya ana dogrular ya da bunlara dik

olan ¢emberlerdir veya da helislerdir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.21 F bir cisim olsun. F iizerinde olan bir V vektor uzayina Lie cebiri denir
eger V nin sahip oldugu bir Lie operatorii [,] : V X V — V de asagidaki 6zelikler, tim

X,Y,Z €V ve a,b € F igin saglaniyorsa:

1) [X,X] =0,

2) [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z],

3)[Z,aX + bY] = a[Z,X] + b[Z, Y],

4 [x,[v,z1] + [V, [2.X]] + [, [x, Y]] = 0.
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Tanmm 2.22 M diferansiyellenebilir bir manifold iizerinde r derecesinden kovaryant

tensor alani

a: y (M) X ..x y(M) — C(M,R),

seklinde olan dyle bir doniisiimdiir ki asagidaki kosulu tim f;, g; € C(M,R), X4, ... , X,
ve Y;, Z; € y(M) igin saglar:

alXy, ..., fiYi +9iZ;, ... , X)) = fialXq, ..., Y, o X)) + gia(Xy, .., Ziy o, X)),

Lemma 2.2 Riemann koneksiyonu olan D asagidaki 6zelikleri, tim X,Y,Z € y(M),
f,g € C(M,R) ve a,b € R igin saglar:

1) Dexygy = fDx + gDy,

3) DxfY = X[f]Y + fDxY,

4) DyY — DyX = [X,Y],

5)X(Y,Z) = (DyY,Z) + (Y, Dy Z).

Tersine, eger

D: y(M)x (M) — x(M),

yukaridaki (1)-(5) o6zelikleri sagliyor ise, D bir Riemann koneksiyonudur.

Ispat (Gray 1939).
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Teorem 2.3 M yari-Riemann manifoldu tizerinde tek bir D koneksiyonu vardir dyle ki:

i.[V,W]=D,W —D,V,

ii. X(V,W) = (DyV, W) + (V, DyW),

tim X,V,W € y(M). Buradaki D ye M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu denir ve

asagidaki Koszul formiilii ile elde edilir:

2(DyW,X) = VW, X) + W(X,V) =XV, W)=V, [W,X]) + (W, [X,V])
+ (X, [V,W]).

(O°Neill 1983).

Tamm 2.23 V € y(M) olsun. Ly tensor tiirevine V e gore bir Lie tiirevi denir eger

asagidaki ozelikler saglaniyor ise:

i.Ly(f) =Vf, tim f € C(M,R) igin,

ii. Ly(X) = [V, X], tim X € y(M) icin,

(O’ Neill 1983).

Lemma 2.3 V € y(M) olsun. L, Lie tiirevi asagidaki 6zelikleri saglar:

i. LaV+bW = aLV + wa, (a,b € R),

ll [LV' Lw] == L[V,W]'

iii. Ly (df) = d(Vf), f € C(M,R).
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Tanim 2.24 (G diferesiyellenebilir manifold ve ayni zamanda grup olsun. G X G — G

-1

grup islemi ve a€G icin a elemanimm a elemanina gotiiren donilisiim

diferansiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir (Sternberg 1995).

Tanim 2.25 G Lie grubu olsun.

Ly:G — G, g — La(g) = ag,

Ve

Ra:G — G, g — R,(g9) = ga,

dontisiimlerine, sirasiyla, sol ve sag oOteleme denir. L, ve R, doniistimleri

diffeomorfizimlerdir. Bu doniisiimlerin tersleri L, -1 ve R -1 dir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.26 G Lie grubu ve X, G ilizerinde vektér alani olsun. Va,g € G igin

dLy(Xy) = Xqg ise X vektor alanina sol-invaryant vektor alani denir. X sol-invaryant

ise dL,(X) = X dir (O’Neill 1983).

Teorem 2.4 X, € T,G icin X, = X, olacak sekilde bir tek X sol-invaryant vektor alani

vardir. e, grubun birim elemanmdir (Karger 1929).

G Lie gurubu iizerinde tiim sol-invaryant vektor alanlarimm ciimlesini KX (G) ile

gosteriyoruz.

Teorem 2.5 G bir Lie grubu, X,Y € KL(G) ve A € R olsun. Ozaman

i. X+YeX“6),

ii. AX € KL(6),
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iii. [X,Y] € XL(G),

dir (Karger 1929).

Tanmm 2.27 G bir Lie grubu ve G 'nin birim elemani e olsun. &, € T,(G) nin sol-
invaryant vektor alanlari, sirasiyla, X,Y olmak iizere, [&,n] =[X,Y]. seklinde
tanimlanir. Bu durumda, Lie grubunun birim elemanindaki tanjant uzay1 T,(G) bir Lie
cebri olur. Bu Lie cebrine G Lie grubuna ait Lie cebri denir ve g ile gosterilir (Karger

1929).

Teorem 2.6 G bir Lie grubu ve G 'nin Lie cebri g olsun. Ozaman,

X €egdire VteRIiginexp (tX) €G

dir (Sternberg 1994).

Tamim 2.28 G bir Lie grubuve d : G X G — R bir metrik olsun. Va, x,y € G i¢in,

i.d(ax,ay) = d(x,y) ise d metrigine sol-invaryant metrik,

ii. d(xa,ya) = d(x,y) ise d metrigine sag-invaryant metrik,

denir.

Tammm 2.29 d metrigi hem sol-invaryant hem de sag-invaryant ise, d metrigine

bi-invaryant metrik denir.
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Tammm 2.30 Uzayda kati hareketler grubu SE(3) ile gosterilir ve asagidaki gibi

tanimlanir:
SE(3) = {[g Oll” R € IR%,d € IR}, RTR = I, det(R) = 1}.
Ayrica, SE(3) bir Lie grubu ve bir manifolddur (Zefran 1995).
Tamm 2.31 SE(3) Lie grubuna ait Lie cebiri se(3) ile gosterilir ve
se(3) = {[g 15” Q€ IR} u € IR}, QT = -0}

dir. Burada Q, 3 X 3’liik sabit bir anti-simetrik matristir.

Ayrica Vx € IR3,Qx = w X x, olmak iizere bir tek w € IR3 vardir. Burada X, IR3
uzayindaki vektorel ¢arpimudir. Ayrica her S € se(3), elemani {w, u} vektorleri ile

verilebilir. Bundan baska S € se(3), icin G = e5 € SE(3) dur.
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3. SABIT iVMELI EGRILER

Bu béliimde, SE(3) tizerinde alinan bir egrinin ne zaman sabit ivmeli bir egri olacagini
arastiracagiz. Bunun i¢in Zefran ve Kumar (1998) ve Selig’in (2007) ¢alismalarin ele

alacagiz. Bir egri boyunca hareket eden bir kat1 cismin belirttigi hareket G(t) € SE(3)
olsun. Burada t, egrinin parametresidir. V = %G G~ olmak iizere, ivmenin integrali

asagidaki gibi tanimlanir

1= (2) [2(7yV, TyV) dt.

Burada, (X,Y) notasyonu bi-invaryant metrigi gosteriyor ve V bu metrigin tanimladigi

kovaryant tiirev operatoriidiir. J integralinin S vektor alan1 boyunca Lie tiirevi alinirsa

LgJ = (%) fa bS(v‘,v, vy V) dt

b
:f <V5VVV, Vvv> dt,
a

elde edilir. R Riemann egrilik tensorii
RX, Y)W = =VyxVyW + VyVyW + Vix y|W,
olmak tizere, integrand I = (VgVyV, V' V) ifadesini asagidaki sekilde yazabiliriz
I = (VyVsV + V51V — R(S, V)V, Vy V).
Ayrica,

(VyVsV, Vi V) = V(VsV, Vy V) — (VsV, V2V),
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yazabiliriz.
Riemann koneksiyonu i¢in
VeV =V X + [X,Y], (3.1)

dir. Burada, S ve VyS nin sinirlarda sifirlandigimi kabul etti§imiz i¢in, VgV nin

integralinin de sifirlandigini kabul ederiz.
Burada (3.1) denkleminden

(VsV,V3V) = (VyS + [S, V], V3V),
denklemi elde edilir.

Ayrica, son esitligin V' ye gore birinci tlirevini tekrar alirsak, asagidaki denklemi

yazabiliriz
(VsV, V§V) = V(S,V{V) — (S, ViV) + (S, V], Vi V).

Bir kez daha, yukaridaki denklemin birinci teriminin integrali alinabilir fakat sinir

noktalarinda sifirlanir. Integrand I “nin ikinci terimi, benzer islemler tekrarlanarak
b

Ly = f (S, V§V) — 2([S, V1, V3V) +([[S, V], V], VyV) — (R(S, V)V, Vy V) dt,
a

elde edilir.

X, Y, Z sol-invaryant vektor alan1 olmak {izere
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([X,Y],Z) =(X,[Y,Z]), (3.2)
1
RX,V)Z = 5[[X,Y].Z],
yazilabilir. Bu esitlikler Milnor (1969)’da bulunabilir.

Boylece integralin birinci varyasyonu su sekle gelir;

b
Ly = f (S, V3V + 2[VZV, V] + % [[VyV, V], V]) dt.

a

S varyasyonu keyfi oldugundan yukaridaki denklemin sifira esitlenmesi halinde
3
V3V + 2[VZV, V] + 2 [[VyV, V], V] =0,

elde edilir.

Buradan, eger VyV =V, yerine konulursa, o zaman sabit ivme kosulunu saglayan

denklem;

ViV + 2[v, v, V] +2[[V V] V] =0, (3.3)

olur.

Simdi, metrigin bi-invaryant olma 6zeligi kullanilirsa,

L1
WOV =7 +2[V,7],
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bulunur. Buradan

N =

v,V ==[V,V]+V,

olur ve bdylece;
v,V,V = %[V, [v, V]] + [V, 7] +v®,

olur. Ayrica bu denklemi (3.3)’de kullanirsak;

Ve +[V,v] =0, (3.4)
elde edilir. (3.4) denklemi saglaniyor ise egri sabit ivmelidir. Gergekten
(3.4) den integral alarak;

v+ ([Vv]=c, 3.5)

sonucu elde edilir. Simdi, X = (V, V) ifadesinin sabit oldugunu gosterelim.

V(V, V) = 2(V,V, V)

= 247, (v + [1,V]) —g[vy vy

Ayrica (3.4)’deki denklem yerine sabit ivmeli egrileri bulmak icin asagidaki yolu

izleyebiliriz.
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Eger VV icin
V=G6XG",

Esitligini saglayacak sekilde bir X sabit vektorlii var ise egrimiz sabit ivmelidir.
Gergekten (3.4) denkleminin saglandigini gorebiliriz. Bu esitligin dogrulugunu gérmek

i¢in, dG /dt = VG ifadesini kullanarak yukaridaki denklemin tiirevi alinirsa,

d
V® =vexX6t + GXEG*,

elde edilir.
Burada dG~!/dt yi bulmak igin, GG™! = I denkleminin tiirevini alarak
dc=1/dt = -GV,
elde edilir. Boylece,
V® =VeXG™t - GXGvV = [v,V].
Boylece (3.4) denklemi gergeklenmis olur.

Ayrica, V = GXG~' den X = (V,V) = (X, X) nin sabit olmas1 saglanacaktir.
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4. JEODEZIK CATI HAREKETI

Bu boliimde bir ylizey lizerinde, yatan bir egrinin jeodezik catisi ele alinarak sabit

ivmeli egriler arastirilacaktir.

Teorem 4.1 E’ iin S yiizeyi iizerinde birim hizli & egrisinin sabit ivmeli egri olmasi
icin gerekli ve yeterli sart k, normal egriligi, k, jeodezik egriligi ve ¢, jeodezik

burulmasinin t nin bir lineer ifadesi olmasidir.

Ispat « egrisi, E’ iin bir S yiizeyi iizerinde birim izl bir egri olsun. S yiizeyinin bir

a(t) noktasmda 7, R’ teget vektdr uzaymm bir ortanormal baz1 {7(¢),Y(¢),Z(t)}

a(t)

olsun. Burada Z=Zoa, § ylizeyinin « egrisi boyunca ortogonal birim vektor

alanidir ve Y=ZxT olmak tizere, R(t)=(T|Y|Z)eSOQB3) c¢atisma a:[—>S

tizerinde bir jeodezik cat1 denir. Boylece agsagidaki denklemler saglanir:

a(1)=T, \,T=kY+kZ, \,Y=~kT+1,Z, \J,Z=-kT~1Y,

Burada k, normal egrilik, k, jeodezik egrilik ve ¢, jeodezik burulma olarak

adlandirlir.

Eger o egrisinin Frenet ¢atisi {T N ,B} olursa ve 7, Z ve B nin arasindaki a¢1 olmak

uzere

k,= ksiny, k,= kcosy, t,=7-7y,

yazilabilir.

o egrisinin Darboux vektorti w=¢,T —k,Y +k,Z dir. Gergekten,
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VTT= wxT, VTY= wxY, VTZzwa,

dir. Darboux vektoriiniin 6zeliklerinden R(¢)=(T7,Y,Z) olmak iizere

R=QR,

yazilabilir. Burada Q, w nin 3 X 3 anti-simetrik matris gosterimidir. Boylece

0k, K,
Q=|-k, 0 |,
~k, —t, 0

elde edilir.

Kat1 hareket grubu SE (3) ctimlesinin elemanlarini,

Glt)= (RE;) a(lt)}

seklinde alabiliriz. G(¢), SE(3) Lie grubunda bir egri olur. Bu egrinin sabit ivmeli

olma hipotezlerini arastiralim.

[1k olarak,
V=—GG™,

dt

hesaplanirsa
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- R(t) a(t)\R" —Ra(t)
0 0 Lo 1
(QR TYR" -R'a
Lo o)lo 1

3 Q T-Qa«
0 0o )

elde edilir burada ¢ = T dir. Ayrica tiirev alinirsa,

dir, tekrar tlirev alinirsa

(& —vixa+kYxT -k, ZxT
0 0

_(Q —vixa—k,Z-kY
0 0 ’

elde edilir. Ayrica, Darboux vektori w=t,7—k,Y +k,Z ifadesinden
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w=iT-kY+k,Z+t,\, Tk, Y+k,V,Z
=i T~k Y +k,Z +1 (kY +k,Z)-k, (kT +1,Z)+k, (kT 1Y)
=iT-kY+k,Z,
yazilabilir. Buradan benzer sekilde
w= (i; +l€nkg —légkn )T+ (kgi,, —k, —légt,, )Y+ (knt',, —kt +l€g)Z,
elde edilir.

Simdi

G- R" -Rla\Q —vixa-kZ-kY|R «a
0 1 )\o 0 0 1

- (RTQR R'Qa+R"(—ivxa—k,Z —/égY)J
0 0

_(R'OR —k,R"Z—-k,R"Y)
0 0 ’

olur. Buradan

0 —ki +kt —k, ki —k,—kt 0
e | Bkt 0 —t, =k, thk, Kk, ’
—k b +k, vkt b +kk, Kk, 0 —k,
0 0 0 0 (4.6)
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elde edilir.

Bizim amacimiz sabit ivmeli egriyi bulmaktir. Bunun i¢in G'VG nin sabit olmasin

istiyoruz. a,, a,, a;, b, b,, b, reel degerli katsayilar olmak tizere (4.6) ifadesinden,

k

a,, k,=a,,

dir. Buradan
k,=at+b, k,=a+b,,
dir. Ayrica (4.6) ifaesinden,
k, +l€gtr ~kt,=a,
dir ki eger k, ve k, nin degerleri yerlerine konulursa

(at+b,)i, —at, = —a,

denklemi elde edilir. Simdi a, #0 ve ¢t # —L olmak {izere,
a,
" at+b " at+b’

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii

l di | di
t - t
ayt+by " a ayt+by

+c
at+b,

28



=la,t+b iat+b REe
(l 1 (l 1) 1

a,

a
=cat+ch +—,
a4

s a . .
olarak elde edilir. Burada a;= c,a, ve b,= ¢,b, + — olmak lizere t, = a,t +b; dir. Bu
a

durumda b= a,b, —a,b, ve c= b,a, —a,b, olmak iizere

i +kk, —kk,=b,

ve
lgg +ki —kt =c,
olur.
Dolayisiyla
0 —¢c —a O
e c 0 -0 -gq
G VG= )
a b 0 -a,
0 0 0 0

4 x 4’lik sabit bir matris olur. Bdylece k,, k,, ., t nin bir lineer ifadesi olur.

s Nys by

Tersine, eger k_,k ,t., t nin bir lineer ifadesi iseler, o zaman G'VG sabit bir

g2 Mns by

matristir. Boylece G(¢) egrisi SE( 3 ) lizerinde sabit ivmeli bir egridir.

29



Sonug 4.1 S yiizeyi iizerinde alinan bir jeodezik (asimtotik) egri yardimiyla tanimlanan
SE(3)deki egrinin, sabit ivmeli egri olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart, k ve  —kr

nin sabit olmasidir.

Ispat Eger «, S yiizeyi iizerinde alan bir jeodezik egri ise, o halde k .= 0 ve(4.6)ya

gore 7/=§ , k, =k ve t,= t esitliklerini elde edebiliriz. Boylece

n

0 —kt+kr -k 0
G| kKi—ke 0 =7 0

k 7 0 —kf

0 0 0 0

dir. Eger o asimptotik bir egri ise, k, =0 dir ve (4.6) den y=0 , k,=k ve t,=7

oldugunu buluruz. Boylece

0 —k ki—-kr 0

G VG = k 0t _k,
—ki+kr ¥ 0 0
0 0 0 0

olur.

Eger k=u sabit ise k=0 olmalidir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden,
k =ut+u, fonksiyonu elde edilir. Simdi tk—kz, denkleminin yerine k degeri
konulursa burulma i¢in ¢6ziim, bir diger lineer fonksiyon olan 7 = o + £ dir. Burada

ouy—Pu= @ ve ©=0 dir (Selig 2005).

Ornek 4.1 (Silindir yiizeyinde jeodezikler): Dairesel o helisi R’ de C silindiri

izerinde spirala benzeyen bir egridir ki parametrik denklemi,
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X=acosu, y=asinu, z=>bv,

seklindedir. Burada a yarigap ve b’de C silindirinin yiiksekligidir. Dairesel « helisinin

egriligi ve burulmasini hesaplarsak,

a b
k: 2 2 = 2 2
a“+b a +b

elde edilir. Dairesel « helisi, C silindiri lizerinde bir jeodeziktir. o egrisinin £ egriligi

ve 7 burulmasinin her ikisi de sabit oldugu i¢in, G'VG sabit bir matrisdir. Bu nedenle

a yardimiyla SE(3) de elde edilen G egrisi, sabit ivmelidir.

Ornek 4.2  v—(sinu,cosu,v) dogrulart  (u,v)—>(sinu,cosu,v) silindirinde
asimtotik egrilerdir. Bir dogrunun egriligi sifir oldugundan, silindir yilizeyindeki
herhangi bir dogru asimtotik bir egridir. Ayrica dogrunun burulmast da sifir

oldugundan, Sonug¢ 4.1’ye gore bu dogru yardimiyla SE(3) de elde edilen G egrisi,

sabit ivmelidir.

Sonuc 4.2 Eger k, y ve k'gkn—lénkg sabit ise, S yiizeyi lizerinde, egrilik ¢izgisi

yardimiyla SE(3) de elde edilen G egrisi sabit ivmelidir.

Ispat Eger o bir egrilik ¢izgisi olan bir egri ise, bu durumda ¢, = 0 olur, bdylece

0 —k, —k, 0
e A

k, kk,—kk, 0 ~K,

0’ 0 0 0

olur.
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y sabit oldugundan, 7= 0 dir ve Sonug 4.3’e gbre k, ve k, her ikisi de t nin lineer
fonksiyonlaridir. Bu sebeple k, = ajt+a, ve k,= fit+f5 yazabiliriz, dolayisiyla
kgkn —knkg =@ sabit oldugunu elde etmis oluruz. Bu sabitlikten dolay:

af —afy=o ve k,=k =0 oldugunu kolaylikla elde ederiz. O halde G™'VG

matrisi sabit olduguna gore « egrisi S yiizeyi lizerinde bir sabit ivmeli egridir.

Ornek 4.3 B:(a,b)—> R’ bir birim hizli egri olsun. £ min ¢> 0 yarigaph ve g € R’

merkezli, {p||lp — qll = ¢} kiiresi lizerinde oldugunu varsayalim. Eger £, yaricap1 ¢

olan bir ¢gember ise o halde k, =0 ve k =k, = 1 olur ve dolayistyla k= k=0 oldugu
C

icin £ nm burulmasi sifirdir (Gray 1939). Boylece Sonug 4.2°¢ gore, f yardimiyla
SE(3) de elde edilen G egrisi, sabit ivmelidir.
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5, Bi-iNVARiVANT METRIGE SAHIP OLAN BiR LIE GRUBUNDA SABIT
IiVMELI EGRILER

Bi-invaryant metrik <,> e sahip olan bir Lie grubu G ve V onun Levi — Civita

koneksiyonu olsun. G nin Lie cebiri g olsun. Dolaysiyla

g = TG,

oldugunu biliyoruz. Burada €, G nin birim elemanidir. Ayrica

<XIY,Z] >=< [X,Y],Z >,

\%

VXY = [X! Y])

dir. Burada X,Y,Z € g dur.

Tanmm 5.1 «a:1 c R — G bir parametreli egri olsun. Bu durumda a ya genel helis

denir eger a nin teget vektor alani bir sol-invaryant vektor alani ile sabit ac1 saglar ise.

Tamm 5.2 Eger a : | € R = (G yay parametreli egri olsun ve eger a nin Frenet ¢atisini

(T,N, B, k, 1) ile gostermis olursak,

Tg =

N |-

<|[T,N],B >,

seklinde @ nin burulmasini tanimlayabiliriz.

Teorem 5.1 ( Lancert ): G bir Lie grubu olsun. G de bir egrinin genel helis olmasi i¢in

gerek ve yeterli sart T = ck + 7 dir, burada c sabittir.
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Ispat (Ciftci 2009).

Tamm 5.3 G bir Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri ve @ : | € R — G bir yay parametreli

egri olsun. O zaman f : | € R — g egrisine, a egrisinin sol sifti denir, eger

B(s) = dLg-1(ya(s),Vs €1,

olur ise. Burada L sol otelemedir.

Tamim 5.4 « ya bir kiiresel egri denir, eger f§ egrisi, birim kiire {izerinde ise, yani

< B(t),B(t) >=1,vVtel

Teorem 5.2 G Lie grubu lizerinde a egrisi i¢in T = ¢k + T, olsun. a nin bir genel

kiiresel helis olmasinin gerek ve yeterli sarti,

_ 1
k() = =z
Ve
()= ——+
7(8) = ——+ 1,
V1 — c?s? ¢
dir.
Ispat (Ciftci 2009).

G bi-invaryant metrige sahip olan bir Lie grubu olsun ve G nin iizerinde bir a:1 = G

egrisinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak iizere,
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V.T = kN,V;N = —kT + tB,V;B = — 1N,

denklemleri vardir. Burada V, G nin Levi- Civita koneksiyonu ve k ile 7, sirasiyla,

a egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlaridir.

Simdi Frenet hareketinde, @ egrisi lizerinde hareket eden bir noktay1 ele alalim. Matris

gosterimi kullanarak hareket,

m() = (¥ (()t) “(f)), (5.7)

ile gosterilir. Burada a(t) bir egri ve R(t), T, N, B birim vektorlere sahip donme

matrisidir. Boylece
R(t) = (T,N,B),
dir. Dolayisiyla, w = tT + kB, Darboux vektorii olmak iizere
ViT=wXT, ViN= w XN, V;B= w XB,
denklemleri saglanir (Marsh 2005).

Boylece

dir.

Burada Q ; w = tT + kB vektoriine karsilik gelen 33’ liik antisimetrik matristir ve

w ; Darboux vektoridiir. Buradan
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V= aGG_l
_ (£02 T—(a)xa),

dir. a egrisi, birim hizli oldugundan ¢ =T olur.

Boylece,

dir. Boylece,
w = 1T + KB,
esitliginden,

V':(ﬂ —a)xa—;uv)
0 0

olur. Burada,
N=BXT,
ve
& = 1T + (ik — kT)N + KB,

dir.
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Simdi V hesaplandiginda,

0 —K TK — KT 0
1y K 0 -7 —K
CVE=\fr—tc ¢ 0 0 | (58)
0 0 0 0
bulunur.
Simdi a egrisinin sabit ivmeli bir egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
GG =CcC, (5.9)
dir. Burada C, 4x4’liik sabit bir matristir:
0 -G €3 0
€1 0 —C2 —Cs
C=\_c c 0 0o | (5.10)
0 0 0 0

dir. Burada, ¢;, ¢, c3, c, sabittirler (Selig 2007). Bu durumda (5.9) ve (5.10)’dan k ve
T degiskenli asagidaki ti¢ diferansiyel denklem elde edilir:

K = Cq, TK — KT = Cy, T =c3.

Ayrica biliyoruz ki a egrisinin G Lie grubunda sabit ivmeli bir egri olmasinin gerek ve

yeterli sarti G~V G = C matrisinin 4x4’liik sabit bir matris olmasidur.

Teorem 5.3 G bir bi-invaryant metrige sahip olan Lie grubu olsun, G de bir kiiresel
genel helis egrisi yardimiyla elde edilen m(¢) egrisinin, sabit ivmeli bir egri olmasi igin

gerek ve yeterli sart k = 1 ve 1 birinci dereceden fonksiyon olmasidir.

Ispat a egrisi G Lie grubunda bir kiiresel genel helis olsun. O zaman
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T =CK+ 1g,

dir. Eger a, G de sabit ivmeli bir egri ise

K=Cl,

dir ve buradan

K = C15+C4,

elde edilir. Ayrica

K — KT = (cK + Tg)k — K(ck + 1)

= 1K — K Tg
= 1TcK — C1Tg
= C,,
dir ve dolayisiyla
o) Cy

T — g =
€ es+c, ¢ s+,

denklemini elde ederiz. Buradan,

€1 C C1

d —=—==d

TG — efC15+C4_ s (f —Ze fC15+C4_ s dS + C5>
1S + ¢y
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C2
= C1C5S + CyCg — —
G

=ms +n,

C
dir. Burada m = c;¢: ve n = c,cc — = dir.
1Cs 4Cs =

Ayrica

T= :L:G = O,
kosulu saglanmalidir. Burada
(s) &
K(S) = ———,
V1 —c?s?

Ve

K = C1S + Cy,

denklemlerinden ¢ = 0 olur ve dolayisiyla k¥ = 1 elde edilir.

Boylece k =1ve tnin s parametresinin lineer fonksiyonu oldugunu ispat etmis

oluyoruz.

Eger G bi-invaryant metrige sahip olan Lie grubunda, kiiresel genel helis olan a egrisi
icin k =1 ve 7, s parametresinin lineer fonksiyonu ise, 0 zaman m egrisinin bir sabit

ivmeli egri oldugu asikardir.

39



6. KOMPAKT RIEMANN MANIFOLDUNDA SABIT iVMELI EGRILER

M,R* Riemann manifoldunun bir ii¢ boyutlu kompakt ve irtibatl alt manifoldu olsun.

O halde M bi-invaryant olan bir Riemann metrigine sahiptir.

Ayrica a:1 — M egrisinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak iizere, Frenet formiilasyonuna

gore

VT = kN, VN = —kT + 1B, VrB =N,

denklemleri elde edilir. Burada V, M’nin Levi- Civita koneksiyonu ve k ile T sirasiyla

a egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlaridir.

Simdi, M =S’ cR* birim yaricapli ve orijin merkezli bir kiireyi ele alalim. S3
lizerindeki bir a1/ < R — S egrisi, R* iizerinde de bir egri olarak incelenebilir. Simdi
a egrisinin 4-boyutlu Oklid uzayindaki Frenet ¢atis1 {E,,E,,E,,k,,k,,k,} ve egrinin
Frenet ¢atist1 {7,N,B,x,r}, T =E, olmak iizere,
K =4k —1

6.11)

veE

K (6.12)

dir (Monterde 2004).
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Teorem 6.1 o:/ cR— S’ birim hizli ve yay uzunluklu parametreye sahip olan bir

uzay egrisinin sabit ivimeli egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
k =+\(as+b) +1
ve

. (as+b)’(ps+q)
(as+b)* +1

9

dir. Burada a,b,p,q sabittirler ve k;,,i=1,2 i¢in « egrisinin, 4 boyutlu Oklid

uzayindaki i-inci egriligidir.

Ispat o : 1< R— S’birim hizh egrisi S”iizerinde olsun. Simdi biliyoruz ki Frenet-
Serret hareketinde (kati cisim hareketinde), bir nokta « egrisi boyunca hareket eder.
Hareketli cisimde koordinat ¢atisi, bu egrinin tegeti 7, normali N, ve binormali B den
olusur. Burada hareket, (5.7) formunda belirtilebilir. Bu hareketle ilgili donme matrisi

R=(T,N,B) du.

Biliyoruz ki « egrisinin sabit ivmeli bir egri olmasmin gerek ve yeter sarti G'VG= C

dir. Burada C, (6.10) formuna gore 4x4’lik bir sabit matristir. & = x, dersek

(6.11)’den k= +/x” —1 elde edilir ve &= ¢, dir. Buradan

¢, (6.13)

dir. Simdi dx = xds oldugundan (6.13)’den



xdx

c,NX -1

= ds, (6.14)

dir. (6.14)’den bir kere integral alinirsa

Vx2—1=c4s+cs, (6.15)

elde edilir. Burada ¢, integral sabiti dir. (6.15)’den
x=ty/(c,s+es ) +1,

dir. Ayrica k, = x ve k,= y dersek, (6.12)’den,

=22 (6.16)

elde edilir. Simdi (6.16)’dan s ye gore tiirev alinirsa

x°y N 2yxx 2x°x

x=1 x*=1 (x*=1)?*

(6.17)

denklemi elde edilir.

Simdi (6.16), (6.17) ve 7x — k7= ¢, denklemlerinden

¥+2 . ex?-l

f— x = ,
x(x* =1) 4 x’

yazabiliriz. Bu diferansiyel denklemden
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x =1

= VX —1(2)62 —I)U c,
X

> ds+c6), (6.18)

bulunur. Burada ¢, sabit bir sayidir. Simdi x*> —1= (c4s+c5 )2 denklemini (6.18)’de

kullanirsak

_ (C4S+65)3 —-c,
4 (c4s+cs)2 +1 (c4(c4s+c5)+c7)’

olur. Burada ¢, bir sabit sayidir.

Buradan ve k= ¢, den k=0 dir. O zaman (6.13) den asagidaki diferansiyel denklemi

yazabiliriz
xi 1 LA
\/xz—l (xz_l)\/xz—l ’
burada
2 [P)
x(x"—1)x=x", (6.19)
olur.

Simdi (6.16)’dan iki kere, s ye gore tlirev alinirsa, asagidaki diferansiyel denklem elde

edilir:

3 .. . 3 .. .. 4 .2 2 .2 .2 2 ..
2x°yxX 2xyx  AxTxy 4 xxy N 8x"yx 10x” yx N 2yx N )jyl-(6-20)
x —

(x*=17 x*=1 (x*=1 x*—1 (x*=1 (x*-17 x*-1
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Ayrica, 7= ¢, oldugundan

Xt dxk L 2xE(x° —1)+2(3x7 +1)x
2 Y—73 7V 2 3 Yy =q¢;,
x -1 (x—=1) (x =1

dir. Eger (6.19) denklemi (6.20)’de kullanilir ise

P £ S o o
21T @-n? T o)

Ty =c;, (6.21)

olur.

5 c . . . .
Eger a=c,,b=c,, p=c,c;, ve q= c;c, ——= olur ise 0 zaman X, y, ¥ ve y muktarlar
c
4

i¢in

a(as+Db)

) J(as+b)’ +1 ’

_ (as +b)’(ps+q)
(as+b)” +1

_2a(as+b)(ps+q) 2a(as+ by (ps+q) N plas +b)’
(as+b)* +1 ((as 4 b)? +1)2 (as+b)* +1’

y=<as+b>2<ps+q>((8“ (as+b) S

(as+b) +1)  ((as+b)* +1)

24° (ps+q)+4ap(as+b) B 4a(as + b)(p(as + b)2 +2a(as+b)(ps+ q))
(as+0)* +1 ((as+b)* +1f
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olur. Simdi x and x (6.21)’de yerlerine konulursa asagidaki ikinci mertebeden olan

diferansiyel denklem elde edilir:

(as+b)2+1.._ 4a - 6a’
(as+b) ° (as+b) "  (as+b)

n y=cC5.

Son olarak eger y,» ve J nin degerlerini, yukaridaki diferansiyel denklemde

kullanirsak, o zaman ¢; =0 olur.

Burada, asagidaki denklemler

k= ++/(as+b) +1 (6.22)
ve
2
I — (as+b) (éos+q) (6.23)
(as+b) +1
ve ¢; =0 y1 kullanilarak
0 0 ¢, O
e 0 0 0 -¢
GVG=C= ,
-c, 0.0 O
0O 0 0 O

olur. Burada C, 4x4 liik bir sabit matristir. Burada k,, k, degerleri, o egrisinin sabit

ivmeli olma kosulunu saglarlar.
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Tersine, eger k, ve k,, (6.22) ve (6.23)’deki gibi olursa, o zaman (6.11) ve (6.12)’den
dolayi x=as+b ve 7= ps+q olur. Ayrica, (5.8)’den G 'VG, 4x4’liikk sabit bir

matris olur. Burada ¢ sabit ivimeli bir egri olma kosulunu saglar.
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7. 3-BOYUTLU YARI-RIEMANN MANIiFOLDUNDA KLASIK ELASTIK EGRILER

7.1 Frenet Denklemleri

M bir 3-boyutlu yar1 -Riemann manifoldu ve onun yari-Riemann metrigi

g( X Y)=(X.Y)=x,y, + 5,1, — X35,

olsun, burada X = (x,,x,,x;), Y=(y,,,,; ) dir.

a: 1 —>M, 3-boyutlu yari-Riemann manifoldu M iizerinde bir egri ve v(¢)=|a'(¢)],

egrilik k, burulma 7 ve Frenet ¢atis1 {7, N, B} olsun. O zaman Frenet denklemleri

V,T=¢&xN, V,N=—gxT +&18, V,B=-¢&,1N,

dir. Burada ¢,=(T.,T), &,=(N,N) ve & =(B,B) dir (Angel Fernandez 2006).

Tamm 7.1.1 V vektor alanmna, (/',})> 0 veya V=0 olmasi halinde spacelike, (V/,})<0

olmasi halinde timelike, (V',J’)=0 ve V # 0 halinde ise lightlike denir.

7.2 Klasik Elastik Denklem

X ve Y vektor alanlari i¢in Bracket formiili,

V, Y-V, X=[XY]=XY-YX,

dir.
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a(t), M de bir egri olsun. O zaman hiz vektorii ¥ = vT dir ve jeodezik egriligin karesi

2
s

K’ =|v,T

dir.

a,(t)= g(w,t) egriler ailesi igin Frenet ¢atisim1 (7,N,B) ile gosteriyoruz. Boylece

Ve

V(iw,t)= %—f= v w,t )T (w,t),

dir. Burada V' hiz vektori, v= ? ve § yay-uzunlugu parametresidir.
t

Euler denklemlerinden
O=[WV]=[WNMT]=WW)T+vW,T],
elde edilir (Singer 2007).

Buradan
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dir. Dolayisiyla
2eW (v)=W (v )= 2V, V. V=2V W V)= 20V W.T),
dir.
Ayrica,
w(v)=-gv, g=—V,W.T),
dir ve dolayisiyla
W(x*)=2V, VWV, T)+4gx’ + 2 R(W.,TT V,T),
elde edilir. Burada egrilik tensorii R,
RXY)YZ=V,V,Z-V,V,Z-V , Z,
seklindedir.

Simdi, «:(0,1)—> M bir egri ve onun uzunlugu L olsun. Bu durumda keyfi bir sabit

sayl1 A i¢in

1 ¢L 1 ¢L
Fia)= %LK‘Z-I-MS:ELKZCZS-FﬂL
1
- [Vl + 2w,

elde edilir.

Burada, W bir vektor alant olmak tlizere ¢, i¢in yukaridaki formiil hesaplanirsa
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L Fia, )= %LLW(KZ)V+(K2+/1)W(V)dt

_ 1 2 2

= EJ-OW(K )—(x"+A)gds
1 ¢!

= EJ.O(VTVTW,VTT)+2gK2
+(R(W,T)T V,T) —%(K‘z +A)gds,

olur.

Burada, (R(W,T )T,V ,T) yerine (R(V,T,T)T W) ifadesi yazilmigtir. Simdi,

g=—V,W,T) denkismi integrasyon yontemini kullanarak

d ! 2
——FXa,)= | (V,V V.V, T)~(V, W 2’T)
dw 0

+(R(V,T,TT W) +%<VTW,( K>+ )T)ds

= [(EWds +[(V,W .V, T)+ (W AV, T +AT))¢.

elde edilir. Burada

E=(V,)YT-V,(AT)+R(V,T,T)T,

A-3k?

dirve A= dir (Singer 2007).

7.2.1 Timelike egri

3-boyutlu yari-Riemann manifoldu olan M nin iginde, a(?) bir timelike egri olsun.

Egrinin normal vektor alant N ve binormal vektor alan1 B spacelike olmak tizere,
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a(t)=1T,

V,T= &N,
V,N=«T +1B,
V,B= 1N,

yazabiliri. Burada x ve 7, « egrisinin, sirasiyla, egrilik ve burulmasidir.

Teorem 7.2.1.1 3-boyutlu, kesitsel egriligi C olan yari-Riemann manifoldu M

tizerinde, a(t) bir timelike egri olsun. O zaman «(¢) nin bir elastik egri olmasi igin

gerek ve yeter sart @ nin x egriligi ve 7 burulmasi igin
K=c¢,Tr=c¢,,C=c,

e 2¢; +A-5c;
Olacaktir.Burada c,, c, sabittirler ve ¢= % dir.

Ispat M manifoldun kesitsel egriligi C oldugundan, £ nin formiiliinii

E =(V,)T-V,(AT)+CV,T
=V, (V,kxN—-AT+CT)-C.T
=V, (k,N+(k’—A+C)+xB)-CT
= 6xk,T+(x, +Kx° —Ax+Cx—x1t" )N +Q2K,7+KT, )B,

olarak yazabiliriz. Boylece

2K, +5K° — Ak +2CKk = 2KT°

E=6xk T+
‘ 2

N+Q2k,r+k7,)B, (7.24)

dir.

E =0 esitliginin saglanmasi i¢in,
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kK, =0,
2K, + 5k — Ak +2Ck —2x7* =0,

2kt +k7,= 0,
olmalidir. Yukaridaki sistemi ¢ozersek,

Kk=c¢, 7=¢,, C=c,

. . 2¢;+A-5¢; .
elde edilir. Burada ¢,, ¢, sabittirler ve c=—2———L dir.

Tersine, x, 7 ve C (7.24)’de yerlerine konursa E=0 denklemini elde ederiz.

Boylece o nin bir elastik egri oldugunu gostermis oluruz.
7.2.2 Spacelike egri

3-boyutlu, kesitsel egriligi C olan yari-Riemann manifoldu M nin iizerinde, a(¢) bir

spacelike egri olsun. Bu durumda V,T" ye bagl ti¢ farkli durum vardir:

Teorem 7.2.2.1 3-boyutlu, kesitsel egriligi sabit olan yari-Riemann manifoldu M nin

tizerinde, a bir spacelike elastik egri ve V, o nin kovaryant tiirevi olsun. Eger VT

vektor alani spacelike ise, bu durumda a nin egriligi x= \/m(l—qzsn2(rs, p)) ve

c
2
K

burulmas1 7 = dir. Burada c¢,m, p, g ve r sabittirler ve s de yay-uzunlugu

parametresidir.

Ispat V,T spacelike ise,
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a(t)y=vT,

V,T=xN,
V,N=—-«T —-1B,
V,B=—1N,

dir. Burada x ve 7, sirasiyla, @ nin egrilik ve burulmasidir. Bu durumda E nin

formiilii kolaylikla hesaplanabilir:

_ 2K, +K° — Ak +2CKk +2k7°
2

E

N-Q2xr+k7,)B.

Burada s yay-uzunlugu parametresidir.

Elastik denklemi £= 0 dan

2K, + K — Ak +2CK +2Kk7° =0,

2k t+x7,= 0,

diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada ikinci denklemden integral alinirsa,

olur. Burada ¢ sabittir. Eger birinci denklemi 2k, ile ¢arptiktan sonra integral alirsak o

zaman

k: +%K‘4 +(C-2)x* =k = A,

elde edilir. Burada A sabittir. Ayrica, eger u= x~ olursa, 0 zaman
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ul +u’ +4(C—§)M2 ~4Au—4c*=0, (7.25)

olur. Bu denklem u” = p(u ) seklinde oldugundan, standart teknikleri kullanarak, eliptik
fonksiyonlar bigiminde olan ¢6ziimii elde edebiliriz. Burada P iigilincii dereceden bir

polinomdur. P(u) polinomunda P(0)=4c> >0 ve lim . P(u)=Fo dir. Béylece,

eger u= K" olursa o zaman (7.25) denkleminin sabit olmayan bir ¢oziimii vardir.

Burada P(u)>0 olmasi gerekir. Boylece P(u) nun ii¢ reel kokii vardir. Bundan

dolay1, iki durum vardir:

2.hal: 0<a, <a,<q;.
(7.25) denklemini
u +(u+a N uFa, u—a,)=0, (7.26)
seklinde yazabiliriz. Boylece (7.26) denkleminin ¢oziimii
u=u(s)=a,(1-q°sn’*(rs,p)),

dir. Burada,

dir.

54



Ayrica, a,,a, ve a; ile P(u) nun katsayilar1 arasinda asagidaki bagntilar vardir:

4C-24A=Fa, T a, +a;,
2 _
4c” = a a0,

44= a0, —a,a, + a,a,.
Burada alt ve iist semboller, sirasiyla, 1. ve 2. halleri gostermektedir.
Teorem 7.2.2.2 3-boyutlu, kesitsel egriligi C olan yari-Riemann manifoldu M nin
tizerinde, o bir spacelike egri ve V, o nin kovaryant tiirevi olsun. Eger VT timelike
ise, 0 zaman «(t) nin bir elastik egri olmasi igin gerek ve yeter sart, @ nin egriligi «,

burulmasi 7 ve kesitsel egriligi C olmak tizere

Kk=c¢,Tr=c,,C=c,

—5¢; +A-2c2 dir

olmasidir. Burada ¢, c, sabittirler ve ¢= 5

Ispat V,T timelike ise,

a(t)y=vvT,
V,T=-kN,
V,N=—-«T +1B,
V,B=1N,

dir. Burada x ve 7, sirastyla @ mnin egriligi ve burulmasidir. Bu durumda £ nin

formiilii kolaylikla hesaplanabilir:

2K, +5K° — Ak +2CKk + 2KT°
2

E=6xxT—- N-(2xr+k7, )B. (7.27)
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Burada s yay-uzunlugu parametresidir. Elastik denklemi £ =0 dan

kK, =0,
2K, +5K° — Ak +2CKk +2K7° = 0,

2kt +k7,= 0,

olur. Birinci ve liglincli denklemlerden integral alirsak

K=c¢,T= ¢y,

~5¢] +A1-2c;
2

dir. Burada c= olmak tlizere C=c dir. Tersine, eger x,7 ve C yi

(7.27)’de yerlerine koyarsak, E= 0 denklemini elde ederiz, Bu da, & nin bir elastik

egri olmasi demektir.

Teorem 7.2.2.3 3-boyutlu, kesitsel egriligi sabit C olan yari-Riemann manifoldu M

nin iizerinde, « bir spacelike elastik egri ve V, a nin kovaryant tiirevi olsun. Eger

V,T lightlike ise, o zaman egrilik K= 1 ve burulma

—erla, d>0,
e’ -1

T= ! s d=0,
S—C

r=+dtan(c—s), d<o0,

dir. Burada d = # ve ¢ integral sabitidir.

Ispat V,T lightlike oldugundan, @ nin Frenet denklemleri
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a(t)=vvT,

V., T=N,
V,N=1N,
V,B=-T-1B,

dir. Burada k=1 ve 7, a nin burulmasidir. Burada £ nin formiilii hesaplanirsa;

_ 27,4207 +2C-A+3
2

E N,

olur. Simdi £ =0 denkleminden

27, +20° +2C-A1+3=0,

veya
T +77=d, (7.28)
A-2C-3 . g _ e
dir. Burada d = — dir. d sabit oldugundan (7.28) denkleminin genel ¢éziimii
=11, d>0,
e’ —1
T= ! s d=0,

S—C
rzx/gtan(c—s), d<o0,

dir. Burada c integral sabitidir.
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8. SONUCLAR

Bu tezde, diferansiyel geometrinin egriler teorisi, hareket geometrisinde uygulanmistir.
Bu calismada, hareket geometrisinde sabit ivmeli egriler ele alinmistir. Bu amacla
verilen temel tanimlarin yani sira, SE(3) grubu iizerinde ele alinan bir egrinin sabit
ivmeli olma durumu incelenmistir. Bir sonraki asamada ise, bu egrinin bir ylizey
iizerinde ele alinmas1 halinde sabit ivmeli olma kosullar1 arastirilmistir. Bir egrinin sabit
ivmeli olmasi, Selig (2007) tarafindan hareket gruplari i¢in incelenmistir. Burada
incelenen egri uzayda diisiiniilmiistiir. Ancak egrinin yiizey lizerinde veya genel olarak
herhangi bir manifold {izerinde ele alinmasi eksik kalmigtir. Bu tez ¢alismasinda
yukarida bahsedilen eksikligin giderilmesi hedeflenmistir. Bu acgidan bakildiginda,
burada elde edilen sonuclar kinematik i¢in 6nemli bir uygulamaya sahip olacaktir. Bir
diger sonug olarak, bi-invaryant metrige sahip Lie gruplar iizerinde alinan bir egrinin
sabit ivmeli olma hipotezleri verilmistir. Bunlara ek olarak, bir egrinin kompakt
Riemann manifoldlarinda sabit ivmeli olmasi i¢in gerekli kosullar incelenmistir. Ayrica,
Lorentz uzayinda ele aliman bir egrinin elastik olmasi igin hipotezler ortaya

konulmustur. Benzer ¢aligsmalarin diger uzaylarda da yapilmasi onerilebilir.

58



KAYNAKLAR

Barros, M. Garay, O. J. and Singer, D. A. 1999. Elasticae with constant slant in the
complex projective plane and new examples of willmore tori in five spheres,
Tohoku Math. J, Vol. 51, pp. 177-192.

Bottema, O. and Roth, B. 1990. Theoretical Kinematics. New York: Dover
Publications.

Ciftci, U. 2009. A generalization of Lancert’s theorem. Journal of Geometry and
Physics, Vol. 59, pp. 1597-1603.

Davis, H. T. 1962. Introdaction to nonlinear differential and integral equations, Dover,
New York.

Fernandez, A., Guerreo, J., Javaloyes, M. A., and lucas, P. 2006. Particles with
curvature and burulma in 3-dimensional psedo-Riemannian space forms, J.
Geom. Phys Vol. 56, pp. 1666-1687.

Gray, A, 1939. Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with
Mathematica. Library of Congress, United State of America.

Hacisalihoglu, H. H. 2000. Diferansiyel Geometri Cilt I, IV. Baski1. Ozel Yayin.

Hicks, Noel J. 1974. Nots on Differential Geometry, Van Nostrand Reinhold Company,
London, pp. 1-60.

Karger, A. and Novak, J. 1978. Space Kinematics and Lie Groups, Gordon and Breach
Science Publishers.

Koiso, N. 1996. On the motion of the curve towards elastica, Actes de la table ronde de
geometrie differentielle en I honneur de Marcel Berger (Collection SMF
Seminaires, Congres no 1, ed. A. L. Besse), pp. 403-436.

Koiso, N. 1992. Elasticae in a riemannian submanifold, Osaka J. Math, Vol. 29, pp.
539-543.

Langer, J., Singer, D. A. 1984. Knotted elastic curves in R3, J. London Math, Vol. 30,
pp. 512-520.

Lopez, R. 2008. Differential geometry of curves and surfaces in Lorentz-Minkowski
space, University of Granada.

Love, A. E. H. 1927. A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, Cambridge
University Press,Cambridge, England.

Marsh, D. 2005. Time derivatives of screws with applications to dynamics and stiffness.
Mech. Mach. Theory, Vol. 40, pp. 259-273.

59



Matsushima, Y. 1972. Differentiable Manifold, Marcel Dekker, Inc. New York.
(Translated by E. T. Kobayashi), pp. 25-80.

Monterde, J. 2004. Curves with constant curvature ratios. arXiv:math/0412323vl1
[math.DG].

Noakes, L. 2003. Nullcubics and Lie quadratics. J. Math. Physics, Vol. 44, pp. 1436-
1448.

Noakes, L., Heizinger, G. and Paden, B. 1989. Cubic splines on curved space. IMA J.
Math. Control Inf., Vol. 6, pp. 465-473.

O’Neill, B. 1983. Semi-Riemannian geometry, Academic Press.

Sager, 1., Abazari, N., Ekmekci, N. and Yayli, Y. 2011. The Classical Elastic Curves in
Lorentz-Minkowski Space, Int. J. Contemp. Math. Sciences, Vol. 6, No. 7, pp.
309 — 320.

Selig, J. M. 2005. Geometric Fundamental of Robotics, 2nd. New York: Springer.

Selig, J. M. 2007. Curves of stationary acceleration in SE(3). IMA J.Math. Control Inf.,
Vol. 24, pp. 95-113.

Singer, D. A. 2007. Lectures on Elastic Curves and Rods, Case Western Reserve
University, Cleveland, OH 44106-7058, 30. P.

Stenberg, S. 1995. Group Theory and Physics, Cambridge University Press.

Zefran, M. and Kumar, V. 1998. Two methods for interpolating rigid body motions.
Proceedings of the IEEE International Conference on Robotics Automation, Vol.
4, Leuven, Belgium, pp. 2922-2927.

Zefran, M., Kumar, V. and Croke, C. 1995. On the generation of smooth three-

dimensional rigid body motions, IEEE Transactions on Robotics and
Automation.

60



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Nemat ABAZARI
Dogum Yeri : Parsabad, Iran.
Dogum Tarihi : 1972

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu

Lise: Andarzgoo Lisesi (1990).

Lisans: Tabriz Universitesi, Fen Fakiitesi, Matematik Boliimii (1994).

Yiiksek Lisans: Vali Asr Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii (2000).
Doktora: Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali

( Subat 2007 — Ocak 2012).

Cahstigi Kurumlar ve Yil:

Ardabil Islami Azad Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii 2004 — ...

Yayinlar:

e Abazari, N., Yayli, Y. 2011. Stationary Acceleration Curves of Geodesic Frame
in SE(3), Australian Journal of Basic and Applied Sciences, Vol. 5, No. 9, pp.
1071-1076.

e Abazari, N. 2011. An Optimal Control Problem for Rigid Body Motions in
Minkowski Space, Applied Mathematical Sciences, Vol. 5, 2011, No. 52, pp.
2559 — 2569.

61



Abazari, N. 2011. The Frenet Frame and Darboux Vector of The Dual Curve
on The One-parameter Dual Spherical Motion, Applied Mathematical Sciences,

Vol. 5, No. 24, 1171-1176.

Sager, 1., Abazari, N., Ekmekci, N., Yayli, Y. 2011. The Classical Elastic
Curves in Lorentz-Minkowski Space, Int. J. Contemp. Math. Sciences, Vol. 6,

No. 7, 309 — 320.

Abazari, N., Bahmanpour, K. 2011. A note on Bass numbers of Artinian local
cohomology modules, Australian Journal of Basic and Applied Sciences, Vol. 5,

No. 12, pp. 2632-2636.

Abazari, N., Bahmanpour, K. 2011. On the finiteness of Bass numbers of local
cohomology modules, Journal of Algebra and Its Applications, Vol. 10, No. 4,
pp. 783-791.

Abazari, N., Yayli, Y. 2011. Stationary acceleration curves in a Lie group with

a bi-invariant metric, (Degerlendirme asamasinda).

Abazari, N., Yayli, Y. 2011. The Classical Elastic Curves in an 3-Dimensional

Indefinite-Riemannian Manifold, (Degerlendirme asamasinda).

Abazari, N., Hacisalihoglu, H. H. 2010. The Pitch, The Angle of Pitch and The

Distribution Parameter of a Closed Ruled Surface, (Degerlendirme asamasinda).

62



