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1. GIRIS

1.1. Tarihi Gelisim

Kismi diferansiyel denklemler uygulamali matematikte bir ¢cok  modelleme
problemlerinde  kullanilmaktadir. Kismi diferansiyel denklemlerin  analitik
¢oziimlerini elde etmek her zaman kolay olmayabilir. Bu yiizden niimerik ¢6ziimlere
ihtiya¢ duyulmaktadir. Kismi diferansiyel denklemler ilk olarak, geometrideki ylizey
caligmalar1 ve mekanikteki degisik problemlerde ortaya g¢ikmistir. Daha sonra
yapilan c¢aligmalarla fiziksel, kimyasal ve biyolojik bir¢cok olgunun, kismi
diferansiyel denklemlerle ifade edilebilecegi ortaya konulmus ve ¢ogu matematikei
bu denklemlerle ortaya ¢ikan problemlerle ilgilenmislerdir. Ornegin, B. Taylor, D.
Bernoulli, L. Euler ve J. D’Alambert gibi matematikgiler, titresim teorisinde yer alan
siir deger problemleri lizerinde ¢alismislardir. A. L. Cauchy, S. Kowalewski, J. G.
Darboux ve J. Hadamard, Cauchy probleminin varligi ve tekligi tizerinde galismalar
yapmuglardir. Bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle, kismi diferansiyel denklemler
tizerinde yapilan ¢alismalar artmistir. Bu calismalar bir¢ok bilim dalinda 6nemli bir
yere sahiptir. Ornegin fizikte 1s1 akisi, dalga yayilimi olgulari, akiskanlar dinamigi,
kuantum mekanigi, plazma fizik, ekolojide yer alan popiilasyon modelleri ve
kimyada ortaya cikan tepkisel maddelerin yayilim hareketleri, kismi diferansiyel
denklemlerle ifade edilir. 20. yiizyila gelindiginde kismi diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oziimleri analiz edilmeye baslanmistir. Ilk olarak 1928 yilinda Courant,
Friedrichs ve Lewy matematiksel fizik problemlerinde sonlu fark formiillerini
kullandi. Eliptik kismi diferansiyel denklemlerin fark formiilleri i¢in hata Sinirlart
ilk defa 1930 yilinda Gerschgorin tarafindan gosterildi. Bu yaklasim 1960’
yillara kadar Collotz, Motzkin, Wasom, Bramble, Hubbard gibi bilim adamlar
tarafindan kullanildi. Ayrica, birgok eliptik denklem formiilleri ve buna bagl olarak

sinir kosullart analiz edildi. 1l. Diinya Savas1 boyunca sonlu farklar yontemi ile



zaman (t) kosullu problemler bilgisayar  yardimiyla ¢oziildi. John Von
Neumann’in ¢alismalari bu problemlerin ¢oziilmesinde biiyiik katki saglamistir.
1951°de ise bu c¢alismalar O’Brien, Hyman ve Kaplan tarafindan yazildi.
Parabolik denklemler i¢in John Von Neumann 1951 yilinda yeni bir teori
gelistirdi. Bu arada 1947 yilinda Crank ve Nicholson 1947 yilinda baslangig-sinir
deger problemleri igin yeni bir yontem gelistirdi. Lax Denklik Teoremi’nin ve
Kreris Matris Metodu’nun (kararlilik i¢in) bulunmasiyla, genel baslangic deger
problemleri i¢in sonlu farklar teorisinde ve parabolik denklemlerde 1950 ve 1960
yillarinda bir gelisme kaydedildi. (Camassa ve Holm, 1993; Degasperis ve Procesi,
1999; Eguiluz vd, 1999; Fuchssteiner, 1981; Fuchssteiner, 1996; Malfliet, 1992;
Biilbiil vd, 2011). Bu tip denklemlerin 6zellikle, degisken katsayili kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimii, degisken katsaymin varligi sebebiyle olduk¢a zor bir
problemdir. Bu nedenle yaklasik ¢oziim yontemlerine gerek duyulur ve bu tiir
yontemlerle elde edilen ¢oziimlerde hata ortaya ¢ikmaktadir. Bu hatanin derecesini
bilmek bilimsel agidan oldukc¢a 6nemlidir. Dolayisiyla pratik ve kullanisli olmanin
yaninda en iyi yaklasimi veren ¢0ziim yontemleri aranir. Analitik ¢6ziimiin
kolaylikla bulunamadigi denklemlerde yaklasik ¢6ziim ic¢in bir¢ok yontem
denenmistir.

1-) Sonlu farklar yontemi: Sonlu farklar yontemi, sayisal yontemlerin temelini
olusturur. Matematik ve fizik  problemleri ¢ogu zaman siirekli ve ¢ok
degiskenlidirler. Bu problemlerdeki fonksiyonlar bir formiil yardimiyla verilebilir.
Bazen bir fonksiyon farkli noktalarda tanimlanmis olabilir. Sonlu farklar yontemi
kullanilarak fonksiyonun degeri bulunabilir. Bu yontemin dezavantaji, diizensiz
bolgelerde olduk¢a karmasik hale gelmesidir. Fakat yontemin uygulanabildigi
problemlerde ¢oziim i¢in gerekli olan yakinsaklik ve kararlilik analizleri
yapilabilmektedir.

2-) Sonlu elemanlar yontemi: Karmasik bolgelerde uygulanabilen, genis teorisi
olan popiiler yontemlerden birisidir. Gerek sonlu elemanlar gerekse sonlu farklar
metodunda diiglim noktas1 sayisi arttik¢a elde edilen ¢oziimlerin hassasiyetinin arttig1
bilinmektedir. Bununla birlikte, daha hassas sonuglar elde etmek i¢in diigiim noktasi
sayisinin arttirilmasi, gerekli olan bilgisayar kapasitesini ve hesap siiresini de ayni
oranda arttirmaktadir. Sonlu elemanlar yonteminin, sonlu farklar ydnteminden

avantaji, problemin sinir kosullartyla ilgili yapilan bir kolayliktir. Cogu fiziksel



problem tiirevler ve diizensiz sinirlar igeren siir kosullarina sahiptir Son 40 yilda
bilgisayarlarin hizli gelisimine paralel olarak gelisen sayisal hesap yontemler iginde
¢ok 6nemli bir yer tutmaktadir.

3-) Sinir elemanlar1 yontemi: Sinir eleman yontemi ¢esitli miihendislik, bilim ve
matematik problemlerinin ¢oziilmesinde kullanilan niimerik bir tekniktir.  Siir
elemanlar1  yontemi, integral denklemlerle formiile edilmis lineer kismi
diferansiyel denklemler igin kullanilan bir yontemdir. Dolayisiyla problemi
tanimlayan kismi diferansiyel denklem, bir sinir integral denklemine doniistiiriilerek
¢ozlim yapilmaktadir. Sinir elemanlar: ile analiz edilen problemde, bolge sinirlari
keyfi olarak ayristirilir. Smirlardaki her bir bélmeye sinir elemani adi verilir. Dalga
teorisinde siir eleman yonteminin basariyla uygulanabildigi baslica iki tip problem
mevcuttur. Bunlardan en genel olani, birincisi, ylizey dalgalarinin bir cisim ile olan
etkilesiminin incelendigi yansima ve yayilma problemleridir (Brebbia, 1982).
Ikincisi ise serbest yiizey olusumlarinin temel denklemlerden tiiretilmesi ile ilgili
problemlerdir. Ozellikle bu problemler lineer olmayan dzellie sahipse sinir eleman
yontemi ¢ok uygun bir niimerik ¢6ziim olarak ortaya ¢ikmaktadir.

4-) Sonlu hacimler ve diger yontemler: Sonlu hacimler yonteminin esast ¢6ziim
alanmin belli hacimlere ayrilmasi ve diferansiyel denklemin bu hacimler iizerinden

integrasyonuna dayanir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Kismi Diferansiyel Denklemler

Miihendislik alaninda, fizik, kimya ve uygulamali bilim dallarindaki 1s1 yayilima,
dalga yayilimi, titresimler vb. problemlerde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle
kargilagilir. Analitik ¢O6ziimiin karmasik yapida oldugu veya bulunmadigi bazi
problemlerde niimerik metotlar kullanilmaktadir.

Bir kismi diferansiyel denklem, iki veya daha ¢ok bagimsiz degisken ile veya daha
cok bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerini igeren bir
denklemdir. n tane bagimsiz ve bir tane bagimli degiskenli, kismi tiirevli denklemin

genel sekli; xq, x5, X3, ..., x,, bagimsiz degiskenleri

ou ou ou ou 2.1)
Uy, ==, Uy, ==, Uy, = =, .., Uy = .
i 6x1 B axz SRR aX3 T T axn
u bagimli degiskeninin kismi tiirevlerini gostermek iizere,
F (X1, X2, X3, coes Xy U s Uy 5 ooy U 5 Uy xys Uy s e ) = 0 (2.2)

bigimindedir (indsay, 2003). Bir veya birden fazla bagimli degiskeni ve onlarin bir
veya birden fazla bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini igeren denklem sistemine
diferansiyel denklem sistemi denir. Kismi diferansiyel denklemler gesitli tipte sinir
sartlartyla birlikte verilir. Sinir sart1 U cinsinden verilmisse “Dirichlet tipi sinir sart1”
olarak, u‘ nun gradyanti cinsinden verilmigse “Neumann tipi siir sart1” olarak
adlandirilir. u ve gradyanti birlikte verildigi taktirde “karisik sinir sart1” s6z konusu
olur. Uygulamali bilimler iki ya da daha ¢ok degiskene gore degisim oranlarini
igeren bir ¢ok problem, matematiksel olarak kismi diferansiyel denklemlerle formiile
edilebilir. Ikinci dereceden sabit katsayili kismi diferansiyel denklemini gz oniine

alalim;



O O O M g =0 2.3)
ax2 " Coxay " “ayz T “ox " oy futg= '

a

denkleminde;
b? — 4ac < 0 ise eliptik
b? — 4ac = 0 ise parabolik

b? — 4ac > 0 ise hiperbolik denklem olarak adlandirilir.

2.2. Eliptik Denklemler

Eliptik denklemler “potansiyel” ad1 verilen bir biiyiikliigiin bolge igindeki degisimini
temsil ederler. Potansiyel, bir biiyiikliigiin sikligimi dlger. Ornegin sicaklik ve
konsantrasyon birer potansiyel biytkliktir. Bagimli u degiskeni potansiyelin
herhangi bir noktada, sinirdaki degerlere bagli olarak aldig1 denge (equilibrium) veya
daimi-durum (steady state) degerlerini belirtir.

Dolayisiyla eliptik denklemler ayni zamanda potansiyel denklemler olarak
adlandirilir.

Eliptik denklemin iki boyutlu denklemi

0%u  0%u ou ou
) —0 (2.4)

P A A

bigimindedir. Eliptik denklemlerin en ¢ok bilinen denklemleri Poisson ve Laplace

denklemleridir.
0’u  0%u
oz + 372 =0 (2.5)

Laplace denklemi ve

0%u 0%u
W + a—yz+ p=0 (2.6)

Poisson denklemi olarak tanimlanir (Gordon, 2010). Ozel olarak



0%u  9%u

2_
V=92 +6y2

(2.6)

bicimindeki gosterilir (Wazwaz, 2009). V?  sembolii Laplasiyen operatorii
olarak adlandirilir T kalinliginda diizgiin dikdortgensel bir levha géz oniline alinsin
(Sekil 2.1.) Levhanin O ile belirtilen sol alt kosesi baslangi¢ noktasi olmak tizere
diizenlenen bir (X,y) Kartezyen koordinat sisteminde sol alt kdsesi P(X,Yy)
noktasinda yer alan ve (dx, dy, 1) kenar uzunluklarina sahip bir hacim elemanini ele

alalim. Hacim elemanina X dogrultusunda birim zamanda giren 1s1

o im r
¥
Sekil 2.1. Dikdortgensel levhanin kartezyen koordinatlarda gosterilmesi
kA% = _k(ody) 2 2.7)
—kA— = —k(ody) — .
ox o’

Seklinde ifade edilir. x dogrultusunda birim zamanda c¢ikan 1s1  ise Xx +
dx kesitindeki gradyant hesaplanarak
0

u du
—kA— [u + —dx] = —k(ody) l— +—dx
X X X

I (2.8)

seklinde gosterilebilir. Benzer sekilde y dogrultusunda birim zamanda giren ve ¢ikan

1silar da sirasiyla

ou
—k(ody) @



ou 9 (du ou 0%*u

olacaktir. Hacim elemaninin alt ve iist yiizeylerinden 1s1 kayb1 oldugu varsayilirsa,

birim zamanda ¢ikan 1s1

Qdxdy (2.10)

seklinde belirtilebilir. Burada Q biiyiikliigii birim zamanda birim yiizey basina (alt
ve list yiizeyden ) 1s1 kaybin1 belirten katsayidir.

Denge—durumda sisteme giren ve ¢ikan 1silar toplami esit olacagindan

ou
—+5dx

ou ou
—k(odx) P k(odx) By = k(odx) 7 92

2%u l

2

du J‘u
k(odx) @ + Wdyl + Qdxdy (2.11)

seklinde bir denge denklemi yazilabilir. Bu denklem de sadelestirme ve diizenlemeler

sonucu asagidaki esitlik elde edilir.

0°u 0°u _ Q

7 ta7 o (2.12)

2.3. Hiperbolik Denklemler

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin bir smifi olan hiperbolik denklemler ¢ogu
kez  zamana baglidir. Bir ortam igerisindeki titresimlerin ve 6zellikle dalgalarin
nasil yayildigin tanimlarlar. Bu nedenle de “dalga denklemleri” olarak adlandirilirlar.
Dalga denklemlerinin en basit birisi bir-boyutlu haldeki salinim yapan yay
problemine ait olanidir. Iki-boyutlu halde titresen davul zar1 &rnek olarak
diisiiniilebilir. Ugboyutlu halin hayal edilmesi biraz daha zor olsa da drnek olarak
seffaf bir jelatin igerisinde bir sivi igerisinde siispansiyon halinde yer alan

taneciklerin jelatin zarfa bir carpma oldugundaki hareketi problemi alinabilir. Her ti¢



haldeki hareketlerin de siirtinme kuvvetlerinin etkisiyle zaman igerisinde

sonlimlenecegi sOylenebilir.

2.3.1. Titresen yay problemi

Hiperbolik kismi-diferansiyel denklemlere bir ornek olarak, sabit iki u¢ noktasi
arasinda gerilmis olan bir yaym salinim hareketlerini modelleyen bir-boyutlu dalga
denklemi g6z Oniine alinabilir. Yay ug¢ noktalarini birlestiren dogruya gore
Otelemeleri ¢ok abartilmis olarak gosterilmektedir. (Sekil 2.2.) Yayin A ve B gibi
yakin iki noktasi arasinda kalan dx uzunlugundaki bir elemani sekilde ayrica
biiyiitiilmiis olarak gosterilmistir. A ve B noktalarinda tegetlerin egim agilar1 sirasiyla
aA ve oB ile belirtilmis olup, yaym egilmelerinin de abartili olduguna dikkat
edilmelidir. Yayin Gtelemeleri iki ucunu birlestiren dogruya dik olarak Olciilmekte
olup u ile gosterilmistir. Yaya etkiyen gerilme kuvveti A ve B noktalarinda T ile

belirtilmistir.

Sekil 2.2. Yaya etkiyen gerilme kuvvetlerinin gosterilmesi

Yukar1 dogru kuvvetler pozitif igaretli olmak iizere yay elemaninin her iki ucuna
etkiyen kuvvetlerin diisey bilesenleri sirasiyla —Tsina, ve Tsinag olacaktir.
Otelemelerin sekil iizerinde asir1 abartili gosterildigi tekrar hatirlatilarak agilarin
aslinda ¢ok kiiclik oldugu belirtilirse acilarin tanjantlari ile siniisleri aynm1 kabul

edilebilir. Buna gore

Jdu
—Tsinay = Ttana, = —T (&> (2.13)
A

msinay = Taanay = = (32) = 7(5) -+ (5) o
sinag = Ttanog = ax)y = ox), T x\ox X



ve bdylece yay elemanina diisey yonde etkiyen net (bileske) kuvvet de

d%u

olur. Simdi diisey dogrultuda Newton kanunu uygulanarak bu kuvvet yayin kiitlesi

ile ivmenin ¢arpimina esitlenirse, W yayin birim uzunluk bagina agirligi olmak tizere

d%u wdx d%u
veya diizenlenerek
d9’u  /Tg\ 0%u
37 = (W) e (2.16)

elde edilir. Bu denklem ikinci-dereceden kismi diferansiyel denklemlerin standart

bi¢imi i¢in daha once tanimlanan denklemle karsilastirilirsa
rg
A=1,B=0,C=—W (2.17)

oldugu ve bu biiyiikliiklerle birlikte bu denklemin hiperbolik denklemler sinifina

girdigi goruliir.

2.4. Parabolik Denklemler

Kismi-diferansiyel denklemlerin parabolik karakterdeki sinifi, tipik 6rnekleri madde
yayinimi veya bolge i¢inde 1s1 akisi oldugundan genellikle yaymim denklemi veya 1s1
denklemi olarak adlandirilir. Buradaki incelemelerde de 6rnek olarak 1s1 problemleri
ele almacaktir. Bunlarin daha oOncekilerden farki artik daimi durum problemi
olmayip, zamana bagli, yani sicakligin zamanla degistigi problemler olmasidir. Ik
olarak bir ¢ubuk boyunca bir-boyutlu 1s1 akist problemi ele alinacaktir. Sayet zaman
yeterince uzun tutulur ve sicakliklar denge-durum sartlarina erisirse bu problem de

daha onceki eliptik problem Ornegiyle 6zdes olur. L uzunlugundaki bir ¢ubuk

tizerinde dx genislikli (Sekil2.3.) bir gubuk elemani isaretlensin. Cubugun g¢evresinin



izole oldugu ve bu yiizden c¢evreyle 1s1 aligverisi olmadig1 varsayilmaktadir. X ekseni

gubuk boyunca soldan saga dogru yonlenmis olup X ekseni boyunca

—kAa (2.18)

formiilii uyarinca akmakta olan 1s1 [cal/s] olarak oOlg¢iilmektedir. Buradaki eksi
isaretinin 1smin sicaktan soguga dogru akmasiyla ilgili oldugu bilinmektedir. dx

uzunlugundaki ¢ubuk elemaninin sag tarafindan ¢ikan 1s1 da

kAdT(T+de) 2.19
dx dx x (2.19)

seklinde ifade edilebilir.

NI AT A
[ ] Giren g1 3 | { Cikan 151 |

\r _________________ A /
[ " * oy [E—— T

Sekil 2.3. L uzunlugunda dx genislikli cubuk

Daimi-durumda bu ¢ubuk elemanina giren ve ¢ikan 1silar esit olur. Zamana bagh
olayda ise ¢ubuk elemanina birim zamanda giren 1s1 ile ¢ikan 1s1 arasindaki fark bu
siirecte cubuk elemaninin biinyesinde depolanan 1s1ya esit olacaktir. Depolanan bu 1s1
da ¢ubuk elemaninin sicakligini arttiracaktir. Cubuk elemaninin sicaklik degisimiyle
ilgili olarak birim zamanda depolanan 1s1 miktari elemaninin hacmi (A*dx),
malzemenin yogunlugu (p) ve malzemenin 1s1 kapasitesine (¢ — birim kiitle ve birim

sicaklik basina depolayabildigi 1s1 - cal/gr°C) baghdir. Bu ise

dT
cp(Adx) I (2.20)

seklinde ifade edilir. Bu ii¢ ifade kullanilarak

ka2l _ia dT+d2Td — cotadn) L 2.21
KA\t ) = eplAdn) o (2:21)

veya bu esitlik diizenlenerek

10



k—dx =cp— (2.22)

denklemi elde edilir. iki-veya ii¢- boyutlu halde de bu denkleme esdeger

dT
2_ 2.23
kVe=cp i ( )

denklemi elde edilir. Yukaridaki biitiin denklemlerde konum disinda ayrica zamana
baglidir. Yukaridaki biitiin denklemler de konum disinda ayrica zamana baglhidir. Bu
denklemlerin belli bir baslangig zamaninda verilen baslangi¢ sartlariyla baslatilmasi
gereklidir. Ayrica sinir degerlerinin bilinmesine de ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla bu tip
problemler konuma goére sinir deger, zamana gore de baslangig deger problemi

olarak nitelendirilmelidir.

2.5. Baslangic ve Sinir Sartlari

Ince cubuktaki 1s1 iletiminde sicaklik fonksiyonu u(x,t) denklemi saglamalidir.
Fiziksel yonden, sadece diferansiyel denklemin tek basina ¢ubuktaki herhangi bir
belirli zamandaki sicaklik dagilimmi belirleyemedigi bilinmektedir. Bu sebeple
cubugun ug¢ noktalarinda saglanmasi gereken sartlarla, cubugun baslangi¢ sicaklig
hakkinda ilave bilgilere sahip olmaliyiz. Yani bazi baglangic zamaninda (t=0
diyelim) u(x,t) fonksiyonunu belirlemeliyiz ve ¢ubugun her iki ucuyla, bulundugu
181 enerjisinin nasil degistigini tanimlamaliyiz (Smith, 1985).

1-) Hig 1s1 kaynag1 yoksa,

2-) t=0 da c¢ubugun sicakligt 0 <x <L  olmak lizere f(x) fonksiyonu ile

tanimlaniyorsa,

3-) iki u¢ nokta tim zaman igin sifir sicakliginda muhafaza ediliyorsa sonraki
herhangi bir t <0 zamanin da c¢ubuktaki wu(x,t) sicaklik dagilimi;
u(x,0) = f(x) 0<x<L

u(0,t) =u(lL,t) =0 t=0

11



sartlariyla

ou K d%u

diferansiyel denklemini goéz oniine alinabilir. Bu problem 1s1 denklemi icin bir

baslangi¢-sinir deger problemi olarak adlandirilir.

12



3. MALZEME VE YONTEM

3.1. Sonlu Fark Yontemleri

Herhangi bir karmasik problemi ¢6zmek i¢in kullanilan tiim niimerik yontemlerin
hesaplamas1 asamasi genellikle bir hayli aritmetik igerir. Bu ylizden cesitli farkli
problemlerin bir ¢oziime ulagmasi bir diizenleme ile olagandir. Bu diizenleme, tim
denklemlerin ifade edilmesiyle yapilabilir. O zaman aym1 matematik formiiliiyle
birlikte tiim problemler belirli bir ¢dziimle ilgilenebilirler.

Sonlu farklar yontemi, sayisal yontemlerin temelini olusturur. Matematik ve fizik
problemleri ¢ogu zaman siirekli ve ¢ok degiskenlidirler. Bu  problemlerdeki
fonksiyonlar bir formiil yardimiyla verilebilir. Bazen bir fonksiyon farkli noktalarda
tanimlanmis olabilir. Sonlu farklar yontemi kullanilarak fonksiyonun degeri
bulunabilir. Ornegin, yapiskan ortamdaki sarkacin salmimi, bir direng vasitasiyla
sigactan (kapasitorden) elektrik yiikii bosaltma ve indiikleme, farkli fizik
problemleridir; fakat matematik olarak ifade edildiginde 6zdes olduklar1 goriiliir.
Gilinlimiiziin uygulamali bilim dallarinda ortaya ¢ikan problemler, teorik yontemler
ile ¢oziilmeye baslanmis bulunmaktadir. Hatta bazi durumlarda analitik ¢oziimler
olsa bile sayisal yontemlerin kullanilmasiyla ¢o6ziim, c¢ok daha basit hale
getirilebilmektedir.

Bir diferansiyel denklem seklinde ifade edilebilen problemlerin yaklasik
coziimlerinde en ¢ok kullanilan sayisal yontem sonlu fark yaklasimlaridir.
Problemlerin sonlu farklar ile ¢6ziilmesindeki temel amag, tiirevlerin sonlu fark
operatorleri ile yer degistirmesidir. Bu yer degistirme Taylor serisi agilimini
kullanilarak gerceklenir.

Coziime gecmeden Once problem bolgesi genellikle geometrik sekiller igeren
kafeslere boliinlir ve problemin yaklasik ¢oziimii her bir kafesin kesim (grid)

noktalari iizerinden hesaplanir.

13



Sonlu fark yaklasimlari; agik (explicit) ve kapali (implicit)ydontemler olmak {izere iki
grupta incelenir (Hasanoglu, 2010).

U fonksiyonu bagimsiz degiskenler x ve t nin bir fonksiyonu olsun. U fonksiyonu
icin sonlu fark yaklagimlarini bulmak amaciyla x —t diizlemi boyutlarnn 6§, =
h ve §; = k olan esit dikdortgenlere boliinmiis olsun. Ox ve Ot eksenlerine paralel
dogrular lizerinde x; = thve t; = jk (i,j = 0,1,2,...) noktalar1 (Sekil 3.1.) alinsin.

Bu halde inceleme yapilan noktada  U(ih, jk) = U;; olarak gosterelim.

A
t
ij+l
Jk —
. 0 i-1j TP KT e
x*—
ij-1
kI
> i X
Sekil 3.1. Ag noktalarinin x-t diizleminde gosterilmesi
! 1 n 1 nr
Ulx+h)=U(x)+hU (x)+§h2U (x)+gh3U + - (3.1)

"

U(x —h) = U(x) — hU (x) +%h2U” (x) —%h3U (x) + - (3.2)

(3.1) ve (3.2) denklemleri taraf tarafa toplanarak

U(x +h) + U(x —h) = 2U(x) + 2h%U" (x) + O(h")

14



buradan

" 02U 1
U (x) = (—) =ﬁ{U(x+h)—2U(x)+U(x—h)} (3.4)

0x2
X—X

elde edilir. (3.1) ve (3.2) denklemleri farkindan benzer sekilde

, U 1
U (x) = <6_x)x_x = UG+ ) - U= ) (3.5)

esitligi elde edilir.

A
B
—A
U(x-h) U(x) U(x+h)
x-h X X+h >

Sekil 3.2. Fark formiillerinin yaklasik hesaplandig1 tegetlerin gosterilmesi

Denklem (3.5), AB kirisinin (Sekil 3.2.) egimi ile P deki tanjant egimi yaklasik

egimini hesaplar ve buna merkezi fark yaklasimi denir.

ou

, 1
U (x) = (E) = UG+ - U@) (3.6)

Denklem (3.6), PB kirisinin egimi ile P deki tanjant egimi yaklasik egimini hesaplar

ve buna ileri fark yaklasimi denir.

, aUu 1
U@ = (5) =3 W@ - UG- ) (3.7)

Denklem (3.7) PA Kkirisinin egimi ile P deki tanjant egimi yaklagik egimini

hesaplar ve buna geri fark yaklasimi denir.

15



3.1.1. Cok Degiskenli fonksiyonlarin notasyonu

U fonksiyonu bagimsiz degiskenler x ve t nin bir fonksiyonu olsun. U fonksiyonu
icin sonlu fark yaklagimlarini bulmak amaciyla x —t diizlemi boyutlart §, =
h ve 6, = k olan esit dikdortgenlere boliinmiis olan bolgede P temsili noktasinda

(Sekil 3.3) U, = U(ih, jk) = U;; olmak iizere, h? kesme hatasi ile

A
t
ij+l
Ik T TPoirrf
o
ij-1
6-[ = k I
sfep— ih X

Sekil 3.3. Xx-t diizleminde P temsili noktasinin gosterilmesi

02U\ _ (0*U\  Upq; —2U;; + Uiy,
ax2p_ axz) h?

L]

ve k? kesme hatast ile

22U B 22U Uiy =20 + Uy
otz |\ at2 N h?2 (3.9)
P ij

(aU) _ Ui,j+1 — ZUi,j (3 10)
L) .

ot/ k
denklemleri elde edilir.

16



3.1.2. A¢ik yoOntem

Bir bilinmeyen ve birden fazla bilinen barindiran yontemlere agik yontemler adi

verilir.

ou 90U _ .
Framirs i,j €EZ vex; =thvet = jk

olmak tizere (3.8) ve (3.10) denklemlerinden

Wijpr — Wiy Wigrj — 2U; U

k h?
elde edilir.
k ot
r=—=—
hz  (6x)?

elde edilen esitlikte yerine yazilirsa

Upj+1 — Uj  Uiv1; — 2u;; U

k h?

(3.11)

sonlu fark yaklagimi elde edilir (Smith, 1985). Bu formiil j. zaman satiri

boyunca (i, j + 1) inci grid noktasinda bilinmeyen U, ;1 degerini hesaplamak igin

kullanilir. Dolayistyla ilk satir t=k boyunca U nun bilinmeyen grrid , t=0 boyunca

bilinen baslangi¢ ve simir degerleriyle hesaplanabilir. Satirlar boyunca bilinen grid

degerleri yardimiyla bilinmeyen (Sekil 3.4.) grid degerleri hesaplanir. Bu sekilde

bilinmeyen grid degerlerin bilinen pivot degerler yardimiyla bulunmasma agik

yontem denir.

Uij+1

U1, U i

Sekil 3.4. Acik ¢oziime ait molekiiler yap:

17



Ornek 3.1.1

oU 9%U

parabolik denklemini asagidaki kosullar ile

U=0, x=0 vex=1, t>0

1
U=2X,0SX<2— , t=0
1
U=0, 2(1-x) ,2—st1 ,

g0z Oniine alalim

1.Durum: ilk durum igin 6, =h == ved, =k =— olmak iizere
baslangic ve smir degerleri (Cizelge 3.1.) ile verilmistir . Bu degerler icin I' = %

alinmustir.

Cizelge 3.1. h=0.1 ve k=0.01 i¢in baslangi¢ ve sinir degerleri

x=0 01 02 03 04 05 06

i=0 0 02 04 06 08 01 08

=L 0

j=2 0

=3 0
0
0

=4
j=5

Dolayistyla (3.11) yardimiyla denklemi diizenlenirse
1
Uij+1 =70 (Wi—1; +8u;; + 14 ) (3.13)

Ifadesi edilir. Bu dort terim arasindaki iliski ise (Sekil 3.5.) deki molekiil yapisina

benzer. Atomlarin i¢indeki numaralar grid noktalarina kars1 gelen fonksiyon

18



degerlerinin garpanlaridir. Burada ¢izelge x = % ye gore simetrik olup hesaplama

®

ij+l

0<x<

N R

icin yapilmstir.

|

1 () 1
10 20/ 10
i-1,j i i+1,

Sekil 3.5. Ac¢ik ¢oziimiin hesaplamasinin molekiiler yapi ile gosterilmesi

denklem (3.12) nin (Cizelge 3.1.) verilere uygulanmasi sonucunda (Cizelge 3.2.)

ile verilen degerler elde edilir.

1
usy = 75{0.8 +8x1 + 0.8} = 0.9600

1
wy,, = 75{0.8 + (8x0.8) + 0.8} = 0.7960

Cizelge 3.2. h=0.1 ve k=0.01 secildiginde ac¢ik ¢oziimiin niimerik sonuclari

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6

x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
j=0 t=0.000 0 0.2000  0.4000 0.6000 0.8000  1.000  0.8000
=1 t=0.001 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 0.9600  0.8000
j=2 t=0.002 0 0.2000  0.4000 0.6000 0.7960 0.9280  0.7960
j=3 t=0.003 0 0.2000  0.4000 0.5996 0.7896 0.9016  0.7896

j=4 t=0.004 0 0.2000 0.4000 0.5986 0.7818 0.8792 0.7818
j=5 t=0.005 0 0.2000 0.3999 05971 0.7732 0.8597 0.7732

Bu sartlar1 saglayan kismi diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii

8

U=— nzln%(sinnn)(sinnn x)e 't (3.14)
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seklinde verilmistir (Garabedian, 1963). Bu ¢6ziimiin x = 0.3 noktasinda sonlu fark
¢oziim ile karsilagtirilmas1 (Cizelge 3.3.) ile gosterilmistir. Bu ¢izelge sonlu fark
¢ozlimiinlin oldukca tutarli oldugunu gostermektedir. Hata yiizdesi ¢dzlimlerin
farkidir ve kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin bir yilizdesi olarak ifade

edilmistir.

Cizelge 3.3. h=0.1 ve k=0.01 secildiginde acik ¢6ziimiin x=0.3 noktasinda
acik ¢oziim ile analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi

Sonlu fark ¢6ziimii(x=0.3)  Analitik ¢6ziim(x=0.3) Fark Hata

t=0.005 0.5971 0.5966 0.0005 0.08
t=0.01 0.5822 0.5799 0.0023 0.4
t=0.02 0.5373 0.5334 0.0039 0.7
t=0.10 0.2472 0.2444 0.0028 11

Cizelge 3.4. h=0.1 ve k=0.01 secildiginde a¢ik ¢6ziimiin x=0.5 noktasinda
acik ¢oziim ile analitik ¢coziimiin karsilagtirilmasi

Sonlu fark Analitik
Fark Hata
¢Ozimii(x=0.5)  ¢6ziim(x=0.5)
t=0.005 0.8597 0.8404 0.0193 2.3
t=0.01 0.7867 0.7743 0.0124 1.6
t=0.02 0.6891 0.6809 0.0082 1.2
t=0.10 0.3506 0.3021 0.035 1.2

2.Durum: ikinci durumigin 8, =h = ved, =k =—olsun.

Bu halde baslangic ve smir degerleri (Cizelge 3.1.) ile aymidir. Bu degerler igin

r= % alinmistir. Dolayisiyla (3.11) denkleminden

1
Ujj+1 = E(ui—l,j + Ujp1,) (3.15)

ifadesi elde edilir. Denklem (3.11)’in (Cizelge 3.1.) ile verilen degerlere

uygulanmasi sonucunda (Cizelge 3.5.) ile verilen degerler elde edilir.
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Cizelge 3.5. h=0.1 ve k=0.05 secildiginde a¢ik ¢oziimiin niimerik sonuclari

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6

x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
j=0 t=0.000 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000  1.000  0.8000
=1 t=0.005 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 0.8000  0.8000
j=2 t=0.010 0 0.2000  0.4000 0.6000 0.7000  0.8000  0.7000
j=3 t=0.015 0 0.2000  0.4000 0.5500 0.7000  0.7000  0.7000
j=4 t=0.020 0 0.2000  0.3750  0.5500 0.6250  0.7000  0.6250

Cizelge 3.6. h=0.1 ve k=0.05 secildiginde a¢ik ¢6ziimiin x=0.3 noktasinda acik ¢oziim ile
analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi

3.Durum: ilk durum igin 6, =h == ve s, =k = —

Sonlu fark Analitik
Fark Hata
¢Ozimii(x=0.3)  ¢o6ziim(x=0.3)
t=0.005 0.6000 0.5966 0.0034 0.57
t=0.01 0.6000 0.5799 0.0201 35
t=0.02 0.5500 0.5334 0.0166 3.1
t=0.10 0.2484 0.2444 0.0040 1.6

00

olsun. Bu halde baslangi¢

ve smir degerleri (Cizelge 3.1.) ile verilen degerlerdir. Bu degerler i¢in r =1

almmustir. Dolayisiyla (3.11) denklemi

Wijp1 = WUimpj — Wi + Uipr) (3.16)
seklinde ifade edilir. Denklem (3.13) in (Cizelge 3.1.) ile verilen degerlere
uygulanmasi sonucunda (Cizelge 3.7.) ile verilen degerler elde edilir

Cizelge 3.7. h=0.1ve k=0.01 secildiginde acik ¢6ziimiin niimerik sonuglari

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6

x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
j=0 t=0.000 0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.8
j=1 t=0.001 0 0.2 04 0.6 0.8 0.6 0.8
j=2 t=0.002 0 0.2 0.4 0.6 0.4 1.0 0.4
j=3 t=0.003 0 0.2 0.4 0.2 1.2 -0.2 1.2
j=10 t=0.004 0 0.2 0.0 14 -1.2 2.6 -1.2
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Elde edilen verilerde negatif degerler varsa anlamsizlik var demektir. Dolayis1 ile

son durum gecerli degildir. Burada r nin énemli oldugu acik¢a bellidir. Bdylece

acik (explicit) metodun 0 <x < % araliginda gecerli oldugu gosterilmistir.

t=01048
Klezin Cozitm
LI ) Acik Cloziim
0.5 . =048
0.4
t=0.152
0.3
0.2
0.1
0.0 a1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1.0

Sekil 3.6. Agik ¢oziim ile kesin ¢oziimiin karsilagtirmah grafigi

3.1.3. FTSC yontemi

Forward Time Centered Space (FTSC) yontemi agik yontemin O6zel bir halidir. T
zamani boyunca ileri fark, ikinci dereceden tiirev  yerine ise merkezi fark
denklemleri yazilarak

Wijer — Uy Uiprjer — 2U 401+ Uig )41 3.17)

k h?

olmak lizere

. . .- k
ifadesi elde edilir. r = W= )

Uijrn = Uiy = T(Uirr a1 = 2Uian + Uim 1) (3.18)
esitligi elde edilir. Buradan

Wijp1 = —TUgrj41 T A+ 20U 400 —TU_gj 41 (3.19)

ifadesi elde edilir. Degiskenlerden bir bilinmeyene karsilik ii¢ bilinen oldugundan

FTSC yontemi olarak adlandirilir.
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Molekiiler olarak (Sekil 3.7.) deki gibi gosterebilir.

Ujj+1

Uj—1,j Ui, Uit
Sekil 3.7. FTSC yontemine ait molekiiler gosterimi

3.1.4. BTSC yontemi

Explicit yontem hesaplama yoniinden ¢ok kolay olmasina ragmen 6nemli bazi

eksiklikleri vardir. Bu yontemde t zaman adimi1 yukarda goriildiigli gibi araligi icin
kararli olup diger durumlarda problemlerle karsilasilir. Bu eksiklikleri gidermek
amaciyla t zaman dogrultusunda ileri fark, x dogrultusunda merkezi fark alinarak

yeni bir yaklagim elde edilir.

Upjr1 — Wij Ui — 2U; U

= < 3.20
dau Uij+1 — Zul]
— = 3.21
at k ( )
0%U  Wipqj41 — 2Uij1 + U1
= : ' - 3.22
0x? h2 ( )
ifadeleri
0°U _aU (3.23)
ax2 ot '
denkleminde yerine yazilirsa
Upjr1 — U Ugpqjer — 2W 41 T U141
= 3.24
k hz ( )
Wij = —TUigpje1 + (L+ 20U 010 —TU) (3.25)
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bi¢cimini alir. Burada esitligin saginda ii¢ bilinmeyen ve sol tarafinda ise tek bilinen

vardir. U denklemine ait molekiiler gosterim (Sekil 3.12. ) deki gibidir.

Ui—1,j+1 Uij+1  Uij4

Sekil 3.8. Kapali yonteme ait molekiiler gosterilisi

3.1.5. Crank-Nicolson yontemi

Agik yontem basit bir hesaplama olmasina ragmen ciddi dezavantajlara sahiptir. Bu
yontemde zaman §, = k adimmi c¢ok kiigiiktiir  ve O0<r< % olup r< %
icin gecerlidir. Uygun dogrulugu bulmak i¢in §, = h olarak ¢ok kiigiik olmak
zorundadir.  Crank-Nicolson hesaplamanin islem yiikiinii azaltan ve r nin  tim
sonlu degerleri igin gecerli olan bu metodu 6nermistir. Bu yontem igin (j+1) ve (j.)
Zaman seviyelerindeki sonlu fark yaklagimlart alinarak gosterilmistir. Bu yontemde

ileri fark yaklagimi uygulanmistir.

(GU) (62U> (3.26)
at) 1 2 .
ot ity ax ],,H_%
denklemine
Ui — U 1 {ui+1,j+1 — 2Ujj41 F Uimgjrr Uigpj — 245 + ui—l,j}
_— == 3.27
K h? * bz (3.27)

sonlu fark formiilleri ile yaklasilirsa

—TU1jp1 + 2+ 2r) U1 — T = Ty F@ - 2r)y; (3.28)

denklemi  elde edilir. Bu denklem Vr >0 degerleri igin kosulsuz gegerlidir.
Genellikle, elde edilen bu denklemin sol tarafi ii¢ bilinmeyen igerir . (Sekil3.9.)
Burada sag taraftaki u” nun esas degerlerinin ti¢ii bilinmektedir. Sistem j=0 ve

1=1,2,3...,N baslangic ve sinir degerlerinin terimlerindeki birinci zaman sirasi

24



boyunca N adet esas degeri i¢cin N tane karmasik denklem verir. Benzer sekilde
j=1l.satir boyunca hesaplanmis degerleri kullanan ikinci satir u nun bilinmeyen N

degerini ifade eder.

t A
U nupbifmeyen dggerleri
j+1 /
> );:
j

N ¢ 7
'\/
j-1 ‘U‘ﬁm&n degerlgri

v

i-1 i i+1 X

Sekil 3.9. Crank-Nicolson yonteminin grid yapisi
Ornek 3.1.2
ouU  0*U

Jat  0Ox?
denklemini

(3.29)

U=0,x=0 vex=1,t>0
1
U = 2x, OSXSZ— =0

1
U=0, 2(1-%, ;-<x<1, t=0

kosullari ile birlikte C-N yontemini kullanarak ¢6zelim (Smith, 1985). Bu metod

r= :—2 = (;i—t)z nin biitiin sonlu degerleri i¢in gegerli olmasina ragmen biiyiik deger
g—l; icin gegerli bir yaklasim olmayacaktir . Burada &, = h = % ved, =k =

ﬁ iser = :—2 =1 olur. Sonlu fark denklemleri yardimi ile
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—TU—p 1+ 2+ 20U 1 — T 01 = TU—1; + (2 — 20wy + T
denklemi elde edilir ve r=1 i¢in denklem

—Ui—pj+1 T AU 41— W41 = Wim1y Ui

bi¢imini alir. Bu denklem igin incelen hesaplama molekiilii (Sekil 3.10) de
gosterilmigtir. w; ;11 , w;(1=1,2,...,9) tarafindan belirtilir. Simetriden dolayr bu
problem i¢in ug = uy , uy; = uz degerleri hesaplanabilir.

—O—¢

-1j+1 Lj+1 HTj+1

0 ©

-1 +1j

Sekil 3.10. Crank-Nicolson yonteminin molekiil yapisi

Baslangi¢c zamaninda u ’nun degerleri,

—O+4u1—u2=0+04,

—u1+4u2—u3=02+06

—Uu; + 4U3 — Uy = 0.4+ 0.8,

—U3+4U4—U5 =0.64+0.1

—2uy +4us = 0.8+ 0.8

denklem sisteminden ¢oziilerek w1y = 0.1989, u, = 0.3956, uz = 0.5834, u, =
0.7381, us = 0.7691 degerleri bulunabilir. Boylece bir sonraki zaman satirt

boyunca u’ nun grid degerleri igin denklemler,

—0 + 4u; —u, = 0 + 0.3956,
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—uy +4u, —uz = 0.1989 + 0.5834
—u, + 4us —uy = 0.3956 + 0.7381,
—uz + 4 uy —us = 0.5834 + 0.7691,

seklinde yazilir ve bu sekilde devam edilirse tiim zaman satirlarinda niimerik

degerler hesaplanabilir.

!

%ﬂ'z 4 Us Ug A U Uo
T ng < ~

»
-

X
Sekil 3.11. Crank-Nicolson yonteminin ¢6ziimiiniin grid yapisi

Cizelge 3.8. h=0.1ve k=0.01 Crank-Nicolson ¢oziimii icin niimerik sonuclar

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t=0.00 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t=0.02 0 0.1989 0.3956 0.5834 0.7381 0.7691
t=0.02 0 0.1936 0.3789 0.5400 0.6461 0.6921
t=0.10 0 0.0948 0.1803 0.2482 0.2918  0.3069
Analitik ¢6ziim 0 0.934 01776 0.2444 0.2873 0.3201

Bu denklemlerin ¢6ziimii, kismi diferansiyel denklemin ¢6zlimii ile t= 0.1 de sonlu
fark ¢oziimiinii karsilagtiran grafiklerle birlikte (Cizelge 3.8.) de verilmistir. Burada
niimerik ¢oziimiin iyi bir ¢oziim oldugu gorilmektedir. (Cizelge3.9.) t nin cesitli

degerleri i¢in x=0.5 te her iki ¢oziimii gostermektedir.

0°U oU

= (3.30)
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denklemi i¢in Crank-Nicolson yontemi, r nin tiim degerleri i¢in sabit olmasina

ragmen, ¢Oziimiin ve tlim hatalarin j — oo i¢in sifira yaklastig1 s0ylenebilir.

Cizelge 3.9. x=0.5 noktasinda C-N yontemi ile analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi

Sonlu fark Analitik
Fark Hata
¢Oziimii(x=0.5)  ¢6ziim(x=0.5)
t=0.01 0.7691 0.7743 -0.0052 -0.7
t=0.02 0.6921 0.6809 +0.0112 +1.6
t=0.10 0.3069 0.3201 0.0048 1.6

3.1.6. Gaus eliminasyon yontemi ile denklemin ¢oziimii

Her bir zaman satir1 boyunca (N- 1) igteki grid noktalart boyunca Crank —Nicolson
denklemleri genel olarak

+b1u1 — CiUy = d1
—auq + bz'llz — Cus = d2
—a;uj—1 + bju; — CiUjq =d,;

—ay_1Uy—z + bju; — Ccy_qUy_ =dy_1

seklinde yazilabilir. Burada a, b, ¢ ve d ler bilinmektedirler. Birinci denklem, ikinci

denklemden U, ’i elimine etmek i¢in kullanilabilir. Yeni ikinci denklem, ti¢lincii
denklemden U, ’yi elimine etmek igin kullanilabilir ve sonuna kadar islemler bu
sekilde devam eder. Sondan bir 6nceki denklem, sadece Uy_; bilinmeyen denklemi
veren son denklemden Uy_.,’ yi elimine etmek i¢in kullanilabilir.

Uy_o Uy_3:Un_gye- Uy, Uy bilinmeyenleri sira ile geri yerine yazilarak
bulunabilir. Her bir yeni yontemdeki c¢ katsayisinin higbiri incelenen Onceki

denklemdekinin aynisi degildir (Mattiews, 1992). Son adimda

@i Ui—1 — Ci—1U; = Sj—1
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—a;u;—1 + bju; — cu; =d,;

ye ulastig1 kabul edilir. Burada a; = b; =~ S; =d; dir. Uy ‘in elimine edilmesi

a;ci— a;Si—1
( b; — U —ClUjyp =d; +
o1 a1

ifadesi elde edilir. Yani

QiU — CUiy1 = S; (3.31)
a;Ci—

a b, — 3.32

=hi- (332)
ve

a;Si—q ,

Si = di + L= 1,2,3, (333)
ai—1

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde
aN-1Uy—2 — CN—2UN-1 = Sy—2
ve

—ay_qUy_y+ by_ouy_1 =dy_, ifadelerinden

Uy_, ” yok edilmesi ile

ay-—1CN—2 ay-15y—2
by ——> I U o
( N-1 Ty Uy-1 N-1t Ty
esitligi elde edilir.
ay-1Un-1 = Sy-1 (3.34)

denklemi elde edilir. Buradan denklemin ¢oziimii
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(3.35)

olup

1
=~ (S + Cttig) i=N-2N-3..21 (3.36)
i

degerleri hesaplanabilir. Burada o ve S degerleri,

a;c;_
a; = by; “z‘:bi—lll
ai—1
a;Si—q
Sl=d1; Si=di+ l=2,3,...,N—1
ai—1

seklindedir. Uygulamalarda ;

a;
a; ve —
o1

zamandan bagimsiz olup ve zaman bir kez hesaplanmasi yeterlidir. Bir 6rnek olarak
yukaridaki birinci zaman satirindaki denklemleri

4u1 — Uy = 04,

—uq + 4u2 — U3z = 0.8,

—Uy + 4u3 — Uy = 12,

—uz +4uy —us =16,

—2uy +4us = 1.6

g0z Oniine alalim. Burada

a2:a3:a4:1,a5:2, b1:b2:b3:b4:b5:4}
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C1=C2=C3=C4=1, d1=0.4‘,d2=0.8, d3=1.2, d4==16,

degerleri hesaplanir. Bu sebeple, her zaman adimi i¢in ,degisken olmayan

a;
a, = bl = 4, a; = bi - ‘ =4 — _ (l = 2,3,4‘,5)

a1=4,

1 a
—2=—=025, a1=4‘——2=3.75,
Ofl 4 al
% _ 1 02667 —4-5 _37333
@ 375 ’ BEET T
“__ 1 42679 —4- _ 37371
@ 37333 07 =R T
% _ = 0.5359 —4-5 346
@ 37321 %7 T, T

elde edilir. Ayrica

Sl = d1 = 04, a; = bi - (l = 2;3;4;5)

iken

S, = 0.4

a
S, =08+ 0{—251 = 0.8 + (0.25)(0.4) = 0.9,
1

as
S3=1.2+—S5, = 1.440,
a;

Ay
Sy =1.6+—S53 =1.9858,
asz
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as
S5 =1.6+—S5, = 2.6642
Ay

degerleri bulunur. Birinci zaman satirindaki ¢oziimler ise

S
Us = a—s =0.7691,
5

1

Uy = — (54 + C4u5) = 07381,
22
1

Uz = C{_(53 + C3U4) = 05834,
3
1

U; = _(Sz + C2u3) = 03956,
a

1
U, = a_l(Sl + CluZ) = 0.1989

seklinde bulunmustur.
3.1.7. Euler yontemi

U _0°U
ot 0x2

denkleminin yaklasik ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in bu denklemin yerine gegen fark

denklemi elde edilir. Bunun i¢in denklemde

2
0°U  WUiypjp1 — 2Upjqq T Uimg i1
0x? h?

(3.37)

U _ Uiyrj41 — Uij+1
ot k

(3.38)

tiirevleri yerine bunlara kars1 gelen sonlu fark yaklasimlar1 yazilir ve
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Wijr1 = Upj—1 = 2r(Ugp1,j — 2U;5 +TU1 ) (3.39)

ifadesi elde edilir (Tirker, 1999).

Ornek 3.1.3

u,(x,t) =u,(x,t) 0<x<1,0<t<0.20
u(0,t) =u(l,t) =0 0<x<0.20
u(x, 0) = 4x — x° 0<x<1

seklinde baslangi¢ ve sinir kosullari ile verilen 1s1 denkleminin Euler yontemi ile

niimerik ¢6ziimiinii bulmak isteyelim.

2 2 . k
Oy —h—ﬁve O; —k—m 1ser—h—2—0.5 olur. Bu sonu¢ Euler

yontemi olarak bilinen denkleminde yerine konulursa

U1 — U1,
Uiprj = % (i=01,..5j=012,..10) (3.40)

elde edilir. Sinir kosulundan

Upo =u(0,00)=0 veusy=0

oldugundan ve baslangi¢ kosulu u(x, 0) = 4x — x? 0<x<1 olmak iizere,

u; o = u(0.2,0) = 4(0.2) — (0.2)> = 0.64
uzo = u(0.4,0) = 4(0.4) — (0.4)* = 0.96
uzo = u(0.6,0) = 4(0.6) — (0.6)* = 0.96
us = u(0.8,0) = 4(0.8) — (0.8)2 = 0.64

degerleri bulunur. j=0 i¢in i=1,...,4 olmak {izere
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Uity — Ui
Uip1j = - 2

U g+u 096+ 0
U = 20 > 00 = > = 0.48

Wrg+Wo 096+ 064
Uy, = 2 . L0 _ . = 0.80

Wo+ U 0.64+096
Uz = =2 . 20 ——— = 0.80

ifadeleri elde edilir. Diger adimlar ayni yontemle devam edilerek ¢oziildiigiinde

(Cizelge 3.10.) ile verilen sonuglar elde edilir.

Cizelge 3.10. h=0.1 ve k=0.01 secildiginde Euler ¢6ziimiin niimerik sonuclari

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

x=0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t=0.00 0.00000 0.640000 0.960000 0.960000 0.640000 0.00000
t=0.02 0.00000 0.480000 0.800000 0.800000 0.480000 0.00000
t=0.04 0.00000 0.400000 0.640000 0.640000 0.400000 0.00000
t=0.06 0.00000 0.320000 0.520000 0.520000 0.320000 0.00000
t=0.08 0.00000 0.260000 0.420000 0.420000 0.260000 0.00000
t=0.14 0.00000 0.137500 0.225000 0.225000 0.137500 0.00000
t=0.16 0.00000 0.111250 0.180000 0.180000 0.111250 0.00000

3.1.8. Dufort-Frankel yontemi

Dufort-Frankel yontemi, u;;’ nin t zaman dilimi igin ortalama degeri alinmasi

J

esasina dayanir. Bu halde

Ui ioq + Ui
i = e > (%) (3.41)

u
Wijpr T U -1 Wijpr — 2U; H U

o = (3.42)
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Ujj41 — Ujj—1 2 Upj+1 U j—1
— ok 2 (ui+1,j TAT 5 T Ui ) (3.43)

elde edilir. r = icin (3.37) denklemi

rul"j+1 — ui’j_l = 21‘ui+1’j - zrui‘j+1 +2ul”j_1 + Zru,l'_l’j (344‘)

seklinde yazilir. Diizenleme yapilirsa

(1 + Zr')ul-,j_,_l - (1 - Zr)ui,j_l - 27‘ui+1,}- - Zrui_l'j =0 (345)

elde edilir. (3.41) denklemi 1+2r ile boliiniirse

1-2r 2r 2r
)ui,j 1

uin = (rar (346)

AT Ui, T Uy
14 2r W T 142l

ifadesi elde edilir.
Ornek 3.1.4

u(x,t) =u,(xt) 0<x<1,0<t<0.10
u(0,t) =u(1,t) =0 0<t<0.10
u(x,0) = sin(mx) 0<x<1
seklinde baslangi¢c ve simir kosullar1 verilen 1s1 denkleminin Dufort-Frankel yontemi

ile niimerik ¢oztimii asagidaki gibi verilebilir (Golgeleyen, 2003).

2 1, k
6, =h=—ved, =k=— iser == =025 olur.
10 100 h2

Sinir kosulundan

Upo =u(0,0)=0 veusy=0
e baslangic kosulu u(x,0) =sin(mx) 0<x<1 olmak iizere,
u1o = u(0.2,0) = sin(m(0.2)) = 0.587785
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Uz = u(0.4,0) = sin(m(0.4)) = 0.951057

u(0.4,0) = sin(m(0.6)) = 0.951057

Uz o
Ugg = u(0.8,0) = sin(m(0.8)) = 0.587785

degerleri bulunur. ilk adimda j=0 i¢in i=1,2,3,4 olmak iizere Euler yéntemi

kulanilirsa, r=0.25 oldugundan
Uij+1 = 0.25ui+1_]- + OSULJ + 0.25ui_1,j

seklindedir. Buradan diger degerler,

uy1 = 0.25(uy0 + ugp) + 0.50uy

= 0.25(0.951057 + 0) + 0.5(0.587785) = 0.531657

uy1 = 0.25(uz g + ug0) + 0.50uy = 0.25(0.951057 + 0.587785)
+0.5(0.951057) = 0.860239

uz 1 = 0.25(ugg + uzp) + 0.50u3 = 0.25(0.587785 + 0.951057)
+0.5(0.951057) = 0.860239

ug1 = 0.25(us o + uzg) + 0.50uy = 0.25(0 + 0.951057)
+0.5(0.587785) = 0.531657

seklinde bulunur. Ikinci adimda j=I i¢in i=1,2,3,4 olmak iizere Dufort-Frankel

yontemi kullanilirsa,

1-2r 2r 2r
i = (o) i ~ T g s + Ty 7o

bagintis1 uyarinca
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1 1

Uz =3 (w0 +ugq +upq) = 3 (0.587785 + 0.860239 + 0) = 0.482675
1 1

Up2 =3 (ugo +uzs +up) = 3 (0.951057 + 0.860239 + 0.531657)

1 1
Uz = 3 (usp +ugs +uzs) = 3 (0.951057 + 0.531657 + 0.860239)

degerleri elde edilir. Islemlere benzer sekilde devam edilirse tim zaman

adimlarindaki degerler bulunur. Bulunan sonuglar (Cizelge 3.11.) ile verilmistir.

Cizelge 3.11. k=0.01 secildiginde Dufort-Frankel ¢oziimii icin niimerik sonuglar

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
x=0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t=0.00 0.00000 0.587785 0.951057 0.960000 0.640000 0.00000
t=0.02 0.00000 0.531657 0.860937 0.800000 0.480000 0.00000
t=0.04 0.00000 0.482675 0.780984 0.640000 0.400000 0.00000
t=0.06 0.00000 0.437547 0.707966 0.520000 0.320000 0.00000
t=0.08 0.00000 0.396880 0.642166 0.420000 0.260000 0.00000
t=0.10 0.00000 0.359904 0.582337 0.340000 0.210000 0.00000
t=0.12 0.00000 0.326406 0.528136 0.275000 0.170000 0.00000
t=0.20 0.00000 0.220794 0.357524 0.117813 0.072820 0.00000

3.1.9. Crandall yontemi

Bir fonksiyonun tiirevi genel halde merkezi fark formiilleri cinsinden asagidaki gibi

tanimlanmaktadir
2°U 1 1 1
— 2 4 6
W‘ﬁ(‘w_ﬁ‘s"*%‘sﬁ'") (3.47)

Burada x indisi x yoniindeki tiirevi gostermek merkezi fark formiili su sekilde

tanimlanmaktadir.
6, U ;=U 1 —U. (3.48)
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6£Ul’] = 6}6 (5x Ul,]) = Ui+1,j - Ui—l,j (3.4‘9)

Merkezi fark yaklagiminin kullanilmasinda denklemin sag tarafi birinci terimden
sonra kesilmektedir. 1ki ve daha fazla teriminden sonra kesilmesi durumunda ise
yaklasim daha hassas hale gelir. Bu durumda da bilinmeyen sayis1 artmaktadir. Is1

denklemine (i,j + 1/2) noktasinda belirtilen yaklasim uygulanirsa,

Uij+1 — U 1 Eiz_u (’)z_u
kK 2{<ax2 - ek (3.50)
l,]+1 i,j
1 1 1
:W(S’% _E‘g’? +%6>? +"'>(“i,i+1 +u;) (3.51)

ifadesi elde edilir (Karagoz, 2008). Bu ise ii¢ bilinmeyene karsilik {i¢ bilinen nokta
oldugundan kapali bir yontemdir. Her bir zaman adiminda meydana gelen matris
sistemlerinin ¢oziilmesiyle ¢6ziim niimerik olarak hesaplanabilmektedir. Molekiil

semas1 Crank-Nicolson yonteminin molekiil semasi ile ayn1 sekildedir.

3.1.10. Simir kosullarinin tiiretilmesi

Tiirevler yardimu ile ifade edilen smir kosullarma uygulamada sik¢a rastlamir. Ornek
olarak 1s1 iletilen bir materyal izole edildiginde ylizeye 1s1 akis1 yoktur. Buna karsilik

gelen sinir sart1 izole edilmis yiizeyin her noktasinda

v _ 0 (3.52)
on '
olur (Everstine, 2006). Burada u sicakligmin diferansiyeli yiizeye normal
dogrultudadir. Buna benzer olarak radyasyondan kaynaklanan u sicakligindaki bir dis

yiizeyden v sicakligindaki bir alana olan 1s1 transferindeki degisisimi genellikle (u-v)

ile orantili oldugu kabul edilir. Degisim

au

K~ (3.53)

sicaklik birimlerine esittir. Yiizey sa¢ilmasi i¢in gelen sinir sart1 ise
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—I(a—U =H(u—v) (3.54)
on

bi¢ciminde verilir. Burada K sabiti materyal, N 1s1 iletkenligi ve H sabiti de ylizey 1s1
transferi katsayisidir. Eksi isareti, u cebirsel olarak arttigi i¢in sicakligin ters

dogrultuda yayildigini gosterir. Bu denklem h pozitif bir sabit olmak iizere

v _ —h(u—v) (3.55)
on

seklinde yazilir. Uzunlugu boyunca sicakliktan yalitilmis ve x=0 u¢ noktasindaki

1s1n yayan ince bir ¢ubuk kabul edelim. T aninda bu u¢ noktadaki 1s bilinemez bunun
ou
hesaplanmas1 icin bagka bir ilave denklem gerektirir. i icin 1ileri fark

kullanildiginda bu denklem 1s1 sartinin kendisi olabilir. x=0 da (sol ugta) sinir sarti

v _ h 3.56
a_—(u—v) (3.56)

ifadesi ve ué sicaklig1 icin fazladan bir denklem veren,

Ui — Uy
X

ifadesi ile gosterilecektir. X- ekseninin pozitif yonii saga dogru oldugu zaman

ou
g (3.58)
on

1s1 yayilma kurali, her birim zaman ic¢in birim alandan sagdan sola gecen 1s1

bliytikliigliniin

au

K= (3.58)

au .
oldugunu belirtir. Bu ise x=0 da sicaklik ile orantilidir. Eger P x=0 da bir

merkezi fark formiilii ile ifade edilmesi gerekirse (-6, j&;) ¢ noktasinda u_j ;
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sicakliginin verilmesi gerekir. Bu halde sinir sarti

Upj —Uqj
ST h(u; — v) (3.60)

ile ifade edilir. ul;l bilinmeyenini bulmak i¢in baska bir denkleme ihtiya¢ vardir. Bu

denklem, sicaklik hareket denkleminin ¢ubugun ucunda saglandig: varsayilarak elde

edilir. Bu durumda bilinmeyen w’, ifadesi denklemler arasinda yok edilebilir.

Benzer denklem ¢ubugun diger ucundaki yayilma i¢inde gecerlidir.

Ornek 3.1.5

ou 0 vVt ici
— =u , x =0, icin
0x ¢
du 1 V¢ ici
—=—u , x=1, n
% ici

sinir sartlarini ve

t=0, 0<x<1licinu=1
baslangi¢ sartini saglayan

ou 0%*u

E:W' 0<x<1

denklemini agik ¢oziimii merkezi fark formiillerini kullanarak ¢6zelim. Denkleme
kars1 gelen sonlu fark denklemi

Wijp1 — Uy UWigr) — 25 T U

& (6,)°

(3.61)
veya
WUijer = Uy + r(ui+1,j —2u;; + ui—l,j) (3.62)

x = 0 i¢in sonlu fark denklemi
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uO,j+1 = uO'j + r(ul’j - ZuO‘j + u_l‘j) (363)
olarak ifade eddilir. Bu noktadaki sinir sartlar1 ise merkezi farklar kullanarak
— u—l .

Uy,j J
—— . . 4
26x uOJ (3 6 )

seklinde yazilabilir. (2.3) ve (2,4) denklemlerinden u_;; Yok edilirse
uO,j+1 = u(),]' + Zr{ul,j - (1 + Sx)uo‘j} (365)

denklemi bulunur.
6, = 0.1 olsun. O zaman x=1de (3.62) denklemi.

Ujo,j+1 = Uro,j T+ r(u‘).j — 2uyp,; + ull,j) (3.66)

olarak elde edilir. x=1 de smnir sart1

U1, — Uy

26x = —ulojj (367)

dir. (3.66) ve (3.67) denklemlerinden u,;; yok edilirse

Uggj+1 = Uro,; + 21r{ug; — (1 + 6, )up;}

. 1 . 1
Bulunur. Bu ifade x = 2 noktasindaki simetriklikten dolayi, x=0 noktasinda

1
denkleme kars1 gelen ifadeden elde edilebilirdi. Simdi r = 2 alalim. (3.62) ve

(3.63) denklemlerinden,

uO,j+1 = %(09'&9‘] + ul‘]-),

1 .
Ujj+1 = Z(ui_l'j + 2u;; + ui+1,j) (i=1234)
ve simetri 0zelligini kullanarak
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1
J =7 J J
Us it 2 (2u4] + 2u51)

esitligini yazariz. Baslangig sicakligindan dolay1 u = 1 dir. t =7 (6,)%=1/400

oldugu zaman birinci adim sonunda u’ nun degerleri

1
Ug,1 = 5(09 + 1) = 0.95,

1
U = Z(l +2+1D)=1=uy; =ugg = Uy = Us,

ve ikinci adim sonunda u nu degerleri

1
1
w = 7(0.95+2+1) = 0.9875,

1
uz,z =Z(1+2+1) =1 =U3'2 =U4’2 =u5,2

olarak bulunur. Diger birka¢ adim u’ nun degerleri (Cizelge 3.12.) ile verilmistir.
Bu baslangic ve smir sartlarini saglayan kismi diferansiyel denklemin analitik
¢ozimi ise

[oe]

seca
U= 42 {(3+—4;2) e~ cos2a(x — %)} 0<x<1) (3.68)
n=1 n

dir (Dean, 1986). Burada «a,,

. 1
atana = -

nin pozitif kokleridir. Bu ¢éziimden hesaplanan u nun degerleri, (Cizelge 3.13.) ile

verilmistir.
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Cizelge 3.12. Simnir kosullarimi ¢6ziimii icin niimerik sonuclar

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t=0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
t=0.0025 0.9500 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
t=0.005 0.9275 09875 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
t=0.0075 0.9111 09756 0.9969 1.0000 1.0000 1.0000
t=0.0100 0.8978 0.9648 0.9923 0.9992 1.0000 1.0000
t=0.0150 0.8764 0.9459 0.9818 0.9956 0.9993  0.9999
t=0.0200 0.8590 0.9276 0.9708 0.9902 0.9974 0.9991
t=0.1000 0.7175 0.7829 0.8345 0.8718 0.8942  0.9107
t=1.0000 0.1534 0.1674 0.1786 0.1867 0.1917  0.1933

Cizelge 3.13. Simir kosullar: i¢in analitik sonuclar

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t=0.0025 0.9460 0.9951 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000
t=0.005 0.9250 0.9841 0.9984 0.9999 1.0000 1.0000
t=0.0075 0.9093 09730 0.9950 0.9994 1.0000 1.0000
t=0.0100 0.8965 0.9627 0.9905 0.9984 0.9998 1.0000
t=0.0125 0.8854 0.9532 0.9855 0.9967 0.9994  0.9999
t=0.0150 0.8755 0.9444 0.9802 0.9945 0.9988 0.9996
t=0.0200 0.8666  0.9362 0.9748 0.9919 0.9979  0.9992
t=0.1000 0.7176  0.7828 0.8342 0.8713 0.8936  0.9010
t=1.0000 0.1542 0.1682 0.1794 0.1875 0.1925 0.1941

Cizelge 3.14. x=0.2 noktasinda sinir kosullarinin niimerik degerleri

Sonlu fark Analitik

¢Ozimii(x=0.2)  ¢oziim(x=0.2) rata
t=0.005 1.000 0.9984 0.16
t=0.050 0.9126 0.9120 0.07
t=0.100 0.8345 0.8342 0.004
t=0.250 0.6452 0.6454 -0.03
t=0.500 0.4205 0.4212 -0.16
t=1.000 0.1786 0.1794 -0.45
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3.1.11. Kesme hatasi ve tutarhlik

Fij(u) =0 kismi diferansiyel denklemin, sonlu fark yaklasiminin (i, ) inci grid
noktasinda kesin ¢6ziim u olsun. U nun kismi diferansiyel denklemin kesin sonug
oldugu fark denkleminin grid noktasinda U ile u yer degistirirse; F;;(U) nun

degerine (i,j) noktasinda T;; kesme hatasi denir.

Ornek 3.1.6
U _ 0°U
ot x>

denklemini i¢in herhangi bir (i, j, ) noktasinda agik fark yaklagiminin lokal kesme

hatasini hesaplayalim. Bu amagla

Upiv1 — Ui Upipqj — 2U;; +Uq
F;(u) = ”“k Yoo o Y =0 (3.69)
U i1 —=U: U.1:=2U:+U.
Ty = Fiy(U) = = — = = —ol (3.70)

k h?
ifadeleri olusturalim. Taylor agilimindan,

Uj+1 = U{(+ Dh,jk} =U(x; + h, t;)

=U +h<aU) +1h2 o°u +1h3 o’y +
Ty ax/y; 20 \ox?) "6 \ox®)

Ui—j =U{(i—Dhjk}=U(x; —ht)

_y h<au> Y 0°U 1 a°U N
Ty ox/y; 2 0x2 .6 0x3 .

Upj+1 = U, 6 + k)
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_y +k(aU) L1 0°U 1.3 a°U N
Y ot/ 20 \oez) 6 \aed)

ifadeleri elde edilir. T;; igin yer degistirmeden

r - (%Y 0°U L1, 0°U L. 0*U
Wo\ar ax2) 27 \aez) 120 \oxt)

1 a°U 1o a°U N
6 at3 ) . 360 0x® )
i,i i,i
yazilabilir. Diferansiyel denklemin ¢6ziimii U oldugundan

ou  0°U _ 0
ot ox%)

dir ve lokal kesme hatasi olarak

1 0°U 1 ,0%
—k— — —h%—
2 0t? 12 ox* y

olur. Buradan

1
T, = 0(k) + 0(h%), k =rh? 0<r<s

oldugunda T; ; = O(k)dir. Azalan birr = k/h? degeri igin

T, = L 6 ko' o' +0(k?) + 0(h")
Y12 h*ot?  oxt)
yazilabilir.
a _0°
ot  0x?

] (au) B 9% (9%U
ot\at/)  9x2\9x2
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T;; = 0(k*) + 0(h*) (3.71)

olur.

3.2. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elamanlar yontemi insaat miithendisliginde uygulama alni ¢ok fazla olan bir
yontemdir. Gliniimiizde matematigin tiim alanlarinda ortaya ¢ikan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢ozlimlerine yaklagimda kullanilmaktadir. Sonlu elemanlar yonteminin,
sonlu farklar yonteminden avantaji problemin smir kosullariyla ilgili yapilan bir
kolayliktir. Tiirev iceren her bir smir kosuluna grid noktalarinda bir fark orani ile
yaklasilmas1 gerektiginden ve smir seklinin  diizensizligi grid yapisim
zorlagtirmasindan dolay1 bu tiir sinir kosullarint sonlu farklar yontemini kullanarak
halletmek zordur. Sonlu elemanlar yontemi sinir kosullarini minimize edilecek bir
fonksiyoneldeki integraller olarak ele alindigindan, yapilandirma islemi problemin

6zel sinir kosularindan bagimsizdir.

Ju < 6u> du
0x

0
PG 3) + 5 (a0 50) + G yutey) = fGxy) (3.72)

kismi diferansiyel denklemini ele alalim (Bayram, 2009). Burada D diizlem

bolgesinin sinir1 9 dir.

A

Teget dogrusu

Normal dogrusu

v

X

Sekil 3.12. Sonlu elemanlar yontemi bolgesi
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ulx,y) = g(x,y) (3.73)

seklindeki  smir  kosullari,9;  kismina uygulanir. Digerd, kisminda

u(x,y) fonksiyonunun,

du Ju
p(xy) I (x,y) cos0; + q(x,y) 3y (x,y) cos 0, + g1 (x,y)ulx,y) = g2(x,y) (3.74)

denklemini saglamasi gerekir. Burada 6; ve 6, sinirin (X,y) noktasinda normaliyle
olan agilardir (Sekil 3.12.). p,q,rvefninD U9 de fonksiyonunun, siirekli
oldugunu, p ve g nun birinci kismi tiirevlerinin stirekli oldugunu kabul edelim.

p(x,y) >0,q(x,y) > 0,r(x,y) <0,veg;(x,y) > 0 olup (3.73) esitligini saglayan

ve 9 de iki defa siirekli diferansiyellenebilen biitiin w fonksiyonlari i¢in

1= [[ (3o (32) o (52)

[{reen +5mGmw?)as (375)

2
—r(x, y)wzl + f(x, y)w} dxdy +

fonksiyonelini minimize eder. Sonlu elemanlar yontemi, sinir deger problemleri igin,
¢oziime I fonksiyonelini daha kii¢iik bir fonksiyonel simnifi {izerinden minimize
ederek yaklasir. Tk adim, bélgeyi licgenler veya dértgenler gibi diizgiin sekilli sonlu
sayida boliimlere bolmektir (Sekil 3.13).

Sekil 3.13. Sonlu elemanlar yonteminin grid yapisi

Yaklasim i¢in kullanilan fonksiyonlarin kiimesi genellikle x ve y ’nin sabit dereceli
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diizgiin polinomlarin kiimesidir ve yaklagim: polinomlarin sonug fonksiyonu siirekli
integrallenebilir veya birinci veya ikinci tiirevi tim diizlemde stirekli olacak sekilde

parcalanmasini gerektirir. x ve'y gore lineer olan

O(x,y) =a+ bx +cy (3.76)

polinomlari tiggensel elemanlarla, x ve y gore lineer olan

O(x,y) =a+ bx+cy+dx (3.77)

polinomlarida dortgensel elemanlarla kullanilir. Simdi verilen problem i¢in, D
bolgesini liggensel elemanlarla boliindiigiinii kabul edelim. Bu tiggenlerin bilegsimi D

ile gosterilir ve liggenlerin tepeleri diiglimler olarak adlandirilir. Yontem,
m
0(x,) = ) 7@ (%) (3.78)
i=1

seklinde bir yaklasim bulmaya dayanir. Burada 04,9, 0s,...,0,, ler lineer
bagimsiz pargali lineer polinomlar ~ ve y1,¥2¥3, ..., ¥ » ler sabitlerdir.

Yn+1,¥Yn+2, - ¥m » gibi bu sabitlerin bazilar1 ¥; de saglanan
O(x,y) =g, y) (3.79)

sartim1 garantiye almak i¢in kullanilir.  y3,y,¥3, ..., ¥,  gibi diger sabitler ise
m
1 [Z e y)] (3.80)
i=1

fonksiyonelini minimize etmek i¢in kullanilir.

1 = [[ (3o (32) ot (52)

+ [ty + 386w as

denklemiden

2
—r(x, y)wzl + f(x, y)w} dxdy
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2
m a(DL
+q(x,y) [Z Yi By (x,y)
i=1

1[iyi®i]=ﬂ]) % p(x%y) [in%(x,y)
i=1 i=1

2

+ f(x,y) 2 Yi®:(x,y) |dxdy

- I'(X, Y) [Z )/i(bi (X, y)
i=1

2
ds

m 1 m 390,
+ f _gZ(X;Y)ZVi(Di (X;Y)‘Fzgl(X;Y) \ZYLW(X;Y)
i=1 i=1

92

I, 01,0, 03,...,0,, lerin fonksiyonu olarak goz 6niine alinirsa minimumu bulmak

icin, herbir j=1,2,3..,n ig¢in;

0l

o _ (3.81)

olmalidir. Bunun igin (3.81) ifadesinin diferansiyeli alinirsa,

ay] ff {(Xy)Zma (x y)—(xy)+q(xy)2%a (Xy)

~r(x,y) Z Vi@iCey) + y)} dxdy
i=1

+ { 8206 ) (6. 7) + 81 (% y)zyl 0,069, (x y)}

92
elde edilir. Buradan herbir j =1,2,3...,n igin

m

_ _ffD f(x,}’)@i(x,Y)dxdy-l-J g2,(x,y)0;(x,y)dS — Z o Vi

k=n+1
seklindedir. Uygun bir se¢cim A matrisini pozitif tanimli yapacagindan baz (taban)
fonksiyonlarinin 6zel se¢imi 6nemlidir. Ikinci mertebeden problem ig¢in D nin
poliganal ve Y97 nin D = D olacak sekilde dogrularin bitisik bir kiimesi
oldugunu kabul edelim. Isleme baglamak igin D bolgesini Ty, Ty T3, ..., Ty,

ticgenlerine boleriz. Burada i. tiggen
v = (x99 j=123
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ile gosterilen diiglimlere sahiptir. Sabit T; ti¢geniyle calisirken kolaylik olsun

diye Vl.(j) yerine V; (x; ,y;) aliriz. Her bir V; tepe noktasina

O _
MO =

j = + bx+qy

lineer polinomu karsilik getirelim. Burada

0 (1, j=kise
]Vj (Xk,Yk)—{()’ j;tkise

seklindedir. Boylece
1 x 1% 0
1 x3 y3llcg 0

seklinde lineer sistem ortaya c¢ikar. Ej, E,, ..., E, ile D U9 da bulunan soldan saga
ve yukaridan asagiya dogru uzanan  digimleri etiketleyelim. Her bir  Ej
diigimiine , her tiggende lineer olan ve E;, da 1 ve diger digiimlerde 0 degerini
)
Vi

alan bir @, fonksiyonu karsilik getirelim. E) digimi tepe noktast

oldugunda @, y1 Tj lggeninde I\G(i) ye 6zdes yapar.

3.3. Yakinsakhi@in Analitik Yorumu

u=u(x,t) kismi diferansiyel denkleminin tam ¢6zliimii; sonlu fark ¢ozlimleriyle
kesikli hale getirilen denklemin kesin ¢oziimii ise U olsun dx — 0i¢cin u - U
yakinsaklik kosullar1 ikinci basamaktan lineer eliptik ve hiperbolik denklemleri igin
biliniyor olmakla birlikte bazi 6zel haller i¢in non lineer denklemler i¢in tam olarak
bilinmemektedir.

0%u d%u 0’u  du  Odu

- — = .82
aaxz+b6x6y+cay2+dax+eay+fu+g 0 (3.82)

denklemi a,b,c,d,e.f,g katsayilari sabit ya da yalnizca x ve t’nin bir fonksiyonu ise

denkleme ikinci dereceden lineer bir denklemdir denir. Aksi halde denklem lineer
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olmayan denklem adi verilir. Ikinci  dereceden katsayilar1  x,t, u’Z_Z’?a_ltl
nin fonksiyonlar1 fakat ikinci mertebeden tiirevlerin fonksiyonu degilse denklem non
lineer denklem olmasina karsilik denklem quazi lineerdir. Lineer denklemlerin
onemli bir 6zelligi, ¢coziimlerin lineer toplamlarinin da yine bir ¢6ziim oldugudur.

Acgik yontem fark yaklasimi i¢in kesme hatasini inceleyelim. U kismi tiirevli
diferansiyel denkleminin tam ¢oziimii ve u sonlu fark denkleminin tam ¢oziimi

olsun. O halde e = U — u yazilabilir.

aU—aZU 0<x<1, t>0
ot ox? s s
u(x,t) =a

u(0,t) =u(l1,t) =ab

denklemini g6z oniine alalim. Bu denklem i¢in sonlu fark denklemi

Wijpr — Wiy Uigr) — 2U; U
k h?

(3.83)

seklinde yazilabilir. Grid noktalarindaki

Upj = Uij —€j Uij =Uij+1 — €jj+1 =

ifadeleri (3.83) denkleminde yerine yazilirsa

Upjer =TU—1; + (1= 2r)w; + 14

Wijer — €1 =T (Wimr; —ej1) + (1= 2r)(w; —e;) + (Ui j-€i41)

eij+1 =T€-1; t (1- Zr)ei,j Fregy — Wi QU — Wiy — W)

ifadesi elde edilir. Burada  uj;q; ve u;_y; i Taylor serisi agilimindan

yararlanarak bulabiliriz.

o1



ou
uH_l'j = U(xl' + h, tj) = ui’j + h(a) . +
Lj

h% (0%u
Jdx?

o1 —)(xi+91h,tj) 0<6,<1

ou h? (0%u
ui_llj = U(xl' — h, tj) = ui’j - h(a)l] + 7 ﬁ (xi - thrt]) ui,j+1

Ju
=u(x, t; +k)=u, +k (E)i,j (xi,t; +63k) 0<6;<1

Bu ifadeler esitlikte yerine yazilirsa
ejy1 =rei1; + (1 —2r)e;; +re;

ou 0%u
+ k{a(xi,tj + 03k) — W(xi — sz,tj)}

ifadesi elde edilir.

: L : 1.
e, |Ei,]-| hatalarinin maksimum degerini gostersin. Bu hal de r < S Ise

katsayilar ya 0 yada pozitiftir. Ancak r = % oldugu zaman 0 olur. Bu halde
lei;| < rlei_y;| + (1 = 20)|eg;| + rleisr;| + kKM < rE; + (1 — 20)E; +

elde edilir (Smith, 1985). Bu ifadeler her i i¢in saglandigindan. Max |ei,]-|

icinde gerceklenir. Boylece

|Ei;| < Ei; + kM < (Ej_; + kM) + kM = E;_; + 2kM < (E;_ + kM) + 2kM
|Ei']-| < Ej +jkM =tM kosulu saglanir.
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3.3. Kararhlik Analizi

Sinir deger problemleri i¢in kararlilik k = 0 yani j — oo igin sabit zaman

adimlarinda sonlu fark denklemlerinin ¢oziimlerinin sinirliligt i¢in kullanilmaistir.
T
Upj+1 = (ul,j+1'u1,j+1' ""uN—l,j+1) (3.84)

¢ozimii ile u;;4q = Aw; + B; iligkilendirilsin. Burada B vektorti 0 ve bilinen sinir
degerlerinden olusan siitun vektér A ise bilinen elemanlar1 igeren (n — 1)x(n —
1) tipinde bir matris olsun. Bu halde bu sekilde tanimlanan matris metod analizi A
matrisinin 6z vektorlerinin modiillerinin en biliyligi yani A’nin spektral yaricapi
6(A) artiginda diferansiyel denkleminin ¢6ziimii artmiyorsa yani §(4) <1 ise

sistemin kararli oldugunu gosterir

3.4.1. Kararhlik icin Von-Neuman yontemi

T sonlu olma iizere zaman araligt 0 <t <T = jk, 6x =h-> 0,6t =k > 0vej >
o olmak tizere iki zamanli dogrusal fark denklemi i¢in  u(x,t) nin kararliligini
arastiralim. Kosiniis ve siniislii terimlerle formiilize edilen fourier serilerini islem
kolayligi agisindan  kompleks distel formundaki ) a, cos(nmx/l) veya
¥ b, sin(nmx) ifadeleri yerine esdegeri olan Y A,e "™/l ifadesi yazilabilir.
i=+-1, 1 x araligimm uzunlugu olmak iizere  u(ph,qgk) = u,x  Olarak

gosterilsin. Bu halde

Ane—innx/l — Aneinﬂph/Nh — AneiBn“ph Bn = % ve Nh =1

seklini alir (Cagliyan, 2010). Baslangi¢ degerleri t = 0 boyunca u(ph,0) =
Up0,p = 0(1)N seklinde secilirse

N
— iBymtph
Uy = ZAne Bamp
n=0
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elde edilir. t degeri artarken degisimi arastirmak i¢in

— @l — ifph jagk — Lifph
Upq = eleeat — epr etk — epr Yq
seklinde yazilsin. Burada y4 = e o  kompleks sabit sayidir. |up,q|, vVq <]
icin sinirlandirilirsa bx=h—->0ve 6t=k—-0 icin baslangic

sartlari1 saglayan tim B degerleri i¢in sonlu fark denklemlerinin tam ¢oziimii

zamanla tstel artmiyorsa kararlilik igin gerekli ve yeterli kosul;

ly| <1

olmasidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in Onerilen yontemi Ornekler

tizerinde gorelim.
Ornek 4.1

Baslangic ve sinir kosulari ile bir boyutlu 1s1 denklemini ele alalim.

ou 0%u

a_t:ﬁ-l_q(x't)' 0<x<1 0<t<T

baslangi¢ kosullar ,

1
u(0,t) = f@(x, u(x,t) + g1 (t), 0<t<T,
0

1

u(l,t) = fw(x, u(x,t) + g,(t), 0<t <T,
0

bigiminde verilsin. Burada

fx)=x*> 0<t<T

= 1
91 (®) T D 0<t<
(t) = 3 0<t<1
92\ = 4+ 2

p,t)=x, 0<x<1

—2(x*+t+1)
(t+1)3 ’

q(x,t) = 0<t<10<x<1
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dir. Bu denklemin kosularini saglayan denklemin analitik ¢6ziimii
u(x,t) = (—)

dir. Burada verilen denklemin ¢6ziimii diger yontemler ve burada gelistirilen yontem

ile ¢izelge ve grafikler seklinde verilmistir.

Cizelge 4.1. t=0.5 icin BTCS ve FTCS yaklasimlarina ait sonuglar

X Analitik Coziim BTSC BTSC Hata FTSC FTSC Hata
0 0 0 0 0 0

0.1 0.00990029 0.03459313 0.02461310 0.00443708 0.00554294
0.2 0.03992011 0.04135164 0.00143152 0.01776333 0.02215678
0.3 0.088982026 0.09007428 0.00025401 0.03997908 0.04984118
0.4 0.15968047 0.16000400 0.00032352 0.07108483 0.08859564
0.5 0.24950074 0.24999863 0.00049788 0.11108112 0.13841962
0.6 0.35928107 0.35997096 0.00068988 0.15996858 0.19931249
0.7 0.48902146 0.48947120 0.00044973 0.21774791 0.27127355
0.8 0.63872191 0.63037816 0.000834375 0.28441983 0.35430207
0.9 0.80838242 0.63492997 0.17345245 0.35998509 0.444839732
1 0.99800299 0.96116878 0.03683421 0.44444444 0.55355855
1,2

0,8

0,4 //

0,2 /
0 r-—ﬁl‘-———-—’//T/

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

’

—+—Analitik Cozim —=—BTSC FTSC

Sekil 4.1. t=0.5 icin FTCS ve BTCS Yaklasimlar ve analitik ¢6ziimiin grafigi

56



Cizelge 4.2. t=0.03 icin FTCS ve Dufort Frankel yaklagimlarina ait sonuclar

X Analitik Céziim FTCS FTCSHata  Dufort Frankel D”foﬁa':t;a”ke'
0 0 0 0 0 0
0.1 0.00942595 0.00940508 0.00002015 -0.03460020 0.04402616
0.2 0.03770383 0.03765213 0.00005169 -0.02558071 0.06328455
0.3 0.08483363 0.08473922 0.00009404 0.01850195 0.06633168
0.4 0.15081534 0.15066114 0.00015419 0.08021769 0.07059765
0.5 0.23564897 0.23541790 0.00023107 0.15956649 0.07608248
0.6 0.33933452 0.33900949 0.00032509 0.25654837 0.08278615
0.7 0.46187199 0.46143592 0.00043607 0.37116331 0.09070868
0.8 0.60326138 0.60299323 0.00026814 0.50354290 0.09971847
0.9 0.76350268 0.76308374 0.00041894 0.68849522 0.07500746
1 0.94259590 0.94259590 0 0.94259590 0
1
0.8 (/
¥ |
0.6
0.4 T
0.2
0 L.
i 4 i 1 10
-0,2
——Analitik Coziim  —8—FTCS DufortFrankel

Sekil 4.2. t=0.03 icin FTCS ve Dufort Frankel yaklasimlari ve analitik ¢6ziimiin grafigi
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Cizelge 4.3

. t=0.03 icin FTCS ve BTCS yaklasimlarina ait sonuglari

X Analitik FTCS FTCS Hata BTCS BTCS Hata
Coziim

0 0 0 0 0 0
0.1 0.00942595  0.00940508  0.00002015 -0.05461565 0.05461561
0.2 003770383  0.03765213  0.00005169 0.01878366 0.01892017
03 0.08483363  0.08473922  0.00009404 0.08154063 0.00329299
0.4 015081534  0.15066114  0.00015419 0.15583824 0.00502289
05 023564897  0.23541790  0.00023107 0.24597409 0.01032511
06 033933452  0.33900949  0.00032509 0.35208404 0.01274951
07 046187199  0.46143592  0.00043607 0.47027803 0.00840604
08 060326138  0.60299323  0.00026814 0.58875006 0.01451131
0.9 076350268  0.76308374  0.00041894 0.79319229 0.02968961

1 0.94259590  0.94259590 0 0.82644628 0.11614962

1 /
0,8 /
0,6
v
0,4 //
0,2 /f
0 P J
2 4 10 12 14
0,2
—O—Analitik(;t')z[lm —8—FTCS BTCS
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Cizelge 4.4. t=0.003 i¢in Crandall ve BTCS yaklasimlarina ait sonuglar

X Ar.1.al.|.t|k Crandall Crandall Hata BTCS BTCS Hata
Coziim

0 0 0 0 0 0
0.1 0.00994026 -0.06494215 0.07488242 0.01615140 0.00621114
0.2 0.03976107 0.03931713 0.00044394 0.04033808 0.00057700
0.3 0.08946242 0.08999377 0.00053135 0.09001857 0.00055615
04 0.15904430 0.15999994 0.00095564 0.16000093 0.00095663
0.5 0.24850572 0.24999999 0.00149327 0.24999845 0.00149173
0.6 0.35784968 0.35999998 0.00215030 0.35997089 0.00212121
0.7 0.48707317 0.48999835 0.00292518 0.48947039 0.00239722
0.8 0.63617721 0.63981975 0.00364254 0.63036390 0.00581331
0.9 0.80516178 0.79021854 0.01494324 0.63467078 0.17049099
1 0.99402689 0.96116878 0.03285811 0.96116878 0.03285811

1.2

1

0,3

0,6 /)

0.4 /_ -

0,2 - -

0 k ______'__._}-,"'r"
i o b Fi 10 14
-02
—— Analitik Cazim  —@—Crandall BTCS

Sekil 4.4. t=0.003 icin BTCS ve Crandall yaklasimlar1 ve analitik ¢oziimiin grafigi
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Cizelge 4.5. t=0.03 icin Crandall ve FTCS yaklasimlarina ait sonug¢lar(h=0.1)

X Ar.1'al'|.t|k Crandall Crandall Hata FTCS FTCS Hata
Coziim

0 0 0 0 0 0
0.1 0.00994026 -0.06494215 0.07488242 0.00994016 0.00000010
0.2 0.03976107 0.03931713 0.00044394 0.03976069 0.00000037
0.3 0.08946242 0.08999377 0.00053135 0.08946159 0.00000082
0.4 0.15904430 0.15999994 0.00095564 0.15904285 0.00000145
0.5 0.24850572 0.24999999 0.00149327 0.24854446 0.00000225
0.6 0.35784968 0.35999998 0.00215030 0.35784644 0.00000324
0.7 0.48707317 0.48999835 0.00292518 0.48706877 0.00000440
0.8 0.63617721 0.63981975 0.00364254 0.63617146 0.00000574
0.9 0.80516178 0.79021854 0.01494324 0.80515499 0.00000678
1 0.99402689 0.96116878 0.03285811 0.99402689 0

1.2

1
0.3 //
P
0,6 X
o f’:’z
0.4 T
.
0,2 —
) A
il \#/ 4 i 10 12
-0,2
—— A nalitil Ciziim  —m— Crandall FTCS

Sekil 4.5. t=0.03 icin FTCS ve Crandall yaklasimlari ve analitik ¢6ziimiin grafigi
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Cizelge 4.6. t=0.03 icin Crandall ve Dufort Frankel yaklagimlarina ait sonuc¢lar(h=0.05)

Dufort Frankel

X Analitik Coziim Crandall Crandall Hata Dufort Frankel Hata
0 0 0 0 0 0
0.1 0.00942595 -1.53332455 1.154275051 -0.03460020 0.04402616
0.2 0.03770383 -0.32125896 0.35896280 -0.02558071 0.06328455
0.3 0.08483363 -0.00582570 0.09065933 0.01850195 0.06633168
0.4 0.15081534 0.11664742 0.03416791 0.08021769 0.07059765
0.5 0.23564897 0.20822172 0.02742725 0.15956649 0.07608248
0.6 0.33933452 0.30734794 0.03198658 0.25654837 0.08278615
0.7 0.46187199 0.42816790 0.03370408 0.37116331 0.09070868
0.8 0.60326138 0.59755885 0.00570252 0.50354290 0.09971847
0.9 0.76350268 1.09079061 1.09079061 0.68849522 0.07500746
1 0.94259590 0.82644628 0.82644628 0.94259590 0
) L
1 3
/%l)a
0,5

-0.5

-1.5

—— A nalitik Cazlim

== Crandall

DufortFrankel

Sekil 4.6. t=0.03 icin Crandall ve Dufort Frankel yaklagimlar ve analitik ¢6ziimiin grafigi
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Cizelge 4.7. t=0.03 icine Crandall ve BTSC Yaklagimlarina ait sonu¢lar(h=0.01)

X Analitik Cozim  Crandall Crgggall BTCS BTCS Hata
0 0 0 0 0 0
0.1 0.00942595 -1.53332455  1.154275051  -0.05461565  0.05461561
02 0.03770383 -0.32125896  0.35896280  0.01878366  0.01892017
03 0.08483363 -0.00582570  0.09065933  0.08154063  0.00329299
04 0.15081534 0.11664742  0.03416791  0.15583824  0.00502289
05 0.23564897 020822172  0.02742725 024597409  0.01032511
06 0.33933452 0.30734794  0.03198658  0.35208404  0.01274951
07 0.46187199 0.42816790  0.03370408 047027803  0.00840604
08 0.60326138 059755885  0.00570252  0.58875006  0.01451131
0.9 0.76350268 1.09079061  1.09079061 079319229  0.02968961
1 0.94259590 0.82644628  0.82644628  0.82644628  0.11614962
15
1
05
0
il 102
-0.5
-1
-1.5

Sekil 4.7. t=0.03 icin Crandall ve BTSC Yaklasimlari ve analitik ¢oziimiin grafigi




5.SONUCLAR VE ONERILER

Fizik ve miihendislik alanlarinda birgok problemin kismi diferansiyel denklem ile

ifade edilmesi ve bu denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin karmasik olmasi ya da
analitik ¢Oziimlerinin olmamasi durumunda, sayisal yontemler tercih edilmektedir.
Bu tip denklemlerin o6zellikle, degisken katsayili kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimiinii bulmak onemlidir. Bu ¢alismada parabolik kismi
diferansiyel denklemlerden 1s1 denklemi icin farkli niimerik ¢o6ziim yOntemleri

sunuldu. Bu yontemlerin tutarlilik ve kararliliklar1 incelendi. Yontemlerden, Euler
; Y 1. . . . 5
Yontemi’nin tutarh ve r < 5 igin kararli diger durumlarda ise kararsiz oldugu

goriildii.  Dufort-Frankel Yontemi ise tutarsiz fakat kararli oldugu gorildi
Yontemlerden, Crank-Nicolson Yontemi’nin tutarli ve her durumda da kararl oldugu
goriildii. Yontem acisindan bakildiginda gelistirilen yontemlerin hata orani diger
klasik yontemlerle karsilastirildiginda benzer sonuglar elde edilmistir. Bilgisayar
programlarinin  gelistirildigi  teknoloji  ¢aginda Crank-Nicolson metodunun

problemlerin ¢6ziimiinde kolaylik saglayacag: diisiiniilmektedir.
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Ek A. Maple Programm

Ornek 3.2.1 durum1

diff(u(x, t), t) = diff(u(x, t), X, X);

u(x, 0) := piecewise(0 <= x and x <= 1/2, 2*x, 1/2 < x and x <=1, 2-2*X);

u(0,t) :=0;u(1,t):=0;

restart;

Digits := 4;

h:=.1;

k:=0.1le-2;

r .= k/h"2;
u(x,t):=((1)/(Pi™(2)))*((&sum;)(1)/(n(2))*(sin((1)/(2)*n*Pi)*sin((1)/(2)*n*Pi*x)*ex
p(-n"(2)*PiN(2)*1)));

Digits := 4;

u:=array(0 .. 10, 0 .. 20);

bas :=array(0 .. 10);

basl := array(0 .. 10);

f := proc (x) options operator, arrow; 2*x end proc;

for i from 0 to 5 do bags][i] := evalf(f(i.h)) end do;

for i from 0 to 5 do u[i, 0] := bas[i] end do; u[6, 0] := .8;

for j from 0 to 19 do u[0, j] := 0 end do;

for j from 0 to 19 do for i to 5 do u[i, j+1] := r*u[i-1, j]+(1-2*r)*ul[i, j]+r*ufi+1, j]
end do end do;

uf4, 2J;

for j from 0 to 20 do u[6, j] := u[4, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[5, j] := u[5, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[7, j] :=u[3, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[8, j] := u[2, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[9, j] := u[1, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[10, j] := u[O, j] end do;

for j from 0 to 10 do print(u[O, j], u[1, j], u[2, j], u[3, j1, u[4, jl, u[5, j1, u[s6, j1, u[7, jl,
uf8, jl, uf9, jl, u[10, j]) end do;

with(plots);
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t=0.1 aninda

B := plot([[0, u[O0, 1]], [evalf(1/10), u[1, 1]], [evalf(2*(1/10)), u[2, 1]], [evalf(3/10),
u[3, 1], [evalf(4*(1/10)), u[4, 1]], [evalf(5*(2/10)), u[5, 1]], [evalf(6*(1/10)), u[6,
111, [evalf(7/10), u[7, 1]], [evalf(8*(1/10)), u[8, 1]], [evalf(9/10), u[9, 1]],
[evalf(10*(1/10)), u[10, 1]]], style = point, color = red);

display({B});

t=0.5 aninda

C :=plot([[0, u[0, 5]], [evalf(1/10), u[1, 5]], [evalf(2*(1/10)), u[2, 5]], [evalf(3/10),
u[3, 511, [evalf(4*(1/10)), u[4, 5], [evalf(5*(1/10)), u[5, 5]1, [evalf(6*(1/10)), uls,
511, [evalf(7/10), u[7, 5]], [evalf(8*(1/10)), u[8, 5]], [evalf(9/10), u[9, 5]],
[evalf(10*(1/10)), u[10, 5]]], style = point, color = blue);

display({C});

Analitik Coziim

x :=array(0 .. 10);

h:=.1;

x[0] :=0;

for i from 0 to 9 do x[i+1] := x[i]+h end do;

t[0] :=0;

for i from 0 to 19 do t[i+1] := t[i]+k end do;

tam := array(0 .. 10, 0 .. 20);

ua := proc (X, t) options operator, arrow; 8*(sum(sin((1/2)*n*Pi)*sin(n*Pi*x)*exp(-
n"2*Pin2*t)/n"2, n = 1 .. 100))/Pi*2 end proc;

for j from 0 to 20 do for i from 0 to 10 do tam[i, j] := evalf(ua(x[i], t[j])) end do end
do;

tam[3, 5]; tam[3, 10]; tam[3, 20];

u[3, 5]; u[3, 10]; u[3, 20];

or j from 0 to 6 do print(k*j, tam[O0, j], tam[1, j], tam[2, ], tam[3, j], tam[4, j], tam[5,
jl, tam[6, j], tam[7, j], tam[8, j], tam[9, j], tam[10, j]) end do;

AN := plot([[0, tam[O, 5]], [evalf(1/10), tam[1, 5]], [evalf(2*(1/10)), tam[2, 5]],
[evalf(3/10), tam[3, 5]], [evalf(4*(1/10)), tam[4, 5]], [evalf(5*(1/10)), tam[5, 5]],
[evalf(6*(1/10)), tam[6, 5]], [evalf(7/10), tam[7, 5]], [evalf(8*(1/10)), tam[8, 5]],
[evalf(9/10), tam[9, 5]], [evalf(10*(1/10)), tam[10, 5]]], style = line, color = yellow);
display({AN});
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Ek B. Maple Programi

Ornek 3.1.1 durum 2

diff(u(x, t), t) = diff(u(x, t), X, X);

u(x, 0) := piecewise(0 <= x and x <= 1/2, 2*x, 1/2 < x and x <=1, 2-2*X);

u(0,t) :=0;u(1,t):=0;

restart;

Digits ;= 4;

h:=.1;

k:=0.1le-2;

r:=k/h"2;

u(x,t):=((1)/(Pi™(2)))*((&sum;)(1)/(n(2))*(sin((1)/(2)*n*Pi)*sin((1)/(2) *n*Pi*x)*ex

p(-n"(2)*Pin(2)*1))):

Digits ;= 4;

u:=array(0 .. 10, 0 .. 20);

bas := array(0 .. 10);

basl := array(0 .. 10);

f := proc (x) options operator, arrow; 2*x end proc;

for i from 0 to 5 do bas][i] := evalf(f(i.h)) end do;

for i from 0 to 5 do u[i, 0] := bas[i] end do;

for j from 0 to 19 do u[0, j] := 0 end do;

for j from 0 to 19 do for i to 5 do u[i, j+1] := r*u[i-1, j]+(1-2*r)*uli, j]+r*ufi+1, j]

end do end do;

for j from 0 to 20 do u[6, j] := u[4, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[5, j] := u[5, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[7, j] := u[3, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[8, j] :=u[2, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[9, j] :=u[1, j] end do;

for j from 0 to 20 do u[10, j] := u[0, j] end do;

with(plots);

t=0.1 aninda

B := plot([[0, u[O0, 1]], [evalf(1/10), u[1, 1]], [evalf(2*(1/10)), u[2, 1]], [evalf(3/10),

u[3, 1], [evalf(4*(1/10)), u[4, 1]], [evalf(5*(1/10)), u[5, 1]], [evalf(6*(1/10)), u[s,
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1]], [evalf(7/10), u[7, 1]], [evalf(8*(1/10)), u[8, 1]], [evalf(9/10), u[9, 1]],
[evalf(10*(1/10)), u[10, 1]]], style = point, color = red);

display({B});

t=0.5 aninda

> C := plot([[0, u[0, 5]], [evalf(1/10), u[1, 5]], [evalf(2*(1/10)), u[2, 5]], [evalf(3/10),
u[3, 511, [evalf(4*(1/10)), u[4, 5]], [evalf(5*(1/10)), u[5, 5]], [evalf(6*(1/10)), ul6,
511, [evalf(7/10), u[7, 5]], [evalf(8*(1/10)), u[8, 5]], [evalf(9/10), u[9, 5]],
[evalf(10*(1/10)), u[10, 5]]], style = point, color = blue);

display({C});

display({B, C});

x :=array(0 .. 10);

x[0] :=0;
for i from 0 to 9 do x[i+1] := x[i]+h end do;
t[0] :=0;

for i from 0 to 19 do t[i+1] := t[i]+k end do;

tam := array(0 .. 10, 0 .. 20);

ua := proc (X, t) options operator, arrow; 8*(sum(sin((1/2)*n*Pi)*sin(n*Pi*x)*exp(-
n"2*Pin2*t)/n"2, n = 1 .. 100))/Pi*2 end proc;

for j from 0 to 20 do for i from 0 to 10 do tam[i, j] := evalf(ua(x[i], t[j])) end do end
tam[3, 5]; tam[3, 10]; tam[3, 20];

u[3, 5]; u[3, 10]; u[3, 20];

AN := plot([[0, tam][O0, 5]], [evalf(1/10), tam[1, 5]], [evalf(2*(1/10)), tam[2, 5]],
[evalf(3/10), tam[3, 5]], [evalf(4*(1/10)), tam[4, 5]], [evalf(5*(1/10)), tam[5, 5]],
[evalf(6*(1/10)), tam[6, 5]], [evalf(7/10), tam[7, 5]], [evalf(8*(1/10)), tam[8, 5]],
[evalf(9/10), tam[9, 5]], [evalf(10*(1/10)), tam[10, 5]]], style = line, color = yellow);
display({AN});

display({AN, B})
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