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Bu yiiksek lisans tezi bes boliimden olusmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, tezin iceriginde incelenecek olan fonksiyonlar tanitilmistir. Temel

teoremlere yer verilmigtir.

Uctincii boliimde, once bir boyutlu, ardindan da n-boyutlu uzayda parametreye
baglh genellestirilmis integrallerin diizgiin yakinsaklik tanimi ve kriterleri verilmistir.
Onem arz eden cesitli parametrelerdeki bir ve iki boyutlu integral fonksiyonlarin

verilen bolgelerde diizgiin yakinsakliklar: incelenmigtir.

Dordiincii boliimde, bahsi gecen iistel integral fonksiyonlarin diizgiin yakinsakliklar:

kullamlarak ozellikleri ve asimptotik davraniglar: incelenmigtir.

Son boliimde ise iki boyutlu €, (7, 8) iistel integral fonksiyonunun n = 1,2, 3, 4 olmak

iizere 7 ve 3 parametrelerinin farkli degerleri i¢in hesaplamalar yapilmigtir.
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Diizgiin yakinsaklik
Integrallenebilen fonksiyon uzay:
Sifira yakinsama

Pozitif reel sayilar

D nin kapanigi

Gama Fonksiyonu

f fonksiyonunun Fourier Déniigiimii



1. GIRIS

Ustel integral fonksiyonlar teorik ve uygulamal fizigin cesitli alanlarinda, kuan-
tum kimyasinda 1ginlarin taginmasinda, sivilarin yiiksek akigkanlik teorisinde ve ¢ok
boyutlu ortamda i1ginimsal aktarimda ¢ok oénemli rollere sahiptir. Bu fonksiyonlar
¢ok boyutlu anizotropik ortamlarda sacilim teorisinin incelenmesinde ve astrofizikte

isinlarin yayilma hizinin hesaplanmasinda da 6nem arz etmektedir.

Bu fonksiyonlarin kuvvet seri gosterimlerini Breig ve Crosbie tek boyutlu {istel in-
tegral fonksiyonlarin niimerik hesaplamalar: i¢in yararli indirgeme bagintilari ver-
miglerdir (1974). Amag, genisleyen katsayilarla farkl bagintilar kullanarak genellegtir-

ilmis integral fonksiyon o6l¢iimii i¢in dogru algoritmay1 bulmaktar.

Anizotropik sagilmayla iki boyutlu diizlemsel ortamda isimimsal akigtaki temel in-
tegral bagmt1 Crosbie ve Dougherty tarafindan gelistirildi (1981). Iki boyutlu iistel

integral fonksiyon bu integralin ¢ekirdegini olusturmaktadir.

Yukarida adi gecen alanlarda yazilmis cok sayida kitap ve makalede bu fonksiyonlar
ogrenilmistir. Ancak gimdiye kadarki ¢alismalarda bu fonksiyonlarin matematiksel
teorisi yeteri kadar ogrenilmemistir. Bairamov ve Yardimci cegitli parametrelerde
iistel integral fonksiyonlarin diizgiin yakinsakligini incelemis ve bu fonksiyonlarin
matematiksel 6zellikleri detayl bir bigimde 6grenilmistir (2010). Ayni zamanda {is-
tel integral fonksiyonlara ait niimerik tablo da olugturulmustur (Ozalp ve Bairamov
2011). Ayrica Aygar ve Bairamov igimmimsal akigtaki temel iistel integral fonksiyon
olan ¢, fonksiyonunu n = 1, 2, 3 ic¢in ayrintili bir bicimde incelemislerdir ve bu
fonksiyonlarin yaklagik degerleri hesaplanarak kimya, fizik ve miihendislik alan-

larinda galisanlarin kullanacag hale getirilmistir (2011).

Bu tezde, cesitli parametrelerdeki bir ve iki boyutlu iistel integral fonksiyonlarin
diizgiin yakinsakligi ve diizgiin yakinsaklik kullanilarak da o6zellikleri ayrintili bir

bicimde incelenecektir.



2. GENEL BIiLGIiLER

Bu boliimde, tezin iceriginde kullanilacak olan bazi 6énemli fonksiyonlar ve teoremler

tanitilacaktir.
ilk olarak kullanacagimiz bazi énemli fonksiyonlar: tanitalim.

Tanim 2.1 (Gama Fonksiyonu)

integraline Gama Fonksiyonu ya da ikinci gesit Euler integrali denir. x = oo singiiler

noktasidir ve 0 < a < 1 i¢in # = 0 noktas1 da bir diger singiiler noktas1 olur.

Tanmim 2.2 Genellestirilmig iistel integral fonksiyonu,
(l‘,y,Z) €= {(xmya Z) S R3,l‘ € [07 OO)?Z/ € (—O0,00) 2 € [07 OO)}

olmak {izere;
oo

/ exp (—zu) u™Y (Inw)® du (2.1)

1

1

G(@"a%z):m

ile tanimlanir.
Tanmim 2.3 (2.1) integralinde z = 0 alinirsa,
([E,y) Cw:'= {(*Tay) S RQ,'T S [07 OO)ay S (—O0,00)}

olmak {iizere agagidaki iistel integral fonksiyonu elde edilir.

E(z,y) = /exp(—xu) uYdu. (2.2)



Tanim 2.4
(1,8) € Q:={(1,8) e R*,7 € [0,00), 8 € (—00,00)}

olmak iizere,

e1(r,8) = /t2+ﬁ 2 exp[— (t2—|—ﬁ)%] (2.3)
e (r,B) = / £ explor (2 + ) F]dr, (2.4)

) = = [ (D) 29

fonksiyonlarini tanimlansimn. Bu iki parametreli fonksiyonlarin iginimsal transfer

calismalarinda ¢ok énemli rolleri vardir.

Tanim 2.5
(1,8) € Q:={(7,8) e R*,7 € [0,00), 8 € (—00,0)}

ve

r? =2+ + 17

olmak iizere

e (7. 8) = T;Tl / / fexp (=) /1™ exp (—ifz) dady (2.6)

—00—00

fonksiyonu iki boyutlu genellestirilmis iistel integral fonksiyonudur. (2.3) — (2.4)

integralleri bu fonksiyonun tek boyutlu analoglaridir.



Simdi, kullanacagimiz teoremleri verelim.

Teorem 2.1 (Integraller Igin Ikinci Ortalama Deger Teoremi) f(z) ve
g (x) fonksiyonlar: [a, b] araliginda integrallenebilir ve g (x) fonksiyonu ayn aralikta

monoton ise dyle bir £ € [a, b] vardir ki,

/bf<x>g<x>dx=g<a>/f<x>dx+g<b>/f<x>dx

esitligi gerceklenir.

G C R™ m -boyutlu bir uzayda ve D C R" de n-boyutlu bir uzayda olgiilebilir

kiimeler olsun.

¢ € G olmak iizere,

F ) = / £ (&, m)dr (2.7)

genellestirilmis integralini ele alip asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 2.2 f (&, n) fonksiyonu,
GxD:={{eG, ne D}

ile tamimlanan kiime iizerinde siirekli ve (2.7) integrali £ ye gore G iizerinde diizgiin

yakinsak ise

F<f>=/f<g,n>dn

D

fonksiyonu £ ye gore GG iizerinde siirekli olur. Ayrica her ¢, € G icin

lim [ f(&n)dn= [ lim f(&n)dn
D/ /E—’fo

§—¢&o
D

saglanir.



Teorem 2.3 Teorem 2.2 nin sartlar1 saglaniyor ise (2.7) ile verilen F' (&) fonksiyonu

¢ ye gore G iizerinde integrallenebilirdir ve

[r@dc= [ac[rienan= [an[sicma

gerceklenir.

Teorem 2.4 £ € [a, b] olmak tizere f (£,n) ve fonksiyonun kismi tiirevi g—é, [a, b]x D

tizerinde siirekli olsun. Ayrica (2.7) integrali yakinsak ve

_ [of
o

D

Fy (€) f(&mn)dn

integrali ¢ ye gore diizgiin yakinsak ise F' (¢) = F} (€) gerceklenir. Yani,

of _ (91
agD/f(é,n)aln—D/agf(ﬁ,n)dn

saglanir.



3. DUZGUN YAKINSAKLIK

3.1 [a,w) C R Araliginda Tamimh Parametreye Baghh Genellestirilmig

Integrallerin Diizgiin Yakinsaklig

Fy) = / f (2,y) da (3.1)

genellestirilmis integrali her y € Y i¢in yakinsak olsun. (3.1) integralinin yalnizca bir
tek singiilerliginin oldugunu kabul edelim. Bu singiilerlik, integralin {ist limit nok-
tasini igersin. Yani w = oo ya da x in bir fonksiyonu olan f, w nin bir komgulugunda

siirsizdir.

Tanim 3.1.1 Her € > 0 i¢in [a, w) araliginda w nin yle bir U, ) (w) komsgulugu

bulunabilir ki,

/f (r,y)dx| < e (3.2)

b
esitsizligi, her b € U}y ) (w) ve her y € E C Y icgin saglaniyor ise (3.1) genellestirilmis

integrali F kiimesi tizerinde y ye gore diizgiin yakinsaktir denir.

(3.1) genellegtirilmis integraline yakinsayan klasik anlamdaki integral igin,

b

Fy(y) = / f (z,y) du (3.3)

a

notasyonunu tammlarsak E C Y kiimesi iizerinde (3.1) integralinin diizgiin yakin-

sakligini su sekilde verebiliriz.

b € [a,w) olmak iizere b — w iken F}, (y) = F' (y) olmasidir.



Yani her b € U,y (w) ve her y € Y i¢in

w b
F)= [fepde= Jim [f@y)de= lim Fi(y
a b€la,w) 4 bela,w)

oldugunu gorebiliriz.

Bu nedenle (3.1) integralinin (3.2) ile gosterilen diizgiin yakinsak kogulunu her ¢ > 0,

her b € U}y ) (w) ve her y € Y icin

|F(y) — Fy(y)| <e

ile ifade edebiliriz.

Simdi, parametreye bagl genellestirilmis integraller icin diizgiin yakinsaklik test-

lerini inceleyelim.
Teorem 3.1.1 (Cauchy Kriteri) (3.1) genellegtirilmis integralinin bir £ C Y

kiimesi iizerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul, her € > 0 igin w

nin dyle bir Ul ) (w) komsulugu vardir ki her by, by € Ujg ) (w) ve her y € Y icin,

b
/f (z,y)dx| <e
b1

esitsizliginin saglanmasidir.

ispat

F(y)z/f(x,y)dfr

integrali £ C Y kiimesi {izerinde diizgiin yakinsak olsun.



Bu durumda F; (y), (3.3) ile tanimlanmak tizere, her b € Ul ) (w), her y € Y icin,

F(y)= lim F;(y)

b—w

b€[a,w)

ifadesini yazabiliriz. Bu durumda, Fj (y) fonksiyonlar ailesi i¢in tanimlh Cauchy
diizgiin yakinsaklik kriterinden, her e > 0 icin w nin &yle bir Uy, (w) komsgulugu

vardir ki her by, by € Ujg) (w) ve her y € Y icin

|Fb1 (y)_Fb2 (y)| <e

gerceklenir. Buradan,

b1 ba
/f(w,y)dl’—/f(:c,y)dx <e¢

yazabiliriz. Boylece her by, by € Ul ) (w) olmak tizere,

b
/f (z,y)dx| <e
b1

gerceklenmis olur.

Diger taraftan, her € > 0, her by, by € Ul (w) ve her y € Y igin,

b
/f (x,y)dz| <e
by

saglansin.Bu durumda,

b1 ba
/f(%y)dfc—/f(x,y)dx <e

yazabiliriz. (3.3) ifadesinden,



|Fb1 (y>_Fb2 (y)| <ée

saglanir.
Dolayisiyla Fj, (y) fonksiyonlar ailesi i¢in taniml Cauchy diizgiin yakinsaklik kri-

terinden her € > 0 i¢in, her b € Up,,w) (w) olmak iizere her y € Y i¢in

gerceklenir. Bu da (3.1) genellegtirilmis integralinin bir £ C Y kiimesi iizerinde

diizgiin yakinsak oldugunu ispatlar.

Teorem 3.1.2 (Weierstrass Testi) f (z,y) ve ¢ (z,y) fonksiyonlar: her bir y € Y

icin [a, b] C [a, w) kapal arahiginda x e gore integrallenebilir olsun.

Eger
f (2, 9)] < ¢ (2,9) (3.4)
esitsizligi her y € Y ve her x € [a, w) i¢in saglanir ve

w

/w (z,y) dx (3.5)

a

integrali Y de diizgiin yakinsak olur ise

/wf (2,y) dx

integrali Y de diizgiin ve her bir y € Y i¢in mutlak yakinsak olur.



Ispat (3.5) integrali Y de diizgiin yakinsak oldugundan her £ > 0, her y € Y ve her
be U[a,w) (w) i¢in,

/gp (x,y)dz < e (3.6)

yazabiliriz.

(3.4) ve (3.6) esitsizliklerinden;

w

[ @i s]ﬂ\f<x,y>rdxs/wso<x,y>dx<e

b

gerceklenir.

Simdi de g (z,y) ve ¢ (z,y) fonksiyonlar [a,b] C [a,w) kapali araliginda her bir
y € Y icin x e gore integrallenebilir olmak iizere Abel ve Dirichlet Testlerini in-

celeyelim.

Teorem 3.1.3 (Abel Testi)

w

/g (2,y) dz

integrali y € Y ye gore diizgiin yakinsak ve ¢ (x,y) fonksiyonu da her y € Y i¢in

[a, w) araliginda z e gére monoton ve diizgiin sinirl ise

w

/g (z,y) Y (v,y) dv

a

integrali y ye gore diizgiin yakinsak olur.

Ispat g (z,7) ve 1 (z,y) fonksiyonlar1 [by, by] C [a,w) kapali arahgimda her bir y € Y’
icin = e gore integrallenebilirdir. Ayrica v (x,y) fonksiyonu da her y € Y i¢in [a, w)

araliginda x e gore monoton oldugundan &yle bir £ € [by, by| vardir ki,

bg b2

3
/g (,9) % () dz = 3 (b, y) /g (2.) dz + ) (b, y) /g (ry)dr  (37)

b1 b1 3

10



esitligi Teorem 2.1 den gerceklenir.

Diger taraftan,

/g (2,y) dx

integrali diizgiin yakinsak oldugundan Teorem 3.1.1 den her € > 0 icin her by,b; €

Ulg,w) (w) olmak tizere her y € Y ve her M € R* i¢in,

€
)d —
/w z,y)dz| < Wi
saglanir. Buradan
by <& < by igin
9 ba
(x,y)dz < ve (x,y)dz <= (3.8)
b1 3

esitsizliklerini yazabiliriz.
Ayrica v (z,y) fonksiyonunun diizgiin sinirhligindan her = € [a, w) ve her y € Y i¢in

oyle bir M € R* sabiti vardir ki,

¥ (z,y)| <M (3.9)

saglanir.

Simdi (3.7) esitliginin her iki yaninin mutlak degerini alip (3.8) ve (3.9) esitsizliklerini
burada dikkate alalim.

b2 £ ba
/g(w,y)w(w,y)d Y (b1, y /gwydwrw(bz, )/g(z,y)daﬁ
by b1 £

11



ba

I3
1 (b, )| /f@c,y)dx 1 (b, ) /g<x,y>das
b1 £

IN

19 13
< M-S i S
= Mot Mo

= £

elde ederiz. Boylece Teorem 3.1.1 den her y € Y icin,

/g<x,y>w<x,y>dx

integrali diizgiin yakinsak olur.

Teorem 3.1.4 (Dirichlet Testi)

b

/ g(z,y)ds (3.10)

integrali b € [a, w) olmak iizere her y € Y i¢in diizgiin sirh ve ¢ (z,y) fonksiyonu

da [a,w) arahiginda her y i¢gin © — w iken sifira diizgiin yakinsak ise

w

/g@,y)w(w,y)dx

a

integrali y ye gore diizgiin yakinsak olur.

Ispat (3.10) integralinin diizgiin simrhihgindan her b € [a,w), her y € Y icin &yle
bir M > 0 sabiti vardir ki,

b
/g(w,y)dl’ <M

esitsizligi saglanir.

12



Dolayisiyla her by,& > a icin,

3 3 by
/g(fc,y)dw = /g(xvy)dm—/g(x,y)dfc
bl a a
9 b1
< /g(fay)dx + /g(fv,y)dfv
< M+M
= 2M (3.11)
gerceklenir.
Aymni gekilde her by, € > a igin,
b
/g (z,y)dz| < 2M (3.12)

3

yazabliriz.
Her = € [a,w) olmak iizere ©+ — w iken 1 (x,y) fonksiyonu sifira diizgiin yakinsak

oldugundan, her € > 0 icin 6yle bir xg vardir ki x > x( kosulunu saglayan her z i¢in

ve her M € R" i¢in

g
< _
esitsizligi saglanir.
Dolayisiyla by, by > x¢ igin,
[ (b1, 9)| < —= ve [ (b, )| < — (3.13)
LIVS g Y 291 U '

yazabiliriz.
(3.7) esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini alip (3.11)-(3.13) esitsizliklerini
burada dikkate alalim.

Her by, by > x¢ icin,

b2 13 ba
/g<x,y>w<az,y>dx - w<b1,y>/g<x,y>dx+w<b2,y>/g<x,y>dx
b1 b1 3

13



3 b2

< ¢ (b, y) /gm)dx 4 (b, ) /g<x,y)da:
b1 13
£ I
< —2M 4+ —2M
= o Mo

= £

saglanir.

Dolayisiyla Teorem 3.1.1 den her y € Y icin,

w

/gu,y)w(x,y)dx

integrali diizgiin yakinsak olur. Bu da ispat1 tamamlar.
2. boliimde tamitilan fonksiyonlarin diizgiin yakinsakligini vermeden 6énce Teorem
3.1.2, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4 ii [1, 00) araliginda ve n parametreye genigleterek

vermemiz yararl olacaktir.

z € [1,00) ve y € K C R" olmak iizere,

/f (2,y) do (3.14)

genellestirilmis integralini tanimlayalim.

Teorem 3.1.5 ¢ () fonksiyonu, [1, 00) araliginda integrallenebilen, negatif olmayan

bir fonksiyon ve her x € [1,00), y € K C R" i¢in

[f (z,9)] <@ (2)

esitsizligi saglaniyor ise (3.14) integrali y ye gore K da diizgiin yakinsak olur.

14



Teorem 3.1.6

[e o]

/g (2,y) dx

1
integrali y € K ye gore diizgiin yakisak ve v (z,y) fonksiyonu da her y € K i¢in

[1,00) araliginda x e gore diizgiin sinirh ve negatif olmayan bir fonksiyon ise

9(x,y) Y (v,y)dr

integrali y ye gore diizgiin yakinsak olur.

Teorem 3.1.7 ¢ € [1,00) olmak iizere,

t

/g (2,y) dx

1

integrali her y € K igin diizgiin simirh ve ¢ (z,y) fonksiyonu da [1,00) araliginda
her y igin z — oo iken sifira diizgiin yakimsak olsun. Aym zamanda g,1, v /0x

fonksiyonlar: [1, 00) araliginda x e gore siirekli ise

9(x,y) Y (v,y)dr

integrali y ye gore diizgiin yakinsak olur.

Simdi de (2.1) ile verilen Genellegtirilmis iistel integral fonksiyonunun ve (2.2) ile
verilen Ustel integral fonksiyonunun verilen bolgelerde diizgiin yakinsakliklarimi in-

celeyelim.

Her € > 0, 6 > 0 ve a > 0 olmak iizere,
P (c,a) ={(z,y,2) € D, z € [g,00), y € (—00,00), z€[0,a], y—2z> 1},
D(a,6) = {(r,9,2) €®, 7 € [0,00), y € (~00,00), 2 € [0,a], y—2>1+4)

tanim kiimelerini verelim.
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Teorem 3.1.8 (2.1) Genellestirilmis iistel integral fonksiyonu @ (e,a) ve D (a,?)

bolgeleri tizerinde (z,y, z) ye gore diizgiin yakinsaktir.

ispat

oo

I(z,y,2) = /e_wu_y (Inu)® du (3.15)

1

ile tanimlanmak tizere genellestirilmis tistel integral fonksiyonunu,

1
=—]
G (2,y,2) NEE) (z,9,2)
ile gosterelim. Oncelikle,
L(z+1)= /tze_tdt (3.16)
0

Gama Fonksiyonunun [0, a] iizerinde z ye gore diizgiin yakimsak oldugunu gosterelim.

Fonksiyonu agagidaki gibi yazip ¢, ve ¢, fonksiyonlarini tanilayalim.

o0

1
I'(z+1) = /tzetdt—l—/tzetdt = (z+ 1)+, (2+1).
0

1

zo sabitlenmis keyfi negatif olmayan bir say1 olmak iizere her z+1 > 2y +1 > 0 igin,
tret < 10 0<t<1)

ve
1

/t'zodt < 00

0

saglandigindan Weierstrass testinden ilk integral diizgiin yakinsak olur.

zo keyfi bir say1 olmak iizere z < zj i¢in;

tPe t < tPoet (1<t< )
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ve
o)

/tzoe_tdt < 00

1
saglanir.
Dolayisiyla her z < z; i¢in ikinci integral de diizgiin yakinsak olur.

Simdi de (3.15) ile verilen I (z,y, z) fonksiyonunun diizgiin yakinsakligin

inceleyelim.
In(1+v)<w, v € [0, 00)
esitsizligini kullanarak,
hu=In[l+@w-1)]<u—-1<u, u € [1,00) (3.17)
esitsizligini elde ederiz.
(3.15) ve (3.17) den,
Iy (x,y,2) = /e“’”“uz_ydu (3.18)
1
olmak {izere,
](.T,:%Z) < ]0 (ZE,y,Z) (319)

esitsizligi saglanir.

Simdi (3.18) integralinin @ (¢,a) ve D (a,d) bolgeleri iizerinde diizgiin yakinsak

oldugunu gosterelim.

i. (z,y,2) € ®(g,a) olmak iizere,

fluzy,2) = e @Pmsy e g (u,x,y,2) = e @D

fonksiyonlarini ele alalim.

f, g, 0g/0u fonksiyonlar1 u ya gore [1,00) araliginda siirekli fonksiyonlardir.
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Ayrica (x,y, z) € ® (¢,a) icin,
lim g (u,z,y,z) = lim e~ @2 —

U—00 U—00

saglanir. u — oo iken g (u, z,y, z) fonksiyonu diizgiin olarak sifira gider.

te[l,00), (x,y,2) € ®(e,a) olmak iizere,

F(t,z,y,z) /fuxy, du—/ @/2)uq 2=y dy

fonksiyonunu tanimlayalim.

F(t,z,y,z) /e (@/2)uq2= ydu</ —@/2uyz vy
1
z—1
<£>y / e Ydw
2

x/2

'z—y—1) <o

VS
DN ™
\~_/

saglandigindan F' (t,z,y, z) her t € [1,00), (z,y, 2) € ® (g, a) i¢in diizgiin smurh olur.
O halde Teorem 3.1.7 den

o(ey2) = [ £0op,2) g2 du= [ e vdu
1
fonksiyonu (x,y, z) ye gore ® (¢, a) bolgesi tizerinde diizgiin yakinsak olur.

it. (z,y,2) € D (a,d) olmak iizere,

o

1 1
—zu, z2—yY
e "y < i ve u1+6du<oo

1

saglanir. Teorem 3.1.5 Weierstrass Testinden (3.18) integrali D (a, 0) iizerinde (x, y, 2)

ye gore diizgiin yakinsak olur.
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Boylece (3.16) ve (3.19) dan genellestirilmsg tistel integral fonksiyonu (z,y, z) ye gore

® (g,a) ve D (a,§) bolgelerinde diizgiin yakmsak olur. Ispat tamamlanir.

Her a > 0 olmak iizere ® iizerinde asagidaki bolgeyi tanimlayalim;

S (a) ={(z,y,2) € P, x €[0,00), y € (—00,1), z€[0,a]}

Teorem 3.1.9 (2.1) Genellegtirilmis iistel integral fonksiyonu (z, vy, z) ye gore ® (a)
bolgesinde diizgiin yakinsak degildir.

Ispat (z,y,2) € ® (a) olmak iizere,

e

1 P
Gi(z,y,2) = m/e‘”“u_y (Inu)® du
1
1 i —zu,, —y z
Gy (x,y,2) = EE) e " u ™ (Inu)” du

e

fonksiyonlarini tamimlarsak,

G(Ivyvz) = Gl (:E,y,Z) + G2 ($7ya z)

esitligi saglanir.

G1 (z,y, z), Riemann integrali; G (z,y, ) ise genellestirilmis integralidir.

G (z,y, z) integralinin diizgiin yakisakligini inceleyelim.

17 .
Gs (z,y,2) = 1“(2—4—U/€_qu_y (Inu)” du

1
> —F<Z+1)(ne) /e uYdu

(&
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[e.o]

1
r (Z + 1) /6 utdu

€
o0

1
— —Y,—1 . 00 N
B xl—yF(z—i-l)/t et 720

(4

gergeklenir. Dolayisiyla G (x,y, ) integrali iraksak oldugundan (2.1) Genellestirilig
iistel integral fonksiyonu, €2 (a) bolgesi iizerinde (x,y, z) ye gore diizgiin yakinsak

degildir. Boylece ispat tamamlanir.

e >0 ve d > 0 icin agagidaki bolgeleri tammmlayalim;

w(e) = {(z,y) ew,xele00)y € (=00, 1)},

d(0) = {(z,y) €w,z€[0,00),y € [1+6,00}.

Teorem 3.1.10 (2.2) ile verilen iistel integral fonksiyonu w (e) ve d(§) bolgeleri

tizerinde (x,y) ye gore diizgiin yakinsaktir.

Ispat E (z,y) tistel integral fonksiyonunun éncelikle w (£) bolgesinde diizgiin yakin-

sakligin1 aragtiralim.

g(u,x,y) = exp [_ ("L‘/Z) u] u™? ve ¢(u,x,y) = exXp [_ (I/2) u]

fonksiyonlarini ele alirsak E (z,y) fonksiyonunu su sekilde yazabiliriz:

[e o]

E(x,y)Z/g(u,w,y)w(u,m,y)du-

1

g, %, 0 /Ou fonksiyonlarinin u ya gore siirekli oldugu aciktir. Ayrica,

lim ¢ (u, z,y) = lim exp [—(z/2)u] =0

uU— 00

gergeklenir. Yani u — oo iken 9 (u, z,y) fonksiyonu diizgiin olarak sifira gider.
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t €[1,00) ve (x,y) € w(e) olmak iizere,

t t

G (u,z,y) = /g (u, z,y) du = /exp [— (z/2) u]u™du

1 1

fonksiyonunu tanimlayalim.

t [ee)

G(u,x,y) = /exp [— (z/2) u] u™Ydu < /exp [— (z/2) u] u™Ydu

1 1
o9

< <§)y_1 /wyeXp(—w) dw

z/2

< (g)ylf‘(l—y) < 0

gergeklendigi goriiliir. Bu da G (u, z,y) fonksiyonunun ¢ € [1,00), (z,y) € w (¢) i¢in
siurh oldugunu gosterir. Teorem 3.1.7 den E (z,y) fonksiyonu (z,y) ye gore w (¢)
bolgesinde diizgiin yakinsak olur.

Simdi de E (z,y) fonksiyonunun (x,y) ye gore d (§) bolgesinde diizgiin yakinsak-

hiligini inceleyelim.

(z,y) € d(0) ve u € [1,00) igin,
exp (—zu)u™Y < u~1F9)

ve
00

/U(H‘s)du < 0

1
gerceklenir. Teorem 3.1.5 Weierstrass testinden E (x,y) fonksiyonunun (z, y) ye gore

d (9) iizerinde diizgiin yakimsak oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Q={(r,8) eR?, 7€10,00), B € (—00,00)} olmak iizere,
Qe) ={(7,8) €, 7 € [e,00), B € (-00,00)}

bolgelerini tanimlayalim.
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Teorem 3.1.11 i) (2.3) ile verilen iki parametreli iistel integral fonksiyon €1 (7, 3),
(1,3) ya gore Q (¢) bolgesi tizerinde diizgiin yakinsaktir.
it) e1 (7, 0), (7, 5) ya gore § bolgesi iizerinde diizgiin yakinsak degildir.

Ispat i)
g(t,7,8) = exp[—7(t* + %)), o (t,7,B) = (2 + 5%

fonksiyonlarini tanimlarsak,

o0

1 (r. 8) = / gt B) (v, B,1) dt (3.20)
1
saglanir.

g(t,7,0) <exp(—ct), (1,8) € Q(e), t€[l,00)

ve her € > 0 igin,

/exp (—et)dt = e texp(—¢) < 00
1

oldugu aciktir. Dolayisiyla,

g (t,7,p)dt (3.21)
1

integrali Teorem 3.1.5 den (7, 3) ya gore €2 (¢) iizerinde diizgiin yakimsaktir.
Ayrica (1,5) € Q(e), t € [1,00) igin,

W (t,7,8) =+ <1 (3.22)
saglandigindan ¢ (¢, 7, §) fonksiyonu diizgiin siirhdir.(3.21) , (3.22) ifadeleri Teorem

3.1.6 da diigiiniiliirse (3.20) integralinin (7, 5) ya gore 2 (¢) bolgesi iizerinde diizgiin

yakinsak oldugu goriiliir.
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i) Her (1,) € Q i¢in €, (7, 3) integralinde 7 (£* + 62)5 = u degigsken degistirmesi

yapilirsa,

e (1,8) = / (v — 7252)_% exp (—u) du

-(1+67)?

o0

/ utexp (—u)du — o0, T —0

v

-(1+67)?

elde edilir. Dolayisiyla € (7, 3) fonksiyonu, (7, 3) ya gore 2 iizerinde diizgiin yakin-
sak degildir.

Teorem 3.1.12 (2.4) ile verilen &5 (7, #) fonksiyonu, (7, 5) ya gore 2 bolgesi iiz-

erinde diizgiin yakinsaktir.
Ispat (1,8) € Q olmak {izere agikga goriilebilir ki,
!
t2exp[—7 (*+ %)) < t7?

ve
oo

/t‘th =1

1
saglanir. Teorem 3.1.5 den &5 (7, ) integralinin (7, 3) ya gore {2 bolgesi iizerinde

diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.13 i) (2.5) ile verilen €3 (7, 8) fonksiyonu, (7, 3) ya gore €2 (¢) bolgesi
tizerinde diizgiin yakinsaktir.

i) es (1, 0), (7, 5) ya gore Q2 bolgesi iizerinde diizgiin yakinsak degildir.

Ispat 7)

J(7,B) = //8_2 exp[—7 (t*s” + 62)% dsdt (3.23)
1

1
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ile tanmimlanmak {izere,

o0

e (r,0) = 7/52 (Tt, g) dt
1

= 7'//5_2 exp[—7 (t*s* + 52)% dsdt
11

= 71J(1,0) (3.24)
oldugu agikga goriiliir. Ayrica her (7,5) € Q (¢) igin,
s 2 exp|—T (’s° + 52)% < s ?exp(—ets) (3.25)

esitsizligi saglanir. Buradan,

[e.9] o0

//SZeXp(—Ets)dsdt = [s7? /exp(—ats)dt ds
11

bulunur. (3.23)-(3.25) ve Weierstrass testinden e3 (7, 5) fonksiyonunun (7, 5) ya

gore () () tizerinde diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.

i1) (1,0) € 2 olmak iizere,
J(7,B) = //3_2 exp[—7 (t*s* + 52)% dsdt
11

1
integralinde (t252 + 52) ? = u degisken degistirmesi yapilirsa,

J(7,B) = /8_2 / s (u? = 52)_% wexp (—7u) du p ds
GOk
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o0 oo

> /5_3 / exp (—7u) du p ds

I Gtk
= /5_37'_1 exp[—7 (s* + 62)%]ds

1
oo

1
= 7_1/3_3 exp[—7 (s* + 5%) %]ds — o0, T —0

1

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2 Cok Boyutlu Uzaylarda Parametreye Bagl Genellestirilmis Integral-

lerin Diizgiin Yakinsaklig:

Cok boyutlu uzaylarda diizgiin yakisaklig1 incelemeden énce (2.7) ile verilen para-
metreye bagh genellestirilmis integrali taniyalim.
G C R™ m -boyutlu bir uzayda ve D C R" de n-boyutlu bir uzayda olgiilebilir

kiimeler olsun.

¢ € G olmak iizere,

F ) = / £ (&, m)d (3.19)

D
genellestirilmis integralinin tek singiilerligi 7, noktasinda olsun.

ws, merkezi n, € D noktasi ve yaricapi d olan bir acik yuvar olarak tanimlanmak
tizere, 7 min bir fonksiyonu olan f (£,n) D bolgesinde simirsiz; § > 0 olmak iizere

D — ws bolgesinde de sinirhi ve integrallenebilirdir.

Tanim 3.2.1 Eger (2.7) integrali her ¢ € G i¢in yakinsak ve eger D,, = D N ws
olmak tizere her € > 0 icin 6yle bir dp > 0 vardir ki 0 < § < dp kosulunu saglayan

her ¢ icin

/ f(&n)ydn| << (3.26)

8
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esitsizligi saglaniyorsa, (2.7) integrali ¢ ye gore diizgiin yakinsaktir denir.

0 > 0 olmak iizere singiilerligi olmayan

Fr (€)= / £ (&)

—ws

integralini alalim.

Buradan (3.26) esitsizligini su gekilde yazabiliriz:

F(€) - Fy (6)] = /f(f,n)dn <e

é

Boylece goriiyoruz ki her € > 0 igin 6yle bir dg vardir ki 0 < § < ¢ esitsizligini

saglayan her ¢ ve her £ € G igin

[F (&) —F5 (8] <e

esitsizligi saglanir.
Yani son egitsizlikten Fj (§) fonksiyonunu G de F' (€) fonksiyonuna diizgiin bir sekilde
yakinsamasini

lim Fy (€) = F(€) (3.27)

6—0

ile gosterebiliriz.

O halde (3.27) ifadesi (3.26) y1 igerdiginden, (2.7) integralinin diizgiin yakinsaklik

tanimina kargilik verilebilir.

Teorem 3.2.1 (Weierstrass Testi) Her £ € G i¢in (2.7) integralinin tek singiiler-
ligi n, € D noktasinda olsun. ¢ (1) negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere
(£,m) € G x D igin,

PASSENIRC) (3.28)
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esitsizligi saglansin Ayrica 1, da singiilerligi olan
/  (n) dn (3.29)
D

genellestirilmis integrali yakinsak olsun.

Bu durumda (2.7) genellegtirilmis integrali £ ye gore diizgiin yakinsak olur.

Ispat (3.29) integrali yakinsak oldugundan her ¢ > 0 icin 0 < § < J esitsizligini

saglayan oyle bir §g > 0 vardir ki,

/ p(n)dn<e (3.30)

Dus;

esitsizligi saglanir.

Boylece (3.28) ve (3.30) ifadelerinden,

[reman < [1remla< [eman-<-

Dus;

saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi de ¢ok boyutlu uzayda, sinirsiz bolge iizerinde tamimli parametreye baglh

genellestirilmis integraller i¢in diizgiin yakinsakligi inceleyelim.
Simirsiz D bolgesi tizerinde alinan genellestirilmis integrali
PO = [FEnd (3.31)
D
ile gosterelim. Her £ € G igin (3.31) integralinin tek singiilerligi sonsuzlukta olsun.

Tanim 3.2.2 wg, merkezi orijin; yaricapt R olan yuvar olarak tanimlansin. (3.31)

integrali her ¢ € G i¢in yakinsak ise ve her ¢ > 0 igin 6yle bir Ry sayis1 vardir ki
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R > Ry esitsizligini saglayan her R igin,
/ f(&m)dn <e
D—UJR

esitsizligi saglaniyorsa (3.31) integrali £ € G ye gore diizgiin yakinsaktir denir.
Teorem 3.2.2 (Weierstrass Testi) ¢ (y), her (£,7) € G x D igin

£ (EmI < e ) (3.32)

esitsizligini saglayan negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Ayrica

/ (1) dn (3.33)

D

genellegtirilmig integrali yakinsak ise (3.31) integrali her ¢ ye gore diizgiin yakinsak

olur.

ispat wg, merkezi orijin, yarigapt R olan yuvar olmak iizere (3.33) integralinin
yakinsakligindan her ¢ > 0 icin Oyle bir Ry sayist vardir ki R > R, esitsizligini

saglayan her R icin,

/ @ (n)dn <e (3.34)

D—wpgr

saglanir. Boylece (3.32) ve (3.34) ifadelerinden,

[ rema) < [ irenlin< [ o <e

D—UJR D—LUR

elde edilir. Bu da (3.31) integralinin diizgiin yakinsakligini verir.
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0= {(T,ﬁ) €R? 7€[0,00), B € (—oo,oo)},

olmak iizere,

Q) ={(1,8) €Q, T€[e,00), B € (—00,00)}.

bolgelerini tekrar tanimlayalim.

Teorem 3.2.3 i) (2.6) ile verilen ¢, (7, 3) fonksiyonu (2 (&) bolgesi tizerinde diizgiin

yakinsaktir.

i1) e, (1, B) fonksiyonu 2 bolgesi iizerinde diizgiin yakisak degildir.

Ispat 7)

(o7 0) = |exp (—/TT 7T (VA7) exp (i)

fonksiyonunu tanimlarsak,

n—1 oo o0
entr.8) =55 [ 9@ ) dudy

—0o0—00

oldugunu gortirtiz. Her £ > 0 igin,

’g <x>y77_>ﬁ)| S €xp <_\/m) /En\/m

saglanir.
(e oluNe e]

E_n//exp (—\/a:2+y2~|—€2> /\/ 12 4 y? + e2dxdy

—00

integralinde 2% + y? = r? alarak kutupsal koordinatlara gecelim.
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Boylece,

2T o0
// exp r2 + 52) re/\/T2 + e2dr.do
= 2me” exp(— ) < oo (3.36)

elde edilir. (3.35) ve (3.36) y1 Teorem 3.2.2 de diisiiniirsek ¢, (7, 3) fonksiyonunun

Q (e) bolgesi tizerinde diizgiin yakimsak oldugunu goriiriiz.

it) Her (7, ) € Q igin,

en(7,8) = 7—”; /[exp(—r)/r"“]exp(—iﬁx)dxdy

/ exp (—r) /r" dady

>
saglanir.
/ / exp (—r) /r" dxdy
integralini ele alalim.
¢ (z,y,7) =exp(-r), (r* =2 +y* +17)
olmak {izere,
//so @y, 7) /r" dxdy

yazabiliriz.

(0,0,7’)| ex (—T)
= PUT) > 0 esitsizligini saglayan oyle kiigiik

Orijin etrafinda |¢ (z,7,7)| >

bir w diski vardir ki,
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//was,ym)/r”“dxdy _ / o (e, 7)| frdady

w

> —exp;—T) //1/T"+1dxdy — 00,

saglanir. Dolayisiyla €, (7, 5) ,  iizerinde diizgiin yakinsak degildir.
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4. USTEL INTEGRAL FONKSIiYONLARIN OZELLIiKLERI

4.1 G (z,y,z) ve E (x,y) Fonksiyonlariin Ozellikleri

Teorem 3.1.8, Teorem 3.1.10 ve Teorem 2.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.1 i) G (x,y, z) fonksiyonu (z,y, z) ye gore ® (g, a) ve D (a, §) bolgelerinde

stireklidir.

it) E (x,y) fonksiyonu (z,y) ye gore w (¢) ve d () bolgeleri iizerinde siireklidir.

Teorem 4.1.2 G (z,y, z) fonksiyonu agagidaki asimptotik egitlikleri saglar.

G(z,y,z) = o(1), (x,y,2) € ®(g,a), x — oo. (4.1)
G(z,y,z) = o(1), (x,y,2) € D(a,0), x — 0. (4.2)
G(r,y,2) = o(l), (x,y,2) € D(a,0), y — oo. (4.3)

Ispat (z,y,2) € ® (e, a) icin,

J;ILIEOG(:C’y’Z)_;}EEoF RS /e Y (Inw)® du
1
yararlanarak, Teorem 3.1.8 ve Teorem 2.2 den,
lim G ( ) L / lim e u™Y (Inu)®d 0
im G(x,y,2) = —— [ lim e ""u nu)” du =
T—00 Y I (Z —+ 1) T—00

1

elde edilir. Boylece (4.1) gergeklenmis olur.
Buradan (4.2) ve (4.3) esitlikleri de agik¢a goriilebilir.
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Teorem 4.1.3 F (z,y) fonksiyonu agagidaki asimptotik esitlikleri saglar.

E(z,y) = o(1), (z,y) ewle), x — oc. (4.4)
E(z,y) = o(l), (xz,y) €d(), v — oc. (4.5)
E(z,y) = o(1), (z,y)€d(d), y— 0. (4.6)

Ispat (z,7) € w (¢) igin Teorem 3.1.10 ve Teorem 2.2 den yararlanarak,

lim E (z,y) = lim [e ™uYdu
1
= / lim e™*u Ydu =0

1

oldugu goriiliir. (x,y) € w (¢) igin (4.4) gergeklenir.
(x,y) € d(0) igin (4.5) ve (4.6) egitlikleri de benzer gekilde agikca goriilebilir.

4.2 ¢, (1, 3) Fonksiyonlarinin Ozellikleri

Teorem 3.1.11, Teorem 3.1.12, Teorem 3.1.13 ve Teorem 2.2 den asagidaki sonug
elde edilir.

Sonug 4.2.1 i) 1 (7, 8) ve €3 (7, ) fonksiyonlar (7, 3) ya gore Q () bolgesi iize-
rinde siireklidir.

i1) €9 (1, B) fonksiyonu (7, 5) ya gore 2 bolgesi iizerinde siireklidir.

Teorem 4.2.1 ¢ (7, 3), &2 (7, B) ve €3 (7, §) fonksiyonlar agagidaki asimptotik egit-

likleri saglar.

er(r,8) = o(1), (r,68)€Q(e), T — 0. (1)
er(r,8) = o(1), (r,8)€Q(e), 8 — too. (4.8)
e1(r,08) = Ei(1)+o0(1), (r,68)€Q(e), 5 —0. (4.9)
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go (1,0) = o(l), (1,8) €Q, T — 0.

& (rB) = o(l), (1,8)€Q, B — +oo.
eo(1,68) = Ex(r)+o0(1), (1,6)€Q, §—0.
eo(1,8) = 1+0(1), (1,08) €, 71— 0.

e (r8) = o(l), (1B eQ(E), T— .

e (r,8) = o(l), (1.8) € Q(e), B — *oc.
es(t,08) = Es(1)+o(1), (r,8)€Q(e), f—0.

Ispat i) Teorem 3.1.11 ve Teorem 2.2 den yararlanarak,

lim e, (7,8) = lim [ (*+ 62)7% exp[—7 (£* + 62)%]dt
1
= / (t* + 52)‘% lim exp[—7 (¢* + 62)%]dt =0

1

gerceklenir. Dolayisiyla (4.7) gerceklenir.
Benzer sekilde (4.8) esitligini de gergekleyebiliriz. Teorem 3.1.11 ve Teorem 2.2 den

yararlanarak,
1 1
. o : 2 2\ 732 _ 2 2\ 2
Jim ) = i [ ) el (2 )
1
. . 2 2\~ 3 (42 2\317 _
- /ﬁgrfoo(t + %) 2exp[—7 (£ + %) 2]dt = 0

1

elde edilir.
Simdi (4.9) esitligini ispatlayalim.
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€1 (7—76) - El (T)

olsun.

]1 (7—76) =

- / (t2 + 62)_% exp|—7 (t2 + 52)%]dt
1
—/tl exp (—7t) dt

1
00

_ / [(t2 "‘52)7% _ t_l] exp [_T (t2 +52)%} dt

+/t_1 {exp [—7‘ (t2 + Bz)ﬂ — exp (—Tt)} dt

I (1,B8) + I (7, B) (4.10)

[(ﬁ + ) - t‘l] exp [—T (t*+ 62)%} dt

g~ T3

a1 (t,’i’,ﬁ) dt (411)

——

tt {exp |:—T (t2 + ﬁQ)%} — exp (—Tt)} dt

g~ T3

/gg (¢, 7,05)dt (4.12)

1

olmak tizere g1 (t,7,3) ve go (¢, 7, 3) fonksiyonlarimi tanimlayalim.

Her (1,3) € Q(¢) i¢in,

’91 (ta T, ﬁ)‘

= |(#+ 52)_% —t7 ! exp |:—7' (£ + %) %]
(#4522 = 71| exp (—et)

< 2exp (—et)

IN
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ve

lgo (t,7,8)| = |t_1‘ ‘exp [—7‘ (t2 + 62)%] —exp (—Tt)

< exp(—et) + exp (—et) = 2exp (—¢t)

saglanir. Boylece Teorem 3.1.5 den (4.11) ve (4.12) integralleri (7, 3) ye gore  (¢)

tizerinde diizgiin yakinsak olur. (4.10) ve Teorem 2.2 den,

limfey (r,5) = Ev(n)] = lm[L(r,5) + L (7. 5)]

o0

= hi% [(tQ + 52)7% — til] exp [ T(t*+ 8 )%}

1
00

+éii% tt {exp [—T (t2 + 52)%] — exp (—Tt)} dt

m\»—A

_ 750 @4 5)E e [ (24 )1 a

e @] vt
- 0

gerceklenir. Bu da ispat1 tamamlar.
Simdi (2.6) ile verilen ¢, (7, 5) fonksiyonunun &zelliklerini verelim.
Teorem 4.2.2 ¢, (7, ) fonksiyonu (7, 3) ya gore €2 (¢) tizerinde siireklidir.

Ispat Q (¢) bolgesinden keyfi (7o, 8,) noktasmi alalim.Teorem 3.2.3 ve Teorem 2.2

den,
. n+1 o
515"‘210 en (7, 5) —TILTO 5 [exp ( | exp (—ifz) dzdy
—Po

—0o0—00
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lim [exp (—7) /r" "] exp (—ifz) dody

T—T0

B—Bo

—00—00

exp x2 + 92+ 7'0) ‘
= / / 1 exp (—ifBy) drdy
A < x2 +y2 47 )

= é&n (7-07 60)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.3 ¢, (7, 3) fonksiyonu agagidaki asimptotik esitlikleri saglar.

en(1,8) = o(1), (1,8)€Q(e), T — oc. (4.13)
en(1,68) = o(1), (r,8)€Q(e), B — Loo. (4.14)
en(1,8) = E,(1)4+0(1), (1,8)€Q(e), B—0. (4.15)

Ispat Her (7,3) € Q (¢) icin Teorem 3.2.3 ve Teorem 2.2 den yararlanirsak,

lim ¢, (7,8) = lim 7-n_l//[exp(—r) /" exp (—ifz) dody

T—00 T—o0 2T
% % oxp (— /T )
T—00 27T S (\/m>”+1
— lim TH?? P (_\/m)

n—1
,oooo< x2+y2+72) (2 +y?+712)

< quo . /7 [eXp <—\/m> /72} exp (—ifx) dxdy

exp (—ifz) dzdy

exp (—ifz) dzdy

T—00

1 [o. olaNe o}
= / / lim [exp -V +y?+ 7'2> /72] exp (—ifz) dzdy

bulunur. Dolayisiyla (4.13) ifadesinin gerceklendigi goriiliir.



(4.14) esitligini ispatlamadan 6nce agagidaki tanim ve teoremi vermemiz yararh ola-

caktir.
Tanim 4.2.1 f: R — C lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
F(9)i= = [ @) exp (~ifa)d
= — x)exp (—ifx) dx
2w P
R
ile tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun Fourier Doniistimii denir.

Teorem 4.2.4 f € L = L (R) saglaniyor ise

lim f(8)=0

|B]—o00

gerceklenir.

Simdi (4.14) esitligini ispatlayalim.

en(T,0) = - //[exp (—r) /r" ] exp (—ifx) dzdy

27

{ L 7 [exp (—\/x2 + 72) / (\/x2 -+ 72) nH] exp (—ifz) dx

ve buradan,
n+1

f(x,7) =exp (—\/x2 + 72) / (\/x2 + 72>

fonksiyonunu tanimlayip Tanim 4.2.1 i kullanirsak,

n_l o o
en(T,0) = 7\—/%/ Vlz_w/f(x,f)exp(—iﬁx)dx dy

_ 72__;/f(7,5) dy (4.16)
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ifadesinin gerceklendigini goriiriiz. Ayrica,

7 f (o m)lde = 7 exp (V) [ (V) e

< 2exp(—7) /1/u”\/u2 — 72du < 00

T

saglanir. Buradan f € L (R) diyebiliriz ve Teorem 4.2.4 den,

lim f(r,8) =0

8] —o00

saglanir.

Teorem 3.2.3, Teorem 2.2 ve (4.16), (4.17) ifadelerinden,

‘61|1Lnooen(7 B) = \/% \/}ﬂfloof 7,8)dy

= 0

gerceklenir. Bu da ispat1 tamamlar.

(4.15) ifadesini ispatlayalim.
Teorem 3.2.3 ve Teorem 2.2 yi dikkate alirsak,

Tnfl

1 n = 1
limen (m,8) =l —

—00—00
[ olpNe o)

. / / [exp (=) /r" ] lim exp (—if) dudy

£—0

8k“\s

[©]
3
o
|

~

3

X

Q
8

QL
<
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7 7 [oxp (=r) /"] exp (~ifx) dvdy
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(4.18)



elde ederiz. Simdi,

(x,y,T /exp —tr) [ri*dt
1

ile tanimlanan fonksiyonunun (z,y,7) ya gore {(z,y) € R?, 7 € [¢,00)} kiimesi

tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim.

Fexp (—t x?+y?+ 7'2>
¢ (I7 Y, T) - / 7 dt()
/ @Aﬁ+yl+ﬂ>

exp (—\/xQ + 92 +7’2)
(\/xQ + 2+ 7'2)

bulunur. Buradan,
exp (—¢)
¢ (v, y,7) < o
gergeklenir. Weierstrass testinden ¢ (z,y, 7) fonksiyonu (z,y,7) ya gore
{(x,y) € R?, 7 € [¢,00)} kiimesi iizerinde diizgiin yakinsak olur.

Dolayisiyla Teorem 2.3 ii (4.18) ifadesinde uygulayabiliriz.

lime, (7,5) = exp (—tr) /r*dzdydt.

B—0 27T

1 —oco—00

(4.19) integralinde kismi integrasyon uygulayalim.

/ / exp (—tr) /r"dxdy = u, (t—1)"""dt =dv
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ve

t—1)" "=y
olur. §imdi (4.20) nin nasil ger¢eklendigini gorelim.

H(e)=A{(t,7),t €[l,00),T € [e,00)} olmak {izere,

Hy(t,7) = exp (—tr) /rdxdy

— 5:?\8
8 ~—3

—
gl

Hy (t,1) = exp (—tr) /rdxdy

|
i
8

exp (—tr) /r" tdady

I

|
~—g
—g

|
!
8

fonksiyonlarini tanimlayalim.

H, (t,7) fonksiyonunun (¢,7) ya gore H (g) iizerinde diizgiin yakimsak oldugunu

gosterelim.

(z,y) € R* ve (t,7) € H () olmak iizere,

exp (—t r? +y? + 72)
(Verri+r)
exp (—/a7 7+ 22)
en=1y/22 + 2 + €2

exp (—tr) /" =

<

elde edilir.
exp (—\/xz + 2+ €2>
R

K (z,y) =

fonksiyonunu tanimlayalim.

| [rwpwy== ][ NEa

—00—00 —00—00

integralinde z? + y? = r? alarak kutupsal koordinatlara gegelim. Her & > 0 igin,
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21 oo

il Xp 7“1 +52>
//K(m,y) dxdy = g 1// NGEE rdrdf
i

—00—00

exp(— )

saglanir.(4.21), (4.22) ve Weierstrass testinden, Hs (¢,7) fonksiyonu (¢,7) ya gore
H (¢) iizerinde diizgiin yakimsak olur. H; (¢, 7) fonksiyonunun da (¢, 7) ya gore H (¢)
tizerinde yakinsak oldugu benzer sekilde kolayca goriilebilir. Dolayisiyla Teorem 2.4

den (4.20) ifadesinin gerceklendigini goriiriiz.

Simdi (4.19) integraline kismi integrasyon uygulayabiliriz.

n—1 [e.e] (o oo ¢]
T /(t — 7)Y //exp (—tr) /r" tdxdydt
m
1 —00—00

[o e le olNe o)

o exp (—tr) /r'*dxdydt =

1 —oco—00

elde ederiz.

Elde edilen integralde art arda (n — 1) kez kismi integrasyon uygulanirsa,

e 1
lime, (1,5) = . / (t—1)" //exp —tr) /rdzdydt

£—0 27T (77, — 1)'

elde edilir. e
/ / exp (—tr) /rdxdy = 2w exp (—7t)

—O0—00

oldugu kolayca goriiliir.Dolayisiyla,

oo
n—1

T

lim e, (r,8) = m/ (t —1)" exp (—7t) /tdt (4.23)

gergeklenir. (4.23) integralini agagidaki gibi ifade edelim.

42



[e.e] o0

/(t— D" exp (—7t) /tdt = /(t— 1)" % exp ( 7 t—1)""exp (—tr)dt

1 1

+/ (t —1)" *exp (—tr)dt
1

e (=) / (t — 1) exp (—t7) dt

1
[ee)

+(=1)" / (t— 1) exp (—tr) /tdt. (4.24)

1

Esitligin sag tarafindaki ilk integrali alalim ve

t—1)"7% = u exp (—7t)dt = dv

(n—2)t—1"" = du — %exp (—7t) =

olmak {iizere kismi integrasyon uygulayalim.

elde edilir. Bu sekilde (4.24) ifadesinde her integrale kismi integrasyon uygulanirsa,

J o = (220 0
—t (1) f—; + (=" i—; +(-1)" O?!] exp (—7)
+ (=" / exp (—t7) /tdt (4.25)

1
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bulunur. (4.25) ifadesinde son integrele kismi integrasyon uygulayalim.

(=)™ ! /eXp (—t7) Jtdt = (=1)""" [0—! . + 2 +(=1)" <”Tn__;l>!

T 712 73
1

elde edilir. (4.26) i (4.25) de diisiiniirsek,

o

/ (t — 1)" exp (—7t) /tdt = (”T;})!

1

exp (—tt) /t"dt (4.27)

r—*\g

bulunur.

(4.27) yi (4.23) de diisiiniirsek,

lm e, (r,5) = / exp (—t7) /£"dt
1

()

I
e

esitligini elde ederiz. Boylece (4.15) de ispatlanmig olur.
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5. NUMERIK TABLO

Bu boliimde iki boyutlu iistel fonksiyonlarin diizgiin yakinsaklik bolgesinde bulu-
nan 7 ve (3 degerleri i¢in niimerik hesaplama yapilmigtir. Tablodan goriildiigii gibi
n = 1,2,3,4 alinmak iizere ¢, (7, ) fonksiyonunun degerleri 7 ve 8 nin ¢ok genis
bolgedeki degerleri icin bulunmusgtur. Niimerik hesaplamalarda Pentium 4.0 uyumlu
MATHEMATICA programi kullamilmigtir. Ayrica tablolardaki A degerleri bizim

tarafimizdan, B degerleri ise Breig ve Crosbie tarafindan hesaplanmigtir.
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