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OZET

Bu ¢alisma yedi béliimden olugsmustur.

Ik boliimde; regiiler Sturm-Liouville ve Dirac operatdrlerinin, spektral teorisinin
(diiz ve ters problemler) tarihgesi verilmistir.

Ikinci boliimde; diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan bazi
temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde; bir boyutlu stasyoner Dirac operatdriiniin genel goriintiisii ve
kanonik formlari, 6zdegerler i¢in asimptotik formiil, kanonik Dirac operatorii i¢in matris
donilisim operatdrii, normlastirici sayilarin iki spektrum tiirtinden ifadesi, normlastirici
sayilar i¢cin asimptotik formiil ve iki spektruma gore ters problem incelenmistir.

Dordiincii boliimde; singiiler Dirac operatorii, iki spektruma gore ters problem,
normlastirict sayilar i¢in asimptotik ifadeler elde edilmistir.

Besinci boliimde; yar1 eksende Dirac operatorii i¢in iki spektruma gore ters problem
incelenmistir.

Altinc1 ve yedinci boliimler ¢aligmanin orijinal kismi olup bu boliimlerde sirasiyla
singliler Dirac operatorii i¢cin doniisiim operatoriiniin genel dejenereligi ve kararlilik
problemi incelenmistir
Anahtar Kelimeler: Spektrum, Ters problem, Dirac operatorii, Ozdeger, Ozvektor

fonksiyon, Genel dejenere, Kararllik.
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SUMMARY

Spectral Theory of the Singular Dirac Operator

This thesis consists of seven chapters.

In the first chapter; the history of spectral theory (well and ill-posed problem)
Sturm-Liouville and Dirac operators were given.

In the second chapter; some fundemantal definitions often used in the spectral
theory differential operators were given.

In the third chapter; one dimensional stationary and canonic forms of Dirac
operator, asymptotic formula for eigenvalues, matrix transformation operator for canonic
Dirac operators, the statement of norming constants in terms of two spectrums, asymptotic
formula for norming constants and inverse problem according to two spectrums were
studied.

In the fourth chapter; singular Dirac operator, inverse problem according to two
spectrum and asymptotic statements for norming constants were obtained.

In the fifth chapter; in semi-axis inverse problem according to two spectrums for
Dirac operator was examined.

In the sixth and the seventh chapters that constitute the original part of our study,
the general degenerate of transformation operator for singular Dirac operator and well-
posedness problem were studied, respectively.

Key Words: Spectrum, Inverse problem, Dirac operator, Eigenvalue, Eigenvector

function, General degenerate, Well-posedness.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin c¢esitli alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari
bir yandan lineer cebir olmak lizere diger yandan titresim teorisinin problemleridir (telin
titresimi, zar titresimi, vb.). Lineer cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri
arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi ¢ok eskilere dayanir. Integral denklemler
teorisinde yapilan ¢caligmalarda bu benzerliklerden siirekli faydalanan ilk olarak D. Hilbert
olmustur. Bunlarin sonucu olarak 6nce /, uzayr daha sonralar1 ise genel Hilbert uzay:
meydana gelmistir.

Matematikte /, ve H soyut Hilbert uzay: tanimlandiktan sonra A da lineer self-

adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baslamistir. XIX.—XX. asirlarda birgok
matematik¢i sayesinde bu teori miikemmel bir seviyeye ulasmustir. Ozel olarak bu
calismalarda 6zdegerler, Ozfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirici sayilar gibi
spektral veriler tanimlanmig ve farkli yontemlerle bunlar icin asimptotik formiiller
bulunmustir.

Regiiler ve singililer olmak iizere iki tiir diferansiyel operator tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi sinirli ve katsayilari siirekli
fonksiyonlar olan diferansiyel operatore regiiler; tanim bdlgesi sinirsiz veya katsayilar
(bazilar1 veya tamami) toplanabilir olmayan (veya her ikisi saglanacak sekilde) diferansiyel
operatdrlere singiilerdir denir. Ikinci mertebeden regiiler operatrler igin spektral teori
gilinlimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden
diferansiyel operatdrler i¢in sonlu aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekilde keyti
mertebeden adi diferansiyel operatdrlerin 6zdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoff tarafindan
incelenmistir. Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatdrlerin
Ozdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok 6nem tasimaktadir. Birinci
mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmistir. Singiiler
operatorler icin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan incelenmistir. Daha sonra F.
Rietsz, J. Von Neumann, K. O. Friedrichs ve diger matematikg¢iler tarafindan simetrik ve
self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Simetrik operatorlerin tim
self-adjoint genislemelerinin bulunmasi problemi Neumann tarafindan bir siire sonra

yapildig1 bilinmektedir.



Ikinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir yaklasim 1946

yilinda E. C. Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan) potansiyelli

d2
L=———+q(x
22 T4
Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafindan

bulunmustur. Son yillarda bu operatore sik sik bir boyutlu ¢(x) potansiyelli Schrodinger

operatorii de denir. Ayn1 zamanda bu ¢alismada Schrédinger operatdrii i¢in 6zdegerlerin
dagilim formiilii de verilmistir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin  incelenmesine iliskin ve diferansiyel
operatorlerin spektral teorisinde dnemli bir yere sahip olan caligmalar 1949 yilinda B. M.
Levitan tarafindan yapilmistir. Levitan bu ¢alismalarinda spektral teoriyi esaslandirmak
icin kendine has bir yontem vermistir. Farkl singliler durumlarda diferansiyel operatorlerin
spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigine ve 6zfonksiyonlarin
tamligma iligkin konular R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P.
Maslov, M. V. Keldish gibi matematik¢iler tarafindan gelistirilmistir.

Lineer diferansiyel operatorler teorisinde spektral analizin ters problemleri 6nemli
bir yere sahiptir. Diferansiyel operatorler i¢in ters problemi asagidaki sekilde tanimlanir:

1. Hangi spektral verilere gbre operatoriin kendisini bulmak (veya yapisini

kurmak) miimkiindiir.

2. Spektral verilere gore operator birebir olarak mi1 tanimlanar.

3. Bu verilere gore operatorlerin tanimlanmas: (kurulmasi) yOntemlerinin

bulunmasidir.

Ters problemlerle ilgili ilk sonug, V. A. Ambartsumyan’ a [1] aittir. 1929 yilinda
V. A. Ambartsumyan Sturm-Liouville operatorleri i¢in ters problemlerle ilgili asagidaki

teoremi ispatlamistir.

Teorem 1.1. ¢g(x), [0, ﬂ'] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak {izere
Qs Ayyeee 2y ler
V' +{2—q(x)}y=0, (0<x<n) (1.1)
y'(0)=y'(m) =0, (1.2)
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A, =n* (n=0,1,---) ise g(x)=0 dir.

V. A. Ambartsumyan’in bu ¢alismasindan sonra ters problemler teorisinde ¢esitli

problemler ortaya ¢ikmis ve bu tip problemlerin ¢6ziimii i¢in farkli yontemler verilmistir.

2



Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuglardan birisi G. Borg’a aittir [2].

Teorem 1.2. A4, 4,,---,4,,--- ler (1.1) diferansiyel denklemi ve

V'(0)=hy(0)=0, (1.3)
y'(m)+ Hy(m)=0, (1.4)
smir kosullar1 ile verilen problemin, ), -+, 1,,---’ler ise (1.1) denklemi ve
V() =hy(0)=0, (h=h) (1.5)

V(m)+ Hy(z) =0,

smir kosullar: ile verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {4}, ., ve {u,},.,dizileri

n=0

q(x) fonksiyonunu ve h, h ve H sayilarini tek olarak belirtir. (4, A ve H sonlu gergel

sayilardir).

G. Borg’un bu ¢alismasinda {4} ., ve {u,},, dizileri verilen operatoriin farkl

n=0
spektrumlar1 oldugu farz edilmistir ve operator bu dizilerin yardimiyla belirtilmistir. Yani,
bu tip operatoriin varligir 6nceden belli oldugu kabul edilmistir. G. Borg, ayn1 calismada bu

tip diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi i¢in bir tek {4 } ., spektrumunun yeterli

n=0
olmadigini gostermistir. O yilizden de, V. A. Ambartsumyan’in sonucu istisna bir durum
olarak diisiiniilmektedir.

Bu ¢aligmadan sonra potansiyelin g(7 —x)=¢g(x) simetriklik kosulunu saglamasi

durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii tanimladigi N. Levinson [3], [4]
tarafindan ispatlanmistir. Ayrica N. Levinson negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi
durumda, sagilma fazmin, potansiyeli birebir olarak tanimladigini gostermistir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden biri de
ters problemin ¢dziimlerinde 6nemli bir ara¢ olan doniisiim operatorii kavrami olmustur.
Bu kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde J. Delsarte, J. Lions [5], [6]
ve B. M. Levitan [7] tarafindan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri ig¢in
donlisim operatoriiniin  yapisin1 ilk olarak A. V. Povzner [8] kendi ¢alismalarinda
gostermistir.

Daha sonra ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatorler i¢in ters problemler
teorisinde teklik problemiyle ilgili en 6nemli ¢alismalar A. N. Tichkonov (Tikhonov) [9]
ve V. A. Marchenko [10] tarafindan yapilmistir. Marchenko bu calismasinda teklik
problemlerinin ¢6zlimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan

yararlanmstir.



¢(x,A) fonksiyonu (1.1) diferansiyel denkleminin
9(0,2)=1, ¢'(0,2)=h (1.6)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii, ¢(x,A)=¢,(x) fonksiyonlar1 ise bu problemin

0zfonksiyonlar1 olsun. Bu durumda
a = j @ (x, 4, )dx (1.7)
0

sayilar1 verilen operatoriin normlastirici sayilari,

pA)=Y —

1
Jo<i Xy

fonksiyonu ise bu operatdriin spektral fonksiyonu olmak tlizere V. A. Marchenko yukarida
bahsedilen ¢aligmada G. Borg’un ispatladigi teoremi p(A) spektral fonksiyonu yardimai ile
vermistir. Ayrica, bu c¢alismada p(A)fonksiyonunun, Sturm-Liouville tipinde bir
diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir. V.
A. Marchenko’nun ¢alismalar1 ile hemen hemen ayni zamanda M. G. Krein [11], [12]

calismalarinda Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatoriic {4 },., ve {u,},.,

dizilerine gore belirtmek i¢in etkili yontem vermistir. Fakat bu ¢alismalarda verilen gerekli

ve yeterli kosul {4 } ., ve {u,},.,dizileri yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla kurulan

n>0
yardimce1 fonksiyon kullanilarak verilmistir.

1949 yilinda V. A. Marchenko’nun ¢aligmas1 yayinlanmadan 6nce A. N. Tikhonov
[9] tarafindan V. A. Marchenko’nun ispatladig1 teklik teoremine denk olan bir teorem
ispatlanmigtir. A. N. Tichkonov’un c¢aligmasinda ispatlanan teoremin ifadesi asagidaki
sekildedir.
Teorem 1.3. A <0 oldugunda

U'+p°(x)U=0, x>0, U(0)=0
probleminin ¢6zimii U(x,A)olsun. Burada p(x) pargali analitik fonksiyon ve

U'(0,2)

p(x)=p,>0 dir. R(A)= U020

olsun. Bu durumda A<0 oldugunda R(A)

fonksiyonuna gore p(x) fonksiyonu tek olarak belirtilir.
1951 yilinda 1. M. Gelfand ve B. M. Levitan [13], p(1) monoton fonksiyonunun

Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlari

verdiler. Ayrica bu calismada Sturm-Liouville operatoriiniin belirtilmesi i¢in etkili bir



yontem verilmistir.

Diger taraftan bu ¢aligmada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatoriiniin
{A,},50 Ve 1Q,},5,dizilerine gore bulunmas: i¢in yani, verilen dizilerin sirasiyla klasik
Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallestirici sayilar1 olmasi icin gerek ve

yeter kosul asagida verilen klasik asimptotik formiillerinin saglanmasidir:

a,
\/7 n+—°+ + unf“ -

n

R
Il
Nléi
N|o
+
'\’\E N\E

1 17 ’
burada q, :—{h+H+§JAq(t)dt} dir. Eger m ¢ift say1 ise ny <o ve Z(T—"] <00,
T 0 n

2
eger m tek sayi ise 2(7/—"] < o0 Ve er <o dur.
n

Fakat bu ¢alismalarda ters problemin iki spektruma gore tam ¢oziimii verilmemistir.
Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani, iki spektruma gore regiiler

Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi problemi B. M. Levitan ve M. G. Gasimov’un

[14] calismasinda verilmistir. Bu calismada, verilen problemin {c,},, normallestirici
sayilarmin iki spektruma bagl oldugunu goésteren en 6nemli formiil,
h A=A
an — h Hv k n 13
M, =4, k0 By — A, (1.8)

seklinde elde edilmistir. Burada [[' sembolii, sonsuz ¢arpimda k=n. ¢arpanm
bulunmadigin1 gosterir. (1.8) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢6ziimiini

vermektedir. Gergekten de, eger {4, },., ve {u,},.,dizileri verilmis ise (1.8) formiiliinden

yararlanarak {c,}, ., sayillarmin asimptotik ifadesi bulunur ve [14] calismasinin

n=0

sonuglarindan yararlanarak {4} ., ve {a,},.,dizilerine gore ters problemin ¢oziimii

n=0
verilir. Bu ise iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii i¢in gerekli ve yeterli kosullar
verecektir ve o kosullar asagidaki sekilde siralanabilir:

1. {A,},.0 ve {u,} ., dizileri ¢aprazlasir (siralidir), yani

Ay <o <A <y <Ay <pp <



2. A, ve u, ’ler

\/Z:n+a—°+a—;+0(i4]
n o n

n
! ! 1

VU, :n+&+a_;+0(_4]
n o n n

asimptotik formiillerine sahiptir.

3. a,zd,.

Sturm-Liouville operatoriinii inceleme siirecinde 6zellikle XX. asrin ikinci
yarisinda kullanilan yontemlerin sayist siirekli bir sekilde ¢ogalmistir. Buna kanit olarak
1967 yilinda bir grup Amerikan fizik¢ileri ve matematikgileri G. S. Gardner, J. M. Greene,
M. D. Kruskal, R. M. Miura [15] ve P. Lax [16] tarafindan bulunan bazi kismi tiirevli
nonlineer evalusyon denklemleri ile Sturm-Liouville operatorlerinin spektral teorisi
arasindaki bagintiy1 gosterebiliriz. Bu konu ve jeofizikte bircok uygulamalari olan singiiler
Sturm-Liouville operatorleri i¢in kuantum teorisinin ters sagilma problemleri halen yogun
bir sekilde fizikgiler ve matematikgiler tarafindan arastirilmaktadir. Kuantum sagilma
teorisinin ters problemleri ile ilgili tarih¢ce detayli bir sekilde L. D. Faddeev’in [17]
calismasinda verilmistir.

Simdi ise Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait bazi Onemli sonuclari
hatirlatalim. Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk ¢aligmalar dogal olarak
fizik¢iler F. Prats, J. Toll [18], H. E. Moses [19] ve digerleri tarafindan yapilmistir. Dirac

operatori i¢in (O,oo) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M. G. Gasimov
ve B. M. Levitan [20] tarafindan ¢Oziilmiistiir. Bu ¢alismada p(x)ve ¢(x)fonksiyonlar:

[O,oo) yar1 ekseninin her sonlu araliginda stirekli, reel fonksiyonlar ve

0 1 P q(x) ()
B: N = ) ’A{ =
(—1 0] o) (qm —p(x)l s (yz(x,m]

olmak tizere

Bd—y+Q(x)y:iy, 0<x<o (1.9)
dx

y1(0)=0, y,(7)+Hy(7)=0 (1.10)
(1(0)=0, y,(m)+Hy(7)=0, H #H) (1.11)



@ (x, 1)

], (1.9) denkleminin
@, (x,4)

sinir deger problemi ele alinmistir. Bu takdirde ¢(x, 1) :(

?(0,4)=0, ¢,(0,4)=-1

baslangi¢ sartlarmi saglayan ¢6ziimii, monoton artan p(1) (-0 < A <) fonksiyonu (1.9),

(1.10) probleminin spektral fonksiyonu ve her f(x)e L*(0,00) fonksiyonu i¢in
0= [ 17 (0005, 2)ds
0
olacak bi¢cimde
lim T {F(A)=F,(A\)}*dp(2)=0
olmak iizer;
[ /760 fds = [ 2y p(a) (1.12)
0 o

Parseval esitliginin saglandig1 gosterilmistir.
Ayrica, bu calismada asagidaki 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Teorem 1.4.
A
o(A)=pA)——
T

\

2 (l—coslxy . 5 -
—cos sin
Flay)= Z ( y_siniy

]dam)
ox0y | —sin ﬂ,% A A

olmak iizere y < x i¢in K(x, y) matris fonksiyonu
F(x,y)+K(x, )+ [ K(x,5)F (s, y)ds =0 (1.13)
0

integral denklemini saglar.

Teorem 1.5. p(1) fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

1. g(x)eL’(0,0) keyfi sonlu vektdr fonksiyonu ve

—Ccos Ax

< sin Ax
G(A)=[g" (x)s(x, A)dx, s(x,2) =[ J

olmak tizere



T G*(A)dp(A)=0

ise g(x)=0 drr.
2.

(1-cos Ax)
o(m:p(ﬂ)—%, o= VA
A

olacak bi¢cimde

0

S = [ elx,2)e (3, 2)do(2)

matris fonksiyonu ikinci merteben siirekli /"(x,y) = F(x, y) tiireve sahiptir.

Bu takdirde her sabit x>0 i¢in (1.13) integral denklemi her iki degiskene gore
stirekli olan tek K (x, y) ¢0zlimiine sahiptir.
Teorem 1.6. Q(x) siirekli matris fonksiyonu olmak {izere monoton artan
p(A) fonksiyonunun (1.9), (1.10) smir deger probleminin spektral fonksiyonu olmasi i¢in
asagidaki sartlarin saglanmasi gerek ve yeterdir:

1. Eger g(x)e L*(0,%) keyfi sonlu vektdr fonksiyon ve
GL)= Tgr(x) s(x,A)dx
0
olmak tizere
T G*(A)d p(2) =0

ise g(x)=0 dr.

2.

0

fe)= [ e 2)e (2 dip(2) -2

matris fonksiyonu Fj,(x,0)=F, (x,0)=0 olmak tizere ikinci mertebeden siirekli
f"(x,y)=F(x,y) tlreve sahiptir.
Iki spektruma gore regiiler Dirac operatdriiniin belirlenmesi problemi M. G.

Gasimov ve T. T. Dzhabiev [21] tarafindan yapilan ¢alismada verilmistir. Bu ¢alismada

asagidaki onemli teoremler ispatlanmistir:



Teorem 1.7. {4, }” ve {u,}” dizileri siras1ile (1.9), (1.10) ve (1.9), (1.11) problemlerinin

Ozdegerleri ise

H —H & A~
a = ' " (n=0,71,72,..) (1.14)
/’ln_ﬂ'nkH—OC ll’lk_ll'tn

dir. Burada, ' simgesi sonsuz ¢arpimda k& = n teriminin mevcut olmadigini gosterir.

Teorem 1.8. p(x)ve ¢(x) [0,7] araliginda tanimh reel fonksiyonlar ve k. mertebeden

tiirevleri L’(0,7) de olmak tizere {1 }” ve {u,}* dizilerinin sirasi ile (1.9), (1.10) ve

(1.9), (1.11) problemlerinin spektrumlari olmasi i¢in

1. {4,} ve {u,} sayilarinmn ¢aprazlagsmasi, yani

<A<, <A < <A < py <A< p < <A <p, <A<

n+1

serileri yakinsak olmak {izere

2. a#f, 0B, asnm ve Z‘OC ‘Ve ﬁn,kz

Nn=—00

a a

- o O
T n n n*
pon BB B B
! T on n* nk

asimptotik formiillerinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Dirac operatorii i¢in 6zvektdr fonksiyonlarmin tamligi, Cauchy probleminin
¢coziimii, self-adjointlik durumunda spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilarize izin
hesaplanmasi, periodik ve antiperiodik problemler, ag¢ilim teoremleri, O6zvektor
fonksiyonlarmin asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi ic¢in ters sacgilma
problemi, kismen cakigsmayan iki spektruma goOre ters problem sirasi ile [22-40]
calismalarinda incelenmistir.

Diger taraftan W,'(0,1) uzayinda singiiler reel degerli potansiyellere sahip Sturm-
Liouville operatdrler smnifi i¢in ters spektral problem R.O. Hryniv ve Ya.V. Mykytyuk [41]
tarafindan yapilan caligmada incelenmistir.

Bu caligmada ¢ eW,'(0,1) reel degerli dagilim fonksiyonu olmak iizere

H :=L,(0,1) Hilbert uzayinda

[:=——1+gq (1.15)

diferansiyel ifadesine karsilik gelen 77 Sturm-Liouville operatorii tanimlanmig ve A. M.



Savchuk ve A. A. Shkalikov [42] deki ¢aligmasmna gore, regularizasyon yontemi ile
Dirichlet smir kosularindan bahsedilmistir.

Dagilim anlaminda ¢’ = g olacak sekilde reel degerli o € H alinmis ve

D(T))= {u eW!(0,)|u' —oueW] (0,1),L_(u) e H,u(0)=u(l)= O} (1.16)
tanim kiimesinde
Tu=Tu=I_(u):=—(u'-ou) —ou’ (1.17)

ifadesi yazilmistir.

Burada, dagilim anlaminda bitin ueD(T))i¢in [ (u)=-u"+quifadesi
incelendiginde 6zellikle 7 operatori, regiiler potansiyeller i¢in ilkel o nin 6zel se¢cimine
baglh degildir ve (1.15)’e karsilik gelen standart Dirichlet Sturm-Liouville operatorii ile

cakisir. Ayrica T ilkel o € H ’ye diizgiin resolvent anlaminda siirekli olarak baghdir ve

bdylece T, herhangi bir o'=geW,"(0,1)igin (1.15) ‘e ait standart Dirichlet Sturm-

Liouville operatoriidiir. Ele alinan potansiyeller smifi Dirac 9 -tipli ve l-Coulomb tipli
X

potansiyelleri igerir ve matematiksel fizik ve kuantum mekaniginde genis olarak kullanilir
[43,44].
[42] den 1y1 bilinir ki, her reel degerli o € H i¢in yukarida tanimlanan 7 operatdri,

diskret basit (1), k € N spektrumlu self-adjoint operatdriidiir

ve A, A4 =mk+ p, (u, €l,0lan dizi) seklinde asimptotige sahiptir [42,45,46]. Regiiler

1
g potansiyelleri i¢in yukaridaki asimptotikler 1, = 0(;) olacak sekilde yazilir.

Bu c¢alismada, reel ikiserli farkli sayilardan olusan ve yukarida ifade edilen
asimptotiklere sahip hangi (4;) dizileri W, '(0,1) den olan singiiler potansiyelli Sturm-

Liouville operatorlerinin spektrumu dur? Sorusunun cevabi arastirilmistir. Bu soru, ele
alman potansiyeller icin ters spektral probleme gotiiriir. Yani; bu durum, karsilik gelen

spektral parametreye dayanan ¢ potansiyelinin kurulmasidir.
Regiiler durumda, yukarida bahsedilen problemin ¢oziimii igin sadece (A7)

spektrumunun yetersiz oldugu bilinmektedir. Ayni Dirichlet spektrumlu Sturm-Liouville

operatorlerinin lirettigi bir¢ok farkli g potansiyelleri (izospektral) vardir. J. Poschel ve E.

10



Trubowitz [47]; verilen (4]) spektrumlu (reel, basit ve A, = ﬂk+0(%) asimptotigine ait)

H Hilbert uzaymdaki biitiin potansiyellerinin kiimesinin, analitik olarak w, =n agirliklar:
ile [,(w,) agirlikli uzaya difeomorfik oldugunu gostermislerdir.

g potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek i¢in spektrumun yaninda bazi ek
bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0,1) araligmin yarist iizerindeki potansiyelin bilinmesi
veya farkli smir kosullar1 olan ayni diferansiyel ifade ile verilen Sturm-Liouville
operatoriiniin spektrumu veya biri biitiin aralik i¢in ve digerleri araligin esit iki yarisi i¢in
olan ti¢ spektrum olabilir.

Hryniv ve Mykytyuk c¢aligmasinda; I. M. Gelfand, B. M. Levitan ve V. A.
Marchenko’ya gére klasik yaklasim genellestirilmis ve W, '(0,1)den singiiler
potansiyellere sahip Sturm-Liouville operatorler sinifi i¢in ters spektral problem tam olarak
cozililmiistiir. Soyle ki, spektral veriler kiimesinin agik bir sekli verilmis ve bu kiimenin
keyfi bir elamanindan ¢’ nun yeniden nasil elde edildigi agiklanmistir [41].

Diger singiilerite tiplerine (6rnegin Sturm-Liouville operatorler smnifi i¢in
1

a siireksizlik noktasi, — ya benzer potansiyeller, vs.), [48]’de O. Hald, [49]" da L.
X

Andersson, [50]’de R. Carlson, [51]’de O. Hald ve J. R. McLaughlin, [52]’de V. A.
(I+1)

2
X

Yurko, [53]’de V. A. Yurko ve R. Kh. Amirov bakmislardir. ¢(x)=gq,(x)+

potansiyeline sahip (1.1) denklemi i¢in iki spektruma gore ters problem M. G. Gasimov
[54] tarafindan ¢oziilmiistiir. Daha sonraki yillarda Bessel tipi tekillige sahip potansiyller
icin ters problemler farkli yontemlerle H. Koyunbakan [55], Hidrojen atomu denklemleri
icin E. S. Panakhov ve R. Yilmazer [56], Dirac denklemler sistemi icin U. I¢ [57] ve tekile
sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorii icin kuantum sagilma teorisinin ters
problemleri E. Bas [58] ve tekile sahip Sturm-Liouville operatorii ig¢in ters problem
Mehmet Kayalar [59] tarafindan incelenmistir.

Bu tez calismasinda singiiler Dirac operatoriiniin spektral analizi (diiz ve ters

problemleri) incelenmistir. Ayrica Levitan’in ¢alismasindan faydalanilarak [60]; K (x,s)

matris fonksiyonunun genel dejenereligi gosterilmistir. Son béliimde A. Mizutani’nin [61]
calismasindan faydalanilarak o6zdegerler ve normlastirici sayilar icin belirli sartlar

saglamak iizere potansiyel farki ile ilgili teorem ispatlanmistir.

11



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boéliimde, sunulan tezde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik

kullanilan 6nemli kavramlar ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1.1. (Metrik Uzay): X bir ciimle olsun. Asagidaki oOzellikleri saglayan,

d: XxX — R doniisimiine X tizerinde bir metrik denir. Bu 6zellikler Vx, y,ze€ X i¢in
M1) d(x,y)=0
M2) d(x,y)=0x=y
M3) d(x,y)=d(y,x)
M4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
seklindedir. (X,d) ikilisine ise bir metrik uzay denir. Bir uzay tlizerinde birden fazla

metrik tanimlanabilir [62].

Ornek 2.1.1. K =R veya K=C veVneN igin [, ={x =(x,)eK” | (x,) smzrlz} uzay1
x=(x,),y=(y,) €l olmak lizere

d, (x,y)= sup{|xk —yk|:k € N}
metrigine gore bir metrik uzaydir.
Tamm 2.1.2. (Tam Uzay): Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakisak ise bu uzaya
tam uzay denir. /,, ¢, C [a,b], R" gibi uzaylar tam uzaylardir. Fakat Q uzay: tam degildir
[63].
Tamm 2.1.3. (Normlu Uzay): X bir lineer uzay olsun. ||[|: X = R fonksiyonunun x € X

noktasindaki degerini ||X|| ile gosterelim. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa,

) ikilisine ise bir normlu uzay denir. Bu

|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X,
sartlar Vx,ye X icin

N1) |20

N2) [x|=0<x=0

N3) e = [+ (& skater)

N4) [+ <+
seklindedir [63].
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Ornek 2.1.2. Lp [0, 1] uzayl, f(X) € Lp [0,1] olmak lzere

||f||=[ﬂf<x>r dx]p

ile tanimlanan norma gore bir normlu uzaydir.

Tamm 2.1.4. (Hilbert Uzay1): Herhangi x, y, z,... elamanlar climlesini H ile gosterelim.

1) H lineer kompleks (reel) uzaydir.

2) Hda bulunan her x,y eleman ¢iftine bu elemanlarin i¢ carpimi denilen ve
(x,y) ile gosterilen karmasik (reel) bir say1 karsilik gelir. Bu i¢ ¢carpim asagidaki
ozellikleri saglar.

a) (%) =(y.x)
b) (X +x, 1) =(x, 1) +(x,, )
c) VAeC(R) igin (Ax,y) = A(x,y)
d) (x,x)>0,{x,x)=0=x=0
3) g(x,y)= ||x - y” olacak sekilde norm anlaminda yakinsakliga gore H uzay1 tamdir.

4) Keyfi dogal n sayis1 icin H uzaymnda lineer bagimsiz n tane eleman mevcuttur.
Yani H sonsuz boyutludur.

(1), (2) ve (3) aksiyomlar1 saglantyorsa H uzayina {initer Hilbert uzay1 denir. (1), (2), (3) ve

(4) ozellikleri saglaniyor ise H uzayma soyut Hilbert uzay1 veya kisaca Hilbert uzay: denir.

Bagska bir ifade ile tam i¢ ¢arpim uzayma Hilbert uzay1 denir [64].

Tamm 2.1.5. a <t <b olmak iizere (L, [a,b]) uzayi,

b
2
(L, [a,b]) = {x(t) : “x(l‘)] dt < oo}
seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ carpim ise

(f2) = [ f(x)g(x)dx

seklinde tanimlanir (reel durumda g(x) = g(x) dir).

Tamm 2.1.6. (Operator): Tanim ve deger ciimlesi bir vektdr uzayr olan doniisiimlere

operator denir [65].
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Ornek 2.1.3 C[a,b] den kendi i¢ine olan ve

Ix(t) = jx(r) dr, te [a,b]

0

seklinde tanimlanan 7 doniisiimii bir operatordiir. Bu operatore integral operatdrii denir.

Tamm 2.1.7. (Lineer Operatér) : £ ve E iki reel lineer topolojik uzay olsun. Deger

bolgesi E, de bulunan ve E de tanimhi y= Ax operatoriini gdz Oniine alalim. 4
operatorii i¢in

1) x,x, € E_ olmak iizere A(x, +x,)=Ax, + Ax,

2) A bir skaler olmak lizere Vx € £ i¢in A(Ax) = AA(x)
sartlar1 saglaniyorsa A operatoriine lineer operator denir [65].

Ornek 2.14. K(t,5),0<¢t,s<1 siirekli bir fonksiyon, x(s)eC[O,l] olmak iizere

y(t)= jK(t, §)x(s)ds

esitligi ile tamml1 y = Ax operatorii bir lineer operatdrdiir.
Tanim 2.1.8. (Smirh Operator): X ve Y birer normlu uzay ve D(L) < X olmak iizere
L:D(L)— Y bir operator olsun.
2] < el
olacak sekilde bir ¢ >0 reel sayis1 varsa L operatoriine sinirlidir denir. Bu esitsizligi

saglayan en kiigiik ¢ sayisina ise L operatdriiniin normu denir [65].

Tamm 2.1.9. (Siirekli Operator): X ve Y normlu uzaylar L:X — Y bir operatér ve
X, €X olsun. Ve>0 ve ||x—x0||<5 oldugunda ||Lx—Lx0||<8 olacak sekilde 6 >0
sayis1 varsa L operatorii x, € X noktasinda siireklidir denir [65].

Tamm 2.1.10. (Adjoint Operator): H, ve H, iki Hilbert uzayr ve L:H — H, smirh

lineer operator olsun. Eger L": H, — H, operatdrii

(Lx,y)={(x,L'y)
sartmi sagliyorsa L’ operatoriine L 'nin adjointi denir. Eger L = L ise L ’ye self-adjoint
operator denir [65].
Tamm 2.1.11. (Déniisiim Operatorii): £ lineer topolojik uzay, 4 ve B de 4:E—>E,

B:E — FE seklinde tamiml iki lineer operator olsun. E, ile £, de E lineer uzaymin
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kapali alt uzaylar1 olmak lizere E uzaymin tamaminda tanimli, £, den E, ye doniisiim

yapan ve lineer tersi olan X operatorii,
i) X ve X' operatdrleri E uzaymnda siireklidir,
1) AX = XB operator denklemi saglanir
sartlarin1 saglyorsa, bu operatore A4 ve B operatorler ¢ifti i¢in doniisiim operatorii denir
[66].
Tamm 2.1.12. L—Al operatdriiniin smirli (L—AI)™" tersinin mevcut olmadigi A lar

climlesine L operatoriiniin spektrumu denir [67].

Tanmm 2.1.13. Herhangi A i¢in L—Al operatorii tersi mevcut olacak sekilde
R, =(L-AI)"" operatoriine

Lx—Ax=y veya (L-Al)x=y
denkleminin rezolvent operatorii denir.

Tanim 2.1.14. D(L) tanim bolgesi, L smirl lineer bir operator ve

0 1 p(x)  q(x) »,(x,4)
B = , = , ’,1 —
(—1 0] o) (q(x) —p(x)j YA (yz(x,m]

olmak iizere

Ly=By'+Q(x)y =21y
esitligini saglayan y(x,1)= 0 vektor fonksiyonu mevcut ise, A sayisina L operatOriiniin
0zdegeri, y(x,A) fonksiyonuna ise A sayisina karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu denir
[66].
Tanim 2.1.15. {ln} ler L operatoriiniin 6zdegerleri ve y(x,A,) ler bu 6zdegerlere karsilik

gelen 6zfonksiyonlar olmak {izere
b
a, = [{32 (e A,)+ 33 (r,A,) e
sayilarina L operatoriiniin normlastirict sayilari denir [66].
Tanmm 2.1.16. f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin bir z, noktasmnimn herhangi

bir 6 komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda

analitiktir denir.

Tanmm 2.1.17. f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik

ise f(z) ye tam fonksiyon denir. e, sinz, z* gibi fonksiyonlar tam fonksiyonlardir.
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Tamm 2.1.18. f(z), kompleks diizlemin bir W alt kiimesinde tanimli bir fonksiyon
olmak iizere, VzeW igin | f (z)|£M olacak sekilde bir M >0 sayis1 varsa f(z)’ye

W °de sinirli fonksiyon denir.
Tanmm 2.1.19. (Liouville Teoremi): Kompleks diizlemin tamaminda sinrrli olan tam
fonksiyon sabit fonksiyondur.
Tamm 2.1.20. f(z)kompleks degiskenli herhangi bir fonksiyon, z,ise f(z) ‘nin tamimli

oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(z,)=0 ise z,noktasma f(z) fonksiyonunun bir
sifir yeri veya kisaca sifir1 denir. Eger f(z,) =0, f'(z,)=0,... f""(z,) =0, f"(z,) %20
ise z,noktasit f(z) fonksiyonunun z -kath sifir1 diye adlandirilir.

Tanmmm 2.1.21. f(z), 2z, noktasmmin en az bir komsulugundaki her noktada
diferansiyellenebilir ama z,’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise z,’a f(z) ‘nin

ayrik singiiler (aykir1) noktasi denir.

Tamm 2.1.22. z, bir f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler noktasi olsun.
i) lim f(z) limiti mevcut ve sonlu ise z,noktasina f(z) ‘nin kaldimrilabilir aykir:

noktasi denir.

ii) lim f(z)=o00 ise z,noktasma f(z) ‘nin kutup noktas: denir (kutup yeri) denir.

iii) lim f(z) limiti mevcut degilse z,noktasma f(z) ‘nin esas aykir1 noktasi denir.

Tanim 2.1.23. (Rouche Teoremi): / ve g kompleks diizlemin bir B bolgesinde sonlu

sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri disinda analitik olan fonksiyonlar ve

v, B bolgesinde bulunan f ve g nin hicbir sifir ve kutup yerinden gegcmeyen basit kapali
bir egri olsun. Eger y iizerinde | f(z)— g(z)| £| f (z)| esitsizligi gercekleniyorsa,
Z,-P =Z,-P,esitligi  gegerlidir. Burada Z,veZ,, f(z) ve g(z)’nin y’nn
smirlandirdig bélge i¢indeki sifirlarmin sayising; P ve P, ise f(z) ve g(z) nin y 'nin
simirlandirdig1 bolge i¢indeki kutuplarmin sayisini gostermektedir. Eger f ve g, B
icindeki analitik fonksiyonlarsa Z, = Z, [68].

Tamim 2.1.24. f(z) bir tam fonksiyon ve

M ,(r) = max /()|

olmak tizere yeterince biiyiik 7 ’ler icin
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M (r) <exp(r*) @2.1.1)
esitsizligi saglayan u >0 sayisi varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir. Bu
esitsizligi saglayan u sayilarinin infimumuna f(z) ’nin mertebesi adi verilir ve p ile
gosterilir [68].

Tanim 2.1.25. f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak iizere yeterince biiyiikk r’ler
i¢in

M (r) < exp(ar”)
esitsizligini saglayan a >0 sayis1 varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir. (2.1.1) esitsizligini
saglayana sayilarmin infimumuna f(z) fonksiyonunun tipi adi verilir ve o ile gosterilir
[68].

Tanim 2.1.26. (Hadamard Teoremi): Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu
m = z
f@)=Cz H(I—Z—)
n=l1 n

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z) ‘nin orjindeki sifirmm kathhg, {z,}
ise f(z) ‘nin 0’dan farkl tiim sifirlarinin kiimesidir.

Teorem 2.1.1. (Cauchy integral Teoremi): f(z) tek irtibath G bolgesinde birebir
analitik fonksiyon, y ise G de kapsanan keyfi diizeltilebilir kapali egri olsun. f(z) ‘nin

y egrisi lizerinde integrali sifira esittir:

95 f(2)dz =0.

Teorem 2.1.2. (Rezidii Teoremi): D bdlgesinde ( f(z)’ nin sonlu sayida ayrik tekil

Z,,2,,25, "+, z, Noktalar1 hari¢) ve D ’nin I' sinirinda analitik f(z) fonksiyonu i¢in

1°
| S (2)dz = 2;11%1}5 sf(2)
esitligi saglanir. z noktas1 f(z)fonksiyonunun £ kath kutup noktas ise

Res f(z)=— 4

k—D1 MO

z,noktast f'(z) fonksiyonunun basit kutup noktasi oldugunda ise

Res /(2)=lim[/(2) (=~ )] dir
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Tanim 2.1.27. (Mittag-Leffler Ac¢ihmi): Bir f(z)fonksiyonunun sonlu diizlemdeki
aykiriliklar1 mutlak deger biiytikliigline gore siralanmus, basit a,,a,,... kutup yerleri ve bu
noktalardaki reziidileri sirasiyla b,,b,,... olsun. Eger C, hi¢bir kutup yerinden ge¢gmeyen,
izerinde | f (Z)| <M esitsizliginin gerceklendigi R, yaricapli ¢gember ise ve N — coiken

R,, = oo oluyorsa

z 1 1
f(z)zf(0)+;an_an +ﬂ

yazilir [68].
Tanim 2.1.28. (O veosembolleri): [69,70] xe€ X oldugunda, verilen xler igin

| f (x)|SC |g(x)| olacak gsekilde bir Csabiti varsa f(x)=0(g(x))seklinde yazilir.

lim fo; =0 ise f(x)=o0(g(x)) seklinde yazilir.

. 1 1
Ornek 2.1.5. % = 0(%) dir. Clinkii x — o iken (—3] /(=) — 0 olur.
X X x) x

X —X

Ornek 2.1.6. coshx=0(e") dir. Ciinkii coshx = ¢ te

oldugundan her iki taraf e"ile

boliniirse

coshx e e 1 1

+ =—4
e 2e" 2e° 2 2%
olur. Buradan da x > iken coshx:l+ 12 —>l olur. Yani sinirhidir. Bu
e 2 2e™* 2 e

nedenle cosh x =0O(e") olur.
Tamm 2.1.29. (Noktasal Yakinsaklik): (f,) dizisi A climlesi lizerinde f fonksiyonuna

noktasal yakinsaktir<> Ve >0 ve her bir xe 4 i¢cin 3n, vardr 6yle ki Vn>n, i¢in

L) —=f (x)| <& . Burada herbir x € 4 i¢in bir n,bulunacagindan n,sayisi hem & a hem

de x noktasina baghdir [71].
Tamm 2.1.30. (Diizgiin Yakinsakhk): (f,) dizisi 4 ciimlesi iizerinde f fonksiyonuna

diizgiin yakmsaktir<> Ve >0 i¢in 3n, vardir 6yle ki Vn>n, i¢in ve her xe 4 igin

L) —=f (x)| < ¢ . Burada sozii edilen n,sayis1 sadece ¢ sayisina bagli olup, x noktasina

bagli degildir. Buna gore diizgiin yakinsak her dizi noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersi
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her zaman dogru degildir. Eger A4 cilimlesi sonlu ise diizgiin yakmnsaklik ile noktasal
yakinsaklik birbirine denktir [71].
Tamm 2.1.31. [a,b], R ’nin kapali sl bir araligr ve (a,b,),---,(a,,b,) ’ler [a,b] de

acik araliklar olmak iizere Ve >0 icin
Zn: (b,—a)<o
i=1

iken
IUONIOEE

olacak sekilde bir 6>0 varsa f:[a,b]—> C fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak
stireklidir denir.

Tamm 2.1.32. (Parseval Esitligi): /' (x), g(x) € L,(a,b) olmak lizere

0

[ 700 gwydu = Zpi[ | f(u)cb(u,z,,)du][ | g(u>¢<u,ﬂ«,,)du}

n=0
dir.
Tamm 2.1.33. Eger

K(9)= 2 /,()g,(x), s<x

ise K(x,s) ¢ekirdegi genel dejeneredir denir.

Tamm 2.1.34. {1} ve {An}: spektrumlari gakigsin. {ln}: ve {i}: spektrumlari ise

n

sonlu n=0,1,---, N i¢in in # in ve n> N i¢in in = in olsun. Bu takdirde ters problemin
K(x,8)+ F(x,5)+ [ K(x,0) F(t,5)ds =0, (0< x < r)
0

temel integral denklemi genel dejeneredir [60].

Tanim 2.1.35. (a,b) araliginda tanimli, (k£ —1). mertebeden tiirevleri mutlak siirekli olan
ve £, f", f" -, f¥ e L,(a,b) kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayma Sobolev uzayi

denir ve W} (a,b) ile gosterilir [72].
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Tanmim 2.1.36. (Dirac-Delta Fonksiyonu):

0, 0<t<t,—a
1
O0,(t=t)=9—, ty—a<t<t,+a,
2a
0, t>t,+a

olmak tizere

8(t—1,)=lims, (t—1,)

fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir. Bu fonksiyon

o, t=t,

Do(t—t)) =
)0(t=4y) {0, t#1,
2) [8(t—t,)dt =1
0
3) Herhangi siirekli bir G(¢) fonksiyonu i¢in

T5(r —a)G(t)dt = G(a)

ozellikleri ile karakterize edilir [73].

20



3. DIRAC OPERATORU

3.1. Bir Boyutlu Dirac Sistemi

Py (x),(i,k=1,2),[0,7] araliginda taniml ve stirekli reel fonksiyonlar olacak sekilde

I (pl (X)) ppp(x)

> P2\X)= Py 3.1.1
Py (%) pzz(x)] P(X) =P ) ( )

bir matris operatorii olsun. y(x)iki bilesenli bir vektor fonksiyonu

B v, (x) (01 (10
(i) r o) 1o
olmak iizere
(Bi+L(x)—ﬂ,ij:0 (3.1.2)
dx

denklemi, iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemden olusan

dy,

==+ p()y + p,(X)y, =4y,
ZX (3.1.3)
_%"‘pz](x)yl +pp(X)y, =4y,

denklem sistemine denktir.
Bu durumda V(x)-potansiyel fonksiyon, m—parcacigin kiitlesi olacak bicimde
Pn(X)=p,(x)=0 ve p, (x)=V(x)+m, p,(x)=V(x)—m olurken relativistik kuantum

teorisinde (3.1.2) sistemi 1-boyutlu stasyoner Dirac sistemi olarak bilinmektedir.

2-boyutlu uzaym her diizgiin ortogonal doniisiimii

—sin
R
seklinde bir matris ile tanimlanir [66]. Ayrica,
BH = HB
oldugu kolayca gosterilebilir.

y = Hz olacak sekilde (3.1.2) denkleminin her iki tarafi soldan H ' ile ¢arpilirsa,
H'B i(Hz) +H 'LHz=AH 'Hz
dx
veya

B%+(H“BiH+H“Lsz =Az (3.1.4)
dx dx
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elde edilir.

0= H-‘BdiH +H'LH
X

olacak sekilde, O matrisi hesaplansm. Bu takdirde

H () = cos@(x) sin@(x)
()= —singp(x) cos(x)

\

d (9 (X)sing(x) —¢'(x)cosp(x)
dx @'(x)cosp(x) —@'(x)sin@(x)
olmak tizere
Hp d I cos@(x) sin@(x) 0 1) —-@'(x)sinp(x) —¢'(x)cose(x)
dx | =sin o(x) cosp(x) )\ -1 0) @'(x)cosp(x) —@'(x)sin@(x)
_[—sing(x)  cosp(x) | —@'(x)sinp(x) —@'(x)cosp(x)
—cosp(x) —sing(x) )\ @'(x)cosp(x) —¢'(x)sing(x)
(90 0 ]
0 ¢'(x)

cos@(x) sing(x) \( p,,(x) p,(x) | cosp(x) —sing(x)
—sing(x)  cos@(x) )\ P, (¥) P, (x) J(sing(x)  coso(x)

H'LH =

. . 1 .
Py COS” @+ Py S 20+ pySin” @ piy 0820+~ (py — py,)sin 29

1 ) ) .
P, €OS 2@ +§(p22 - p”)sm 2@ P sz @ — p;,sm 2(0 + P COSZ o
elde edilir. Son iki esitlikten,
0- [%1 9 ]
95 9

, . . | .
@'(x)+ p, cos’ @+ p,sin 20+ p,,sin® @ p,, cos2p + (pn = pyy)sin2e

1 . , . .
Py, COS 2@"‘5(1’22 —p”)sm 2@ ® (x)+p11 sz @ — p;,sSm 2(P+p22 COSZ 4

bulunur. ¢(x) fonksiyonu g,,(x) = 0 olmak tizere se¢ilsin. Bu takdirde

P65 200+ [ps ()~ py ()} 5 20() =0

seklindedir. Buradan,
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2p,(x)

o(x)= 1 arctan
2 p]](x)_pzz(x)

elde edilir. Q(x) matrisinin goriintiisii

(an(x) 0 ) (p(x) 0
Q(’“)‘( 0 qzz(xJ{ 0 r(x)j

seklinde olur. Buna gore (3.1.4) denklemi,

( 0 1]%+(p(x) 0 ]z:iz (3.1.5)
-1 0)dx 0 rx)

seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.

Simdi izQ(x) = q,,(x) + q,,(x) =0 olmak lizere bir ¢(x) fonksiyonu secilsin,

dolaysiyla 2¢'(x)+ p,,(x)+ p,,(x) =0

halini alir. Buradan
1 X
P00 === [1p () + P (2)idz
0

elde edilir. Buna gore (3.1.4) denklemi
01 x X

{_1 0]%%5((@) _ngnz:iz (3.1.6)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin II. kanonik formu denir. (3.1.5) ve
(3.1.6) denklemlerine (3.1.2) sisteminin kanonik formlar1 da denir. (3.1.2) denklem
sistemlerinin spektral teorisinin c¢esitli sorunlarini incelerken bu veya diger kanonik
formlardan faydalanmak bize kolaylik saglar. Ornegin, 6zdegerlerin ve ozvektor
fonksiyonlarmin asimptotik davranisi arastirilirken ve keyfi vektor fonksiyonunun (0 ve
7 noktalarinda homojen siir sartlar1 saglandiginda) (3.1.2) denklem sisteminin 6zvektor
fonksiyonlarma gore acilimi incelenirken, (3.1.5) kanonik denkleminden faydalanmak
kolaylik saglar. Sonsuz aralikta verilmis (3.1.2) denklem sisteminin 6zdegerlerinin
asimptotik davranis1 ve ters problem incelenirken de (3.1.6) kanonik denkleminden
faydalanmak kolaylik saglar.

(3.1.5) kanonik denklem sistemi i¢in p(x)ve r(x), [0, ] araliginda reel degerli ve

stirekli fonksiyonlar olmak iizere
y, +{p(x)= A1y, =0, y —{r(x)-2A}y, =0 (3.1.7)

y,(0)cosa +y,(0)sina =0 (3.1.8)
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y,y(m)cos B+ y()sin =0 (3.1.9)

siir problemi goz oniine almsm. Herhangi bir A, degeri i¢in bu problemin sifirdan farklh

n(x,4)
Y, (x,4)

y(x,4,) e de 6zvektor fonksiyon denir.

¢cozimil y(x,&):( ] olsun. Bu durumda A 'e 6zdeger, buna karsilik gelen

Lemma 3.1.1. A #A, olmak lizere A, ve A, 0zdegerlerine karsilik gelen y(x,4,)ve

z(x, A,) 0zvektor fonksiyonlar: ortogonaldir, yani,

[0 22,06 2) + 25 (%, 2) 2, (x, 2,) bl = 0
0
dir.
Ispat: y(x,A)ve z(x,A,) 6zvektor fonksiyonlar1 (3.1.7) sisteminin ¢dziimleri oldugundan,

P2 (6, 2) +{p(x) = A}y, (x, 4) =0
(6 A4) = {r(x) =4}y, (x,4) =0
(6, A) +{p(x)—A,}z,(x,4,) =0
Z; (x,A,)—{r(x)-4,}z,(x,4,)=0

dir. Bu denklemler siras1 ile z,(x,4,), —z,(x,4,), =y, (x,4,) ve y,(x,4,)1le carpilip ve

daha sonra sonuglar toplanirsa,

G0 2050 ) = 3 (6 )2 (6 ) = (= 1) 4 (625 (5, 2) + 35 (6,225 (6 2)
elde edilir. Bu son esitlik x - e gore O dan 7 ye integrallenirse
(- @I 010542 (5, 2,) 3,06 4) 7,06 Al = (04 (5, 2)25 (5, 2) = 1 (6 )7 (6 A
bulunur. Buradan
A, - Az)z (e, A)z (e, 4) + v, (x,4)z,(x, A4,) }dx =0
veya
A4 - Az)fyr(x, A)z(x,A,)dx =0

olur. A, # 4, oldugundan, y(x,4,) ve z(x,A4,) 6zvektor fonksiyonlar1 ortogonal olurlar. Bu

da ispat1 tamamlar.
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Lemma 3.1.2. (3.1.7)-(3.1.9) smir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Aksini varsayalim yani, A =u+iv kompleks 6zdeger olsun. p(x)ve r(x)reel

fonksiyonlar ve «, 3 sayilar1 reel oldugu ig¢in Dirac operatoriiniin genel denkleminde
eslenigi almirsa, A4, =M =u—iv sayis1 da bir Ozdegerdir. A,ye karsilik gelen

;(x, A,) 6zvektor fonksiyonudur. Bu takdirde Lemma 3.1.1 den dolay1

(A=) 0,6, )3 (6, 2) + 3, (5, 4,) 3, (x, 4,y de = 0
veE

A-Df (9.2 + s af e =0

olur. A#A oldugundan, y,(x,4,) ve y,(x,4) sifir olur ki, bu da o0zvektor

fonksiyonlarmin sifir olmamasi gergegi ile ¢elisir. O halde 6zdegerler kompleks olamaz.

Bu da ispat1 tamamlar.

3.2. Ozdegerler icin asimptotik formiiller
By'+Q0(x)y=Ay,0<x<r (3.2.1)
denklemi g6z Oniine alinsin. Burada
0 1 p(x)  q(x)
o= 5 o) oo
-1 0 q(x) —p(x)

p(x) ve g(x) reel degerli [0,7] de toplanabilir (integrallenebilir) fonksiyonlardir. (3.2.1)

diferansiyel denklemi
»,(0)cosa +y,(0)sina =0 (3.2.2)
»i(7)=0 (3.2.3)

smir kosullariyla ele alinsin. (3.2.1)-(3.2.3) smir deger probleminin 6zdegerleri {),n}
normallestirici sayilar {an} ile gosterilsin.

Teorem 3.2.1. p(x) ve q(x) k. mertebeden tiirevleri L,(0,7) de olacak sekilde verilsin.
{4,} ve {a,} sayilar1igin

a o a ., «
Ay=n——+4—tp g gLy ok
T n o n n n

(3.2.4)
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C C c
an:ﬂ+_]+..+%+ n}(k (325)
T n n

. . NP ~ 2 ~ 2 I
asimptotik formiilleri s6z konusudur. Burada a,,| <o ve ¢, .| <o serileri
n,k n,k
k=—x

yakinsaktir. Bu teoremi k=1 ve p(x), g(x)eL,(0,7) durumunda ispatlayalim. Genel
durum benzer sekilde gosterilebilir.

(3.2.1) denkleminin

¢, (0,1)=sina, ¢,(0,4)=-cosa (3.2.6)

oA
) ile gosterilsin.

@y (x, A
Bu takdirde (3.2.1)-(3.2.3) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin

0,(,2)=0 (3.2.7)

baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii ¢(x,4) :(

denkleminin kokleri ile ¢akistig1 asikardir.

Bilindigi gibi [21]
K(x,x)B—BK(x,x)=0
K, (x,0)cosa + K,,(x,0)sina =0 (3.2.8)
K, (x,0)cosa + K,,(x,0)sina =0

kosullarini saglayan bir K (x,¢) matrisi vardir.
Ayrica [0,7:] araliginda bulunan her sabit x i¢in K(x,7) nin birinci tirevleri L,(0,x) e

aittir ve
o(x, 1) =@, (x,A)+ IK(x,t) ©,(t,A)dt =0 (3.2.9)
0

sin(Ax+a)

donisim  operatoric  vardr.  Burada < ¢@,(x,1)= ( ] fonksiyonu

—cos(Ax+a)

K K
Q(x) = 0 durumuna Karsilik gelen ¢oziim fonksiyonudur ve K(x,7)= [ n(x%0 lz(x’t)j

K, (x,t) K,(x,t)

seklindedir. (3.2.9) integral denklemi diizenlenip (3.2.3) kosulunda yerine yazilirsa
¢, (m,A) =sin(Ar + o) + I{K” (m,0)sin(At + ) — K, (m,t)cos(At+a)}dt =0 (3.2.10)
0

elde edilir. (3.2.10) esitliginde kismi integrasyon uygulanirsa ve (3.2.8) deki ikinci

kosuldan faydalanilirsa;
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sin(Ax + ) —%K”(ﬂ,ﬂ)cos(/lﬂ +Q) —%Ku(ﬂ',ﬂ') sin(Ar +a)

+l]~{8K”(x,t)
A ot

(3.2.11)
cos(At+a)+

oK, (x,t)
0

0 X=7 X=r

sin(Af + a)}dt =0

elde edilir.
2, (n=0,£1,#2,---)(3.2.11) denkleminin kokleri olsun. Bu takdirde n—>ooiken

A, = codur. Bu sebeple biiyiik 7 ler i¢in birinci yaklasimda

sin(A, 7 +a)+ O(%j =0

n

ifadesi bulunur. Buradan

AT+ :nﬂ+0(lj

n
1
@:n—3+oﬂJ
T n
yazilabilir. n —ooiken &, — 0olmak iizere
2o=n-ZLie (3.2.12)
T

esitligi verilsin. Bu takdirde (3.2.11) den

sinKn—ghen]ﬂ+a}—i{K11(ﬂ,ﬂ)cos(n—g+ Snj7T+OC:|

pia A, pis

+K,, (7, m)sin Kn—g+ En]ﬂ' +a}}+L{]’M cosﬁn—g+gnjt+a} (3.2.13)
/1 A ot T

n |0

sinKn—g+ gﬂ]t+a}}dt =0
X=1 T
elde edilir.

3 f oK, (x,1)
b= ]| g

0K,y (x,1)
T

0

t

cosKn—g+8n]t+(1}+J‘M
i T ot

0

sinKn—g+8n]t+a}}dt
X=7 T

(3.2.14)
olsun.

6K”(x,t)| ve 6K,2(x,t)|
or | ot

X=r X=7

fonksiyonlari L,(0,7) ye ait oldugu igin )_b,” yakmsaktir.

Bu takdirde (3.2.13) den
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(-1)'e,m— (_;)n {K” (,7)cos(&,m) +K]2(7r,7r)sin(gnﬂ)} +i—" =0

elde edilir. Buradan

€, =ﬂ+b—"+0(i2) (3.2.15)
n n n

olur. Burada

o - K (m,m)

1
T

dir. K, (7,7) fonksiyonunu p(x), g¢(x) 1ile ifade ederek hesaplayalim. (3.2.15)
formiiliinden A i¢in aranan formiil bulunur.

(3.2.15) ten faydalanarak benzer islemler yapilirsa

¢ C >
o, =mr+—L+"% ve Y ¢, <o (3.2.16)
n n -

seklinde normlastirict  sayilar i¢cin  asimptotik formiil elde edilir. Burada

G :i;’:’{Klz(xax)_Kzl(x’x)}dx
153 1 _ p(0)+sin” a(l-ctga)[¢(0) + p(0)ctga]
—5{1 [Epm 5(q(x>+p(x>crgx>}dx s g }
dir.

3.3. Kanonik Dirac Operatorii icin Matris Déniisiim Operatorii
A4 ve A, ikilineer diferansiyel operator, £, ve E, ise iki lineer fonksiyonel uzay olsun.
Tamm 3.3.1. X :E, — E, lineer siirekli operator olmak tizere
1. AX = XA, (3.3.1)
2. X' mevcut ve siirekli
sartlarmin saglanmasi halinde X° e 4, ve A, operatorler ¢ifti i¢in doniislim operatorii

denir.

Lemma 3.3.1. A 6zdegerine karsilik gelen 4, operatoriiniin 6zfonksiyonu ¢, € E,, yani

40, =29,
olmak tizere aym1 A Ozdegerine karsihik gelen w,=X¢,, A4 operatoriniin

ozfonksiyonudur. Dolayisiyla,
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Ay, =y,
seklindedir.
Ispat. 4.X = X4, oldugundan
Ay, =A4Xp, =XA,0, =XAp, =AXp, =Ly,
olur. Bu da ispat1 tamamlar.
Lemma 3.3.2. Lineer topolojik £ uzaymnda A4, A4, ve A, lineer operatorleri ve E,E,, E,
kapal alt uzaylar1 verilmis olsun. 4, ve 4, operatdr ¢iftiigcin X, , doniisim operatorii
X, 4 B> E,
seklinde, 4, ve 4, operatorler ¢iftiicin X, , dOniistim operatori ise
X4 E, > E,
seklinde tanimlansin. Bu durumda, 4, ve 4; operatdr ¢ifti i¢in X', ,  doniisiim operatdri,
X, 4, E>E
seklinde olmak tizere
Xy =Xy X4

formiili ile ifade edilir.

Ispat. Doniisiim operatdriiniin tanimindan dolay:

AIXAI,AZ :XAI,AZAQ
AZXAZ,A3 = XAZ,A3 4,

seklinde olup, ikinci denklemden 4,=X, , 4 X ;z], , clde edilir. Bu esitlik birinci
denklemde yerine yazilirsa

4X, ., = XAI,AZXAZ,A3A3XATZI,A3
veya

AX, X, =X, X, A

Al ’AZ AI ’AZ AZ ’AB
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
p,(x) ve r(x), (i=1,2), her sonlu aralikta (0 <x <b <o0) integrallenebilir

reel fonksiyonlar olacak sekilde
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p](x) o
4 = dx :(0 lji{p‘(’“) 0 ]:Bi+Ql(x) (3.3.2)
d -1 0)dx 0 r(x) dx
-— h
dx
P
4= dx :(0 lji{pzm 0 ]:Bi+Q2(x) (3.3.3)
d -1 0)dx 0 rz(x) dx
_Z rz(x)

operatOrlerini géz oniine alalim. Keyfi sonlu reel 4, sayis1 i¢in
£,(0)=h f,(0)=0 (3.3.4)

sinir sartint saglayan, [O,b) araliginda taniml siirekli, diferansiyellenebilen

/i (x)]
S>(x)

vektor fonksiyonlarinin ciimlesi £, olsun. Keyfi sonlu reel 4, sayisi igin

8,(0)-h,g,(0)=0 (3.3.5)

f(X)=(

siir sartint saglayan [O,b) araliginda taniml siirekli, diferansiyellenebilen
g (x

g(x) =( { )]

& (x)

vektor fonksiyonlarmin ciimlesi £, olsun. X operator matrisi f(x) € E, i¢in
X{f(x)} :R(x)f(x)+IK(x,s)f(s)ds (3.3.6)
0

seklinde ifade edilir. Burada R(x) ve K(x,s) iki boyutlu veya 2x2 boyutlu kare
matrislerdir.
(3.3.2) ve (3.3.6) den,

AX{f(x)} =BR'(x) f(x) + BR(x) f'(x) + O, (x)R(x) f (x) + BK (x, ) f ()

+I {BK. (x,5)+ Q (K (x,5)} f(s)ds (3.3.7)

0

dir. Diger taraftan (3.3.3) ve (3.3.6) dan dolay1
XA, f(0)} = R(x)Bf'(x)+ R(x)Q,(x) f (x) + f K(x,5){Bf'(s)+0,(s) f (s)} ds

dir. Son integralde kismi integrasyon uygulanirsa
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XA, f(x)} = R()Bf'(x)+ R(x)0,(x) [ (x) + K (x, x) Bf (x) - K (x,0) Bf (0)

X

+I {K (x,5)0,(s) — K!(x,8)B} f(s)ds (3.3.8)

0
elde edilir. f(x), E, uzaymda keyfi vektor fonksiyonu oldugu i¢in (3.3.1) esitliginden
dolay1 f(x) ve f'(x) in katsayilar1 ve (3.3.7), (3.3.8) in integral altindaki ifadelerinin esit
olmasi gerekir. Bu sebeple f”(x) lerin katsayilari i¢in

BR(x)=R(x)B (3.3.9)
elde edilir. Eger

a(x) B (x)]
7(x) o(x)

seklinde alinirsa (3.3.9) esitliginden

Y el ] KN
oldugundan
§(x)=a(x), y(x)=-px)

bulunur, yani R(x) matrisinin gorintiisii

R(x):(_o;}(x)z g (x)] (3.3.10)

|

olur.

Simdi o (x) ve B(x) fonksiyonlar: hesaplansmn. Bunun igin (3.3.7) ve (3.3.8) de, f(x) in

katsayilar1 esitlenirse R(x) matrisinin tanimlanmasi i¢in asagidaki denklem elde edilir:
BR'(x)+ Q,(x)R(x) - R(x)Q,(x) = K(x,x)B - BK(x,x) (3.3.11)

K, (x’s) Klz(x’s)]

Kos)= (Kﬂ (x,5) Ky(x,s)

olmak tizere Q,(x),0,(x),R(x) ve B matrislerinin goriintiilerinden faydalanarak (3.3.11)

denklemi

(_ﬂ,g; (()2)][ ((x))(;((z)) Zl((;))f((j))]_[pz(X)a(X) FQ(X)ﬂ(X)]

( ix s) Kn(x,s)]_(Kﬂ(x,s) Kzz(x,s)]

s) K, (x,s) _Kll(x’s) -K,, (X’S)
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veya
=B'(x)+[ 2y (x)=ps (x) Jer(x) ' (x)+ [y (x) =12 (x) | B ()
=o' (x)+[ () =1 (x) | B(x) =B (x)+[1 (%)= (x) ] (x)
:(‘[Ku(x’x)”(zl (x.x)] Kn(x,X)—Kzz(x,x)] (3.3.12)
K, (x,x)-K,(xx) K,(x,x)+K, (x,x)
seklinde yazilabilir. Burada sagdaki matrisin esas kdsegen elemanlarinin sadece isaretleri
farklidir, diger kosegen iizerinde bulunan elemanlar ise esittir. Simdi matrislerin

esitliklerinden dolayi, bu 6zellik sol taraftaki matris i¢in de saglanmalidir. Bu sebeple

(3.3.12) denklemlerinden
o (x)+[ 1y () =1, (x) ] B(x) = =’ (x) +[ 12 (x) =7 (x) ] B (x)
B (x)=[ 21(x)= 2 (%) Jer (x) = =B (x) + [ 13 (x) =13 (x) Jer (x)
bulunur, yani

20/ (x)+q(x)B(x)=0

2" (x)+q(x)a(x)=0
olur. Burada

q(x) = p;(x) = p,(x) + 1,(x) =1, (x) (3.3.14)

seklindedir. (3.3.13) sistemi de, bulunan birinci esitligi a(x) ile ikinci esitligi de S(x) ile

(3.3.13)

carpip, birinciden ikinci ¢ikarilirsa
200(x)a'(x)+2B(x)B'(x) =0
yani
(a*(x)+8(x)) =0

elde edilir. Buradan

o (x)+ 4 (x)=a’(0)+ 57 (0) (3.3.15)
bulunur.
£(0)=1, £,(0)=h, (3.3.16)
sartlar1 saglanmak tlizere f(x) :(jj Ex))] vektor fonksiyonu stirekli, diferansiyellenebilir
S (x

olsun. Bu takdirde f(x) in (3.3.4) smir kosulunu sagladig1 agiktir ve bu sebeple f'(x) € E,
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X
dir. Yine kabul edilsin ki, g(x):(gl( )] vektor fonksiyonu, E, uzaymin eleman,

g (x)
dolayisiyla (3.3.5) smir sart1 saglanacak sekilde
X{f(x)} =g(x) (3.3.17)

olsun. Bu takdirde x=0 i¢in (3.3.17) esitliginden ve X matris operatdriiniin tanimindan

dolayi, yani (3.3.6) ve (3.3.10) bagintilarina gore
X{f(0)} =g(0)=R(0) £(0)
veya

£(0)=a(0)£,(0)+5(0) £,(0)
2:(0)==p(0) £,(0)+a(0)£(0)

elde edilir. Bu denklemlerden (3.3.5) sinir sartin1 ve (3.3.16) sartlarin1 g6z ontine almak

tizere son esitliklerin birincisini 4, sayisi ile ¢arpip, daha sonra ikinciden ¢ikarildiginda,

B(0)=""" 4 (0)

1+ hh,
elde edilir.
a(O)zl (3.3.18)
alinirsa,
h —h
0)=—"—2 3.3.19
ﬁ() 1+ hh, ( )
olur. Buna gore,
1+h})(1+h
a2(0)+ﬁ2(0):( i) +22):X2 (3.3.20)
(1+hh,)

olur. Simdi (3.3.15), (3.3.18)-(3.3.20) esitliklerinden faydalanarak (3.3.13) sistemini
cozelim. Eger,

a(x)=ysink(x) ve B(x)= ycosk(x) (3.3.20")
olarak alinirsa,

a'(x)=k'(x) g cosk(x) ve B'(x)=—-k'(x)ysink(x)
bulunur. Bu degerler (3.3.13) de yerine yazilip elde edilen denklemlerden birincisi

cosk(x) ile ikincisi de sink(x) ile ¢arpilip, elde edilen denklemler toplanirsa
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k(x)= —lf q(z)dz + arcsinl
25 X

esitligi elde edilir. Bu degerler (3.3.20°) de yerine yazilirsa, g(x) fonksiyonu (3.3.14)
formiili, y sayis1 ise (3.3.20) formiilii ile tamimlanacak sekilde a(x) ve pS(x)

fonksiyonlar1 i¢in

a(x)=xsin {—%jq(z)dz#arcsini} (3.3.21)

0

h 1
ﬁ(x) = ycos {—%J.q(z)dz+arcsin—} (3.3.22)
X
0
ifadeleri bulunur. Simdi (3.3.7) ve (3.3.8) de verilen integral altindaki ifadeler esitlenirse,
K(x,s) matris ¢ekirdegi icin,
K!(x,s)B+BK.(x,5)=K(x,5)0,(s)-0 (x)K(x,s) (3.3.23)

matris denklemi veya

oK, 0K, K, 0K,
os F(O 1}{0 1] ox  ox
oK, 0K, |l-1 0) \-1 0} oK, oK,
os  os ox or

s i) (S

_(pl(x) 0 ](Kll(x,s) Klz(x,s)]

0 ’T(x) K, (x,5) K, (x,s)

0K, N oK, oK, N oK,,
o ox  os ox |_ ((pz(S)—p] (K, (x5) (1 (s)=p (x))Ku(x,w]
_ oK,, _ oK, 0K, _ oK, (P, ()= (X)NK,, (x,8) (1) =R (X))K,, (x,5)
os ox os ox

oK oK K
——6;2 +§21:(p2(s)_p] (x)) ]](X,S)
oK, oK K
—aS” +§22:(}f2 (s)—p] (x)) 12(x’S)

_%_%:(pz(s)_r](x))&] (x.5) (3.323)

Os ox
= (1 (5) =7 (%) K (x.5)

oK, 0K,
denklem sistemi elde edilir. Sonug olarak (3.3.8) ifadesinde f(0)1 igeren terim (3.3.7) de

Os ox
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benzer terim olmadigi i¢in) sifira esit olur. Boylece,
K(x,O)Bf(O) =0

yani,

bu ise

K,,(x,0)f,(0) = K,,(x,0) £,(0)
K,,(x,0)£,(0) = K,,(x,0)f,(0)

denklemler sistemine esdegerdir. (3.3.4) sinir kosulundan dolay1
K, (x,O) =nK, (x,O) , K,,(x,0)=hK, (x,0) (3.3.24)
elde edilir. @(x) ve y(x) keyfi diferansiyellenebilir siirekli fonksiyonlar olacak bigimde,
K, (x,0)=0p(x), K, (x,0)=w(x) (3.3.25)
ele alinirsa (3.3.24) ve (3.3.25) sartlari, K (x,s)matris gekirdegi igin
K(x,5)|,_,= (q’(x) h‘q’(x)] (3.3.26)
v (x) hy(x)
sartin1 tanimlar. Burada (3.3.26) sart1 (3.3.23) denklemi ile birlikte bir Cauchy problemini

tanimlar ve bu problem ¢oziilebilirdir [23].

Benzer sekilde Dirac operatdriiniin II. Kanonik formu i¢in

P SO 0 g () el L
s ——+q,(x)  -p(x) _(_1 OJZJ{‘]](X) _p](x)]_BE-i_Ql(x)

Py (x) 4 g )

Y ) dx 2 _(0 1] d _{pz(x) qz(x)
d

_Z‘H]z (x) —P> (x)

olmak iizere (3.3.11) denklemi

)]:B%+Q2(x)
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:(—K]Z(x,s) K”(x,s)]_(l(zl(x,s) Kzz(x,s

-K,,(x,5) K, (x,5)
veya

[‘ﬂ'(x)+[Pn(x)‘Pz(x)]“ )[4 (x)+a:(x)]B(x) o'(x)+[a (x)=a. (x) Ja(x)+[p (x)+ p. (x) | B
—a'(x)+[4,(x) =4 (x)Jer (x)+ [ 21 () + 22 ()] B(x) =B (x)+[ P2 (%)= 1 (x) Jer () + [0 () + @2 (%) ] B ()
_[—[K,Z(x,x)+K2,(x,x)] K, (x,x)— Kzz(x,x)J
- K,,(x,x)—Kzz(x,x) K,z(x,x)+K2,(x,x)

seklinde yazilir. Burada sagdaki matrisin esas kdsegen elemanlarinin sadece isaretleri
farklidir, diger kosegen iizerinde bulunan elemanlar ise esittir. Simdi matrislerin

esitliklerinden dolayi, bu 6zellik sol taraftaki matris i¢in de saglanmalidir. Bu sebeple
%)+ 41 (¥)=a: (x) o (x) + [ 2y (%) + P2 () ] B ()
x)+[4,(x) -4, (x) ]0‘ + o (%) + 2o (x)] B(x)

_[p] - ]a [ql +6]z ]ﬁ(x)
_—ﬁ [p2 (x ]06 [ql +Q2 )]ﬁ(x)

bulunur, yani

2a'(x)=0, 2B'(x)=0
dir. Burada ¢, ve c, birer sabit olmak tlizere

a(x)=¢, B(x)=c,

bulunur. Ayrica (3.3.23) denklemi

oK, oK, K, K,
os F(O 1]+(0 1] ox  ox
oK, oK, |(-1 0) \-1 0)| oK, oK,
os Os ox o
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oK, oK, 0K, 0K,

oK, +61(2, oK, +61(22
Os Ox Os ox
Os ox Os Os

_{ (pz(s)—p,(x))K,,(x,s)+q2 (5)Kpz (x%.5) =, (x) K (x.5) qz(s)K,,(x,s)—(p, (x)+p2(s))K,2(x,s)—q, (%) K (x,5) ]

—q, (x)K,, (x,s)+p2(s)K2, (x,s)+(p, (x)+p2(s))K22(x,s) —q, ()c)K,z(x,s)+q2 (S)K2| (x,s)+(p, ()c)+p2 (s)Kzz(x,s))

seklindedir. Bu durumda

_%-F%:(pz (S)_p] (x))Kn (x’s)+q2 (S)K12 (x’S)_% (x)K22 (x’S)
%4—%:‘]2 (s)K,, (x,S)—(pl (x)+ P, (S))KIZ (%5) = (¥) K (x.5)

s (3.3.27)
B e (3) 8, (525)% 22(5) Ko (55 (1 (3) 2 5)) K (1)
%_%:_% () Ky (x.5)+ 4, (s) K, (x,s)+(pl (x)+p, (S))K22 (x:5)

denklemler sistemi elde edilir. Burada (3.3.26) sart1 (3.3.27) denklemi ile birlikte bir

Cauchy problemini tanimlar ve bu problem ¢6ziilebilirdir.

3.4. Normlastirici Sayilarin Iki Spektrum Tiiriinden ifadesi

By'+Q0(x)y=A4y,0<x<rm (3.4.1)
denklemini ve
y,(0)cosa+y,(0)sina =0, y,(7r)=0 34.2)
»,(0)cos B+,(0)sin =0, y,(7)=0 (3.4.3)
siir kosullarint g6z ontine alalim.

Burada
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p(x)  q(x) j

Osa<m, 0<B<m,a#p, Q(x):(q(x) —p(x)
ve p(x), q(x) € L,(0.7) dir. {4} ve {u,} ne(-0,0), (34.1),(34.2) ve (3.4.1), 3.43)

siir deger probleminin 6zdegerleri olsun. Bu takdirde

po=n-%sa, u=-n-Lip (3.4.5)
T T

asimptotik formiilleri vardir. Burada

SIBL <0 Y

—0 —0

P <o (3.4.6)

o

n

serileri yakinsaktir. ¢(x,1) ve w(x,4) (3.4.1) denkleminin sirasiyla
¢, (0,A)=sinc, ¢,(0,4)=-cosa (3.4.7)
v,(0,A)=sin B, v,(0,4)=-cosf (3.4.8)
baslangic kosullarmi saglayan ¢oziimii olsun. A, ve u, lerin sirasiyla
o (m,A)=0 (3.4.9)
v, (r,A)=0 (3.4.10)
kokleri ile ¢cakistig1 agikardir.
Boylece ¢(x,4,) ve w(x,A,) swasiyla (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) smir deger

probleminin 6zfonksiyonlaridir.

Teorem 4.1.1. {4} ve {u } swasiyla (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) smir deger
probleminin 6zdegerleri olsun. Bu takdirde (3.4.1), (3.4.2) probleminin «, normlastiric

sayilar1 A, ve p, ler kullanilarak

o :sm(oc—ﬁ)l—[,lk—in (n=0,41,42,.-) (3.4.11)
‘Lln _/In k=—o0 :le _/1’71

formiili ile tanimlanir.

Burada, ' simgesi sonsuz ¢arpimda k =n teriminin mevcut olmadigini gosterir.

Ispat.

f(x,A) =y (x, 1)+ m(A)p(x, ) (3.4.12)
fonksiyonu verilsin ve

Si(m,A)=0 (3.4.13)

kosulu saglansin. Bu takdirde
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__w(7A)
m(A) = Y (3.4.14)

elde ederiz. Burada m(A) fonksiyonunun kutuplarmin ve sifirlarinin sirasiyla (3.4.1),

(3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri ile ¢akistiklar1 ve meromorf
fonksiyon oldugu goriiliir.

Diger yandan

(A - @j (O, (6, 2) ) e = [{(BS (e, 1)+ OF (x40 ), £ (3, 42))
~(Bf (5, )+ Of (x. 2o), f (x, 1))} v
(Bf(x, ),/ (x, 2,))dx + j OF (x,20), / (x,2,)

~[(Bf (5, 2,), £ (x, 1)) e - j (O (x, 20), £ (x, 2y)
[{(Bf 1Ce ), £ 2)) + (Bf (5, 40), £ (%, ) ) dx}

=[Bf (%, ), f (x, )],

{ f(x ) [fl(x,zz)ﬂ”

fz(x 21) L(x,4,)) ],

:[fz(xaﬂﬁ)fl(?@ﬂ«z)—fl(x’)w)fz(x:3«2)];r
= /(0,4,)) /10, 4) = £,(0,4,) /5(0,4)
= [¥,(0,2) +m(4)@, (0, 2)]x[w,(0,4,) + m(2,)p,(0,2,)]
~[w,(0,4) +m(2)@,(0,2) | [y, (0, 4,) + m(4,), (0, 4,)]
=[sin B +m(4)sina|[-cos B —m(2,)cosa]
—[—cos B—m(A)cosa][sin B +m(A,)sinc]
=[m(%)—m(4,)][cosasin B —sina cos ]
=[m(2)—m(4,)]sin(B - )

olur. Dolayisiyla
(4 _ﬂ'z)_'.(f(xa ), f(x, ﬂ'2))dx :[m(ﬂ'l)_m(lz)]Sin(ﬁ —-a)

A=A, A, = A olarak alinirsa, 5zdegerler reel oldugundan ve z—z =2Imz esitliginden

Imm(A)

3.4.15
ImA ( )

Tf(x A), f(x, /1) dx sin(ff—a)
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elde edilir. Bu formiilde g > a(f <a) oldugu durumda bu meromorf fonksiyon iist yar1

diizlemi kendine doniistiiriir.

Bu takdirde m(A) fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar1 (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1),
(3.4.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri ile caprazlasirlar.

n#m ise A, # A olur ve m(A) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan

m@):fqﬁ[l_i](l_%]' (3416

il R /A
goriintlisii s6z konusudur, burada A4 reel sayidir. Yukaridaki hesaplamalarin benzeri

yapilirsa
(= 2,)[ ( (5. 2).0(x.2,))dx =sin(a - §)
0
esitligi kolayca elde edilebilir. (3.4.12) ifadesi yerine yazilirsa, buradan
(= 2] (v (5, 2,95, 2,) )+ (D)= 2,) [ (95, 2).0(x, 2, i =sin(a ~ B)
0 0

olur. Burada 4 — 4, i¢in limit alinirsa

(906, 2,),p(x, 3,)) e =— @ = P) (3.4.17)

a, = ;
lim (-4, )m(4)

O N

esitligi elde edilir.

Bu formiilden faydalanilarak o, lerin {4} ve {u, } ler yardimiyla goriintisii elde

edilebilir.
Oncelikle
T #A
m(A)=4]] (3.4.18)
k=—0 Z‘k _2’
esitligi ele alinsin. Burada
00 Z,k
A :AH_ (3.4.19)
k=—o M

seklindedir. (3.4.18) deki

T A2 =7 1+ 4% (3.4.20)
aila-2) U -2

carpimini goz Oniine alalim. (3.4.20) esitliginde logaritma almip {4, } ve {y, } lar i¢in

asimptotik formiillerden yararlanilirsa;
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-3z P s H=h (3.4.21)

elde edilir.
(3.4.6)  serilerinin yakinsakligindan (3.4.5) asimptotik formiillerinden ve Cauchy-
Banjokowski esitsizliginden (3.4.21) deki son iki serinin yakinsakligi elde edilir. (3.4.5)

asimptotik formiillerinden

oo( 1 ] iik Ny _i—2 -2A+a, +a_,
o\ A — 4 ﬂ«_ —A) A -V - T G- —A)

olur ve bu son seri yakinsaktir.

Bu sonuglardan (3.4.20) sonsuz ¢arpiminin yakinsakligi elde edilir. (3.4.19) sonsuz
carpiminin yakmsakligindan ve (3.4.20) formiiliinden (3.4.18) elde edilir. Bu takdirde

lim (2= 2,)m(2) = lim (2~ 2,)4 H(gk i‘]_—A lim (4, /I)H'/”l"

k

k=—o0

:—A(‘U A)Hv;’fk An

olur. Buradan

a = sin(f — H A (n=0,%1,42,--)
A] (lLtn - k -0 lLtk n

elde edilir. Ileride 4, =—1 oldugu ispatlanacaktir. Bununla teorem ispatlanir.

3.5. Normlastiric1 Sayilar icin Asimptotik Formiil

A,,:n—3+ﬂ+0(i2], 1 —> +o0 (3.5.1)

T n n

un:n—ﬁ+é+0(%], n — too (3.5.2)
T n n

asimptotik formiilleri verilsin.
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0

L: (:Lt'n_/ln) Hv:uk_/ln “k#n (3.5.3)
a _A] Sln(ﬁ_a) k=—o0 ﬂ‘k _ﬂ‘n

n

esitligi ele alinsin. Bu boliimde {4} ve {u, } sayilar1 i¢in bilinen asimptotik formiillerden

faydalanarak o, ler i¢in asimptotik formiilii bulmaya ¢alisalim.

60, = [[H4"2, kzn (3.54)
k=— /Ik _/ln

carpimi goz Oniine alinsin.
¢(4,) = BB, B, (3.5.5)

olsun. Burada

B
B=]—2%—.k#n (3.5.6)
N
T
B:ﬁ'ﬂ k#n (3.5.7)
’ k=—o0 [ ﬁ A ’ o
ﬂ n
k-%-2
B=T—Z " k#n (3.5.8)
’ ,H A=A,

seklindedir. Once B, goz oniine alinsin. B, esitliginde A ler i¢in asimptotik formiillerden

faydalanilirsa
a p—
B =[] |1+————| k=n (3.5.9)

esitligi bulunur. Bu formiilde (3.5.1) asimptotik formiilii kullanilirsa ve £ —n = p almirsa

B =T]1+ a—p (3.5.10)
- Q, 1
r ﬂ(p—+0(2n
n n
olur.
I1 '[“i]Z Sin A% 3.5.11)
p=—o0 p Am

oldugu i¢in
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sinfe—B) | 1%, = -B
B, = . {H( ]} H ( a j
p==0 Tl p——-4,
T
:Sil’l(OC—ﬁ) = ' l—ﬂ] - v(l_ﬂ—a]]
o- ,,Hw( np ,,Hw nzp+a—p) (3.5.12)
. a,
_sin(a - f) Sm;ﬂ 12[, - na,
 a- A e n(zp+a-p)
n
:—Sin(“_ﬁ){no(i]}lﬁ[' L W—
a-p n* ), n(rp+a—p)
esitligi elde edilir.
o ST
Il_pl—_[w[l n(ﬂp+a—ﬂ)]

sonsuz carpimi goz Oniine almsm. Bu takdirde yukaridaki son esitlikte logaritma alinip

daha sonra cot x in seri agilimindan faydalanilirsa;

Izzl—ﬂa‘i' ! +0(i2j=1—m‘i —2@-p) 2+0(i2]

n Soapra-f o \n n S@p-@-py  \n
. M | | ENCRRE)
L% o
=1+— +0| = |=1+— —ctg(a-p) |+0| —
n ; 2 (06 ﬁ) ( ] n {a—ﬁ &( ﬁ)} (nzj
esitligi elde edilir.
Bu takdirde

p, = Sn@=p) {HO(LJH“E—%{ ! —ctg(a—ﬁ)}ro(iz]} (3.5.14)
a-pf n nla-p n

bulunur.

Biiytik # ler i¢cin B, sonsuz ¢arpiminin asimptotik formiiliinii bulmaya ¢aligalim.
Yukarida yapilan islemler tekrarlanirsa ve {4} ve {u,} ic¢in asimptotik formiillerden

yararlanilirsa
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2= A ﬁ ,uk_k"'ﬁ i /Jk_k‘i'f
B, = =TT 1+ =1+ ) ! +0( 2]
eap Py = Py, =Py, "
T T T
_B
© l; k' 1 o0 /3 1
:1+Z'{yk—k+—} T ——2'{uk—k+—}+0(—2)(3.5.15)
— T l(k—ﬁ—i] A, & T n
n ﬂ n .
P
S 1 < ' ﬁ T (1]
=l-—+— —k+— +0| —
n lnkz_“w{uk ﬂ}l(k—ﬁ—] n’
n ﬂ .
seklinde bulunur. Burada
0 ﬁ}
;=D 'Y —k+—
1 kzw{,uk n
seklindedir.
Benzer islemler tekrarlanirsa;
l% i ‘i —'A/ = 1 a
k A |
-SR-S  J T 10|~
T " n . T k_g_/l n
T (3.5.16)
a
s, 1L a k_; 1
=1+2—— > A —k+— +0| —
n A= T % n
ﬂ n

elde edilir. Burada

5, = i'{fh—ﬂ%}

k=—0

seklindedir. (3.5.15) ve (3.5.16) carpilip ve daha sonramnin kuvvetlerine gore

diizenlenirse;
BB, =1-21"%
n

. 5 B ) 5 P 1y G517

+— W —k+— TN —k+—= Z +0(—J

. kZoo{uk ﬂ}k ﬁ_ kz—oo{k ﬂ}k_a_l n’

T T

elde edilir.



1
(3.5.17) esitliginin sag tarafindaki ilk seri ele alinsin. (3.5.2) den u, —k +ﬁ = %+ O(Pj
T

yazilabilir. Bu esitlik (3.5.17) de yerine yazilirsa

1 & i} . 1 & g
sl e g a
//Ln fe=—0 T k_ﬁ_/ln /ln k=—c0 k k—ﬁ—/ln
T T
(3.5.18)
B _B
+Li"O(L)k—”+L(u b T_-FE+E +O(L)
N k—ﬁ—ln A w _ﬁ_ln L n’
T T
esitligi bulunur. Burada
1 i k-2
E=—>)""1 T (3.5.19)
A%A:—w k kg_zz__ﬂh
T
E—li"O(lj k_f (3.5.20)
2T 225 e
;hlk:—w k k>_.£z__;h
T

seklindedir. z " sembolil seride k=n ve k=0 terimleri’nin bulunmadigini ifade eder.
k=—o0

.

F=>"
k=—o0 k_é_ln
Vi3

B

olsun. 4, +—= A4 olsun. Bu takdirde

F = "L:z 24 1 (3.5.21)

olur. [66] dan bilindigi gibi
27 1
K :zm =—rnctgnd +I

k=1

seklindeydi. Bu takdirde A, +ﬁ = A esitliginden
T
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= —ﬂctgﬂ{n—g+&+ﬁ+0(%ﬂ+ O(—]
T n T n n (3.5.22)

ve
Rt ! - +0(1] (3.5.23)
n-2 a a B O(lj a- n
T 2
T n T n

olur. (3.5.22) ve (3.5.23) formiillerinden

F=nctg(a—-p)+ dd +0(lj
a-p n

olur. Bu takdirde (3.5.19) dan

E,:ﬁ{ﬂctg(a—ﬁ)— dd +0(lﬂ (3.5.24)
n a—-pf n

elde edilir.
Simdi E, nin davranis1 incelensin.
(3.5.20) formiiliiniin sag tarafindaki toplamin mertebesi asagidaki integraller toplaminin
mertebesi ile ayn1 oldugunu gosterilebilir.
1 n-1 )
ef —2 e[ - e[ 1

_chz(n_x) 1 x*(n—x)

n+l

integrallerini hesaplayalim. O halde

1 0 ©
1¢(1 1 1
ISR (R W TN g
Y x (n—x) ny\x n+x n  n+x n
n—1 g n—1 n—1
J' dx :J- dx +J~ dx :lln X +lln X :O(lnn)
" x(n—x) 1x(n-x) 5 x(n-x) n n-x|, n n-xp n
= 2
2

bagintilar1 bulunur.
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Bu takdirde bu integrallerin degerlerinden ve (3.5.20) den

E, = o(lnznj (3.5.25)
n
elde edilir. (3.5.24) ve (3.5.25) formiillerinden faydalanilarak (3.5.18) den
J, = ﬁ{ﬂctg(a —p--= }o(lnf] (3.5.26)
n a—-pf n
bulunur. Benzer islemler tekrarlanirsa;
P
1 &, a s Inn
Jy=— > A —k+= = . (3.5.27)
Ay = T k_g_in n
T
esitligi elde edilir. (3.5.26), (3.5.27) ve (3.5.17) formiillerinden
B,B, :1—u+&{ﬂctg(a—ﬁ)— dd }0(1“2”] (3.5.28)
n n a—-pf n

esitligi bulunur.

-1
B =2 carpimi goz Oniine almmsin. (3.5.1) ve (3.5.2) asimptotik formiillerinden {4 } ve

sin(a — f3)
{u,} i¢in

a_ﬂ_'_ﬁl_a] +0(1]
B=ly __ T n ) 1 _a-B 1 B-a +0(L]
sinf@— ) sin(a — B) "~ zsin(@—pB) nsin(a-B) 2

n
yazilir. Son esitlik, (3.5.14) ve (3.5.28) ifadeleri (3.5.3) te yerine yazilirsa «, sayilar1 i¢in

Lz{l+l[u+(ﬁ]—a])ctg(a—ﬁ)}O(lnnJ} 1
T

a T n n )| (=4)

n

asimptotik formiilii veya

L:{l+£+0(ln2"j}; (3.5.29)
a T n n (_A])

n

formiili elde edilir.

Burada

c=2+(B —a,)ctg(c - B) (3.5.30)
T

\

p—a

§=8,—8 = 3 {lk—uk}+ (3.5.31)

k
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seklindedir. Boylece asagidaki teoremi ispatlamis olduk.

Teorem 3.5.1. {4 } ve{u } sayilar1 smrasiyla (3.5.1) ve (3.5.2) asimptotik formiilleri
saglandiginda (3.5.3) ile tammmli o, normlastirici sayilar: (3.5.29) asimptotik formiiliinii
saglar.

Not 3.5.1. Daha 6nceki boliimde o, lerin (3.2.5) bagntisim1 sagladig: ispatlanmistir. Bu
teoremde ¢, lerin (3.5.29) bagmtisini sagladig elde edilir. (3.2.5) ve (3.5.29) formiilleri

karsilagtirilirsa 4 =—1 elde edilir.

3.6. iki Spektruma Gore Regiiler Dirac Operatorii icin Ters Problem

Bu boéliimde iki spektruma gore Kanonik Dirac operatorii i¢in ters problemin
coziimii detayli bir sekilde incelenecektir. Sturm-Liouville i¢in benzer problem [14]
calismasinda tamamiyla ¢6ziilmiis ve bu problemin ¢oziimiiyle ilgili literatiirde genis
kaynaklar verilmistir.

By'+Q(x)y=Ay,0<x<nm (3.6.1)

0 1 p(x)  q(x) Y
B: . - ’ =
[—1 0] et (q(X) —p(X)] g (yz]

olsun. p(x) ve g(x) fonksiyonlarmin [0, ] de tanimli reel degerli fonksiyonlar ve onlarin

\

k. mertebeden tiirevleri L,(0,7) de olsun. (3.6.1) denklemi ve

»,(0)cos B+,(0)sin =0 (3.6.2)
y(7)=0 (3.6.3)
sinir kosullariyla olusan siir deger problemi goz 6niine alinsin.

Teoremi ispat etmeden Once agsagidaki Lemma’y1 verelim.

Lemma 3.6.1. Eger n#m i¢in A, # 4, ve n—>00 i¢in

2 =n-ZLia, (3.6.4)
T

< ise bu takdirde elemanlarmn goriintlisli

asimptotik formiilii saglaniyorsa ve z a,

( fis f2) ve bu elemanlar L,(0,7) de lineer bagimsiz olmak iizere {goOT (x, ln)} fonksiyonlar
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sistemi tamdir. Burada ¢@; (x,4,) = (sin(4,x +a),—cos(4,x +c)) seklindedir.

Ispat. ,(0,7) de {quT (x, ln)} sisteminin tam olmadig1 kabul edilsin. Bu takdirde

I(flsin(/’tnx+a)—f2COS(ﬂ,,erOC))dx:O olmak ftizere L,(0,7) de Elf(x):(jj];to

2

vardir.
F(A)= j(f] sin(Ax+a) - f, cos(Ax+a))dx

olsun. Eger A=4 ise F'(4,)=0 dir. F(1) fonksiyonu mertebesi 1, tipi 7 olan ve
|F ()| = 0™ (3.6.5)

olacak sekilde bir tam fonksiyondur.
N A
G(A)=lim 1-—
(= lim [T 0=

fonksiyonu verilsin. Bu sonsuz c¢arpimin yakinsakligi hm z (1—%) limitinin yakimsak
n=—N n

olusundan elde edilir.

S 2
B e SRSV

F

Burada A, O(x) =0 oldugu duruma karsilik gelen sinir deger probleminin 6zdegerleridir.

Bu 6zdegerlerin asagidaki formiilii sagladigi kolaylikla gosterilebilir.

A=p-2 (3.6.6)
T

sin(Axr + a) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan asagidaki formiil dogrudur.

Go(l):sin(lﬁ+a):(14_%1)12[(1_%](1_%]

n=l

Bu takdirde
G(A) = AN)G,(A) (3.6.7)

olur. Burada
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e
A(”(H;lm(l_;o](l_;]

seklindedir. (3.6.8) formiiliinden faydalanarak A(A) i¢in asimptotik formiilii bulalim.

(3.6.8)

A(A) fonksiyonunda diizenleme yapilirsa;

A A s A A A=A, =)

A(ﬂ) (1 j“0 ]1;][(1 j“n ](1 }“—n ] _ (1 ﬂ“o ] lr:l[ /ln/l—n
(1+“1] (1—’%](1—};] (1+“1] G =D, = 1)

T ) A A Y4 nal AA,

j— n n O O
(1 /Ij n= n _n (}.« /1«)(}.« A«)

T

2

formiilii bulunur. (3.6.6) formiilinden A’A° =-n’ +0£—2 elde edilir. Bu takdirde
n

Gy =20, = 2)
(lO )AL, = 4)

AA) ~ (3.6.9)

ve (3.6.4) ve (3.6.6) formiillerinden A, — 1’ = O(lj elde edilir. Simdi
n

sy =152 ﬁ[ A ﬂ]

N =1
sonsuz carpim goz Oniine almsin. Bu son formiilde logaritma alinip daha sonra seri agilimi
yapilirsa;

G A2 & -2 1&(a-20Y
InJA)=)) In| 1+ "= n - S D 3.6.10
h=2, [ Af—z] 257, zn,(z,g-a] (3610

n=1

bulunur. Burada; n — o icin

-0

2 E ey

A=a+ib olsun. Buradan |A! - A|=/(A! —a’)+b" olur. O halde (3.6.10) deki ilk toplam

n=l1

elde edilir.
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serisi i¢in asagidaki esitsizlik bulunur.
w Gy O(—) %

/10 /1\ m ]Ix\/m

Son durumdaki has olmayan integral @ ve b nin durumlarina goére incelensin.

A, 2,0

n=l n=1

1
—a

2

l. a=b ve a— ikenj ln(t+,/t + 12] —0
1 Xy (x— a) +a’ \/_a 4a” ) 1
2

2. a=-b ve a—)ooikenJ. dx -0
1

x(x—a) +a’

olur.

Bu sonuglar (3.6.10) de yerine yazilirsa,
J(A)=1+0()

elde edilir. Buradan (3.6.9) ve (3.6.7) formiillerinden

G(A) = G,(M)[c+o()] (3.6.11)
elde edilir.
F(A)
P4 )_G(/I) (3.6.12)

fonksiyonu verilsin. Bu takdirde G(A) fonksiyonunun sifirlar1 da F(1) fonksiyonunun
sifirt oldugu icin ¢(A) tam fonksiyondur yani ¢(1) fonksiyonu bir meromorf
fonksiyondur. (3.6.5) ve (3.6.11) asimptotik formiillerinden F (1) fonksiyonunun

[
[N

t

arg A=+
8 4 2

isinlar1 iizerinde smirli oldugu elde edilir. Bu sebeble ¢(1)sabit bir

sayidir. Buradan

1

B F(ﬂ,)_ . e
11m¢(l) 11 G(M_}%ow )sin(iﬂ+05)

z\rg). . drgz %

olur. Dolayisiyla ¢(4) =0, bu sebeple F(1)=0 olur. Buradan f(x)= Uj ] =0 olur.
2

Bu ise varsaymm ile c¢elisir. Bu sebeple L,(0,7) de {quT (x,ln)} fonksiyonlar sistemi

tamdir.

{quT (x, ln)} sisteminin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.
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Gn(l):%, n=0,+1,42, (3.6.13)

n

fonksiyonu verilsin.
[(£,0,00(x,4))dx = G, (2) (3.6.14)
0

ey

fonksiyonlar1 L,(0,7) de olsun.
ﬁgm] Y ’

saglanacak sekilde f,(x)= {

0 k#n

G ken (3.6.15)

O N

(/5 (x), @ (x, 4,)) dx :{

esitliginin saglandig agiktir. {f (x)} ve {¢,(x,4,)} vektor fonksiyonlar1 L,(0,7) de
olmak tizere bir ortogonal sistem olustururlar.

{p,(x,4,)} fonksiyonlar sisteminin lineer bagimsiz yani

D o,p(x,4,)=0 (3.6.16)
n=1

esitliginin saglandigmi varsayalim. (3.6.16) esitliginin f, (x) ile skaler ¢arpilip ve daha
sonta 0 dan 7 ye kadar x e gore integrallenirse ve sonu¢ olarak (3.6.15) ifadesi
kullanilarak a,G,(4,)=0 yani o, =0 bulunur.

Gergekten de

fk(x)i o, @,(x,4,) :ij.fk(x)akq)o (x, A, )dx :iakG}{ A4)=0

n=1 ¢ n=1
olur. Burada «,G,(4,)=0 yani «, =0bulunur. Bu ise ¢eliskidir. Bununla Lemma 3.6.1.

ispatlanir.

Simdi asagidaki teoremi ispatlayalim.
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Teorem 3.6.1. p(x) ve g(x) fonksiyonlarmin k.mertebeden tiirevleri L,(0,7)de olmak

p(x)  q(x)

jmatris fonksiyonlu (3.6.1)-(3.6.3) sinir deger probleminin
q(x) —p(x)

iizere Q(x)= (

Ozdegerlerinin ve normlastirici sayilarmm {4} ve {c,} olabilmesi i¢in, n#m icin

A, # A, ,tim n ler i¢in «, >0 olacak bigcimde {4 } ve {¢,} lerin

,ln:n—3+ﬂ+---+%+a’;;" (3.6.17)
T on n n
an:ﬂ+ﬁ+...+%+%_; (3.6.18)
n n n
asimptotik formiillerini saglamasi ve ¢(x,4) fonksiyonu
sin(Ax + )
P(x,A)=
—cos(Ax+a)
seklinde olmak iizere
=1 1
F(X,t) = Z{a_%(% /ln)@g(t, /In) _;¢o(xa lr?)%T(t’ j“r?)} (3619)

fonksiyonunun k. mertebeden tiirevlerinin L,(0,7) den olmasi gerek ve yeterdir.

Ispat: Once gereklilik kismmi hesaplayalim. {A,} ve {a,} (3.6.1)-(3.6.3) smir deger
probleminin 6zdegerleri ve normlastirici sayilarr olsun. {4} ve {a,} sayilar1 i¢in
(3.6.17) ve (3.6.18) asimptotik formiilleri daha Onceden verilmisti ve ayrica tanimdan
dolay1 tiim ¢, ler 0 dan biiytiktiir.

A, # A, olmasi ise ileride gosterilecektir. Bu sebeple F(x,7) lerin k. mertebeden
tirevlerinin L,(0,7) de oldugunu ispatlamak gerekir.

t<x olsun. (3.6.17) ve (3.6.18) asimptotik formiillerini kullanarak Vx #¢ i¢cin L,(0,7)

deki tanimli metrik anlamda (3.6.19) serisinin yakinsakligini ve

o0

P v)dudy =3 — [ [ 9,0,2,)0] (2, v =Y. — [ [ 0,0, 2 )] 4,2y (3.6.20)
- 00 00

n

S C—
[ S

—00

nin saglandigmi ispat etmek miimkiindiir. [21] den bilindigi gibi
0y (x, 1) =p(x,A,)+ IH(x,t)go(t, A,)dt (3.6.21)
0

integral denklemi vardir. Her iki tarafin transpozu alinirsa
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ol (x,2)=0" (x,1)+ jgoT(t,/ln)HT(x,t)dt, 1 = (—o0,0) (3.6.22)

elde edilir. Bu doniisiim operatorleri (3.6.20) de yerine yazilirsa ve diizenleme yapilirsa

0

j.j.F(u,v)dudv z j.j.go(u, 2,)¢" (v, A,)dudv + Zw:aLj‘go(u, ln)dujdngor(s,/ln YH ' (x,5)ds
00 00 -0 n 0 0 0

4

du j H(u,8)p(s,2,)p" (v, 4, )ds
0
dv{ [[Hu,5)0(s,4,)0" (52,4, H (x,5,)ds,ds,
00

iﬁ{mu,zﬁﬁff(u,s)«p(s, Af)ds}{wv, 20+ oG, lf)HT(v,s)ds}dudv}
(3.6.23)

formiilii bulunur. (3.6.23) esitliginin sag tarafindaki toplamlar1 ayr1 ayr1 hesaplayalim.

toplamin1 goz 6niine alalim.

i [, 2,)du[dv[o" (s,2,)H" (x,5)ds (3.6.24)
a 0 0 0

n

) 1, u<t
u)=

' 0, u>t
fonksiyonu verilsin.

Bu takdirde

t

1= iai | go(u,&n)dujdvj o (s, )H" (x,s)ds

Edvi; jf(u)co(u A )dujqo (s,4,)f (v)ds
i

IHT(V s)dv = IduIH (s,u)ds

olur. Benzer sekilde

|
D

n

idvj du]iH(u,s)go(s, 20" (v, A,)ds = j.duj.H(s,u)ds (3.6.25)
ve

52 foie

n

O e <

H(u,s,)@(s;, 2,)p" (s,,A)H" (v,s,)ds,ds, = IdsIH(u,s)dujHT(v,s)dv
0 s 0

(3.6.26)
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oldugunu ispat etmek miimkiindiir.

© ] Xt
= > —[[o@.2,)¢" (v,2,)dudv
- &, 5%
toplami ve
1, u<t 1, u<x
¢ (u)= 0 s v, (u)= 0 -
fonksiyonlar1 verilsin. Bu takdirde
o) 1 X
1, = Za— [y, e, 2,)du j w, ()" (v, A, )dv = j v (), (u)du (3.6.27)
—0 n 0
Ve
1 w Xt u v
1 =;z [ {go(u,z,f)+ | H(u,s)go(s,/l,?)dngo’(v, )+ (s, lf)HT(v,s)ds}dudv}
—© 00 0 0
1 o X1 t
== 2 [0u0.2,)00 (v, 2 dudy = [y ), ()
—© 00 0
(3.6.28)
elde edilir.

(3.6.24)-(3.6.27) ve (3.6.28) fonksiyonlar1 (3.6.23) te yerine yazilirsa

S C—
[} S

F(u,v)dudv :ji dujHT(s,u)ds + j dujl—l(s,u)ds + jdsIH(u,s)dujH(v, s)dv
0 u 0 u 0 s s

2

bagintis1 elde edilir. Bu esitligin her iki tarafina operatorii uygulanirsa

OxOt

F(x,t)= H(x,0)+ H' (t,)+ [ H(x,$)H (¢,5)ds
0
integral denklemi bulunur. ¢ < x i¢in H(¢,x) =0 oldugu i¢in buradan;
F(x,t)=H(x,t)+ IH(x,s)HT (¢,5)ds (3.6.29)
0

elde edilir. H(x,t) L,(0,7) de bulunacak sekilde k. mertebeden tiirevlere sahip

oldugundan (3.6.29) esitliginden F(x,¢) nin de ayni 6zelliklere sahip oldugu elde edilir.
Bununla gereklilik ispatlanir.

Simdi de yeterlilik kismmi hesaplayalim. (3.6.17) ve (3.6.18) ile tanimh {4 } ve

{a,} sayilar1 verilsin. Ayrica n#m i¢cin A, # A ve tim o, >0 ler i¢in (3.6.19) formiili
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ile tanimli  F(x,¢) fonksiyonunun k. mertebeden tiirevleri L,(0,7) de olsun. K(x,¢)
cekirdeginin
F(x,t)+ K(x,t)+ IK(x,s)F(s,t)ds =0, 0<¢t<x<r (3.6.30)
0

integral denklemini sagladig1 ispatlanmistir.

t>x icin K(x,t) (1.28) tek ¢ozlime sahiptir. Bunun i¢in
g(O)+[F(s,t)g(s)ds =0, 0<x<m (3.6.31)
0

homojen denkleminin L,(0,7)de bulunan asikar ¢dziime sahip oldugunu gdstermek
yeterlidir. Aksini varsayalim. (3.6.31) integral denklemi L,(0,7) de asikar olmayan

g(t)#0 c¢oOziimine sahip olsun. (3.6.31) denkleminin her iki tarafi g(¢) ile skaler

carpilirsa ve ¢ ye gore 0 dan x e kadar integrallenirse

H g (1)t +

S C—

I (F(s,0)g(s)g(t))dsdt =0

elde edilir.

Bu son formiilde F(x,¢) ifadesi yerine yazilirsa

&0+ [ [ =0, (5. 2,)0] (.2)8()g O

1
T o

O C— <

[ 0,65, 2000 (1. 20) g ()¢ (0)dsdi =0
0 —© n

elde edilir. Burada Parseval esitliginden faydalanilirsa

S C—
S C—

21
Za—%(s,ﬂn)cﬁor(f, 4,)8(8)g(1)dsdt =0

yani

iaiﬁ(%’ (t,i,,)g(t)dt)] =0

n

sonsuz toplamu elde edilir. ¢, >0 oldugu i¢in buradan

@, (t,2,)g(1)dt =0

S C—

elde edilir. Bu takdirde {(oo(x,ln)} fonksiyonlar sisteminin tamhigindan g(z)=0 elde

edilir. Bu ise c¢eliskidir. Dolayisiyla (3.6.31) denklemi c¢oziilebilirdir ve bir tek K (x,¢)
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¢cOzlimiine sahiptir. Bu takdirde

P(x,4) = 0, (x, 1) + [ K (x, )0, (£, A)dt (3.6.32)
0
integral denklemi,
Bo'+Q(x)p =p, QO(x)=K(x,x)B—BK(x,x) (3.6.33)
denklemini ve
—sina
»(0,1) =( j (3.6.34)
cosa

baslangic kosullarini saglar.
Simdi ¢(x,4,) n=0,£1,£2,--- fonksiyonlarmin ortogonalligini ispatlayalim ve =
noktasindaki smnir kosullarini tanimlayalim. f(x)eL,(0,7) ve g(x)eL,(0,7) olmak

iizere Parseval esitliginden

I(f(x),g(x))dx - gaij(f(xm(x, A,,))dxz(g(r),w, 3t (3.635)
yazilir. (3.6.35) esitligini kullanarak
[aij f(t),co(t,/l,,))dt]w(x,l,,) (3.6.36)
serisi de diizgiin yakmsak olacak bigimde
1= e0(x.2,) (3.637)
¢, :a% [ @A) (3.638)

esitliginin saglandigini ispatlamak miimkiindiir. Gergcekten de
x<t<x+Ax

=+
g0 {O, O0<t<xvex+Ax<t<rm

parcali fonksiyonu verilsin. Bu takdirde (3.6.37) esitligine gore asagidaki esitlik

X+Ax x+Ax

| 1= Y [ (FO.pe.2,))t | (e, 2,

—00

elde edilir.
Bu esitligin her iki tarafi Ax ’e boliiniirse ve Ax — 0 i¢in limit alinirsa sonugta

(3.6.37) fonksiyonu elde edilir. Ozel olarak Green formiilinden {4} ve {a,} igin
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asimptotik formiillerden  f(x) =¢(x,4,), (k=0,+1,%2,...) olacak sekilde (3.6.37)

serisinin diizglin ve mutlak yakinsakligi elde edilir.

Bu sebeple

o(x,2,) = Z[ J( co(r,m,qo(r,i,,))dr]w(x,i,,) (3.6.39)

esitligi bulunur. L,(0,7)de {(oo(x, ﬂ,n)} fonksiyonlar sistemi lineer bagimsiz oldugu igin

(3.6.32) doniisiim formiiliinden dolay1 {(o(x, ln)} fonksiyonlar sistemi de L, (0,7)de lineer

bagimsizdir. Bu sebeple (3.6.39) esitliginden

n+k

(o(1,2,),0(t, 4, )dt—{’ i (3.6.40)

O ey N

esitligi elde edilir. (3.6.40) ve Parseval esitliginden L,(0,7)de {@(x,2,)} fonksiyonlar

sisteminin tam ortogonal sistem olusturdugu elde edilir.

7 noktasindaki sinir kosulunu tanimlayalim. ¢(x, 1) (3.6.33) denklemini sagladigi
i¢in

By'(x,4,)+ 0(x)e(x,4,) = 4,0(x, )

Bo'(x,4,)+0(x)e(x,4,) = 4,0(x,4,)
olur. I. soldan ¢"(x,4,), IL soldan ¢'(x,1,) carpilip ve daha sonra L. ifade II. ‘den
cikarilirsa

¢ (x,4,)Bp'(x,4,)— 0" (x,1,)Bp'(x,4,) = (2, = 1,)0" (x,2,)9(x, 4,)
elde edilir.

Sonuncu denklem 0 dan 7 ye kadar integrallenirse, {(o(x, ﬂ,n)} nin ortogonolligi ve

(3.6.34) kosulu kullanilirsa;

RS WS A b SO [

veya

(=002, + PP + P12, — 01, P3 Jx =0

S ==

veya
f(colm%,, — 0,05, ) dx =0
0
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elde edilir. Buradan
¢, ()@, (1) = @), ()P, (1) =0
ve boylece

0, (7) _ 9, (1)
02,(T) 0,7

= sabit

olur.

Diger taraftan (3.6.32) doniisiim formiiliinden

oA 1 omA,)

sin(A,7 +a)+o(l) lim sin(nr —a+a)+o(l) 0
o, (mr,A) 2@, (n,A,) *—cos(A,r+a)+o(l) > —cos(nt—a+a)+o(l)

elde edilir. Bu sebeple ¢,(,4,) =0 dir. Bununla teorem ispatlanir.

3.6.1. iki Spektruma Gére Ters Problem

Bu boliimde regiiler Dirac operatorii i¢in iki spektruma gore ters problem ¢6ziimii
tam sekilde verilmistir.

Teorem 3.6.1.1. {4 } ve {u, } dizileri asagidaki 6zellikleri saglasin.
1. A, ve u, dizileri ¢aprazlasirlar.

2. o, a, B, B, sabit sayilar olmak lizere n — too iken A, ve u, sayilari igin

Anzn—%+%+0(ni2) (3.6.1.1)
n :n—§+%+0(nl—2) (3.6.1.2)

asimptotik formiilleri saglanir.
3. 05a<7,0<pB<m, a=+pdr.
Bu takdirde {4 } ve{u,} diziler1 siirekli Q(x) matris fonksiyonlu (3.4.2) ve (3.4.3) sinir

kosullarmni saglayan ayni bir kanonik Dirac operatoriiniin iki farkli spektrumlaridir.

Ispat. (3.6.1.1) ve (3.6.1.2) asimptotik formiilleriyle tanimli {1 } ve {1 }say1 dizileri

verilsin.

a :sm(a—ﬁ) H'Ak_j‘n (3.6.1.3)
‘Lln _/In k=—o0 :le _/1’71

formiili ele alinsm.

Onceki bdlimde verilen sonuglardan «, normlastirici sayilari igin (3.5.29) asimptotik
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formiiliiniin saglandig: elde edilmisti.

Tiim «, lerin 0 dan biiyiik oldugunu gosterelim.

_ 1 M, —A
(A= sin(a—ﬁ),go A —4

(3.6.1.4)

fonksiyonu g6z oniine alinsin.

m,(A) fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar1 {4 } ve {u,} sayilar1 ile ¢akisirlar. Bu takdirde
teoremin kosulundan dolay1 m, (4) fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar: siralidirlar.

A =it ve t > © i¢in
1
AD)—>—— 3.6.1.5
M= (3.6.1.5)

elde edilir ve Weyl fonksiyonunun tanimmdan

ai =Resm, (A)LHH (3.6.1.6)

n

esitligi yazilir. Bu sebeple

1 &
ml(l)——sin(a_ﬁ)+kZ_“waM_M (3.6.1.7)

dir. Burada ¢, lerm hepsi ayni isarete sahiptirler.
(3.5.29) formiiliinde biiyiik £ lar i¢in o, >0 oldugu goriiliiyor. Bu sebeple Ve, >0i¢in
strekli Q(x) matris fonksiyonuna sahip (3.4.1) denkleminin{A, } ve {«a,} sayilarma gore

birebir olarak tanimlanmasi elde edilir. {4, } dizisi

By'+Q0(x)y=4y,0<x<rx (3.6.1.8)
y,(0)cosa+y,(0)sina =0, 0<a<nx (3.6.1.9)
y(r)=0 (3.6.1.10)

probleminin 6zdegerleri olsun. Burada « sayist (3.6.1.1) ile tanmmlanw. {y, }” ,

{4,} ve {a, } sayilarina gore tanimlanmig

By'+Q0(x)y=A4y,0<x<rm (3.6.1.8)
y1(0)cos S+ y,(0)sin 5 =0 (3.6.1.11)
y(r)=0 (3.6.1.12)

probleminin 6zdegerleri olsun. Burada £, (3.6.1.2) ile tanimlanir. ¢(x,4) ve w(x,A1),
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(3.6.1.8) denkleminin

sina sin 8
¢(0,1) :{ ] w(0,4)= ( ]
—cosa —cos f3

baslangic kosullariyla tanimli ¢6ztimleri olsun. Bu takdirde

(7, A)

)=
)

fonksiyonunun kutuplar1 ve sifirlari sirasiyla{y, } , {4,} sayilar1 ile ¢akisir. Dolayisiyla

Lo L Res m(4)|,_,

a, sin(a-pf)

formiili bulunur. Bu takdirde

o i .
sin(a - ) (l)__Sin(“‘ﬁ)JrkZ_:ﬁoak(z—z,k) (3.6.1.13)

esitligi elde edilir. (3.6.1.7) ve (3.6.1.13) formiillerinden

1
m(A) = mm(l)

elde edilir. Bu sebeple m(4) ve m, (A1) fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar1 cakisirlar.

Dolaysiyla y, = u,, 0,%1,2,--- olur. Bununla teorem ispatlanir.

Teorem 3.6.1.2. {4 } ve {u, } (3.6.1.8) denkleminin (3.6.1.9) ve (3.6.1.10) smir kosullarini
saglayan iki farkli spektrumlar1 olmasi i¢in asagidaki kosullarin saglanmasi gerek ve

yeterdir.

p(x) ve g(x) k. mertebeden tiirevleri L,(0,7) uzaymnda olacak sekilde

p(x)  q(x) ]

g”:@u>—mm

matris fonksiyonu verilsin.

1. 4, ve u, dizileri ¢caprazlasir.

2. Asagidaki asimptotik formiiller s6z konusudur.

Q. a, ok

a q
A, =n——+—+ 2+---+?+—k
T n on n n
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BB B B P

M, =n——F T+ -
T n on n n

= 2 s 2 .
burada a # B,0< B,a <7 ve Z‘am <oo,2‘ﬁk,n‘ < oo dir.
—0 —0

Ispat. A, ve u, sayilar1 gaprazlastigi icin bu teoremin gerekliligi Bolim 3.2 de verildi.

Yeterliligin ispat1 ise Teorem 3.6.1.1 in ispatina benzerdir.
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4. SINGULER DIRAC OPERATORU

Bu boliimde sonlu kapali aralikta tanimli ve / pozitif veya negatif tam say1 olmak

0 1
iizere, 7 noktasinda ( 0] seklinde tekile sahip Dirac operatorii i¢in ters problem

r—x1
incelenecektir. Ozel olarak farkli smir kosullarina karsilik gelen {1 }* ve{u, }* sayilar

dizisine gore potansiyel matris fonksiyonunun bulunmasi ispatlanacaktir. Benzer

problemler [21], [54] ve diger ¢alismalarda ele alinmastir.
4.1. Singuler Dirac Operatorii icin Ters Problem

By'+Q0(x)y+Ly=4y,0<x<rm (4.1.1)
denklemi ile birlikte
y,(0)cosa+y,(0)sina=0,0<a<x (4.1.2)

W () +p," () <o (4.1.3)

sinir sartlar1 g6z oniine alinsin. Burada

0
(0 1 (p(x)  g(x) B
B_{—l 0]’ Q(x)_(q(X) —p(x)]’L_ L

T—X

/
T—X 9(x,A) :(y](xaﬂ“)]
0

P, (x, 1)

seklindedir. Q(x), [0,7:] de stirekli bir matris fonksiyonu, A ise kompleks parametredir.
Basitlik i¢in biz / yi tek negatif tam say1 olarak ele alacagiz.

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin Szdegerlerini {4}, nex(k+1,0) ve buna karsihk gelen

n

ozfonksiyonlar1 ise ¢, (x) olsun.

s

&, = I (0,00, 0)x = [ {97 (v, 2,) + 97 (x,2,) | d (4.1.4)

0

x, A
sayllarma (4.1.1)-(4.1.3) probleminin normlastiric1 sayilari denir. go(x,ﬂ,):(%( )]

@, (x, 4)
fonksiyonu (4.1.1) denkleminin
¢,(0,1)=sina, ¢,(0,A) =—cosa (4.1.5)
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baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimii olsun.

() ¢

T 4.1.1. =
corem Q] (X) (% (x) —D (x)

] icin {4} ve {a,}” tekilsiz problemin

sirastyla Ozdegerleri ve normlastiric1 sayilart ise ---, A, , A, o0 Ve a0,
(4.1.1)-(4.1.3) probleminin [/=—(2k+1)icin O6zdegerleri ve normlastirict sayilaridir ve
tersine -+, A, A, ve L a a0 (4.1.1)-(4.1.3) probleminin /=—-(2k +1)i¢in

ozdegerleri ve normlastirici sayilari ise

By'+Q,(x)y=24y,0<x<rx (4.1.6)
y1(0)cosa +y,(0)sina =0 4.1.7)
y(r)=0 (4.1.8)

probleminin sirasiyla 6zdegerleri ve normlastirict sayilaridir.

v, (x, 1) : -
fonksiyonu (4.1.6) denkleminin

Ispat. Once gereklilik kismi yapilsin. y(x, 1) :(
W, (x,4)

v,(0,4)=smna, y,(0,1) =—-cosa (4.1.9)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun. y (x, 1) nin (4.1.7) smir kosullarini sagladigi
agiktir. Bu sebeple y(x,4,) (4.1.6)-(4.1.8) probleminin 6zfonksiyonlaridir ve normlastiric

sayilar1

s

a, = ](w(r,zn),y/(r,/ln))dr = j{yxf(x,/ln)wj(x,/ln)}dx, n=0,+1,42,-- (4.1.10)

0
seklindedir.

Bu teoremi tiimevarim metodu ile ispatlayalim. &k =0olsun. Bu takdirde
AL ALve e a L, srastyla (4.1.1)-(4.1.3)  probleminin - dzdegerleri  ve
normlastirict sayilar1 oldugu ispatlayalim. (4.1.1)-(4.1.3) probleminin 6zfonksiyonlar ile

(4.1.6)-(4.1.8) probleminin 6zfonksiyonlar1 arasinda

v (6 2) [ (v (7 20)w (3, 2)) dy
P(x, 1) =y (x,A)+ - (4.1.11)
oy = [ (Wt 2w (1, 4y)) dt

bagintis1 vardir. Buna Crum doniisiimii denir.
(4.1.1)-(4.1.3) ve (4.1.6)-(4.1.8) problemlerinin ¢6ziim fonksiyonlarinda

x =0yazilirsa
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sino
@(0,4)=w(0,4) =[ ]

—CoSax

elde edilir.
v (x,4,) fonksiyonu, (4.1.6) denkleminin ¢dziimii oldugundan

K(x, ) = — VRV () (4.1.12)
oty = [ (& 2). 9 (8, 7)) dt

0

fonksiyonu
BK (x,)+Q,(x)K (x, ) +[K (x,x)B - BK (x,x)| K (x,y) ==K (x, ) B+ K (x,)Q, (»)
(4.1.13)
denkleminin ¢6zlimii oldugu asikardir.
Bu takdirde (4.1.11) ile taniml1 ¢(x, ) fonksiyonu
Bo'(x,y)+0,(x)p(x,A)+ [K(x, x)B - BK(x, x)] o(x,1)=Ap(x,A) (4.1.14)

denklemini saglar.
AQ,(x) = K (x,x)B - BK (x, )
fonksiyonu g6z 6niine alalim.

x —>miken AQ,(x) fonksiyonunun davranigmni bulalim. AQ, (x) esitliginde diizenleme

yapilirsa

AQ (x)=K(x,x)B—BK(x,x) =

| [_2% () yi () -y3 (x)J
o~ [t e, 2y )) e VTV 2 W)

elde edilir. x—> 7 iken w,(7)=0,limy,(x)=c#0oldugu bilinmektedir. (c=0ig¢in
v (t,4,) =0 oldugundan bu miimkiin degildir).
Bu sebeple x — miken limit alinirsa
-1
0 - -
AQI(X)%;( c]= S -

cr-x)\-c* 0

sonucu bulunur. Gergekten de
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AQI (x) = X
oy = [ (6.2 )y (6. 2) ) dt

0

1 (—2% (W, (X)) (x)-y; (x)J
W) -wi(x) 2y, (0w, (%)

_ 1 (—2wl(x>wz(x> wf(x)—wi(x)J
(WA (1 2) )i+ [ (e, 2y A ) de YT D V) 210w

O

1 (‘21//,(@1,,2()() i) -, (x)]
(WA (0, 2))de VT DY) 20w (0)

we—

__ 1 [—21//](36)1//2(90 t//f(x)—wf(x)]
A=\ pi ) -yl ) 29,0y, (%)

elde edilir. Son esitlikte x — migin limit alinirsa

o
1 (0 - (-2 |
AQl(x)%m[_cz 0 ]— q ; ,I=-1
(m—x)
oldugu bulunur.
-1
(7 —x)
O(x) =0, (x)+AQ,(x) - r (4.1.15)
(7 —x)

fonksiyonun [0,7[] de diizgiinliik mertebesi Q,(x) fonksiyonunun diizgiinliik mertebesi ile
aynidir. Boylece /=-1 1i¢cin ¢(x,A) fonksiyonunun (4.1.1) denklemini sagladig1
ispatlanmistir. Burada Q(x) fonksiyonu (4.1.15) ile tanimlidir.

Simdi ¢’(7,2,)+¢,’(7,4,) <o oldugunu ve {@(x,A,)} fonksiyonlar sisteminin
L,(0,7)de tam ortogonal sistem olusturdufu ispatlayalim. {y(x,4,)} fonksiyonlar

sisteminin ortogonal sistem oldugu bellidir. Bu sebeple farkli 6zdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlarin ortogonalliginden
(w2 (6 4,)dx =0, n 0
0

bulunur. Bu takdirde (4.1.11) esitliginde x — 7 iken limit alinirsa 6zfonksiyonlarin

ortogonalligi ve L’Hospital kurali uygulanirsa;
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v (5 20) [ (W (0, 20) W (3, 2,)) dy

limeo(x,4,) =y (7,A,)+1lim

O N

(W(t’j“o)’l//(t’j“o))dt_J.(l//(t’ j’o)’l//(t’j“o))dt

X

y(x, %){j(w(y,%),t//(y, 20)dy=[(w (3, 2w (3, /ln))dy}
—y(r.,)+lim °

[(w @ 20w (1, ))dt

—.y

(w (34w (¥, 4,))dy

=y(w.A,)~y (7,4 lim =0

=
= C—

(V/(ta )5y (1, }“o)) dt

esitligi  elde edilir.  Yami  ¢(x,A4,) fonksiyonu yakinsaktir. Bu sebeple
@ (T, A,)+@, (m,A,) <o oldugu  gbsterilmis  olur.  Dolayssiyla  {@(x,4,)} ,

n==+1,+2 .. fonksiyonlar1 (4.1.1)-(4.1.3) probleminin 6zfonksiyonlar1 olur. Bu sebeple

[0, ﬂ'] iizerinde ikiserli ortogonaldirler.

Simdi L,(0,7) de {¢(x,4,)} fonksiyonlar sisteminin tam sistem olusturdugunu ve

a, = [(p(x,2,),0(x, 2,) it

oldugunu ispatlayalim.

X

Ax) = ag = [ (W (& 2). W (& 7)) dé

0

X

(W (& 2.0 (. 20))dE = [ (w (& 2w (&, 4)) d&

0

(W (&AW (E,2))dE +[ (W (&, 24w (&, 4,)) dé

Il
2 m— Y Oy Oy

(W (&2 (&, 4))dE

fonksiyonu verilsin. Dirac-Delta fonksiyonunun tanimindan
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0
Z—l//(xi)l// (t,4,)=0(x~ t)( 1]

n=—o00 n

oldugundan, ¢ > x i¢in

v (6 20) [ (v (3 2.0 (3, 4,)) dy
q)(x’j“n):l//(x’ln)"i' ¢

A(x)

esitligi ve bu esitligin transpozu alinirsa

v (6,20 [ (W (2 p (. 4,)) dy
qDT(t’j“n):l//T(t’ﬂ“n)"i' ¢

A1)
elde edilir. Bu esitlikleri taraf tarafa carparsak ve daha sonra her iki taraftan sonsuz toplam

alirsak;

| |
=Za_§0(x /ln)go (tﬂ/ln)_n;c an

vt 20) [ (W (&AW (&, 4,))dé

1 0
+n§o_n‘”(x M) A()
. v (5 2) [ (W (&)W (& 4,)) dé
+ z _l//(xs/lo) A(x) % (ta/ln)

n=—0 Uy,

&1y Ay ()}
+nzwa_n YRV j &2V (E.2,)) é{( W (s, 2) W (5, 2,)) ds

v (A )& 1 r
—5()6 t)(o 1] WI{Z_W()C’/I")’W (gaﬂ’n)}l//(galo)dg

n=—0

y(x4)
. I{Z—W(M)W (&, 4,) }W(fa%)df

LAY A) I{ (&AW (5,4 )}w(&%)}w(&%)d%

n 00 n

AX)A@)
25(36—0( 0]+aol//(X,ﬂ,0)y/(t,}{,0)
0 1 A(x)  AE)
o 1)raet
=0(x—1) +—p(x,2)0" (t, 4)
0 1) q
buradan
IR 1 0
' B 4.1.1
nzzma—soxﬂn)co (t.4,)=08(x t)(o 1] @.1.16)
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elde edilir. Burada ' sembolii # =0 teriminin bulunmadigini ifade eder.
(4.1.16) esitligi ¢(x,A,)ile carpilip 0dan 7 ye kadar x’e gdre integrallenirse ve Dirac-

Delta fonksiyonunun tanimi kullanilirsa,

0

I Z'aiw,z»coT(r,z,,)}w(x,&,)dx{5@—0[; |

n=—0n W,

yani

(1. (952,052, i =0(0.2,)

n

a, zf(go(x,in),go(x,/ln))dx (4.1.17)

bagmtist bulunur. (4.1.16) ve (4.1.17) formiilleri {(o(x,ln)} n=x+142,--- fonksiyonlar

sisteminin L, (0,7)de tam ortogonal sistem olusturdugunu gdsterir.
Boylece [/=-1 durumunda teoremin gerekliligi ispatlandi. Tiimevarim uygulayarak

teoremi genel durumda da ispatlamak miimkiindiir.

x, A
Simdi yeterlilik kismimni ispatlayalim. ¢(x, 1) = (%( )] fonksiyonu (4.1.1)
Py (x, 1)
denkleminin
¢,(0,1)=sina, ¢,(0,A) =—cosa (4.1.18)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun. ¢(x,4) fonksiyonu (4.1.2) smir kosullarini
sagladig1 agiktir. ---, 4, A, -+, [=—(2k+1)i¢in (4.1.1)-(4.1.3) smur deger probleminin
ozdegerleri olsun. Bu takdirde ¢(x,4,), ne £(k +1,00) bu problemin 6zfonksiyonlar1 olur

ve normlastirict sayilari
a, = I(go(x, 2,),0(x,4,))dx, net(k+1,0) (4.1.19)
0

seklindedir. Teoremde gosterilen sekilde {4 } ve{c,} say:1 dizilerini olusturalim. Bunlarin

(4.1.6)-(4.1.8) smir deger probleminin spektral karakteristikleri oldugunu ispatlayalim.

Teoremi k =0 durumu i¢in ispatlayalim. Genel durum benzer sekilde ispatlanabilir.

(%, 20) [ (91, 1), (2, 7)) dt
w(x,4)=p(x, A1)~ 0 (4.1.20)

X

oo+ [ (01, 2), 00, 7)) dt

0
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esitligi verilsin. Burada A,4 ,n# 0lerden farkhdir ve ¢ sabit pozitif sayidir. Burada

.. v,(0,4) sina
x=0i¢in w(0,1) = = olur.
v,(0,1) —cosa

o(x,4,) fonksiyonu (4.1.1) denkleminin ¢dziimii oldugundan

o(x,2,)0" (¥, 2,)

K(x,y)=- (4.1.21)
oy + [ (91, 2). 0(t.2)) di
matris fonksiyonunun
BK; (x, )+ O(x)K(x,y)+ [K(x, x)B — BK (x, x)] K(x,y)+LK(x,y)
=K, (x,5)B+K(x,y)0(y) + K(x, )L (4.1.22)

denkleminin ¢6zlimii oldugu asikardir. Bu takdirde (4.1.20) ile taniml1 y (x, /1) fonksiyonu
By (x,y)+Q,(x)y (x,A)+ [K(x, x)B—BK(x, x)] v(x,A)+ Ly (x,A)=Aw(x,A) (4.1.23)
denklemini saglar.

Simdi

AQ(x) =K (x,x)B—- BK(x,x)
fonksiyonu detayl bir sekilde inceleyelim.
x —>rmiken AQ(x) fonksiyonunun davranigint bulalim. AQ(x) fonksiyonunda matris
fonksiyonlar1 yerine yazilip diizenlenirse,

AQ(x) = K (x,x)B — BK (x, x)

1 [_2%()6’10)%(%%) cof<x,zo>—<o§(x,zo>J
dty+ [ (90t 2),0(0, 7)) o O @h) =i (k) 201(x 2P, (. 4)

esitligi bulunur. Bu sebeple X = 7 iken

cl
(p(xaﬂ‘) - C,

T—X

bilinmektedir [21]. Bu sebeple x — 7 iken limit alinirsa,

70



i e i Ry e
T—X T—X
AQ(x) =— —
2 2 2 G
o, .0[ tzdt+clx ¢ - o ZCl(ﬂ_x)
i —2c cz(ﬂ—x)—(ﬂl_x)
= .
c(m—x)- 2¢
(m —x)
0 3 1
(m —x)
=— +AQ, =—-L+AQ,
1
- 0
(m —x)

esitligi elde edilir. Buradan da

0, (x) = 0(x) +AQ(x) + L = Q(x) + AQ, (x)
fonksiyonun [0, ﬂ'] de Q(x)ile ayn1 diizgiinliik derecesine sahip oldugu bulunur.

Simdi de n=(-o0,0) , i¢in v, (7,4,)=0 ve {w(x,4,)} fonksiyonlar sisteminin
L,(0,7)de tam ortogonal sistem olusturdugunu ispatlayalim. Once v, (x, 4,) = 0 oldugunu
ispatlayalim. (4.1.20) esitliginde A = A yazilirsa
aO

((,D(t, ), (2, ﬂvo))dt

l//(xa /’LO) = (,D(X, /’LO) -
o, +

S Sy

formiilli bulunur. Bu sebeple x — 7 iken

cl
(p(xaﬂ‘) - C,

T—X

oldugu goz Oniine alinirsa;

Cl
: : a
limy(x,4)=lim| ¢, L >
X XD 2 C2 C2
(7'[—_)(,') a0+C1x+m_;
X (z-x)
: o, m(m—x
=lim| ¢, — s
¥ T—) (ﬂ—x)(a0ﬂ+clﬂx—cz)+cz7z

i c,a,w(mw—x) 1 0 1 0
=lm = =
X C, QT (7 —x)(aoﬂ +clz7rx—czz)+ ar \aar)ar o,
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olur. A =4, olsun.

B, = [(9(x.2),0(x,2,) ¥ix

fonksiyonu verilsin. Buradan;

c]
CZ
- 0
limy (x, 4, ) = —lim(ﬂ—zx)ﬁn - ( | ]
X7 x> 5 ﬂncz
(7 —x)

elde edilir.

Dolayisiyla w,(7,4,)=0 olur. Bu sebeple {l//(x,ln)}, n=0,%1,%42,... fonksiyonlar1

(4.1.5)-(4.1.8) probleminin 6zfonksiyonlar1 olur. Bu sebeple [O,E]ﬁzerinde ikiserli

ortogonaldirler.

Simdi L,(0,7) de {w(x,4,)} fonksiyonlar sisteminin tam sistem olusturdugunu

ispatlayalim. Onceden L,(0,7) de {(o(x,ln)} fonksiyonlar sisteminin tam sistem

olusturdugu gosterilmisti.
Ax) = ay + [(9(€,2). 0, 4y)) dé
0
fonksiyonu verilsin.

i 'aiﬁo(x, 209" (t,2,) =8(x—1t)E

n=-w

1 0
burada £ = (0 1] , t> xi¢in yukaridaki yapilan benzer islemler tekrarlanirsa

I I |
> 'a—!//(x,/l,,)wr(t,in) =D '—ox,2)9" (1,2,

n=-o0w n=-m% n

0 (t,2,)[ (9(&, 40).0(&,2,)) dE

-2, '—olx4,)
= a,

n

005 2) [ (9(E. 7). 0(E,4,)) dE

= ]
'—"(1,4,)
— Q,
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S ' 1 go(x,/lo)gor(t,lo)x t
+;; P T ! (P(E. 2w (E,4,)) df{ 0(s,29),0(s,4,)) ds

_9tA)

=0(x= A(f)

I{Z 'aiwx 30! )}qo(.»: 20)dé
_otety)
A

P(x,2)9" (1, 2)
' A(x)A(z) '(').'(').{|:n oo_go(g 4,095, 4, ):|§0(§,/10)}40(S,10)d§d5

_QD(XJ'O)ﬁD (t,4) o, lo)ﬁor(talo) [
E 40 My {(qo(m),qo@,%))dﬁ

P(x, 20" (1,4,) B
A(X)A(1) {A(x) !(Wf»%)ﬂ(é%))df}

S )E— (5. 2o’ (1 h)
AX)A@) 1

I{Z '—o(t,4,),0" (&, )}qo(f: A,)dE

n

=5(x—1)

=0(x—-t)E -

olur. Buradan da

i aiy/(x, AW () + “OZ((XX’)%) q”T/(lt(’t ;10) —S(x—1)E (4.1.24)

formiilii elde edilir.
(4.1.20) formiiliinde A = 4, i¢in

ayp(x,4,)

(//(x’)“o): A(x)

oldugu elde edilir. Son esitlik (4.1.24) formiiliinde yerine yazilirsa;

>

n=—0

(x,ﬂ,,>w(r,&,>+iw(x, I (t,79) = 5(x—0)E
% (4.1.25)
(x, j“rl)l//r(t’ A,)=0(x—-1)E

4H

SéH S

bulunur. Teoremin gerekliliginin ispatinin benzerinin yorumlar1 yapilirsa

s

= [(w (e A,).w (x, 4,) (4.1.26)

0

olur. (4.1.25) ve (4.1.26) fonksiyonlarindan {l//(x,ln)}, n=0,%1,%2,--- fonksiyonlarinin

L,(0,7) de tam ortogonal sistem oldugu elde edilir.
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p(x)  gq(x)

Sonug 4.1.1. p(x)ve g(x) fonksiyonlar1 ve Q(x)= (
q(x) —p(x)

] matris fonksiyonun

k.mertebeden tiirevleri L, (0, ) olacak sekilde (4.1.1)-(4.1.3) probleminin 6zdeger ve

normlagtirict sayilari

a o o (04 a
ln:n__+_]+_2+...+%+ "];k (4.1.27)
T n n n n
C C c
T n n

seklinde asimptotik formiillere sahiptir. Burada [/=-(2k+1), nex(s+1,0) ve

o0 2 o0
> <o ve ).
—

Not 4.1.1. Eger{A } ve{c, }ler [ igin (4.1.1)-(4.1.3) tipindeki problemin sirasiyla 6zdeger

2 o
<o serileri yakinsaktir

an,k cn,k

ve normlastirict sayilar: ise, bu takdirde {4 }ve {o, }ler, —/ icin de (4.1.1)-(4.1.3)

problemin 6zdeger ve normlastirici sayilaridir.

4.2. Normlastinic1 Sayilarn iki Spektrum Tiiriinden ifadesi
By'+Q(x)y+Ly=A1y (4.2.1)
diferansiyel denklemini ve

y.(0)cosa + y,(0)sina =0, y* () + y* (7)< o0 422
1 2 1 2

11(0)cos B+ y,(0)sin =0,y () + y (m)< o0 (4.2.3)
sinir kosullarmi g6z 6niine alalim. Burada

[

0
0 1 p(x)  q(x) T—x yi(x,4)
B = > = 5 L= s ,ﬂ, =
(—1 0] o (q(X) —p(x)j l 0 Y d) (yz(x,l)]

T—X

0<a<m, 0LpB<moyleki a# B, O(x)matris fonksiyonu [0,7:] de taniml ve siirekli ve

[ =—(2k+1) olsun. {4 }ve {u,}, nex(k+1,00) srasiyla (4.2.1), (4.2.2) ve (4.2.1),
(4.2.3) smir deger problemlerinin 6zdegerleri olsun. ¢(x,1) ve w(x,4) (4.2.1)

denkleminin sirasiyla

¢, (0,A)=sinc, ¢,(0,4)=-cosa (4.2.4)

v,(0,A)=sin B, v,(0,4)=-cosf (4.2.5)
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baslangi¢ kosullarini saglayan c¢oziimleri olsun. Bu takdirde (4.2.1), (4.2.2) smir deger

probleminin 6zfonksiyonlarip(x, 4,) = ¢, (x) ve normlastirict sayilar

a, = T(qon (x), @, (x))dx, n € +(k +1,00) (4.2.6)

seklindedir.

{A,} ve {u,} spektrumuna gore {a,} i¢in formiil bulalim.
S(x,A) =y (x,2)+m(A)p(x, 1) (4.2.7)

fonksiyonu verilsin. Burada f(x,A4) € L,(0,7) dir. Bu takdirde x — 7 iken limit alinirsa

lim (7 =) {| 126, )|+ £ (e, )] = 0
bulunur. Burada

¢ +m(A)c, =0 (4.2.8)

¢, =lim(z =)™ {y? (x, )+ (6. D)}, ¢ =lim(z — )" {9 (x, 2) + 95 (x, 1)
seklindedir. (4.2.8) formiiliinden m (A1) nin bir meromorf fonksiyon oldugu géziikmektedir.

Dolayisiyla kutuplar1 ve sifirlar1 (4.2.1), (2.2.2) ve (4.2.1), (2.2.3) probleminin sirasiyla

ozdegerleri ile ¢akisir. Boliim 3.4’te yapilan islemler tekrarlanirsa
4 —/lz)f(f(x,&), f(x.2y))dx =[m(4) —m(4,)]sin(B -a)
0

formiili bulunur. 4, =4, 4, = A oldugu durumda

Imm(A)
ImA

17 Mf dx=sin(B-a) 4.29)

formiilii elde edilir. Bu takdirde m(A) fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar: yani (4.2.1),
(4.2.2) ve (4.2.1), (4.2.3) smir probleminin 6zdegerleri ¢arprazlasirlar. m(A) fonksiyonu
tam fonksiyon oldugundan

mm:Aﬁv(l_i](l_;J @.2.10)

p=-® P
elde edilir.
Burada 'sembolii sonsuz ¢arpimda p = —k,...,k ¢carpanlarinin bulunmadigini ifade eder ve

A sabit sayidir. Boliim 3 teki islemler tekrarlanirsa
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(= 2,)[ ( (5.20.0,00)) d = [{(BF (. 20,0, (1) + (B (3. 2.9, () e =sin(c - B)

olur. Burada 4 — 4, i¢in limit alinirsa

__ sin(a—pf) 4.2.11)
" lim(2-2,)m(R) -

esitligi elde edilir. (4.2.10) formiilii diizenlenirse daha sonra her iki taraftan logaritma

i{'up_lp]: i ['up_ﬂ“p_'_'u—p_ﬂ“—p]
o\ A, =4 il A, -4 A, -4

serisi elde edilir. Bu serinin yakinsaklig1 Boliim 3 te yapilan islemler tekrarlanirsa elde

alinirsa

edilir. (4.2.10) formiiliinde cebirsel islemler yapilirsa

m(1) = AH(A j]

fonksiyonu bulunur. Burada

A = AH—

e M,
seklindedir. Bu takdirde (4.2.1 1) den

_ sin(- 42.12
" Au, /’t)H (3212

elde edilir. Ileride 4, = —1oldugu ispatlanacaktir.

4.3. iki Spektruma Gére Singiiler Dirac Operatérii i¢cin Ters Problem
Bu boliimde tekile sahip Dirac operatorii i¢in iki spektruma gore ters problem
¢Ozlimii verilmistir.

Teorem 4.3.1. {4 }" ve {u,}” , nex(k+1,00) dizileri asagidaki 6zellikleri saglasin.

o0 2

1. A, ve u, dizileri siralidirlar (¢aprazlasirlar).

2. a,a, B, B, sabit sayilar olmak lizeren - *oo iken A4 ,, A, veu, ., pu,  sayilari

n+k >

i¢in
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Ak —n—g+ﬂ+0(i2] n>0
v " (4.3.1)
" T n

A —n——+—+0(i2] n<0
n

\

(4.3.2)

asimptotik formiilleri saglanir.

3. 05a<7, 0<p<m, a=+pdr.
Bu takdirde {1} ve {u}”,, ne+(k+1,00)
By'+O(x)y+Ly=2y (4.3.3)
y,(0)cosa+y,(0)sina =0 (4.3.4)
YA (m)+yi(m)<oo (4.3.5)

probleminin iki farkli spektrumlaridir.

0
Burada B =( 0 1], 0(x) = (p ®) ) ] L= %=X | seklindedir.
-1 0 g(x) —p(x) Ly
T—X

Ispat. Teoremi /=-1 icin ispatlayalim. Genel durum benzer sekilde ispatlanir. Sirasiyla
(4.3.1) ve (4.3.2) asimptotik formiilleriyle tanimli {4 } ve{u, }sayr dizileri verilsin.

Normlastirict sayilarm iki spektrum tiirlinden ifadesi olan

_sin(B-a) 1+
= Py 1:—[ (4.3.6)

formiilii yazilsin. Burada 'sembolii sonsuz ¢arpimda p =0, p = n ¢arpanlarinin
bulunmadigini ifade eder.

{A,} ve {u,} sayilar1 i¢in asimptotik formiillerden faydalanarak {«,} sayilar1 i¢in
asimptotik formiil bulalim. A, # A , u, # p,,n =+£1,%£2,---olmak tizere A, , sayilariele
almsmn. Bu durumda (4.3.6) formiiliiniin —1. kuvveti alinirsa

L: lun_ﬂ’n ﬁv’up_ﬂ'" A’O_ﬂ’n
a, sin(a@-p),5 A, -4, g—4

n
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oldugu elde edilir. Burada 'sembolii sonsuz ¢arpimda p =n sayili terimin olmadigini ifade

eder.

L: lun_ﬂ’n ﬁ"up_ﬂfn
b, sin(a—p),-% A,—4,

olacak sekilde yukaridaki sonsuz ¢carpim

1 1A-A
an bn :u0 - ﬂ‘n
Seklinde yazilir. Boliim 3.4 de verilen
1 1 1]|s Inn
- =—+—[—+(ﬁ] - )erg (@ —ﬁ)} +0(=7) (43.7)
b, nm n|lrx n

asimptotik formiiliinii ele alalim. Burada s = z '(Ak - U, +ﬁ;a] seklindedir ve
T

k=—0
Z "'sembolii toplamda & = n nolu terimin mevcut olmadigmni ifade eder. Bu takdirde

i:i 1+M
a b ﬂ“n_:uo

n n

seklinde yazilabilir. Ozdegerler igin asimptotik formiillerden faydalanilirsa

/ln_:uO ﬂ‘n 1_& n
A

n

:uo_ﬂ“ozluo_/lo 1 _/10_)“0+0(L)
2
n

elde edilir. Bu durumda

1 :L(H_/”’O__%]_,_O(Lz)
b n n

n n

seklinde yazilabilir. Son formiil ve (4.3.7) den normlastirici saylar i¢in asimptotik formiil

i=1+1[3—'+(ﬂ] ~a)ctgla—p)+ L ‘“}O(“‘—f) (438)
(04 T n|Qnw T n

n

0

bulunur. Burada s'= z '(Ak -, + p-

k=—0

a .
jve 'sembolii toplamda & = n nolu terimin

mevcut olmadigini ifade eder. Boylece (4.3.8) formiili

YL (4.3.9)
(04 T n n

n

elde edilir. Burada
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=LY ”(%—uﬁﬁ_a]ﬂﬁ]—al)ctg(a—ﬂ)+ﬁ_2a

)/ — T T

seklindedir. Tiim ¢, lerin 0 dan biiyiik oldugunu gosterelim.

IR S o Bt
m, (L) = sin(a—ﬂ)pl—_loc/lp—/l (4.3.10)

fonksiyonunu goz oOniine alalim. Teoremin kosulundan dolayr m,(4) fonksiyonunun

sifirlar1 ve kutuplari ¢aprazlasirlar. 4 — ico iken limit alinirsa

1
ml(l)é—m (4.3.11)

sonucu almir. Weyl fonksiyonu tanimindan

ai =Resm (2)),_, (4.3.12)

n

esitligi yazilir. Bu sebeple

1 = 1
ml(i)——m"‘pzw —a](l—lp) (4.3.13)

olur, dyleki o, lerin hepsi ayn1 isarete sahiptir.
(4.3.9) formiilinde buyik pler i¢in a,>O0oldugu elde edilir. Bu takdirde [21]
den {4 } ve{c, }sayilarma gore sirekli Q(x)matris fonksiyonunu birebir olarak

tanimlamak miimkiindiir. Oyleki {4} (4.3.3)-(4.3.5) probleminin &zdegerleridir.

By'+Q(x)y+Ly=Ay (4.3.14)
denklemi ve

y1(0)cos S+ y,(0)sin § =0 (4.3.15)

YA (m)+yi(m)<oo (4.3.16)

smir kosullartyla tanimli problemin {4 } ve {«,} 6zdeger ve normlastiric1 saylarina gore
tanimlanan {y,} , n € (1,0)dzdegerleri olsun. Burada f sayisi(4.3.2) ile tanimlanur.

7, =M, , nex(l,00) oldugunu ispatlayalim.

@(x,4) ve y(x,4)

sina sin 8
60(0,1):( ],W(O,A)Z{ ]
osa

—cos f3

baslangi¢ kosullarimi saglayan (4.3.14) denkleminin ¢6zlimleri olsun. Bu takdirde
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(4.3.17)

esitligi ile tanimli meromorf fonksiyon mevcuttur. Oyleki m(A) fonksiyonunun
kutuplar1 ve sifirlari sirastyla {y, }, {4} sayilar1 ile ¢akisir. Bu durumda

Lo b Resm)

a, sin(ax — )

formiilii bulunur. A — ico iken (4.3.17) de limit alinirsa m(4) — 1elde edilir. Bu sebeple

1 1 < 1
A)y=———""— —_— 4.3.18
s1n(oc B) m(A) sin(a — ) pz_:w a,(4,—4) ( )
esitligi elde edilir. (4.3.13) ve (4.3.18) formiillerinden
1
Ay=—m(A 43.19
m(2) = s m(2) (43.19)

olur ve dolayisiyla y, = 1, , n=%(1,0) elde edilir. Bununla teorem ispatlanir.

{A,} ve{u,} sayillarin1 ayn1 bir denklemin farkli iki 6zdegeri olabilmesi i¢in yeterlilik
kosullarin1 gostermis olduk. Benzer yorumlar1 yaparak genel durumda iki spektruma goére
ters problemi tam olarak ¢c6zmek miimkiindjir.

Teorem 4.3.2. {4 }ve{u,} say1 dizilerinin (4.3.14) denkleminin (4.3.15) ve (4.3.16) smur

kosullarmi saglayan iki farkli spektrumlar1 olmasi i¢in p(x) ve ¢(x)fonksiyonlarinin k.

p(x)  q(x)

mertebeden tiirevleri L,(0,7) nin elamani ve Q(x):(
q(x) —p(x)

] olacak bi¢cimde

asagidaki kosullarin saglanmasi gerek ve yeterdir..

1. A, ve u, dizileri siralidirlar(¢arprazlasir).

2. Asagidaki asimptotik formiiller s6z konusudur.

A —n_g+ﬂ+ 2+...+%+i}f
T n n n n

u, :n_ﬁ+ﬁ+ﬂ_§+...+%+%’k
T n n n n

burada @ # f,0< B, a <m,l=—(2k+1) ve her bir n i¢in

= 2
Z‘%n
=

<oo,i‘ﬁk,n‘2 <oo,n==x(k+1,00) dir.
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Ispat. Gerekliligin ispat1 Boliim 3.2 den elde edilir. Yeterlilik ise Teorem 4.3.1.’in ispat1
gibidir.

Not 4.3.1. Bolim 3.2. de {e,}lerin (4.1.28) bagmtisin1 sagladig1 ispatlanmistir. Bu
Teoremden ise {,}lerin (4.3.9) bagntismni sagladigi elde edilir. (4.1.28) ve (4.3.9)

formiiller1 karsilastirilirsa 4, = —1 oldugu elde edilir.
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5. YARI EKSENDE DIRAC SISTEMI iCiIN iKi SPEKTRUMA GORE TERS
PROBLEM

5.1. Problemin Tanim

By'+0(x)y=Ay,0<x< (5.1.1)
denklemini ve

»,(0)cosa +y,(0)sina =0 (5.1.2)

y1(0)cos f+y,(0)sin § =0 (5.1.3)
sinir kosullarini géz 6niine alalim.

p(x)  q(x) [ n(x4)
y(x,A) =
q(x) —p(x) »,(x, 1)

normallestirilmis matris fonksiyonunu 0<x<oo yar1 ekseninde diferansiyellenebilen

Burada B = (_01 (1)], O(x) :( ] ayrica Q(x)

fonksiyondur. Oyleki Vavef (a # f)igin (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) smir deger
probleminin spektrumlari ayrik tir. {4 } ve {u, } srasiyla (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3)
smir deger probleminin 6zdegerler dizisi olsun. Bu bolimde {4} ve {u,} 6zdegerlerine

gore (5.1.1), (5.1.2) smir deger probleminin spektral fonksiyonunun birebir olarak
tanimlandig1 gosterilecektir.

Spektral fonksiyona gore (5.1.1) Kanonik Dirac sistemi birebir tanimlandigindan dolay1
[3], ik1 farkli spektruma gore Kanonik Dirac sisteminin birebir tanimlandig1 elde edilir.

5.2. p(1) -spektral fonksiyonun spektrumlar cinsinden ifadesi
@(x, A1) ve B(x,A)(5.1.1) denkleminin
¢, (0,A)=sinc, ¢,(0,4)=-cosa (5.2.1)
6,(0,A)=sin B, 0,(0,4)=—cosf (5.2.2)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. ¢(x,A) ve 6(x,A)nmn swrasiyla (5.1.2) ve
(5.1.3) smur kosullarin1 sagladig: asikardir. Bu sebeple ¢(x,4,) ve 0(x,A,)srasiyla {4 }
ve {u,}o0zdegerlerine karsihik gelen (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) smir deger

probleminin 6zfonksiyonlaridir.
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Teorem 5.2.1. {A4,}" ve {u,}” swasiyla (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) smir deger

probleminin 6zdegerler dizisi olsun. Bu takdirde (5.1.1), (5.1.2) smir deger probleminin

p(A) spektral fonksiyonu {4 } ve {u, }ler cinsinden

L a0
0<A, <A Yy
p(A)= | (5.2.3)
- — ,A<0
A<2,<0 an
Ve
-1
1A (un—in)H'(l—j’"](l—ﬁ] (5.2.4)
H, w My A

formiilleri ile tanimlanur.
Burada cherhangi sabit, ' sembolii garpimda k& = »n nolu terimin mevcut olmadigini ifade
eder.
Ispat. f(x,1) e L,(0,0) fonksiyonu, (5.1.1) denkleminin ¢6ziimii olsun. Burada
ImA #0dur.
f(x,A)=0(x, 1) +m(L)p(x,1) (5.2.5)

olacak sekilde f(x,A)fonksiyonunu se¢ilsin. Boliim 4.2. de yapilan islemler tekrarlanirsa

ve x > ooigin £ (x, 1)Bf (x,1) = 0 oldugu goz dniine almirsa
(A=) (£ (5, 2), £(x, 2))dx =| m(Z)~m(2) |sin(e - B)

olur. Buradan

_Imm(4)

(S (%, A), f(x,2))dx = sin(a — )

S8

formiilii elde edilir. (5.2.5) den (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) sinir deger probleminin

Ozdegerleri swrasiylam(A) fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar1 oldugu elde edilir.
Dolayisiyla m(A) meromorf fonksiyondur. Bu sebeple {4 }" ve {u, }” c¢aprazlasirlar,

dolayisiyla

m(A) = cﬁo[l —ui] (1 —%) (5.2.6)

n

olur . Burada csabit sayidir.
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Titchmarch calismasinda (5.1.1), (5.1.2) probleminin p(A) spektral fonksiyonu
m(A) cinsinden

zi ,A>0

0<a, <1 &y

p(A)= |
-> — ,A<0

A<2,<0 an

bagintistyla tanimlanir, burada

1
—=Resm(A
—=Resm(A),,

seklindedir. Sonuncu formiilden, (5.2.6) esitliginden aranan (5.2.3) formiilii kolaylikla
elde edilir.

Not 5.2.1 Teorem 5.2.1, (5.1.1), (5.1.2) probleminin spektral fonksiyonu c sabit farkiyla iki
spektruma gore hesaplandigini miimkiin kilar.

Teorem 5.2.2. p,(A)ve p,(4)spektral fonksiyonlar: birbirinden sabit ¢ ¢arpani kadar

farkli oldugunda yani p,(4) =cp,(4) ise ve bunlar Dirac sistemiyle olusan sinir

problemlerinin spektral fonksiyonlar1 oldugunda ¢ =1dir.

Ispat.

P = py(=A) = %A +O(1)

pz(z>—p2(—z~>=%z~+0(l>

buradan
P -p (—A)=%A+O(l>=c[p2(z>—pz(—ﬂ)] =cEA+O(I>}

elde eldir. Dolayisiyla ¢ =1olur.
Bu teoremden goriildiigii gibi p(A) nin tanimindaki sabit sayis1 belirli durumlarda
p(A)icin asimptotik formiillerden hesaplanabilir. Not etmek gerekir ki csabitinin kesin

ifadesi bize gerekmez.

5.3. Spektrumun Ayrikhgi icin Yeterlilik Sartlari
Bu bolimde Dirac sisteminin  spektrumunun diskret olacagi durumlar
incelenecektir. Bununla ilgili birgok caligma ithaf edilmistir. Fakat bu ¢calismalarda sistem

kanonik sekilde ele alindig1 i¢in elde edilen sonuglar daha az kullanilmaktadir.
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Teorem 5.3.1 O(x) matris fonksiyonu stirekli tiireve sahip olsun. Bu takdirde (5.1.1),

(5.1.2) probleminin ayrik spektrum’a sahip olmasi i¢in
x+k s s 1
mnj{p2+¢%4p'—q'y}h:m (5.3.1)

bagintisinin saglanmasi yeterlidir.

Ispat. (5.1.1) denklemi (5.1.2) smir kosullariyla olusan operatorii L ile gosterelim. Bu
takdirde L’ operatorii
—y"+(Q* +BO"Yy =A%y (5.3.2)

¥y, (0)cosa + y,(0)sina =0

17,00+ p(0)y,(0)+4(0)y,(0) }cosar +{-, (0)+4(0)3,(0) ~ p(0)y(0) }sinex = 0
sinir  kosullartyla olusur. L’ operatoriiniin ~ diskretligi L operatdriiniin ~ spektrumunun
diskretligin den elde edilir. Q®+ BQ'matrisine karsilik gelen en kiiciik dzdeger u(x)

olsun. Bu durumda

x+k

MnIM@ﬂ:w (5.3.3)
seklindedir.

1
Basit hesaplamalardan sonra u(x)=p°+¢> —( p'z—q'z)2 elde edilir. Bu sebeple (5.3.3)

kosulundan (5.3.1) elde edilir. Dolayisiyla L’ operatdrii ve dogal olarak L operatdriiniin
diskret spektruma sahiptir.
Sonu¢ 5.3.1. p(x) ve g(x)polinomlar oldugunda (5.1.1), (5.1.2) problemi ayrik

spektrumuna sahiptir.
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6. SINGULER DIRAC OPERATORU iCiN KISMEN CAKISMAYAN iKi
SPEKTRUMA GORE TERS PROBLEM

6.1. K(x,s)Matris Fonksiyonunun Genel Dejenereligi

0 1
By'+Q(x)y—l( ]yziy,0<x3ﬂ (6.1.1)
x{1 0
denklemini ve
»(0)=0 (6.1.2)
¥,(z)+ Hy, () =0 (6.1.3)
sinir kosullarin1 g6z dniine alalim. Burada
0 1 p(x)  q(x) Y (x,4)
o[ e[ %) [
-0 q(x) —p(x) ¥,(x,4)

ve H reel sayidir.

Bu problemin y,(0) =0, y,(0) = —1baslangic kosullarmi saglayan ¢oziimi
Y (x,A)=sin Ax+ ;’j|:—p(s)yl (8)—q(s)y,(s)+ sz(S):| sin A(s — x)ds
+Hq(s)yl ()= p(s)33(5) —@} cos A(s — x)ds
V,(x,A)=—cos Ax+ ;’j |:—p(s)y1 (8)—q(s)y,(s)+ sz(S):| cos A(s —x)ds
ﬂq(s)yl ()= P () —@} sin A(s - )ds

seklindedir. Burada 2% e [0,2], 22 ¢ c[0,7]dr.
N N

Bu 6zfonksiyonlar (6.1.3) te yerine yazilirsa ve Bolim 3.2 de yapilan islemler

tekrarlanirsa 6zdegerler i¢in asimptotik formiil

A :n+larctani+0 1 (6.1.4)
! T H n
seklinde elde edilir.

(6.1.1) denkleminin Q(x)=0o0ldugu durumda, y,,(0)=0, y,(0)=-1 baslangi¢

kosullarin1 saglayan ¢oziimii
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or(x.2) =sin Ax + | 2209 Gin A(s = x)ds — | 210 o A(s —x)ds (6.1.5)
0 S 0 S

Voo (x,4) = —cos Ax + | 2209 o8 As = x)ds — | 2109 Gin 25 - x)ds (6.1.6)
0 S 0 S

seklindedir. O halde bu 6zfonksiyonlar biiyiik A lar i¢in

. eTX
ym(x,ﬂ«)zsmlx+0( ) ] (6.1.7)
yoz(x,/l)z—cosz,x+0(e/1] (6.1.8)

seklinde yazilir. Burada 7 = |Iml| drr.

Perturbe olmus (6.1.1) denklemi ile perturbe olmamis yani Q(x)=0oldugu

durumda olan denklem arasinda

y(x,A)= yo(x,/l)+]€K(x,s)y0(s,A)dt (6.1.9)

Yor (6, 4)

bagmtis1 vardwr. Burada y,(x,A)= (
Yo (%, 4)

] fonksiyonu Q(x)=0oldugu durumdaki
K, (x,s) K,(x,s)

¢oziim fonksiyonudur ve K(x,s)= (
K, (x,5) Ky(x,s)

] cekirdek fonksiyonudur.

(6.1.9) esitliginde y(x,4), y,(x,4), K(x,s)ifadeleri yerine yazilip diizenlenirse

¥, (x,A) =sin Ax + J[K]](x, s)sin At — K, (x, ) cos As |ds + 0(2 ] (6.1.10)
0
¥,(x,A) =—cos Ax +J[K2](x,s)sin As—K,,(x,s)cos s s + 0(2 ] (6.1.11)
0

formiilleri elde edilir.

(x, ) vektor fonksiyon, B:{O 1], Q(x):(p ®) ) ] p(x) ve
-1 0 g(x) —p(x)

q(x) fonksiyonlari [0,7[] araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar ve H reel say1 olmak

iizere, (I )problemini
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By'+Q(x)y—l(0 1]y=iy,0<x£n (6.1.12)
x{1 O

»,(0)=0 (6.1.13)
Y, () + Hy, () =0 (6.1.14)

seklinde ele alalim. (I) probleminin 8zdegerleri {4,}” olsun. (6.1.12), (6.1.13) ve

¥,(7)+ Hy,(m) =0 (6.1.15)
kosulu ile birlikte tanimli olan (II) probleminin 6zdegerleri { /,tn}o_ooo olsun.
P 4

Benzer sekilde @(x) :[
q(x) —p(x)

], ;N?(x)ve (}(x) fonksiyonlar1 [O,E]arahgmda reel

degerli siirekli fonksiyonlar, H , H dan farkli reel say1 olmak tizere, (III) problemi

By'+@(x)y—l(0 1]y=iy,0<x£n (6.1.16)
x\1 O

»,(0)=0 (6.1.17)
() + Hy, () =0 (6.1.18)

seklinde ele alinsin. (III) probleminin 6zdegerleri {In }: olsun. (6.1.16), (6.1.17) ve
y,(7)+Hiy(7)=0 (6.1.19)

kosulu ile birlikte tanimli olan (IV) probleminin 6zdegerleri {;tn }: olsun.

Asagidaki teorem s6z konusudur.

Teorem 6.1.1. (I), (I), (IIT) ve (IV) problemlerinin 6zdegerleri sirasi ile {ln}o_ow , { /,tn}o_ooo ,

{L}: ve {;tn}w (n e@) olsun. Bu takdirde;

—0

1. 4, =, tim n ler i¢in gakisr.
2.4, #pt,, n=0,1,2,...,Nve u, =p,, {neZ—{0,N}}.
3. {ln}ve {ﬁn} Ozdegerleri caprazlasirlar.

kosullar1 saglanacak bicimde

o 2) = p(x, 1)+ [ K (x,9)p(t, 1) (6.1.20)

88



bagintisinda bulunan K (x,s) ¢ekirdek fonksiyonu genel dejeneredir.

Ispat. (6.1.20) doniisiim operatorii

?,(x,2) :(¢](x,z>]+j(l<]](x,s> Ku(x,s>](co](s,m] i
(6 2)) @) Kay(ns) Kan(rs) \0(5.2)

veya
0,(x,4) = 9,(x, A) +I{Kn(x, )@, (s,4) + Ky, (x,5)p, (s, 1)} ds (6.1.21)
9, (x, ) = 9, (x,2) +I{K21 (x, ), (5, 2) + K, (x,5)p, (5, 1)} ds (6.1.22)

seklinde yazilabilir. (6.1.21) bagintisi Hile carpilip daha sonra (6.1.22) esitligi ile

toplanirsa

0, (6, )+ Hp,(x,4) = 0, (x,A) + Hep,(x, 1)

LK o) K 9 50+ {Kaso)+ BR 9 (s 20 oo

formiili elde edilir.

Son ifadede x=m, A =4, alp (I) ve (II) problemlerinin spektrumlar1 i¢in verilen (6.1.14)

ve (6.1.15) kosullarindan faydalanilirsa ve A, = Jon oldugundan

0=( - H)p(w.2,)+ [[ (Ko (r.5)+ K, (m.9)}0,(5.2,)

Ko (m,9)+ HK  (7,5)} 0,5, 2,) | ds

bulunur. (6.1.10) formiiliinde 7 -—oci¢in limit alinwrsa ¢,(7,4,) = (=1)" sin(arctan %)

oldugundan yukaridaki esitligin sag tarafi 0’ a gider. Dolayisiyla
(H-H)=0 (6.1.24)

\

(Ko (2.9)+ HK, (7,9)} 0,(5, 2,) + {Koy (7,9)+ HK , (7,9)} 95 (5, 2,) | ds =0, ne N

S ==

(6.1.25)

formiilleri bulunur. ¢(x,4,) 6zvektdr fonksiyonlarmin tamligindan

Kzl(”as)"'ﬁKn(”aS):O (6.1.26)

&9



Ky (m,5)+ HK ,(7,5) =0 (6.127)
elde edilir.

Simdi ikinci spektrum igin benzer iglemler yapalim. (6.1.21) esitligi H ile garpilip
daha sonra (6.1.22) esitligi ile toplanirsa

0,5, )+ Hi9,(x,A) = 9, (x, A) + H,p, (x, A)

+I[{K2](x’s)+ﬁ]K”(x’S)}q)‘(S’M+{KZZ(X’S)+ﬁ1K12(X,S)}(p2(s,A)JdS (6.1.28)

formiili bulunur.

Son ifadede x=m, A =, , n>Nalp (III) ve (IV) problemlerinin spektrumlar1 i¢in verilen

(6.1.18) ve (6.1.19) kosullarindan faydalanilirsa ve s, = u1,, {n e Z—{0,N}} oldugundan

0 :(171 —Hl)(Dl(ﬂ,lun)-f']i[{[(z](ﬂ',s)-i-FI]K”(E,S)}(DI(S,#”)

+ {K22 (,8)+ ﬁlKlz (7, s)} 0, (s, 1, )st

yazilir. (6.1.10) formiilinden »n—ooi¢in limit alinwrsa ¢, (7, u,) — (—1)" sin(arctan %)

oldugundan yukaridaki esitligin sag tarafi 0 a gider. Dolayisiyla
(H1 —H,): 0 (6.1.29)

\

f[{Kﬂ(n,sH’le,s)}col (5, )+ { Koy (7,9) + HIK y (7,9)} 03 (s, 1,) | dls =0, ne N

(6.1.30)

formiilleri elde edilir.
Simdi ise benzer islemleri pu, i;tn, n=0,12,...,Noldugu durumda yapilsmn.

x=mx,A=u,n=0,1---,N alnirsa (6.1.28) ve (6.1.29) formiillerinden

0o eatt)+ Hi () = [ Koy Geas) + G ()5 8,) (Ko )+ K (5,50, 5 1,) [ s

(6.1.31)
elde edilir. (6.1.30) ve (6.1.31) formiillerinden

~ Y o (.1 )+ Hio (r,
Ko () + T, (1,5) = Y 2 ‘ﬁ;’o)(s H];ﬁ;(’r )y (5,1, (6.1.32)
n=0 s K,
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Koy (r.5) + Ty (ra5) = 3, L2t VO tt) ) (6.1.33)

n=0

bagintilar1 elde edilir.

Burada

olacak sekilde

T=a,= T{cof(s,un)wf(s,un)}ds
0

. :ico (7, )+ Hay (7, 1)

esitligi verilsin. Boylece K (7,s), i,/ =1,2 fonksiyonlarmi tanimlamak i¢in
K, (r,s)+ HK, (7,5) =0

K, (,9)+HK ,(7,5) =0

_ N
KZ](”’ S)+H]K]](7T’S) = zrnq)l (S’ :Lln)

n=0
— N
KZZ(”’S) + H]KIZ(ﬂ:’S) = zrnq)Z(S’ :lln)
n=0

denklemler sistemi elde edilir. Yukaridaki denklem sistemini K (7,s),(7, j =1,2) e gore

¢Oziiliirse

Ky (m.s)== ~ZT @5, 44,)

Ky (7,5) == 7 ~ZT P (s, 14,)

K21(7T S)__%ZT (pl(S K, )

Kzz(ﬂ’s): H ZT (PZ(S H, )

bulunur. Dolayistyla

K(r, s)— —

¥ { o(s.1)  o(s,) ] (6.1.34)

~Hip,(s,1,) —Hep,(s,1,)

seklindedir. K (x,s) fonksiyonu birinci mertebeden hiperbolik denklemler sistemini

sagladigi icin (6.1.34) kosulu birlikte OAB tliggeninin tamaminda birebir olarak tanimlanir.
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t A t=x

III I

ol

n/4 )2 n

Sekil 6.1.1 OAB iiggeninin tamaminda K(x,s) fonksiyonunun goriintiisi

Bu sebeple OAB ii¢geninin tamaminda K (x, s) fonksiyonunun goriintiisii

1 o, (m,u)+Ho(n,u,) ~ .
K(x,s) === Z D2 Bl ol O(x, 1)~ Hy (o 1) 0" (s,8,)  (6.1.35)
H, —H;‘ loCs, 1, [ ]

seklindedir. Burada

(6, ) (@)
e(x’i)_(@(m]’ Z(x’l)_(xz(x,m]

denklemin
0,(w,A)=x,(m,A)=1, 0,(7w,A)=y,(m,A)=0

kosullarini saglayan ¢oziimleridir. ¢ (s, 1) ise transpozu alinmis vektor fonksiyonudur.
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7. SINGULER DIRAC OPERATORU iCiN TERS PROBLEM

7.1. Farkh potansiyellere sahip singiiler Dirac operatorii icin kararhlik problemi

p,(x)ve g,(x) (i=12), [0,71'] araliginda siirekli fonksiyonlar ve

1
0
Q] (x) _ (p] (x) q, (x) ]’ Q2 (x) _ (pz (x) q, (x) ]’ I = T—X
q, (x) — P (x) q, (x) —P (x) 1 0
T—X
olsun.
By'+Q,(x)y+L(x)y=Ay,0<x<rm (7.1.1)
»(0)cosa+ y,(0)sina =0 (7.12)
Y (m)+yi(r) < oo (7.1.3)
smir deger problemi ele alinsin. (7.1.1) probleminin y,(0,4)=sina, y,(0,4)=—-cosa

v, (x,4)

] ile gosterilsin. Bu problemin
W, (x,4)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii y (x, )= (

spektral karakteristikleri {4,,p,}” olsun. Bu karakteristikler (6zdegerler ve normlastirict

sayilar) sirastyla asagidaki asimptotik formiilleri saglarlar.

a
ln:l’l—g‘i'ﬂ'i'""i'—a]]:]]'i' k];" (7.1.4)
T n n n
pn:ﬂ+ﬁ+---+%+0"f (7.1.5)
n n n
Benzer sekilde (7.1.1) in pertiirbesi olan asagidaki sinir deger problemi
By'+Q,(x)y+Ly=uy,0<sx<rm (7.1.6)
7(0)cosx + y,(0)sina =0 (7.1.7)
Y (m)+yi(m) < oo (7.1.8)

ele almsm. (7.1.6) probleminin ¢,(0,4)=sinc, ¢,(0,4)=—-cosa

@ (x, 1)

] ile gosterilsin. Bu problemin
Py (x,4)

baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii ¢(x,1)= (

spektral karakteristikleri {4,,0,}” olsun. Bu karakteristikler (6zdegerler ve normlastirici

sayilar) sirasiyla asagidaki asimptotik formiilleri saglarlar.
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(X’ (X: 61;4 (xk

s (7.1.9)
c, C' c k

o, :7T+;‘+...+_nlk{"_‘] +_r;k (7110)

Ayrica

1
O-Vl n

F(x,s)= i {—t//(x,un)v/T(s,un)—iw(x,ln)wr(s,in)}
olmak tizere;
K(x,s)+F(x,S)+]C'K(x,t)F(t,s)dt =0 (0<s<x<nm)
0
esas integral denklemini saglayan bir tek K (x,s) matris fonksiyonu vardir. Burada
K (x,s) matris fonksiyonu

BK(x,x)—K(x,x)B=0,(x)-0,(x) (7.1.11)

kosulunu saglar.

Teorem 7.1. Eger 4= i[
n=0

c,—p,|+|u, —4, ] yeterince kiigiik ise

b (x) Z (x)| <C'4

max |g,(x) - ¢, (x)| < C"4

max

0<x<m

dir. Burada C' >0ve C” > 0sabit sayilardur.

Ispat.
K(x,8)+ F(x,5)+ [K(x,)F (t,5)dt =0 (0<s<x<r)
0
integral denklemi g6z Oniine alinsin. Burada F(x,s) bilinen fonksiyondur. Bu integral
denklemini ¢ozelim.

FO(x,5)=F(x,s)

olmak tizere

F"V(s,t;x) = j F(s,u)F™ (u,t;x)du, n>1 (7.1.12)
0

itere fonksiyonlar1 yazilabilir. Burada K (x,s) matris fonksiyonu
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K(s,t;x)= i(—l)”F(”) (s,1;%) (7.1.13)

dir. F(x,s)fonksiyonun da diizenleme yapilirsa

Flxs)= Y {Giw(x, W (5, 18,) =~y (5, 2,0 (s, m}

n

Il
s

) 1 ’ﬂ'n
GL[%(X ﬂ"))(wl(s,ﬂn) wl(s,ﬂn))—i[w (x )](V/I(S’/ln) vi(s,4,))

i 0, \ W (%, 1) P, \W,(x,4,)
v G p )y (s, i) v (AW (s, 4,)  w O Yo (s 1,) (3 4,)w,(8,4,)
_ S Gn pn Gn pn
e | W (e W (s 1) W (AW (5, 4,)  Wo (o u Wo (s, 1,) o (% 4,)p,(s,4,)
Gn pn Gn an
(7.1.14)

olur. Burada F(x,s) fonksiyonunun matris gésterimi

Fi(x,5)  F(x,

F(x,s):( n(ns) Byl S)] (7.1.15)
Fy(x,5)  Fy(x,s)

seklindedir. O halde (7.1.14) den

F;](X,S) — Z l)[/]('x’:un)l//](S’:un)_l//](x’/q‘n)l//](s’ﬂ“n) (7116)
n=-oo| O-n pn

F;Z(X,S) — Z l)[/] ('x’:un)WZ(s’:un) _l//] (x’/ln)WZ(S’/In) (7117)
n=-0| O-n pn B

F;](X,S) — Z V/Z('x’:un)l//](s’:un)_WZ(x’in)l//](s’in) (7118)
n=-0| O-n pn B

F;Z(X,S) — Z V/Z('x’ :un)WZ(S’ :un) _WZ('X’/}Ln)WZ(S’j‘n) (7119)

n=-—00 O-n pn

yazilir.

Once F,(x,s) formiilii hesaplansin. (7.1.16) nin sag tarafina v (64, (5, 4,) ifadesi
o

n

eklenip ¢ikarilirsa
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(x,5) = i |:l//1 (x, ,uniy/l (s, 1t,) v (x, ﬂ«,,ll))ll/l (s,4,) N v, (x, ln;l//l (s,4,) ~ v, (x, j’n;llul (s, j“n):|

- 1 1 1%
= nz—;o{[ﬁ_n_p_n]% (x’/ln)l//] (S’/ln) +G_n}[ (l//] (x’ :u)l//] (S, ,u))'dl:l

elde edilir. Burada'= % . —1<cosx <1, —1<sinx <1, 0 <x < 7 oldugu g6z 6niine

alinirsa
P | (LU Y N S
11 — o p, 1 o, ] 2
0 [ Hy
< ‘(pn—an)c3‘+ J.c4dﬂ,
n=—oo A
|F;](X,S)|_ _2«,,]
Pl T|H
| (x,5)|<CA4 (7.1.20)
bulunur. (7.1.12) den
Fl(lw(s,t;X) ZIEI(S,u)F](IM(u,t;x)du, n>1 (7.1.21)
0

olur buradan
Fy (s.0:3) = [ Fy (s.0)F, (u.t;x)du
0

elde edilir. 0 < x < 7 oldugundan

‘F](]Z)(s mc)‘gw
r

bulunur. Benzer sekilde devam edilerek

i 22

‘ (s t x)‘ )
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elde edilir. (7.1.13) esitliginden

Ky (s,550)= 3 (<) F (s, ) (7.1.22)
n=l1

yazilabilir. (7.1.22) esitligi gdz Oniine alinirsa

(C Aﬂ') :i (C]Aﬂ)"

n=l T

K, (x, 0] < Z (="

olur. C\An S% alirsa

= (C Ar)"
K, (x,x)| < Z% =CA+n(C A’ +7*(CA) +...
n=l1
1 1
SCA[ 1+=—+(=) +...
1( 5+5) j
<2C A (7.1.23)
Benzer sekilde
V() s AW (, ) AL (sA) v, m(s,z,,)}

F,(x,s) = .
12( ) Z_ Gn pn Gn Gn

[L _LJV/I (x,ln)l//z (S, Z,n) +GL f (l//l (xa /J)l//z (Sa ,u))'dl]

I
s

noi,

n n

=
I
|

8

bulunur. Buradan

Iy (x5 Z{

n=-—ow

-4]

n

yapilirsa
(7.1.24)

F,(x,5)|<C,A4

elde edilir. (7.1.12) den
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Fl;m (s,t;x) = J'Flz(s,u)Fl;” (u,t;x)du, n=>1
0

olup buradan

Fy (s,852) = [ Py (5.0 (e, 5 )du
0

elde edilir. 0 <x < 7 oldugundan
‘F,(;) (s,t;x)‘ < (CZA)2 pis
bulunur. Benzer sekilde devam edilerek

C2A7r)

(t)<(

(C,Ar)"

T

F](;) (s,8;x) <
elde edilir. (7.1.13) esitliginden
Ka(s:153) = 3 (<1 B (s, 15)
n=1
yazilabilir. (7.1.22) esitligi g6z oniline alinirsa

-3

n=1

CAﬂ' CAﬂ'

K, (x,2)] < Z i

olur. Burada C,Ar < % alinirsa

0 A n
1K,y (6, )| < Z@ = C, A+ 7(C A + 7 (C,A) +...

p
< CZA(1+%+(%)2 +j
<2C,4

elde edilir. Benzer sekilde

K, (x,x)|<2C,4
|K,, (x,x)| < 2C, 4

esitsizlikleri elde edilir. Diger taraftan
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(7.1.26)

(7.1.27)

(7.1.28)



BK (x,x)—K(x,x)B=0,(x)-0,(x)
0 1Y K,(xx) K,(xx) K, (x,x) K,(xx))(0 1
- (—1 OJ(KZI (%) Ky, x)J _[Kﬂ (x,x) K, (x,x)J[—l OJ
K,(x,x)+K, (x,x) K,,(x,x)—K, (x,x)
=(K22(x,x)—l(n(x,x) —Klz(x,x)—KZI(x,x)j

olur. Dolayisiyla

(Klz(x’x)"'Kz](x’x) Kzz(x’x)_Kn(x’x)]_[pl(x)_pz(x) %(x)_%(x)]

Ky (%) - K, (%) =K, () - K, (x,x)) (q,(0)-g,(x)  py(x)—py(x)

elde edilir. Buradan da
q,(x)—q,(x)=K,,(x,x)—K,,(x,x) (7.1.29)
p,(x)—p,(x) =K, (x,x)+ K,,(x,x) (7.1.30)
bulunur. (7.1.29) ve (7.1.30) denklemleri ve (7.1.23), (7.1.26), (7.1.27) ve (7.1.28)

esitsizliklerinden
1p.(0)=p, ()| <C" Y. [|o, - p,|+|1, - 2,]|=C'4
|(I1(x)_%(x)| <C" z [U,, -p, |+, =4, ] =C"4

elde edilir. Bu esitsizlikler [0, ﬂ') araliginda bulunan tiim x degerleri i¢in saglandigindan

max|p, ()~ p, (@] <C' Y [Jo, = p, |+, ~ 2,[] = C'4
max|g,(0) -, (0| <C" Y. [[o, = [+, = 4,[] = "4

bulunur. Boylece teorem ispatlanmustir.
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