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ÖZET 

Bu çalışma yedi bölümden oluşmuştur. 

İlk bölümde; regüler Sturm-Liouville ve Dirac operatörlerinin, spektral teorisinin 

(düz ve ters problemler) tarihçesi verilmiştir. 

İkinci bölümde; diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde sık sık kullanılan bazı 

temel tanımlar ve teoremler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde; bir boyutlu stasyoner Dirac operatörünün genel görüntüsü ve 

kanonik formları, özdeğerler için asimptotik formül, kanonik Dirac operatörü için matris 

dönüşüm operatörü, normlaştırıcı sayıların iki spektrum türünden ifadesi, normlaştırıcı 

sayılar için asimptotik formül ve iki spektruma göre ters problem incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde; singüler Dirac operatörü, iki spektruma göre ters problem, 

normlaştırıcı sayılar için asimptotik ifadeler elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde; yarı eksende Dirac operatörü için iki spektruma göre ters problem 

incelenmiştir. 

Altıncı ve yedinci bölümler çalışmanın orijinal kısmı olup bu bölümlerde sırasıyla 

singüler Dirac operatörü için dönüşüm operatörünün genel dejenereliği ve kararlılık 

problemi incelenmiştir 

Anahtar Kelimeler:  Spektrum, Ters problem, Dirac operatörü, Özdeğer, Özvektör  

                                 fonksiyon, Genel dejenere, Kararlılık. 
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SUMMARY 

Spectral Theory of the Singular Dirac Operator 

 

This thesis consists of seven chapters. 

 In the first chapter; the history of spectral theory (well and ill-posed problem) 

Sturm-Liouville and Dirac operators were given. 

In the second chapter; some fundemantal definitions often used   in the spectral 

theory differential operators were given. 

In the third chapter; one dimensional stationary and canonic forms of Dirac 

operator, asymptotic formula for eigenvalues, matrix transformation operator for canonic 

Dirac operators, the statement of norming constants in terms of two spectrums, asymptotic 

formula for norming constants and inverse problem according to two spectrums were 

studied. 

In the fourth chapter; singular Dirac operator, inverse problem according to two 

spectrum and asymptotic statements for norming constants were obtained. 

In the fifth chapter; in semi-axis inverse problem according to two spectrums for 

Dirac operator was examined. 

In the sixth and the seventh chapters that constitute the original part of our study, 

the general degenerate of transformation operator for singular Dirac operator and well-

posedness problem were studied, respectively. 

Key Words: Spectrum, Inverse problem, Dirac operator, Eigenvalue, Eigenvector 

function,  General degenerate, Well-posedness. 
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1. GİRİŞ 

Operatörlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekaniğin çeşitli alanlarında 

geniş bir şekilde kullanılmaktadır. Lineer operatörlerin spektral teorisinin esas kaynakları 

bir yandan lineer cebir olmak üzere diğer yandan titreşim teorisinin problemleridir (telin 

titreşimi, zar titreşimi, vb.). Lineer cebir problemleri ve titreşim teorisi problemleri 

arasındaki benzerliklerin farkına varılması çok eskilere dayanır. İntegral denklemler 

teorisinde yapılan çalışmalarda bu benzerliklerden sürekli faydalanan ilk olarak D. Hilbert 

olmuştur. Bunların sonucu olarak önce 2l  uzayı daha sonraları ise genel Hilbert uzayı 

meydana gelmiştir. 

Matematikte 2l  ve H soyut Hilbert uzayı tanımlandıktan sonra H  da lineer self-

adjoint operatörler teorisi hızla gelişmeye başlamıştır. XIX.–XX. asırlarda birçok 

matematikçi sayesinde bu teori mükemmel bir seviyeye ulaşmıştır. Özel olarak bu 

çalışmalarda özdeğerler, özfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlaştırıcı sayılar gibi 

spektral veriler tanımlanmış ve farklı yöntemlerle bunlar için asimptotik formüller 

bulunmuştır.  

Regüler ve singüler olmak üzere iki tür diferansiyel operatör tanımlanmış ve 

bunların spektral teorileri yapılandırılmıştır. Tanım bölgesi sınırlı ve katsayıları sürekli 

fonksiyonlar olan diferansiyel operatöre regüler; tanım bölgesi sınırsız veya katsayıları 

(bazıları veya tamamı) toplanabilir olmayan (veya her ikisi sağlanacak şekilde) diferansiyel 

operatörlere singülerdir denir. İkinci mertebeden regüler operatörler için spektral teori 

günümüzde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. asrın sonlarında ikinci mertebeden 

diferansiyel operatörler için sonlu aralıkta regüler sınır şartları sağlanacak şekilde keyfi 

mertebeden adi diferansiyel operatörlerin özdeğerlerinin dağılımı G. D. Birkoff tarafından 

incelenmiştir. Diskret spektruma sahip ve uzayın tamamında tanımlı operatörlerin 

özdeğerlerinin dağılımı, özellikle Kuantum mekaniğinde çok önem taşımaktadır. Birinci 

mertebeden iki denklemin regüler sistemleri daha sonraki yıllarda ele alınmıştır. Singüler 

operatörler için spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafından incelenmiştir. Daha sonra F. 

Rietsz, J. Von Neumann, K. O. Friedrichs ve diğer matematikçiler tarafından simetrik ve 

self-adjoint operatörlerin genel spektral teorisi oluşturulmuştur. Simetrik operatörlerin tüm 

self-adjoint genişlemelerinin bulunması problemi Neumann tarafından bir süre sonra 

yapıldığı bilinmektedir. 
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İkinci mertebeden singüler operatörlerin spektral teorisine yeni bir yaklaşım 1946 

yılında E. C. Titchmarsh vermiştir. Doğru ekseninde tanımlı azalan (artan) potansiyelli 

 
2

2 ( )dL q x
dx

    

Sturm-Liouville operatörleri için özdeğerlerin dağılımı formülü Titchmarsh tarafından 

bulunmuştur. Son yıllarda bu operatöre sık sık bir boyutlu ( )q x  potansiyelli Schrödinger 

operatörü de denir. Aynı zamanda bu çalışmada Schrödinger operatörü için özdeğerlerin 

dağılım formülü de verilmiştir. 

Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ilişkin ve diferansiyel 

operatörlerin spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çalışmalar 1949 yılında B. M. 

Levitan tarafından yapılmıştır. Levitan bu çalışmalarında spektral teoriyi esaslandırmak 

için kendine has bir yöntem vermiştir. Farklı singüler durumlarda diferansiyel operatörlerin 

spektral teorisi, özellikle özdeğerlerin, özfonksiyonların asimptotiğine ve özfonksiyonların 

tamlığına ilişkin konular R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P. 

Maslov, M. V. Keldish gibi matematikçiler tarafından geliştirilmiştir. 

Lineer diferansiyel operatörler teorisinde spektral analizin ters problemleri önemli 

bir yere sahiptir. Diferansiyel operatörler için ters problemi aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

1. Hangi spektral verilere göre operatörün kendisini bulmak (veya yapısını 

kurmak) mümkündür. 

2. Spektral verilere göre operatör birebir olarak mı tanımlanır. 

3. Bu verilere göre operatörlerin tanımlanması (kurulması) yöntemlerinin 

bulunmasıdır. 

 Ters problemlerle ilgili ilk sonuç, V. A. Ambartsumyan’ a [1] aittir. 1929 yılında 

V. A. Ambartsumyan Sturm-Liouville operatörleri için ters problemlerle ilgili aşağıdaki 

teoremi ispatlamıştır. 

Teorem 1.1. ( )q x ,  0,  aralığında reel değerli sürekli fonksiyon olmak üzere 

0 1, , ,n    ’ler 

  ( ) 0, (0 )y q x y x                                                                             (1.1) 

 (0) ( ) 0,y y                                                                                                      (1.2) 

probleminin özdeğerleri olsun. Eğer 2 ( 0,1, )n n n     ise ( ) 0q x   dır. 

V. A. Ambartsumyan’ın bu çalışmasından sonra ters problemler teorisinde çeşitli 

problemler ortaya çıkmış ve bu tip problemlerin çözümü için farklı yöntemler verilmiştir. 
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Bu problemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi G. Borg’a aittir [2]. 

Teorem 1.2. 0 1, , , ,n     ler (1.1) diferansiyel denklemi ve 

 (0) (0) 0y hy   ,                                                                                                  (1.3)                       

 ( ) ( ) 0y Hy    ,                                                                                                (1.4) 

sınır koşulları ile verilen problemin, 0 1, , , ,n    ’ler ise (1.1) denklemi ve  

 1 1(0) (0) 0, ( )y h y h h                                                                                      (1.5)           

 ( ) ( ) 0y Hy    ,                                                            

sınır koşulları ile verilen problemin özdeğerleri olsun. O halde 0{ }n n   ve 0{ }n n  dizileri 

( )q x  fonksiyonunu ve 1,h h ve H  sayılarını tek olarak belirtir. ( 1,h h ve H sonlu gerçel 

sayılardır). 
G. Borg’un bu çalışmasında 0{ }n n   ve 0{ }n n   dizileri verilen operatörün farklı 

spektrumları olduğu farz edilmiştir ve operatör bu dizilerin yardımıyla belirtilmiştir. Yani, 

bu tip operatörün varlığı önceden belli olduğu kabul edilmiştir. G. Borg, aynı çalışmada bu 

tip diferansiyel operatörün tek olarak belirtilmesi için bir tek 0{ }n n   spektrumunun yeterli 

olmadığını göstermiştir. O yüzden de, V. A. Ambartsumyan’ın sonucu istisna bir durum 

olarak düşünülmektedir.  

Bu çalışmadan sonra potansiyelin ( ) ( )q x q x    simetriklik koşulunu sağlaması 

durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatörünü tanımladığı N. Levinson [3], [4] 

tarafından ispatlanmıştır. Ayrıca N. Levinson negatif özdeğerlerin mevcut olmadığı 

durumda, saçılma fazının, potansiyeli birebir olarak tanımladığını göstermiştir.  

Sturm-Liouville denkleminin inceleme sürecinde kullanılan yöntemlerden biri de 

ters problemin çözümlerinde önemli bir araç olan dönüşüm operatörü kavramı olmuştur. 

Bu kavram operatörlerin genelleştirilmiş ötelemesi teorisinde J. Delsarte, J. Lions [5], [6] 

ve B. M. Levitan [7] tarafından verilmiştir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri için 

dönüşüm operatörünün yapısını ilk olarak A. V. Povzner [8] kendi çalışmalarında 

göstermiştir. 

Daha sonra ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler 

teorisinde teklik problemiyle ilgili en önemli çalışmalar A. N. Tichkonov (Tikhonov)  [9] 

ve V. A. Marchenko [10] tarafından yapılmıştır. Marchenko bu çalışmasında teklik 

problemlerinin çözümünde Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonundan 

yararlanmıştır.  
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( , )x   fonksiyonu (1.1) diferansiyel denkleminin  

  (0, ) 1, (0, ) h                                                                                           (1.6) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü, ( , ) ( )nx x    fonksiyonları ise bu problemin 

özfonksiyonları olsun. Bu durumda 

 2

0

( , )n nx dx


                                                                                                     (1.7)  

sayıları verilen operatörün normlaştırıcı sayıları, 

 
1( )

n n 

 


   

fonksiyonu ise bu operatörün spektral fonksiyonu olmak üzere V. A. Marchenko yukarıda 

bahsedilen çalışmada G. Borg’un ispatladığı teoremi ( )   spektral fonksiyonu yardımı ile 

vermiştir. Ayrıca, bu çalışmada ( )  fonksiyonunun, Sturm-Liouville tipinde bir 
diferansiyel operatörün spektral fonksiyonu olması için gerek ve yeter koşul verilmiştir. V. 

A. Marchenko’nun çalışmaları ile hemen hemen aynı zamanda M. G. Krein [11], [12] 

çalışmalarında Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatörü 0{ }n n   ve 0{ }n n   
dizilerine göre belirtmek için etkili yöntem vermiştir. Fakat bu çalışmalarda verilen gerekli 

ve yeterli koşul 0{ }n n   ve 0{ }n n  dizileri yardımıyla değil, bu dizilerin yardımıyla kurulan 

yardımcı fonksiyon kullanılarak verilmiştir. 

 1949 yılında V. A. Marchenko’nun çalışması yayınlanmadan önce A. N. Tikhonov 

[9] tarafından V. A. Marchenko’nun ispatladığı teklik teoremine denk olan bir teorem 

ispatlanmıştır. A. N. Tichkonov’un çalışmasında ispatlanan teoremin ifadesi aşağıdaki 

şekildedir. 

Teorem 1.3.  0   olduğunda 

 2 ( ) 0, 0, ( ) 0U x U x U       

probleminin çözümü ( , )U x  olsun. Burada ( )x  parçalı analitik fonksiyon ve 

0( ) 0x    dır. 
(0, )( )
(0, )

UR
U








 

olsun. Bu durumda 0   olduğunda ( )R   

fonksiyonuna göre ( )x fonksiyonu tek olarak belirtilir. 

 1951 yılında I. M. Gelfand ve B. M. Levitan [13], ( )  monoton fonksiyonunun 

Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olması için gerekli ve yeterli şartları 

verdiler. Ayrıca bu çalışmada Sturm-Liouville operatörünün belirtilmesi için etkili bir 
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yöntem verilmiştir. 

Diğer taraftan bu çalışmada verilen yöntem klasik Sturm-Liouville operatörünün 

0{ }n n   ve 0{ }n n  dizilerine göre bulunması için yani, verilen dizilerin sırasıyla klasik 

Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normalleştirici sayıları olması için gerek ve 

yeter koşul aşağıda verilen klasik asimptotik formüllerinin sağlanmasıdır: 

 

20

2 1 2 1
2 2

,
m

n
n m m

a
an
n

n n


 

    
    
            

  

 

20
2

2 1 2 1
2 2

,
2

m
n

n m m

b
b
n

n n


 

    
    
            

  

burada 0
0

1 1 ( )
2

a h H q t dt



 

   
 

  dir. Eğer m çift sayı ise 2
n    ve 

2
n

n
    
 

 , 

eğer m tek sayı ise
2

n

n
    
 

  ve 2
n    dur. 

Fakat bu çalışmalarda ters problemin iki spektruma göre tam çözümü verilmemiştir. 

Regüler Sturm-Liouville operatörleri için bu problemin yani, iki spektruma göre regüler 

Sturm-Liouville operatörünün belirlenmesi problemi B. M. Levitan ve M. G. Gasimov’un 

[14] çalışmasında verilmiştir. Bu çalışmada, verilen problemin 0{ }n n   normalleştirici 

sayılarının iki spektruma bağlı olduğunu gösteren en önemli formül,                                                                             
1

0

' k n
n

kn n k n

h h  


   








                 (1.8)    

şeklinde elde edilmiştir. Burada '  sembolü, sonsuz çarpımda .k n  çarpanın 

bulunmadığını gösterir. (1.8) formülü iki spektruma göre ters problemin çözümünü 

vermektedir. Gerçekten de, eğer 0{ }n n   ve 0{ }n n  dizileri verilmiş ise (1.8) formülünden 

yararlanarak 0{ }n n  sayılarının asimptotik ifadesi bulunur ve [14] çalışmasının 

sonuçlarından yararlanarak 0{ }n n   ve 0{ }n n  dizilerine göre ters problemin çözümü 

verilir. Bu ise iki spektruma göre ters problemin çözümü için gerekli ve yeterli koşulları 

verecektir ve o koşullar aşağıdaki şekilde sıralanabilir: 

1. 0{ }n n   ve 0{ }n n  dizileri çaprazlaşır (sıralıdır), yani 

0 0 1 1 2 2            



6 
 

2. n  ve n ’ler 

0 1
3 4

1
n

a an O
n n n

       
 

 

0 1
3 4

1
n

a an O
n n n


        

 
 

asimptotik formüllerine sahiptir. 

3. 0 0a a . 

Sturm-Liouville operatörünü inceleme sürecinde özellikle XX. asrın ikinci 

yarısında kullanılan yöntemlerin sayısı sürekli bir şekilde çoğalmıştır. Buna kanıt olarak 

1967 yılında bir grup Amerikan fizikçileri ve matematikçileri G. S. Gardner, J. M. Greene, 

M. D. Kruskal, R. M. Miura [15]  ve P. Lax [16] tarafından bulunan bazı kısmi türevli 

nonlineer evalusyon denklemleri ile Sturm-Liouville operatörlerinin spektral teorisi 

arasındaki bağıntıyı gösterebiliriz. Bu konu ve jeofizikte birçok uygulamaları olan singüler 

Sturm-Liouville operatörleri için kuantum teorisinin ters saçılma problemleri halen yoğun 

bir şekilde fizikçiler ve matematikçiler tarafından araştırılmaktadır. Kuantum saçılma 

teorisinin ters problemleri ile ilgili tarihçe detaylı bir şekilde L. D. Faddeev’in [17] 

çalışmasında verilmiştir. 

Şimdi ise Dirac operatörünün spektral teorisine ait bazı önemli sonuçları 

hatırlatalım. Dirac operatörünün spektral analizi ile ilgili ilk çalışmalar doğal olarak 

fizikçiler F. Prats, J. Toll [18], H. E. Moses [19] ve diğerleri tarafından yapılmıştır. Dirac 

operatörü için  0,  yarı ekseninde spektral fonksiyona göre ters problem M. G. Gasimov 

ve B. M. Levitan [20] tarafından çözülmüştür. Bu çalışmada ( )p x ve ( )q x fonksiyonları 

 0,  yarı ekseninin her sonlu aralığında sürekli, reel fonksiyonlar ve  

 1

2

( , )0 1 ( ) ( )
, ( ) , ( , )

( , )1 0 ( ) ( )
y xp x q x

B Q x y x
y xq x p x





    

             
 

olmak üzere  

 ( ) , 0dyB Q x y y x
dx

                                                                              (1.9) 

 1 2 1(0) 0, ( ) ( ) 0y y Hy                                                                               (1.10) 

 1 2 1 1 1( (0) 0, ( ) ( ) 0, )y y H y H H                                                             (1.11) 
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sınır değer problemi ele alınmıştır. Bu takdirde 1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

,  (1.9) denkleminin  

 1 2(0, ) 0, (0, ) 1       

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü, monoton artan ( )   ( )     fonksiyonu (1.9), 

(1.10)  probleminin spektral fonksiyonu ve her 2( ) (0, )f x L   fonksiyonu için 

 0

( ) ( ) ( , )
n

T
nF f x x dx     

olacak biçimde  

 

2lim { ( ) ( )} ( ) 0nn
F F d   






   

olmak üzere  

 

2

0

( ) ( ) ( ) ( )Tf x f x dx F d  
 



                                                                          (1.12) 

Parseval eşitliğinin sağlandığı gösterilmiştir. 

Ayrıca,  bu çalışmada aşağıdaki önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Teorem 1.4. 

 
( ) ( )    


   

ve  

 
2 (1 cos )

1 cos sin( , ) ( )
sin

x
y yF x y d

x y x


   

 






 
           

 
  

 

olmak üzere y x  için ( , )K x y  matris fonksiyonu  

 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
x

F x y K x y K x s F s y ds                                                             (1.13) 

integral denklemini sağlar.  

Teorem 1.5. ( )   fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlasın: 

1. 2( ) (0, )g x L   keyfi sonlu vektör fonksiyonu ve  

0

sin
( ) ( ) ( , ) , ( , )

cos
T x

G g x s x dx s x
x


  



  
    
   

olmak üzere
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2 ( ) ( ) 0G d  




  

ise ( ) 0g x   dır. 

2.   

(1 cos )
( ) ( ) , ( , )

sin

x
c x

x


     
 



 
      
 

 

olacak biçimde 

( , ) ( , ) ( , ) ( )Tf x y c x c y d   




 
 

matris fonksiyonu ikinci merteben sürekli ( , ) ( , )f x y F x y   türeve sahiptir. 

Bu takdirde her sabit 0x   için (1.13) integral denklemi her iki değişkene göre 

sürekli olan tek ( , )K x y  çözümüne sahiptir.  

Teorem 1.6. ( )Q x  sürekli matris fonksiyonu olmak üzere monoton artan 

( )  fonksiyonunun (1.9), (1.10) sınır değer probleminin spektral fonksiyonu olması için 

aşağıdaki şartların sağlanması gerek ve yeterdir: 

1. Eğer 2( ) (0, )g x L   keyfi sonlu vektör fonksiyon ve  

0

( ) ( ) ( , )TG g x s x dx 


   

olmak üzere  

 

2 ( ) ( ) 0G d  




  

ise ( ) 0g x   dır. 

2.   

( , ) ( , ) ( , ) { ( ) }Tf x y c x c y d    






 
 

matris fonksiyonu 11 21( ,0) ( ,0) 0F x F x   olmak üzere ikinci mertebeden sürekli 

( , ) ( , )f x y F x y   türeve sahiptir. 

İki spektruma göre regüler Dirac operatörünün belirlenmesi problemi M. G. 

Gasimov ve T. T. Dzhabiev  [21] tarafından yapılan çalışmada verilmiştir. Bu çalışmada 

aşağıdaki önemli teoremler ispatlanmıştır: 
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Teorem 1.7. { }n

  ve { }n


 dizileri sırası ile (1.9), (1.10) ve (1.9), (1.11) problemlerinin 

özdeğerleri ise  

  
1 ' , ( 0, 1, 2, )k n

n
kn n k n

H H n 
   






 

                                                         (1.14)    

dir. Burada, '  simgesi sonsuz çarpımda k n  teriminin mevcut olmadığını gösterir. 

Teorem 1.8. ( )p x ve ( )q x  0,  aralığında tanımlı reel fonksiyonlar ve k. mertebeden 

türevleri 2 (0, )L   de olmak üzere { }n

  ve { }n


  dizilerinin sırası ile (1.9), (1.10) ve 

(1.9), (1.11)  problemlerinin spektrumları olması için 

1. { }n  ve { }n  sayılarının çaprazlaşması, yani 

1 0 0 1 1 1n n n n n n                              

2. , 0 ,        ve 
2

,n k
n





 ve 

2
,n k

n





 serileri yakınsak olmak üzere 

,11
1

n kk
n k kn

n n n




       

,11
1

n kk
n k kn

n n n




     

 
asimptotik formüllerinin sağlanması gerek ve yeterdir.  

Dirac operatörü için özvektör fonksiyonlarının tamlığı, Cauchy probleminin 

çözümü, self-adjointlik durumunda spektrumun diskretliği ve sürekliliği, regülarize izin 

hesaplanması, periodik ve antiperiodik problemler, açılım teoremleri, özvektör 

fonksiyonlarının asimptotiği, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi için ters saçılma 

problemi, kısmen çakışmayan iki spektruma göre ters problem sırası ile [22-40] 

çalışmalarında incelenmiştir. 

Diğer taraftan 1
2 (0,1)W   uzayında singüler reel değerli potansiyellere sahip Sturm-

Liouville operatörler sınıfı için ters spektral problem R.O. Hryniv ve Ya.V. Mykytyuk [41] 

tarafından yapılan çalışmada incelenmiştir. 

Bu çalışmada 1
2 (0,1)q W   reel değerli dağılım fonksiyonu olmak üzere 

2: (0,1)H L  Hilbert uzayında 

 

2

2: dl q
dx

                                                                                                         (1.15) 

diferansiyel ifadesine karşılık gelen T  Sturm-Liouville operatörü tanımlanmış ve A. M. 
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Savchuk ve A. A. Shkalikov [42]’ deki çalışmasına göre, regularizasyon yöntemi ile 

Dirichlet sınır koşularından bahsedilmiştir.  

 Dağılım anlamında q   olacak şekilde reel değerli H  alınmış ve 

            1 1
1 1( ) (0,1) (0,1), ( ) , (0) (1) 0D T u W u u W l u H u u                            (1.16) 

tanım kümesinde  

 ( ) : ( )Tu T u l u u u u                                                                             (1.17)  

ifadesi yazılmıştır. 

 Burada, dağılım anlamında bütün ( )u D T için ( )l u u qu    ifadesi 

incelendiğinde özellikle T  operatörü, regüler potansiyeller için ilkel  nın özel seçimine 

bağlı değildir ve (1.15)’e karşılık gelen standart Dirichlet Sturm-Liouville operatörü ile 

çakışır. Ayrıca T  ilkel H  ’ye düzgün resolvent anlamında sürekli olarak bağlıdır ve 

böylece T , herhangi bir 1
2 (0,1)q W    için (1.15) ‘e ait standart Dirichlet Sturm-

Liouville operatörüdür. Ele alınan potansiyeller sınıfı Dirac  -tipli ve 1
x

-Coulomb tipli 

potansiyelleri içerir ve matematiksel fizik ve kuantum mekaniğinde geniş olarak kullanılır 

[43,44]. 

[42] den iyi bilinir ki, her reel değerli H  için yukarıda tanımlanan T operatörü, 

diskret basit 2( ),k k   spektrumlu self-adjoint operatörüdür 

ve 2, (k k k kk l       olan dizi) şeklinde asimptotiğe sahiptir [42,45,46].  Regüler 

q potansiyelleri için yukarıdaki asimptotikler 
1( )k O
k

  olacak şekilde yazılır.  

Bu çalışmada, reel ikişerli farklı sayılardan oluşan ve yukarıda ifade edilen 

asimptotiklere sahip hangi 2( )k  dizileri 1
2 (0,1)W 

 den olan singüler potansiyelli Sturm-

Liouville operatörlerinin spektrumu dur? Sorusunun cevabı araştırılmıştır. Bu soru, ele 

alınan potansiyeller için ters spektral probleme götürür. Yani; bu durum, karşılık gelen 

spektral parametreye dayanan  q potansiyelinin kurulmasıdır. 

Regüler durumda, yukarıda bahsedilen problemin çözümü için sadece 2( )k  

spektrumunun yetersiz olduğu bilinmektedir. Aynı Dirichlet spektrumlu Sturm-Liouville 

operatörlerinin ürettiği birçok farklı q potansiyelleri (izospektral) vardır. J. Pöschel ve E. 
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Trubowitz [47]; verilen 2( )k  spektrumlu (reel, basit ve 1( )k k O
k

    asimptotiğine ait)  

H Hilbert uzayındaki bütün potansiyellerinin kümesinin, analitik olarak nw n  ağırlıkları 

ile 2 ( )nl w ağırlıklı uzaya difeomorfik olduğunu göstermişlerdir. 

 q  potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek için spektrumun yanında bazı ek 

bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0,1)  aralığının yarısı üzerindeki potansiyelin bilinmesi 

veya farklı sınır koşulları olan aynı diferansiyel ifade ile verilen Sturm-Liouville 

operatörünün spektrumu veya biri bütün aralık için ve diğerleri aralığın eşit iki yarısı için 

olan üç spektrum olabilir. 

 Hryniv ve Mykytyuk çalışmasında; I. M. Gelfand, B. M. Levitan ve V. A. 

Marchenko’ya göre klasik yaklaşım genelleştirilmiş ve 1
2 (0,1)W  den singüler 

potansiyellere sahip Sturm-Liouville operatörler sınıfı için ters spektral problem tam olarak 

çözülmüştür. Şöyle ki, spektral veriler kümesinin açık bir şekli verilmiş ve bu kümenin 

keyfi bir elamanından q ’ nun yeniden nasıl elde edildiği açıklanmıştır [41]. 

Diğer singülerite tiplerine (örneğin Sturm-Liouville operatörler sınıfı için 

a süreksizlik noktası, 
1
x

 ya benzer potansiyeller, vs.), [48]’de O. Hald, [49]’ da L. 

Andersson,  [50]’de R. Carlson, [51]’de O. Hald ve J. R. McLaughlin, [52]’de V. A. 

Yurko, [53]’de V. A. Yurko ve R. Kh. Amirov bakmışlardır. 1 2

( 1)( ) ( ) l lq x q x
x


    

potansiyeline sahip (1.1) denklemi için iki spektruma göre ters problem M. G. Gasimov 

[54] tarafından çözülmüştür. Daha sonraki yıllarda Bessel tipi tekilliğe sahip potansiyller 

için ters problemler farklı yöntemlerle H. Koyunbakan [55], Hidrojen atomu denklemleri 

için E. S. Panakhov ve R. Yılmazer [56], Dirac denklemler sistemi için Ü. İç [57] ve tekile 

sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatörü için kuantum saçılma teorisinin ters 

problemleri E. Baş [58] ve tekile sahip Sturm-Liouville operatörü için ters problem 

Mehmet Kayalar [59] tarafından incelenmiştir.  

Bu tez çalışmasında singüler Dirac operatörünün spektral analizi (düz ve ters 

problemleri) incelenmiştir. Ayrıca Levitan’ın çalışmasından faydalanılarak [60];  ,K x s  

matris fonksiyonunun genel dejenereliği gösterilmiştir. Son bölümde A. Mizutani’nin [61] 

çalışmasından faydalanılarak özdeğerler ve normlaştırıcı sayılar için belirli şartlar 

sağlamak üzere potansiyel farkı ile ilgili teorem ispatlanmıştır. 
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

Bu bölümde, sunulan tezde diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde sık sık 

kullanılan önemli kavramlar ve teoremler verilmiştir. 

 
Tanım 2.1.1. (Metrik Uzay): X bir cümle olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan, 

:d X X   dönüşümüne X  üzerinde bir metrik denir. Bu özellikler , ,x y z X   için 

M1) ( , ) 0d x y    

M2) ( , ) 0d x y x y  
 

M3) ( , ) ( , )d x y d y x
 

M4) ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y 
 

şeklindedir. ( , )X d  ikilisine ise bir metrik uzay denir. Bir uzay üzerinde birden fazla 

metrik tanımlanabilir [62]. 

Örnek 2.1.1. K    veya K    ve n   için  ( ) ( )n nl x x K x sınırlı
     uzayı 

( )nx x , ( )ny y l   olmak üzere 

  ( , ) sup :k kd x y x y k     

metriğine göre bir metrik uzaydır. 

Tanım 2.1.2. (Tam Uzay): Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzaya 

tam uzay denir.  , , , , nl c C a b  gibi uzaylar tam uzaylardır. Fakat   uzayı tam değildir 

[63].  

Tanım 2.1.3. (Normlu Uzay): X  bir lineer uzay olsun. . : X   fonksiyonunun x X  

noktasındaki değerini x  ile gösterelim. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa, 

. fonksiyonuna X  üzerinde bir norm, ( , . )X  ikilisine ise bir normlu uzay denir. Bu 

şartlar ,x y X  için 

N1) 0x   

N2) 0 0x x    

N3) kx k x (k skaler)  

N4) x y x y    

şeklindedir [63]. 
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Örnek 2.1.2.  0,1pL  uzayı,  ( ) 0,1pf x L  olmak üzere 

 

1
1

0

( )
ppf f x dx

 
  
 
  

ile tanımlanan norma göre bir normlu uzaydır. 

Tanım 2.1.4. (Hilbert Uzayı): Herhangi , , ,x y z  elamanlar cümlesini H  ile gösterelim.  

1) H   lineer kompleks (reel) uzaydır. 

2) H da bulunan her ,x y  eleman çiftine bu elemanların iç çarpımı denilen ve 

,x y  ile gösterilen karmaşık (reel) bir sayı karşılık gelir. Bu iç çarpım aşağıdaki 

özellikleri sağlar. 

a) , ,x y y x      

b) 1 2 1 2, , ,x x y x y x y          

c) ( )    için , ,x y x y       

d) , 0, , 0 0x x x x x         

3) ( , )g x y x y   olacak şekilde norm anlamında yakınsaklığa göre H uzayı tamdır. 

4) Keyfi doğal n sayısı için H  uzayında lineer bağımsız n tane eleman mevcuttur. 

Yani H sonsuz boyutludur. 

(1), (2) ve (3) aksiyomları sağlanıyorsa H uzayına üniter Hilbert uzayı denir. (1), (2), (3) ve 

(4) özellikleri sağlanıyor ise H uzayına soyut Hilbert uzayı veya kısaca Hilbert uzayı denir. 

Başka bir ifade ile tam iç çarpım uzayına Hilbert uzayı denir [64]. 

Tanım 2.1.5. a t b   olmak üzere  2( , )L a b uzayı,  

 
   2

2( , ) ( ) : ( )
b

a

L a b x t x t dt
 

   
 

  

şeklinde tanımlanır. Bu uzayda iç çarpım ise  

 , ( ) ( )
b

a

f g f x g x dx     

şeklinde tanımlanır (reel durumda ( ) ( )g x g x dir). 

 

Tanım 2.1.6. (Operatör): Tanım ve değer cümlesi bir vektör uzayı olan dönüşümlere 

operatör denir [65].  
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Örnek 2.1.3  ,C a b  den kendi içine olan ve  

  
0

( ) ( ) , ,
t

Tx t x d t a b    

şeklinde tanımlanan  T  dönüşümü bir operatördür. Bu operatöre integral operatörü denir.  

Tanım 2.1.7. (Lineer Operatör) : xE  ve yE  iki reel lineer topolojik uzay olsun. Değer 

bölgesi yE  de bulunan ve xE de tanımlı y Ax  operatörünü göz önüne alalım. A  

operatörü için  

1) 1 2, xx x E  olmak üzere 1 2 1 2( )A x x Ax Ax    

2)   bir skaler olmak üzere xx E  için ( ) ( )A x A x   

şartları sağlanıyorsa  A  operatörüne lineer operatör denir [65]. 

Örnek 2.1.4. ( , ), 0 , 1K t s t s   sürekli bir fonksiyon,  ( ) 0,1x s C olmak üzere 

 
1

0

( ) ( , ) ( )y t K t s x s ds   

eşitliği ile tanımlı  y Ax  operatörü bir lineer operatördür. 

Tanım 2.1.8. (Sınırlı Operatör): X  ve Y  birer normlu uzay ve ( )D L X  olmak üzere 

: ( )L D L Y  bir operatör olsun.  

 Lx c x  

olacak şekilde bir  0c   reel sayısı varsa L  operatörüne sınırlıdır denir. Bu eşitsizliği 

sağlayan en küçük c  sayısına ise L  operatörünün normu denir [65]. 

Tanım 2.1.9. (Sürekli Operatör): X  ve Y  normlu uzaylar :L X Y bir operatör ve 

0x X  olsun. 0   ve 0x x    olduğunda 0Lx Lx    olacak şekilde 0   

sayısı varsa L  operatörü 0x X  noktasında süreklidir denir [65]. 

Tanım 2.1.10. (Adjoint Operatör): 1H  ve 2H  iki Hilbert uzayı ve 1 2:L H H  sınırlı 

lineer operatör olsun. Eğer 1 2:L H H  operatörü  

 , ,Lx y x L y      

şartını sağlıyorsa  L  operatörüne L ’nin adjointi denir. Eğer L L   ise L ’ye self-adjoint 

operatör denir [65]. 

Tanım 2.1.11. (Dönüşüm Operatörü): E  lineer topolojik uzay, A  ve B  de :A E E , 

:B E E  şeklinde tanımlı iki lineer operatör olsun. 1E  ile 2E   de E  lineer uzayının 
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kapalı alt uzayları olmak üzere E  uzayının tamamında tanımlı, 1E  den 2E  ye dönüşüm 

yapan ve lineer tersi olan X  operatörü, 

i) X   ve 1X   operatörleri E  uzayında süreklidir, 

ii) AX XB  operatör denklemi sağlanır 

şartlarını sağlıyorsa, bu operatöre  A  ve B  operatörler çifti için dönüşüm operatörü denir 

[66]. 

Tanım 2.1.12. L I  operatörünün sınırlı 1( )L I   tersinin mevcut olmadığı   lar 

cümlesine L operatörünün spektrumu denir [67]. 

Tanım 2.1.13. Herhangi   için L I  operatörü tersi mevcut olacak şekilde 
1( )R L I     operatörüne  

 Lx x y   veya ( )L I x y   

denkleminin rezolvent operatörü denir.  

Tanım 2.1.14. ( )D L  tanım bölgesi, L  sınırlı lineer bir operatör ve 

 

1

2

( , )0 1 ( ) ( )
, ( ) , ( , )

( , )1 0 ( ) ( )
y xp x q x

B Q x y x
y xq x p x





    

             
 

olmak üzere 

 ( )Ly By Q x y y    

eşitliğini sağlayan ( , ) 0y x    vektör fonksiyonu mevcut ise,   sayısına L  operatörünün 

özdeğeri, ( , )y x   fonksiyonuna ise   sayısına karşılık gelen özvektör fonksiyonu denir 

[66]. 

Tanım 2.1.15.  n  ler L  operatörünün özdeğerleri ve ( , )ny x   ler bu özdeğerlere karşılık 

gelen özfonksiyonlar olmak üzere 

  2 2
1 2( , ) ( , )

b

n n n
a

y x y x dx     

sayılarına  L  operatörünün normlaştırıcı sayıları denir [66]. 

Tanım 2.1.16. ( )f z  kompleks fonksiyonu kompleks düzlemin bir 0z  noktasının herhangi 

bir   komşuluğunun tüm noktalarında türevlenebilirse, ( )f z  fonksiyonuna 0z  noktasında 

analitiktir denir. 

Tanım 2.1.17. ( )f z  kompleks fonksiyonu kompleks düzlemin tüm noktalarında analitik 

ise ( )f z  ye tam fonksiyon denir. 2, sin ,ze z z  gibi fonksiyonlar tam fonksiyonlardır. 
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Tanım 2.1.18. ( )f z , kompleks düzlemin bir W  alt kümesinde tanımlı bir fonksiyon 

olmak üzere, z W   için ( )f z M  olacak şekilde bir 0M   sayısı varsa ( )f z ’ye 

W ’de sınırlı fonksiyon denir. 

Tanım 2.1.19. (Liouville Teoremi): Kompleks düzlemin tamamında sınırlı olan tam 

fonksiyon sabit fonksiyondur. 

Tanım 2.1.20. ( )f z kompleks değişkenli herhangi bir fonksiyon, 0z ise ( )f z  ‘nin tanımlı 

olduğu herhangi bir nokta olsun. Eğer 0( ) 0f z   ise 0z noktasına ( )f z  fonksiyonunun bir 

sıfır yeri veya kısaca sıfırı denir. Eğer 0( ) 0f z  , ( 1) ( )
0 0 0( ) 0, ( ) 0, ( ) 0n nf z f z f z     

ise 0z noktası ( )f z  fonksiyonunun n -katlı sıfırı diye adlandırılır. 

Tanım 2.1.21. ( )f z , 0z  noktasının en az bir komşuluğundaki her noktada 

diferansiyellenebilir ama 0z ’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise 0z ’a ( )f z  ‘nin 

ayrık singüler (aykırı) noktası denir. 

Tanım 2.1.22. 0z  bir ( )f z  fonksiyonunun ayrık singüler noktası olsun. 

i) 
0

lim ( )
z z

f z


 limiti mevcut ve sonlu ise 0z noktasına ( )f z  ‘nin kaldırılabilir aykırı 

noktası denir. 

ii) 
0

lim ( )
z z

f z


   ise 0z noktasına ( )f z  ‘nin kutup noktası denir (kutup yeri) denir. 

iii) 
0

lim ( )
z z

f z


 limiti mevcut değilse 0z noktasına ( )f z  ‘nin esas aykırı noktası denir. 

Tanım 2.1.23. (Rouche Teoremi): f  ve g  kompleks düzlemin bir B  bölgesinde sonlu 

sayıda sıfır yeri olan ve sonlu sayıda kutup yerleri dışında analitik olan fonksiyonlar ve 

, B bölgesinde bulunan f  ve g  nin hiçbir sıfır ve kutup yerinden geçmeyen basit kapalı 

bir eğri olsun. Eğer   üzerinde ( ) ( ) ( )f z g z f z   eşitsizliği gerçekleniyorsa, 

f f g gZ P Z P   eşitliği geçerlidir. Burada fZ ve gZ , ( )f z  ve ( )g z ’nin  ’nın 

sınırlandırdığı bölge içindeki sıfırlarının sayısını; fP ve gP  ise ( )f z  ve ( )g z ’nin  ’nın 

sınırlandırdığı bölge içindeki kutuplarının sayısını göstermektedir. Eğer f  ve g , B  

içindeki analitik fonksiyonlarsa f gZ Z  [68]. 

Tanım 2.1.24. ( )f z  bir tam fonksiyon ve  

 
( ) max ( )f z r

M r f z


  

olmak üzere yeterince büyük r ’ler için  
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 ( ) exp( )M r r                                                                                                  (2.1.1) 

eşitsizliği sağlayan 0   sayısı varsa, ( )f z  tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir. Bu 

eşitsizliği sağlayan   sayılarının infimumuna ( )f z ’nin mertebesi adı verilir ve   ile 

gösterilir [68]. 

Tanım 2.1.25. ( )f z  sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak üzere yeterince büyük  r ’ler 

için  

 ( ) exp( )M r ar   

eşitsizliğini sağlayan 0a   sayısı varsa ( )f z  sonlu tipe sahiptir denir. (2.1.1) eşitsizliğini 

sağlayan a  sayılarının infimumuna ( )f z  fonksiyonunun tipi adı verilir ve   ile gösterilir 

[68]. 

Tanım 2.1.26. (Hadamard Teoremi): Mertebesi (0,1)   olan her bir ( )f z  tam 

fonksiyonu              

 1

( ) (1 )m

n n

zf z Cz
z





   

şeklinde bir gösterime sahiptir. Burada m , ( )f z  ‘nin orjindeki sıfırının katlılığı,   1n n
z


 

ise ( )f z  ‘nin 0’dan farklı tüm sıfırlarının kümesidir. 

Teorem 2.1.1. (Cauchy İntegral Teoremi): ( )f z  tek irtibatlı G  bölgesinde birebir 

analitik fonksiyon,   ise G  de kapsanan keyfi düzeltilebilir kapalı eğri olsun. ( )f z  ‘nin 

  egrisi üzerinde integrali sıfıra eşittir: 

 
( ) 0.f z dz




 

Teorem 2.1.2. (Rezidü Teoremi): D  bölgesinde ( ( )f z ’ nin sonlu sayıda ayrık tekil 

1 2 3, , , , nz z z z noktaları hariç) ve D ’nin   sınırında analitik ( )f z  fonksiyonu için
 

 1
( ) 2 Re ( )

k

n

z zk
f z dz i s f z

 


   

eşitliği sağlanır. 0z noktası ( )f z fonksiyonunun k katlı kutup noktası ise  

 0

1

01

1Re ( ) lim ( )( ) ,
( 1)!k

k
k

kz zz z

ds f z f z z z
k dz




   

 

0z noktası ( )f z fonksiyonunun basit kutup noktası olduğunda ise  

 
 

0
0Re ( ) lim ( )( )

k z zz z
s f z f z z z


  dir. 
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Tanım 2.1.27. (Mittag-Leffler Açılımı): Bir ( )f z fonksiyonunun sonlu düzlemdeki 

aykırılıkları mutlak değer büyüklüğüne göre sıralanmış, basit 1 2, ,a a   kutup yerleri ve bu 

noktalardaki rezüdileri sırasıyla 1 2, ,b b   olsun. Eğer NC hiçbir kutup yerinden geçmeyen, 

üzerinde ( )f z M eşitsizliğinin gerçeklendiği NR  yarıçaplı çember ise ve N  iken 

NR  oluyorsa 

 1

1 1( ) (0) n
n n n

f z f b
z a a





 
    

  

yazılır [68]. 

Tanım 2.1.28. (O  ve o sembolleri): [69,70] x X  olduğunda, verilen x ler için 

( ) ( )f x C g x  olacak şekilde bir C sabiti varsa ( ) ( ( ))f x O g x şeklinde yazılır. 

0

( )lim 0
( )x x

f x
g x

  ise ( ) ( ( ))f x o g x  şeklinde yazılır. 

Örnek 2.1.5. 3 2

1 1( )o
x x

  dir. Çünkü x   iken 3 2

1 1/( ) 0
x x

   
 

 olur. 

Örnek 2.1.6. cosh ( )xx O e  dir. Çünkü cosh
2

x xe ex


 olduğundan her iki taraf xe ile 

bölünürse 

 
2

cosh 1 1
2 2 2 2

x x

x x x x

x e e
e e e e



     

olur. Buradan da x   iken 2

cosh 1 1 1
2 2 2x x

x
e e

    olur. Yani cosh
x

x
e

 sınırlıdır. Bu 

nedenle cosh ( )xx O e  olur. 

Tanım 2.1.29. (Noktasal Yakınsaklık): ( )nf  dizisi A  cümlesi üzerinde f  fonksiyonuna 

noktasal yakınsaktır 0   ve her bir x A  için 0n  vardır öyle ki 0n n   için  

( ) ( )nf x f x   . Burada herbir x A  için bir 0n bulunacağından  0n sayısı hem   a hem 

de x  noktasına bağlıdır [71]. 

Tanım 2.1.30. (Düzgün Yakınsaklık): ( )nf  dizisi A  cümlesi üzerinde f  fonksiyonuna 

düzgün yakınsaktır 0   için 0n  vardır öyle ki 0n n   için ve her x A  için 

( ) ( )nf x f x   . Burada sözü edilen 0n sayısı sadece  sayısına bağlı olup, x  noktasına 

bağlı değildir. Buna göre düzgün yakınsak her dizi noktasal yakınsaktır. Fakat bunun tersi 
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her zaman doğru değildir. Eğer A  cümlesi sonlu ise düzgün yakınsaklık ile noktasal 

yakınsaklık birbirine denktir [71]. 

Tanım 2.1.31. [ , ]a b ,  ’nin kapalı sınırlı bir aralığı ve 1 1( , ), , ( , )n na b a b ’ler [ , ]a b  de 

açık aralıklar olmak üzere 0   için  

 1
( )

n

i i
i

b a 


   

iken  

 1
( ) ( )

n

i i
i

f b f a 


   

olacak şekilde bir 0   varsa :[ , ]f a b    fonksiyonu [ , ]a b  aralığında mutlak 

süreklidir denir. 

Tanım 2.1.32. (Parseval Eşitliği): 2( ), ( ) ( , )f x g x L a b  olmak üzere  

 0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
b b b

n n
n na a a

f u g u du f u u du g u u du   






  
   

  
    

dir. 

Tanım 2.1.33. Eğer  

 0
( , ) ( ) ( ),

N

n n
n

K x s f x g x s x


   

ise ( , )K x s  çekirdeği genel dejeneredir denir. 

Tanım 2.1.34.  0n
  ve  '

0n


 spektrumları çakışsın.  
0n
  ve  '

0n
  spektrumları ise 

sonlu 0,1, ,n N  için '
n n    ve n N için '

n n   olsun. Bu takdirde ters problemin  

 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0, (0 )
x

K x s F x s K x t F t s ds x       

temel integral denklemi genel dejeneredir [60]. 

Tanım 2.1.35. ( , )a b  aralığında tanımlı, ( 1).k   mertebeden türevleri mutlak sürekli olan 

ve ( )
2, , , , ( , )kf f f f L a b    koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayına Sobolev uzayı 

denir ve 2 ( , )kW a b  ile gösterilir [72]. 
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Tanım 2.1.36. (Dirac-Delta Fonksiyonu): 

 

0

0 0 0 0

0

0, 0
1( ) ,

2
0,

a

t t a

t t t a t t a
a

t t a



  
     


 

 

olmak üzere  

 0 00
( ) lim ( )aa
t t t t 


    

fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir. Bu fonksiyon 

 

1) 0
0

0

,
( )

0,
t t

t t
t t


 

   
 

2) 0
0

( ) 1t t dt


   

3) Herhangi sürekli bir ( )G t  fonksiyonu için 

    0

( ) ( ) ( )t a G t dt G a


   

özellikleri ile karakterize edilir [73]. 
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3. DIRAC OPERATÖRÜ 

3.1.  Bir Boyutlu Dirac Sistemi 

( ), ( , 1,2), [0, ]ikp x i k   aralığında tanımlı ve sürekli reel fonksiyonlar olacak şekilde 

 11 12
12 21

21 22

( ) ( )
, ( ) ( )

( ) ( )
p x p x

L p x p x
p x p x

 
  
 

                                                                            (3.1.1) 

bir matris operatörü olsun. ( )y x iki bileşenli bir vektör fonksiyonu 

 

1

2

( ) 0 1 1 0
( ) ,

( ) 1 0 0 1
y x

y x ve B I
y x

     
           

 

olmak üzere  

 
( ) 0dB L x I y

dx
    

 
                                                                                      (3.1.2)                                   

denklemi, iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemden oluşan 

 

2
11 1 12 2 1

1
21 1 22 2 2

( ) ( )

( ) ( )

dy p x y p x y y
dx
dy p x y p x y y
dx





   

   


                                                                      (3.1.3)                                                                       

denklem sistemine denktir. 

 Bu durumda ( )V x  potansiyel fonksiyon, mparçacığın kütlesi olacak biçimde  

12 21( ) ( ) 0p x p x   ve 11 22( ) ( ) , ( ) ( )p x V x m p x V x m     olurken relativistik kuantum 

teorisinde  (3.1.2) sistemi 1-boyutlu stasyoner Dirac sistemi olarak bilinmektedir. 

 2-boyutlu uzayın her düzgün ortogonal dönüşümü  

 

cos ( ) sin ( )
( )

sin ( ) cos ( )
x x

H x
x x

 
 

 
  
 

 

şeklinde bir matris ile tanımlanır [66]. Ayrıca, 

 BH HB  

olduğu kolayca gösterilebilir. 

 y Hz olacak şekilde (3.1.2) denkleminin her iki tarafı soldan 1H   ile çarpılırsa,  

 1 1 1( )dH B Hz H LHz H Hz
dx

     

veya 

 
1 1dz dB H B H H LH z z

dx dx
     

 
                                                                  (3.1.4)                           
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elde edilir. 

 1 1dQ H B H H LH
dx

    

olacak şekilde, Q  matrisi hesaplansın. Bu takdirde 

 1 cos ( ) sin ( )
( )

sin ( ) cos ( )
x x

H x
x x

 
 

  
   

 

ve 

 

'( ) sin ( ) '( )cos ( )
'( ) cos ( ) '( ) sin ( )

x x x xd H
x x x xdx

   
   
  

   
 

olmak üzere 

 

1 cos ( ) sin ( ) 0 1 '( )sin ( ) '( ) cos ( )
sin ( ) cos ( ) 1 0 '( ) cos ( ) '( ) sin ( )

sin ( ) cos ( ) '( )sin ( ) '( )cos ( )
cos ( ) sin ( ) '( )cos ( ) '( ) sin (

x x x x x xdH B H
x x x x x xdx
x x x x x x
x x x x x x

     
     

     
     

     
         

   
      )

'( ) 0
0 '( )

x
x




 
 
 

 
  
 

 

 

11 121

21 22

2 2
11 12 22 12 22 11

2
12 22 11 11 12

( ) ( )cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )
sin ( ) cos ( ) ( ) ( ) sin ( ) cos ( )

1cos sin 2 sin cos 2 ( )sin 2
2

1cos 2 ( )sin 2 sin sin 2
2

p x p xx x x x
H LH

x x p x p x x x

p p p p p p

p p p p p

   
   

    

   

     
         

   


   2
22 cosp 

 
 
 
  
 

 

elde edilir. Son iki eşitlikten, 

11 12

21 22

2 2
11 12 22 12 22 11

2 2
12 22 11 11 12 22

1'( ) cos sin 2 sin cos 2 ( )sin 2
2

1cos 2 ( )sin 2 '( ) sin sin 2 cos
2

q q
Q

q q

x p p p p p p

p p p x p p p

     

     

 
  
 
      

  
      
 

 

bulunur. ( )x fonksiyonu 12 ( ) 0q x  olmak üzere seçilsin. Bu takdirde 

 
12 22 11

1( ) cos 2 ( ) { ( ) ( )}sin 2 ( ) 0
2

p x x p x p x x     

şeklindedir. Buradan, 
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12

11 22

2 ( )1( ) arctan
2 ( ) ( )

p xx
p x p x

 


 

elde edilir. ( )Q x matrisinin görüntüsü 

 

11

22

( ) 0 ( ) 0
( )

0 ( ) 0 ( )
q x p x

Q x
q x r x

   
    

  
 

şeklinde olur. Buna göre (3.1.4) denklemi, 

 
0 1 ( ) 0
1 0 0 ( )

p xdz z z
r xdx


   

       
                                                                                        (3.1.5) 

şeklinde yazılabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir. 

 Şimdi 11 22( ) ( ) ( ) 0izQ x q x q x    olmak üzere bir ( )x  fonksiyonu seçilsin, 

dolayısıyla 11 222 '( ) ( ) ( ) 0x p x p x     

halini alır. Buradan 

 11 22
0

1( ) { ( ) ( )}
2

x

x p z p z dz     

elde edilir. Buna göre (3.1.4) denklemi 

 
0 1 ( ) ( )
1 0 ( ) ( )

p x q xdz z z
q x p xdx


   

        
                                                                                    (3.1.6)   

şeklinde yazılabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin II. kanonik formu denir. (3.1.5) ve 

(3.1.6) denklemlerine (3.1.2) sisteminin kanonik formları da denir. (3.1.2) denklem 

sistemlerinin spektral teorisinin çeşitli sorunlarını incelerken bu veya diğer kanonik 

formlardan faydalanmak bize kolaylık sağlar. Örneğin, özdeğerlerin ve özvektör 

fonksiyonlarının asimptotik davranışı araştırılırken ve keyfi vektör fonksiyonunun ( 0 ve 

 noktalarında homojen sınır şartları sağlandığında) (3.1.2) denklem sisteminin özvektör 

fonksiyonlarına göre açılımı incelenirken, (3.1.5) kanonik denkleminden faydalanmak 

kolaylık sağlar. Sonsuz aralıkta verilmiş (3.1.2) denklem sisteminin özdeğerlerinin 

asimptotik davranışı ve ters problem incelenirken de (3.1.6) kanonik denkleminden 

faydalanmak kolaylık sağlar.  

 (3.1.5) kanonik denklem sistemi için ( )p x ve ( )r x , [ 0 , ] aralığında reel değerli ve 

sürekli fonksiyonlar olmak üzere  

 ' '
2 1 1 2{ ( ) } 0, { ( ) } 0y p x y y r x y                                                              (3.1.7) 

  2 1(0) cos (0)sin 0y y                                                                                   (3.1.8) 
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 2 1( )cos ( )sin 0y y                                                                                     (3.1.9) 

sınır problemi göz önüne alınsın. Herhangi bir 1  değeri için bu problemin sıfırdan farklı 

çözümü 1 1
1

2 1

( , )
( , )

( , )
y x

y x
y x





 

  
 

 olsun. Bu durumda  1 ' e özdeğer, buna karşılık gelen 

1( , )y x  ’e de özvektör fonksiyon denir. 

Lemma 3.1.1. 1 2   olmak üzere 1  ve 2 özdeğerlerine karşılık gelen 1( , )y x  ve 

2( , )z x  özvektör fonksiyonları ortogonaldir, yani, 

 
1 1 1 2 2 1 2 2

0

{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} 0y x z x y x z x dx


      

dir. 

İspat: 1( , )y x  ve 2( , )z x  özvektör fonksiyonları (3.1.7) sisteminin çözümleri olduğundan,  

 

'
2 1 1 1 1
'
1 1 1 2 1
'
2 2 2 1 2
'
1 2 2 2 2

( , ) { ( ) } ( , ) 0
( , ) { ( ) } ( , ) 0
( , ) { ( ) } ( , ) 0

( , ) { ( ) } ( , ) 0

y x p x y x
y x r x y x
z x p x z x

z x r x z x

  

  

  

  

  

  

  

  

 

dir. Bu denklemler sırası ile 1 2( , )z x  , 2 2( , )z x  , 1 1( , )y x   ve 2 1( , )y x  ile çarpılıp ve 

daha sonra sonuçlar toplanırsa,     

1 1 2 2 2 1 1 2{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}d y x z x y x z x
dx

    1 2 1 1 1 2 2 1 2 2( ){ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}y x z x y x z x         

elde edilir. Bu son eşitlik x ’ e göre 0 dan   ye integrallenirse 

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2
0

( ) { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}y x z x y x z x dx


       1 1 2 2 2 1 1 2 0{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}y x z x y x z x       

bulunur. Buradan 

 
1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

0

( ) { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} 0y x z x y x z x dx


         

veya  

 
1 2 1 2

0

( ) ( , ) ( , ) 0Ty x z x dx


      

olur. 1 2  olduğundan, 1( , )y x   ve 2( , )z x  özvektör fonksiyonları ortogonal olurlar. Bu 

da ispatı tamamlar.  
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Lemma 3.1.2. (3.1.7)-(3.1.9) sınır değer probleminin özdeğerleri reeldir. 

İspat: Aksini varsayalım yani, 1 u iv    kompleks özdeğer olsun. ( )p x ve ( )r x reel 

fonksiyonlar ve ,  sayıları reel olduğu için Dirac operatörünün genel denkleminde 

eşleniği alınırsa, 12 u iv     sayısı da bir özdeğerdir. 2 ye karşılık gelen 

1( , )y x  özvektör fonksiyonudur. Bu takdirde Lemma 3.1.1 den dolayı  

 
1 1 1 1 2 1 2 1

0

( ) { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} 0y x y x y x y x dx


         

ve 

 
 2 2

1 1 2 1
0

( ) ( , ) ( , ) 0y x y x dx


       

olur.    olduğundan, 1 1( , )y x   ve 2 1( , )y x   sıfır olur ki, bu da özvektör 

fonksiyonlarının sıfır olmaması gerçeği ile çelişir. O halde özdeğerler kompleks olamaz. 

Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.2. Özdeğerler için asimptotik formüller 
 ' ( ) , 0By Q x y y x                                                                                    (3.2.1)                                   

denklemi göz önüne alınsın. Burada   

 

0 1 ( ) ( )
, ( )

1 0 ( ) ( )
p x q x

B Q x
q x p x

   
        

 

( )p x  ve ( )q x  reel değerli  [0, ]  de toplanabilir (integrallenebilir) fonksiyonlardır. (3.2.1) 

diferansiyel denklemi 

 1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                               (3.2.2) 

 1( ) 0y                                                                             (3.2.3)                                                                

sınır koşullarıyla ele alınsın. (3.2.1)-(3.2.3) sınır değer probleminin özdeğerleri  n  

normalleştirici sayıları  n ile gösterilsin. 

Teorem 3.2.1. ( )p x  ve ( )q x  .k  mertebeden türevleri 2 (0, )L   de olacak şekilde verilsin. 

 n  ve  n  sayıları için 

 
,11 2

2 1
n kk

n k kn
n n n n

 



                                                                  (3.2.4)   
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,11

1
n kk

n k k

ccc
n n

 



                                                                               (3.2.5) 

asimptotik formülleri söz konusudur. Burada 
2

,n k
k






  ve 
2

,n k
k

c




   serileri 

yakınsaktır. Bu teoremi 1k   ve ( )p x , 2( ) (0, )q x L   durumunda ispatlayalım. Genel 

durum benzer şekilde gösterilebilir. 

(3.2.1) denkleminin   

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                        (3.2.6) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü  
1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

 ile gösterilsin.  

Bu takdirde (3.2.1)-(3.2.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin  

 1( , ) 0                                                                                                         (3.2.7) 

denkleminin kökleri ile çakıştığı aşikardır.  

Bilindiği gibi [21]  

 

 

11 12

21 22

( , ) ( , ) 0
( ,0) cos ( ,0)sin 0
( ,0)cos ( ,0)sin 0

K x x B BK x x
K x K x
K x K x

 
 

 
 
 

                                                               (3.2.8)                         

koşullarını sağlayan bir  ( , )K x t  matrisi vardır. 

Ayrıca  0,  aralığında bulunan her sabit x  için ( , )K x t  nin birinci türevleri 2 (0, )L x  e 

aittir ve 

 
0 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
x

x x K x t t dt                                                                (3.2.9) 

dönüşüm operatörü vardır. Burada 0

sin( )
( , )

cos( )
x

x
x

 
 

 
 

    
 fonksiyonu 

( ) 0Q x  durumuna karşılık gelen çözüm fonksiyonudur ve 11 12

21 22

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )
K x t K x t

K x t
K x t K x t

 
  
 

 

şeklindedir. (3.2.9) integral denklemi düzenlenip (3.2.3) koşulunda yerine yazılırsa 

          1 11 12
0

( , ) sin( ) ( , ) sin( ) ( , )cos( ) 0K t t K t t dt


                      (3.2.10) 

elde edilir. (3.2.10) eşitliğinde kısmi integrasyon uygulanırsa ve (3.2.8) deki ikinci 

koşuldan faydalanılırsa; 
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11 12

11 12

0

1 1sin( ) ( , )cos( ) ( , ) sin( )

( , ) ( , )1 cos( ) sin( ) 0
x x

K K

K x t K x tt t dt
t t



 

         
 

   
  

    

  
       


                 (3.2.11) 

elde edilir. 

n   0, 1, 2,n     (3.2.11) denkleminin kökleri olsun. Bu takdirde n iken 

n dur. Bu sebeple büyük n ler için birinci yaklaşımda  

 

1sin( ) 0n
n

O  


 
   

 
 

ifadesi bulunur. Buradan  

 
1

n n O
n

         
 

 

 
1

n n O
n





     
   

yazılabilir. n iken 0n  olmak üzere 

 
n nn  


                                                                                                    (3.2.12) 

eşitliği verilsin. Bu takdirde (3.2.11) den  

11

11
12

0

12

0

1sin ( , ) cos

( , )1( , ) sin cos

( , ) sin

n n
n

n n
n x

n
x

n K n

K x tK n n t
t

K x t n t d
t









        
  

       
  

  






                        
                            

            



 0t 

(3.2.13) 

elde edilir. 

11 12

0 0

( , ) ( , )cos sinn n n
x x

K x t K x tb n t n t dt
t t

 

 

    
  

                             
   

(3.2.14) 

olsun.  

11( , )

x

K x t
t 




ve 12 ( , )

x

K x t
t 




fonksiyonları 2 (0, )L   ye ait olduğu için 2
nb




 yakınsaktır.  

Bu takdirde (3.2.13) den  
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   11 12

( 1)( 1) ( , ) cos ( , )sin 0
n

n n
n n n

n n

bK K         
 


      

elde edilir. Buradan 

 
1

2

1( )n
n

b O
n n n


                                                                                        (3.2.15) 

olur. Burada  

 
1

1
( , )K  




  

dir. 11( , )K    fonksiyonunu ( )p x , ( )q x  ile ifade ederek hesaplayalım. (3.2.15) 

formülünden  n  için aranan formül bulunur.  

(3.2.15) ten faydalanarak benzer işlemler yapılırsa 

1,1 k
n

cc
n n

     ve 2
1,kc





                                                                      (3.2.16) 

şeklinde normlaştırıcı sayılar için asimptotik formül elde edilir. Burada 

 

 

1 12 21
0

2

0

1 ( , ) ( , )
2

(0) sin (1 ) (0) (0)1 3 1( ) ( ( ) ( ) )
2 2 9 2(1 )

c K x x K x x dx
n

p ctg q p ctg
p x q x p x ctgx dx

n ctg



   


 

              




 

dir. 

 

3.3. Kanonik Dirac Operatörü İçin Matris Dönüşüm Operatörü  

1A ve 2A  iki lineer diferansiyel operatör, 1E  ve 2E  ise iki lineer fonksiyonel uzay olsun. 

Tanım 3.3.1.  1 2:X E E  lineer sürekli operatör olmak üzere  

  1. 1 2A X XA                                                                                                    (3.3.1) 

    2. 1X   mevcut ve sürekli 

şartlarının sağlanması halinde X ’ e 1A  ve 2A  operatörler çifti için dönüşüm operatörü 

denir. 

Lemma 3.3.1.    özdeğerine karşılık gelen 2A  operatörünün özfonksiyonu 1E  , yani 

          2A     

olmak üzere aynı   özdeğerine karşılık gelen X   , 1A  operatörünün 

özfonksiyonudur. Dolayısıyla,  
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1A     

şeklindedir.  

İspat. 1 2A X XA  olduğundan 

1 1 2A A X XA X X                 

olur. Bu da ispatı tamamlar.  

Lemma 3.3.2. Lineer topolojik E  uzayında 1 2,A A  ve 3A  lineer operatörleri ve 1 2 3, ,E E E  

kapalı alt uzayları verilmiş olsun. 1A  ve 2A  operatör çifti için 
1 2,A AX  dönüşüm operatörü 

1 2, 1 2:A AX E E  

şeklinde, 2A  ve 3A  operatörler çifti için 
2 3,A AX  dönüşüm operatörü ise  

2 3, 2 3:A AX E E  

şeklinde tanımlansın. Bu durumda, 1A  ve 3A  operatör çifti için
1 3,A AX  dönüşüm operatörü, 

1 3, 1 3:A AX E E  

şeklinde olmak üzere 

1 3 1 2 2 3, , ,A A A A A AX X X  

formülü ile ifade edilir. 

İspat. Dönüşüm operatörünün tanımından dolayı 

1 2 1 2

2 3 2 3

1 , , 2

2 , , 3

A A A A

A A A A

A X X A

A X X A




 

şeklinde olup, ikinci denklemden 
2 3 2 3

1
2 , 3 ,A A A AA X A X   elde edilir. Bu eşitlik birinci 

denklemde yerine yazılırsa 

1 2 1 2 2 3 2 3

1
1 , , , 3 ,A A A A A A A AA X X X A X   

veya 

1 2 2 3 1 2 2 31 , , , , 3A A A A A A A AA X X X X A  

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

        ( )ip x  ve ( )ir x , ( 1,2)i  , her sonlu aralıkta (0 )x b     integrallenebilir 

reel fonksiyonlar olacak şekilde 
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 
 

1
1

1 1
1

1

( ) 00 1
( )

01 0( )

dp x p xd ddxA B Q x
r xd dx dxr x

dx

 
    

              
 

                  (3.3.2) 

 
 

2
2

2 2
2

2

( ) 00 1
( )

01 0( )

dp x p xd ddxA B Q x
r xd dx dxr x

dx

 
    

              
 

                (3.3.3) 

operatörlerini göz önüne alalım. Keyfi sonlu reel 1h  sayısı için 

2 1 1(0) (0) 0f h f                                                                                                 (3.3.4)                        

sınır şartını sağlayan,  0,b  aralığında tanımlı sürekli, diferansiyellenebilen  

1

2

( )
( )

( )
f x

f x
f x

 
  
 

 

vektör fonksiyonlarının cümlesi 1E  olsun. Keyfi sonlu reel 2h  sayısı için  

 2 2 1(0) (0) 0g h g                                                                                                                  (3.3.5) 

sınır şartını sağlayan  0,b  aralığında tanımlı sürekli, diferansiyellenebilen 

 
 

1

2

( )
g x

g x
g x

 
  
 

 

vektör fonksiyonlarının cümlesi 2E  olsun. X  operatör matrisi 1( )f x E  için                                     

           
0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

X f x R x f x K x s f s ds                                                            (3.3.6)               

şeklinde ifade edilir. Burada  R x  ve  ,K x s  iki boyutlu veya 2x2 boyutlu kare 

matrislerdir. 

(3.3.2) ve (3.3.6) den, 

 

  

1 1

1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

, ( ) ( , ) ( )
x

x

A X f x BR x f x BR x f x Q x R x f x BK x x f x

BK x s Q x K x s f s ds

    

            (3.3.7)   

dir. Diğer taraftan (3.3.3) ve (3.3.6) dan dolayı 

   2 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
x

XA f x R x Bf x R x Q x f x K x s Bf s Q s f s ds                                 

dir. Son integralde kısmi integrasyon uygulanırsa 
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 

  

2 2

2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ,0) (0)

, ( ) ( , ) ( )
x

s

XA f x R x Bf x R x Q x f x K x x Bf x K x Bf

K x s Q s K x s B f s ds

   

          (3.3.8) 

elde edilir. ( )f x , 1E  uzayında keyfi vektör fonksiyonu olduğu için (3.3.1) eşitliğinden 

dolayı ( )f x  ve ( )f x  in katsayıları ve (3.3.7), (3.3.8) in integral altındaki ifadelerinin eşit 

olması gerekir. Bu sebeple ( )f x  lerin katsayıları için 

         ( ) ( )BR x R x B                                                                                                      (3.3.9) 

elde edilir. Eğer  

   
   

( )
x x

R x
x x

 
 
 

  
 

 

şeklinde alınırsa (3.3.9) eşitliğinden 

   
   

   
   

0 1 0 1
1 0 1 0

x x x x
x x x x

   
   
      

             
 

olduğundan 

   x x  , ( ) ( )x x    

bulunur, yani  R x  matrisinin görüntüsü 

   
   

( )
x x

R x
x x

 
 

 
   

                                                                                    (3.3.10) 

olur. 

Şimdi  x  ve  x  fonksiyonları hesaplansın. Bunun için (3.3.7) ve (3.3.8) de, ( )f x  in 

katsayıları eşitlenirse ( )R x  matrisinin tanımlanması için aşağıdaki denklem elde edilir: 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )BR x Q x R x R x Q x K x x B BK x x                                         (3.3.11) 

 11 12

21 22

, ( , )
( , )

( , ) ( , )
K x s K x s

K x s
K x s K x s

 
  
 

 

olmak üzere 1 2( ), ( ), ( )Q x Q x R x  ve B  matrislerinin görüntülerinden faydalanarak (3.3.11) 

denklemi 

   
   

       
       

       
       

1 1 2 2

1 1 2 2

x x p x x p x x p x x r x x
x x r x x r x x p x x r x x

     
     
      

               
 

     
   

21 2212 11

11 1222 21

, ,, ( , )
, ,( , ) ( , )

K x s K x sK x s K x s
K x s K x sK x s K x s

  
         
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veya  

               
               

     
     

1 2 1 2

2 1 1 2

12 21 11 22

11 22 12 21

, , ( , ) ,

, , , ( , )

x p x p x x x p x r x x

x p x r x x x r x r x x

K x x K x x K x x K x x

K x x K x x K x x K x x

   

   

             
              
          

               (3.3.12)
 

şeklinde yazılabilir. Burada sağdaki matrisin esas köşegen elemanlarının sadece işaretleri 

farklıdır, diğer köşegen üzerinde bulunan elemanlar ise eşittir. Şimdi matrislerin 

eşitliklerinden dolayı, bu özellik sol taraftaki matris için de sağlanmalıdır. Bu sebeple 

(3.3.12) denklemlerinden 

               1 2 2 1x p x r x x x p x r x x                 

               1 2 1 2x p x p x x x r x r x x                 

bulunur, yani 

     2 0
2 ( ) ( ) ( ) 0

x q x x
x q x x

 
 
  
  

                                                                                      (3.3.13)                            

olur. Burada  

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )q x p x p x r x r x                                                                       (3.3.14) 

şeklindedir. (3.3.13) sistemi de, bulunan birinci eşitliği ( )x  ile ikinci eşitliği de ( )x  ile 

çarpıp, birinciden ikinci çıkarılırsa 

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0x x x x       

yani 

    2 2 0x x     

elde edilir. Buradan  

       2 2 2 20 0x x                                                                              (3.3.15) 

bulunur. 

 1 0 1,f      2 1(0)f h                                                                                        (3.3.16) 

şartları sağlanmak üzere 
 
 

1

2

( )
f x

f x
f x

 
  
 

 vektör fonksiyonu sürekli, diferansiyellenebilir 

olsun. Bu takdirde ( )f x  in (3.3.4) sınır koşulunu sağladığı açıktır ve bu sebeple 1( )f x E  
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dir. Yine kabul edilsin ki, 
 
 

1

2

( )
g x

g x
g x

 
  
 

 vektör fonksiyonu, 2E  uzayının elemanı, 

dolayısıyla (3.3.5) sınır şartı sağlanacak şekilde 

 ( ) ( )X f x g x                                                                                                  (3.3.17) 

olsun. Bu takdirde x=0 için (3.3.17) eşitliğinden ve X matris operatörünün tanımından 

dolayı, yani (3.3.6) ve (3.3.10) bağıntılarına göre 

   (0) (0) 0 (0)X f g R f   

veya 

          

     
         

1 1 2

2 1 2

(0) 0 (0) 0 0

0 0 0 0 0

g f f

g f f

 

 

 

    

elde edilir. Bu denklemlerden (3.3.5) sınır şartını ve (3.3.16) şartlarını göz önüne almak 

üzere son eşitliklerin birincisini 2h  sayısı ile çarpıp, daha sonra ikinciden çıkarıldığında, 

   1 2

1 2

0 0
1
h h

h h
 




 

elde edilir.  

   0 1                                                                                                             (3.3.18) 

alınırsa, 

  1 2

1 2

0
1
h h

h h
 


  

                                                                                                  (3.3.19) 

olur. Buna göre,  

      
 

2 2
1 22 2 2

2
1 2

1 1
0 0

1

h h
X

h h
 

 
  


                                                               (3.3.20) 

olur. Şimdi (3.3.15), (3.3.18)-(3.3.20) eşitliklerinden faydalanarak (3.3.13) sistemini 

çözelim. Eğer, 

  sin ( )x k x   ve ( ) cos ( )x k x                                                          (3.3.20’)  

olarak alınırsa, 

  ( ) cos ( )x k x k x    ve  ( ) sin ( )x k x k x     

bulunur. Bu değerler (3.3.13) de yerine yazılıp elde edilen denklemlerden birincisi 

cos ( )k x  ile ikincisi de sin ( )k x  ile çarpılıp, elde edilen denklemler toplanırsa 
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0

1 1( ) ( ) arcsin
2

x

k x q z dz


    

eşitliği elde edilir. Bu değerler  (3.3.20’) de yerine yazılırsa, ( )q x  fonksiyonu (3.3.14) 

formülü,   sayısı ise (3.3.20) formülü ile tanımlanacak şekilde ( )x  ve ( )x  

fonksiyonları için 

 
0

1 1sin ( ) arcsin
2

x

x q z dz 


 
   

 
                                                               (3.3.21) 

 
0

1 1cos ( ) arcsin
2

x

x q z dz 


 
   

 
                                                              (3.3.22) 

ifadeleri bulunur. Şimdi (3.3.7) ve (3.3.8) de verilen integral altındaki ifadeler eşitlenirse, 

( , )K x s  matris çekirdeği için, 

           2 1, , , ,s xK x s B BK x s K x s Q s Q x K x s                                      (3.3.23) 

matris denklemi veya 

11 12 11 12

21 22 21 22

0 1 0 1
1 0 1 0

K K K K
s s x x

K K K K
s s x x

      
                             
      

 

   
   

 
 

11 12 2
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, , 0
, , 0

K x s K x s p s
K x s K x s r s
  

   
  

 

 
 

   1 11 12

1 21 22

0 , ,
0 ( , ) ( , )

p x K x s K x s
r x K x s K x s

  
  

  
 

 
12 21 11 22

2 1 11 2 1 12

22 11 21 12 2 1 21 2 1 22

( ( ) ( )) ( , ) ( ( )) ( , )
( ( ) ( )) ( , ) ( ( ) ( )) ( , )

K K K K
p s p x K x s r s p x K x ss x s x

K K K K p s r x K x s r s r x K x s
s x s x

                            
    

 

      

      

      

      

12 21
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11 22
2 1 12

22 11
2 1 21
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2 1 22

,

,

,

,

K K p s p x K x s
s x

K K r s p x K x s
s x
K K p s r x K x s
s x

K K r s r x K x s
s x

        
      

     
 
    

  

                                                     (3.3.23’)
 

denklem sistemi elde edilir. Sonuç olarak (3.3.8) ifadesinde (0)f ’ı içeren terim (3.3.7) de 
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benzer terim olmadığı için) sıfıra eşit olur. Böylece,  

   ,0 0 0K x Bf   

yani, 

   
   

12 11

22 21

,0 ,0
(0) 0,

,0 ,0
K x K x

f
K x K x

 
  

 

bu ise 

12 1 11 2

22 1 21 2

( ,0) (0) ( ,0) (0)
( ,0) (0) ( ,0) (0)

K x f K x f
K x f K x f




 

denklemler sistemine eşdeğerdir. (3.3.4) sınır koşulundan dolayı 

   12 1 11,0 ,0K x h K x ,   22 1 21( ,0) ( ,0)K x h K x                                             (3.3.24) 

elde edilir. ( )x  ve ( )x  keyfi diferansiyellenebilir sürekli fonksiyonlar olacak biçimde, 

11( ,0) ( )K x x ,     21( ,0) ( )K x x                                                                (3.3.25) 

ele alınırsa (3.3.24) ve (3.3.25) şartları,  ,K x s matris çekirdeği için  

 
   
   

1
0

1

( , ) |s
x h x

K x s
x h x

 
 

 
  
 

                                                                          (3.3.26) 

şartını tanımlar. Burada (3.3.26) şartı (3.3.23) denklemi ile birlikte bir Cauchy problemini 

tanımlar ve bu problem çözülebilirdir [23]. 

Benzer şekilde Dirac operatörünün II. Kanonik formu için  

 

   

   
     

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1

( ) 0 1
1 0

dp x q x p x q xd ddxA B Q x
q x p xd dx dxq x p x

dx

     
                 
 

 

 

   

   
     

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

( ) 0 1
1 0

dp x q x p x q xd ddxA B Q x
q x p xd dx dxq x p x

dx

     
                 
 

 

olmak üzere (3.3.11) denklemi 
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veya 
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şeklinde yazılır. Burada sağdaki matrisin esas köşegen elemanlarının sadece işaretleri 

farklıdır, diğer köşegen üzerinde bulunan elemanlar ise eşittir. Şimdi matrislerin 

eşitliklerinden dolayı, bu özellik sol taraftaki matris için de sağlanmalıdır. Bu sebeple 
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bulunur, yani 

 2 0x   ,   2 ( ) 0x    

dır. Burada 1c  ve 2c  birer sabit olmak üzere 

  1x c  ,  2( )x c   

bulunur. Ayrıca (3.3.23) denklemi 
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şeklindedir. Bu durumda 
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(3.3.27) 

 

denklemler sistemi elde edilir. Burada (3.3.26) şartı (3.3.27) denklemi ile birlikte bir 

Cauchy problemini tanımlar ve bu problem çözülebilirdir. 
 

3.4. Normlaştırıcı Sayıların İki Spektrum Türünden İfadesi 

 

  ' ( ) , 0By Q x y y x                                                                                         (3.4.1) 

denklemini ve  

         1 2 1(0)cos (0)sin 0, ( ) 0y y y                                                                   (3.4.2) 

 1 2 1(0)cos (0)sin 0, ( ) 0y y y                                                                     (3.4.3) 

sınır koşullarını göz önüne alalım. 

Burada  
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 0 , 0       ,   ,
( ) ( )

( )
( ) ( )

p x q x
Q x

q x p x
 

   
 

ve 2( ), ( ) (0, )p x q x L  dir.  n  ve  n   ( , )n   , (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) 

sınır değer probleminin özdeğerleri olsun. Bu takdirde  

 ,n n n nn n    
 

                                                                        (3.4.5) 

asimptotik formülleri vardır. Burada  

 

2 2,n n 
 

 

                                                                                (3.4.6) 

serileri yakınsaktır. ( , )x   ve ( , )x   (3.4.1) denkleminin sırasıyla 

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                        (3.4.7) 

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                         (3.4.8) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü olsun. n  ve n  lerin sırasıyla  

  1( , ) 0                                                                                                           (3.4.9)    

      1( , ) 0                                                                                                         (3.4.10)    

kökleri ile çakıştığı aşikardır.  

Böylece ( , )nx   ve ( , )nx   sırasıyla (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) sınır değer 

probleminin özfonksiyonlarıdır. 

Teorem 4.1.1. { }n   ve { }n  sırasıyla (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) sınır değer 

probleminin özdeğerleri olsun. Bu takdirde (3.4.1), (3.4.2) probleminin n  normlaştırıcı 

sayıları n  ve n  ler kullanılarak  

 

sin( ) ' ( 0, 1, 2, )k n
n

kn n k n

n  
   






   

                                            (3.4.11) 

formülü ile tanımlanır. 

Burada, '  simgesi sonsuz çarpımda k n  teriminin mevcut olmadığını gösterir. 

İspat.  

 ( , ) ( , ) ( ) ( , )f x x m x                                                                             (3.4.12) 

fonksiyonu verilsin ve  

 1( , ) 0f                                                                                                          (3.4.13) 

koşulu sağlansın. Bu takdirde  
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1

1

( , )( )
( , )

m   
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                                                                                          (3.4.14) 

elde ederiz. Burada ( )m   fonksiyonunun kutuplarının ve sıfırlarının sırasıyla (3.4.1), 

(3.4.2) ve (3.4.1), (3.4.3) sınır değer probleminin özdeğerleri ile çakıştıkları ve meromorf 

fonksiyon olduğu görülür.  
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(0, ) ( ) (0, ) (0,

f x dx

Bf x f x

f x f x
f x f x

f x f x f x f x

f f f f
m









 

 

 
 

   

   

     



     
           

 

 

  



 
   
  
  
  
 

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

) ( ) (0, )

(0, ) ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, )

sin ( )sin cos ( )cos

cos ( )cos sin ( )sin

( ) ( ) cos sin sin cos

( ) ( ) sin( )

m

m m

m m

m m

m m

m m

   

         

     

     

     

   



   

   

   

  

  
 

olur.  Dolayısıyla 

 
   1 2 1 2 1 2

0

( ) ( , ), ( , ) ( ) ( ) sin( )f x f x dx m m


            

1 2,      olarak alınırsa, özdeğerler reel olduğundan ve  2Imz z z  eşitliğinden 

 
 

0

Im ( )( , ), ( , ) sin( )
Im

mf x f x dx
    


                                                      (3.4.15) 
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elde edilir. Bu formülde ( )      olduğu durumda bu meromorf fonksiyon üst yarı 

düzlemi kendine dönüştürür. 

Bu takdirde ( )m   fonksiyonunun sıfırları ve kutupları (3.4.1), (3.4.2) ve (3.4.1), 

(3.4.3) sınır değer probleminin özdeğerleri ile çaprazlaşırlar.  

 n m  ise n m  olur ve ( )m   fonksiyonu tam fonksiyon olduğundan 

 

1

( ) 1 1
k k k

m A  
 






  
    

  
                                                                 (3.4.16) 

görüntüsü söz konusudur, burada A  reel sayıdır. Yukarıdaki hesaplamaların benzeri 

yapılırsa 

 
 

0

( ) ( , ), ( , ) sin( )n nf x x dx


          

eşitliği kolayca elde edilebilir. (3.4.12) ifadesi yerine yazılırsa, buradan  

 
   

0 0

( ) ( , ), ( , ) ( )( ) ( , ), ( , ) sin( )n n n nx x dx m x x dx
 

                     

olur. Burada n   için limit alınırsa  

 

 
0

sin( )( , ), ( , )
lim ( ) ( )

n

n n n
n

x x dx
m



 

 
    

  



 

                                           (3.4.17) 

eşitliği elde edilir.  

Bu formülden faydalanılarak n  lerin { }n   ve { }n  ler yardımıyla görüntüsü elde 

edilebilir. 

 Öncelikle 

 
1( ) k

k k

m A  


 





 
   

                                                                                    (3.4.18)  

eşitliği ele alınsın. Burada  

 
1

k

k k

A A 






                                                                                                  (3.4.19) 

şeklindedir. (3.4.18) deki 

 
1k k k

k kk k

   
   

 

 

    
        

                                                                   (3.4.20) 

çarpımını göz önüne alalım. (3.4.20) eşitliğinde logaritma alınıp { }k ve{ }k  lar için 

asimptotik formüllerden yararlanılırsa; 
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0 0

1 0

0 0

1 0

0 0

1 1 1 0

1 1

k k k k k k

k kk k k

k k k k

k k k

k k k k

k k kk k k k

       
       

         
     

      
          

 
 

  

  

 

  
 

   

      
           

       
      

 
    

          

 



  

(3.4.21) 

elde edilir. 

(3.4.6)  serilerinin yakınsaklığından (3.4.5) asimptotik formüllerinden ve Cauchy-

Banjokowski eşitsizliğinden (3.4.21) deki son iki serinin yakınsaklığı elde edilir. (3.4.5) 

asimptotik formüllerinden  

 1 1 1

2 21 1
( )( ) ( )( )

k k
k k

k k kk k k k k k

       
           

   


    

       
         

    

olur ve bu son seri yakınsaktır. 

Bu sonuçlardan (3.4.20) sonsuz çarpımının yakınsaklığı elde edilir. (3.4.19) sonsuz 

çarpımının yakınsaklığından ve (3.4.20) formülünden (3.4.18) elde edilir. Bu takdirde 

 

1 1

1

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) '

( ) '

n n n

k k
n n n

k kk k

k n
n n

k k n

m A A

A

     

   
      

   

 
 

 

 

  
 





  
        


  



 


 

 

olur. Buradan  

 1

sin( ) ' ( 0, 1, 2, )
( )

k n
n

kn n k n

n
A

  
   






   

    

elde edilir. İleride 1 1A    olduğu ispatlanacaktır. Bununla teorem ispatlanır.  

 

3.5. Normlaştırıcı Sayılar İçin Asimptotik Formül 

 1
2

1 ,n n O n
n n





       
 

                                                                             (3.5.1) 

 2

1 ,n n O n
n n

 



       
 

                                                                             (3.5.2)                                                            

asimptotik formülleri verilsin.                                                                      
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 1

( )1 ' ;
sin( )

n n k n

kn k n

k n
A
   

    





 
 
                                                         (3.5.3) 

eşitliği ele alınsın. Bu bölümde { }n  ve { }n  sayıları için bilinen asimptotik formüllerden 

faydalanarak n  ler için asimptotik formülü bulmaya çalışalım. 

 
( ) ' ,k n

n
k k n

k n 
 

 






 

                                                                           (3.5.4) 

çarpımı göz önüne alınsın.  

 1 2 3( )n B B B                                                                                                   (3.5.5) 

olsun. Burada  

 

1 ' ,
n

k
n

k
B k n

k

 

 






 
 

 
                                                                                (3.5.6)     

 

2 ' ,k n

k
n

B k n
k

 
 







 

 
                                                                             (3.5.7)  

 3 ' ,
n

k k n

k
B k n

 


 





 
 

                                                                                (3.5.8) 

şeklindedir.  Önce 1B  göz önüne alınsın. 1B eşitliğinde n ler için asimptotik formüllerden 

faydalanılırsa 

 

1 ' 1 ,
( )k

n

B k n
k

 
 






 
 

   
  
 

                                                            (3.5.9) 

eşitliği bulunur. Bu formülde (3.5.1) asimptotik formülü kullanılırsa ve k n p   alınırsa  

 

1
1

2

' 1
1p

B
p O

n n

 






 
   
           

                                                            (3.5.10) 

olur.  

 

sin' 1
p p

 






 
  

 
                                                                                    (3.5.11) 

olduğu için  
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1

1

1 1

1

1

1

sin( ) ' 1 ' 1

sin( ) ' 1 ' 1
( )

sinsin( ) ' 1
( )

sin( )

p p
n

p p

p

B
p p

np n p

n
n p

n

     
    


  
    

   
    

 
 


 

 

 

 





 
                     

   
          

 
     






 

 



1
2

11 ' 1
( )p

O
n n p


  





              


                    (3.5.12)   

eşitliği elde edilir.   

 

1
1 ' 1

( )p

I
n p


  





 
    
  

sonsuz çarpımı göz önüne alınsın. Bu takdirde yukarıdaki son eşitlikte logaritma alınıp 

daha sonra cot x in seri açılımından faydalanılırsa; 

        

1 1
2 2 2 2 2

1

1 1
2 2

2 21

1 1 2( ) 11 ' 1
( ) ( )

2 1 1 11 1 ( )
( )

p p

p

I O O
n p n n p n

O ctg O
n n n np

   
     
 

   
   


 

 





                  


                    

 


(3.5.13) 

eşitliği elde edilir. 

Bu takdirde  

         1
1 2 2

sin( ) 1 1 11 1 ( )B O ctg O
n n n

   
   

                          
         (3.5.14)     

bulunur.  

Büyük n ler için 2B  sonsuz çarpımının asimptotik formülünü bulmaya çalışalım. 

Yukarıda yapılan işlemler tekrarlanırsa ve { }n   ve { }n  için asimptotik formüllerden 

yararlanılırsa 
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2 2

2

1

1' 1 1 '

1 11 ' '

11 '

k k
k n

kk k
n n n

k k
k kn

n n
n

k
n

n

k k
B O

nk k k

k
k k O

nk

ks k
n k

     
    
  


  

   



 

  

  

 

 

 

               
       

 


                         

 


      
  

 

 

2

1
k

n

O
n 







       
 



(3.5.15) 

şeklinde bulunur. Burada  

 1 ' k
k

s k 








    
 

  

şeklindedir. 

Benzer işlemler tekrarlanırsa; 

           

3

2
2

2
2

1 1

1 11

1 11

k

k kn
n

n

k
kn

n

B
ks k Ok n nk

ks k O
n nk

 
    




    










 
            

    

           
    





               (3.5.16) 

elde edilir. Burada  

 2 ' k
k

s k 








    
 

  

şeklindedir. (3.5.15) ve (3.5.16) çarpılıp ve daha sonra n nin kuvvetlerine göre 

düzenlenirse; 

1 2
2 3

2

1

1 1' 'k k
k kn

n n

s sB B
n

k k
k k O

nk k

 
   

    
 

 

 


 

                     
         

 

 
  

(3.5.17) 

elde edilir.  
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(3.5.17) eşitliğinin sağ tarafındaki ilk seri ele alınsın. (3.5.2) den 1
2

1
k k O

k k





      
 

 

yazılabilir. Bu eşitlik (3.5.17) de yerine yazılırsa 

 

1
2

0 1 22 2

1 1 ''

1 1 1 1'' ( ) ( ) ( )

k
k kn n

n n

kn n
n n

k k
J k

kk k

k
O E E O

k nk

 
  

    
 

 
 

    
 

 

 





       
     

 
     

   

 



     (3.5.18) 

eşitliği bulunur. Burada  

 1
1

1 ''
kn

n

k
E

k k


 

 









 
                                                                    (3.5.19)  

 2 2

1 1''
kn

n

k
E O

k k




 






   
   

                                                                       (3.5.20) 

şeklindedir. ''
k




  sembolü seride k n  ve 0k   terimleri’nin bulunmadığını ifade eder.

 1''
k

n

F
k  








 

  

olsun. n
 


   olsun. Bu takdirde  

 2 2
1

1 2 1''
k k

F
k k n


  

 

 

  
                                                                 (3.5.21) 

olur. [66] dan bilindiği gibi  

 1 2 2
1

2 1
k

F ctg
k


 

 





   
  

şeklindeydi. Bu takdirde n
 


   eşitliğinden 
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1

1
2

1
2

1 1

1 1

1 1

1( )

n

n

F ctg ctg
n

n

ctg n O O
n n n

ctg O O
n n n

ctg O
n

    
 

  
 


  

  

       
  

                  
                 

     
 

                                             (3.5.22)     

ve  

 2
1

2

1 1 1
1

F O
n nO

n n


   

 

              
 

                                       (3.5.23) 

olur. (3.5.22) ve (3.5.23)  formüllerinden  

 

1( )F ctg O
n


  

 
        

 

olur. Bu takdirde (3.5.19) dan  

  1
1

1( )E ctg O
n n
 

  
 

           
                                                      (3.5.24) 

elde edilir. 

  Şimdi 2E  nin davranışı incelensin.  

(3.5.20) formülünün sağ tarafındaki toplamın mertebesi aşağıdaki integraller toplamının 

mertebesi ile aynı olduğunu gösterilebilir.  

 

1 1

2 2 2
1 1( ) ( ) ( )

n

n

x x xc dx c dx c dx
x n x x n x x x n

 

 

 
      

integrallerini hesaplayalım. O halde  

 

1

2
11

1 1 1 1 lnln ( )
( )

x x ndx dx O
x n x n x n x n n x n





           

 

11 12 2

11 1
22

1 1 lnln ln ( )
( ) ( ) ( )

n n nn n

nn

dx dx dx x x nO
x n x x n x x n x n n x n n x n

 

    
        

 11

1 lnln ( )
( ) nn

dx x n nO
x x n n x n






 

  

bağıntıları bulunur.  
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Bu takdirde bu integrallerin değerlerinden ve (3.5.20) den  

 2 2

ln nE O
n

   
 

                                                                                                   (3.5.25)      

elde edilir. (3.5.24) ve (3.5.25) formüllerinden faydalanılarak (3.5.18) den 

 1
2 2

ln( ) nJ ctg O
n n
 

  
 

           
                                                      (3.5.26)     

bulunur. Benzer işlemler tekrarlanırsa;  

 3 2

1 ln' k
kn

n

k nJ k O
nk


 

  






         
    

                                              (3.5.27)    

eşitliği elde edilir. (3.5.26), (3.5.27) ve (3.5.17) formüllerinden 

 1 2 1
2 3 2

ln1 ( )s s nB B ctg O
n n n

 
  

 
              

                                (3.5.28) 

eşitliği bulunur.  

sin( )
n n 
 



çarpımı göz önüne alınsın. (3.5.1) ve (3.5.2) asimptotik formüllerinden { }n ve 

{ }n  için 

 

1 1
2

1 1
2

1
1 1 1

sin( ) sin( ) sin( ) sin( )
n n

O
n n O

n n

  
    
        

                   
 

yazılır. Son eşitlik, (3.5.14) ve (3.5.28) ifadeleri (3.5.3) te yerine yazılırsa n  sayıları için 

 2 1
1 1 2

1

1 1 1 ln 1( ) ( )
( )n

s s nctg O
n n A

   
  

                 
 

asimptotik formülü veya  

 2
1

1 1 ln 1
( )n

c nO
n n A 

         
                                                                    (3.5.29) 

formülü elde edilir. 

Burada 

 1 1( ) ( )sc ctg   


                                                                              (3.5.30) 

ve  

  2 1 k k
k

s s s  
 








                                                                        (3.5.31) 
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şeklindedir. Böylece aşağıdaki teoremi ispatlamış olduk. 

Teorem 3.5.1. { }n ve{ }n  sayıları sırasıyla (3.5.1) ve (3.5.2) asimptotik formülleri 

sağlandığında (3.5.3) ile tanımlı n normlaştırıcı sayıları (3.5.29) asimptotik formülünü 

sağlar. 

Not 3.5.1. Daha önceki bölümde n  lerin (3.2.5) bağıntısını sağladığı ispatlanmıştır. Bu 

teoremde n  lerin (3.5.29) bağıntısını sağladığı elde edilir. (3.2.5) ve (3.5.29) formülleri 

karşılaştırılırsa 1A    elde edilir. 

 

3.6. İki Spektruma Göre Regüler Dirac Operatörü İçin Ters Problem 

Bu bölümde iki spektruma göre Kanonik Dirac operatörü için ters problemin 

çözümü detaylı bir şekilde incelenecektir. Sturm-Liouville için benzer problem [14] 

çalışmasında tamamıyla çözülmüş ve bu problemin çözümüyle ilgili literatürde geniş 

kaynaklar verilmiştir. 

' ( ) , 0By Q x y y x                                                                                    (3.6.1) 

ve     

 1

2

0 1 ( ) ( )
, ( ) ,

1 0 ( ) ( )
yp x q x

B Q x y
yq x p x

    
             

 

olsun. ( )p x  ve ( )q x  fonksiyonlarının [0, ]  de tanımlı reel değerli fonksiyonlar ve onların 

.k  mertebeden türevleri 2 (0, )L   de olsun. (3.6.1) denklemi ve  

 1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                               (3.6.2) 

1( ) 0y                                                                                                               (3.6.3)      

sınır koşullarıyla oluşan sınır değer problemi göz önüne alınsın. 

Teoremi ispat etmeden önce aşağıdaki Lemma’yı verelim. 

 

Lemma 3.6.1. Eğer n m  için n m   ve n  için  

 n nn  


                                                                                                (3.6.4) 

asimptotik formülü sağlanıyorsa ve  2
n





   ise bu takdirde elemanların görüntüsü 

 1 2,f f  ve bu elemanlar 2 (0, )L   de lineer bağımsız olmak üzere  0 ( , )T
nx   fonksiyonlar 
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sistemi tamdır. Burada   0 ( , ) sin( ), cos( )T
n n nx x x          şeklindedir. 

İspat. 2 (0, )L   de  0 ( , )T
nx   sisteminin tam olmadığı kabul edilsin. Bu takdirde  

 1 2
0

sin( ) cos( ) 0n nf x f x dx


        olmak üzere 2 (0, )L   de 1

2

( ) 0
f

f x
f

 
   

 
 

vardır. 

  1 2
0

( ) sin( ) cos( )F f x f x dx


         

olsun. Eğer  n   ise ( ) 0nF    dır. ( )F   fonksiyonu mertebesi 1, tipi    olan ve  

  Im( ) ( )F O e                                                                                                 (3.6.5)    

olacak şekilde bir tam fonksiyondur. 

 
( ) lim (1 )

N

N
n N n

G 




   

fonksiyonu verilsin. Bu sonsuz çarpımın yakınsaklığı lim (1 )
N

N n N n






  limitinin yakınsak 

oluşundan elde edilir.  

 10
0 0

1
0 0

1

1 1 1
( ) 1 1 1

1 1 1

n n n

n n n

n n n

G

  
     

 
    

  




 


 

 

    
                                 

    





 

Burada 0
n , ( ) 0Q x  olduğu duruma karşılık gelen sınır değer probleminin özdeğerleridir. 

Bu özdeğerlerin aşağıdaki formülü sağladığı kolaylıkla gösterilebilir.  

  0
n n 


                                                                                                                                (3.6.6) 

sin( )  fonksiyonu tam fonksiyon olduğundan aşağıdaki formül doğrudur. 

 
0 0 0

1

( ) sin( ) 1 1 1
n n n

G      
  



 

           
    

  

Bu takdirde  

 0( ) ( ) ( )G A G                                                                                                (3.6.7) 

olur. Burada  
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 10

0 0
1

1 1 1
( )

1 1 1

n n n

n n n

A

  
  


  
  



 



 

    
      

    
        

     




                                                          (3.6.8) 

şeklindedir. (3.6.8) formülünden faydalanarak ( )A   için asimptotik formülü bulalım. 

( )A   fonksiyonunda düzenleme yapılırsa; 

10 0 1
0 0

0 00 0
11

0 0
0

1

( )( )1 1 1 1
( )

( )( )11 1 1

1
(

1

n n

n n n n n n

n n

n n nn n n

n n

n n n

A

       
     


            


   
  


 


   




  




 

                 
       

                     
 
 

 
  
 

 



 0 0

)( )
( )( )

n n

n n

  
   





 
 

 

formülü bulunur. (3.6.6) formülünden 
2

0 0 2
2n n n 

 
     elde edilir. Bu takdirde  

 0 0

( )( )( )
( )( )

n n

n n

A c    


   




 
 

                                                                                 (3.6.9) 

ve  (3.6.4) ve (3.6.6) formüllerinden 0 1
n n O

n
      

 
 elde edilir. Şimdi 

 

0

0 0
1 1

( ) 1n n n

n nn n

J    


   

 

 

  
     
   

sonsuz çarpım göz önüne alınsın. Bu son formülde logaritma alınıp daha sonra seri açılımı 

yapılırsa; 

 
20 0 0

0 0 0
1 1 1

1ln ( ) ln 1
2

n n n n n n

n n nn n n

J      


     

  

  

     
            
                       (3.6.10) 

bulunur. Burada; n   için 

 

2

20

20
1 1

1

0n n

n nn

O
n

n

 
   



 

 

  
             

 

   

elde edilir. 

a ib    olsun. Buradan 0 0 2 2( )n n a b       olur. O halde (3.6.10) deki ilk toplam 
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serisi için aşağıdaki eşitsizlik bulunur.  

 

1
0 0 2

0 0 0 2 2 2 2
1 1 1 1

1( )

( ) ( )
n n n n

n n nn n n

O dxn n
a b x x a b


   
    

  

  

 
 

     
     

Son durumdaki has olmayan integral  a  ve b nin durumlarına göre incelensin. 

1.  a b  ve a   iken 

1
2

2
22 2 11

2

1 1ln 0
42( )

a

a

dx t t
aax x a a





 
        

                 

2. a b   ve a  iken 
2 2

1

0
( )

dx
x x a a




 

   

olur. 

Bu sonuçlar  (3.6.10) de yerine yazılırsa, 

 ( ) 1 (1)J o    

elde edilir. Buradan (3.6.9) ve (3.6.7) formüllerinden  

0( ) ( )[ (1)]G G c o                                                                                        (3.6.11)                                                                                             

elde edilir.  

 ( )( )
( )

F
G

 


                                                                                                     (3.6.12) 

fonksiyonu verilsin. Bu takdirde ( )G   fonksiyonunun sıfırları da ( )F   fonksiyonunun 

sıfırı olduğu için ( )   tam fonksiyondur yani ( )   fonksiyonu bir meromorf 

fonksiyondur. (3.6.5) ve (3.6.11) asimptotik formüllerinden ( )F   fonksiyonunun 

arg
4 2
      ışınları üzerinde sınırlı olduğu elde edilir. Bu sebeble ( )  sabit bir 

sayıdır. Buradan 

 arg arg arg
4 4 4

( ) 1lim ( ) lim lim ( ) 0
( ) sin( )

iF O e
G  

  



  

 
  

  



  
  


 

olur.  Dolayısıyla  ( ) 0   , bu sebeple ( ) 0F    olur. Buradan  1

2

( ) 0
f

f x
f

 
  
 

 olur. 

Bu ise varsayım ile çelişir. Bu sebeple 2 (0, )L   de  0 ( , )T
nx   fonksiyonlar sistemi 

tamdır.   

 0 ( , )T
nx  sisteminin lineer bağımsız olduğunu gösterelim. 
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  ( )( ) , 0, 1, 2,n
n

GG n
 

   


                                                                (3.6.13) 

fonksiyonu verilsin.  

  0
0

( ), ( , ) ( )n k nf x x dx G


                                                                        (3.6.14)  

sağlanacak şekilde 
1,

2,

( )
( )

( )
n

n
n

f x
f x

f x
 

  
 

  fonksiyonları 2 (0, )L   de olsun. 

   0
0

0
( ), ( , )

( )n k
n

k n
f x x dx

G k n



 



  

                                                      (3.6.15) 

eşitliğinin sağlandığı açıktır. { ( )}nf x  ve 0{ ( , )}nx   vektör fonksiyonları 2 (0, )L    de 

olmak üzere bir ortogonal sistem oluştururlar.   

0{ ( , )}nx    fonksiyonlar sisteminin lineer bağımsız yani  

 0
1

( , ) 0n n
n

x  




                                                                                          (3.6.16) 

eşitliğinin sağlandığını varsayalım. (3.6.16) eşitliğinin ( )kf x  ile skaler çarpılıp ve daha 

sonra 0  dan   ye kadar x  e göre integrallenirse ve sonuç olarak (3.6.15) ifadesi 

kullanılarak ' ( ) 0k k kG    yani  0k   bulunur.  

Gerçekten de 

 
'

0 0
1 1 10

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 0k k k k k k k k k
n n n

f x x f x x dx G


       
  

  

      

olur. Burada ' ( ) 0k k kG    yani 0k  bulunur. Bu ise çelişkidir. Bununla Lemma 3.6.1. 

ispatlanır.  

Şimdi aşağıdaki teoremi ispatlayalım. 
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Teorem 3.6.1. ( )p x  ve ( )q x  fonksiyonlarının .k mertebeden türevleri  2 (0, )L  de olmak 

üzere 
( ) ( )

( )
( ) ( )

p x q x
Q x

q x p x
 

   
matris fonksiyonlu (3.6.1)-(3.6.3) sınır değer probleminin 

özdeğerlerinin ve normlaştırıcı sayılarının { }n  ve { }n  olabilmesi için, n m  için  

n m  , tüm n  ler için 0n   olacak biçimde { }n  ve { }n  lerin  

 ,11
1

k nk
n k kn

n n n




                                                                          (3.6.17) 

 ,11
1

k nk
n k k

ccc
n n n

  
                                                                                 (3.6.18) 

asimptotik formüllerini sağlaması ve ( , )x  fonksiyonu  

 

sin( )
( , )

cos( )
x

x
x

 
 

 
 

      
şeklinde olmak üzere   

 0 0
0 0 0 0

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T T
n n n n

n

F x t x t x t       
 





 
  

 
                           (3.6.19) 

fonksiyonunun .k  mertebeden türevlerinin  2 (0, )L   den olması gerek ve yeterdir. 

İspat: Önce gereklilik kısmını hesaplayalım. { }n  ve { }n   (3.6.1)-(3.6.3) sınır değer 

probleminin özdeğerleri ve normlaştırıcı sayıları olsun. { }n  ve { }n    sayıları için 

(3.6.17) ve (3.6.18) asimptotik formülleri daha önceden verilmişti ve ayrıca tanımdan 

dolayı tüm n  ler 0 dan büyüktür. 

n m   olması ise ileride gösterilecektir. Bu sebeple ( , )F x t  lerin .k  mertebeden 

türevlerinin 2 (0, )L   de olduğunu ispatlamak gerekir. 

t x  olsun. (3.6.17) ve (3.6.18) asimptotik formüllerini kullanarak x t   için 2 (0, )L   

deki tanımlı metrik anlamda (3.6.19) serisinin yakınsaklığını ve   

0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x t x t x t

T T
n n n n

n

F u v dudv u v dudv u v dudv       
 

 

 

         (3.6.20) 

nin sağlandığını ispat etmek mümkündür. [21] den bilindiği gibi  

 0
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

n n nx x H x t t dt                                                                  (3.6.21) 

integral denklemi vardır. Her iki tarafın transpozu alınırsa  
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 0
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ( , )
x

T T T T
n n nx x t H x t dt n                                       (3.6.22) 

elde edilir. Bu dönüşüm operatörleri (3.6.20) de yerine yazılırsa ve düzenleme yapılırsa 

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

1 1 2 2 1 2
0 0 0 0

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x t x t t x v
T T T

n n n n
n n

x t u
T

n n
n

x t u v
T T

n n
n

F u v dudv u v dudv u du dv s H x s ds

dv du H u s s v ds

du dv H u s s s H x s ds ds

       
 

   


   


 

 







 




 



       

   

   

0 0 0 0

0 0 0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x t u v

T T T
n n n nu H u s s ds v s H v s ds dudv       











        
   



  

      

(3.6.23) 

formülü bulunur. (3.6.23) eşitliğinin sağ tarafındaki toplamları ayrı ayrı hesaplayalım.  

 1
0 0 0

1 ( , ) ( , ) ( , )
t x v

T T
n n

n

I u du dv s H x s ds   






                                                (3.6.24) 

toplamını göz önüne alalım.  

 

1,
( )

0,t

u t
f u

u t


  
 

fonksiyonu verilsin.  

Bu takdirde  

 

1
0 0 0

1 2
0 0 0

0 0

1 ( , ) ( , ) ( , )

1 ( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , )

t x v
T T

n n
n

x t v
T T

n n
n

x t x t
T T

s u

I u du dv s H x s ds

dv f u u du s f v ds

dv H v s dv du H s u ds

   


   














 

   

  

                           

 

olur.  Benzer şekilde  

  
0 0 0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x t u t v

T
n n

n u

dv du H u s s v ds du H s u ds   






                              (3.6.25) 

ve   

1 1 2 2 1 2
0 0 0 0 0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x t u v t x t

T T T
n n

n s

du dv H u s s s H v s ds ds ds H u s du H v s dv   










         

(3.6.26) 
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olduğunu ispat etmek mümkündür. 

 
2

0 0

1 ( , ) ( , )
x t

T
n n

n

I u v dudv   






    

toplamı ve        

 

1, 1,
( ) , ( )

0, 0,t x

u t u x
u u

u t u x
 

  
    

 

fonksiyonları verilsin. Bu takdirde  

 2
0 0 0

1 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
x t t

T
x n t n x t

n

I u u du u v dv u u du       






                (3.6.27)       

ve  

0 0 0 0
3

0 0 0 0

0
0 0

0 0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , ) ( ) ( )

x t u v
T T T

n n n n

x t t
T

n n x t

I u H u s s ds v s H v s ds dudv

u v dudv u u du

       


     










        
   

 

  

  
  

(3.6.28) 

elde edilir.  

(3.6.24)-(3.6.27) ve (3.6.28) fonksiyonları (3.6.23) te yerine yazılırsa     

 0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x t x t t x t x t

T

u u s s

F u v dudv du H s u ds du H s u ds ds H u s du H v s dv            

bağıntısı elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafına 
2

x t

 

 operatörü uygulanırsa  

 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
t

T TF x t H x t H t x H x s H t s ds     

integral denklemi bulunur. t x  için ( , ) 0H t x   olduğu için buradan;  

 
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
t

TF x t H x t H x s H t s ds                                                                (3.6.29) 

elde edilir. ( , )H x t  2 (0, )L   de bulunacak şekilde .k  mertebeden türevlere sahip 

olduğundan (3.6.29) eşitliğinden ( , )F x t  nin de aynı özelliklere sahip olduğu elde edilir. 

Bununla gereklilik ispatlanır. 

Şimdi de yeterlilik kısmını hesaplayalım. (3.6.17) ve (3.6.18) ile tanımlı { }n  ve 

{ }n sayıları verilsin. Ayrıca n m  için n m   ve tüm 0n   ler için (3.6.19) formülü 
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ile tanımlı  ( , )F x t fonksiyonunun .k  mertebeden türevleri 2 (0, )L   de olsun. ( , )K x t  

çekirdeğinin  

 
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0, 0
t

F x t K x t K x s F s t ds t x                                          (3.6.30) 

integral denklemini sağladığı ispatlanmıştır. 

t x  için ( , )K x t  (1.28) tek çözüme sahiptir. Bunun için  

 
0

( ) ( , ) ( ) 0, 0
x

g t F s t g s ds x                                                                    (3.6.31) 

homojen denkleminin 2 (0, )L  de bulunan aşikar çözüme sahip olduğunu göstermek 

yeterlidir. Aksini varsayalım. (3.6.31) integral denklemi 2 (0, )L   de aşikar olmayan 

( ) 0g t   çözümüne sahip olsun. (3.6.31) denkleminin her iki tarafı ( )g t  ile skaler 

çarpılırsa ve t  ye göre 0 dan x  e kadar integrallenirse 

 
 2

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) 0
x x x

g t dt F s t g s g t dsdt     

elde edilir.  

Bu son formülde ( , )F x t  ifadesi yerine yazılırsa 

 

2
0 0

0 0 0

0 0
0 0

0 0

1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

1 1 ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0

x x x
T

n n
n

x x
T

n n
n

g t dt s t g s g t dsdt

s t g s g t dsdt

   


   
 











 

  

   

elde edilir. Burada  Parseval eşitliğinden faydalanılırsa 

 
0 0

0 0

1 ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0
x x

T
n n

n

s t g s g t dsdt   






   

yani
 

 
 

2

0
0

1 ( , ) ( ) 0
x

T
n

n

t g t dt 






 
 

 
   

sonsuz toplamı elde edilir. 0n   olduğu için buradan  

 
0

0

( , ) ( ) 0
x

T
nt g t dt    

elde edilir. Bu takdirde  0 ( , )nx   fonksiyonlar sisteminin tamlığından ( ) 0g t   elde 

edilir. Bu ise çelişkidir. Dolayısıyla (3.6.31) denklemi çözülebilirdir ve bir tek ( , )K x t  
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çözümüne sahiptir. Bu takdirde  

 0 0
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x x K x t t dt                                                                    (3.6.32) 

integral denklemi, 

 ' ( ) , ( ) ( , ) ( , )B Q x Q x K x x B BK x x                                             (3.6.33) 

denklemini ve  

 
sin

(0, )
cos


 


 

  
 

                                                                                           (3.6.34) 

başlangıç koşullarını sağlar.  

Şimdi ( , )nx  0, 1, 2,n      fonksiyonlarının ortogonalliğini ispatlayalım ve   

noktasındaki sınır koşullarını tanımlayalım. 2( ) (0, )f x L   ve 2( ) (0, )g x L   olmak 

üzere Parseval eşitliğinden 

      
0 0 0

1( ), ( ) ( ), ( , ) ( ), ( , )n n
n

f x g x dx f x x dx g t t dt
  

   






                      (3.6.35) 

yazılır. (3.6.35) eşitliğini kullanarak 

 
0

1 ( ), ( , ) ( , )n n
n

f t t dt x


   






 
 
 

                                                                   (3.6.36) 

serisi  de düzgün yakınsak olacak biçimde  

 ( ) ( , )n nf x c x 




                                                                                         (3.6.37) 

  
0

1 ( ), ( , )n n
n

c f t t dt


 


                                                                                                 (3.6.38) 

eşitliğinin sağlandığını ispatlamak mümkündür. Gerçekten de  

 

1,
( )

0, 0
x t x x

g t
t x ve x x t 

  
      

 

parçalı fonksiyonu verilsin. Bu takdirde (3.6.37) eşitliğine göre aşağıdaki eşitlik 

 
 

0 0

1( ) ( ), ( , ) ( , )
x x x x

n n
n x

f t dt f t t dt t dt


   


 



    

elde edilir.  

Bu eşitliğin her iki tarafı x ’e bölünürse ve  0x   için limit alınırsa sonuçta 

(3.6.37) fonksiyonu elde edilir. Özel olarak Green formülünden { }n  ve { }n  için 
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asimptotik formüllerden ( ) ( , ), ( 0, 1, 2, )kf x x k       olacak şekilde (3.6.37) 

serisinin düzgün ve mutlak yakınsaklığı elde edilir. 

Bu sebeple  

 
 

0

1( , ) ( , ), ( , ) ( , )k k n n
n

x t t dt x


       






 
  

 
                                              (3.6.39) 

eşitliği bulunur. 2 (0, )L  de  0 ( , )nx   fonksiyonlar sistemi lineer bağımsız olduğu için 

(3.6.32) dönüşüm formülünden dolayı  ( , )nx   fonksiyonlar sistemi de 2 (0, )L  de lineer 

bağımsızdır. Bu sebeple (3.6.39) eşitliğinden  

  
0

0,
( , ), ( , )

,k n
n

n k
t t dt

n k



   



  

                                                                   (3.6.40)   

eşitliği elde edilir. (3.6.40) ve Parseval eşitliğinden 2 (0, )L  de  ( , )nx   fonksiyonlar 

sisteminin tam ortogonal sistem oluşturduğu elde edilir. 

  noktasındaki sınır koşulunu tanımlayalım. ( , )x   (3.6.33) denklemini sağladığı 

için  

( , ) ( ) ( , ) ( , )n n n nB x Q x x x          

'( , ) ( ) ( , ) ( , )m m m mB x Q x x x         

olur. I. soldan ( , )T
mx  , II. soldan ( , )T

nx   çarpılıp ve daha sonra I. ifade II. ‘den 

çıkarılırsa 

 ( , ) '( , ) ( , ) '( , ) ( ) ( , ) ( , )T T T
m n n m n m n mx B x x B x x x                 

elde edilir. 

Sonuncu denklem 0 dan   ye kadar integrallenirse,  ( , )nx   nin ortogonolliği ve 

(3.6.34) koşulu kullanılırsa; 

       
' '

11 1
1 2 1 2 1 2' '

22 20 0

0 1 0 1
, , ,

1 0 1 0
nn m

m m n n n m n n
nn m

dx dx
   

       
 

           
                         

   

veya  

 

' ' ' '
1 2 1 2 1 2 1 2

0

0n m m n m n n m dx


               

veya  

 
 1 2 1 2

0

' 0m n n m dx


      
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elde edilir. Buradan 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0m n n m                

ve böylece 

 
1 1

2 2

( ) ( )
( ) ( )

m n

m n

sabit   
   

    

olur.  

Diğer taraftan (3.6.32) dönüşüm formülünden  

1 1

2 2

( , ) ( , ) sin( ) (1) sin( ) (1)lim lim lim 0
( , ) ( , ) cos( ) (1) cos( ) (1)

k n n

n n n
k n n

o n o
o n o

           
             

    
   

      
 

elde edilir. Bu sebeple 1( , ) 0k     dır. Bununla teorem ispatlanır. 

 

3.6.1. İki Spektruma Göre Ters Problem 

 
  Bu bölümde regüler Dirac operatörü için iki spektruma göre ters problem çözümü 

tam şekilde verilmiştir. 

Teorem 3.6.1.1. { }n ve{ }n dizileri aşağıdaki özellikleri sağlasın. 

1. n ve n dizileri çaprazlaşırlar. 

2. 1 1, , ,     sabit sayılar olmak üzere n   iken n ve n sayıları için  

 1
2

1( )n n O
n n



                                                                                    (3.6.1.1) 

 1
2

1( )n n O
n n



                                                                                (3.6.1.2) 

asimptotik formülleri sağlanır.  

3. 0 , 0 ,          dır. 

Bu takdirde { }n ve{ }n dizileri sürekli ( )Q x  matris fonksiyonlu (3.4.2) ve (3.4.3) sınır 

koşullarını sağlayan aynı bir kanonik Dirac operatörünün iki farklı spektrumlarıdır. 

İspat. (3.6.1.1) ve (3.6.1.2) asimptotik formülleriyle tanımlı { }n ve{ }n sayı dizileri 

verilsin.  

  sin( ) ' k n
n

kn n k n

  
   








                                                                           (3.6.1.3) 

formülü ele alınsın. 

Önceki bölümde verilen sonuçlardan n  normlaştırıcı sayıları için (3.5.29) asimptotik 
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formülünün sağlandığı elde edilmişti. 

Tüm n lerin 0 dan büyük olduğunu gösterelim. 

 1
1( )

sin( )
k

k k

m  


   






 

                                                                       (3.6.1.4) 

fonksiyonu göz önüne alınsın.  

1( )m   fonksiyonunun sıfırları ve kutupları { }n ve{ }n sayıları ile çakışırlar. Bu takdirde 

teoremin koşulundan dolayı 1( )m   fonksiyonunun sıfırları ve kutupları sıralıdırlar.  

it   ve t   için  

  1
1( )

sin( )
m 

 



                                                                                (3.6.1.5) 

elde edilir ve Weyl fonksiyonunun tanımından 

  1
1 Re ( )

n
n

sm
 


 

                                                                                        (3.6.1.6) 

eşitliği yazılır. Bu sebeple  

  1
1 1( )

sin( ) ( )k k n

m 
    





  
                                                          (3.6.1.7) 

dir. Burada k  lerın hepsi aynı işarete sahiptirler.  

(3.5.29) formülünde büyük k lar için 0k   olduğu görülüyor. Bu sebeple 0k  için 

sürekli ( )Q x  matris fonksiyonuna sahip (3.4.1) denkleminin{ }n  ve { }n sayılarına göre 

birebir olarak tanımlanması elde edilir. { }n  dizisi  

' ( ) , 0By Q x y y x                                                                                (3.6.1.8)  

   1 2(0)cos (0)sin 0, 0y y                                                               (3.6.1.9) 

 1( ) 0y                                                                                                          (3.6.1.10) 

probleminin özdeğerleri olsun. Burada   sayısı (3.6.1.1) ile tanımlanır. { }n

 , 

{ }n ve{ }n sayılarına göre tanımlanmış   

         ' ( ) , 0By Q x y y x                                                                               (3.6.1.8) 

 1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                         (3.6.1.11) 

  1( ) 0y                                                                                                          (3.6.1.12) 

probleminin özdeğerleri olsun. Burada ,  (3.6.1.2) ile tanımlanır. ( , )x   ve ( , ),x   
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(3.6.1.8) denkleminin  

 

sin
(0, )

cos


 


 
   

, 
sin

(0, )
cos


 


 
   

 

başlangıç koşullarıyla tanımlı çözümleri olsun. Bu takdirde  

 
1

1

( , )( )
( , )

m   
  

  

fonksiyonunun kutupları ve sıfırları sırasıyla{ }n , { }n sayıları ile çakışır. Dolayısıyla  

 

1 1 Re ( )
sin( ) n

n

s m
 


   




 

formülü bulunur. Bu takdirde  

  1 1 1( )
sin( ) sin( ) ( )k k k

m 
      





  
                                           (3.6.1.13) 

eşitliği elde edilir. (3.6.1.7) ve (3.6.1.13) formüllerinden 

 
1

1( ) ( )
sin( )

m m 
 




 

elde edilir. Bu sebeple ( )m   ve 1( )m   fonksiyonunun sıfırları ve kutupları çakışırlar. 

Dolayısıyla , 0, 1, 2,n n    olur. Bununla teorem ispatlanır. 

Teorem 3.6.1.2. { }n ve{ }n (3.6.1.8) denkleminin (3.6.1.9) ve (3.6.1.10) sınır koşullarını 

sağlayan iki farklı spektrumları olması için aşağıdaki koşulların sağlanması gerek ve 

yeterdir. 

( )p x  ve ( )q x  .k  mertebeden türevleri 2 (0, )L   uzayında olacak şekilde  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
p x q x

Q x
q x p x

 
   

 

matris fonksiyonu verilsin. 

1. n ve n dizileri çaprazlaşır. 

2. Aşağıdaki asimptotik formüller söz konusudur.
 
 

 
,11 2

2 1
n kk

n k kn
n n n n

 



        
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,11 2

2 1
n kk

n k kn
n n n n

 



        

 burada , 0 ,       ve 
2 2

, ,,k n k n 
 

 

     dir. 

İspat. n ve n sayıları çaprazlaştığı için bu teoremin gerekliliği Bölüm 3.2 de verildi. 

Yeterliliğin ispatı ise Teorem 3.6.1.1 in ispatına benzerdir. 
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4. SİNGÜLER DIRAC OPERATÖRÜ 

Bu bölümde sonlu kapalı aralıkta tanımlı ve l  pozitif veya negatif tam sayı olmak 

üzere,  noktasında 
0 1
1 0

l
x
 
   

 şeklinde tekile sahip Dirac operatörü için ters problem 

incelenecektir. Özel olarak farklı sınır koşullarına karşılık gelen { }n

 ve{ }n


  sayılar 

dizisine göre potansiyel matris fonksiyonunun bulunması ispatlanacaktır. Benzer 

problemler  [21], [54] ve diğer çalışmalarda ele alınmıştır. 

 

4.1. Singuler Dirac Operatörü İçin Ters Problem 

 

 ' ( ) , 0By Q x y Ly y x                                                                             (4.1.1) 

denklemi ile birlikte                        

 1 2(0)cos (0)sin 0, 0y y                                                                 (4.1.2) 

 2 2
1 2( ) ( )y y                                                                                           (4.1.3) 

sınır şartları göz önüne alınsın. Burada  

 

0 1 ( ) ( )
, ( ) ,

1 0 ( ) ( )
p x q x

B Q x
q x p x

   
        

0

0

l
xL

l
x





 
   
  

 

1

2

( , )
, ( , )

( , )
y x

y x
y x





 

  
 

 

şeklindedir.  ( ), 0,Q x   de sürekli bir matris fonksiyonu,  ise kompleks parametredir. 

Basitlik için biz l  yi tek negatif tam sayı olarak ele alacağız. 

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin özdeğerlerini  n , ( 1, )n k    ve buna karşılık gelen 

özfonksiyonları ise ( )n x  olsun. 

    1 2

2 2

0 0

( ), ( ) ( , ) ( , )n n n n nx x dx x x dx
 

                                              (4.1.4) 

sayılarına (4.1.1)-(4.1.3) probleminin normlaştırıcı sayıları denir. 1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

 

fonksiyonu (4.1.1) denkleminin  

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                             (4.1.5) 
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başlangıç koşulunu sağlayan çözümü olsun. 

Teorem 4.1.1. 1 1
1

1 1

( ) ( )
( )

( ) ( )
p x q x

Q x
q x p x

 
      

için { }n

 ve { }n


  tekilsiz problemin 

sırasıyla özdeğerleri ve normlaştırıcı sayıları ise 1 1, , ,k k     ve 1 1, , ,k k     

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin (2 1)l k   için özdeğerleri ve normlaştırıcı sayılarıdır ve 

tersine  1 1, , ,k k     ve 1 1, , ,k k     (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (2 1)l k   için 

özdeğerleri ve normlaştırıcı sayıları ise  

 1' ( ) , 0By Q x y y x                                                                                   (4.1.6)   

1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                                  (4.1.7)     

1( ) 0y                                                                                                               (4.1.8)               

 probleminin sırasıyla özdegerleri ve normlaştırıcı sayılarıdır. 

İspat. Önce gereklilik kısmı yapılsın. 1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

 fonksiyonu (4.1.6) denkleminin 

1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                            (4.1.9) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü olsun. ( , )x  nın (4.1.7) sınır koşullarını sağladığı 

açıktır. Bu sebeple ( , )nx   (4.1.6)-(4.1.8) probleminin özfonksiyonlarıdır ve normlaştırıcı 

sayıları  

      
   1 2

2 2

0 0

( , ), ( , ) ( , ) ( , ) , 0, 1, 2,n n n n nt t dt x x dx n
 

                          (4.1.10) 

şeklindedir.                                        

Bu teoremi tümevarım metodu ile ispatlayalım. 0k  olsun. Bu takdirde  

1 1, , ,  ve 1 1, , ,   sırasıyla (4.1.1)-(4.1.3) probleminin özdeğerleri ve 

normlaştırıcı sayıları olduğu ispatlayalım. (4.1.1)-(4.1.3) probleminin özfonksiyonları ile 

(4.1.6)-(4.1.8) probleminin özfonksiyonları arasında  

 
 

 

0 0
0

0 0 0
0

( , ) ( , ), ( , )
( , ) ( , )

( , ), ( , )

x

x

x y y dy
x x

t t dt

     
   

    
 






                                     (4.1.11) 

bağıntısı vardır. Buna Crum dönüşümü denir.  

(4.1.1)-(4.1.3) ve (4.1.6)-(4.1.8) problemlerinin çözüm fonksiyonlarında 

0x  yazılırsa 
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sin
(0, ) (0, )

cos


   


 
    

 

elde edilir. 

0( , )x   fonksiyonu, (4.1.6) denkleminin çözümü olduğundan  

 
 

0 0

0 0 0
0

( , ) ( , )( , )
( , ), ( , )

T

x
x yK x y

t t dt

   

    


 
                                                           (4.1.12) 

fonksiyonu 

         ' '
1 1( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )x yBK x y Q x K x y K x x B BK x x K x y K x y B K x y Q y       

(4.1.13) 

denkleminin çözümü olduğu aşikardır. 

Bu takdirde (4.1.11) ile tanımlı ( , )x   fonksiyonu  

  1'( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )B x y Q x x K x x B BK x x x x                           (4.1.14) 

denklemini sağlar.  

 1( ) ( , ) ( , )Q x K x x B BK x x    

fonksiyonu göz önüne alalım. 

x  iken 1( )Q x  fonksiyonunun davranışını bulalım. 1( )Q x  eşitliğinde düzenleme 

yapılırsa 

 

2 2
1 2 1 2

1 2 2
1 2 1 2

0 0 0
0

2 ( ) ( ) ( ) ( )1( ) ( , ) ( , )
( ) ( ) 2 ( ) ( )( , ), ( , )

x

x x x x
Q x K x x B BK x x

x x x xt t dt

   
       

  
     

  
 

elde edilir. x   iken 1 2( ) 0, lim ( ) 0
x

x c


  


   olduğu bilinmektedir. ( 0c  için 

0( , ) 0t   olduğundan bu mümkün değildir). 

Bu sebeple x  iken limit alınırsa  

 

2

1 2 2

10
( )01( ) , 1

1( ) 0 0
( )

xc
Q x l

c x c
x






 
              
    

sonucu bulunur. Gerçekten de 
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 

   

2 2
1 2 1 2

1 2 2
1 2 1 2

0 0 0
0

2 2
1 2 1 2

0 2 2
1 2 1 2

0 0 0 0
0

2 ( ) ( ) ( ) ( )1( )
( ) ( ) 2 ( ) ( )( , ), ( , )

2 ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) 2 ( ) ( )( , ), ( , ) ( , ), ( , )

x

x

x x x x
Q x

x x x xt t dt

x x x x
x x x xt t dt t t dt



   
   

    

   
          

  
   

 

  
  

 



 

 

 

 

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

0 0

2 2
1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2

2 ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) 2 ( ) ( )( , ), ( , )

2 ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

x

x x x x
x x x xt t dt

x x x x
c x x x x x



   
   

   

   
    

  
  

 

  
    

  

elde edilir. Son eşitlikte 

  

x  için limit alınırsa  

 
2

1 2 2

10
( )01( ) , 1

1( ) 0 0
( )

xc
Q x l

c x c
x






 
              
  

 

olduğu bulunur. 

 

1 1

10
( )

( ) ( ) ( )
1 0

( )

x
Q x Q x Q x

x





 
     

 
  

                                             (4.1.15) 

fonksiyonun  0, de düzgünlük mertebesi 1( )Q x fonksiyonunun düzgünlük mertebesi ile 

aynıdır. Böylece 1l    için ( , )x   fonksiyonunun (4.1.1) denklemini sağladığı 

ispatlanmıştır. Burada ( )Q x  fonksiyonu (4.1.15) ile tanımlıdır.  

Şimdi 2 2
1 2( , ) ( , )n n        olduğunu ve  ( , )nx  fonksiyonlar sisteminin 

2 (0, )L  de tam ortogonal sistem oluşturduğu ispatlayalım.  ( , )nx  fonksiyonlar 

sisteminin ortogonal sistem olduğu bellidir. Bu sebeple farklı özdeğerlere karşılık gelen 

özfonksiyonların ortogonalliğinden 

 
 0

0

( , ), ( , ) 0, 0nx x dx n


       

bulunur. Bu takdirde (4.1.11) eşitliğinde x   iken limit alınırsa özfonksiyonların 

ortogonalligi ve L’Hospital kuralı uygulanırsa;
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 

   

0 0
0

0 0 0 0
0 0

( , ) ( , ), ( , )
lim ( , ) ( , ) lim

( , ), ( , ) ( , ), ( , )

x

n

n n xx x

x y y dy
x

t t dt t t dt
 

     
    

       
 

 




 
 

 

   

 

 

 

0 0 0
0

0 0

0

0

0 0

( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , )
( , ) lim

( , ), ( , )

( , ), ( , )
( , ) ( , ) lim 0

( , ), ( , )

n n
x

n x

x

n
x

n x

x

x y y dy y y dy

t t dt

y y dy

t t dt

 







         
  

   

   
     

   





 
 

  

  

 







                   

 

eşitliği elde edilir. Yani ( , )nx   fonksiyonu yakınsaktır. Bu sebeple  

2 2
1 2( , ) ( , )n n        olduğu gösterilmiş olur. Dolayısıyla  ( , )nx  , 

1, 2,n     fonksiyonları (4.1.1)-(4.1.3) probleminin özfonksiyonları olur. Bu sebeple 

 0, üzerinde ikişerli ortogonaldirler.  

Şimdi 2 (0, )L   de  ( , )nx  fonksiyonlar sisteminin tam sistem oluşturduğunu ve  

 
 

0

( , ), ( , )n n nx x dt


       

olduğunu ispatlayalım. 

 

 

   

   

 

0 0 0
0

0 0 0 0
0 0

0

0 0 0 0
0

0 0

( ) ( , ), ( , )

( , ), ( , ) ( , ), ( , )

( , ), ( , ) ( , ), ( , )

( , ), ( , )

x

x

x

x

A x d

d d

d d

d







       

             

             

      

 

 

 





 

 



 

fonksiyonu verilsin. Dirac-Delta fonksiyonunun tanımından 
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1 01 ( , ) ( , ) ( )
0 1

T
n n

n n

x t x t    






 
   

 
  

olduğundan, t x için  

 

 0 0
0

( , ) ( , ), ( , )
( , ) ( , )

( )

x

n

n n

x y y dy
x x

A x

     
    


 

eşitliği ve bu eşitliğin transpozu alınırsa 

 

 0 0
0

( , ) ( , ), ( , )
( , ) ( , )

( )

t
T

n
T T

n n

t y y dy
t t

A t

     
    


 

elde edilir. Bu eşitlikleri taraf tarafa çarparsak ve daha sonra her iki taraftan sonsuz toplam 

alırsak;
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T
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A t

x t d
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A x A t
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 
         



 
        



   
    











  
     

   
 

  
 
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 
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1 0 ( , ) ( , )( )
0 1 ( ) ( )
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0 1

x
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A x A

x t x t

     

    




    


  
 
  

 
   

 
 

   
 



buradan  

 

1 01' ( , ) ( , ) ( )
0 1

T
n n

n n

x t x t    






 
   

 
                                                            (4.1.16) 
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elde edilir. Burada '  sembolü 0n  teriminin bulunmadığını ifade eder. 

(4.1.16) eşitliği ( , )nx  ile çarpılıp 0 dan  ye kadar x ’e göre integrallenirse ve Dirac-

Delta fonksiyonunun tanımı kullanılırsa, 

 0 0

1 01' ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
0 1

T
n n n n

n n

x t x dx x t x dx
 

        






   
    

  
   

yani 

 
 

0

1 ( , ) ( , ), ( , ) ( , )n n n n
n

t x x dx t


       


  

  
0

( , ), ( , )n n nx x dx


                                                                                (4.1.17) 

bağıntısı bulunur. (4.1.16) ve (4.1.17) formülleri  ( , )nx  1, 2,n     fonksiyonlar 

sisteminin 2 (0, )L  de tam ortogonal sistem oluşturduğunu gösterir.  

Böylece 1l    durumunda teoremin gerekliliği ispatlandı. Tümevarım uygulayarak 

teoremi genel durumda da ispatlamak mümkündür. 

Şimdi yeterlilik kısmını ispatlayalım. 1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

 fonksiyonu (4.1.1) 

denkleminin  

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                        (4.1.18) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü olsun. ( , )x   fonksiyonu (4.1.2) sınır koşullarını 

sağladığı açıktır. 1 1, , ,k k    , (2 1)l k   için (4.1.1)-(4.1.3) sınır değer probleminin 

özdeğerleri olsun. Bu takdirde ( , )nx  , ( 1, )n k    bu problemin özfonksiyonları olur 

ve normlaştırıcı sayıları 

  
0

( , ), ( , ) , ( 1, )n n nx x dx n k


                                                           (4.1.19) 

şeklindedir. Teoremde gösterilen şekilde { }n  ve{ }n sayı dizilerini oluşturalım. Bunların 

(4.1.6)-(4.1.8) sınır değer probleminin spektral karakteristikleri olduğunu ispatlayalım. 

Teoremi 0k   durumu için ispatlayalım. Genel durum benzer şekilde ispatlanabilir. 

 
 

 

0 0
0

0 0 0
0

( , ) ( , ), ( , )
( , ) ( , )

( , ), ( , )

x

x

x t t dt
x x

t t dt

     
   

    
 






                                            (4.1.20) 



70 
 

eşitliği verilsin. Burada 0 , , 0n n   lerden farklıdır ve 0 sabit pozitif sayıdır. Burada 

0x  için 1

2

(0, ) sin
(0, )

(0, ) cos
  

 
  
   

      
olur. 

0( , )x    fonksiyonu (4.1.1) denkleminin çözümü olduğundan  

 
 

0 0

0 0 0
0

( , ) ( , )
( , )

( , ), ( , )
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x yK x y
t t dt

   

    
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 
                                                           (4.1.21) 

matris fonksiyonunun  

  
 '

'

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) ( , )
x

y

BK x y Q x K x y K x x B BK x x K x y LK x y

K x y B K x y Q y K x y L

   

               
 (4.1.22)  

denkleminin çözümü olduğu aşikardır. Bu takdirde (4.1.20) ile tanımlı  ,x   fonksiyonu            

 '
1( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )B x y Q x x K x x B BK x x x L x x                    (4.1.23) 

denklemini sağlar. 

Şimdi  

 ( ) ( , ) ( , )Q x K x x B BK x x    

fonksiyonu detaylı bir şekilde inceleyelim. 

x  iken ( )Q x  fonksiyonunun davranışını bulalım. ( )Q x fonksiyonunda matris 

fonksiyonları yerine yazılıp düzenlenirse, 
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eşitliği bulunur. Bu sebeple  x  iken  

 

1

2
( , )

c
x c

x
 



 
 
   

 

bilinmektedir [21]. Bu sebeple  x   iken limit alınırsa, 
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2
22 2

1 1 2

2 2
22 2 2

0 12 1 12
0

2

2

2 2

2
( ) ( )1( )

2
( ) ( ) ( )

12 ( )
( )

1( ) 2
( )

10
( )

1 0
( )

x

c cc c
x x

Q x
c c cdt c x c c

t x x

c c x
x

c x c
x

x
Q L Q

x

 


  











 
      

 
   

   
     
 

   
          
 
  




 

eşitliği elde edilir. Buradan da 

 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q x Q x Q x L Q x Q x      

fonksiyonun  0, de ( )Q x ile aynı düzgünlük derecesine sahip olduğu bulunur. 

Şimdi de ( , )n     , için 1( , ) 0n     ve  ( , )nx  fonksiyonlar sisteminin 

2 (0, )L  de tam ortogonal sistem oluşturduğunu ispatlayalım. Önce 1 0( , ) 0    olduğunu 

ispatlayalım. (4.1.20) eşitliğinde 0  yazılırsa  

 
 

0
0 0

0 0 0
0

( , ) ( , )
( , ), ( , )

xx x
t t dt


   

    
 

 
. 

formüllü bulunur. Bu sebeple  x   iken  

 

1

2
( , )

c
x c

x
 



 
 
   

 

olduğu göz önüne alınırsa; 

 

 

1
0

0 2 22
2 2 2

0 1

1
0

2 2 2 2
0 1 2 2

1 0
122 2 2

2 0 2 0 0 220 1 2 2

lim ( , ) lim
( )

( )

( )lim
( )( )

( ) 0 01 1lim
( )

x x

x

x

c
x c

c cc xx
x

c
x

c
x c x c cx

c x
c c ccx c x c c

 






 


 

  
    



  
        

 





 
         

 
         

    
             




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olur. n   olsun.  

 
 0

0

( , ), ( , )n nx x dx


       

fonksiyonu verilsin. Buradan; 

 

1

2

12
22

0( )
lim ( , ) lim

( )

n nx x
n

c
c

x
x

cc
x

 


  




 

 
 
         

 


 

elde edilir.  

Dolayısıyla 1 0( , ) 0     olur. Bu sebeple  ( , )nx  , 0, 1, 2,n     fonksiyonları 

(4.1.5)-(4.1.8) probleminin özfonksiyonları olur. Bu sebeple  0, üzerinde ikişerli 

ortogonaldirler.  

Şimdi 2 (0, )L   de  ( , )nx  fonksiyonlar sisteminin tam sistem oluşturduğunu 

ispatlayalım. Önceden 2 (0, )L   de  ( , )nx  fonksiyonlar sisteminin tam sistem 

oluşturduğu gösterilmişti. 

 
 0 0 0

0

( ) ( , ), ( , )
t

A x d           

fonksiyonu verilsin. 

 

1' ( , ) ( , ) ( )T
n n

n n

x t x t E    






    

burada
1 0
0 1

E  
  
 

,  t x için yukarıdaki yapılan benzer işlemler tekrarlanırsa 

 

 

0 0
0

0 0
0

1 1' ( , ) ( , ) ' ( , ) ( , )

( , ) ( , ), ( , )
1' ( , )

( )

( , ) ( , ), ( , )
1' ( , )

( )

T T
n n n n

n nn n

t
T

n

n
n n

x

n
T

n
n n

x t x t

t d
x

A t

x d
t

A x

       
 

        
 



        
 



 

 















 






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   0 0
0 0

0 0

0
0

0

0
0

0

( , ) ( , )1' ( , ), ( , ) ( , ), ( , )
( ) ( )

( , ) 1( ) ' ( , ), ( , ) ( , )
( )

( , ) 1' ( , ), ( , ) ( , )
( )

( ,

x tT

n n
n n

t
T

n n
n n

x
T

n n
n n

x t d s s ds
A x A t

tx t E x d
A t

x t d
A x

x

   
          



 
         



 
        



 















 
    

 
 

  
 



  





 

0 0
0 0

0 0

0 0 0 0
0 0

0

0 0
0

) ( , ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( , ), ( , )
( ) ( ) ( )

( , ) ( , )( ) ( ) ( , ), (
( ) ( )

x tT

n n
n n

xT T

T

t s s d ds
A x A t

x t x tx t E d
A t A x A t

x tx t E A x
A x A t

 
          



       
       

   
    





   
  
   

   

   





 0
0

0 0
0

, )

( , ) ( , )( )
( ) ( )

x

T

d

x tx t E
A x A t

  

   
 

 
 
 

  



     

 

olur. Buradan da  

                 0 0 0( , ) ( , )1 ( , ) ( , ) ( )
( ) ( )

T
T

n n
n n

x tx t x t E
A x A t

    
    







                          (4.1.24)   

 

formülü elde edilir. 

 (4.1.20) formülünde 0   için 

 
0 0

0
( , )( , )
( )
xx

A x
  

    

olduğu elde edilir. Son eşitlik (4.1.24) formülünde yerine yazılırsa;  

          

0 0
0

1 1' ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

1 ( , ) ( , ) ( )

T T
n n

n n

T
n n

n n

x t x t x t E

x t x t E

        
 

    










  

 




                         (4.1.25) 

bulunur. Teoremin gerekliliğinin ispatının benzerinin yorumları yapılırsa   

  
0

( , ), ( , )n n nx x dx


     
   

                                                                     (4.1.26)  

olur. (4.1.25) ve (4.1.26) fonksiyonlarından  ( , )nx  , 0, 1, 2,n     fonksiyonlarının 

2 (0, )L   de tam ortogonal sistem olduğu elde edilir. 
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Sonuç 4.1.1. ( )p x ve ( )q x  fonksiyonları ve 
( ) ( )

( )
( ) ( )

p x q x
Q x

q x p x
 

     
matris fonksiyonun 

.k mertebeden türevleri  2 (0, )L  olacak şekilde (4.1.1)-(4.1.3) probleminin özdeğer ve 

normlaştırıcı sayıları  

 
,11 2

2 1
n kk

n k kn
n n n n

 



                                                                (4.1.27)   

 ,11
1

n kk
n k k

ccc
n n

 



                                                                             (4.1.28) 

şeklinde asimptotik formüllere sahiptir. Burada (2 1)l k   , ( 1, )n s    ve 

2
,n k





  ve 
2

,n kc




   serileri yakınsaktır 

Not 4.1.1. Eğer{ }n ve{ }n ler l  için (4.1.1)-(4.1.3) tipindeki problemin sırasıyla özdeğer 

ve normlaştırıcı sayıları ise, bu takdirde { }n ve { }n ler, l  için de (4.1.1)-(4.1.3) 

problemin özdeğer ve normlaştırıcı sayılarıdır.  

 

4.2.  Normlaştırıcı Sayıların İki Spektrum Türünden İfadesi 

' ( )By Q x y Ly y                                                                                          (4.2.1) 

diferansiyel denklemini ve 

1 2

2 2
1 2(0)cos (0)sin 0, ( ) ( )y y y y                                                     (4.2.2) 

 
1 2

2 2
1 2(0)cos (0)sin 0, ( ) ( )y y y y                                                        (4.2.3)    

 sınır koşullarını göz önüne alalım. Burada 

0 1 ( ) ( )
, ( ) ,

1 0 ( ) ( )
p x q x

B Q x
q x p x

   
        

0

0

l
xL

l
x





 
   
  

 

1

2

( , )
, ( , )

( , )
y x

y x
y x





 

  
   

0 , 0       öyleki   , ( )Q x matris fonksiyonu  0, de tanımlı ve sürekli ve 

(2 1)l k    olsun. { }n ve { }n , ( 1, )n k    sırasıyla (4.2.1), (4.2.2) ve (4.2.1), 

(4.2.3) sınır değer problemlerinin özdeğerleri olsun. ( , )x   ve ( , )x  (4.2.1) 

denkleminin sırasıyla 

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                        (4.2.4) 
 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                         (4.2.5) 
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başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri olsun. Bu takdirde (4.2.1), (4.2.2) sınır değer 

probleminin özfonksiyonları ( , ) ( )n nx x    ve normlaştırıcı sayıları 

  
0

( ), ( ) , ( 1, )n n nx x dx n k


                                                                (4.2.6) 

şeklindedir.  
{ }n ve { }n spektrumuna göre { }n için formül bulalım. 

 ( , ) ( , ) ( ) ( , )f x x m x                                                                               (4.2.7) 

 fonksiyonu verilsin. Burada 2( , ) (0, )f x L   dir. Bu takdirde x  iken limit alınırsa 

 
 2 2 2

1 2lim( ) ( , ) ( , ) 0l

x
x f x f x


  


    

bulunur. Burada 

 1 2( ) 0c m c                                                                                                  (4.2.8) 

   2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2lim( ) ( , ) ( , ) , lim( ) ( , ) ( , )l l

x x
c x x x c x x x

 
          

 
       

şeklindedir. (4.2.8) formülünden ( )m   nın bir meromorf fonksiyon olduğu gözükmektedir. 

Dolayısıyla kutupları ve sıfırları (4.2.1), (2.2.2) ve (4.2.1), (2.2.3) probleminin sırasıyla 

özdeğerleri ile çakışır. Bölüm 3.4’te yapılan işlemler tekrarlanırsa 

    1 2 1 2 1 2
0

( ) ( , ), ( , ) ( ) ( ) sin( )f x f x dx m m


            

formülü bulunur. 1 2,      olduğu durumda  

 2

0

Im ( )( , ) sin( )
Im

mf x dx
   


                                                                     (4.2.9)  

formülü elde edilir. Bu takdirde ( )m   fonksiyonunun sıfırları ve kutupları yani (4.2.1), 

(4.2.2) ve (4.2.1), (4.2.3) sınır probleminin özdeğerleri çarprazlaşırlar. ( )m   fonksiyonu 

tam fonksiyon olduğundan 

 
1

( ) ' 1 1
p p p

m A  
 






   
        

   
                                                                  (4.2.10) 

elde edilir. 

Burada 'sembolü sonsuz çarpımda , ,p k k   çarpanlarının bulunmadığını ifade eder ve 

A  sabit sayıdır. Bölüm 3 teki işlemler tekrarlanırsa
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      '

0 0

( ) ( , ), ( ) '( , ), ( ) ( , ), ( ) sin( )
nn n nf x x dx Bf x x Bf x x dx

 

                

olur. Burada n   için limit alınırsa  

 sin( )
lim ( ) ( )

n

n
n m

 

 
  







                                                                                  (4.2.11) 

eşitliği elde edilir. (4.2.10) formülü düzenlenirse daha sonra her iki taraftan logaritma 

alınırsa 

 1

p p p p p p

p p kp p p

     
     

 
 

   

     
            

   

serisi elde edilir. Bu serinin yakınsaklığı Bölüm 3 te yapılan işlemler tekrarlanırsa elde 

edilir. (4.2.10) formülünde cebirsel işlemler yapılırsa  

 
1( ) ' p

p p

m A
 


 





 
    

  

fonksiyonu bulunur. Burada  

 
1

p

p p

A A







   

şeklindedir. Bu takdirde (4.2.11) den  

 
1

sin( ) '
( )

p n
n

pn n p nA
  

   








                                                                           (4.2.12) 

elde edilir. İleride 1 1A   olduğu ispatlanacaktır. 

 

4.3.  İki Spektruma Göre Singüler Dirac Operatörü İçin Ters Problem 

Bu bölümde tekile sahip Dirac operatörü için iki spektruma göre ters problem 

çözümü verilmiştir. 

Teorem 4.3.1. { }n

 ve { }n


 , ( 1, )n k    dizileri aşağıdaki özellikleri sağlasın. 

1. n ve n dizileri sıralıdırlar (çaprazlaşırlar). 

2. 1 1, , ,     sabit sayılar olmak üzere n   iken ,n k n k   ve ,n k n k   sayıları 

için  
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1
2

1
2

1 , 0

1 , 0

n k

n k

n O n
n n

n O n
n n











      
 
      
 

                                                                           (4.3.1) 

ve 

 

1
2

1
2

1 , 0

1 , 0

n k

n k

n O n
n n

n O n
n n











      
 
      
 

                                                                   (4.3.2) 

asimptotik formülleri sağlanır. 

3. 0 , 0 ,          dır. 

Bu takdirde { }n

 ve { }n


 , ( 1, )n k     

' ( )By Q x y Ly y                                                                                          (4.3.3) 

1 2(0) cos (0)sin 0y y                                                                                  (4.3.4) 

1 2

2 2( ) ( )y y                                                                                              (4.3.5) 

probleminin iki farklı spektrumlarıdır. 

Burada
0 1 ( ) ( )

, ( ) ,
1 0 ( ) ( )

p x q x
B Q x

q x p x
   

        

0

0

l
xL

l
x





 
   
  

 

 şeklindedir. 

İspat. Teoremi 1l    için ispatlayalım. Genel durum benzer şekilde ispatlanır. Sırasıyla 

(4.3.1) ve (4.3.2) asimptotik formülleriyle tanımlı { }n ve{ }n sayı dizileri verilsin. 

Normlaştırıcı sayıların iki spektrum türünden ifadesi olan 

 sin( ) ' p n
n

pn n p n

  
   








                                                                               (4.3.6) 

formülü yazılsın. Burada 'sembolü sonsuz çarpımda 0,p p n  çarpanlarının 

bulunmadığını ifade eder. 

 

{ }n ve { }n sayıları için asimptotik formüllerden faydalanarak { }n sayıları için 

asimptotik formül bulalım. 0 0, , 1, 2,n n n        olmak üzere 0 0,   sayıları ele 

alınsın. Bu durumda (4.3.6) formülünün 1. kuvveti alınırsa 

 

0

0

1 '
sin( )

p nn n n

pn p n n

    
      





 


    



78 
 

olduğu elde edilir. Burada 'sembolü sonsuz çarpımda p n  sayılı terimin olmadığını ifade 

eder. 

 

1 '
sin( )

p nn n

pn p nb
  

   








   

olacak şekilde yukarıdaki sonsuz çarpım 

 
0

0

1 1 n

n n nb
 

  





 

Şeklinde yazılır. Bölüm 3.4 de verilen 

 1 1 2

1 1 1 ln( ) ( ) ( )
n

s nctg O
b n n

   
 

        
                                                (4.3.7) 

asimptotik formülünü ele alalım. Burada ' k k
k

s  
 







    
 

 şeklindedir ve 

' sembolü toplamda k n nolu terimin mevcut olmadığını ifade eder. Bu takdirde  

 

0 0

0

1 1 1
n n nb

 
  

 
   

 

şeklinde yazılabilir. Özdeğerler için asimptotik formüllerden faydalanılırsa 

 

0 0 0 0 0 0
2

00

1 1( )
1n n

n

O
n n

     
  


  
  

 
  

elde edilir. Bu durumda  

 
0 0

2

1 1 11 ( )
n n

O
b n n

 


    
 

 

şeklinde yazılabilir. Son formül ve (4.3.7) den normlaştırıcı saylar için asimptotik formül 

 1 1 2

1 1 1 ' ln( ) ( ) ( )
n

s nctg O
n n

    
   

         
                                 (4.3.8) 

bulunur. Burada ' ' k k
k

s  
 







    
 

 ve 'sembolü toplamda k n nolu terimin 

mevcut olmadığını ifade eder. Böylece (4.3.8) formülü 

 
2

1 1 1( )
n

c O
n n 

                                                                                          (4.3.9) 

elde edilir. Burada  
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1 1 2

1 ' ' ( ) ( )k k
k

c ctg   
     

  





         
 

  

şeklindedir. Tüm n lerin 0 dan büyük olduğunu gösterelim. 

 1
1( )

sin( )
p

p p

m
 


   






 

                                                                    (4.3.10) 

fonksiyonunu göz önüne alalım. Teoremin koşulundan dolayı 1( )m   fonksiyonunun 

sıfırları ve kutupları çaprazlaşırlar. i  iken limit alınırsa   

 1
1( )

sin( )
m 

 



                                                                                  (4.3.11) 

sonucu alınır. Weyl fonksiyonu tanımından 

 1
1 Re ( )

n
n

sm
 


 

                                                                                          (4.3.12) 

eşitliği yazılır. Bu sebeple  

 1
1

1 1( ) '
sin( ) ( )p p

m 
    





  
 

                          
                              (4.3.13) 

olur, öyleki n lerin hepsi aynı işarete sahiptir.  

(4.3.9) formülünde büyük p ler için 0pa  olduğu elde edilir. Bu takdirde [21] 

den { }n ve{ }n sayılarına göre sürekli ( )Q x matris fonksiyonunu birebir olarak 

tanımlamak mümkündür. Öyleki { }n  (4.3.3)-(4.3.5) probleminin özdeğerleridir.  

' ( )By Q x y Ly y                                                                                        (4.3.14) 

denklemi ve       

1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                            (4.3.15)          

 
1 2

2 2( ) ( )y y                                                                                               (4.3.16) 

sınır koşullarıyla tanımlı problemin { }n ve{ }n özdeğer ve normlaştırıcı saylarına göre 

tanımlanan { }n  , (1, )n  özdeğerleri olsun. Burada   sayısı (4.3.2) ile tanımlanır. 

n n  , (1, )n   olduğunu ispatlayalım.  

 ( , )x   ve ( , )x    

 
sin

(0, )
cos


 


 
   

, 
sin

(0, )
cos


 


 
   

 

başlangıç koşullarını sağlayan (4.3.14) denkleminin çözümleri olsun. Bu takdirde 
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 ( ) n

n n

m  


 








                                                                                        (4.3.17) 

eşitliği ile tanımlı meromorf fonksiyon mevcuttur. Öyleki ( )m   fonksiyonunun  

kutupları ve sıfırları sırasıyla{ }n , { }n sayıları ile çakışır. Bu durumda  

 

1 1 Re ( )
sin( ) n

n

s m
 


   

 


 

formülü bulunur. i  iken (4.3.17) de limit alınırsa ( ) 1m   elde edilir. Bu sebeple  

 1 1 1( ) '
sin( ) sin( ) ( )p p p

m 
      





  
                                            (4.3.18) 

eşitliği elde edilir. (4.3.13) ve (4.3.18) formüllerinden  

  
1

1( ) ( )
sin( )

m m 
 




                                                                                           (4.3.19) 

olur ve dolayısıyla n n  , (1, )n    elde edilir. Bununla teorem ispatlanır.  

{ }n ve{ }n sayılarını aynı bir denklemin farklı iki özdeğeri olabilmesi için yeterlilik 

koşullarını göstermiş olduk. Benzer yorumları yaparak genel durumda iki spektruma göre 

ters problemi tam olarak çözmek mümkündür. 

Teorem 4.3.2. { }n ve{ }n  sayı dizilerinin (4.3.14) denkleminin (4.3.15) ve (4.3.16) sınır 

koşullarını sağlayan iki farklı spektrumları olması için ( )p x  ve ( )q x fonksiyonlarının .k  

mertebeden türevleri 2 (0, )L   nin elamanı ve 
( ) ( )

( )
( ) ( )

p x q x
Q x

q x p x
 

   
 olacak biçimde 

aşağıdaki koşulların sağlanması gerek ve yeterdir.. 

1. n ve n dizileri sıralıdırlar(çarprazlaşır). 

2. Aşağıdaki asimptotik formüller söz konusudur.
 
 

 
,11 2

2 1
n kk

n k kn
n n n n

 



        

 
,11 2

2 1
n kk

n k kn
n n n n

 



        

burada , 0 , , (2 1)l k           ve her bir n  için 

2 2
, ,, , ( 1, )k n k n n k 

 

 

          dir. 
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İspat. Gerekliliğin ispatı Bölüm 3.2 den elde edilir. Yeterlilik ise Teorem 4.3.1.’in ispatı 

gibidir.  

Not 4.3.1. Bölüm 3.2. de { }n lerin (4.1.28) bağıntısını sağladığı ispatlanmıştır. Bu 

Teoremden ise { }n lerin (4.3.9) bağıntısını sağladığı elde edilir. (4.1.28) ve (4.3.9) 

formülleri karşılaştırılırsa 1 1A   olduğu elde edilir. 
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5. YARI EKSENDE DIRAC SİSTEMİ İÇİN İKİ SPEKTRUMA GÖRE TERS 

PROBLEM 

5.1. Problemin Tanımı  

' ( ) , 0By Q x y y x                                                                                    (5.1.1) 

denklemini ve  

 1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                               (5.1.2) 

 1 2(0)cos (0)sin 0y y                                                                                                 (5.1.3) 

sınır koşullarını göz önüne alalım. 

Burada
0 1
1 0

B  
   

,
( ) ( )

( )
( ) ( )

p x q x
Q x

q x p x
 

   
, 1

2

( , )
( , )

( , )
y x

y x
y x





 

  
 

 ayrıca ( )Q x  

normalleştirilmiş matris fonksiyonunu 0 x    yarı ekseninde diferansiyellenebilen 

fonksiyondur. Öyleki  ve  ( )  için (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) sınır değer 

probleminin spektrumları ayrık tır. { }n  ve { }n sırasıyla (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) 

sınır değer probleminin özdeğerler dizisi olsun. Bu bölümde { }n  ve { }n özdeğerlerine 

göre (5.1.1), (5.1.2) sınır değer probleminin spektral fonksiyonunun birebir olarak 

tanımlandığı gösterilecektir. 

Spektral fonksiyona göre (5.1.1) Kanonik Dirac sistemi birebir tanımlandığından dolayı 

[3], iki farklı spektruma göre Kanonik Dirac sisteminin birebir tanımlandığı elde edilir. 

5.2. ( )  -spektral fonksiyonun spektrumlar cinsinden ifadesi 

( , )x   ve ( , )x  (5.1.1) denkleminin  

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                        (5.2.1) 

 1 2(0, ) sin , (0, ) cos                                                                          (5.2.2) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri olsun. ( , )x   ve ( , )x  nın sırasıyla (5.1.2) ve 

(5.1.3) sınır koşullarını sağladığı aşikardır. Bu sebeple ( , )nx   ve ( , )nx  sırasıyla { }n  

ve { }n özdeğerlerine karşılık gelen (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) sınır değer 

probleminin özfonksiyonlarıdır. 
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Teorem 5.2.1. { }n

  ve { }n


  sırasıyla (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) sınır değer 

probleminin özdeğerler dizisi olsun. Bu takdirde (5.1.1), (5.1.2) sınır değer probleminin 

( )  spektral fonksiyonu { }n  ve { }n ler cinsinden 

 0

0

1 , 0
( )

1 , 0

n

n

n

n

 

 




 




 

 

 
 
 





                                                                             (5.2.3) 

ve 

  
1

1 ( ) ' 1 1n n n
n n

kn n k k

c   
 

   






  
      

  
                                                  (5.2.4) 

formülleri ile tanımlanır. 

Burada  c herhangi sabit, '  sembolü çarpımda k n nolu terimin mevcut olmadığını ifade 

eder. 

İspat. 2( , ) (0, )f x L    fonksiyonu, (5.1.1) denkleminin çözümü olsun. Burada 

Im 0  dır.  

( , ) ( , ) ( ) ( , )f x x m x                                                                              (5.2.5)  

olacak şekilde ( , )f x  fonksiyonunu seçilsin. Bölüm 4.2. de yapılan işlemler tekrarlanırsa 

ve x  için *( , ) ( , ) 0f x Bf x   olduğu göz önüne alınırsa 

 
 

0

( ) ( , ), ( , ) ( ) ( ) sin( )f x f x dx m m       


       

olur. Buradan  

 
 

0

Im ( )( , ), ( , ) sin( )
Im

mf x f x dx    




   

formülü elde edilir. (5.2.5) den (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.1), (5.1.3) sınır değer probleminin 

özdeğerleri sırasıyla ( )m   fonksiyonunun sıfırları ve kutupları olduğu elde edilir. 

Dolayısıyla ( )m   meromorf fonksiyondur. Bu sebeple { }n

  ve { }n


  çaprazlaşırlar, 

dolayısıyla 

 
1

( ) 1 1
n n n

m c  
 






  
    

  
                                                                         (5.2.6) 

olur . Burada c sabit sayıdır. 
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Titchmarch çalışmasında (5.1.1), (5.1.2) probleminin ( )  spektral fonksiyonu 

( )m   cinsinden 

 
0

0

1 , 0
( )

1 , 0

n

n

n

n

 

 




 




 

 

 
 
 





 

bağıntısıyla tanımlanır, burada 

 
1 Re ( )

n
n

s m
 


 

  

şeklindedir. Sonuncu formülden,  (5.2.6) eşitliğinden aranan (5.2.3) formülü kolaylıkla 

elde edilir. 

Not 5.2.1 Teorem 5.2.1, (5.1.1), (5.1.2) probleminin spektral fonksiyonu c sabit farkıyla iki 

spektruma göre hesaplandığını mümkün kılar. 

Teorem 5.2.2. 1( )  ve 2 ( )  spektral fonksiyonları birbirinden sabit c çarpanı kadar 

farklı olduğunda yani 1 2( ) ( )c    ise ve bunlar Dirac sistemiyle oluşan sınır 

problemlerinin spektral fonksiyonları olduğunda 1c  dir. 

İspat.  

 
1 1

2( ) ( ) (1)O    


     

 
2 2

2( ) ( ) (1)O    


     

buradan 

 
 1 1 2 2

2 2( ) ( ) (1) ( ) ( ) (1)O c c O         
 

           
 

elde eldir. Dolayısıyla 1c  olur. 

Bu teoremden görüldüğü gibi ( )  nın tanımındaki sabit sayısı belirli durumlarda 

( )  için asimptotik formüllerden hesaplanabilir. Not etmek gerekir ki c sabitinin kesin 

ifadesi bize gerekmez. 

 

5.3. Spektrumun Ayrıklığı İçin Yeterlilik Şartları 

Bu bölümde Dirac sisteminin spektrumunun diskret olacağı durumlar 

incelenecektir. Bununla ilgili birçok çalışma ithaf edilmiştir. Fakat bu çalışmalarda sistem 

kanonik şekilde ele alındığı için elde edilen sonuçlar daha az kullanılmaktadır. 
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Teorem 5.3.1 ( )Q x  matris fonksiyonu sürekli türeve sahip olsun. Bu takdirde (5.1.1), 

(5.1.2) probleminin ayrık spektrum’a sahip olması için  

 
2 2

1
2 2 2lim ( ' ' )

x k

x
x

p q p q dt




 
     

 
                                                                 (5.3.1) 

bağıntısının sağlanması yeterlidir. 

İspat. (5.1.1) denklemi (5.1.2) sınır koşullarıyla oluşan operatörü L ile gösterelim. Bu 

takdirde 2L operatörü  

 2 1 2'' ( )y Q BQ y y                                                                                    (5.3.2) 

 1 2(0) cos (0)sin 0y y    

           2 1

' '
1 2 1 2(0) (0) (0) (0) (0) cos (0) (0) (0) (0) (0) sin 0y p y q y y q y p y         

sınır koşullarıyla oluşur. 2L operatörünün diskretliği L operatörünün spektrumunun 

diskretliğin den elde edilir. 2 1Q BQ matrisine karşılık gelen en küçük özdeger ( )x  

olsun. Bu durumda 

 lim ( )
x k

x
x

x dx



                                                                                          (5.3.3) 

şeklindedir. 

Basit hesaplamalardan sonra 
2 2

1
2 2 2( ) ( ' ' )x p q p q      elde edilir. Bu sebeple (5.3.3) 

koşulundan (5.3.1) elde edilir. Dolayısıyla 2L operatörü ve doğal olarak L operatörünün 

diskret spektruma sahiptir. 

Sonuç 5.3.1. ( )p x  ve ( )q x polinomlar olduğunda (5.1.1), (5.1.2) problemi ayrık 

spektrumuna sahiptir. 
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6. SİNGÜLER DIRAC OPERATÖRÜ İÇİN KISMEN ÇAKIŞMAYAN İKİ 

SPEKTRUMA GÖRE TERS PROBLEM 

6.1. ( , )K x s Matris Fonksiyonunun Genel Dejenereliği 

 
0 11' ( ) ,0
1 0

By Q x y y y x
x

 
 

     
 

                                                          (6.1.1) 

denklemini ve  

 1(0) 0y                                                                                                              (6.1.2) 

  2 1( ) ( ) 0y Hy                                                                                         (6.1.3) 

sınır koşullarını göz önüne alalım. Burada 

 

0 1 ( ) ( )
, ( )

1 0 ( ) ( )
p x q x

B Q x
q x p x

   
        

1

2

( , )
, ( , )

( , )
y x

y x
y x





 

  
 

 

ve H reel sayıdır. 

Bu problemin 1 2(0) 0, (0) 1y y   başlangıç koşullarını sağlayan çözümü 

 

2
1 1 2

0

1
1 2

0

2
2 1 2

0

1
1 2

( )( , ) sin ( ) ( ) ( ) ( ) sin ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) cos ( )

( )( , ) cos ( ) ( ) ( ) ( ) cos ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

x

x

x

y sy x x p s y s q s y s s x ds
s

y sq s y s p s y s s x ds
s

y sy x x p s y s q s y s s x ds
s

y sq s y s p s y s
s

  



  

        

      

         

  







0

sin ( )
x

s x ds 
 

şeklindedir. Burada    1 2( ) ( )0, , 0,y s y sC C
s s

   dır. 

Bu özfonksiyonlar (6.1.3) te yerine yazılırsa ve Bölüm 3.2 de yapılan işlemler 

tekrarlanırsa özdeğerler için asimptotik formül 

 

1 1 1arctann n O
H n




     
 

                                                                             (6.1.4) 

şeklinde elde edilir. 

(6.1.1) denkleminin ( ) 0Q x  olduğu durumda, 01 02(0) 0, (0) 1y y    başlangıç 

koşullarını sağlayan çözümü 
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2 1
01

0 0

( ) ( )( , ) sin sin ( ) cos ( )
x xy s y sy x x s x ds s x ds

s s
                              (6.1.5)

 

2 1
02

0 0

( ) ( )( , ) cos cos ( ) sin ( )
x xy s y sy x x s x ds s x ds

s s
                            (6.1.6) 

şeklindedir. O halde bu özfonksiyonlar büyük   lar için 

 
01( , ) sin

xey x x O


 


 
   

 
                                                                               (6.1.7) 

 02 ( , ) cos
xey x x O



 


 
    

 
                                                                                           (6.1.8)   

şeklinde yazılır. Burada Im   dır. 

Perturbe olmuş (6.1.1) denklemi ile perturbe olmamış yani ( ) 0Q x  olduğu 

durumda olan denklem arasında 

 
0 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

y x y x K x s y s dt                                                                 (6.1.9) 

bağıntısı vardır. Burada 01
0

02

( , )
( , )

( , )
y x

y x
y x





 

  
 

 fonksiyonu ( ) 0Q x  olduğu durumdaki 

çözüm fonksiyonudur ve 11 12

21 22

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )
K x s K x s

K x s
K x s K x s

 
  
   

çekirdek fonksiyonudur.  

(6.1.9) eşitliğinde 0( , ), ( , ), ( , )y x y x K x s  ifadeleri yerine yazılıp düzenlenirse 

 
 1 11 12

0

( , ) sin ( , )sin ( , )cos
x xey x x K x s t K x s s ds O



   


 
     

 
                 (6.1.10) 

 
 2 21 22

0

( , ) cos ( , )sin ( , ) cos
x xey x x K x s s K x s s ds O



   


 
      

 
             (6.1.11) 

formülleri elde edilir. 

( , )y x  vektör fonksiyon,  
0 1 ( ) ( )

, ( ) ,
1 0 ( ) ( )

p x q x
B Q x

q x p x
   

        
( )p x ve 

( )q x fonksiyonları  0, aralığında reel değerli sürekli fonksiyonlar ve H reel sayı olmak 

üzere, (I )problemini 
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0 11' ( ) , 0
1 0

By Q x y y y x
x

 
 

     
 

                                                       (6.1.12) 

 1(0) 0y                                                                                                            (6.1.13) 

 2 1( ) ( ) 0y Hy                                                                                             (6.1.14) 

şeklinde ele alalım. (I) probleminin özdeğerleri  n



olsun. (6.1.12), (6.1.13) ve 

  2 1 1( ) ( ) 0y H y                                                                                            (6.1.15) 

koşulu ile birlikte tanımlı olan (II) probleminin özdeğerleri  n



olsun. 

Benzer şekilde 
 

 
( ) ( )

( ) ,
( ) ( )

p x q x
Q x

q x p x

 
    

( )p x ve ( )q x fonksiyonları  0, aralığında reel 

değerli sürekli fonksiyonlar, H , H dan farklı reel sayı olmak üzere, (III) problemi 

 
 0 11' ( ) ,0

1 0
By Q x y y y x

x
 

 
     

 
                                                        (6.1.16) 

 1(0) 0y                                                                                                            (6.1.17) 

 


2 1( ) ( ) 0y H y                                                                                             (6.1.18) 

şeklinde ele alınsın. (III) probleminin özdeğerleri  n



olsun. (6.1.16), (6.1.17) ve  

 
12 1( ) ( ) 0y H y                                                                                           (6.1.19) 

koşulu ile birlikte tanımlı olan (IV) probleminin özdeğerleri  n



olsun. 

Aşağıdaki teorem söz konusudur. 

Teorem 6.1.1. (I), (II), (III) ve (IV) problemlerinin özdeğerleri sırası ile  n



,  n




, 

 n



 ve  n




  ,n   olsun. Bu takdirde;  

 1.  nn   tüm n  ler için çakışır. 

 2.  , 0,1,2, ,nn n     ve   , {0, } .nn n      

 3.  n ve  n  özdeğerleri çaprazlaşırlar. 

koşulları sağlanacak biçimde 

 
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x x K x s t dt                                                                       (6.1.20) 
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bağıntısında bulunan ( , )K x s çekirdek fonksiyonu genel dejeneredir. 

İspat. (6.1.20) dönüşüm operatörü 

 




1 1 11 12 1

2 21 22 202

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )

xx K x s K x s sx
ds

x K x s K x s sx

    
    

      
              

  

veya 

   1 1 11 1 12 2
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x x K x s s K x s s ds                                  (6.1.21) 

     
  2 2 21 1 22 2

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x x K x s s K x s s ds                             (6.1.22) 

şeklinde yazılabilir. (6.1.21) bağıntısı H ile çarpılıp daha sonra (6.1.22) eşitliği ile 

toplanırsa 

  

   
2 1 2 1

21 11 1 22 12 2
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x H x x H x

K x s HK x s s K x s HK x s s ds

       

   

  

     
  

(6.1.23) 

formülü elde edilir. 

Son ifadede , nx     alıp (I) ve (II) problemlerinin spektrumları için verilen (6.1.14) 

ve (6.1.15) koşullarından faydalanılırsa ve  nn  olduğundan 

   
 

1 21 11 1
0

22 12 2

0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n n

n

H H K s HK s s

K s HK s s ds



      

   

   

  


 

bulunur. (6.1.10) formülünde n için limit alınırsa 1
1( , ) ( 1) sin(arctan )n

n H
      

olduğundan yukarıdaki eşitliğin sağ tarafı 0’ a gider. Dolayısıyla 

 
  0H H                                                                                                       (6.1.24) 

ve 

        
   21 11 1 22 12 2

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,n nK s H K s s K s H K s s ds n


              
 

 (6.1.25) 

 formülleri bulunur. ( , )nx   özvektör fonksiyonlarının tamlığından 

 


21 11( , ) ( , ) 0K s HK s                                                                                  (6.1.26) 
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

22 12( , ) ( , ) 0K s HK s                                                                                  (6.1.27) 

elde edilir. 

Şimdi ikinci spektrum için benzer işlemler yapalım. (6.1.21) eşitliği 1H ile çarpılıp 

daha sonra (6.1.22)  eşitliği ile toplanırsa

 

                                                                                                                                 

  

   
12 1 2 1 1

1 121 11 1 22 12 2
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x H x x H x

K x s H K x s s K x s H K x s s ds

       

   

  

     
(6.1.28) 

formülü bulunur. 

Son ifadede  , ,nx n      alıp (III) ve (IV) problemlerinin spektrumları için verilen 

(6.1.18) ve (6.1.19) koşullarından faydalanılırsa ve   , {0, }nn n      olduğundan 

   
 

1 11 1 21 11 1
0

122 12 2

0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n n

n

H H K s H K s s

K s H K s s ds



      

   

   

  


 

yazılır. (6.1.10) formülünden n için limit alınırsa 1
1( , ) ( 1) sin(arctan )n

n H
      

olduğundan yukarıdaki eşitliğin sağ tarafı 0 a gider. Dolayısıyla 

  1 1 0H H                                                                                                                        (6.1.29) 

ve 

   1 121 11 1 22 12 2
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,n nK s H K s s K s H K s s ds n


                      

(6.1.30) 

formülleri elde edilir. 

Şimdi ise benzer işlemleri  , 0,1,2, ,nn n     olduğu durumda yapılsın. 

, , 0,1, ,nx n N       alınırsa (6.1.28) ve (6.1.29) formüllerinden 

      1 1 12 1 21 11 1 22 12 2
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nH K x s H K x s s K x s H K x s s ds


               
(6.1.31)  

elde edilir. (6.1.30) ve (6.1.31) formüllerinden 

 
   12 1

121 11 12
0

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
( , )

N
n n

n
n n

HK s H K s s
s

     
   

 


                                   (6.1.32) 
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   12 1
122 12 22

0

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
( , )

N
n n

n
n n

HK s H K s s
s

     
   

 


                        (6.1.33) 

bağıntıları elde edilir. 

Burada 

 
 2 2 2

1 2
0

( , ) ( , ) ( , )n n n ns s s ds


          

olacak şekilde 

 

  12 1
2

0

( , ) ( , )
( , )

N
n n

n
n n

H
s

     


 


  

eşitliği verilsin. Böylece ( , ), , 1, 2ijK s i j   fonksiyonlarını tanımlamak için 

 


21 11( , ) ( , ) 0K s HK s    

 


22 12( , ) ( , ) 0K s HK s    

 
121 11 1

0
( , ) ( , ) ( , )

N

n n
n

K s H K s s    


   

 
122 12 2

0
( , ) ( , ) ( , )

N

n n
n

K s H K s s    


   

denklemler sistemi elde edilir. Yukarıdaki denklem sistemini ( , ), ( , 1, 2)ijK s i j  e göre 

çözülürse 

 

 

 


 


 

11 1
1 0

12 2
1 0

21 1
1 0

22 2
1 0

1( , ) ( , )

1( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

N

n n
n

N

n n
n

N

n n
n

N

n n
n

K s s
H H

K s s
H H

HK s s
H H

HK s s
H H

   

   

   

   















 


 










 

bulunur. Dolayısıyla 

 
   

1 2

1 10 1 2

( , ) ( , )1( , )
( , ) ( , )

N
n n

n
n n n

s s
K s

H H H s H s

   
 

   

 
  

   
                                    (6.1.34) 

şeklindedir. ( , )K x s fonksiyonu birinci mertebeden hiperbolik denklemler sistemini 

sağladığı için (6.1.34) koşulu birlikte OAB üçgeninin tamamında birebir olarak tanımlanır. 
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Şekil 6.1.1 OAB üçgeninin tamamında ( , )K x s fonksiyonunun görüntüsü 

                         
Bu sebeple OAB üçgeninin tamamında ( , )K x s fonksiyonunun görüntüsü 

 
   12 1

2
1 0

( , ) ( , )1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

N
Tn n

n n n
n n

HK x s x H x s
H H s

     
     

 

             (6.1.35) 

şeklindedir. Burada 

 

1 1

2 2

( , ) ( , )
( , ) , ( , )

( , ) ( , )
x x

x x
x x

   
   

   
   

    
   

 

denklemin 

 1 2 2 1( , ) ( , ) 1, ( , ) ( , ) 0                

koşullarını sağlayan çözümleridir. ( , )T s   ise transpozu alınmış vektör fonksiyonudur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xt  
  xt

t

24 

I

IIIII

x
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7. SİNGÜLER DIRAC OPERATÖRÜ İÇİN TERS PROBLEM 

7.1. Farklı potansiyellere sahip singüler Dirac operatörü için kararlılık problemi 

( )ip x ve  ( ) ( 1,2), 0,iq x i  aralığında sürekli fonksiyonlar ve  

 1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

10( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) 1 0

p x q x p x q x xQ x Q x L
q x p x q x p x

x





 
                    

 

 

olsun.                               

1' ( ) ( ) , 0By Q x y L x y y x                                                                        (7.1.1) 

 1 2(0) cos (0)sin 0y y                                                                               (7.1.2) 

 1 2

2 2( ) ( )y y                                                                                                 (7.1.3) 

sınır değer problemi ele alınsın. (7.1.1) probleminin 1 2(0, ) sin , (0, ) cos         

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü 1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

 ile gösterilsin. Bu problemin 

spektral karakteristikleri  ,n n  


 olsun. Bu karakteristikler (özdeğerler ve normlaştırıcı 

sayılar) sırasıyla aşağıdaki asimptotik formülleri sağlarlar. 

 
,11

1
k nk

n k kn
n n n





                                                                            (7.1.4)

 

 
,11

1
n kk

n k k

ccc
n n n

  
                                                                                  (7.1.5)

 
Benzer şekilde (7.1.1) in pertürbesi olan aşağıdaki sınır değer problemi                        

2' ( ) , 0By Q x y Ly y x                                                                            (7.1.6) 

 1 2(0) cos (0)sin 0y y                                                                               (7.1.7)

 1 2

2 2( ) ( )y y                                                                                                 (7.1.8) 

ele alınsın. (7.1.6) probleminin 1 2(0, ) sin , (0, ) cos         

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü 1

2

( , )
( , )

( , )
x

x
x

 
 

 
 

  
 

 ile gösterilsin. Bu problemin 

spektral karakteristikleri  ,n n  


 olsun. Bu karakteristikler (özdeğerler ve normlaştırıcı 

sayılar) sırasıyla aşağıdaki asimptotik formülleri sağlarlar. 
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,11

'''

1
k nk

n k kn
n n n










                                                                          (7.1.9)

 

 
,11

'''

1
n kk

n k k

ccc
n n n

  

                                                                                (7.1.10) 

Ayrıca  

 

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T T
n n n n

n n n

F x s x s x s       
 





 
  

 


 

olmak üzere;
 

 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 (0 )
x

K x s F x s K x t F t s dt s x        

esas integral denklemini sağlayan bir tek ( , )K x s matris fonksiyonu vardır. Burada 

( , )K x s matris fonksiyonu  

 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )BK x x K x x B Q x Q x                                                            (7.1.11) 

koşulunu sağlar.  

Teorem 7.1. Eğer 
0

n n n n
n

A    




        yeterince küçük ise  

 

1 20

1 20

max ( ) ( )

max ( ) ( )
x

x

p x p x C A

q x q x C A




 

 

 

 
 

dır. Burada 0C  ve 0C  sabit sayılardır. 

 

İspat. 

 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 (0 )
x

K x s F x s K x t F t s dt s x        

integral denklemi göz önüne alınsın. Burada ( , )F x s bilinen fonksiyondur. Bu integral 

denklemini çözelim. 

 
(1) ( , ) ( , )F x s F x s  

olmak üzere  

 ( 1) ( )

0

( , ; ) ( , ) ( , ; ) , 1
x

n nF s t x F s u F u t x du n                                                       (7.1.12)  

itere fonksiyonları yazılabilir. Burada ( , )K x s matris fonksiyonu  
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 ( )

1
( , ; ) ( 1) ( , ; )n n

n
K s t x F s t x





                                                                          (7.1.13) 

dir. ( , )F x s fonksiyonun da düzenleme yapılırsa 

   1 1
1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 2

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

T T
n n n n

n n n

n n
n n n n

n n nn n

n n n n n n

n n

F x s x s x s

x x
s s s s

x x

x s x s x s

       
 

   
       

    

           
 









 
  

 
   

    
   









1 2

2 1 2 1 2 2 2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n n

n n

n n n n n n n n n

n n n n

x s

x s x s x s x s

   
 

               
   





   
 
  
  



                        

(7.1.14) 

olur. Burada ( , )F x s fonksiyonunun matris gösterimi 

 11 12

21 22

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )
F x s F x s

F x s
F x s F x s

 
  
 

                                                                        (7.1.15) 

şeklindedir. O halde (7.1.14) den 

            1 1 1 1
11

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) n n n n

n n n

x s x sF x s        
 





 
  

 
                                  (7.1.16) 

 1 2 1 2
12

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) n n n n

n n n

x s x sF x s        
 





 
  

 
                                 (7.1.17) 

 2 1 2 1
21

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) n n n n

n n n

x s x sF x s        
 





 
  

 
                                 (7.1.18) 

            2 2 2 2
22

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) n n n n

n n n

x s x sF x s        
 





 
  

 
                               (7.1.19)     

yazılır.  

Önce 11( , )F x s formülü hesaplansın. (7.1.16) nin sağ tarafına 1 1( , ) ( , )n n

n

x s   
  

ifadesi 

eklenip çıkarılırsa  
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 

1 1 1 1 1 1 1 1
11

1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) '
n

n

n n n n n n n n

n n n n n

n n
n n n n

x s x s x s x sF x s

x s x s d




               
   

        
  









 
    

 
  

    
   



 
 

elde edilir. Burada ' d
d

 .  1 cos 1, 1 sin 1, 0x x x         olduğu göz önüne 

alınırsa  

 

 

11 1 2

3 4

11 1
0

1 1 1( , )

( , )

n

n

n

n

n n n n

n n
n

n n n n
n

F x s c c d

c c d

F x s C










  

  

   













  
    
   
 
   
  

      

 

 



 

elde edilir. 
0

n n n n
n

A    




       olduğundan  

  11 1( , )F x s C A                                                                                                 (7.1.20) 

bulunur.  (7.1.12) den  

 
( 1) ( )

11 11 11
0

( , ; ) ( , ) ( , ; ) , 1
n n

x

F s t x F s u F u t x du n


                                                     (7.1.21) 

olur buradan  

 

( 2 )

11 11 11
0

( , ; ) ( , ) ( , ; )
x

F s t x F s u F u t x du   

elde edilir. 0 x   olduğundan  

 
 ( 2 )

2
1

11 ( , ; )
C A

F s t x



  

bulunur. Benzer şekilde devam edilerek  

 

 

 

(3)

( )

3
1

11

1
11

( , ; )

( , ; )
n

n

C A
F s t x

C A
F s t x













   
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elde edilir. (7.1.13) eşitliğinden  

 ( )
11 11

1
( , ; ) ( 1) ( , ; )n n

n
K s t x F s t x





                                                                        (7.1.22) 

yazılabilir. (7.1.22) eşitliği göz önüne alınırsa 

 

   1 1
11

1 1
( , ) ( 1)

n n
n

n n

C A C A
K x x

 
 

 

 

     

olur. 1
1
2

C A   alınırsa  

 

 1 2 2 3
11 1 1 1

1

2
1

1

( , ) ( ) ( )

1 11 ( )
2 2

2

n

n

C A
K x x C A C A C A

C A

C A


 







    

     
 



 



                              (7.1.23)

 

Benzer şekilde 

 

1 2 1 2 1 2 1 2
12

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) '
n

n

n n n n n n n n

n n n n n

n n
n n n n

x s x s x s x sF x s

x s x s d




               
   

        
  









 
    

 
  

    
   



 
 

bulunur. Buradan 

 

 

12 5 6

7 8

12 2
0

1 1 1( , )

( , )

n

n

n

n

n n n n

n n
n

n n n n
n

F x s c c d

c c d

F x s C










  

  

   













  
    
   
 
   
  

      

 

 



 

elde edilir. 
0

n n n n
n

A    




       olduğundan yukarıdaki işlemlerin benzerleri 

yapılırsa 

 12 2( , )F x s C A                                                                                                 (7.1.24) 

elde edilir. (7.1.12) den  
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( 1) ( )

12 12 12
0

( , ; ) ( , ) ( , ; ) , 1
n n

x

F s t x F s u F u t x du n


                                                     (7.1.25) 

olup buradan  

 

( 2 )

12 12 12
0

( , ; ) ( , ) ( , ; )
x

F s t x F s u F u t x du   

 

elde edilir. 0 x   olduğundan  

  ( 2 ) 2
12 2( , ; )F s t x C A   

bulunur. Benzer şekilde devam edilerek  

 

 

 

(3)

( )

3
2

12

2
12

( , ; )

( , ; )
n

n

C A
F s t x

C A
F s t x













   

elde edilir. (7.1.13) eşitliğinden  

 ( )
12 12

1
( , ; ) ( 1) ( , ; )n n

n
K s t x F s t x





                                                                        (7.1.26) 

yazılabilir. (7.1.22) eşitliği göz önüne alınırsa 

 

   2 2
12

1 1
( , ) ( 1)

n n
n

n n

C A C A
K x x

 
 

 

 

     

olur. Burada  2
1
2

C A  alınırsa  

 

 2 2 2 3
12 2 2 2

1

2
2

2

( , ) ( ) ( )

1 11 ( )
2 2

2

n

n

C A
K x x C A C A C A

C A

C A


 







    

     
 



 

  

elde edilir. Benzer şekilde  

 21 3( , ) 2K x x C A                                                                                              (7.1.27) 

 22 4( , ) 2K x x C A                                                                                             (7.1.28) 

eşitsizlikleri elde edilir. Diğer taraftan  
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1 2

11 12 11 12

21 22 21 22

12 21 22 11

22 11 12 21

( , ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )0 1 0 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 0 1 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

BK x x K x x B Q x Q x
K x x K x x K x x K x x
K x x K x x K x x K x x

K x x K x x K x x K x x
K x x K x x K x x K x x

  

      
              

 
    





 

olur. Dolayısıyla 

12 21 22 11 1 2 1 2

22 11 12 21 1 2 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

K x x K x x K x x K x x p x p x q x q x
K x x K x x K x x K x x q x q x p x p x

      
          

 

elde edilir. Buradan da   

 1 2 22 11( ) ( ) ( , ) ( , )q x q x K x x K x x                                                                    (7.1.29) 

  1 2 12 21( ) ( ) ( , ) ( , )p x p x K x x K x x                                                                   (7.1.30) 

bulunur. (7.1.29) ve (7.1.30) denklemleri ve (7.1.23), (7.1.26), (7.1.27) ve (7.1.28) 

eşitsizliklerinden 

 

1 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )

n n n n
n

n n n n
n

p x p x C C A

q x q x C C A

   

   









         

         




 

elde edilir. Bu eşitsizlikler  0, aralığında bulunan tüm x değerleri için sağlandığından  

 

1 20

1 20

max ( ) ( )

max ( ) ( )

n n n nx n

n n n nx n

p x p x C C A

q x q x C C A





   

   



 




  

         

         




 

bulunur. Böylece teorem ispatlanmıştır. 
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