T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

LINEER OLMAYAN OZEL DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN YAKLASIK
COZUMLERININ BAZI ORTOGONAL
POLINOMLAR YARDIMIYLA BULUNMASI

YUCEL CENESIZ
DOKTORA TEZi

Matematik Anabilim Dali

Mayis-2012
KONYA
Her Hakki Sakhdir

SELCUK
UNIVERSITESI



TEZ KABUL VE ONAYI

Yiicel Cenesiz tarafindan hazirlanan “Lineer olmayan 6zel diferensiyel
denklemlerin yaklagik ¢éziimlerinin bazi ortogonal polinomlar yardimiyla bulunmasi”
adli tez ¢alismasi 16/04/2012 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi / ey-eoldugr
ile Selguk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim Dali’nda
DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan
Prof. Dr. Durmus BOZKURT

Danisman
Yrd.Do¢.Dr. Aydin KURNAZ

Uye

Prof. Dr. Galip OTURANC

Uye |

Dog. Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL

Uye ‘
Dog¢. Dr. Mehmet SAHIN

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr. Asir GENC
FBE Miidiirt



TEZ BiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu calismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and
results that are not original to this work.

Yiicel CENESIZ

14/05/2012



OZET

DOKTORA TEZi

LINEER OLMAYAN OZEL DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
YAKLASIK COZUMLERININ
BAZI ORTOGONAL POLINOMLAR YARDIMIYLA BULUNMASI

Yiicel CENESIZ

Selguk Universitesi Fen Bilimleri Enstitsu
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Aydin KURNAZ
2012, 78 Sayfa
Juri

Yrd. Do¢. Dr. Aydin KURNAZ

Prof. Dr. Durmus BOZKURT

Prof. Dr. Galip OTURANC

Doc. Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL
Doc. Dr. Mehmet SAHIN

Son yillarda Adomian ayrisim metodu, Varyasonel iterasyon metodu, Homotopi perturbasyon
metodu gibi yaklasik ¢6ziim yontemleri, lineer, lineer olmayan, adi, kismi veya kesirli tirevli bir¢ok
diferensiyel denklemin ¢dzlimiinde kullanilmaktadir. Bazi problemlerde bu yaklagik ¢6ziim yontemleri
istenen sonuca ulagsmada yetersiz kalmaktadir. Bu tir problemler igin ¢esitli modifikasyonlar dnerilmistir.
Bu doktora tez ¢aliymasinda yaklagik ¢6ziim ydntemlerinin modifikasyonu i¢in [-1,1] araliginda
ortogonal, Chebyshev, Legendre, Gegenbauer ve Jacobi polinomlarinin kullanimi verilmistir. Yapilan bu
modifikasyonlarin etkinligini gostermek igin, sekiller ve ¢izelgeler yardimiyla karsilagtirmalar
yapilmuistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian ayristm metodu, Chebyshev polinomlari, Gegenbauer
polinomlari, Homotopi perturbasyon metodu, Jacobi polinomlari, Legendre polinomlari, Varyasyonel
iterasyon yontemi.



ABSTRACT

Ph.D THESIS

ORTHOGONAL POLYNOMIAL APPROACHES TO THE SOLUTIONS OF
SOME SPECIAL NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

Yiicel CENESIZ

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF DOCTOR OF MATHEMATICS

Advisor: Asst. Prof. Dr. Aydin KURNAZ
2012, 78 Pages
Jury

Asst. Prof. Dr. Aydin KURNAZ

Prof. Dr. Durmus BOZKURT

Prof. Dr. Galip OTURANGC

Assoc. Prof. Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL
Assoc. Prof. Dr. Mehmet SAHIN

Recently approximate methods such as Adomian decomposition method, Variational iteration
method and Homotopi perturbation method have been widely used to solve various, linear, nonlinear,
ordinary, partial or fractional order differential equations. In such problems, these approximate solution
methods are insufficient to ensure the desired accuracy in the solutions. Various modifications are
proposed for such problems. In this PhD thesis, modification by orthogonal Chebyshev, Legendre,
Gegenabuer and Jacobi polinomials, which are ortogonal at [-1,1] interval, is presented. To show the

efficiency of the proposed modification, comparisons are made between the results of modified and
unmodified equations.

Keywords: Adomian decompaosition method, Chebyshev polynomials, Gegenbauer polynomials,
Homotopi perturbation method, Jacobi polynomials, Legendre polynomials, Variational iteration method.



ONSOZ

Bu doktora tez calismasi Selcuk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Bolimii
Ogretim Uyesi Yrd. Dog. Dr. Aydin KURNAZ yénetiminde hazirlanarak, Selguk
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ne sunulmustur.

Bu calismanin amaci, son yillarda siklikla kullanilan yaklasik ¢6ziim
metodlarindan, Adomian ayrisim metodu, Varyasyonel iterasyon metodu ve Homotopi
perturbasyon metodunun, ortogonal Chebyshev, Legendre, Gegenbauer ve Jacobi
polinomlar1 kullanilarak modifikasyonu ve ¢6ziimlerin iyilestirilmesidir. Tez, iki
béliimde ele alinmustir. Ik béliimde literatiirde var olan ve tezimizde kullanacagimiz
yaklasik ¢oziim yontemleri ile bu yontemlerin modifikasyonunda kullanacagimiz
ortogonal polinomlar hakkinda temel bilgiler verilmistir. Ikinci bélum ise, ilk bolimde
tanitilan yaklasik ¢6ziim metodlarimin ortogonal polinomlar ile modifikasyonuna
ayrilmistir.  Yapilan modifikasyonlarin etkinligi, sekiller ve ¢izelgeler yardimiyla
karsilastirmalar yapilarak gosterilmistir.

Bu calismayr hazirlarken benden bilgi birikimini esirgemeyen, kaynaklarla
destekleyen ve degerli zamanlarini bana ayiran tez danismanim Yrd. Dog. Dr. Aydin
Kurnaz’a, ¢ok degerli vakitlerini ve bilgilerini benden esirgemeyen degerli tez izleme
komitesi hocalarim Prof. Dr. Durmus Bozkurt ve Dog¢. Dr. Mehmet Sahin’e
tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, bu ¢aligma siiresince manevi destegiyle beni hicbir
zaman yalniz birakmayan esime tesekkiirii bir bor¢ bilirim.

Yiicel CENESIZ
KONYA-2012

Vi



ICINDEKILER

OZET v
AB ST RACT .otttk e b et bt e b e nb e Re e b et nreenre e e Y
ONSOZ .ottt vi
ICINDEKILER ........coooviiiiieee ettt vii
L] 12 1RO 1
1. TEMEL BILGILER VE BAZI YAKLASIK COZUM METODLARI................. 3
1.1. Adomian Ayrisim MetodU.........cccuiiiiiiiiiiiiiie i 3
1.1.1. Adomian Ayrisim Metodunun Temel Esaslart ..........cccoovvviviiiciiiiiicninnn, 3
1.1.2. Adomian Polinomlariin Elde Edilmesi...........cccoviviiiieniiiiiiiciceee 5
1.1.3. Adomian Ayrisim Metodunun Yakinsaklig1.........ccocoovoviiniiiiiiiiiin, 8
1.1.4. Adomian Ayrisim Metodunun Uygulanmasi..........cccceeviveiiiienninenniieesninn, 11
1.2. Varyasyonel Iterasyon MetodU............ccceuevriiuerirersiieeieereseese e, 13
1.2.1. Varyasyonel Iterasyon Metodunun Temel Esaslart ...........cccococeevevereverennnne. 14
1.2.2. Varyasyonel iterasyon Metodunun Yakinsakl1g1 .........c.coccverererrrcrerinnennnn. 18
1.3. Homotopi Perturbasyon MetodU............ccevvereiieiieie e 23
1.3.1. Homotopi Perturbasyon Metodunun Temel Esaslart...........cccocoeriiiiirnnnnnne 23
1.3.2. Homotopi Perturbasyon Metodunun Kullanimi ...........ccccccevviiiiniieniiennnnnnn. 24
1.3.3. Homotopi Perturbasyon Metodunun Yakinsaklig1 .........ccccovveiiiiiiiiininnnnnns 27
1.4, Ortogonal POINOMIAN .........ccovoiiiieiicce e 31
1.4.1. Chebyshev Polinomlarti...........ccocviiiiiiiiiiiiic e 31
1.4.1.1. Herhangi bir fonksiyonun Chebyshev serisine agilmast...............ccccvveneee. 34
1.4.2. Legendre POlINOMIATT .......ccooiiiiiiiiiiiiiiic e 34
1.4.3. Hipergeometrik FONKSIYONIAr..........cccoeiiiiiiieieee e 36
1.4.3.1. Pochhammer SEmMbDOIU ..o 36
1.4.3.2. F(@,0;C;X) FONKSIYONU ...uvoiiiiiiiiiiiie it 37
1.4.4. Jacobi POINOMIAIT .....ccoveeiviiiiiciie e 39
1.4.5. Gegenbauer POlNOMIATT .......occvviiiiiiiiiiiii s 42
2. YAKLASIK COZUM METODLARININ ORTOGONAL POLINOMLAR ILE
MODIFIKASYONU ....coooiiiiiiiiiiiintiesiee i 44
2.1. Gegenbauer ve Jacobi Polinomlariyla Adomian Ayrisim Metodu...................... 44
2.1.1. Metodun Uygulanmast..........cccveereereiinieenieeieesee e 46
2.2. Legendre Polinomlariyla Homotopi Perturbasyon Metodu...........cccccoceeiirnnnnene. 95
2.2.1. Metodun Uygulanmast.........ccocveeieerieinieenieeiee e 56
2.3. Legendre, Chebyshev ve Adomian Polinomlariyla Varyasyonel Iterasyon
IMIBEOTU ...ttt b e r bbb 65
2.3.1. Adomian Polinomlariyla Varyasyonel Iterasyon Metodu .............ccceveveee.. 65
2.3.2. Legendre ve Chebyshev Polinomlariyla Varyasyonel iterasyon Metodu .... 66
2.3.3. Metodun Uygulanmasi..........cocveeiieiiiiiieniie i 67

Vil



3. SONUCLAR VE ONERILER ........cooooiitititeiieeeeeeeeeeeeeeeeeeet ettt 75
3L SONUGIAN ..o 75
KT O 1= ] T USROS 75

A KAYNAKLAR ..ottt 76

[0 )/ 0000\ | 1T 79

viii



SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

Pn (X)

(a)n
F(a,b,c;x)
PP ()
Cy (%)

Kisaltmalar

ADM
VIM
HPM

. n. dereceden Adomian polinomu

. Hilbert uzay1
. Kisitlanmig varyasyon

: Lagrange carpani

: Lineer operator

: Lineer olmayan (Nonlineer) operator
: Birinci tir Chebyshev polinomlari

: Dirac-Delta Fonksiyonu

: I¢ carpim

. Agirlik fonksiyonu

: Legendre polinomlar1

: Pochhammer semboli

: Hipergeometrik fonksiyon
: Jacobi polinomlari

: Gegenbauer polinomlar1

: (Adomian Decomposition Method) Adomian ayrisim metodu
- (Variational Iteration Method) Varyasyonel iterasyon metodu
: (Homotopy Perturbation Method) Homotopi perturbasyon metodu



GIRIS

Yaklasik ¢ozliim yontemleri son yillarda bir¢ok lineer, lineer olmayan, adi, kismi
veya kesirli diferensiyel denklemin ¢6zimi igin kullanilmaktadir. Bu diferansiyel
denklemler 6zellikle miihendislik bilimleri, doga bilimleri ve ekonomi problemlerinin
matematiksel modellemelerinde karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu tezde kullanilan yaklagik ¢6ziim yontemlerinin temel esaslari, bu metodlarin
¢ozim prosedird ile ilgili ornekler ve elde edilen ¢oziimlerin yakinsaklhigr ile ilgili
teoremler tezin ilk boéliminde verilmistir. Yaklasik ¢6ziim yontemlerinden en sik
kullanilanlarindan birisi Adomian ayrisim metodudur (ADM). George Adomian
tarafindan ilk olarak 1986 yilinda tanitilan bu metod 6zellikle uygulamali bilimlerde
kullanilan lineer, lineer olmayan (nonlineer) adi veya kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerin ¢6zimi icin oldukca uygundur. ADM 0Ozellikle lineer olmayan
denklemlerin ¢oziimii igin kullanilan metodlardan birisidir. Bu metodla lineer olmayan
denklemlerin ¢ozimleri, terimleri kolayca hesaplanabilen sonsuz fonksiyon serileri
olarak ele alinir. Bu serideki her terim Adomian polinomlar1 olarak adlandirilan
fonksiyonlar yardimiyla hesaplanir. Elde edilen bu seri ¢6zim ise gercek ¢6zime
yakinsar. Bir diger yaklasik ¢oziim yontemi olan Varyasyonel iterasyon yontemi (V1M)
ilk olarak Cinli matematik¢i Ji-Huan He tarafindan onerilmistir (He, 1997, 1998).
Lagrange carpani bulmay1 temel alan metod, kolay hesaplanabilirliligi ve basitligi de
beraberinde getirmektedir. Diger geleneksel metodlarin aksine, VIM, lineerlestirme,
doniistiirme, perturbasyon veya ayristirma gerektirmemektedir, ayrica ¢éziime ¢ok hizli
yakinsamakta veya birka¢ adimda problemin ¢ozumini vermektedir. Ele aldigimiz bir
diger yaklasik ¢6ziim ydntemi ise Homotopi perturbasyon metodudur (HPM). ilk olarak
Cinli matematikci Ji Huan He tarafindan 1999 yilinda 6nerilen bu metod, diferensiyel
topolojide gordiigiimiiz homotopi teknigi ile perturbasyon tekniginin birlestirilmesi ile
olusmus bir tekniktir. Daha Once literatiirde bulunan klasik perturbasyon teknikleri
kiiclik parametreye ihtiya¢ duymaktaydi. Bu metod ile beraber homotopi teknigine gore,
bir p €[0,1] gbmilme parametresi ile birlikte bir homotopi kurulur. Buradaki gdmiilme
parametresi kiiclik parametre olarak diisiiniiliir ve boylece bu teknige Homotopi
perturbasyon teknigi adi verilir. Yine ilk b6limde Ortogonal polinomlar ayrintili olarak
ele alinmis, 6zellikle yaklasik ¢6ziim metodlarinin modifikasyonu igin kullandigimiz,

[-1,1] araliginda ortogonal Chebyshev, Legendre, Gegenbauer ve Jacobi polinomlari

anlatilmistir.



Yukarida bahsedilen yaklasik ¢oziim yontemleri oldukca kullaniglhi olmasina
ragmen bazi problemlerin ¢éziimiinde yetersiz kalmaktadir. Bu yetersizligi ortadan
kaldirmak i¢in ydntemlerde cesitli modifikasyonlar &nerilmistir. Ornegin, Wazwaz
(1999), Wazwaz ve El-Sayed (2001) galismalarinda ADM’nin modifikasyonu icin
cesitli yontemler gelistirmislerdir. Ayrica Babolian ve Javadi (2003), Babolian ve ark.
(2004) ise tekrar baslayan ADM’yi tanitmislardir. Mohyud-Din ve Noor (2008) HPM
ile Pade yakinsamasini birlikte kullanmig, Odibat ve Momani (2008) kesirli mertebeden
lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢6zimi i¢in baz1 modifikasyonlar yapmus,
Javidi  (2009) lineer Fredholm integral denklem sistemini ¢6zmek igin bazi
modifikasyonlar yapmis, Darvishi ve ark. (2010) birgok lineer olmayan problemin
¢Ozlimii i¢in ¢oziiml tahmin eden parametreler tanimlamis ve benzeri bircok calisma
HPM’nin modifikasyonu i¢in yapilmistir. Abbasbandy (2007) quadratik Riccati
diferensiyel denklemini ¢ozmek icin VIM ile birlikte Adomian polinomlarini
kullanmistir, Abassy ve ark. (2007) VIM ile birlikte Pade yaklasimmi ve Laplace
doniisimiinii  kullanmistir, Noor ve ark. (2009) dogrulama fonksiyonelinde bazi
modifikasyonlar yapmistir, Ghorbani ve Nadjafi (2009), VIM metodunda, baslangicta
bilinmeyen parametreler iceren bir deneme fonksiyonu kullanarak, Soltani ve Shirzadi
(2010) cesitli lineer olmayan denklemlerde lineer operatoriin serbestce secgimini
saglayarak modifikayon yapmislardir.

Ortogonal polinomlar da son yillarda yaklasitk ¢6ziim metodlarinin
modifikasyonu i¢in kullanilmaya baslanmigtir. Ortogonal polinomlarm ADM’nin
modifikasyonu icin kullanilmas: ise ilk olarak Hosseini tarafindan yapilmistir. Hosseini
(2006) Chebyshev ortogonal polinomlarinit ADM nin ¢6ziim prosediiriinde kullanmustir.
Daha sonra Liu (2009), Tien ve Chen (2009) ADM’nin modifikasyonu ic¢i Legendre
ortogonal polinomlarini kullanmiglardir.

Biz bu ¢aligmada ise, ADM metodunu, Chebyshev ve Legendre polinomlarinin
en genel hali olarak adlandirabilecegimiz Gegenbauer ve Jacobi polinomlarin
kullanarak modifiye ettik. Elde edilen sonuglarin etkinligi grafikler ve cizelgeler
yardimiyla karsilagtirmalar yapilarak gosterilmistir. Ayrica diger yaklasik ¢6zim
yontemlerinden HPM ve VIM, Chebyshev ve Legendre polinomlari kullanilarak
modifiye edilmistir. VIM ¢6zim prosedurinde ortogonal polinomlarin yani sira
ADM’de verilen Adomian polinomlar1 da kullanilmistir. Ortaya ¢ikan sonuglarin

etkinligi yine grafikler ve ¢izelgeler yardimiyla gosterilmistir.



1. TEMEL BILGILER VE BAZI YAKLASIK COZUM METODLARI

Bu bdlimde, ortogonal polinomlar ile ilgili temel kavramlardan bahsedilecek ve
yine bu kisimda lineer olmayan denklem ¢oziimleri i¢in bazi sayisal yontemler kisaca
incelenecektir. Boylece, sonraki bdliimde ele alacagimiz, lineer olmayan denklemlerin

¢ozlimiinde ortogonal polinom yaklagimlarina hazirlik yapilmis olacaktir.

1.1. Adomian Ayrisim Metodu

Adomian ayristm metodu (Adomian decomposition method-ADM) 1980’1
yillarda George Adomian tarafindan bulunmustur (Adomian, 1986, 1988, 1994).
Bulundugu tarihten itibaren birgok anabilim dalinda kullanilan bu metod 6zellikle
uygulamali bilimlerde kullanilan lineer, lineer olmayan (nonlineer) adi veya kismi
tirevli diferensiyel denklemlerin ¢6zimi icin oldukca uygundur. ADM 06zellikle lineer
olmayan denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan metodlardan birisidir. Bu metodla lineer
olmayan denklemlerin ¢oztumleri, terimleri kolayca hesaplanabilen sonsuz fonksiyon
serileri olarak ele alinir. Bu serideki her terim Adomian polinomlari olarak adlandirilan
fonksiyonlar yardimiyla hesaplanir. Elde edilen bu seri ¢ozim ise gergek ¢Oziime
yakinsar. Bu metodun yakinsakligi ile ilgili ilk ¢aligma Cherrault (1989) tarafindan
yapilmis ve daha sonra benzer ¢alismalar bagka arastirmacilar tarafindan da yapilmistir
Metodun yakinsakligi ve Adomian polinomlarinin elde edilisi de bu bdélimde ele

alinacaktir.

1.1.1. Adomian Ayrisim Metodunun Temel Esaslari

Genel olarak Adomian ayristm metodunun nasil kullanildigr bu boélimde ele
alinacaktir. Bunun igin
Lu+Ru+Nu=g, (1.1)
genel denklemi ele alinsin. Burada L kolayca tersi bulunabilen lineer operator, R
geriye kalan lineer terim ve N ’de lineer olmayan operatori belirtmektedir. Verilen bu

denklemin genel ¢ozimi

u :iun (1.2)

n=0
seri seklinde yazilir. Buradaki u, ¢ozimu Lu =g denkleminin kesin ¢oztimudr. (1.1)

denkleminden



Lu=g—-Ru—-Nu,
yazilabilir. L operatOrd, tersi bulunabilen bir operator oldugu icin
L'Lu=L"g-L"Ru—L"Nu, (1.3)

n

esitligi yazilabilir. Buradaki L operatorii L = seklinde n. dereceden bir tirev

operatdrii olarak ele alinirsa L™ operatéri de [0,t] araliginda tanimlanmis n katli bir
. d?

integral  operatoridir. Ornegin L  operatéri L o ise, bu durumda

L'Lu=u-u(0)—tu’(0) olacagindan (1.3) denklemi

u=u(0)+tu'(0)+L"'g—L"Ru—L"Nu, (1.4)

seklinde yazilir. Sinir deger problemleri igin (eger istenirse baslangic problemleri igin

de), belirsiz integral kullanilir ve katsayilar verilen kosullar yardimiyla hesaplanabilir.

Yani sinir deger problemleri i¢in verilen denklem

u=A+Bt+L"'g-L'Ru—L"Nu, (1.5)

seklinde yazilabilir. (1.4) veya (1.5) esitliginde verilen ilk ¢ terim u= ZUH serisinin
n=0

U, terimini elde etmek igin kullanilmaktadir. Nu teriminin analitik oldugunu

0

varsayarak NU:ZAw(uo,ul,...,un) olarak yazilabilir. Buradaki A, polinomlar

n=0
Nu = f(u) lineer olmayan fonksiyonuna bagli olarak elde edilir. Bu polinomlarin elde
edilisi Adomian tarafindan verilmistir. Adomian polinomlarin elde edilisi ile ilgili daha

sonra birgok c¢alisma yapilmistir. Bunlarin bazilarimi ileride inceleyecegiz. A,

polinomlari, fonksiyonun nonlineer olusuna bagli olarak asagidaki formiille elde
edebilebilir,

Ay = (),

A =u,(d /duy) f (up),

A, =u,(d /dug) f (uy)+(u2/21(d? / du,?) f (up),

A, =uy(d /duy) f (ug) +uu, (d? /du ) f (uy) + (2 /30)(d® / du,?) f (u,),

Bu formil n>1 igin, asagidaki gibi genellestirilebilir,

A = Zn:c(v, n)f*(u,).



Bu formilde c(v,n) Kkatsayilar1 formiildeki Adomian katsayilardir. Son olarak

yukaridaki denklemler kullanilarak ADM yardimiyla genel ¢6ziim

u=u,—L*R> u, —L*Nu, (1.6)
n=0

u=u,— LR u, -L" DA, (1.7)
n=0 n=0

seklinde bulunur. Burada u, = ¢+ L"g ve Lg =0 olur. Béylece
u,,=-L"Ru —L"A, n>0, (1.8)
rekiirans bagimtist elde edilir. Bu denklemi ve bilinen u, degerini kullanarak, diger

U, U,,....,u, degerleri elde edilir. Boylece bu degerler (1.2) denkleminde yerine

n

yazilarak u ¢6zimdi elde edilir (Ray ve Bera, 2006).

1.1.2. Adomian Polinomlarinin Elde Edilmesi

Adomian ayristm metodunun en zor kisimlarindan birisi  Adomian
polinomlarinin elde edilmesidir. Her ne kadar, ¢ogunlukla, birka¢ adimdan sonra
¢ozime bu metodla yaklasilsa da bazen bu polinomlarin elde edilmesi oldukg¢a giigtiir.

Adomian (1994), bu polinomlarin elde edilmesi i¢in, problemin lineer olmayan kismini
N(U) =D A, (U, Uy l,) (L9)
n=0

olarak ele almis ve Adomian polinomlarini

A}:%dd;n[N(iﬂ‘yiﬂ , N=0,12,.... (1.10)

i=0

formili ile vermistir. Bu formiil ile Adomian polinomlarinin hesaplanmasinin zor
oldugunu diisiinen arastirmacilar, bu polinomlarin pratik yonden bulunmasi iizerine
calismalar yapmiglardir. Wazwaz (2000) calismasinda Adomian polinomlarinin
bulunmasinda cebirsel ve trigonometrik 6zelliklerinin yan1 sira Taylor seri agilimindan
da faydalanmistir. Wazwaz ¢alismasinda iki 6nemli tespitte bulunmustur. Bunlardan

birincisi A, polinomu sadece u,’a baghdir, A polinomu sadece u, ve u,’e baghdir,
A, polinomu da sadece u,,u, Ve u,’ye baglidir. Bu durum bdylece devam eder. Ikinci
olarak ise (1.9) esitligiyle verilen her bir A, polinomu n bilesenden olusmaktadir.

Boylece, yeni bir algoritma olusturmada bu ikinci 6zellik 6nemli bir rol oynamaktadir.



Buradan agikga anlagilabilir ki A, polinomunun elde edilisi diger A, (n=>1)
polinomlariin elde edilisinden bagimsizdir ve

A, =F(u,) (1.11)
yazilabilir. A, tanimlandiktan sonra F(u) nun geri kalan diger terimleri cebirsel

islemler, trigonometrik acilimlar ve uygun sekilde Taylor seri agilimi kullanilarak
genigletilir. Bu seri agilimdan sonra biitiin terimler serinin kuvvetlerine gore bir araya
toplanirlar. Boylece Adomian polinomlarinin bulunmasi tamamlanmis olur. Wazwaz

(2000), tarafindan tanimlanan bu islem bir 6rnek iizerinde asagidaki gibi agiklanmustur.

Ornek 1.1.1. F(u)=u® seklinde tammlanan fonksiyon i¢in Adomian polinomlarimi

hesaplayalim. Oncelikle u = ZUH olarak yazilirsa F (u) fonksiyonu
n=0

F(U) = (U + Uy + Uy + U, +---)? (1.12)

seklinde olur. Sag taraftaki kare agilimi1 yapildiginda ise

F(u) =u,” +2u,U, + 2UyU, +U,* + 2U U, + 2U,Us +- - (1.13)
seklinde bulunur. Bu seri ag¢ilim u, ifadesinin ayni alt simgeli bilesenlerin toplanu
olarak diistintiliip tekrar yazilirsa (1.13) ifadesi yeniden

F(u)= E‘i +2UU, + 2U U, + U, + 2U U, + 2u,U,

A " . (1.14)
+2U,U, + 2U,U; + U, + 2UgUg + 2U,U,, + 2U,Ug + -
A As
seklinde diizenlenebilir. Boylece F(u) =u’ fonksiyonu icin Adomian polinomlari
A = uo2
A =2uyu,
= 2U,U, +U,”

AZ 0™~2 1 (1.15)

A, =2u,u, +2u,u,
A, = 2u,U, +2u,U, +U,’
A =2u,U, +2u,U, + 2U,U,.
seklinde bulunmus olur.
Adomian polinomlarin1 elde etme metodlarindan bir digeri de Abdelwahid
(2003) tarafindan verilmistir. Abdelwahid (2003) herhangi bir lineer olmayan

fonksiyonun Taylor agilimini



fu)="fu,)+u +u,+--)f (u0)+ (u +U, +- )2 f "(ug)+-- (1.16)

seklinde tanimlamistir. Bu seri acilim,

f(u)= f(uo)+H Z&lluhjf (U, )} H%iéz u }f’(uo){% le 52vi1+i2ui1ui2} f”(uo)}

1! =1 =1 iy =1
1 1 <
Z 5i Ui | T'(Uo)+| = z Oy, U U | T (Up) +| = Z O35 4i, i, Uy U fm(uo)
I 't 2 e htlz 7h 3!i1,i2,i3=1 i+t
(1.17)
seklinde de yazilabilir. En genel haliyle bu ac¢ilim
n+l-v
f(u)="1(uy,) "‘Z( Z O iy, U Ui, "'uivJ f e (Ug) +-- (1.18)
hlz ..... i,=1
olur. Buradan Adomian polinomlar ise
A = T(u,)
n+l-v 119
A = Z( D Oniiyei Uy Uy )f<v)(uo)+-~-, n=12,.. (1.19)
=1 V iy, iy =1 v v '

esitlikleriyle hesaplanmir. Bu formildeki 6, , Kronecker delta ¢arpimidir ve daima n>v

olmalidir. Bu formiillerin hesaplanmasi igin ayn1 makalede bir Mathematica programi
algoritmas1 verilmistir.

Pourdarvish (2006) ise c¢alismasinda Wazwaz’in verdigi formili farkli bir
sekilde ele alarak polinomlarin bulunmasini daha kolay hale getirmistir. Pourdavish

(2006), calismasinda A parametresini kullanarak ¢6zimi ve lineer olmayan terimleri

=>u,A" ve G,(U)=>" A Uy, Uy,...., U ) A" (1.20)
n=0 n=0

seklinde ele almis ve bOylece verilen denklemde bu esitlikleri yerine yazarak elde edilen
esitligi A ’nin bir kuvvet serisi olarak diisiinmiistiir. Buradaki A ’nin katsayilar ise
Adomian polinomlarmi vermektedir. Pourdavish (2006) calismasinda asagidaki 6rnegi

vermistir.

Ornek 1.1.2. Lineer olmayan terimler F(U)=U?U, olarak verilsin. Oncelikle

= ZUi z A olsun. U, ve U ,, ifadeleri F(U) esitliginde yerine yazilirsa

i=0



F,(U) =Uy’Uy +(2uguy, +Ug°U; )A+ (U Uy +2UgU,U, +2UgUyU; +Ug°U, )A2

+(2U1U2U0X + 2u0u3uOx + ulzulX n 2uoUzU1X " 2U0U1sz N u02u3x VA% . (1.21)
elde edilir. Boylece Adomian polinomlari
Ab = UOZUOX )
— 2
NS (1.22)

2 2
A =u U, + 2u0u2uox + 2u0u1ulx +Uy°U, |
2 2
A = 2u1u2uox + 2u0u3uox +Uu, + 2u0u2ulx + 2u0u1u2x +Uy" Uy .

seklinde olacaktir.

1.1.3. Adomian Ayrisim Metodunun Y akinsakhgi
Adomian Ayrisim metodunun yakinsaklhigi ile ilgili ilk ¢alisma Cherruault

(1989) tarafindan yapilmistir. Cherruault ¢alismasinda genel bir fonksiyonel denklemi
y-N(y)=f, (1.23)
olarak ele almistir. Burada N:H — H, H Hilbert uzayinda tanimlanmis bir lineer

olmayan operator formu, f fonksiyonu da H uzayinda tanimlanmig bir fonksiyondur.
Ulasilmaya calisilan ise y e H ¢ozimudir. (1.23) denkleminin bitin f e H igin tek

¢6zUimi olsun. ADM’ye gore y ¢0zumi

y=2 Y (1.24)

seklinde sonsuz bir seri toplam1 ve N(y) lineer olmayan fonksiyonu da

N(Y)=D A, (1.25)
n=0

seklinde gosterilir. Buradaki A, ifadesi, y,y,,...,Y, 'in Adomian polinomlaridir ve

A\—i d N iﬁ,‘y n=0,12 (1.26)
n! d//in o i 1:0! gy Ly ene .

formliiyle hesaplanir. (1.25) ve (1.24) denklemi (1.23) denkleminde yerine yazilirsa

2 V-2 A =1, (1.27)

n=0 n=0

esitligi elde edilir. )"y, serisindeki her terim
n=0
Yo = f,

y A . n>1 (1.28)



rekiirans bagmtisiyla bulunur. Pratik olarak, Zyn sonsuz serisindeki tum elemanlar
n=0

N
elde edilemeyeceginden, Zyn sonlu yaklagimi ile ¢oziim hesaplanabilir. Cherrault
n=0

boylece metodu baska bir formiille

Sy =Yt Y, + Y, (1.29)
seklinde ifade etmis ve S, serisinin basit iterasyon ¢ozumine

N(Y,+S)=3S (1.30)

yakinsadigini ispatlamistir. Bununla ilgili asagidaki teoremi verelim.

Teorem 1.1.1. (Cherrauault 1989) Varsayalim ki N bir daralma (N <1) olsun. Eger
IN, = N||=¢, —>,.. 0 ise bu takdirde {S} serisi S ,=N(y,+S,), S, =0 scklinde
verilirve N(y,+S)=S esitliginin ¢dziimii olan S ¢dziimiine yakinsar.

Teoremden de goriilecegi gibi ADM’nin yakinsak oldugunu ispatlamak ig¢in
asagidaki iki kosul gereklidir.

e N bir kisitlama olmalidir. (N <1)

e [N,—N|=¢, -0, (n—>x)
Bu iki kosul oldukea gii¢lii kosullardir. Tkinci kosul z A, serisinin yakinsak oldugunu

n=0
garanti eder ama yiiksek mertebeden lineer olmayan denklemler igin saglamasi oldukca
zordur.
Babolian (2002) calismasinda ise ADM’nin yakinsaklik mertebesi iizerine

calismistir. Calismasinda ilk olarak asagidaki tanim1 vermistir.

Tamm 1.1.1. (Babolian ve Biazar, 2002) {S,} serisi S ¢oziimiine yakinsasin. Eger

n+l_S

GECH -

lim

n—o

olacak sekilde p ve C gibi iki sabit bulunabiliyorsa bu p sayisina yakinsaklik
mertebesi ad1 verilir. {Sn} serisinin yakinsaklik mertebesini elde etmek icin N(y, +S,)

ifadesinin Taylor seri agilimi1 yapilirsa
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N"(yo +9)

N'(Y, +5)
! 21

N(yo+sn)=N(yo+S)+ (S —S)+ (S —S)2+...

n n

1.32
N9y, +5) )

k!
eldeedilir. S, =N(y,+S,), S, =0 ve N(y,+S)=S esitlikleri kullanilarak

(8,-8)"+--

" (k)
S,0-8 =N'(y +8)(5, ~8)+ 1003 (s gy f FLOED) (5 gyes1.39)

yazilir ve asagidaki Teorem ortaya ¢ikar.

Teorem 1.1.2. (Babolian ve Biazar, 2002) N € C’[a,b] olsun. Eger N"(y,+S) =0 ve
k=12..,p-1 i¢in eger N*(y,+S)=0 oluyorsa bu takdirde {S,} serisinin

yakinsaklik mertebesi p sayisidir.

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin Adomian metodu ile ¢6ziminde

yapilan hata ile ilgili bir calismay1 da El-Kalla (2007) yapmistir. ElI-Kalla ¢alismasinda

S YO+ SO () =X (1.34)

diferensiyel denklemini,

dy(0 d?y(0 d“'y(0 .
y(0) =c,, {j(t):cl, dzg)zcz""'dt—"y‘(l)zcn‘l’ (c,,C,iC,y, .. C,, SADIL) (1.35)

baslangi¢ kosullar1 altinda ele almistir. Bu ¢alismada, x(t) fonskiyonu Vte J =[0,T]
igin smirlt ve VO<t<T icin | p (r)| <M (M sonlu bir say1) seklinde kabul edilmistir.
Lineer olmayan terimde Lipschit sartini |f(y)— f(z)|£ L|y—z| saglamaktadir. Bu

denkleme Adomian metodunu uygulayarak
y(t) =y (), (1.36)
i=0

seklinde bir sonuca ulasilir. El-Kalla bu ¢6ziimiin tekligi, yakinsaklig1 ve hata analizi ile

ilgili agsagidaki teoremleri vermistir.

Teorem 1.1.3. (El-Kalla 2007) Baslangig kosullar1 (1.35) seklinde verilen (1.34)

k

denkleminin a = olmak lzere 0 <« <1 i¢in tek bir ¢éziimii vardir.
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Teorem 1.1.4. (El-Kalla 2007) Baslangi¢ kosullar1 (1.35) seklinde verilen (1.34)

denkleminin Adomian metodu kullanilarak elde edilen (1.36) ¢ozimi |y1|<°° ve

0 < o <1 kosullar altinda her zaman yakinsaktir.

Teorem 1.1.5. (El-Kalla 2007) Baslangig kosullar1 (1.35) seklinde verilen (1.34)

denkleminin Adomian metodu kullanilarak elde edilen (1.36) ¢6zUmunin maksimum

m

(04 .
- rpea}x|y1(t)| dir.

1-—

<

kesme hatast max
ted

YO -3 0

1.1.4. Adomian Ayrisim Metodunun Uygulanmasi

Bu bélimde ADM’nin bazi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde nasil
kullanildig1 gosterilecektir. ADM lineer, lineer olmayan, baslangi¢ ve siir deger
problemlerinde, adi kismi, kesirli tdrevli diferensiyel denklemlerde ve integro
diferensiyel denklemlerin ¢ozlimlerinde olduk¢a kullanighh bir yontemdir.  Bu

diferensiyel denklemlere iligkin bazi 6rnekler asagidaki gibidir.

Ornek 1.1.3. (Biazar, 2005) Bu 6rnekte ADM, integro-differensiyel denklemlerin bir

sisteminin ¢ozlimiinde kullanilmistir. Coziimii istenen sistem

Y =1 x40 -y, = [ (10 + v, (D)t
’ (1.37)

¥, ==1-x+y, - [ (1) -y, @),
0
seklinde verilmistir. Bu sistemin gergek ¢ozimu vy, (x) = x+e* ve y,(x)=x—e* dir.

Yaklasik ¢oziimiinii elde etmek icin sistem operator formunda yazilarak her iki tarafa
X

ters operator olan I(.)dx operatorii uygulanirsa
0

X2 X3 X X X
i = Y2 (0)+ x4 -+ [ ook = [ [ (1, () + ¥, ()t
0 00 (1.38)

Y. =Y¥,(0)- X—X?z+iy1dx—ﬁ(y1(t) — Y, (1))dtdx,

elde edilir. Adomian polinomlarini elde etmek icin ise asagidaki rekiirans bagintisi

kullanilabilir
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2 3
=1+ X+—+—,
Y10 > 3
X2

—_1-x-%,
Y20 5

X

yl,n = _J‘ y2,ndX -

0

(yl,n (t)+ Yon (t))dtdx,

(Yy0 () = ¥, , (1)) dtdx.

O ) < O —_— x
O Gy < <) —

yz,n = jf Yis nadx —
0

Bu rekiirans bagintisindan faydalanarak yedi terimli yaklasik ¢c6zim

y1=1+2x+1x2+£x3+ix4+ LEYCIUNE Y. S Y. BN S,
2 6 24 120 720 2520 81729648000
1 2_1 3 1., 1 5 1 5 1 8 1 w14

X X+ X —_—
2 6 24 120 720 40320 10897286400

seklindedir. Dort terim alinarak bulunan yaklasik ¢6ziim ve bu ¢O6zUmlerden ortaya

¢ikan hatalar Cizelge 1.1 de verilmistir

Cizelge 1.1. Dort terim alinarak elde edilen yaklagik ¢6ziimlerin hatalar

X yl(n =3) e(yl(n =3)) yz(n =3) e(yz(n =3))
0 1 0 -1 0

0.2 1.42133 0.717E-4 -1.02133 0.664E-4
0.4 1.89060 0.121E-2 -1.09077 0.104E-2
0.6 2.41565 0.646E-2 -1.21690 0.521E-2
0.8 3.00439 0.211E-1 -1.40952 0.160E-1
1.0 3.66546 0.528E-1 -1.68056 0.377E-1

Ornek 1.1.4. (Luo 2005) Bu 6rnekte iki boyutlu bir sinir deger problemi olan bir 1s1

denklemi ADM ile ¢6ziilmiistiir. Ele alinan denklem
u, :%(yzuxﬁxzuw), 0<x, y<1t>0, (1.39)

seklindedir ve

u,(0,y,t)=0, u (L vy,t) =2sinht,

1.40
u,(x,0,t) =0, u,(x,1,t) = 2cosht, (1.40)
Neuman sinir kosullarina
u(x,y,0)=y? (1.41)

baslangi¢ kosullarina sahiptir. Bu denklem operator formunda yazilirsa

Lu :%(yzuxx+x2uw), 0<Xx y<1t>0, (1.42)
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t
olur ki burada L:% olup, ters operator L[’lzj'(.)dt, (1.42) denkleminin her iki
0

tarafina uygulanirsa,
Uy (X, ¥, 1) = ¥,

Y0 =2 L ) + X (), ) = X

1 -1 2 2 2t
(%, Y1) =S L W) + X W),,) = Y o

1 -1 2 2 2 t3
US(X’ y’t):EL[ (y (u2)xx+x (uz)yy):X a;

006920 =2 L (Y () ), = ¥

esitlikleri elde edilir. Boylece ADM yardimiyla yaklasik ¢6ziim
t° t* t!

u(x, y,t) = x*(t +§+---)+ y2(1+§+a+---)

seklinde bulunur. Bu elde edilen ¢oziimiin kapali hali ise

u(x, y,t) = x*sinht + y* cosht,

olup aranan analitik ¢ozimddir.

1.2. Varyasyonel iterasyon Metodu

Cesitli bilimsel alanlarda adi ve kismi tlrevlerle ifade edilebilen birgok fiziksel
olay bilinmektedir. Gergek yasamdaki problemlerin teorik veya nimerik c¢ozimleri
bugiin bile kolay degildir. Bugiin lineer olmayan modeller i¢in gergek veya yaklasik,
analitik veya numerik, daha etkili ¢6zim metodlarini arastirmak ¢ok Onemli hale
gelmistir.

Varyasyonel Iterasyon metodu (Variational Iteration Method-VIM) ilk olarak
Cinli matematikgci Ji-Huan He tarafindan onerilmistir (He, 1997, 1998, 2000). O tarihten
beri bu metod pek ¢ok arastirmaci tarafindan lineer veya lineer olmayan problemlerin
¢cozlimiinde kullanilmaktadir. VIM birgok bilimsel veya miihendislik uygulamalari i¢in
oldukca kullanigh ve etkili bir ¢dziim semas1 dnermektedir. Lagrange ¢arpani bulmay1
temel alan metod, kolay hesaplanabilirliligi ve basitligi de beraberinde getirmektedir.
Diger geleneksel metodlarin aksine VIM, lineerlestirme, doniistiirme, perturbasyon veya
ayristirma gerekmemektedir, ayrica ¢dziime ¢ok hizli yakinsamakta veya birka¢ adimda

yaklasik ¢6ziim elde edilebilmektedir (Odibat, 2008).
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1.2.1. Varyasyonel iterasyon Metodunun Temel Esaslar

Bu metodun temel fikrini anlatmak i¢in asagidaki sekilde verilen
Lu(®)]+N[u()]=g(b), (1.43)
lineer olmayan denklem sistemini ele alalim. Burada L lineer operatér, N lineer
olmayan operatdr ve g(t) ise surekli fonksiyondur. Bu metodun temel karakteri (1.43)
esitligi icin
u.,t)=u (t)+ .t[;t{Lun (s)+Nd,(s)—g(s)}ds, (1.44)

t
seklinde bir dogrulama fonksiyonu yazmaktir. Burada A ,Varyasyonel teori sayesinde
kolayca elde edilebilen genel Lagrange ¢arpani, u,, mertebesi n olan yaklasik ¢oziim
ve G, de o0, =0 olarak tanimlanmis kisitlanmis bir fonksiyondur. Burada A nin bir
sabit yada bir fonksiyon olabilecegini sdylemek gerekir. A elde edildikten sonra n>0
olmak tizere ardisik islemler yardimiyla u(x) ¢ozuminin yaklasik ¢dzlimii olan u,(X)
¢cozumi elde edilir. Sifirinct mertebeden yaklasim olan u,(x), u(0),u’(0),u”(0),...

baslangi¢ degerleri kullanilarak yazilir ve boylece denklemin ¢oziimii

limu, (x) = u(x), (1.45)

seklinde bulunur.
Temel Ozelliklerini verdigimiz VIM’nin uygulanmasi ile ilgili birka¢ &rnek

asagidaki gibi verilmistir.

Ornek 1.2.1. (He, 2007) ilk olarak genel bir birinci mertebeden lineer diferensiyel
denklemi ele alalim

u’+a(t)u =b(t), u(0)=c. (1.46)
Bu denklemin dogrulama fonksiyoneli

du,
ds

u,,t)= un(t)+j'/1{ +a(s)u,(s) —b(s)}ds (1.47)

seklinde yazilabilir. u ’e gore yukaridaki fonksiyonelin dogru ve Su, =0 oldugu

belirtilerek
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t
SUya(t) = 8, (1) + 6 A{ddusn +a(s)u, (s) —b(s)}ds
0 t (1.48)
=6U, (t) + A6u, ()|, + j {—Z—M a(s)ﬁ}&un (s)ds=0
S
0
yazilir. Buradan asagidaki Euler-Lagrange denklemi
_0ALs) +a(s)A(t,s)=0 (1.49)
ve dogal smir kosullar
1+ A(t,s)=0 (1.50)
bulunmus olur. Boylece Lagrange ¢arpani
S t
A(t,s>=—exp{ Ja@ds-[ a(é)df} (L51)
0 0
seklinde elde edilir. Bu Lagrange ¢arpani, (1.47) denkleminde yerine yazilirsa
t S t dun
Upa () =0, (0 = [expd [a()dS - a(§)ds 14— 2+ als)u, () ~b(s) fds. (1.52)
0 0 0

sonucu bulunur. u(0) =c baslangi¢ kosulu altinda u’+a(t)u =0 homojen diferensiyel

t
denkleminin ¢bzumdi olan u, = cexp {—I a(f)dg} ile ¢6ziime baglanirsa
0

U, (1) =cexp{—ia(§)d§}—jb(s) expﬁa(é)df—ia(f)df}ds

=Ccexp {—j a(f)df} —exp {j' a(s)ds}j'b(s) exp {j. a(é)d §}ds

elde edilir ki bu gercek ¢ozimddir.

(1.53)

Ornek 1.2.2. (He, 2007) Lineer olmayan denklemler icin Lagrange c¢arpaninin
bulunmasi daha zordur. Bu zorlugun iistesinden gelmek igin lineer olmayan terimlere

kisitlanmis varyasyon uygulanmaktadir. Kisitlanmis varyasyonun nasil uygulandigini
u”(t) + w?u(t) = 0. (1.54)

lineer denkleminde goérelim. Bu denklem igin dogrulama fonksiyoneli

u ()= un(t)+jﬂ.{un" (s)+ WA, (s)}ds (1.55)
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seklinde yazilabilir. Burada U,, o0, =0 esitligiyle kisitlanmis bir varyasyondur. Bu
durumda, fonksiyonelin stasyoner kosullari

O*A(t,s)
0s?

1—M|t:s: 0, (1.56)
oS

0,

At,8)],=0.
yazilabilir. Bu esitliklerden Lagrange carpani kolayca
A=s-t, (1.57)

olarak elde edilir. Lagrange ¢arpaninin degeri iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa
t

s =0, )+ [ (5 —t){un" (s) +W2un(s)} ds (1.58)
0

elde edilir. Eger bu denklemin baslangi¢ degerleri u(0) =1 ve u’(0) =0 olarak verilirse
iterasyona u,(0) =u(0) =1 degeriyle baslanir ve yukaridaki iterasyon formullnu

kullanarak yaklasik ¢6zimler
_ 1 5,
ul(t)_l—zwt :

u, (t) :1—iwzt2 +iw4t4,
21 41 (1.59)

un(t)zl—iwzt2+...+(_l)n 1 w22
2! (2n)!

seklinde bulunur. Yukaridaki ¢6ziim prosediiriinden de anlagilacagi gibi yaklasik
cozimlerin gergek ¢ozim olan coswt ¢oziimiine yaklastigi agikga goriilmektedir.
Lagrange carpanin daha iyi tanimlanmasiyla yaklasik c¢oziimler gergek ¢oziime daha
hizl1 yakinsar.

Bahsedilen bu drnekler VIM’nin ¢6ziim prosedurinin daha iyi anlasilmasi igin
verilmis Orneklerdir. Asagidaki ornekte ise Momani ve Abusaad (2006) kismi tiirevli

Helmbholtz diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinii VIM ile yapmustir.

Ornek 1.2.3. (Momani ve Abusaad, 2006) Lineer, kismi tiirevli, Helmholtz diferensiyel

denklemini ele alalim. Helmholtz denklemi

lu(xy)  du(xy) _
09, i 00 Y) =0, (1.60)
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seklinde olup baslangi¢ kosullar1 ise
u(0,y) =y, u,(0,y) = y+cosh(y), (1.61)

olarak verilmistir. x ve y dogrultusundaki dogrulama fonksiyonelleri sirasiyla

Unia (X, Y) = U, (X, y)+M(5 a (X 0, 7 “a(’j 1) g (x,r)jdr,
, (1.62)
Uy (% y) =, (%, y)+j,1 ( a(;” y), 0 ua§/§ y) _ 0., y)jdé

olur. Burada 4 (i=1,2) Lagrange carpanlari, U, baslangi¢ yaklasimi ve U, de 60, =0

olacak sekildeki kisitlanmis varyasyondur. (1.62) i¢in dogrulama fonksiyonellerinin

kisitlamalar1 yazilacak olursa

[ [00y), 20y .
ou..,(x,y)=ou,(X, o
Uy (X, Y) = 0U, (X, y) + jﬂ{ o P (e y)]
0, [0%0,(5.y)
Ou,., (X, y)=0u,(x,y) +5.([/12 (a—ggjdé (1.63)
60, 00,9) =00 (6, ) 2 ) +6 TP 2,00 [, (€ WA (8 =0,

elde edilir. Bu fonksiyoneller ise asagidaki stasyoner kosullar1 saglar

du, 1-2,(£) =0,

(1.64)
%) =0,
Boylece bu denklemlerden Lagrange carpani
L,(§)=¢ =X, (1.65)

bulunur. Benzer iglemler yardimiyla A () =7 —y olarak elde edilir. Sonug olarak, x ve

y dogrultusundaki iterasyon formdilleri

Uy (6Y) = U, (%, Y) + [ (7 - y)(8 L) P (x,f)}dr, (166)
unﬂ(x,y):un(x,y)+j(4—x)(a“2? N, 5“a(y§ y) un(;,y)jdg. (1.67)

bulunur. Simdi A ve B Katsayilari X dogrultusundaki baslangi¢ kosullarindan elde

edilmek lizere, baslangi¢ yaklagimini u, = A+ Bx alalim. Boylece

U, (X, y) = y(L+ Xx) + xcosh(y), (1.68)



18

elde edilir. x dogrultusundaki Varyasyonel iterasyon formull (1.67) kullanilarak

asagidaki sonuglar elde edilir

_ For [ 0U(&,Y) | ug(SLy)
ul(x,y)—uo(x.y)+£(cf X)[ o + Y uo(&y)JdC,
u, (X, y) = y(L+x) + xcosh(y)

+I(§_X)[a Y+ {) +{(eoshly)) | &y@+¢)

> o¢ oy

c (oY) _(yat )+ ;(cosh(y)»jd;.

Buradan

u, (X, y) = y(L+x) + xcosh(y) - y[—%xz _%Xf%j

bulunur. Rekurans bagintisi kullanilarak u, (X, y) terimlerinin degerleri

U, (X, y) = xcosh(y) + y(1+ Xx),

x> x°
u, (X, y) = xcosh(y) + y{1+ x+—+_J,

21 3!
x> X xt X
u, (X, y) = xcosh(y) + y(1+x+a+§+m+aj,

2 Xt X x¢ x

X 6 7
U, (X, y) = xcosh(y) + y(l+x+ﬁ+§+ﬂ+§+a+ﬁ]’

seklinde elde edilir. Boylece, diferensiyel denklemin kapali formda ifadesi
u(x, y) = yexp(x)+ xcosh(y),

seklinde bulunmus olur.

1.2.2. Varyasyonel Iterasyon Metodunun Yakinsakhg

VIM’nin yakinsakligi iizerine bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Adi, kismi veya kesirli
tarevli, lineer veyaa lineer olmayan diferensiyel denklemlerin VIM ile ¢6zimdindn
yakinsakligi ile ilgili calismalardan birka¢i asagida verilmistir.

Odibat (2010) VIM’nin yakinsakligi i¢in bu metoda baska bir yaklagim
getirmigtir. Odibat ¢alismasinda lineer olmayan bir diferensiyel denklemi
Lu(t)+Nu(t)=g(t), t>0 (1.69)

olarak ele almistir. Burada ngt—m,meN, N lineer olmayan operator ve g(t) de

bilinen bir analitik fonksiyondur. Bu denklemin baslangi¢ kosullar1 ise

u®©)=c, k=0,1,...,m-1 c eR (1.70)
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seklinde verilmistir. VIM’ye gore (1.69) denkleminin dogrulama fonksiyoneli
t

U, ) =u )+ I[/l(f) (Lu, (z)+ NG, (r)-g (T))}df (1.71)
0

seklinde yazilir. Burada A Lagrange carpanidir ve lineer olmayan terim Nu igin

kisitlanmis varyasyon uygulanmistir. o0, =0 olacak sekilde bu fonksiyonelin stasyoner

denklemi
Su,,(t) =du, (t) + 5}[,1(1) (Lu (r)-g(r)) Jdr (1.72)

kullanilarak
m=1igin 1 =-1,

. (1.73)
m=2icin A =7-t,

ve genel olarak

o (="
m=>1icin A= 1.74
Gin = 2 ()" (L.74)
seklinde Lagrange ¢arpanlar1 elde edilir. Boylece (1.74) denklemini (1.71) de yerine

yazarak iterasyon formali

U s = uawj{() (- )m%wmﬂ+Nw@rg@»}r (1.75)
bulunur. Burada AJu] operatori
A[u]:_[[(( f)f)l( 7—t)"*(Lu, (r) + Nu(7) - g(r))} (1.76)
seklinde ve v,,k =0,1,2,... bilesenleri de

V, =U,

v, = A[Vo]

V, = AV, + V] (1.77)

Vi = A[Vo +V1+"'+Vk]

seklinde elde edilir. Son olarak, u(t)_llmu ®= ZV ifadesinden, ¢zim fonksiyonu
k=0

u(t) = ivk () (1.78)

seri toplam1 seklinde bulunur. Sifiriner (baslangig) yaklasim (u, =V,), problemin sinir

veya baslangi¢c kosullarim1 saglayacak sekilde istenildigi gibi secilebilir. Bu metodun
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basaris1 Vv, baslangi¢ yaklasimmin uygun olarak seg¢ilmesine baghdir. Verilen bu
alternatif yaklasimda v,baslangi¢ yaklagimi

-1
Cy .k

MB

Vo =
k

Il
o

seklinde secilecektir. Yaklagik hesaba gore islem yapildig diistiniiliirse, u(t) = ZVk (t)

k=0

¢cOzimu yerine n’inci mertebeden sonlu yaklagim serisi kullanilarak u(t):Zvk (t)
k=0

yazilabilir. VIM i¢in bu alternatif yolu 6neren Odibat (2010), yakinsaklik i¢in asagidaki

teoremleri vermistir.

Teorem 1.2.1. (Odibat, 2010) (1.76) ile verilen A operatéri H Hilbert uzayindan H

Hilbert uzayina tanimlansin. Bu takdirde (1.78)’de verilen
u(®) = v, ()
k=0

¢O0zumu

|ALV, +Vy + -+ +V, 4]

S7/”'6‘[\/0 +V1+“'+Vk+1]||! (|

V, 4| < 7/||Vk ||), vk e Nu{0}
olacak sekilde bir 0 < y <1 varsa yakinsaktir.

Teorem 1.2.1, Banach sabit nokta teoreminin dzel bir halidir.

Teorem 1.2.2. (Odibat, 2010) Eger (1.78) denklemiyle tanimlanan seri yakinsak ise bu

¢6zim (1.69) denklemiyle verilen lineer olmayan problemin gercek ¢cézimaddir.

Teorem 1.2.3. (Odibat, 2010) (1.78) denklemiyle tanimlanan ZVK(t) serisi, u(t)

k=0

i
¢ozlimiine yakinsasin. Eger u(t) :ka (t) sonlu serisi u(t) ¢oziimiine yakinsak bir
k=0

¢0ziim olarak ele alinirsa, burada yapilacak E,(t) maksimum hatas
l j+l
E,(t) <——»"" V| (1.80)
1=y

bulunur.
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Bu teoremlerin ispatlart Odibat (2010) tarafindan calismasinda verilmistir.
Yukarida elde edilen sonuglar Odibat (2010) tarafindan asagidaki Ornek (zerinde

gosterilmistir.

Ornek 1.2.4. (Odibat, 2010) Lineer olmayan bir
u'(t)=u’(t)+1, 0<t<1 (1.81)
diferensiyel denklemi u(0) =0 baslangi¢ kosulu altinda inceleyelim. Odibat’in (2010)
calismasinda ele aldigi bi¢imde (1.81) denklemi igin iterasyon formili

v, =0,

Vi =_'t”:[vo +V1—|—---+Vk],(l')—[vo +V1+"'+Vk]2(2')—1]dz', (182)

seklinde yazilabilir. Yukaridaki iterasyon formiiliinii kullanarak
v, =t,

1,
v, =—t°,
© 3

2.5 145
V, =—t°+—t', 1.83
15 63 (183
by By B, 4, 1o
105 2835 51975 12285 59535

vV, =

’

cozimleri bulunur. Agikga gorulebilir ki elde edilen ka ¢6zimda, problemin gercek
k=0

¢Ozimii olan u(t) = tan(t) =t +%t3 -‘r%ts +%t7 +--- ¢dziimiine yakinsamaktadir. Bu

problem igin S degerlerinin hesaplanmas: durumunda ise

B = M =0.33333

o

g, =1l o 44761
2 .
vl

B, vl 0.36472 (1.84)
vl

g, =Ll _ 0 20081
A .
vl
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bulunur. Tim i>1 degerleri ve 0<t<1 icin S degerleri birden kiiciik oldugundan

(1.81) denkleminin VIM ile ¢6ziimiiniin yakinsak oldugu sdylenebilir.

Tatari ve Dehghan (2007) calismalarinda ise ikinci mertebeden kismi tiirevli
diferensiyel denklemler icin bir yakinsaklik analizi yapmislardir. Bunun igin &zel
baslangi¢ kosullarina sahip ikinci mertebeden kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin
genel halini asagidaki sekilde vermislerdir
F(ula_ula_“,@,@,ﬂ]:o, (1.85)

ot oOx Ox° ot° oxot
VIM icin kismi tiirevli diferensiyel denklemin t dogrultusundaki dogrulama

fonksiyoneli ise

(1.86)

t 1 2~ 2 2 ~
0

or ' ox’ ox* ' or® oxor
seklinde yazilabilir. Burada 0., o0, =0 olacak bi¢imdeki kisitlanmis varyasyondur. A

Lagrange carpanini bulmak i¢in agagidaki stasyoner dogrulama fonksiyoneli asagidaki

sekilde yazilabilir
‘ ou, oa, 0%, o%u, 0%
ou, ., (x,t)y=ou,(x,t)+5| AF| u,,—,—,—*,—>,—> dr =0, 1.87
ra(X,1) =3 (1) ! ( or ox ' oxt ' ort ‘oxor ) (187)
Aslinda, bu denklemin ¢6zimd, uygun bir u,(X,t) baslangi¢ kosulu secimiyle
‘ ou, ou o°u. o%u, 0%

u,,(x,t)y=u (x,t)+ | AF| u,,—,—,—*,—+,— [dr, 1.88
(X1 =ty (X1 { ( orox ' oxt ort ‘oxor ) (1.88)

fonksiyonelinin sabit bir noktasi olarak diistiniilebilir.

Teorem 1.2.4. (Tatari ve Dehghan, 2007) (Banach sabit nokta teoremi). X bir Banach

uzayi ve A: X — X bir lineer olmayan doéniisiim olsun ve

|Alu]- AlT]|<yu-T], uTeX. (1.89)
esitsizligi saglansin. y <1 sabit sayilar1 igin A tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica,
u,., = Alu,] (1.90)
dizisi u, € X keyfi secimiyle birlikte, A ’nin bir sabit noktasina yakinsar ve

k=2
Jue =] < = 2 . (L.91)

j=1-1

bulunur.
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Teorem 1.2.4 uyarinca

(1.92)

t 2 2 2
A[u]:u(x,t)+j/1F(un,a“” u, ou, ou, 9, Jd ,
0

or ' ox ox* o7’ oxor
lineer olmayan doniisiimiinde VIM’nin yakinsak olmasi igin yeter sart A ’nin kesinlikle
daralmasidir. Ayrica (1.88) denklemiyle verilen dizi A sabit noktasina yakinsar ve bu

dizi (1.85) de verilen kismi diferensiyel denklemin bir ¢oziimudiir.

1.3. Homotopi Perturbasyon Metodu

Homotopi Perturbasyon Metodu (Homotopi Perturbation Method-HPM) ilk
olarak Cinli matematik¢i Ji Huan He tarafindan 1999 yilinda onerilmistir. Bu tarihten
itibaren HPM birgok bilimsel ¢alismada lineer, lineer olmayan, adi veya kismi birgok
problemlerin  ¢6ziimii i¢in kullanilmaktadir. Bu metod, diferensiyel topolojide
gordiiglimiiz homotopi teknigi ile perturbasyon tekniginin birlestirilmesi ile olugsmus bir
tekniktir (He, 2003). Daha oOnce literatirde bulunan klasik perturbasyon teknikleri
klcglk parametreye ihtiyag duymaktaydi. Bu metod ile beraber homotopi teknigine gore,
bir p €[0,1] gdmilme parametresi ile birlikte bir homotopi kurulur. Buradaki gomilme
parametresi kiigiik parametre olarak diisiiniiliir ve boylece bu teknige HPM ad1 verilir.

Metodun isleyisi ise asagidaki gibidir.

1.3.1. Homotopi Perturbasyon Metodunun Temel Esaslari

Bu metodun esaslarimi anlatmak igin Oncelikle asagidaki lineer olmayan
diferesiyel denklemi ele alalim
AW -Tf(r)=0, reQ (1.93)
ve denkleminin sinir kosullart da
B(u,ou/on)=0, rerl, (1.94)
olarak verilsin. Burada A genel diferensiyel operatér, B sinir operatorii, f(r) bilinen
bir analitik fonksiyon, I" da Q bdlgesi ilizerinde bir sinirdir. A operatori genel olarak,
L lineer operatorii ve N de lineer olmayan operatorii gostermek tizere L ve N gibi iki
kisma ayrilmaktadir. Boylece (1.94) denklemi, genel anlamda,
LW+N@u-f(r)=0, reQ (1.95)
seklinde ifade edilir. Homotopi teknigine gore v(r,p):Qx[0,1]— R ye kurulan

homotopi
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H (v, p) =1 p)[ L(v)—L(u,) ]+ p[AWV) - f(r)]=0, pe[0,1], reQ (1.96)
veya
H (v, p) = L(v)—L(uy)+ pL(uy )+ p[N(v)— f(r)]=0, (1.97)

seklinde yazilabilir. Burada p [0,1] bir gémilme parametresi ve u, sinir degerlerini

saglayacak olan baslangi¢ yakinsamasidir. (1.97) veya (1.98) denkleminden

H(v,0)=L(v)-L(u,)=0, (1.98)
veya
H(v,1) = A(v)— f(r) =0, (1.99)

oldugu agik¢a goziikmektedir. Buradan, p’nin sifirdan birime kadar degismesiyle
v(r, p)’nin u,(r)’den u(r)’ye kadar degistigini sdyleyebiliriz. Topolojide buna
deformasyon denir ve L(v)—L(u,) ve A(v)—f(r) ifadeleri de homotopik olarak
adlandirilir.

He (1999) ¢alismasinda p gdmdilme parametresini kiiciik parametre olarak ele
almugtir. (1.97) veya (1.98) denkleminin ¢oziminun p ’nin kuvvetlerine gore bir kuvvet
serisi oldugu diistiniiliirse
V=V, + Py, + PV, +--- (1.100)
esitligi yazilabilir. Burada p =1 durumunda ise (1.94) denkleminin ¢ozumu

u:lirqv:v0+vl+v2+--- (1.101)
P>

seklinde elde edilir. (1.102) denklemiyle verilen seri ¢6ziimii ¢cogu zaman yakinsaktir.
Yakinsaklik oran1 ise A(v) lineer olmayan operatorine gore degismektedir.
Yakinsaklik i¢in asagidaki iki durumu goz 6niinde bulundurmak gereklidir.

1.N(v) 'nin v’ye gore ikinci tiirevi kiigiik olmalidir. Clinkii p parametresi buna
gore daha bilyiik olabilir. (Ornegin p — 1 durumunda).

2. L'0N / ov normu 1’den kii¢iik olmalidur.
HPM cesitli diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in asagidaki sekilde kullanilmaktadir.

1.3.2. Homotopi Perturbasyon Metodunun Kullanim
HPM bircok lineer yada nonlineer denklemin ¢6ziimiinde oldukga kullanislt bir

metoddur. Simdi bu denklemlerin HPM ile ¢6ziimiiyle ilgili birka¢ 6rnek verelim.
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Ornek 1.3.1 (He,1999) Literatiirde iyi bilinen Duffing denklemini géz éniine alalim.
Duffing denklemi

2
ZTg+u+gu3 ~0,u(0)= A u'(0)=0, (1.102)
ile verilsin. Burada
L(v) - L(u,)+ pL(u,) + pev® =0. (1.103)

2
ifadesini saglayan bir homotopi kurulabilir ve L:((jjTg+u olur. Gerekli islemler

yapilirsa
L(v)—L(u,)=0 ,v,(0)=A, v, (0)=0, (1.104)
L(v,) - L(u,)+e&v,> =0 ,v,(0) =V, (0) =0. (1.105)

lineer sistemi elde edilir. (1.104) denkleminin baslangi¢ yaklagimini « bir sabit olmak
tzere v, (t) =u,(t) = Acosat alimirsa, (1.106) denkleminden

2 3

d—\2/1+v1+A(—oc2 +1+§gA2jcosat+ic053at:O (1.106)
dt 4 4
elde edilir. Buradan (1.107) denkleminin ¢dzimi

t 3
v, (t) = Isin(r—t){A(—oz2 +1+%gA2)cosar +%0053ar}dr

0 (1.107)
) 3 ,) A e
=| —a® +1+—&A" | ——(cosat —cost) + ————(cos 3at —cost)
4 a” -1 49a°) -1
bulunur. Boylece bilinen metodlarla a sayisi
2 2 2 pd
a:\/10+75A +\/64;13L045A +496%A (1.108)

seklinde olur. Kigik & degerleri icin « sayisi a:\/1+35A2/ 4+0(&%) olarak

hesaplanabilir. Boylece (1.108) denklemi yeniden

3

—Cosat +$cos 3at (1.109)
o? -1 4(9a?) -1

v, (t) =V, (1) + v, (t) = (—az +1+%<9A2j

seklinde yazilabilir. Ilk yaklasim, ¢oziim igin yeterlidir ve

3 3

3eA eA
ul(t) :VO (t)+V1(t) =mcosat+mcos3at (1110)

seklinde elde edilir.
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Ornek 1.3.2 (Roozi ve ark., 2011) Bu 6rnekte ise kismi diferensiyel denklemlerin HPM

ile ¢ozlimiinii gorecegiz. Kismi diferensiyel denklem

2 2 2 2

o )& o), a, dud w11)

ot ox° )\ ot° ox ot ot° ox
olup baslangig sartlar1 ise
u(0,x) =0,
M 0,) = —sinx, (1.112)
ot
o°u
Ed
ile verilsin. Bu denklemi HPM ile ¢ozmek icin

U du U oU o'y oU oU  o°U ouU
1- e - - + -U——- — (=0 (1.113
( p)( ] ( ot*  oxet? oxlet?  oxt ot ot* ox J (L113)

(0,x) =—cos X,

ot* ot
veya
O L T ST
homotopileri kurulabilir. (1.115) denkleminin
U=U,+pU,+plU,+ (1.115)

seklinde bir seri ¢oziimii olsun. (1.116) denklemi (1.115) esitliginde yerine yazilip,

p ’nin kuvvetlerine gore denklemler diizenlenirse asagidaki denklemler elde edilir:

0.0, 3%, _
ottt et
o M, du, oY, Y, 'V, U, &Y,
ot ot oxet® oxlet®  oaxt T ot at® ox
2. U, o, a'u, . o'V, U Y Y, _dU, U, o°U, au, _ 0, (1.116)
ot oxet® oxtet®  ox* Yt Yot ot ox At x|
3 3 4 4 - .
3.2 Lij K uj;1 K LZ.JJ._21 L0 uj_l —iUk U, ., _Jjazuzk TERT
ot oxot=  ox“ot OX = ot o Ot OX
Baslangi¢ degerlerinden faydalanarak, baslangic yaklagimi
2
U, =U, =Ccosx—tsin x—%cosx (1.117)

alinirsa iterasyon formulii de kullanilarak
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t3 4
U, =—sinX+—Cos X,
3! 41

t° t°
U, =——sinX——Cos X,
5! 6!

t’ t°
U, =—sin Xx+—CosX,
7! 8!

bilesenlerine ulasilir. Boylece, ¢oziim

u=U,+U, +U, +--

( 2t j . ( tt° ] (1.118)
=CoSX|l-—+—+--|-SINX| t——+—+"---
2! 4! 3! 5!

serisi seklinde bulunurki bu ¢6ziimiin kapali hali olan u=cos(x+t) problemin kesin

¢cozUimudar.

1.3.3. Homotopi Perturbasyon Metodunun Yakinsakhigi

Bu metodun yakinsakligi ile ilgili birgok ¢alisma yapilmistir. Cesitli diferensiyel
denklemlerin HPM ile ¢6ziimiiniin yakinsak oldugunu gosteren bazi calismalar1 burada
verecegiz.

Biazar ve Ghazvini (2009) kismi diferensiyel denklemlerin HPM ile
¢oziimlerinin yakinsak oldugunu gostermistir ve ¢alismalarinda asagidaki teoremden

faydalanmistir.

Teorem 1.3.1 (Biazar ve Ghazvini, 2009) X ve Y birer Banach uzayr ve N: X —»Y

bir lineer olmayan doniisiim olsun. Bu takdirde
WV, Ve X N(Vv)-N(@)|<y|v-], 0<y<1.
yazilabilir. Banach sabit nokta teoremine gére u gibi bir sabit nokta var ise bu noktada

N (u) =u saglanir. HPM ile elde edilen seri ¢ozlim ise

V,=N(V,,), V,u=>u, n=123,..

i=0
ile ifade edilebilir. B.(u) = {u* e X |||u —u|| < r} icin V, =v, =u, € B, (u) olmak lzere
Vo= <y vo —ul,
ii.  V, eB,(u),

. limV, =u.

n—oo
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yazilabilir. Bu teoremin bir uygulamasini asagidaki 6rnekte gorebiliriz.

Ornek 1.3.3. (Biazar ve Ghazvini, 2009) Kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin iginde

6nemli bir role sahip olan Burgers denklemini ele alalim. Burgers denklemi

UL 2 erx|0L (1.119)
a Vax T 2

seklindedir ve bu denklemin baslangi¢ kosulu
u(x,0) = 2x (1.120)

olsun. Burgers denkleminin analitik ¢oziminin u(x,t) =

oldugu bilinmektedir.

(1.120) denklemini (1.121) baslangi¢ kosulu altinda ¢6zmek igin HPM’ye gore

ov oy, o ov oV
_o) e | vE_2 o, 1.121
a )( atj p(at OX 8xj ( )
veya
2
NN %_V@ﬁ_‘zf , (1.122)
ot ot ot ox ox

homotopisi yazilir. (1.123) denkleminin ¢6zim

V=V, + PV, + PV, +--- (1.123)
olsun. (1.124) ifadesi (1.123) denkleminde yerine yazilir ve p ’nin kuvvetlerine gore
gruplanirsa asagidaki esitlikler elde edilir:

po:%_%zo
o ot
2
1:6—\/ My +VO%—6V20 =0, v,(x,0) =0,
ot ot OX OX

2. OV, ov, ov, 82
==tV —+V,—— =0, v,(x,0) =0, 1.124
P T ox  ox v (%.0)= ( )

b1 Ny K 1 =0, v.(x,0)=0.
P kzz(‘;k X X (x.0)

(1.121) baslangi¢ degerini gbz Oniine alarak baslangi¢ yaklasimi v, (X,t) =u,(x,t) = 2x

alinirsa

v, & v
j( ” v, k”]dt j=12,3,... (1.125)

k=0

rekiirans bagintisi elde edilir. Boylece seri ¢ozumumiin terimleri



u, (x,t) = —4xt,
u, (x,t) =8xt?,
U, (x,t) = —16xt°,
u,(x,t) =32xt*,
U, (x,t) = —64xt°,

u,(x,t) = (=1)"2"* xt",
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n Lg%V, 4, oV,
V,=V,=U,, V,= I(—’—ka a”Jdt, n=123,... (1.126)
X
0

j=0

ve ts%, 0<y <1, yazilr.

2
ox® £

N ’nin bir daralma olmasi HPM’nin yakinsakligi i¢in 6nemli bir kosuldur.

Boylece asagidaki esitlikler elde edilir:

vy —ul = fox—2 g ]
1+2t]  [1+2t]
B gl xt? 7\ x| _

T B R e

o o xt® ¥ L T
M, = o+, -] =16 2 _16(2 1+2tH—7/||v0 .

_ _ C _ __ Ah+2 th+l n+2 1 " Xt _.n _
AR TR Rl e SV e S

Buradan !im"\/n —u| < lim " Vo —u[|=0 ve u(x,t) = limv, :1J2r—XZt bulunur ki bu ¢6ziim

problemin analitik ¢ézimudur.

HPM’nin yakinsakligi ile ilgili bir bagka caligsma Jafari ve ark. (2010) tarafindan

yapilmustir. Jafari ve arkadagslart (2010) u,,u,,u,,... bir fonksiyon dizisi olmak Gzere

z u, serisinin u’ya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sartin

n=1

5,00 = YU, (¥

(1.127)
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seklinde tanimlanan kismi toplamlar dizisinin U ’ya yakinsamasi oldugunu belirtmisler

ve agagidaki teoremi vermislerdir.

Teorem 1.3.2 (Jafari ve ark., 2010) n=0,1,2,... sayilar1 i¢in (1.128) denkleminin

¢oziimiinde kullanilacak s (x) ardisik iterasyonlarini olusturmak i¢in
S () = F(x),

Sy (X)=f(X)+ /I.T k(x,t)s, (t)dt.

iterasyon semasi goz Oniine alinsin. Uygulamalarda

D —y T

b
j k?(x,t)dxdt = B2 < o0 (1.128)

olsun ve f(x)eL*(a,b) alnsin. Bu takdirde |4| <% ise yukaridaki iterasyon L*(a,b)

uzayinda (1.128) denkleminin ¢6ziimiine yakinsar. Bu teoremin bir uygulamasi

asagidaki ornekte verilmistir.

Ornek 1.3.4 (Jafari ve ark., 2010) Asagidaki integral denklemi verilsin:
u(x) =vVx + zj xtu (t)dt. (1.129)
0
Bu denklemin iterasyon formuli
5., (X) =~/x + zf (xt)s, (t)dt (1.130)
0

olur. Baslangig kosulu ise
u, (X) =X, (1.131)
alinarak (1.130) denkleminden

u(x) =vx + pij (xt)u(t)dt (1.132)

homotopisi kurulur. (1.131) seri ¢6ziimu (1.141) ifadesinde yerine yazilirsa
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p® 1, (%) = VX,
p* iU (X) = zj(xt)fdt_%

24t 2/12
2 = A () —~dt="2-x,
p* U0 j (x) =

22° tdt 2—’13
45 %

p° iUy (%) = zj (1)

esitliklerine ulasilir. Bu sekilde hesaplamaya devam edilirse

s, (X) = \/_{ 2 a2y 2 } \/_{ z(’l]ix} (1.133)

S. 30 5.31 5.32 =\ 3

genel ifadesi bulunur. Bu ise |4| <3 igin yakinsaktir. Diger taraftan Teorem 1.3.2 den

O ey

1 11
j k?(x, t)dxdt = j j xt)? dxdt_—= 2 (1.134)
0 00

bulunur ve |2| <3 igin (1.139) denklemi de yakinsaktir.

1.4. Ortogonal Polinomlar
[k olarak 1835 yilinda Murphy ortogonal polinomlari tanimlanstir. Ortogonal
polinomlarin 6nemini belirten kisi ise Chebyshev’dir. 1855 yilinda yaptig1 calisma,
Fourier serilerinin, surekli kesirler teorisinin ve yaklasim teorisinin olusturdugu bir
calismadir. Biz, bu calismada olduk¢a yaygin kullanilan birinci tlr Chebyshev
polinomlarindan ve diger ortogonal polinomlarin 6zelliklerinden kisaca bahsedecegiz.
Gauss  kendisine ait olan yaklagik quadratirle ilgili teorisinde

log ((1+ x)/(1- x)) fonksiyonun siirekli kesirlerle elde edilen seri agilimina yakinsayan

polinomlar kullanmigtir. Daha sonra Jacobi (1826) bu polinomlarin Legendre
polinomlart oldugunu belirtmis ve bu polinomlarin ortogonalliginin temel roli
oynadigini belirtmistir.

Baz1 ortogonal polinomlar ve 6zellikleri asagidaki gibidir.

1.4.1. Chebyshev Polinomlar
Literatiirde cesitli tlirden Chebyshev polinomlar1 bilinmektedir. Bunlar arasinda

en ¢ok bilinenleri birinci tir T, (x) Chebyshev polinomlaridir.
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Tamm 1.4.1. n’inci dereceden x’e gore birinci tir T, (x) Chebyshev polinomlar
X =c0s@ olmak uzere

T,(x) =cosnd (1.135)
olarak tanimlanir. x degiskeni [-1,1] araliginda secilirse buna karsilik gelen &
degiskeni de [0,7] araliginda se¢ilmis olur. Bu degerler karsilikli yonlerde gecis

saglarlar, yani Xx=-1 noktas1 @ =r’ye karsilik gelirken, x=1 noktast da =0
degerine karsilik gelmektedir.

T,(x) Chebyshev polinomlar1 cosnd fonksiyonunun agilimindan faydalanarak
bulunabildigi gibi
cosnd +cos(n—2)8 = 2cos @ cos(n—1)8 (1.136)
trigonometrik esitsizliginden de bulunabilir. (1.144) tanimindan faydalanarak
T.(X)=2xT,,(X)-T_,(x), n=2.3,... (1.137)
temel rekiirans bagintisi elde edilir. Baslangi¢ sartlari icin
T,(x)=1, T, (x)=x, (1.138)
degerleri kullanilarak biitiin {Tn(x)} degerleri etkin bir sekilde elde edilmis olur. (Fox

ve Parker, 1968)

Fonksiyonlarin ortogonalligi ile ilgili olarak asagidaki tanimi verebiliriz

Tamm 1.4.2. L,J[a,b] uzayinda f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 verilsin. Eger, w(Xx)

stirekli ve negatif olmayan bir agirlik fonksiyonu olmak iizere [a,b] araliginda
b
w0 f(x)g(x)dx =0 (1.139)

esitligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara ortogonal fonksiyonlar denir. Kolaylik olmasi

acisindan burada i¢ carpim simgesi kullanilirsa
b
(f,9) = [w() f ()g(x)dx, (1.140)

yazilabilir. Burada w, fveg, [a,b] araliginda x’in birer fonksiyonudur. Bdylece
(1.148) esitligi kullanilarak f (x) ve g(x) fonksiyonlarmin ortogonal olmasi igin gerek

ve yeter sart
(f,9)=0, (1.141)
olmasidir denilebilir. (EI Attar, 2006)
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1
T.(x) Chebyshev polinomlari, w(x) = (1-x?) 2 agirlik fonksiyonu olmak iizere
[a,b]=[-1,1] araliginda
t T.O)T. (x
<Ti,Tj>=.[ |( ) J( ) Ix

J1-x?

:jcosiecos jedeo.
0

(1.142)

yazilabilir. Ayrica i# j icin,

Jcosiecos jode :%I[cos(i + j)0+cos(i— j)o]da
0

0

_ i{smgl +.j)l9 s smgl —.J)e} o,
2 I+ ] I— ] 0
esitligi de agiktir. Boylece

(T,T;)=0, (i#]) (1.143)

yazilabilir ve {T,(x), i=0,1,2,...} dizisi [-11] arahiginda agirlik fonksiyonu

1
w(x) =(1—x?) 2’e gore olan ortogonal bir polinom dizisidir denilir.(Mason ve

Handscomb, 2003)
Bazi durumlarda [0,1] araliginda islem yapmak [-1,1] araliginda islem

yapmaktan daha uygun olabilir. Bu durumda s=2x-1 veya x:%(1+ S) donilisiimii

kullanilarak [0,1] araliginda n’inci dereceden birinci tiirden Otelenmis T,"(X)

Chebyshev polinomlari

T, (X)=T,(s)=T,(2x-1) (1.144)
seklinde elde edilir. Buradan &telenmis birinci tiir Chebyshev polinomlari igin baslangig
kosullar1

T, (x)=1 T (x)=2x-1 (1.145)

bulunur. Daha genel haliyle ele alinacak olursa Chebyshev polinomlar1 herhangi bir
sonlu [a,b] araliginda tanimlanabilir. Bunun igin [-1,1] araligina uygun yeni degisken

S olmak tizere bu degisken

g 2x—(a+b)

1.146
b a (1.146)
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seklinde tanimlanir. Buradan da goriildigi gibi [a,b]=[0,1] secilmesi durumunda

s=2x-1 bulunur ki, bu doniisimle bir O6nceki ele alinan Otelenmis Chebyshev

polinomlari elde edilmis olur. (Andrews, 1985)

1.4.1.1. Herhangi bir fonksiyonun Chebyshev serisine acilmasi
Chebyshev serileriyle ile ilgili formiilleri elde etmeden 6nce bu polinomlarin

tam bir polinomlar kiimesi olusturdugunu sdylemek gerekir. [a,b] kapali araliginda

pozitif, integrallenebilir agirlik fonksiyonunu ele alalim. Boyle bir agirlik fonksiyonu

her zaman lineer bagimsiz ortogonal polinom kiimeleri meydana getirir. Bu kiimeler ise

n=0,12,.. icin x"’in bltdn kuvvetlerini icerir. (Philips, 2003)

Teorem 1.4.1. (Snyder, 1966) {¢,(x)} pozitif, integrallenebilir ve w(x) agirlik

fonksiyonuna gore ortogonal polinomlarin bir dizisi olsun. Bu polinomlarin sonlu [a,b]

kapal1 araliginda ortogonal oldugu kabul edilirse asagidaki esitlik yazilabilir
b
W), () (¥)dx = C, 5, (1.147)

Burada C, sabit katsayilar ve &, Dirac-Delta fonksiyonudur. Boylece {¢,(x)}, [a,b]

araligindaki stirekli fonksiyonlarin bir tam kiimesidir.

1.4.2. Legendre Polinomlar:

Fransiz matematik¢i Adrien Marie Legendre tarafindan bu polinomlar gesitli
matematiksel ve fiziksel problemlerde ele alinmistir. Legendre diferensiyel denkleminin
¢6zimi olan bu polinomlar Laplace denkleminin, Helmholtz denkleminin ve benzer
kiresel kutupsal koordinatlardaki diferensiyel denklemlerin degiskenlerine ayrilmasi
islemlerinde de ortaya ¢ikmaktadir.

Legendre diferensiyel denklemi v sabit bir say1 olmak tizere
2
)Y ¥ ywanyy=o, (1.148)
dx dx

olarak verilmigtir. Bu denklem klasik ve quantum fiziginde 6nemli bir yere sahiptir.
Legendre denklemi klasik mekanikte, elektromanyetik teoride, 1s1 ve quantum

mekaniginde kiiresel koordinatlarla beraber sik¢a karsimiza ¢ikmaktadir. Bu denklemin
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¢0zimu P,(x),n’inci dereceden bir polinom olmak iizere Legendre polinomlaridir ve

asagidaki gibi elde edilir

_ < _1\m (2n—2m)! n-2m
P”(X)_r;)( D 2”m!(n—m)!(n—2m)!x (1.149)
@n)! ., @n-2! ., |
= — X"+

S 2"(n)? T 2"I(n-1)(n-2)!
Bu denklemde M =n/2 veya (n—1)/2ye esit olan bir tamsayidur. Ilk birka¢ Legendre

polinoumu asagidaki sekilde verilebilir
I:)0 (X) =1,
R(X)=x,

Pz(x)%(sxz—l),

P,(x) = %(5x3 -3x),

P,(X) = % (35x* —30x* +3),

P,(x) = % (63x° — 70x° +15x),

{P,(x)} ortogonal Legendre polinomlarmin bir kiimesi olsun. Bu kiimenin bir

elemani olan Legendre polinomlar1 —1< x <1 araliginda ortogonaldirler ve

2 |
1 ——— m=nise
[R.()P,(dx=12n+1 (1.150)

-1 0 m=n ise

ozelligi vardir. (Chow, 2000)
f(x) fonksiyonu (-1,1) araliginda pargali siirekli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
F(x)=e,P. (%) (1.151)
n=0

yazilabilir. ¢, n=0,12,... katsayilarin1 elde etmek i¢in (1.160) denkleminin her iki

tarafi P,(x) ile carpilir x ’e gore -1’den 1’e integre edilirse

j f (x)P,(x)dx = 3 cnj P, (x)P,(x)dx (1.152)

-1
bulunur. Legendre polinomlarinin ortogonallik ozelligi ve agirlik fonksiyonunun 1

oldugu dikkate alinirsa
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1

2
f (X)B, (X)dx=——c
J TO0R 0dx=2

elde edilir. Boylece c,, n=0,1,2,... katsayilar

c - 2”2”} F (0P (x)dx (1.153)

-1

olacaktir. (Scanlon, 1987)

Yeni ortogonal polinomlar1 tanitmadan o6nce bu polinomlarin taniminda

kullanilan hipergeometrik fonksiyonlar hakkinda biraz bilgi verecegiz.

1.4.3. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Elemanter fonksiyonlar ve 6zel fonksiyonlarin birbirleriyle olan iliskilerinden
dolayr bazen genel fonksiyonlar tanimlanabilir ve 6zel fonksiyonlar bu genel
fonksiyonlarin 6zel hali olarak ele alinabilirler. Bu yapidaki genel fonksiyonlar aslinda
tamimlanmis ve hipergeometrik tipteki fonksiyonlar olarak adlandirilmiglardir. Bu
fonksiyonlarin ¢esitli tiirleri bulunmasina karsin en temel olani standart hipergeometrik
fonksiyon ve bilesik hipergeometrik fonksiyonlardir. Ayrica genellestirilmis
hipergeometrik fonksiyonlarin MacRobert E-fonksiyonu ve Meijer G-fonksiyonu
seklinde baska genellestirmeleri de mevcuttur.

Hipergeometrik fonksiyonlar teorisinin en biiylik gelisimi 1812 yilinda Gauss
tarafindan yapilmis ve notlarinda yaymlanmistir. Daha o6nce Euler ve digerleri
tarafindan hipergeometrik fonksiyonlarla ilgili calismalar mevcutsa da bu fonksiyonlari

tanimlayan seriler hakkindaki ilk sistematik ¢alisma Gauss’a aittir.

1.4.3.1. Pochhammer Sembolu

Carpma formiilleri, faktoriyeller ve gamma fonksiyonlart ile ilgili
(@,=1 (a),=a@+1)---(a+n-1, n=123,.. (1.154)
kisaltmas1 yapilabilir. Bu sekildeki kisaltmaya Pochhammer sembolii denilmektedir.
Gamma fonksiyonlarinin 6zelliklerini kullanarak bu sembol

_TI'(a+n)

a),=———-, n=0,12,.... 1.155
(@), =—¢ @ (1.155)
seklindede tanimlanabilir. (a), semboli yerine bazen (a,n) seklinde tanimlanan Appel

semboll de kullanilmaktadir. Hipergeometrik fonksiyonlarin gosteriminde Pochhammer

sembolii olduk¢a kullaniglidir.
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1.4.3.2. F(a,b;c;x) Fonksiyonu

1+a—b +a(a+1)b(b+1)x Z(a) .(b), x" (1.156)
c c(c+1l) 2! = (), n! '

seklinde tanimlanan seriye hipergeometrik seri adi verilir. a=1ve b=c alinmasi

durumunda bu seri

X+ X2 4= X (1.157)

seklinde elemanter geometrik seriye indirgendigi i¢in bu sekilde adlandirilmislardir.

(1.165) esitligindeki genel u, terimini ele alarak ve bu terime oran testi uygulanarak

iU 0] @) (00X @0t |
20,00 || (©an+ DY (@), (0), X
:|X|Iim (a+n)(b+n)
>l (C+n)(n+1)

bulunur. Limit 6zellikleri kullanilarak ve a,b veya ¢ sayilarindan higbirinin sifir veya

negatif bir say1 olmadigini kabul ederek

un+l(X)
u, (x)

bulunur. Sonucta |X|<1 icin (1.165) serisinin yakinsadigi,

lim

nN—oo

=X (1.158)

X|>1 icin ise 1raksadigi
bulunmus olur. |X| =1 i¢in c—a—b >0 olmasi durumunda bu serinin yakinsak oldugu

gosterilebilir. Boylece

F(a,b;c;x) = nz(‘;(azc)(b) ’r‘”, X <1 (1.159)
hipergeometrik serileri tarafindan tanimlanan bu fonksiyona hipergeometrik fonksiyon
adi verilir. Ayrica bu sembol

,F(a,bic;x) = F(a,b;c;x) (1.160)
seklinde de verilebilir. Burada 2 ve 1 sayisi sirasiyla pay ve paydadaki terim sayisini
belirtmektedir. Noktali virgiille ayrilan ifadede a ve b paydaki, c’de paydadaki
ifadeleri gostermektedir. Eger ¢ bir negatif say1 veya sifira esitse (1.168) seklinde bir

seri dolayistyla F(a,b;c;x) fonksiyonu tanimli degildir. Ayrica a veya b 'nin her ikisi

birden bir negatif say1 veya sifira esitse bu seri sonludur ve biitiin X degerleri i¢gin
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yakmsaktir. Eger a=-m, (m=0,1,2,...) alirsa; bu takdirde n>m igin (-m), =0

olur. Bu ise (1.168) esitligini

F(=m,b:c;x) = nz;( ”(’():)(b) )r‘” <X <00 (1.161)
hipergeometrik polinomlarina indirger.

Asagida verilen ikinci merteben diferensiyel denklem
X(L-x)y"+[c—(a+b+1)x]y'—aby =0 (1.162)
Gauss’un hipergeometrik denklemi olarak adlandirilmaktadir. Bu denklem bu sekilde
adlandirilmistir ¢linkii

=F(a,b;c;x), c#0,-1,-2,... (1.163)
fonksiyonu denklemin bir ¢ézimudar. (1.172) denkleminin bir ¢6ziim oldugunu gérmek
icin F(a,b;c;x) serisini (1.171) denkleminde yerine yazmak yeterlidir.

Hipergeometrik fonksiyonlarin integral gosterimi de mevcuttur. Bunu gostermek

icin Beta fonksiyonunun

1
B(n+b,c—b) = j "1 (1—t)°*dt, c>b>0 (1.164)
0

gosterimi kullanilacaktir. Ayrica

(b)“ — 1—‘(C) i n+h-1rq  gyc-b-1
© TOre ) G exb-0 (1.165)

esitligi mevcuttur. (1.174) denklemi (1.168) esitliginde yerine yazilirsa

. A F(C) (a)n n n+b-1 c—b-1
F(a,b;c;x) = SO b)ﬂz j £ (1 t)* g,

) @ (1.166)

c b 1 c—b-1 n

T b)I Y (Z o) ]

bulunur.

2o

—r= (-1 (1.167)
n! n

esitligi kullanilarak (1.175) esitligindeki seri toplami

Z (@), —H(xt)" = Z(;aJ(—Xt)" =(L-xt)™ (1.168)

integral gdsterimi
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. A F(C) bl c-b-1 a
Fmbﬁm)wmr(_mjt —t)*P(1—xt)dt, c>b>0 (1.169)

elde edilmis olur.
Hipergeometrik fonksiyonlar, matematik analiz ve uygulamalarinda énemli bir
yere sahiptir. Pek cok elemanter ve 6zel fonksiyonlar bu fonksiyonlarin 6zel bir hali

olarak yer almaktadir. Ornek olarak bu fonksiyonlarin 6zel bir hali

F(Lb;b;x)= ni;(i]—)l" X" :ni; X"
bulunur ki buradan
F@Lbb;x)=1-x)" (1.170)
yazilabilir. Benzer sekilde
13

arcsin x = xF(=,=;=: x* 1.171
( Py ) ( )

ve

log(1—x) = —-xF (1,1, 2;X) (1.172)

bulunur. Ayrica bunlara ek olarak P,(x), n’inci dereceden Legendre polinomu olmak

Uzere
1-x
P (x)=F(-n,n +1;1;—2 ) (1.173)

esitligi mevcuttur. (Suetin, 2001)

1.4.4. Jacobi Polinomlar:

Eger
b
=jwdau)

katsayilari verilen da(x) ifadesinden elde edilen sayilar ise

CO Cl C2 Cn
Cl C2 C3 Cn+1
p,(X)=: i i e (1.174)
Cn—l Cn Cn+1 C2n—1
1 x x° X"

polinomlar1 de(X) ’e gore ortogonal fonksiyonlardir. Ik bakista polinomlarin matrisler

yardimiyla gosterimi biraz zor goziikebilir. Ama Wilson (1978,1991) yillarinda
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gostermistir ki ¢ogu 6zel durumlarda p, (x)’in hipergeometrik gosterimini elde etmek

determinantlar ile daha kolay olmaktadir.

Lemma 1.4.1. (Andrews ve ark., 1999) {¢n};° bagimsiz fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

Bu takdirde {p,(x)} fonksiyonlar dizisi

Hoo Hoa Hoo 0 Hyn

Hio Mg o 0 Mg
p,(x)=C,| : : Do (1.175)

Hoo Haax Haao 0 Hpan

¢0 ¢1 ¢2 ¢n
olarak verilir. Burada C_ sabittirve m<n igin
b
[ £, 00¢, (da(x) =0, (1.176)
bagintis1 saglanir ve
b

;= [ 6(0¢;09da(x), (1.177)

olarak verilmektedir.

Corollary 1.4.1. (Andrews ve ark., 1999) {¢,}. ve {w,}. iki dizi olsun. p,(x)

fonksiyonlar1
b
K= J-Wi¢jda(x)l
olmak Gzere (1.184)’deki gibi tanimlansin. Bu takdirde m <n-1 igin

[ 2, (0w, (0da(x) =0,

bulunur. Simdi 6zel olarak (-1,1) araliginda agirlik fonksiyonu o'(x) = (1—x)*(1+ x)”
olmasi durumunu ele alalim. Buradaki ama¢ p,(x) fonksiyonlarin1 elde etmektir.
Bunun igin ¢ (x) = (L-x)* ve w, (x) = (L+x)"* segilir. ¢, ve y, 'nin k "inc1 mertebeden

diger se¢imlerinden de ayni sonuglar elde edilse de bu secim isleri kolaylagtirmaktadir.

Bu durumda
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1
= [ @=) @+ %) T dx
-1

— 2a+/3+1+i+j F(a+1+ J)r(ﬂ+1+ I) (1178)
MNa+p+2+i+])

_pepaa D@+ DN (B+1+1)  2'(a+D),
B Cla+p+2+1) (a+p+2+10);

bulunur.

Teorem 1.4.2. (Andrews ve ark., 1999) (1.187) denkleminde verilen g ; katsayilar ile

beraber (1.184) polinomlarinin sabit ¢arpimi1 olan Jacobi polinomlari
P (A (x) = (a+1) F( nn+a+ﬁ+1a+1lTXj (1.179)

seklinde bulunabilir.
Jacobi polinomlari su sekilde de tanimlanabilir. Eger a veya b sayilarindan biri
negatifse yani —n gibi bir sayiya esitse F(a,b;c;x) hipergeometrik fonksiyonu bir

polinom haline gelir ve n’inci dereceden Jacobi polinomu olarak adlandirilir

F(ab:c:x) = ;( k”)( ()t:)k =§(_1)k [Ej%xk (1.180)

Genel olarak a > -1, > -1, olmak iizere bir¢ok fiziksel ve matematiksel uygulamasi
bulunan w(x) = (b—x)“(x—a)” seklinde bir agirlik fonksiyonu bulunan polinomlar
Jacobi polinomlar1 olarak adlandiriimaktadir. Ozel olarak a=-1 ve b=1 alinirsa,
a > -1, > -1 icin Jacobi polinomlart W(x) = (1-x)*(1+ x)” agirlik fonksiyonuna gore

[-1,1] araliginda ortogonal polinomlardir. Burada kullanilan genel lineer doniisiim

t=—1+ 2? seklindedir. o = 8 olmas1 durumunda ise W(x) = (1-x*)* olur ve bu

polinomlar ultrakiresel (spherical) polinomlar olarak adlandirilirlar. Ultrakiiresel

polinomlarin en ¢ok bilinen iki 6zel hali vardir. ¢ =/£=0 olmasi durumunda bu
polinomlar Legendre polinomlarini, ¢ = f = —% olmasi1 durumunda ise bu polinomlar

Chebyshev polinomlarin1 vermektedirler.
P“”(x) seklinde verilen Jacobi polinomlarimin iireteg fonksiyonu
R=(1-2xr+r?)"

olmak Uzere
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F(x,r)=2"R*1-r+R)“(-r+R)™ (1.181)

seklindedir. Yani P*“*’(x) Jacobi polinomlar1 her zaman

F(x,r)=2""R*1-r+R)“(-r+R)” => P (x)r". (1.182)

n=0

esitligini saglar. Bu denklemde bu polinomlarin ortogonalligi sorgulanabilir. = =0
olmast durumunda P,(x) Legendre polinomlarinin elde edildigi bilinmektedir.

Legendre ise bu polinomlar i¢in asagidaki esitligin gegerli oldugunu gostermistir

1+\/7 h

log
\/I’—S '[\/1 2xr+r2\/1 2XS + §°
= j > P, ()P, (x)r"s"dx.
Z1mpn

Bu ise ortogonal olduklarin1 gostermektedir. Chebyshev (1870) ayni metodu Jacobi
polinomlarina uygulamistir. Benzer bir ispat da Hermite (1890) tarafindan verilmistir.
Hermite, Legendre polinomlart i¢in bir ispat yapmaya caligmis ama buldugu ispatin
Jacobi polinomlari i¢in de gegerli oldugu goriilmiistiir.

Yukarida verilen bilgilerin 1s181inda

297 T(n+a+DI'(n+ B+1)
2n+a+ +1Tr(n+YIr'(n+a+ f+1)

j L-x)7 @+ x)” P (x)} dx =

-1

(1.183)

formiilii ~ yazilabilir.  Buradan  Jacobi  polinomlarmin  [-11]  araliginda
w(x) = (1-x)*(1+x)” agirlik fonksiyonu olmak iizere

297 T(n+a+)I(n+ S +1) .
jw(t)PW(t)P‘aﬂ’(t)dt— n+a+pB+1 nT(n+a+pB+1)
0 ,N=m

(1.184)
ozelligi sagladigi bulunabilir (Szegd, 1939).

1.4.5. Gegenbauer Polinomlar:

Leopold Gegenbauer tarafindan isimlendirilen bu polinomlar C;(x) ile

gosterilirler. Ultrakuresel polinomlar olarak da bilinmektedirler. [-1,1] araliginda

1
agirhik fonksiyonu W(x):(l—xz)a 2’e gore ortogonaldirler. Legendre ve Chebyshev

polinomlarinin genel bir hali olan bu polinomlar, Jacobi polinomlarinin ise 6zel bir

halidir. Gegenbauer polinomlari
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A-x*)y"—(a+1)xy'+n(n+2a)y =0 (1.185)
seklinde verilen Gegenbauer diferensiyel denkleminin 6zel bir ¢éziimiidiir (Hazewinkel,
2001). Kolayca goriilebilecegi gibi & =1/2 alinmast durumunda bu denklem Legendre
denklemine, dolayisiyla Gegenbauer polinomlart da Legendre polinomlarina
doniismektedir. Gegenbauer polinomlari
1 N n

e = ;cg ()t (1.186)
seklinde verilen tireteg fonksiyonunun terimleri olarak elde edilebilir (Stein ve Weiss,
1971). Ayrica bu polinomlar asagidaki rekiirans bagintis1 yardimiyla da elde edilebilir
(Hazewinkel,2001)

Co(x) =1,
C/ (x) =2ax,
: (1.187)
Co(x) = 1[2x(n +a+1)CY(X) - (N+22-2)C,(X) |.
n
Gegenbauer polinomlar1 Gaussian hipergeometrik serilerinin 6zel bir hali olarak
Co(x) = (Z“I)n 2F{—n,2a+n;a+%;l_72j (1.188)
n:

seklinde gosterilebilirler (Abramowitz ve Stegun, 1965). Bu polinomlar Jacobi

polinomlarinin 6zel bir halidir ve aralarinda

Ca (X) —_\""/n Pn(a—112,a—l/2) (X) (1189)

seklinde bir bagint1 vardir.
Gegenbauer polinomlar1 sabit bir « degeri i¢in [-1,1] araliginda agirlik

1
fonksiyonu w(x) = (1-x*) 2’e gore ortogonaldirler ve

) L 72T (n+2a) nem ise
j C(X)Ce(x)A-x2)" 2dx =1 ni(n+a)[T(a)] . (1.190)
- 0 , n=m ise

bagintisini saglarlar.
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2. YAKLASIK COZUM METODLARININ ORTOGONAL POLINOMLAR iLE
MODIFIKASYONU

Bu bélimde, genel hatlarini verdigimiz yaklasik ¢oziim metodlarindan Adomian
Ayrisim metodu (ADM), Varyasyonel Iterasyon metodu (VIM) ve Homotopi

Perturbasyon metodunun (HPM) ¢6zum proseddrlerinde, [-1,1] araliginda ortogonal

Chebyshev, Legendre, Gegenbauer ve Jacobi polinomlarinin kullanilmasiyla
yontemlerin modifikasyonunu ve ¢oziimlerin iyilestirilmesini inceleyecegiz.

Burada, ¢alismanin asil amaci olan Chebyshev ve Legendre polinomlarinin daha
genel hali olan Gegenbauer ve Jacobi polinomlar1 kullanilmis ve dnceki ¢alismalardan
daha iyi sonuglar elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin karsilagtirilmasi igin gizelgeler
ve grafikler eklenmistir. Ayrica diger yaklasik ¢6ziim metodlarindan HPM’nin ¢6ziim
prosediriinde Legendre ve Chebyshev polinomlar1  Kullanilmistir.  VIM’nin
modifikasyonunda ise Legendre ve Chebyshev ortogonal polinomlarinin yani sira lineer
olmayan terimler i¢cin ADM metoundan hatirladigimiz Adomian polinomlar1 da
kullanilmistir. Elde edilen sonuglarin etkinligi cizelgeler ve grafikler yardimiyla

gosterilmistir.

2.1. Gegenbauer ve Jacobi Polinomlariyla Adomian Ayrisim Metodu

Bu bélimde Adomian Ayrisim metodunun ¢6zim prosediriinde Gegenbauer ve
Jacobi polinomlarinin kullamimimi verecegiz. Bunun icin 6ncelikle bir diferensiyel
denklemin ADM ile ¢Ozilebilmesi icin verilen diferensiyel denklemi ilk olarak
L(u)+N(u)+R(u)=g(x) (2.1)
seklinde ele almistik. Genel olarak eger g(x), Adomian metodunun ¢6zim
prosediiriinde kullanilamayan bir fonksiyon ise, m keyfi bir sabit olmak uzere

g(x) fonksiyonu m ’inci dereceden bir Taylor serisine asagidaki gibi agilir

g~ 2 n(IO) X", 2.2)
n=0 :

Biz bu ¢alismamizda ise g(x) fonksiyonunu terimleri CZ(x) ortogonal Gegenbauer

polinomlari olan

g(x) ~ > a,Cy (x). (2.3)
n=0
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seriyi kullanacagiz. Gegenbauer polinomlarinin terimlerinin
Cq (x)=1,
C{ (x) =2ax,

CH(X) = 2a°X? —2ax® —a, (2.4)

Co(x) = %[ZX(n +a-1)C% (X)—(nN+2a - 2)c,‘$_2(x)}.
oldugunu biliyoruz. (2.3) denklemi ¢dziim prosediriunde yerine yazilirsa

Up = LH(@yC& (x) +3,C (X) + 8,C5 (X) +agCF (X) +...) + #(X)

Uy =-L"(Rug) - L™ (Nup)

U, =—L(Ruy) — LH(Nuy) (2.5)

Uy =—L(Ru;) - L H(Nuy), i=12,....
elde edilir. Elde edilen bu terimler, m pozitif bir say1 ve aranan yaklasik ¢dziimiin

mertebesini gostermek izere

u(x) = i u, (2.6)
n=0

seri agiliminda yerine konularak yaklasik ¢6ziim bulunmus olur.

Adomian ayrisim metodununun modifikasyonu igin kullanacagimiz [-1,1]

araliginda ortogonal polinomlardan bir digeri ise Jacobi polinomlaridir. «, f>-1 igin

Pn(“’ﬂ )(X) ortogonal Jacobi polinomlari olmak tizere g(x) fonksiyonu terimleri Jacobi
polinomlari olan bir seriye
m
g(x) = 3 bR (x) 2.7)
n=0

seklinde agilir ki buradaki Jacobi polinomlar1

p(@f) (7) =_L(@+N+]) Z”: n F(a+ﬂ+n+m+1)(z-1} 28)
" " nil(a+B+n+1) m) T[(a+m+1) 2 '

m=0
bagintisiyla hesaplanmaktadir. (2.7) denklemi ¢6zim proseduriinde yerine yazilirsa seri
¢Ozimin terimleri
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Ug = L0 P{P) (%) + bR #) (x) + 0, PS“) (x) + byP{* P (%) +..) + (%)
Uy =L (Rug) - L™ (Nup)
U, =—L(Ruy) — LH(Nuy) (2.9)

Uy =—L(Ru;) — L (Nuy), i=12,....

seklinde olur. Elde edilen bu terimler,
m

u(x)=> u, (2.10)
n=0

ifadesinde yazilarak yaklasik ¢6ziim elde edilmis olur (Cenesiz ve Kurnaz, 2011). Bu

metodun etkinligini gostermek i¢in asagidaki uygulamalar verilmistir

2.1.1. Metodun Uygulanmasi

Bu bolimde lineer ve lineer olmayan adi diferensiyel denklemler 6nerilen metod
ile ¢oziilmistir. Elde edilen sonuclar daha 6nce 6nerilen ortogonal Chebyshev ve
Legendre polinomlarimin kullanimindan elde edilen sonuglarla karsilagtirilmistir.

Problemin nlimerik sonuglari icin Maple 13 paket program kullanilmstir.

Ornek 2.1.1. Ik olarak Hosseini (2006) tarafindan verilen 0< x <1 araliginda tanimli
asagidaki lineer diferensiyel denklemi ele alalim:

"+ xu'+ x2u® = (24 6x2)e* + x2e® (2.11)
Bu denklemin baslangi¢ kosullari

u0)=1 u'(0)=0 (2.12)
olarak verilmistir. Bu denklemin ger¢ek ¢Oziimiiniin u(x) = eX oldugu bilinmektedir.

Adomian ayrisim metoduyla problemin ¢6zimind bulmak igin (2.11) denklemini (2.1)

denklemine doniistiirerek

L(u)+N(u)+R(u)=g(x) (2.13)
2 2 2

L:;—Z, R=xdi, N(u)=x%u® ve g(x)=(2+6x*)e* +x%* bulunur. Buradaki
X X

lineer olmayan terimler igin kullanilacak Adomian polinomlarin1 (Ghorbani (2009) ve
Ghorbani ve Nadjafi (2007))
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= x? (3u02u2 +3uguy ) (2.14)

Ag = X2 (3u02u3 +6UgUyUy + uf’),

2

seklinde verebiliriz. Burada L :3—2 operator ikinci mertebeden tlirev operatori
X
XX
secildigi i¢in tersi olan Lt :J‘J.(.)dx2 operatorii iki katli integral olarak alimalidir.
00

Ters operator, (2.13) esitliginin her iki tarafina uygularsak
u=L"(g(x)-LH(N))- L (R)) (2.15)

bulunur. Burada g(x)=(2+ 6X2)eXz +x%% fonksiyonunun integrali alindiginda

karsimiza erf (x) hata fonksiyonu ¢ikar ki buradan bir niimerik sonu¢ elde etmek

2
N

Bunun i¢in bu metodun ¢6ziime ulasabilmesi i¢in bir modifikasyona ihtiya¢ vardir.

imkansizdir. erf (x) hata fonksiyonu erf (x) = _[ e‘dt olarak tanimlanmaktadir.
0

Burada ilk akla gelecek islem bu fonksiyonun seriye agilmasidir. Hosseini (2006) g(x)

fonksiyonu i¢in Taylor seri agilimini ve Chebyshev ortogonal polinomlarini kullanmus,

Liu (2009) ise g(x) fonksiyonu i¢in Legendre ortogonal polinomlarini kullanmislardir.

Biz ise burada bu polinomlarin en genel hali olan Gegenbauer ve Jacobi ortogonal
polinomlarini kullanacagiz. Gegenbauer polinomlarinin kullanildig: ve ilk yedi terimini

aldigimiz seri agilimini asagidaki sekilde yazabiliriz,

g(x)ziaici“(Zx—l), 0<x<1. (2.16)
i=0

Burada a, katsayilarin1 bulmak igin Gegenbauer polinomlarinin ortogonalliginden

faydalanarak
1

1 _
[ 9(05x+05)CE ()~ x2)" 2dx

8 ==— - (2.17)

[[ce (x)]2 1-x3)" 2dx

-1
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1
yazabiliriz. Burada (1—X2)a 2 Gegenbauer polinomlarinin agirlik fonksiyonudur.

Ayrica verilen problem [0,1] araliginda oldugu i¢in [-1,1] araliginda ortogonal olan

Gegenbauer polinomlarindan faydalanmak i¢in t=0.5x+0.5 seklinde bir degisken

dontisiimii de yapilmigtir. Sayisal bir deger elde etmek icin =1 gibi 6zel bir deger

aldigimizda g(x) fonksiyonunun Gegenbauer polinomlarindan faydalanilarak elde

edilen seri agilim1

g(x) ~ 2.11- 4.47x+58.34x? — 230.68x° + 533.35x* —575.29x° + 258.25x° (2.18)

seklinde bulunur. Elde ettigimiz bu seri agilim (2.5) esitliginde yerine yazilirsa

Up = LH(2.11- 4.47x +58.34x> — 230.68x> +533.35x* —575.29x° + 258.25x°) + u(0) +u’(0)x
=1+1.05x-0.74x° +4.86x" +...

Uy =—0.25x* +0.11x° + ...

U, =0.03x° —0.01x” +...

Ug = 0.1x107°x" —0.4x107°x® + .

(2.19)
terimleri bulunur. Boylece Gegenbauer polinomlarindan faydalanilarak elde edilen
yaklagik ¢oziim

6
Ug (X) = D" U; (x) =1+1.05x* - 0.74x° + 4.60x* -11.42x° + ... (2.20)
i=0

olur. Gegenbauer polinomlarmin kullanildig: seri agilimla ger¢ek ¢oziim arasindaki fark
Cizelge 2.1°de verilmistir. Ayrica 6nerilen bu metodun etkinligini gostermek igin diger
ortogonal polinomlarin kullanildig1 seri agilimlarla elde edilen sonuglar da ayni
cizelgede birlikte verilmistir.

Benzer sekilde g(x) fonksiyonu terimleri ortogonal Jacobi polinomlar: olan
yedi terimli

6
g(x) = Y R@P(2x-1), 0<x<1, (2.21)

i=0

serisiyle birlikte de diistiniilebilir. Bu serideki c, katsayilar1 ise Jacobi polinomlarininin

[-1,1] araliginda ortogonal ve agirlik fonksiyonu (1—x)%(1+ X)ﬂ olmasi durumu goz

onidnde bulundurularak
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1
j 9(0.5x +0.5)P@A (x)(1- x)* 1+ x)” dx

_-1
¢ =

(2.22)

} [Pi@‘vﬂ)(x)]2 (1—Xx)% @+ x)” dx

seklinde elde edilebilir. Ozel olarak o = =1 almarak g(x) fonksiyonunun Jacobi

polinomlar1 yardimiyla seri agilimi

g(X) ~ 2.15-5.11x + 60.74x? — 231.09x> +521.77x* —556.23x° + 249.29x° (2.23)

seklinde bulunur. Elde ettigimiz bu seri agilim (2.5) esitliginde yerine yazilirsa

Up = L1(2.15-5.11x + 60.74x? — 231.09x° +521.77x* —556.23x° + 249.29x°) +u(0) + u'(0)x
=1+1.07x%-0.85x> +5.06x" +...
Uy =—0.26x* +0.12x +...

u, =0.03x° —0.01x" +...

Ug = 0.1x107°x!* —0.5x107°x™ + ..
(2.24)

elde edilir. Boylece Jacobi polinomlarindan faydalinarak elde edilen yaklasik ¢oziim

6
uj(x) =Y u; =1+1.07x* —0.85x> + 4.79x* —11.42x° +16.64x° +... (2.25)

i=0
seklinde bulunur. Jacobi polinomlarinin kullanildig1 seri agilimla gergek c¢oziim
arasindaki fark ve diger polinomlarin kullanimiyla elde edilen sonuclar Cizelge 2.1°de
verilmistir. Ayrica Jacobi ve Gegenbauer polinomlarin kullanilidiglr yaklasik

¢oziimlerin mutlak hatasi Sekil 2.1°de birlikte verilmistir.

Cizelge 2.1. Ornek 2.1.1 igin mutlak hatalar ve karsilastirmalari.

(15,0.75)

u(Xx)—us; X
x| u 000w (0] | 10—t (9] | [u00-up 0] | |09 - () 60w #2709
0 1 0 0 0 0 0
0.25 | 1.064494459 | 0.6x10” 0.00015957 0.00006364 0.00008167 0.00001202
0.5 | 1.284025417 | 0.00006674 0.00014306 0.00002084 0.99x10” 0.00005614
0.75 | 1.755054657 | 0.00439015 0.00020174 0.00005450 0.00001191 0.00002254
1 2.718281828 | 0.09377613 0.0013607 0.00002289 0.00042983 0.00001012

u(x) =gercek ¢ozim, u,(x) = Taylor serisi, u, (x) =Chebyshev serisi

Up (X) = Legendre polinomlari u8'45 (x) = Gegenbauer polinomlari (¢ = 0.45), ugl'5'70'75) (x) = Jacobi

polinomlar1 (a =1.5, 8 = —0.75). Gergek ¢6ziime en yakin sonuglar farkli zeminlerle belirtilmistir
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0.(0M2
0.(M18
0.(M16
0.(WMI14

0.(NH112

Sekil.2.1. Ornek 2.1.1 igin Jacobi ve Gegenbauer polinomlarmin hatalar1. Sekilde |u(X) - ug'45 (X)| hatas1

siyah ¢izgi ile |u(X) —u§1'75"°'45) (X)| hatas1 kirmizi ¢igi ile gosterilmistir.

Ornek 2.1.2 Simdi ise Tien (2009) tarafindan ele alinan 0<x <1 araliginda tanimli

Duffing denklemini inceleyelim:

u”+3u —2u® = cos(x)sin(2x), (2.26)
Denklemin baglangi¢ kosullar1 ise

u(0)=0, u'(0) =1. (2.27)

olsun. Bu durumda, denklemin analitik ¢ozimunin u(x)=sin(x) oldugu agiktir.

XX
L =[] ()dx*, N, =2u® ve R, =-3u olmak iizere (2.26) denkleminin her tarafina
00

Lt operatorii uygulanirsa
u=L"(g(0)+ L (N -L(Ry) (2.28)

esitligi elde edilir. Ozel a =1 degeri icin terimleri Gegenbauer ortogonal polinomlari

olan bir seri
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g(x) ~ —0.000017 + 2.00084x - 0.01198x? — 2.25765x> —0.25137x" +1.48237x> —0.47089x°

(2.29)

olur. Bu seri a¢ilim yerine yazilarak
Up = L™1(~0.000017 +2.00084x - 0.01198x? —...) +u(0) + u'(0)

=Xx—0.8x107°x? +0.3334x> —0.00099x* + ...

. aEy3 5.4
Uy =—0.5x"+0.2x107°X" + (2.30)
U, =0.07x° —0.2x107° x5 +
Ug = 0.1x107°x!® —0.1x10712x! + ..
terimleri elde edilir. Boylece yaklasik ¢oziim

6

Ug (X) = D U; (x) = x—0.8x107°x* —0.16652x* —0.00099x* +0.0012X" +.... (2.31)

i=0
seklinde bulunmus olur. Duffing denklemi icin Adomian ayristm metodunun
Gegenbauer polinomlart kullanilarak modifiye edilmesiyle elde edilen ugy(x) yaklasik
¢Oziimiin mutlak hatasi ve bu denklemin analitik ¢oziimii Cizelge 2.2°de birlikte
verilmistir. Bir karsilastirma yapilabilmesi i¢in diger ortogonal polinomlarin kullanildig:

yaklasik ¢6ziimlerde ayni ¢izelgede birlikte verilmistir.

Duffing denkleminin  Adomian metodu ile c¢6zilebilmesi icin  g(x)

fonksiyonunu seriye agmakta kullanacagimiz bir diger polinom ise ortogonal Jacobi

polinomlaridir. Yukarida verilen yollar takip edilerek 6zel «,f =1 degeri igin ¢g(X)
fonksiyonunun Jacobi polinomlar1 kullanilarak seri agilimi

g(x) ~ —0.00002+2.00103x - 0.01338x> — 2.25299x® —0.25912x* +1.48864x> — 0.47286x°

(2.32)
seklinde bulunur. Bu seri, ¢dzlimde yerine yazilirsa
Up = L™1(~0.00002+2.00103x - 0.01338x? —...) +u(0) +u'(0)x
=x—0.1x107*x* +0.3335x> — 0.001x" +...
u; =—0.5x3+0.3x10°x* + (2.33)

U, =0.07x> —0.3x10°x® +

Ug = 0.1x107°x*® —0.2x10712xM + ..

terimleri elde edilir. Boylece Jacobi polinomlariyla elde edilen yaklagik ¢6ziim



6
u;j(x) = Y u;(x) = x—0.1x10"*x* - 0.16649x° —0.00111x"* +0.01232x" +....

i=0
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(2.34)

seklinde bulunmus olur. uj (xX) yaklasik ¢6ziimiiniin mutlak hatasi ve diger ortogonal

polinom ¢Ozumlerinin mutlak hatalari Cizelge 2.2°de birlikte verilmistir. Ayrica bir

karsilagtirma yapilabilmesi i¢in Jacobi polinomlarinin ve Gegenbauer polinomlarinin

kullanildig1 ¢6zmlerine ait mutlak hata grafikleri de Sekil 2.2°de verilmistir.

Cizelge 2.2. Ornek 2.1.2 icin hatalar ve karsilastirmalari

X | u( 00w (] | OO -0 0] | [ud-up (] | Ju9-ug** 0| | ue0-ul>V 0
0 0 0 0 0 0 0

0.25 | 0.2474039593 | 0.113x10” 0.68x10° 0.9x10° 0.26x10° 0.36x10”

0.5 | 0.4794255386 | 0.57433x10™ | 0.268x10°" 0.583x10° 0.96x10° 0.73x10°

0.75 | 0.6816387600 | 0.00021539 | 0.171x10° 0.15x10° 0.154x10°® 0.149x10°

1 0.8414709848 | 0.00279044 | 0.139x10° 0.13656x10> | 0.137x10° 0.13655x10™

2 he (M

1.5e-06-

Te-{6+

02

04

Sekil 2.2. Ornek 2.1.2 igin Jacobi ve Gegenbauer polinomlarimin hatalar1. Sekilde |u(X) - ug'45 (X)| hatas1

siyah cizgi ile |u(X) —ugo's'o)(x)| hatas1 kirmizi ¢igi ile gosterilmistir.

Ornek 2.1.3 Bu ornekte ise Tien (2009) tarafindan verilen 0< x <1 araliginda taniml

lineer olmayan, adi tirevli diferensiyel
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U”+uu’ = xsin(2x%) — 4x2 sin(x?) + 2cos(x?) (2.35)
denklemi
u(x) =u’(x) =0. (2.36)

baslangi¢ sartlar1 altinda inceleyelim. Denklemin analitik ¢6ziminin u(X)=Sin(X2)

oldugu bilinmektedir. (2.35) denklemini Adomian ayrisim metoduyla ¢cdzmek icin
operator cinsinden yazildiginda lineer operatoriin tersi Lt :IOXI; (.)dx2 bulunur. Bu

ters operator esitligin her iki tarafina uygulanirsa N, =uu’ olmak lzere

u=L"(g()) - LH(N,) (2.37)
bulunur. Yukaridaki ¢oziim prosediirii uygulanarak o =1 o6zel degeri igin g(X)

fonksiyonunun Gegenbauer polinomlari kullanilarak yedi terimli seri ¢6zim

g(x) ~ 2.002-0.09x +1.1x% —3.276x°> + 7.263x* —13.585x° +5.214x° (2.38)

seklinde elde edilir. (2.38) ifadesini (2.37) denkleminde yerine yazar ve Adomian

metodundan elde edilen rekiirans bagintisini kullanirsak

Up = L™1(2.002-0.09x +1.1x? —3.276x> + 7.263x* —13.585x° +5.214x°) + u(0) +u'(0) x
=1.001x? - 0.162x3+0.916x* + ...

Uy = —L1(Ay) = -0.1x° +0.002x° + ..

U, = —L1(A)=0.012x3 —0.004x° +....

Ug = —L1(Ag) = 0.3x10°x*° —0.2x10®x? + ...
(2.39)
terimlerine ulasiriz. Boylece yaklagik ¢oziim
6
Ug (X) = D" u; (x) =1.001x* —0.016x° +0.091x* —0.264x° +... (2.40)
i=0

bulunur. ug (x) yaklasik ¢dziimiinden sabit bir a degeri i¢in olusan hata, gergek ¢6zim

ve diger ortogonal polinomlarin ¢dziim hatalar1 Cizelge 2.3’te birlikte verilmistir.
Bu problemin ¢oziimii i¢in bagska bir yol ise Jacobi polinomlarinin

kullanilmasidir. &, f =1 6zel degeri i¢in g(x) fonksiyonunun Jacobi polinom serisi

g(x) = 2.003-0.115x +1.192x? —3.453x> + 7.35x* —13.491x° +5.134x° (2.41)
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seklinde bulunur. (2.41) ifadesini (2.37) denkleminde yerine yazar, lineer olmayan

terimler i¢in Adomian polinomlarini elde eder ve Adomian metodundan elde edilen

rekiirans bagintisini kullanirsak

Up = L™1(2.003-0.115x +1.192x? —3.453x> + 7.35x* —13.491x° +5.134x%) +u(0) + u'(0)x
=1.001x? - 0.019x3+0.099x* + ...

Uy = —L1(Ay) = =0.1x° +0.003x° +...

U, = —L1(A) =0.012x3 —0.0005x° +...

Ug = —L1(Ag) = 0.3x10°x?° —0.3x10°x? 4 ..

terimlerini buluruz. Béylece ortogonal Jacobi polinomlarindan faydalanarak

6
u;j(x) = Y u;(x) =1.001x* —0.019x* +0.099x* —0.273x +....
i=0

(2.42)

(2.43)

yaklagik ¢dziimii elde ederiz. Sabit o, degerleri i¢in elde edilen uj(X) yaklasik

¢cOozUmUnUn hatasi, analitik ¢6ziim ve diger ortogonal polinomlarin hatalar1 bir

karsilagtirma yapilabilmesi igin Cizelge 2.3’te birlikte verilmistir. Ayrica Jacobi ve

Gegenbauer polinomlarinin yardimiyla elde edilen yaklasik ¢éziimlerin hatalarinin

grafigi Sekil 2.3’te beraber ¢izilmistir.

Cizelge 2.3. Ornek 2.1.3 i¢in mutlak hatalar ve karsilastirmalari

X u(x) U =u (] | U= ()] | Ju)-up(x)| ‘u(x) - u8'45(x)‘ ‘u(x) ~ufH570 ) (x)
0 0 0 0 0 0 0

0.25 | 0.0624593 | 0.626x10” 0.288x10” 0.117x10° 0.152x10° 0.33x10°

0.5 | 0.2474039 | 0.275x10™ 0.313x10° 0.199x10° 0.44x10° 0.143x10°

0.75 | 0.5333026 | 0.854x107 0.398x10° 0.11x10° 0.196x10° 0.348x10°

1 0.8414709 | 0.808x10° 0.545x10” 0.32x10° 0.758x10° 0.318x10~
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15016

106

Sekil 2.3. Ornek 2.1.3 igin Jacobi ve Gegenbauer polinomlarmin hatalari. Sekilde |u(x) —ug® (x)| hatasi

siyah cizgi ile |u(x) —uﬁl's"°'75)(x)| hatas1 kirmiz1 ¢igi ile gosterilmistir

2.2. Legendre Polinomlariyla Homotopi Perturbasyon Metodu

Cogu yaklasik ¢oziim yonteminde oldugu gibi HPM’nin ¢6ziim metodunda da
integral alma islemi kullanilmaktadir. Ancak bazi fonksiyonlarinin integralinin alinmasi
cok zor olmaktadir. Bu tiir fonksiyonlar i¢in, 6rnegin
Au)-f(r)=0,reQ (2.44)
denklemiyle verilen f(r) fonksiyonunun bu tip bir fonksiyon oldugunu ele alirsak,
HPM’nin ¢6zim prosediriinde bu fonksiyonu kullanmak icin terimleri Legendre

polinomlari olan
m
HOEDIELAG) (2.45)
k=0

seklinde bir seri agilimini kullanabiliriz. Burada m yaklasik ¢6ziimiin mertebesidir. Bu
durumda (2.44) denklemini
m
AU)- > aR(r)=0, reQ, (2.46)
k=0

ve



56

B(u,a—uj _0,rel (2.47)
on
siir kosullariyla yazabiliriz. Genel A operator, lineer ve lineer olmayan L ve N gibi
iki kisma ayrilirsa asagidaki esitlik yazilabilir
m
L(u)+N(u)-> aPR(r)=0. (2.48)
k=0

Daha sonra v(r, p): Q2x[0,1] — R olmak lzere

H(v, p) =(@- p)[L(v) - L(up)]+ P{A(V) - > ah (r)} =0 (2.49)
k=0
veya
H (v, p) = L(v) - L(ug) + pL(ug) + D{N V) - ak (r)} =0, (2.50)
k=0

olacak sekilde bir homotopi yazilabilir. Burada p gémiilmiis parametre ug ise (2.46)

denkleminin baslangi¢ yaklasimidir. (2.49) ve (2.50) denklemleriyle verilen esitlikler

H(v,0)=L(v)—L(up) =0 (2.51)
H(v,1)=A(v)- i a B (r)=0 (2.52)
k=0

sinir kosullarini saglamaktadirlar. HPM’ye gore p gomiilmiis parametresi kiiciik
parametre olarak kullanilmaktadir ve bu metod sonucunda elde edilecek ¢ozim p 'nin
kuvvet serisi olarak

V=Vy+ pvy+ p2v2+ p3v3+~-, (2.53)
seklinde bulunacaktir. p =1 degeri i¢in (2.46) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

U=limv=vy+V+V,+Vg+---. (2.54)
p—0

olacaktir (Cenesiz ve Kurnaz, 2011).

2.2.1. Metodun Uygulanmasi

Bu bolimde iki lineer olmayan, adi tirevli diferensiyel denklem yukarida verilen
modifiye edilmis HPM ile ¢6ziilmiis, elde edilen yaklagik ¢oziim, Taylor seri agilimi ve
problemlerin analitik ¢6ziimii ile karsilastirilmistir. Biitiin hesaplamalarda Maple 13

paket programi kullanilmustir.
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Ornek 2.2.1. Hosseini (2006) tarafindan verilen 0< x <1 araliginda tanimli asagidaki

lineer olmayan diferensiyel denklemi ele alalim
U+ xu'+ x2u® = 2+ 6x2)e* +x%e% . (2.55)

Bu denklemin baglangi¢ kosullari ise

u(0)=1, u’(0)=0. (2.56)
olarak verilmistir. (2.55) denklemi
LW+N@u)-f(x)=0 (2.57)
, d®u du 23 2K | 203K
seklinde yazilirsa L(u)= d—z, N(u)= Xd—+ x“u® ve f(x)=(2+6x%)e” +x“e
X X

elde edilir. Verilen f(x) fonksiyonunun HPM ¢6ziim prosediiriinde kullanilmasi

oldukea zordur. Bunun igin f (x) fonksiyonu Legendre serisine

m
f)~> aR(@x-1), 0<x<L (2.58)
k=0

seklinde agilir. Problem 0 < x <1 araliginda tanimli, Legendre ortogonal polinomlar1 ise
[-1,1] araliginda ortogonal oldugu icin t=2x-1 gibi bir dOnisim yapilmistir.
Legendre polinomlarinin ortogonallik 6zelliginden faydalanarak a, katsayilari

1
[ f(05x+05)R(N)dx, k=12,.,m (2.59)
-1

_2k+1

ay

yazilabilir. Boylece f(x) fonksiyonu Legendre serisi, m =8 olmak tizere

f*(X) ~ 2.005—0.515X +19.716X? + - - - + 354.336x° (2.60)

olarak bulunur. Burada Qx[0,1] - % olmak uzere

u”—ug + pug + p[xu’+ x2us - f*(x)} =0, pe[01], xeQ, (2.61)
esitligi saglayan bir homotopi yazilabilir. p €[0,1] gomiilmiis parametredir. Baglangi¢
degerlerinden faydalanarak baslangi¢ yaklasimi ise ugy(0) =1, uy (0) =0 olarak bulunur.
(2.55) denklemiyle verilen problemin ¢oziminu

U=uUgy+ pu, + p2u2 + p3u3 +.... (2.62)

olarak ele alalim. (2.62) denklemini (2.61) esitliginde yerine yazar ve elde edilen esitligi

p ’nin kuvvetlerine gore diizenlersek



p {
Ug(0) =1,uq (0) =0,

ot U + XUy + X uo—f(x) 0,
u,(0) =0,u, (0) =0,

u2 +Xuy +3x2 Uo ul—O
p?

u2(0) 0,u, (0)=0,

3 {u3" + XU, +3x%UyU, +3x%u,°Ug =0,

U5(0) = 0,u; (0) =0,

bulunur. Boylece yukaridaki diferensiyel denklemlerin ¢ézimleri
Ug(X) =1,

Uy (x) =1.002x? —0.085x> +1.559x* +--- +3.937x1°,

Uy (X) = —0.167x* +0.012x°> — 0.308x° —---— 0.064x™,

Us(x) = 0.022x° —0.001x” —0.011x® —-.-—0.084x?*,

seklinde elde edilir. Boylece yaklasik Legendre seri ¢6zUmi

u—Ilmu0+pu1+p u2+p U3 =Ug+U +Uy +--
p—1

—1+1.002x% —0.085%> +1.392x* +---+0.712x> - 0.084x%*,

bulunur.
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(2.63)

(2.64)

f(x) fonksiyonunun seri a¢ilimi igin kullanacagimiz bir diger ortogonal

fonksiyon ise birinci tiir Chebyshev polinomlaridir. Chebyshev serisi

m
f()~ > bTe(2x-1), 0<x<L

(2.65)

yazilabilir. Burada m yaklasik ¢oziimiin mertebesidir. Chebyshev polinomlarinin

ortogonallik 6zelligini kullanarak by katsayilari

_ I f (0.5x+0. 5)T0(x)dx
,1 \/1 X

2 j f(0.5x+0.9)T, (x)dx

J1-%2

i=12,...,m.

(2.66)
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bulunur. Bu denklemlerdeki 1-x? agirlik fonksiyonudur. Chebyshev polinomlari

kullanilarak f(x) fonksiyonunun seri agilimi, m=8 olmak lzere
fo*(X) ~ 2.038+7.165x2 + 23.511x* — 25.208x® +34.273x® (2.67)

bulunur. HPM’ye gore Qx[0,1] — R olacak sekilde bir homotopi

u"—ug + puy + p[xu'+ x2us - fc*(x)] =0, pe[01], xeQ, (2.68)
yazilir. Bu denklemde pe[0,1] gOmiilmiis parametredir ve baslangic kosullar
Ug(0) =1, Uy (0) = 0 yazilabilir. (2.55) denkleminin ¢6zim

U=uUy+ pu, + p2u2 + p3u3 +.... (2.69)
seri agilimi1 olarak yazilabilir. (2.69) denklemi (2.68) denkleminde yerine yazilir ve elde
edilen ¢6zum p ’nin kuvvetlerine gore dizenlenirse

po uO” — 0, |

Us(0) =1,Ug'(0) =0,

" ' 2.3 * _
pl{ul + XUy +X°Uy” — fe ' (X) =0,

|w©=0u0)=0,

o Uy +xuy +3x%ug?uy =0,
uz(0) =0,u,'(0) =0,

2 2

K _{ug" + XUy +3%%Ug%U, +3x2U;Uy =0,

up©@ =000 =0,

ésitlikleri elde edilir. Yukaridaki diferensiyel denklemlerin ¢ozumleri ise
Up(X) =1,

Uy (x) =1.019x2 +0.513x* +---+0.38x'°,

Uy (X) = —0.169x* —0.17x° —0.111x% —--- —0.006x™,

U(x) = 0.022x° —0.002x2 —0.019x*° —-.. —0.007x**,

bulunur. Boylece ¢oziim

U= limug + puy + p2U, + pSUs = Uy + Uy +U, +-+-
b1 0 1 2 3=UptUp U (2.70)
—1+1.019%% +0.343x* +0.635x% —.-- +0.002x%% —0.007x?*,
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elde edilir. f(x) fonksiyonunu seriye agmanin bir diger yolu ise Taylor seri agilimini

kullanmaktir. Taylor seri agiliminin dogas1 geregi, sekildenden de kolayca goriilebilir,
Taylor seri acilim1 kullanilarak elde edilen ¢6zlimiin hata grafigi u¢ noktalarda ¢ok hizl
artis gostermektedir.

Chebyshev polinomlart ve Legendre polinomlar1 kullanilarak elde edilen
yaklasik ¢0zUmun hatas1 Sekil 2.4’te birlikte verilmistir. Ayrica Legendre polinomlari
kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim ile Taylor seri agilimi Sekil 2.5’te, Legendre
polinomlar1 kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim ile gercek ¢ozim Sekil 2.6’da

¢ozlimiin etkinligini gostermek i¢in birlikte verilmistir.

Sekil 2.4. Ornek 2.2.1°in ¢dziimiinde HPM ile Legendre (diiz ¢izgi) ve Chebyshev (noktali gizgi)
polinomlari kullanilarak elde edilen ¢éziimlerin mutlak hatalarinin grafikleri



61

0.05-

0.03

0.02-

Sekil 2.5. Ornek 2.2.1°in ¢6ziimiinde HPM ile Legendre polinomlari (noktali gizgi) ve Taylor seri agilimi
(duz ¢izgi) kullanilarak elde edilen ¢6ztimlerin hatalarinin grafikleri

Sekil 2.6. Ornek 2.2.1°in HPM ile Legendre polinomlari kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6zimdi
(noktal1 ¢izgi) ve gercek ¢ozum (diz cizgi).
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Ornek 2.2.2 Ele alacagimiz 0<x<1 araliginda tamml bir baska lineer olmayan

diferensiyel denklem
u"+uu’'= xsin(2x2) —4x? sin(xz) +2 cos(xz), (2.71)

denklemidir. Bu problemin baslangi¢ kosullar

u(0) =u’(0) =0. (2.72)
olarak verilmistir. HPM’ye gore (2.71) denklemi

L(u)+N(u)-f(x)=0, (2.73)
seklinde diizenlenirse

L(u) :%, N(u) = uj—i ve f(x)=xsin(2x?)—4x?sin(x?)+2cos(x?) bulunur.

Verilen f(x) fonksiyonunun HPM ¢O6zum prosedirinde kullanilmasi oldukga zordur.

f (x) fonksiyonun Legendre serisi

m
f(x)~ Y aPR(2x-1), 0<x<L. (2.74)
k=0

olarak yazilabilir. HPM ¢6ziim prosediiriine gore islemler uygulanirsa f(X)

fonksiyonunun Legendre serisi
f*(x) = 2—0.0004x +0.012x% +1.859x° +---— 6.493x +3.081x°, (2.75)

bulunur. ©x[0,1] - R olmak tizere
u"—uy + pug + p[uu’— f *(x)} =0, pe[0,]], xeQ, (2.76)
bagintisini saglayan bir homotopi yazilabilir. Burada p €[0,1] gomiilmiis parametre ve

Ug(0) =uy (0) =0 baslangig yaklasimidir. (2.71) denklemiyle verilen problemin
¢cOozumu

U=uUy+ pu; + p2u2 + p3u3 +.... (2.77)
yazilabilir. (2.77) ifadesini (2.71) denkleminde yerine yazar ve elde edilen ifadeyi p ’nin

kuvvetlerine gore diizenlersek

p°: {uo" =0, Ug(0)=0,uy (0)=0,

pt: {ul" +UgUy— F(X)=0, u(0)=0,u,(0)=0,
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Uy +Ug Uy +U'Ug =0, u,(0)=0,u, (0)=0,
P :Ug" +UgUy +Uy'Uy +Uy Uy =0, Ug(0)=0,u5 (0) =0,
p*:{u," +UgUs+U; Uy +Uy Uy +UgUg =0, u,(0)=0,u, (0)=0,

:{Us +Ug Uy +Uy Ug +Uy Uy +Ug'Uy +U, Uy =0, Us(0)=0,us (0) =0,

SN
——— e~ —

bulunur. Yukaridaki verilen diferensiyel denklemlere karsilik gelen ¢éziimler ise
Ug(X) =0,

Uy (X) = X2 —0.00007x2 +0.001x* +---—0.09x° +0.034x%°,

U, (x) =0,

U(x) = —0.1x° +0.00001x° —0.0001x” —---—0.0001x%° —0.00002x%,

Uy (x) =0,

Us(x) = 0.01x% —0.2x107°x% +-..—0.2x10°x31 +0.2x107" x*2,

bulunur. Buradan HPM ve Legendre polinomlariyla yaklasik ¢oziim
T 2 3 4 5 —
u=Ilimug+ pu; + p“Uy + p°Ug + P Uy + P Ug +-+-=Ugy + Uy +Uy +Ug + Uy +Ug +-+-
p—1

= x? ~0.00007x3 +0.0001x* —0.007x° —---—0.2x107°x31 + 0.2x107" x%2.
(2.78)

seklinde bulunur. Elde edilen bu yaklasik ¢ozliimiin hatasimin grafigi Sekil 2.7’de,

gercek ¢oziim ve yaklasik ¢oziim ise birlikte Sekil 2.8’de verilmistir.
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0.012-

Sekil 2.7. Ornek 2.2.2°nin HPM ile Legendre polinomlar1 kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziimiiniin
hatasinin grafigi.

Sekil 2.8. Ornek 2.2.2’nin HPM ile Legendre polinomlar1 kullamlarak elde edilen yaklasik ¢o6zimii
(noktal1 ¢izgi) ve gercek ¢dzum (diz cizgi).
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2.3. Legendre, Chebyshev ve Adomian Polinomlariyla Varyasyonel iterasyon
Metodu

Bu boélimde Varyasyonel iterasyon metodunun ¢6ziim prosediriinde Legendre
ve Chebyshev seri agilimlari kullanilmistir. Ayrica Adomian ayrisim metodunda lineer
olmayan terimler igin kullanilan Adomian polinomlar1 VIM ¢6ziim prosediiriinde

Chebyshev ve Legendre polinomlariyla birlikte verilmistir.

2.3.1. Adomian Polinomlariyla Varyasyonel iterasyon Metodu
VIM’nin ¢6zum prosedirinde lineer olmayan problemler icin Abbasbandy

(2007) Adomian polinomlarinin kullanilmasini dnermistir. Bunun i¢in u(x) ¢6zumu

u(x) = iui(x) (2.79)

serisi olarak diisliniilmiistiir. Lineer olmayan terimlerde, A Adomian polinomlar:

(Adomian,1994) olmak uzere

Nu=3" AUy .. 1,) (2.80)
i=0
olarak ele alinmigtir. Boylece ulasilacak olan ¢oziim
(0= 30, (2.81)
i=0
olacaktir. Bu tanimlamalar g6z oniine alindiginda dogrulama fonksiyoneli
Uy, (X) =u,(x)+ Ii(t)(Lun (t)+ Zn(; At)- g(t)Jdt, (2.82)
0 iz
veya
uw(x)=fza)@Lu&t)@/\(t)—g(t)jdn (2.83)
0 in in

seklinde yazilabilir. Burada yine A genel Lagrange ¢arpanini gostermektedir. n>1 igin,

ardigtk hesaplamalar sonucunda u_,(X) bulunur. Boylece bu problemin gercek

¢ozimiine
u(x) = u, (%) (2.84)

seklinde ulagilir.
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2.3.2. Legendre ve Chebyshev Polinomlariyla Varyasyonel iterasyon Metodu
VIM, ¢oziim prosediiriinde integral kullanan yaklagik ¢0zUm metodlarindan
birisidir. Ancak bazi1 fonksiyonlarin integralini hesaplamak cok zor, kimi zaman

imkansizdir. Bu durumda fonksiyonlar seriye agilarak bir ¢6ziime ulasilabilir. Eger

Lu(x) + Nu(x) = g(x), (2.85)
denkleminde verilen g(x) fonksiyonu integrallenemeyen bir fonksiyon ise, g(x)
fonksiyonu,
m k 0
mm~22%lﬂ (2.86)
k=0 -

seklinde Taylor serisine agilabilir. Bu calismada ise VIM’nin ¢6zliim prosediiriinde

ortogonal Chebyshev ve Legendre polinomlar1 kullanilmistir. g(x) fonksiyonu

Chebyshev serisine

309~ 27,00 (287)
seklinde agilabilir. Legendre serisinin kullanilmas1 durumunda ise

mnzgwRW) (2.88)

bulunur. (2.87) ve (2.88) ifadeleriyle verilen seri agilimlar1 ¢ozim prosedurinde yerine

yazilirsa dogrulama fonksiyonelleri

Uyy(X) =U, (X) + fz(t)[Lun )+ NG, - 3BT, (t)jdt, (2.89)
ve
Up,, (X) = U, (X) + 'X[/i(t)[Lun (t)+ N, (t) - ick P (t)jdt. (2.90)

bulunur. Bagimsiz u,(X) degiskenine gore, o0, =0 olacak sekilde bu esitliklerin bir
varyasyonu alindiginda genel Lagrange ¢arpani bulunur. u,(X) baslangic yaklasiminin
bulunmasi i¢in ise problemin verilen baslangi¢c degerlerinden faydalanabilinir. n>1 igin
ardisik hesaplamalar yapilarak u_,,(X) ¢O6zimi bulunduktan sonra problemin gercek
¢cozimi

u(x) = Ml u, (x) (2.91)
seklinde bulunur. Eger ¢6ziim prosediirinde Adomian polinomlar1 kullanilirsa

Chebyshev serisinin kullanildigi dogrulama fonksiyoneli
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umgxyz%(m+T1@3[u%a)+§;Aa)—§;QTdnjm, (2.92)
veya 0 _ _

u,.,(x) = Iz(t)(i: Lu, (t) + Z.: At) —kZm;kak (t)j dt, (2.93)
bulunur. Ii)egendr; serisinin l;ullamldlg_l goziim fonksiyoneli ise

u,., (X) =u,(x)+ Iz(t)(Lun (t)+ 203 At) —kZm;Ck P, (t)jdt, (2.94)
veya 0 _ _

U, (x) = _X[/l(t)(zno: Lu, (t)+ ZO: Alt) —kZm(;Ck P, (t)jdt, (2.95)

seklinde elde edilir. Adomian polinomlarinin kullanildigi bu ¢6ziim prosediiriinde n>1

icin ardisik hesaplamalar yapilarak u_,(x) ¢6zimi bulunduktan sonra problemin

gercek ¢cozimi
u(x) = u, (%), (2.96)
n=1

seklinde hesaplanabilir (Cenesiz ve Kurnaz, 2011).

2.3.3. Metodun Uygulanmasi

VIM’nin ortogonal Chebyshev ve Legendre polinomlariyla modifikasyonunun
etkinligini géstermek i¢in bu boliimde baz1 6rnekler verecegiz. Lineer olmayan terimler
iceren problemlerde ayrica Adomian polinomlarini da kullanarak ¢oziime ulasacagiz.
Yapilan bu modifikasyonun Taylor seri agilimina goére iistiinliiglinii gostermek i¢in elde
edilen sonuclar cizelgeler ve grafiklerde karsilastirmali olarak verilmistir. Yapilan tim

bu niimerik hesaplamalarda Maple 13 paket programi kullanilmistir.

Ornek 2.3.1. Hosseini (2006) tarafindan verilen 0<x <1 araliginda taniml asagidaki
diferensiyel denklemi ele alalim

u”+uu’ = xsin(2x?) —4x? sin(x*) + 2cos(x?), (2.97)
Bu denklemin baslangi¢ kosullari ise

u(0)=u’'(0)=0
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olarak verilmistir. Bu denklemin gergek ¢OzUminin u(x)=sin(x’) oldugu
bilinmektedir. VIM’ye gore (2.97) denklemini (2.85) denklemi gibi yazarsak
Lu(x)=u"(x), Nu(x)=u(x)u'(x) ve g(x)=xsin(2x*)-4x*sin(x*) +2cos(x*)

bulunur. VIM ¢06ziim prosediiriine gére dogrulama fonksiyonelini

Uy (9 =1, 09+ [ 20)(u," (O +0,0)0, ©)- 9 (1)) ot (2.98)
0
seklinde yazabiliriz. Bu esitlikteki stasyoner kosullar ise
1-4,_.=0,
2|=0, (2.99)
ﬂ,” = 0 ’

bulunur. Bu stasyoner kosullardan Lagrange carpan1 A =t—x olarak elde edilir. Bu
problemin VIM ile ¢ozilmesi icin (2.98) esitliginde verilen g(t) fonksiyonunun
integralinin hesaplanmas1 gerekmektedir. g(x) = xsin(2x*) —4x>sin(x*) + 2cos(x*)
seklinde verilen fonksiyonunun integrali hesaplandiginda ise karsimiza ¢ikan
fonksiyonun ¢6ziim igin kullanilmasi ¢ok zordur. Bu durumda g(x) fonksiyonu Taylor
serisine agilirsa

g(x) = 2+ 2x% —5x* —(4/3)x" +(3/4)x® +O(x™) (2.100)
bulunur. Baslangi¢ kosullarindan faydalanarak baslangic¢ yaklagimi

Uy (X) =u(0)+u’'(0)x=0 (2.101)
olarak elde edilir. (2.100) esitligi (2.98) denkleminde yerine yazilirsa

u,.,(X)=u,(x)+ Tﬂ(t) (u (t)+0, (t)a,'(t)—(2+2t° -5t* —(4/3)t" +(3/ 4)t8))dt (2.102)

bulunur. Baslangi¢ yaklasimindan baslayarak ardisik olarak hesaplamalar yapilirsa, bu
problemin analitik ¢ozimi u(x) =limu,(x) seklinde bulunur. Bazen limu, (x) limiti
kolayca hesaplamasada, VIM genellikle birkag iterasyon sonra ger¢ek ¢oziime yaklasik
sonuglar vermektedir. Verilen problemde dort iterasyon kullanilarak elde edilen u,,, (X)

yaklagik ¢6zUmu, bu ¢6zum sonucunda bulunan hata ve diger ortogonal polinomlarin
kullanildig1 seri ¢oziimlerin mutlak hatas1 Sekil 2.9 ve Cizelge 2.4’te Kkarsilagtirmali

olarak verilmistir.
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g(x) fonksiyonunun seri a¢ilimi i¢in kullanacagimiz ilk ortogonal polinom
Chebyshev polinomlaridir. g(x) fonksiyonu terimleri Chebyshev polinomlari olan

seriye

10
g(x) = > BT (2x-1), 0<x<1, (2.103)

k=0
seklinde acilabilir. Problem 0<x<1 araliginda verildigi i¢in [-1,1] araliginda
ortogonal olan Chebyshev polinomlarin1 kullanmak i¢in t=2x-1 doniisiimi

kullanilmistir. Chebyshev polinomlarmin ortogonallik 6zelliginden faydalanarak

(2.103) esitligindeki b, katsayilar1 v1—x* agirlik fonksiyonu olmak iizere
g k Y g Y

1
b, :lj g(0.5x+0.5)T,(x) dx
T

e V1-x? ’

. (2.104)
b, = Ej 9OSX+0T (M) 4y i-12,...10
T WJ1- X2
olarak elde edilir. Boylece g(x) fonksiyonunun Chebyshev serisi
g(x) ~1.99+0.0001x —0.006x> + 2.09x* —5.72x* +3.20x° —8.68x" (2.105)
+13.29x" —14.17x° +8.33x" —1.71x" '
bulunur. Baslangic degerleri kullanilarak baslangic yakinsamasi,

U, (X) =u(0)+u’(0)x=0 elde edilir. Yukaridaki denklemler kullanilarak dogrulama

fonksiyoneli ise

u,.,(xX)=u,(x)+ j/l(t) (u (t)+a_(t)da ' (t)—(1.99+0.0001t —0.006t* +...+8.33t° —1.71t1°)) dt.
0

(2.106)

elde edilir. Boylece ardisik hesaplamalar sonucunda ¢ozim u(x) =limu,(Xx) seklinde

hesaplanir. Chebyshev serisiyle elde edilen yaklasik ¢oziimiin etkinligini gostermek

icin, dort iterasyon sonunda elde edilen u,.(x) yaklasik ¢oziimiyle diger seri

acilimlardan elde edilen sonuglar Cizelge 2.4 ve Sekil 2.9’da birlikte verilmislerdir.

g(x) fonksiyonunu seriye agmak i¢in kullanacagimiz bir diger ortogonal

polinom ise Legendre ortogonal polinomlardir. g(x) fonksiyonunun Legendre serisi

g(x) zickPk(Zx—l) (2.107)

seklinde bulunur. Legendre polinomlarin ortogonallik o6zelliginden ve agirlik

fonksiyonunun 1 olmasindan faydalanarak c katsayilar
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2|+1

jg(o 5x +0.5)P (x)dx, i =1,2,...,10, (2.108)

olarak hesaplanir. C, katsayilar1 hesaplandiktan sonra g(x) fonksiyonunun Legendre

seri agilimi

g(x) ~1.99+0.0002x — 0.008x? + 2.11x* —5.80x" +3.39x° —8.95x°

2.109
+13.47x" —14.20x® +8.28x° —1.69x™ ( )

bulunur. Baslangig¢ yaklasiminin U, (X) =u(0)+u’(0)x=0 oldugu gdzoéniinde

bulundurularak ve bu degerler dogrulama fonksiyonelinde yerine yazilarak

u,.,(xX)=u, (x)+ jﬂ(t) (u (t)+d_ (t)da'(t)—(1.99+0.0002t ...+ 8.29t° —1.69tl°)dt (2.110)
0

elde edilir. Ardisik hesaplamalar Kkullanilarak verilen denklemin ¢6zUmine

u(x)=limu,(x) seklinde ulasilir. Legendre polinomlarmin kullanildig1 seri agilimin

etkinligini gdstermek igin dort iterasyon sonucunda elde edilen U, (X) yaklasik

¢ozimiinden elde edilen sonuglar, Cizelge 2.4 ve Sekil 2.9’da verilmistir.

Gizelge 2.4. Ornek 2.3.1’in yaklasik ¢dziimii sonucu bulunan hatalar.

X u(x) U(X) = Uy ()| JU0) = U (X) U(X) = Uy ()
0 1 0 0 0

0.2 0.0399 0.4x10" 0.2x10%° 0.5x10°

0.4 0.1593 0.1x107 0.3x10° 0.6x10°

0.6 0.3522 0.2x10° 0.58x10”" 0.59x10”"

0.8 0.5971 0.8x10™ 0.3114x10° 0.3115x10°

1 0.8414 0.001 0.578529x10 0.578525x10
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0.(nMI2 -
0.(NMWI18
0.(NN16
0.(NW14 |

LU LI Yy

Sekil 2.9. U(X) = Uy, (X)| (kirmuzs gizgi), [u(X) ~ Uy, (X)] (moktal gizgi), [u(X) - Uy, (¥)] (siyah izgi)

Ornek 2.3.2. Hosseini (2006) tarafindan verilen 0 < x <1 araliginda tanimli

"+ xu'+ x2U% = (2 + 6x2)e* + x%e> (2.111)
lineer olmayan diferensiyel denkleminin baslangi¢ kosullari

u(0)=1 u'(0)=0 (2.112)
olsun. Bu denklemin gercek ¢ézimanin u(x) = e oldugu bilinmektedir. Bu denklemin

2
VIM ile ¢ozimid igin, (2.111) denklemi (2.85) formunda yazilirsa L(u):j—u
X

2!
N(u):xj—quxzu3 ve g(x)=(2+6x%)e* +x%* bulunur. Bu problemde lineer
X

olmayan terimler i¢in Adomian polinomlarin1 kullanacagiz. Lineer olmayan terim icin

Adomian polinomlar1
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A, =xu, +x%u,’,
A =xu, + X (3u,’u, ),
A, = xu, +X* (3u,’u, +3u4,° ), (2.113)

' 2 2 3
A, = XUy + X* (3ug’u +BugUU, +U,° ),

bulunur. VIM’ de Adomian polinomlarinin kullanildigi dogrulama fonksiyoneli

U, ()= [ m)(z Lui(t)+ZA(t)—g(t)jdt (2.114)
0 i=0 i=0
seklinde yazilir. Bu denklemin staysoner kosullari ise
1-4',_.=0,
A|i=0, (2.115)
/1” = 0 ,

elde edilir. Bu denklemlerden Lagrange ¢arpan1 A =t —X bulunur.
Ik olarak, m =10 igin g(x) fonksiyonu Taylor serisine acilirsa
g(x) = 2+9x* +10x* +7.83x° +5.58x° + 3.64x" (2.116)
bulunur.  Baslangic  kosullarindan  fayadalanarak  baslangi¢  yakinsamasi
Uy (X) =u(0)+u’(0)x =1 elde edilir. Béylece dogrulama fonksiyoneli
u,,(x)= jﬂ(t)(i u.(t)"+ Z A(t) - (2+9t* +10t* +7.83t° +5.58t° + 3.64t1°)jdt, (2.117)
0 i—0 i—0

olarak yazilir. Problemin gercek ¢oziimii ardisik hesaplamalar neticesinde

u(x) = ZUn(X) elde edilir. VIM’nin 3 adim uygulanmasi sonucu Taylor seri a¢iliminin
n=0

kullanildig1 yaklasik ¢oziim
3

Ugy (X) = D U, (X) =14 X2 +0.5x* +0.166X° +---—0.1x10* x* —0.3x10°x** (2.118)
n=0

bulunur. Bu yaklasik ¢oziimiin hatasi Cizelge 2.5 ve Sekil 2.10°da verilmistir
Eger VIM ¢6ziim prosediiriinde seri agilimlar igin Chebyshev polinomlari, lineer

olmayan terimler i¢in Adomian polinomlar1 uygulanirsa, dogrulama fonksiyoneli

unﬂ(x)zfza)(i Lui(t)+iA(t)—ikak(t>jdt, (2.119)
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olarak yazilir. Ilk &rnekte verilen prosediir ve Chebyshev polinomlarmin ortogonallik

ozelligi kullanilarak b, katsayilari bulunur ve m=10 igin g(x) fonksiyonunun
Chebyshev serisi

g(x) = 2.0001-0.03x +10.18x* +--- + 368.67x"° (2.120)
bulunur. Baslangi¢ kosullart kullanilarak baslangi¢ yaklagimi u,(x) =u(0)+u’(0)x =1

olarak elde edilir. Boylece dogrulama fonksiyoneli

u.,(x)= _X[A(t) (Zn: u ()" + Zn: A (t)—(2.0001-0.03t +10.18t* +---+ 368.67t1°)] dt, (2.121)

i=0

bulunur. Burada 3 iterasyon sonucunda Chebyshev serisinin kullanildig1 yaklasik ¢6ziim

3
Ugpe (X) = DU, (X) =1+1.00006x° —0.005%° +0.59x"* —---+0.317x*" —0.03x*  (2.122)
n=0

elde edilir. Bu yaklasik ¢6ziimiin hatas1 ve diger yaklasik ¢oziimlerle karsilastirilmasi
Cizelge 2.5 ve Sekil 2.10°da verilmistir.
Son olarak lineer olmayan fonksiyonlar icin Adomian polinomlarinin seri agilim

icin Legendre polinomlariin kullanildigi dogrulama fonksiyoneli
U, ()= [ m)(z Lu,()+Y A - c,R (t)jdt, (2.123)
0 i=0 i=0 k=0

yazilabilir. Ornek 2.3.1°de verildigi gibi Legendre polinomlarinin ortogonallik

ozelliginden faydalanarak c, katsayilari bulunur ve m=10 igin g(x) fonksiyonunun
Legendre serisine

g(x) ~ 2.0003—0.048x +10.517X* +--- +358.91x™° (2.124)
bulunur. Baslangi¢ yakinsamasi u,(x) =u(0)+u’(0)x =1 olarak elde edilir. Boylece

dogrulama fonksiyoneli
u,,,(x)= j ﬂ(t)(Z u; (t)"+ > A(t)—(2.0003-0.048t +10.517t" +---+ 358.91t1°)jdt, (2.125)
0 i=0 i=0

yazilabilir. VIM ile Legendre seri a¢ilimi kullanilarak 3 iterasyon sonucunda yaklasik
¢0zum

3
Uiy (X) = DU, () =1+1.0001x* —0.008x* +0.626x* —---+0.301x*" —0.029x*  (2.126)
n=0

olarak elde edilir. Bu yaklasik ¢6ziimiin hatasi ve diger yaklasik ¢oziimlerle

karsilastiritlmasi Cizelge 2.5 ve Sekil 2.10°da verilmistir.
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Cizelge 2.5. Ornek 2.3.2’nin yaklasik ¢dziimii sonucu bulunan hatalar.

X u(x) ) —ug, (O] | OOt OOl | 0 —u, ()]
0 1 0 0 0
0.2 1.0408 0.6x10® 0.1x107 0.1x10°®
0.4 1.1735 0.12x10° 0.13x10° 0.14x10°
0.6 1.4333 0.9x10° 0.19x10* 0.194x10"
0.8 1.8964 0.0008 0.000216 0.000215
1 2.7182 0.025 0.0094229 0.0094227

0014

0012

0.1+

LI

Y

.6

.MM

012

02

04

Sekil 2.10. |u(x) —utay(x)| (kirmizi gizgi), [U(X) — Uy, (X)| (noktals gizgi), |u(x) ~ Uy (x)| (siyah gizgi)
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3. SONUCLAR VE ONERILER

3.1 Sonuglar

Bu c¢alismada yaklagik ¢oziim metodlarindan Adomian ayrisim metodu,
Homotopi perturbasyon metodu ve Varyasyonel iterasyon metodunun yetersiz kaldigi
bazi problemler i¢in [-1,1] araliginda ortogonal Chebyshev, Legendre, Gegenbauer ve
Jacobi polinomlar1 yardimiyla modifikasyonlar yapilmistir. Bu modifikasyonlar sonucu
elde edilen sonuglarin etkinligi, 6nceki ¢alismalarla ve problemin gercek ¢cdzimiyle,
grafikler ve cizelgeler yardimiyla, karsilastirilarak verilmistir. Elde edilen bu sonuglara
gore bu tiir ortogonal polinomlarin yaklasik ¢6ziim metodlarinin ¢6ziim prosediirlerinde
rahatlikla kullanilabilecegi, hatta genel olarak kullanilan Taylor seri ag¢ilimindan c¢ok

daha 1yi sonuglar verdigini s0yleyebiliriz.

3.2 Oneriler

Yapilan bu c¢aligmada ele alinan problemin dogasi geregi [-1,1] araliginda
ortogonal Chebyshev, Legendre, Gegenbauer ve Jacobi polinomlar1 kullanilmistir.
Verilen problemin sartlarina uygun olarak bu polinomlar, Diferensiyel doniisiim metodu
gibi, seri c¢oziimlerin kullanildign diger yaklasik ¢6ziim metodlarinin  ¢ozim
prosediirlerinde de rahatlikla kullanilabilir. Ayrica, yine problemin tanimlandig1 araliga
bakilarak, uygun doniisimler yardimiyla (—oo,00) araliginda ortogonal Hermite

polinomlar1 veya (0,00) araliginda ortogonal Laguerre polinomlar: kullanilarak da

problemlerin ¢ézlimiine ulasilabilir.
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