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Robust (Saglam) regresyon tahmincileri, hatalarin normal dagilima
uymadigr veya veri setinde aykir1 deger bulunmasi durumunda regresyon
modelini en giivenilir sekilde tahmin etmek amaci ile gelistirilmistir.

Bu tez ¢alismasinin amaci, veri setinde aykiri deger olmasi durumunda en
kiigiik kareler tahmincisine alternatif olarak gelistirilen robust regresyon
tahmincilerinden M-tahmincilerin ¢esitli agilardan incelenmesidir.

[lk olarak M-Tahmincilerin hesaplanmasinda kullanilan  yeniden
agirliklandirilmis en kii¢iik kareler algoritmasinin baslangic tahminlerinin
se¢cimine olan duyarliligi ele alinmis ve M-tahmincilerinin kirilma noktalari,
grafikler yardimiyla incelenmistir. Daha sonra hata teriminin dagilimmin normal
ve normalden farkli oldugu durumlar i¢in M-tahmincilerinin etkinlik agisindan
performansi degerlendirilmis ve son olarak baslangic 6l¢ek tahmincisinin
etkinlige katkis1 arastirilmistir. Ayrica reel yasamdan alinan iki 6rnek iizerinde M-

tahminciler uygulanmig ve elde edilen sonuglar tartigilmistir.

Anahtar kelimeler: En kiiciik kareler tahmincisi, aykir1 deger, robust tahminci,
M-tahminci, yeniden agirliklandirilmis en kiiclik kareler

algoritmasi, kirilma noktasi, robust dl¢ek tahmincisi.



ABSTRACT
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EXAMINATION OF M-ESTIMATOR FOR LINEER REGRESSION
MODEL

Vural YILDIRIM
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yeliz MERT KANTAR
2012, 87 pp

Robust regression estimators have been developed to estimate regression
model properly when errors have not normal distribution or there are outliers in
data set.

The objective of this thesis is an examination of M-estimators, one of
robust regression estimators developed as an alternative to least squares estimator.

Firstly, the sensitivity of iterative reweighted least squares algorithm to the
choice of initial estimates is considered and the breakdown points of M-estimators
are examined by means of plots. Next, when the distribution of error term is
normal and different from normal, the performance of M-estimators is evaluated
in terms of efficiency and finally contribution of initial scale estimator to
efficiency is assessed. Also, M-estimators are applied on two real life examples

and the obtained results are discussed.

Keywords: Least squares estimator, outlier, robust estimator, M-estimator,
iterative reweighted least squares algorithm, breakdown point, robust

scale estimator.
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1. GIRIS

Regresyon analizi degiskenler arasindaki iliskiyi arastiran ve modelleyen
istatistiksel bir tekniktir. Bu teknigin basarisi uygun regresyon modelinin ve
uygun tahmincinin se¢imine baghidir. En yaygim kullanilan regresyon modeli
dogrusal regresyon modelidir. Dogrusal regresyon analizi uygulanirken,
parametreleri tahmin etmek i¢in en ¢ok kullanilan teknik En Kiiciik Kareler (OLS)
teknigi olup belirli varsayimlar altinda en iyi sonucu vermektedir. Fakat gercek
yasam uygulamalarma bakildiginda, bu varsayimlarin saglanmasi her zaman
gerceklesmemektedir. Ornegin veri setinde aykir1 deger olarak adlandirilan ve
diger verilere gore oldukg¢a biiyiik veya oldukc¢a kiiciik degerlere sahip olan
gozlemler bulunabilir. Bu durumda, hatalarin normal dagilmasi varsayimi
gerceklesmemis olur. Ustelik bdyle bir veri setine OLS teknigi uygulanirsa
sonuglar tutarli olmayacaktir. Bu duruma o6zel olarak ¢esitli teknikler
gelistirilmistir. Bunlardan birisi de aykiri degerlerin veri setinden atilarak OLS
tekniginin uygulanmasidir. Fakat literatiirde kesin kabul edilmis bir aykir1 deger
teshis teknigi mevcut degildir, sadece uygulamalara bakilarak tamamen geleneksel
olarak bazi smirlar onerilmistir. Bu nedenle de bu yontemin kullanilmasi birgok
arastirmact tarafindan Onerilmemektedir. Veri setinde aykir1 deger varliginda
Onerilen bir diger teknik de Robust (Saglam) tekniklerdir. Bu teknikler 1900’lerin
ikinci yarisindan itibaren ¢ok biiyiik gelismeler gostermis ve giderek popiilerlik
kazanmustir. Oyle ki Robust teknikler kendi iginde bile 6zellikleri bakimindan ¢ok
farkli gruplara ayrilmistir. Sira istatistiklerinin lineer kombinasyonlari olarak ifade
edilen L-tahminciler, sira testlerinden tiiretilen R-tahminciler, en kiiclik medyan
kareler (LMS) tahmincileri, en kiigiik budanmis kareler (LTS) (Rousseeuw
(1984)) tahmincileri, maksimum likelihood tipi olarak bilinen M-tahminciler
(Huber, 1964; Andrews, 1974) literatiirde bilinen en yaygin robust tahmincilere
ornek olarak verilebilir. Bu tezde ise kullanimi ve tanimlanmasi kolay her tip
orneklem biiyiikliiklerinde kolayca hesaplanabilen M-tahminciler dogrusal

regresyon analizi kapsaminda incelenecektir. (Wu, 2005)

Ikinci béliimde lineer regresyon modeli igin OLS ve MLE tahmincileri

anlatilacaktir. Ayrica belli varsayimlar altinda OLS’nin iistiinliikleri belirtilecek,



OLS’nin ¢ok iyi bir tahminci olmasinin sagladig1 avantajiyla birlikte ¢ok kati olan
ve saglanmasi gerekli olan kosullarin varligina da bagli olmasindan dolay1

getirdigi dezavantaji belirtilecektir.

Ucgiincii bdliimde robust (saglam) regresyon kavramindan bahsedilip bazi
tanimlamalar yapilacak ve bu tezin ana konusu olan M-tahminciler anlatilacaktir.
Literatiirde bircok M-tahmincisi yer almaktadir. Bu bdliimde genis bir literatiir
taramasiyla elde edilen M-tahminciler tamitilacaktir. Bilinmektedir ki M-
tahmincilerin  hesaplanabilmeleri i¢in ¢esitli niimerik tekniklere ihtiyag
duyulmaktadir. Bu teknikler arasinda en ¢ok kabul goéreni iteratif olarak yeniden
agirliklandirilmis en kiigiik kareler (Iteratively reweighted least squares) yani
IRWLS teknigidir. IRWLS teknigi, M-tahminciler i¢in tanitilacak, ayrica

algoritmanin bazi avantaj ve dezavantajlari tartisilacaktir.

Dordiincii bolimde M-tahmincilerin performanslarina iliskin yapilan
analizlerin sonuglarina yer verilecektir. Ilk olarak M-tahmincilerin IRWLS
algoritmas1 kullanilmasindan dolay1r hesaplanma siirecinde ihtiya¢ duydugu
baslangi¢ tahmincilerinin katsay1 sonuglarina etkileri grafikler ile gosterilecektir.
Daha sonra baslangi¢ tahmincilerinin iterasyon sayilarina etkileri de incelenerek
sonuglart karsilagtirilacaktir. Robust regresyon tekniklerinde sik kullanilan bir
kavram olan kirilma noktast M-tahminciler i¢in grafikler yardimiyla iki farkl
durum igin gosterilecektir. Bu calisma kapsaminda M-tahmincilerin farkli hata
dagilimlan i¢in performanslar1 da arastirilarak sonuglart RMSE kriterine gore
karsilastirilacaktir. Ayrica M-tahmincilerin aykiri deger teshis metodu olarak
performanst incelenecektir. Son olarak 0Glgegin  robust tahmincilerinin

degerlendirilmesi yapilacaktir.

Besinci bolimde M-tahmincilerle ilgili iki adet uygulama yapilacak ve

OLS’ye gore sonuglardaki degisimler incelenecektir.
Sonug boliimiinde ise tezde elde edilen sonuglar 6zetlenecektir.

Bu tez galigmasinda M- tahminciler ve diger bahsedilen tahminciler i¢in
sonuglar Matlab R2012a programinda yazilan 6zel kodlar ve LIBRA Kkiitliphanesi

yardimiyla elde edilmistir.



2. DOGRUSAL REGRESYON MODELI

[statistigin en dnemli kullamm alanlarindan birisi de “Modelleme” dir.
Arastirmacilar aralarinda iliski olan en az iki degiskeni modelleme ihtiyaci
hissederler, yani bir degiskeni ikinci bir degiskenle (veya daha fazla degiskenle)
aciklamak isterler. Bu iliski analizi regresyon modeliyle yapilabilir. En yaygin
regresyon modeli dogrusal (lineer) regresyon modelidir. Iki yada daha fazla
bagimsiz degiskenle bagimli bir degisken arasindaki lineer iliskiyi modellemede

kullanilir.
Dogrusal Regresyon modeli;
Vij=Bo+ Bixyi+ -+ Prxiite i=1..,n,j=1,..,k 2.1
Matris ve vektorlerle gosterilirse;
Y = Xp + ¢ seklindedir. (2.2)

Burada, Y: Bagimli degisken (a¢iklanan degisken veya yanit degiskeni), nx1
boyutlu vektor,

X: Bagimsiz degisken (agiklayici degisken), nxp boyutlu matris,
p=k+1)

[: Regresyon katsayisi, px1 boyutlu vektor (p = 2 oldugunda regresyon

modeli basit dogrusal regresyon modeli adini alir),
&: Rassal hata terimi, nx1 boyutlu vektordiir.

2.1. Regresyon Analizinin Amaci
One cikan ii¢ amac1 vardir, bunlar;

I.  Bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi kurmak
II.  Bagimsiz degiskenin alacagi degeri bagimh degiskenler yardimiyla
tahmin etmek
II.  Bagimsiz degiskenlerden hangileri bagimli degiskeni agiklamada
daha 6nemli (daha ¢ok ag¢ikliyor) oldugunu ortaya koymak



2.2. Regresyon Analizinin Adimlar1

L.

IL.
II1.
IV.
V.
VL
VIL
VIIL

Problem belirleme

Ilgili potansiyel degiskenleri secme

Veri toplama

Model belirleme

Dogru tahmini i¢in uygun teknik belirleme
Modeli bu teknik ile uygulama

Modelin uygunlugunu onaylama

Problemin ¢6zlimii i¢in modeli/modelleri uygulama

2.3. Hata Teriminin Onemi

Hata teriminin modelde yer almasinin sebepleri (Gujarati, 2001):

L

II.

II1.

IV.

VL

Kuramin Belirsizligi: Bagimlhi degiskeni agiklayan bagimsiz
degiskenlerin tam olarak bilinememesi.

Veri Bulunamamasi: Bagimsiz degiskenin verilerinin erisilememesi
veya elde edilememesi durumunda o bagimsiz degisken modele
alinmayacaktir.

Oze — Cevreye Iliskin Degiskenler: modele katkis1 kiigiik olan
bagimsiz degiskenler cesitli sebeplerden otiirii (maliyet, hesaplama
zorlugu, zaman vb.) modele alinmaz.

Insan Davramslarinda Igerilmis Rassallik: Bagimsiz degiskenlerin
tamam1 modele girse bile insan davranislarindaki rassallik hicbir
zaman belirlenemez.

Giigsiiz Yaklasik Degiskenler: Ger¢ek degerlerinin elde edilmesi
miimkiin olmayan bagimsiz degiskenler icin yaklasik degerler
kullanilmaktadir. Bu durum ayni zamanda 6l¢gme hatasi olarak da
bilinmektedir.

Yanhs Fonksiyon Kalibi: Modelleme hatalarindan kaynaklanan
hatalar olabilir (nonlineer modele lineer model uygulanmasi gibi).

Cok degiskenli regresyonda model belirlemenin zorlugundan

dolay1 bu tiir durumlarla karsilagilmaktadir.



2.4. En Kiiciik Kareler Tahmincisi

Ilk olarak Legendre (1805) ve Gauss (1809) tarafindan yaymlanmistir.
Dogrusal regresyon modelinin parametrelerini bulmada kullanilan en yaygin
teknik En Kiigiik Kareler (Ordinary least squares-OLS) tahmincidir. Hata terimi
tizerinde asagida verilen belli varsayimlarin saglanmasi halinde OLS tahminci

olarak en iyi lineer yansiz tahminci yani BLUE 6zelliklere sahiptir.

i. E()=0 (2.3)
ii. E(geg)=o0? (2.4)
iii. Cov(gg)=0 (2.5)

Ayrica hata terimi normal dagilima sahip &;~N (0, o2I) ise OLS tahmincisi

diizgiin en kiiciik varyansli yansiz tahmin edicit UMVUE o6zelligine sahiptir.
OLS’nin varsayimlar1 asagidaki gibidir,

I.  Hata terimleri rassaldir
II.  Hata terimlerinin ortalamasi sifirdir
III.  Hata terimleri sabit varyansa sahiptir
IV.  Hata terimleri sifir ortalamali sabit varyanshi Normal Dagilim’a sahiptir

V.  Hata terimleri arasinda bir iligki (otokorelasyon) yoktur
cov (e, ej) = E{[e; — E(el-)][ej - E(ej)]} (2.6)
cov(si, sj) = E(si,sj) =0, i#]j 2.7)

VI.  Bagimsiz degisken ile hata terimi arasinda iligski yoktur

cov(e;, X;) = E{[(& — E(e)][(X; — E(X)1} (2.8)
= E[e(X; — E(X)] (2.9)
= E(eX;) — E(X)E(g) (2.10)
= E(e,X) =0 2.11)

VII.  Bagimsiz degiskenler arasinda iliski (¢oklu dogrusal baglanti) yoktur



OLS tekniginin temel mantig1: regresyon katsayilarinin tahmini (8) Syle bir
deger olmalidir ki artiklarin kareler toplam1 minimum olsun. Yani dyle bir dogru
elde edilmeli ki tiim veri noktalarinin bu dogruya olan uzakliklar1 kareleri toplami

en kiiciik olsun.
Matris formu (2.2) i¢in su sekilde hesaplama yapilir;
S(B) = S, = e'e = (Y — XB)'(Y — XP) (2.12)
=Y'Y-B'X'Y-Y'XB+BX'XB (2.13)
=Y'Y -2B'X'Y + B'X'XPB (2.14)

Burada B'X'Y ifadesi 1x1 boyutlu oldugundan transpozunun degeri kendi

degerine esittir,
B'X'Y) =Y'XB (2.15)
Regresyon katsayilarina gore tiirev alip sifira esitlersek

Bl = _2X'Y +2X'XB =0 (2.16)
ap B

X'XB =X'Y olur. (2.17)

(X'X)™1 # 0 oldugunda, bu denklemin ¢dziimii OLS tahminlerini verir;

B=XX)XY (2.18)
Tahmin edilen degerler su sekilde bulunur;

y=XB =XX'X)"'X'Y (2.19)

2.19 denklemi Hat matris yardimiyla da agiklanabilir, p X p boyutlu hat
matris asagidaki sekildedir,

H=XXX)"1x' (2.20)
2.19 denklemi Hat matris ile ifade edilirse su sekle doniistir;

$ = Hy 2.21)



Artiklar ise su sekilde hesaplanir;
e=Y-VY=Y-XB=Y—-HY=(U-H)Y (2.22)
2.5. En Cok Olabilirlik Tahmincisi

Hata terimlerinin dagilimi bilinirse, parametreleri tahmin etmek igin
alternatif bir yontem olan en ¢ok olabilirlik teknigi de kullanilabilir. Ornegin
(Y;,X;) i =1,2,...,n seklinde veri seti olsun, regresyon modelinde hatalarin da
normal dagildig (£i~N (o, 02)) varsayilsin. Bu durumda bagimh degiskenin

terimleri normal ve bagmmsiz olarak Y;~N(B, + f1X;,0%) dagilir. & normal

yogunluk fonksiyonu;
1 _ng
fle) = z=e 27" (2.23)

e=(&,...,&,) olmak tlizere &e&=Y —Xf scklindedir, burada

Bo, f1ve o2 bilinmeyen sabitlerdir. Bu durumda olabilirlik fonksiyonu
L(Y;, Xy, Bo, B1, 02) = [Ty (2m0%) " 2exp |- = (Vi — fo — BuX)?|  (224)
= (2no?) ™ 2exp |- =5 (Y = XB)'(Y — XB)| (2.25)

Yukaridaki denklemi maksimum yapan parametre degerleri f§,, §; ve 62

seklinde simgelenir.

IL(Y;, X; o 1, 0%) = = (3) n2m — (3) Ino? — () (¥ = XB)'(Y — XB)
(2.26)
veya

1

InL (Y, Xy, o, B1,0%) = = (5) n2m = (3) ino? = (335) T (% — Bo — frX0)?
(2.27)

Bu fonksiyonu maksimize etmek i¢in (Y —XB)'(Y — XpB) ifadesinin

minimize edilmesi gerekmektedir. Kismi tlirevler alinirsa



dinL 1 = =

a5 0 = o= (fi— o= Brxi) = 0 (228)
0:P1,0

dinL 1 ~ ~

15 5 0 = o= (fi—Bo— uX)X = 0 (2229)
0:P1,0

dinL n 1 ~ ~ 2

73t 5.5~ " TV fo = BuX) =0 (230)

Bu denklemlerin ¢6ziimii en ¢ok olabilirlik tahmincilerini verir;

Bo=Y-pBiX (2.31)

§, = Heal9)Gi-D) (2.32)

Z?:l(xi_f)z

s I (yi-Bo—Brx)’
- n

& veya (2.33)

52 — (Y_XB)’(Y_Xﬁ) (2'34)

n

Burada dikkat edildiginde en ¢ok olabilirlik tahmincileri OLS tahmincileri
ile aynidir. Tabi bu durumun hatalarin normal dagilima sahip oldugunda gegerli

2

oldugu unutulmamalidir. Ayrica 62 ¢2 nin yanh bir tahmincisidir (62 =

[(n — 1)/n]6?) n biiyiidiikce yanlilik kiigiiliir.

En cok olabilirlik tahmincileri OLS tahmincilerine goére daha iyi

istatistiksel 0zellikler sunmaktadir.

En ¢ok olabilirlik tahmincileri yansizdir (bu durum &2 iginde gegerlidir,
clinkii asimptotik olarak yansizdir veya n biiyiidiik¢e yansiz olmaktadir) ve diger
yansiz tahmin edicilerle karsilastirildiginda belli kosullar altinda minimum

varyansa sahiptir.

Tutarli tahmin edicilerdir (n biiylidiikkge gercek parametre degerinden

sapmalar ¢ok kiiclik miktarlarda olmaktadirlar).

Yeterli istatistiktir (anakiitle i¢in yeterli bilgiye sahiptir).



Diger bir yandan da en ¢ok olabilirlik tahmincileri OLS goére hata dagilimi
hakkinda daha kat1 varsayimlar gerektirmektedir.(Gujarati, 2001; Montgomery ve
digerleri, 2001)



3. ROBUST REGRESYON

Robust (Saglam) regresyon tahmincileri hatalarin normal dagilima
uymadig1 veya veri setinde aykir1 deger bulunmasi durumunda veri setini en iyi
sekilde modellemek ic¢in kullanilan bir tekniktir. Robust tahminciler, robust
regresyon veya robust regresyon teknikleri olarak da ifade edilmektedirler. Robust
regresyon tahmincileri aykirt degerlere karsi duyarli olmayan tahmincilerdir.
Robust regresyon tahmincileri aykirt degerlere ya diisiik agirlik vererek ya da
tamamen red ederek gilivenilir sonuglar elde edilmesini saglar (Winskowski ve
digerleri, 2000). Ayrica, eger veri setinde aykir1 deger yoksa sonuglar1 en kiigiik
kareler tahmincisi (OLS) ile benzer ¢ikmasi beklenmektedir. (Wang ve Wang,
2007).

y = XB + & lineer modelinde E(¢) =0 ve V(e) =02l varsaymmlar
altinda OLS tahmincisi f , diger tahminciler arasinda en iyi tahminci olacaktr.
Ciinkii OLS teknigi “en iyi dogrusal yansiz tahminci” (Best Linear Unbiased
Estimator — BLUE)’dir. Yani tiim dogrusal yansiz ,[?} tahmincileri i¢erisinde OLS
en kiigiik varyansa sahip olandir. Bununla beraber hatalarin normal dagilima sahip
oldugu varsayimi altinda OLS tahmincisi tiim yansiz ; tahmincileri igerisinde en
kiiciik varyansa sahip olandir. Bu nedenle OLS tahmincileri “diizgiin en kiigiik
varyansli yansiz tahmin edici” (Uniformly Minimum Variance Unbiased
Estimator — UMVUE)’dir. Bu 06zellik kati bir sekilde normallik varsayimina
dayanmaktadir. Fakat uygulamada bircok durumda hatalarin dagiliminin normal
dagilima uymadig1 goriiliir. Bunun sebebi hata teriminin dagiliminin dogas1 geregi
normal dagilim olmamasi ya da aykir1 degerler olabilir. (Mcdonald ve digerleri,
2003) Buna ornek olarak pratikte gézlemlerin dagiliminin normal dagilima gore
daha uzun kuyruklu bir dagilima sahip olmasi verilebilir. Bu tiir durumlarda uzun
kuyruklu dagilimlar aykir1 deger tiretirler ve bu aykir1 degerler de OLS tahminini
etkileyerek regresyon dogrusunu kendi yonlerine cekerek hata degerlerini
biiyiitiirler. Bu durum OLS tahmincisinin her degere karst olduk¢a duyarli
olmasindan kaynaklanmaktadir. Burada da goriildiigii gibi OLS’nin hata
dagilimina olan duyarliligt OLS tahmincisini en iyi tahminci yaptig1 gibi en koti

tahminci de yapabilmektedir.
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3.1. Robust Regresyon Neden Gereklidir?

Aykir1 degerler ¢esitli tekniklere gore tespit edilebilirler. Bu aykir
degerler Ol¢lim hatalarindan veya yanlis kayit tutmadan kaynaklanabilirler. Bu
durumda yeniden 6l¢iim yapilabilir ise diizeltilebilirler. Bu tiir aykir1 degerlere
“kotii” aykirn deger denilmektedir ve bu aykir1 degerler gergek degerler
olmadiklart i¢in veri setinden atilabilirler. Fakat bazi aykir1 degerler Sl¢limiin
gercek degerini gosterdikleri igin veri setinden atilamazlar. Ayrica aykir1 degerler
belirli durumlarda kolayca tespit edilebilirler ama degisken sayist cogaldikca veya
daha karmasik oldugu durumlarda aykir1 degerleri tespit etmek ve bunlar veri

setinden atmak olduk¢a giictlir (Montgomery ve digerleri, 2001).

Veri setinden aykiri degerler atildiginda klasik tekniklerin performansi
robust teknikler kadar iyi ¢ikabilir. Analizlerde aykir1 degerler oldukca biiyilik
Ooneme sahip olmalarina karsin evrensel olarak kabul gérmiis ve iyi tanimlanmis
bir aykir1 deger kavrami bulunmamaktadir. Ayrica aykiri degerleri teshis etmek
her zaman kolay olamayabilir (Montgomery ve digerleri, 2001). Tim bu
sebeplerden dolay1 bu tiir veriler i¢in robust regresyon uygulamak en iyi ¢oziimil
almak icin gereklidir. Literatiirde, pek ¢ok robust tahminci mevcuttur. Maksimum
likelihood tipi olarak bilinen M-tahminciler (Huber, 1964; Andrews, 1974), sira
istatistiklerinin lineer kombinasyonlar1 olarak ifade edilen L-tahminciler, sira
testlerinden tiiretilen R-tahminciler, En kiiciik medyan kareler (LMS) ve En
Kiicik Budanmis Kareler (LTS) (Rousseeuw, 1984) tahminciler literatiirde

bilinen en yaygin robust tahmincilerdir.

Bu tezde ise kullanimi ve tanimlanmasi kolay her tip oOrneklem
bliylikliiklerinde kolayca hesaplanabilen M-tahminciler ele alinacaktir. (Wu,

2005)

3.2. Iyi Bir Robust Tahmincisinde Bulunmasi istenilen Istatistiksel Ozellikler

Iyi bir robust tahmincide bulunmasi istenilen &zellikler asagidaki gibi

siralanabilir. Ayrica M-tahminciler siralanan bu 6zellikleri saglamaktadir.
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1.

Bir robust tahmincisi standart istatistiksel 6zellikleri saglamalidir. Bunlar
tutarlilik, simetrik dagilimlar i¢in yansizlik, asimptotik normallik ve
dontistimlerde equivariance. Kisaca bilgi vermek gerekirse, yansizlik ve
tutarlilik bir tahminin, ger¢ek degere yakin ¢ikmasi i¢in gereklidir.
Asimptotik normallik n — oo iken \/ﬁ(é — 8) nin normal dagilmasi
ozelligidir. Equivariance ise doniisiim ve degisimlerde gbzlemlere bir sabit
ekledigimizde veya carptigimizda tahmincinin de ayni yonde degismesidir.
Kisaca konum ve Ol¢ek equivariance 6zelligi su sekilde ifade edilebilir:
(X1,X2,...Xn) gozlemlerinin fonksiyonu olan T(x;,Xs,...X,;) tahmincisi,
(ax;+b,ax,+tb,...ax,tb) gozlemlerinin fonksiyonu olan
T(ax;t+b,ax,+b,...ax,1b) tahmincisi olsun. Bu durumda
T(ax;+b,ax,+b,...ax,tb)=aT(x,X2,...Xy)+b 1se T tahmincisi konum ve
Olcek equivariance Ozelligine sahiptir denir. (Wu 1985; Maronna ve

digerleri, 2006)

Robust tahminin degeri varsayimsal dagilimdan kiigiik sapmalar
oldugunda ¢ok az degismelidir. S6z konusu sapmalar veri setinin kiigiik
bir boliimiindeki ¢ok biiyiik sapma veya veri setinin biiyiik bir boliimiinde
cok kiigiik sapma olabilir. Bu tiir tahmin edicilere dayanikli (resistant)

tahmin ediciler denilmektedir. (Wu, 2005)

Robust tahminin degeri varsayimsal dagilimdan biiyiikk sapmalar
oldugunda da cok sert bir sekilde degismemelidir. Biiyiik sapmalar ayn1
zamanda dagilimin seklini de degistirmektedir. (Wu 2005)

Robust tahminci gozlem verilerinin dagilimi i¢in etkin bir tahmin edici
olmalidir. Genellikle robust tahmin ediciler normal dagilimin merkezinde

cok yiiksek etkinlige sahiptir fakat kuyruklarda ise farklidir. (Wu, 2005)
Robust tahminci pratikte de uygulanabilir olmalidirlar. Yani esnek,

kullanim1 ve tanimlanmasi kolay, maliyeti kabul edilebilir, her tiir

orneklem biiyiikliiklerine uygun olmalidir. (Wu, 2005)
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3.3. Robust Regresyonda Bazi Tamimlamalar

3.3.1. Etkileyici (influence) nokta: Eger bir gézlem regresyon denklemini biiyiik
Olciide etkiliyorsa yani kendi yoniline biiyiik oOlciide cekebiliyorsa o nokta
etkileyici noktadir. Diger bir ifadeyle veri setinden bir nokta kaldirildiginda
regresyon denkleminde biiyiik degisik oluyorsa o nokta etkileyici noktadir.(Sarkar
ve digerleri, 2011)

3.3.2. Kaldirag (leverage) nokta: Bagimsiz degiskeni digerlerine gore cok biiyiik
veya ¢ok kiiglik deger alan noktadir. Bagimli degiskenin aldigi degerlere gore
regresyon denklemini olumlu veya olumsuz etkiler. Bazi durumlarda aymi
zamanda etkileyici nokta da olabilmektedirler. (Montgomery ve digerleri, 2001)

Iyi ve kétii olmak iizere ikiye ayrilirlar. (Wilcox, 2010)

iyi kaldirac (high leverage) nokta: Sadece bagimsiz degiskeni degil ayni
zamanda bagimli degiskeni de digerlerine gore ¢ok biiylik veya ¢ok kiiclik deger

alan noktadir. Yani regresyon dogrusun gectigi yerde bulunan noktadir.

kotii kaldira¢ (low leverage) nokta: Sadece bagimsiz degiskenin
digerlerine gore cok biiyiik veya cok kiigiik deger aldigi noktadir. Regresyon
dogrusundan oldukg¢a uzakta olan bir noktadir. Regresyon denklemini olumsuz
yonde etkileyici bir noktadir. Aymi zamanda regresyon aykiri degerdir ve

etkileyici noktadir.

3.3.3. Aykin deger: Regresyon analizinde aykir1 deger, biiyiik artiga sahip bir
nokta olarak tanimlanmaktadir. Diger bir ifadeyle, bir noktanin bagimli
degiskeninin digerlerine gore oldukca farkli (daha biiylik veya daha kiigiik)

olmasidir. Asagidaki sekilde siniflandirilirlar.

regresyon aykir1 deger: Bir noktanin veri setinde lineer baglantisi
bulunan diger noktalardan oldukga farkli bir yonde yer almasidir. Genelde diger
verilere gore biiylik artiklara sahiptirler. Regresyon denklemi {izerinde olumsuz
etkiye sahiptirler. Bu nedenle de tespit edilmesi en 6nemli ve en gerekli olan

aykir1 degerlerdir. Ornek vermek gerekirse kotii kaldirag noktalar1 ayn1 zamanda

13



regresyon aykirt degerlerdir. Fakat iyi kaldira¢ noktalar1 regresyon aykir1 deger

degillerdir (Montgomery ve digerleri, 2001).

artik aykir1 deger: Standartlastirilmis veya student tiirii standartlagtirilmis
artif1 biliyiik olan noktadir. Artik aykir1 degerler ayn1 zamanda regresyon aykiri
deger de olmaktadir. Ama bunun tersi bazi 6zel durumlarda dogru olmayabilir.
Ornegin bir nokta ¢ok fazla etkileyici nokta ise regresyon dogrusunu kendisine
cekeceginden artig1 kiiclik c¢ikabilir boylece de artik aykiri degeri olmaz ama
regresyon aykiri deger olur (Montgomery ve digerleri, 2001).

x-yonlii aykir1 deger: Bir noktanin x yoniinde diger noktalara gore

oldukca uzakta bulunmasidir (Montgomery ve digerleri, 2001).

y-yonlii aykir1 deger: Bir noktanin y yoOniinde diger noktalara gore

oldukca uzakta bulunmasidir (Montgomery ve digerleri, 2001).

x ve y — yonlii aykir1 deger: Bir noktanin hem x yoniinde hem de y
yoniinde diger noktalara gore oldukca uzakta bulunmasidir. Bulundugu konuma
gore genellikle regresyon dogrusu iizerinde pek bir etkiye sahip degillerdir

(Montgomery ve digerleri, 2001).

Aykir1 deger olan bir nokta yukaridaki siniflandirmalarin  birine
girebilecegi gibi birden fazlasina da girebilmektedir. Bu durumun olusmasinda
temel etken ise aykir1 degerin yonii ve etkisidir. Burada aykir1 degerin yonii ele
almirsa dogrularin genel istikametinde olan bir aykir1 deger regresyon aykirt
deger olmamaktadir. Aykir1 degerin etkisi dikkate alindiginda ise etkileyici olan
bir aykir1 deger noktasi regresyon dogrusunu kendisine cekerek artik degerini
kiiciiltiir ve regresyon aykirt deger smifinda olmasina ragmen artik aykirt deger

siifina girmez.

Aykirt deger ve kaldirag noktalar1 daha iyi gosterebilmek igin rasgele
cesitli noktalar olusturulmus ve sekil 3.1. ile sekil 3.2. da grafiklerle gosterilerek

ilgili siniflandirmalar ¢izelge 3.1.’de verilmistir.
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[ J A C
o ® o
Sekil 3.1. Cesitli aykir1 deger noktalar1 Sekil 3.2. Artik aykir1 deger olmayip regresyon

artik deger olan nokta

Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 yukarida ifade edilen aykiri deger tiirlerini ve
kaldirag noktalarmin anlamak bakimindan énemlidir. Ornegin A, B ve D noktalari
regresyon dogrusunu kendi yonlerine dogru ¢ekeceginden etkileyici noktalar ve B
ve D aymi zamanda koti kaldirag nokta iken, C noktasi ise dogrunun egimini
etkilemeyeceginden iyi kaldirag noktasidir. Ayrica A y-yonli aykirt deger, B ise
x-yonlii aykir1 degerdir. Asagidaki tablo bu noktalar1 ozellikleri bakimindan

siniflandirmustir.

Cizelge 3.1. Aykirt deger noktalarinin siniflandirilmalari

Etkileyici Nokta
Iyi Kaldirag (High Leverage) Nokta - - + -
Kotii Kaldirag (Low Leverage) Nokta
Regresyon Aykir1 Deger

Artik Aykir1 Deger

x-yonlii Aykirt Deger -

+
+
1

+

+ 4
+ 4+ 4+ +
| I | ]
+ o0+ o+

y-yonlii Aykir1 Deger + R - -
x ve y — yonlii Aykir1 Deger - - + -

Ayrica, yukarida ifade edilen artik tiirii ne olursa olsun, en kiiciik kareler
yonteminin bu artiklara duyarli oldugu ve varligi durumunda tutarsiz tahminler

ortaya ¢ikardigi bilinmektedir. (Rousseeuw ve Leroy, 1987).
3.3.4. Student tiirii standartlastirilnus artiklar

Student tiirti artiklar asagidaki gibi tanimlanir,

— €
= 3.1)
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Burada e; i. artik, s dlgek tahmini, h; degeri ise X(X'X)~1X’ sapka (hat)

matrisinin i. Kdsegen elemanidir ve i. noktanin x — uzay: tizerindeki uzakligidir.

Bu olceklendirme teknigi ile kaldirag (leverage) noktalar daha iyi tespit
edilirler. Kaldirag noktalarin artiklar1 genellikle kiiciiktiir. Bu nedenle de x —
uzayt merkeze yakin noktalara gore varyanslari da kiigiiktiir. Bu durumda da
tespit edilmeleri zordur. Standartlagtirilmis artiklar bu noktalar1 tespit etmekte
yetersizdirler. Bu nedenle bu eksikligi ortadan kaldirmak i¢in x —uzay:
tizerindeki uzaklhigi dikkate alinarak i. gbzlemin etkisi standartlastirmaya dahil
edilir ve yeni bir standartlastirma yapilir. Bu yeni standartlastirmaya student tiirii

standartlastirma denilir (Montgomery, 2001).
3.4. Tahminciler I¢in Kriterler

Genellikle  tahminciler varyans veya yanlhilikk veya ikisinin
kombinasyonundan olusan hata kareler ortalamasi (MSE) Ool¢iitlerine gore
degerlendirilmektedir. Ote yandan, tahmincilerin aykiri degerlere karsi
dayanikliligin1 degerlendirmede yaygin olarak kullanilan Olgiitler ise etki
fonksiyonu (influence function), kirilma noktas1 (breakdown point), gross hata
duyarlilig1 (gross error sensitivity) olarak bilinmektedir (Maronna ve digerleri,

2006). Bu boliimde bu ol¢iitler tanitilacaktir.
3.4.1. Etki fonksiyonu (influence curve — IC veya influnce function — IF)

Biiylik 6rneklemlerde ¢ok kiiciik bir orandaki kirliligin (contamination)
etkisinin tahminciyi nasil etkiledigini gosteren Olgiittiir. 7' tahminci, y ise Oornek
uzayda nokta olsun. Bu durumda 7 i¢in etki fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir.

T((1-€)F+eAy)-T(F)
€

IFr (¥) = lime_,g (3.2)

Burada, F varsayilan dagilim, € kiigtik bir say1, A, y noktasinda bir olasilik

kiitlesini ifade eden kiimiilatif dagilim fonksiyonudur. Etki fonksiyonuna T

tahmincisinin €’ ye gore tiirevi olarak da bakilabilir. T((1 — €)F + €A,) ve T(F)
sirastyla , (1 —€)F + €Ay nin ve F’nin tahminleri oldugu i¢in bu iki tahmin

arasindaki fark etki fonksiyonu ile tahmin edilmektedir. Etki fonksiyonu y deki
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kirliligin (contamination’in) kii¢lik miktarinin T(F) deki etkisini 6lgmektedir
(Rohan, 2011). Wu (1985) etki fonksiyonun varsayilan dagilimda kiiciik degisim
altinda tahmincinin asimptotik davranisinin niceliksel bir resmini saglamakta

oldugunu ifade etmistir (Wu, 1985).

Etki fonksiyonun sonlu 6rnek icin ifadesi duyarlilik egrisi (sensitive curve
(SC)) olarak adlandirilmaktadir. [Fpp(y) de F yerine deneysel dagilim
fonksiyonu F, ve € yerine 1/n+1 konulursa duyarlilik egrisi asagidaki gibi ifade

edilir (Goodall, 1983):

SC(y) = (n+ 1) [T (= F+==4, ) = T(F)| (3.3)
= (n + 1) [Tn+1(y1; v Yo y) - Tn(ylr ---yn)] (3'4)
3.4.2. Kirilma noktasi

Veri setinde aykir1 degerler olsa dahi bir tahmincinin istikrarinin ne kadar
korudugunun ol¢iisiidiir. Bir tahmincinin saglamligini (robustness) 6lgmede
kullamilir. Basit bir sekilde ifade etmek gerekirse, §’nin bir tahmincisi olan £ nin
kirilma noktasi, tahmincinin ger¢ek parametre degeri hakkinda hala dogru bilgi
vermeye devam edecek kadar veri setindeki maksimum kirletme miktaridir. Bir
tahminci i¢in en kiiciik kirilma noktast 1/n dir. (Wu, 1985; Maronna ve digerleri,

2006, Montgomery, 2006).

n tane veriden olusan U={xy,...,.X;} orneklemi i¢in 7(X1,...,Xp)
tahmincisinin degeri bilinmeyen parametre i¢in tahmin degeri olsun. 7(x,...,Xy),

T (U) seklinde gosterilsin.

Orijinal veri noktalarinin herhangi m (m<n/2) tanesi keyfi degerlerle
degistirilsin ve elde edilen 6rneklem U seklinde, buna dayali tahmin T(U)

seklinde gosterilsin. Boylece maksimum yanlilik
Bias(m,T,U) = supg||T(T) — T(U)|| (3.5)

olarak tanimlanir. Boylece, sonlu 6rneklem igin 7" tahmincisinin kirilma noktasi
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&= min{%,BiaS(m, T,U) = o} (3.6)
seklinde tanimlanir.

3.4.3. Biiyiik hata duyarhhgi (gross error sensitivity)

T tahmincisinin etki fonksiyonun mutlak degerinin maksimumu Kiiciik

Hata Duyarlili1 (Gross error sensitivity) olarak ifade edilir.

y = supy|IFrp ()] (3.7)

T tahmincisinin etki fonksiyonu sinirli (y < o) ise bu durumda 7-tahminleri

sinirlt saglam anlaminda B-robust olarak adlandirilir (Rohan, 2011).
3.5. Regresyon Analizinde M-Tahminciler

Ik defa Huber tarafindan 1964°de ortaya atilan M-tahminciler isimlerini
en c¢ok olabilirlik tahmincilerinden (Maximum Likelihood Estimator - MLE)
almaktadirlar. Bu tahminciler, OLS tahmincilerinin kullandigi kalint1 kareleri
yerine, kalintilarin daha az hizla artan bir fonksiyonunu kullanmay1 onerir

(montgomery, 2001).
Asagidaki iki kosulu saglayan tahmincilere M-Tahminciler denir;

I.  Artiklarmn bir fonksiyonunun minimize edilmesi

miniﬁmize Yieip(r) (3.8)
Burada, r; student tiirii standartlastirilmis artiklar (r; = S\/%), p
artiklarin fonksiyonudur ve karesel fonksiyona gore daha az artacak
sekilde secilir.

]

L y0)=5,p0) 3.9)
olmak tizere, ¥(.) etki veya kestirim fonksiyonu olarak
isimlendirilir.

Z?zll/)(ri) xij =0 ] = 0,1,...,k (310)

p(r) konveks ve tiirevlenebilir ise ¢6ziim tektir. (Maronna ve digerleri, 2006)
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Hatalar belirli varsayimlar1 sagladiginda ve dagilimi belirli dagilimlara
uydugunda (dagilimin logaritmasinin negatif isaretlisi amag¢ fonksiyonu olarak
alindiginda) M-tahminciler en ¢ok olabilirlik tahmincisine doniismektedirler.

Dolayistyla M-Tahminciler en ¢ok olabilirlik tahmincilerini kapsarlar.
3.5.1. p amag fonksiyonu

Iyi tanimlanan bir p amag fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

L p0)=0 (3.11)
I.  p(r) = 0 (pozitif tanimlilik) (3.12)
1. p(r) = p(—r) (simetriktik) (3.13)
IV. 0<r <nicinp(r) < p(ry) (3.14)

V.  psiirekli ve tiirevlenebilir olmalidir.

(Maronna ve digerleri, 2006; Ali ve digerleri 2006)

3.5.2. Y fonksiyonu

Y ile gosterilen fonksiyon, her verinin, parametre tahmin edicisi
tizerindeki marjinal etkisini 6l¢gmektedir. Bu fonksiyon o kadar énemlidir ki 1 ’nin
durumlarina goére M-tahmincisi farkli isimler almaktadir. Regresyon katsayilarinin

M-tahminleri

Yty x; =0 j=01..k (3.15)
denkleminin iteratif yontemlerle ¢oziimii ile bulunur.
1’ ’nin bazi 6zellikleri (Bell, 1980) asagidaki gibi siralanabilir:

I. o asimetriktir, Y(—1r) = =P (1)
II. ¥=0,r>0 igin
HI.  y(r) siirekli ve pargali tiirevlenebilir bir fonksiyondur
Iv. y'(0)=1
V. ¢"0)=0
VL. 9" (0)<0
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3.5.3. w agirhik fonksiyonu

Agirlik fonksiyonu da asagidaki gibi tanimlanir;

— G 3.16
l

Ty
Boylelikle (3.10) denklemi asagidaki gibi olur;
Z?:l Wirixl-j =0 (317)

(3.15) ve (3.17) denklemleri iteratif tekniklerle ¢oziilmektedir. Bu teknikler i¢inde
en uygun kullanilan1 Yeniden Agirliklandirilmis En Kiiclik Kareler (Iteratively
Reweighted Least Squares-IRWLS) teknigi’ dir (O’leary, 1990; Holland and
Welsch, 1977).

3.5.4. M-Tahminciler icin yeniden agirhklandirilmis en kiiciik kareler

(iteratively reweighted least squares-IRWLS) teknigi

IRWLS teknigi admi agirliklandirilmis en kiiclik kareler’in bir dongii
icerisinde yenilenmesinden alir. Her dongii icerisinde her bir gozleme kars1 gelen
agirliklar kullanilarak regresyon tahminleri yapilir. Her bir dongiide de agirliklar
degismektedir ¢linkii her yineleme de yeni artiklar hesaplanmaktadir. Burada bir
not eklenirse baslangi¢c tahmini i¢in agirliklar olmayacagindan (¢ilinkii heniiz
artiklar elde edilmemistir) bir baslangi¢c tahmincisi kullanilmasi gereklidir. Bu
yinelemeler veya dongiiler katsayilarin bir Onceki katsayilardan ¢ok az bir
farklilik gostermesine kadar devam eder. IRWLS teknigi genel olarak agiliklarin
secimine dayanmaktadir (Heiberger, 1992; Holland and Welsch, 1977).

IRWLS algoritma adimlari:

1. Bir baslangi¢ tahmincisiyle ilk artiklar hesaplanir (e;)

2. Bu artiklar yardimiyla 6lgek tahmincisi hesaplanir (s)

3. Artiklar 6l¢ek tahmincisi yardimiyla standartlastirilir (7;)

4. Standartlagtirllmis artiklarin  M-tahmincilerinin = agirlhik  fonksiyonu

yardimiyla agiliklar1 bulunur (w;)
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. Agirliklar yardimiyla IRWLS teknigi kullanilarak regresyon katsayilari

tahmin edilir
g =XWX)'XWY (3.18)
Burada W kosegen elemanlar agirlik olmak {izere kosegen (diagonal)

matristir.

. Bulunan katsayilarla bir 6nceki katsayilar arasindaki fark cok kiiciik ise

islem sonlandirilir degilse bulunan katsayilarla yeni artiklar hesaplanarak

3. Adima doniilerek yakinsama saglanana kadar islemlere devam edilir.

3.5.5. M-Tahminci teknikleri ve verdikleri agirhklara gore simflandirilmalar:

II.

M-Tahminciler verdikleri agirliklara gore asagidaki sekilde siniflandirirlar;

Monoton m-tahminciler

Belirli bir noktaya kadar dogrusal azalan agirlik, belirli bir noktadan sonra
ise ya sabit agirlik veren ya da ¢ok az artiglarla agirlik veren
tahmincilerdir. Higbir zaman sifir agirlik vermezler.

Yeniden azalan (redescending) m-tahminciler

Yeniden Azalan (Redescending) M-tahminciler en popiiler olan M-
tahmincilerdir. ¢ fonksiyonu orijinin g¢evresinde azalan degildir fakat
orijinden uzaklastik¢a degeri sifira gider. 1 fonksiyonlari sifira diizgiin bir

bi¢cimde azalacak sekilde segilir.

Regresyon analizinde bazi yeniden azalan (redescending) tahminciler
maksimum kirilma noktasina ulagsmakla beraber bazilar1 da etkinligi

maksimuma ¢ikarmaktadirlar.

Genellikle yeniden azalan (redescending)M-tahminciler aykir1 degerlere
kars1 monoton tahmincilerden daha dayaniklidir ancak tahminler elde
edilirken kullanilan baslangi¢ degerlere de daha fazla duyarlidir. (Rohan,
2011).

Iki sinifa ayrilirlar;
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a. Yavas yeniden azalan (soft redescending) m-tahminciler
Sonsuza giderken biiyiik artiklara sifira yakin agirliklar veren
tahmincilerdir lim,,_,, ¥ (r) = 0.

b. Hizh yeniden azalan (hard redescending) m-tahminciler
Belirli bir noktadan sonraki artiklara sifir agirlik  veren
tahmincilerdir. X > |c| i¢in ¥ (r) = 0 saglanir, ¢ burada minimum

reddetme noktasidir. Bu M-tahminciler direk olmayan aykir1 deger

teshis metodu olarak da kullanilabilir (Billor ve Kiral, 2008).
3.5.6. M-tahmincilerin asimptotik normalligi

Regresyon katsayilarinin M- tahminlerinin olusturdugu vektor 8

asimptotik olarak normal dagilima sahiptir.

B~N(B,V) (3.19)

f igin asimptotik varyans matrisi asagidaki sekildedir:

E(y?) ryy—1
(XX (3.20)

(Dasiou ve digerleri, 1999; Maronna ve digerleri, 2006)

Boylece, f min tahmin edilmis varyans matrisi asagidaki sekildedir.

T _ nTUEWOR e
V() = t=s e @O (3.21)

(Rohan, 2011).

3.5.7. Uygulamada en ¢ok kullanilan m-tahminciler

Ilk olarak Huber tarafindan 1964’de M-tahmincileri tanitilmis ve Huber

OLS ve LAD’ yi birlikte ele alan bir p(.) fonksiyonunu Onermistir. Bu

fonksiyon, belirlenmis araliklar arasinda gozlemlere esit agirlik, bu aralik disinda

ise azalarak agirlik vermektedir. Boylece tahmincinin etkinligi ve robusthig

oldukca yiiksek olmaktadir. Huber’in M-tahmincisi etki fonksiyonuna gore

monoton 6zellige sahiptir. Benzer sekilde Fair ve Lojistik M-tahmincilerde hemen

hemen ayni1 6zelliklere sahiptir ancak etki fonksiyonlar: belli bir yerden sonra
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sabit gitmemektedir. Ote yandan, Andrew (1974)’in siniis fonksiyonu normal
dagilim i¢in en iyi etkinlige sahip fonksiyonlardan biridir. Andrew (1974) ve
Tukey (1974)’in Bisquare M-tahmincilerinin ma¢ fonksiyonu fonksiyonlari
benzerlik gostermektedir. Fakat Bell tekniginde tek bir fonksiyon tanimlidir yani
bir reddetme noktas1 yoktur ama yine de merkezden uzak verilere oldukea kiiciik

agirliklar vererek katsayr tahmini tizerindeki etkisini neredeyse sifira indirmistir.

Robust literatiirinde, Hampel ii¢ parcali hizli yeniden azalan (hard
redescending) bir fonksiyonu M-tahmincisi olarak Onermesi ile yeniden azalan
(redescending) M-tahmincileri popiiler olmaya baglamistir. yeniden azalan
(redescending) M-tahmincileri, aykir1 degerleri bir anda degil de bir gecis
bdlgesinden sonra tamamen atan bir tahmincidir. Bu sayede de etkinligi oldukga
yiiksektir. Ciinkii merkeze yakin (sifirin komsulugundaki) gézlemlere ilk kritik
degere kadar maksimum agirlik vermekte ve merkezden uzaklastikca da ikinci
kritik degere kadar sabit bir agirlik, iiclincii kritik degere kadar da azalan bir
agirlik vermekte lglincli kritik degerden sonra da O vererek aykiri degerlerin
etkisini tamamen ortadan kaldirmaktadir. Asad’in M tahmincisi (Ali ve digerleri,
2006) ise belirli bir yere kadar dogrusala yakin daha sonra ise azalacak sekilde bir
etki 1 fonksiyonuna sahiptir. Bir noktadan sonra ise gozlemlere sifir degerini
vermektedir. Y1 ve P2 her iki teknikte Winsor’un prensibine dayanilarak
olusturulmustur (Ali ve digerleri, 2006). Yani tiim dagilimlarin ortada aslinda
normal dagildigini goz oniine alarak bir tahminci saglamaktadir. Belirli bir yerden
sonra ise hizli bir sekilde verilen agirliklar1 azaltarak belirli bir noktadan sonra
tamamen sifir vermektedir. Bu teknigin diger tekniklerden farki tama yakin agirlik
verme araliim1 diger tahmincilere gore daha uzun tutmasidir bdylece aykiri
degerler disindaki artiklar normal dagildiginda etkinligi diger tahmincilere gore
yiiksek olmaktadir. Insha’nin M-tahmincisi (Ullah ve digerleri, 2006) her yerde
stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyona sahiptir ve Tukey, Asad, 1 ve 2 ye gore
tama yakin agirlik verilen aralik daha genistir ve bir reddetme noktas: yoktur. Bu
nedenle de hi¢bir zaman gozlemlere sifir degeri vermemektedir fakat merkezden
uzak verilere ¢ok diisiik agirliklar vererek tahminci iizerinde aykiri degerlerin

etkilerini yok denecek kadar kiigiiltiir.
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M tahmincileri esnek, hesaplanmasi kolay ve asimptotik teorisinin
bilinmesi bakimindan en c¢ok kullanilan robust tahmincilerdir. Ancak, x-
yoniindeki aykir1 degerlere karsi duyarli olmalari ve uygulamalarda p(.)’nun

secimine iligkin bir sonucunun bulunmamasindan dolay1 dezavantajlara sahiptir.

Literatiirde bilinen M-Tahminciler asagidaki tabloda etki fonksiyonlarina

gore siniflandirilarak verilmistir.

Cizelge 3.2. Uygulamada en ¢ok kullanilan M-tahminciler

Fonksiyon Ayaralama

Ad: Sinifi Sabiti P((r)
Andrew’s Hizli . < an
1 Wave Yeniden a=1,339 Y() = {sm(r/a) N
. 0 r>an
(veya sine) Azalan
Yavas 72\ 2
2  Bell Yeniden — Yr)=r (1 + ?> |r] < oo
Azalan
Yavas Y =——35 Irl<e
3 Cauchy Yeniden c = 2,385 1+ f)
Azalan ¢
Hizlh r |T'| <c
4  Danish Yeniden c=2~3 Y(r) = {r exp(—r2/c?) Irl > ¢
Azalan
T
5 Fair Monoton c=14 ¥ = 1+|r|/c Il < e
Yavas 2r
Geman and . . ) = Ir| < oo
6 Meclure Yeniden P a1 77
Azalan
r ] <a
Hizli a=17 asign(r) a<l|r|<b
Hampel’s . ’ — ; _
7 Yeniden b=34 Y(r) asign(r)(c — |r|)
’ b<|rl <
17A Azalan c=8,>5 c—b Irl < ¢
0 |r| >c¢
_ r Irl<c
8 Huber Monoton ¢ = 1,345 Y(r) = csign(r)  |r| > c
9 Logistic Monoton ¢ = 1,205 Y(r) = ctanh(r/c) |r| < oo
i <
Sul?:rreastllgoot Yavas S; n(r) r=e
10 >9qu Yeniden ¢ = 1,264 Y@r) = c3/2 sgnir) Ir] > c
Estimator Azalan \/m
(QSR)
Yavas
11 Ramsay’s E,  Yeniden c=03 Y(r) =rexp(—clr]) [|r| <o
Azalan
Yavas )
12 Welsh Yeniden ¢ = 2,985 PY(r) =rexp(=(r/c)?) |r| <o
Azalan
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Cizelge 3.2. (Devam) Uygulamada en ¢ok kullanilan M-tahminciler

Hizlh

_(r rl<c
13 Talwar Yeniden c=2,795 Y(r) = 0 |r|>c
Azalan
Tukey’in 292
.o Hizl [ r ]
1—(= <
14 ?‘ngght Yeniden ¢ = 4,685 p(r) = {r Q)] Im=e
vey Azalan 0 Ir] > ¢
Bisquare)
2
Hizli 2 [ r 4]
“rl1 = (= <
15 Asad Yeniden c = 4,685 Y(r) = {37“ (c) Irl<c
Azalan 0 Ir| > ¢
Yavas 42
16 Insha Yeniden ¢ = 4,685 Yr)=r [1 + (E) ] [r| < o0
Azalan
Hizh r m\21%
—|1=(= <
17  Qadir Yeniden ¢ = 4,685 P(r) = 16[ (c) ] Irl<ec
Azalan 0 |r| >c¢
2
Hizli r[ r 6]
— 1 — = <
18 Y1 Yeniden ¢ = 4,685 ¥(r) = {2 (c) Irl<e
Azalan 0 Ir] > ¢
2
Hizl r[ r 8]
~l1-(= <
19 2 Yeniden ¢ = 4,685 W) = {2 (c> Irl=c
Azalan 0 Ir| >c

Tablonun tgiincii siitunda verilen sabit degerler ayarlama sabiti (tuning
constant) olarak da bilinir. Bir tahmin edicinin aykir1 degerlere kars1 saglamligini
ve aykir1 degerlerin yoklugunda tahmincinin etkinligini belirlemede yardimecidir.
Burada etkinlikten kasit hatalar normal dagildiginda teknigin ne kadar iyi
performans sergiledigidir. Buradan da anlasildigi lizere tahmin edicinin hata
dagilimlar1 iizerindeki performansini etkileyen katsayidir. Bazi teknikler igin
ayarlama sabitine kiiciik deger verildiginde teknigin dayamikliligi artmaktadir
fakat ayn1 zamanda etkinligi azalmaktadir. Bu nedenle ayarlama sabitinin degeri
tahmin edicinin hem dayanikliligin1 yiiksek hem de normal dagilimda etkinligini
yiiksek yapacak sekilde optimum olmalidir (Holland ve Welsch, 1977).
Yukaridaki tablonun ii¢iincii siitununda verilen ayarlama sabitlerinin ¢ogu standart
normal dagilimda M-tahmincilerinin etkinligi %95 olacak sekilde secilmistir,

digerleri i¢in ise arastirmacilar tarafindan 6nerilen sabitler kullanilmistir.

Ote yandan M-tahmincileri red noktas1 ise belli bir degerden sonra i

fonksiyonunun sifir olarak alinmasini belirleyen noktadir. Bu noktanin ilerisinde
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kalan noktalar tahmin iizerinde sifir etkiye sahip olacaklardir. Bu sekilde bir sonlu
red noktasina sahip tahmincilere Hizli Yeniden Azalan Tahminci (Hard
Redescending Estimator) denir ve bu tahminciler biiylik aykir1 degerlere kars1 ¢ok
1yl korunurlar. Ayrica, bu tahminciler direk olmayan aykir1 deger teshis metodu

olarak da calisirlar (Billor ve Kiral, 2008)

Yukarida Cizelge 3.2 de verilen M-tahmincilerinin etki fonksiyonlari
grafikleri asagida verilmistir. Bu grafiklere bakilarak da tahmincilerin aykiri
degerlere karsi dayaniklihig hakkinda kabaca yorum yapilabilir. Ornegin EKK
tahmincisin etkisi, artik biiyiidiikce artmakta, Huber’in M-tahmincisinin etkisi,
belli bir noktaya kadar artmakta bu noktadan sonra sabit olarak devam etmektedir.
Andrew’in M-tahmincisi ise artik belli bir degeri astiktan sonra tahminci iizerinde

bu degerlerin etkisi olmamaktadir.

T v 1 v

-0

Sekil 3.3. OLS 1) fonksiyonu grafigi Sekil 3.4. Anrew’in sine 1 fonksiyonu grafigi

T i w(r)

Sekil 3.5. Bell ¢ fonksiyonu grafigi Sekil 3.6. Cauchy w fonksiyonu grafigi
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Ay 5% w(r)
sl
2 o
1+ 2
3 5 1 —1 15 5 3 3 5 5
14 2
24 a1
St
A1 84
Sekil 3.7. Danish 1 fonksiyonu grafigi Sekil 3.8. Fair 1 fonksiyonu grafigi
Tvo v
151
o
.
o
0.5
L L o - Il L &
Y 1 2 & B 35 3 10
Al
24
BE
o
L1
Sekil 3.9. Geman ve Mcclure 1 fonksiyonu Sekil 3.10. Hampel ) fonksiyonu grafigi
grafigi
T v
2
o
i
S/ S T i f %’ R T T

ta
I

Sekil 3.11. Huber 1 fonksiyonu grafigi
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Sekil 3.12. Logistic 1 fonksiyonu grafigi



Fwl) % win)
ol
2 u s
1 24
6 -4 2 2 4 é S: ’ 13 3 ) 10 13
1 ]
a4 a4
= 61
4t s+
Sekil 3.13. QSR v fonksiyonu grafigi Sekil 3.14. Ramsay 1 fonksiyonu grafigi
+ v I v
i T
4 ) 1 H 6 4 + o 5 3 1
14
EEN
Sekil 3.15. Welsch 1 fonksiyonu grafigi Sekil 3.16. Talwar 1 fonksiyonu grafigi
T v T v
11 1
2 — i 3 4 i?i N S b =
BER
-1
Sekil 3.17. Tukey 1 fonksiyonu grafigi Sekil 3.18. Asad Y fonksiyonu grafigi
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vl RG]
0154
2 0.1
1+ 0051
5 4 2 i i ¥ [ = ) 1 1 1 R
14 0,05
- 01
RIRGE o
i
Sekil 3.19. Insha 1 fonksiyonu grafigi Sekil 3.20. Qadir 1 fonksiyonu grafigi
T win) T v
11 1
4—‘; -4 2 1 1 2 4 5 _-‘J_ -4 2 1 1 2 4 3
1 1
Sekil 3.21. ¢ 1 1 fonksiyonu grafigi Sekil 3.22. 92 1 fonksiyonu grafigi
T v

1

a4

Sekil 3.23. Tukey — Asad — ¢ 1- 2
fonksiyonu grafigi

Bir M-Tahmincisinin performansi, segilen p(r) veya ¥ (r)’ye ve bununla

birlikte belirlenen ayarlama sabitine baglidir.
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3.6. IRWLS Algoritmasi icin Onerilen Bazi Baslangi¢c Tahmincileri

IRWLS Algoritmas: geregi M-tahminleri baslangic degerlerine ihtiyag
duymaktadir. Bu baslangic degerleri icin genellikle klasik teknikler
kullanilmaktadir. Ornegin artiklarin (e) elde edilmesi icin OLS ve &lgek
Tahmincisi (s) i¢in MAD kullanilmaktadir. Bu baslangi¢ tahmin degerlerinin
dolayis1 ile baslangig tekniklerinin M-tahmincilerin performansini etkiledigi
bilinmektedir (Holland ve Welsch, 1977). Ozellikle hata dagilimi simetrik
olmadiginda MAD ‘i etkinlik kaybi oldugu goriilmiistiir. Bu durumu yine
Andrews’in (1972) yaptig1 similasyon ¢alismasi da gostermektedir. Bu ¢alismada
ortalamaya veya standart sapmaya dayali tekniklerin performanslar1 dayanikli
tekniklerin performanslariyla karsilastirilmistir. Ote yandan, Green (1984) de
cesitli ornekler lizerinde iyi baglangi¢ degerlerin yakinsama hizimi etkiledigini ve
baslangic parametrelerinin  se¢iminin  IRWLS algoritmasin1  duyarliliginm
etkiledigini gostermistir. Genel olarak kabul edilen kani, yiliksek kirilma noktasina
sahip tahminlerin regresyon katsayilarinin baslangi¢ tahminleri olarak ele

alinmasidir.

3.6.1. IRWLS tekniginde baslangi¢ tahmin degerlerini elde etmek icin

kullanilan bazi1 dayanikh regresyon tahmincileri

Regresyon analizinde yeniden agirhiklandirilmis en kiigiik kareler
(IRWLS) teknigi ile M-tahminciler hesaplanma siireci artiklara ve agirliklara
dayanmaktadir. ilk artigin elde edilmesi icin M-tahminciler kendi tahmincileri
disinda bir tahmincinin kullanilmasin1 hesaplama tekniginden dolaytr zorunlu
kilmaktadirlar. IRWLS tekniginde ilk artigin elde edilmesi ile M-tahmincilerin
agirlik verme siireci ile baslar ve diger adimlarla sonuca ulasilir. Bu siirecte ilk
artiklar sinir ve agirlik degerlerini etkileyeceginden sonuglar da etkilenecektir.
Genellikle baslangi¢ icin artiklar elde etmede OLS teknigi kullanilmaktadir fakat
OLS teknigi aykir1 degerlere duyarlt bir teknik oldugundan IRWLS siirecini de
etkileyecek ve bu durumda da sonuglar robust olmayacaktir. Ciinkii ilk artiklar
elde edilirken asir1 biiylik aykir1 degerler bazi durumlarda regresyon dogrusunu
kendilerine dogru c¢ekeceklerinden kendi hesaplanan artik degerlerini

kiictiltebilmektedirler. Boylece IRWLS siirecinde artiklara agirlik verilirken aykirt
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deger araligina diismeyeceklerinden tama yakin agirlik alacaklar ve tahminci
tizerindeki etkilerini devam ettireceklerdir. Bu sebepten dolayr M-Tahmincilerde,
Ozellikle yeniden azalan (redescending) olanlar iizerinde baslangi¢ tahmincilerinin
secimi kritik bir rol iistlenmektedir. Bu calismada baslangi¢ tahmincisi olarak
duyarli OLS teknigine alternatif dayanikli teknikler olan Budanmig En Kii¢iik
Kareler (LTS — Least Trimmed Squares) teknigi, En Kii¢iik Mutlak Sapmalar
(LAD — Least Absolute Deviations) teknigi, Andrews’in Medyan Regresyon
(ARM) Teknigi, Theil teknigi ve Siegel’in Tekrarli Medyan teknigi kullanilarak

sonuglardaki degisimler incelenecektir.

3.6.1.1. En Kkiiciik budanmis Kkareler (LTS - least trimmed squares)

tahmincisi
Rouseeuw tarafindan 1984 de onerilmistir. Amag fonksiyonu

minimize Y}, e, (3.22)
B

seklindedir, burada artiklar e(zl) < e(zz) < e(zn) seklinde sirali artiklar h ise alt

grup (subset) tir. Boylelikle LTS tahmini aslinda biiyiik artiklardan arindirilmig h
birimlik bir alt grup se¢me ve OLS tekniginin bu alt gruba uygulanmasidir.
Burada h se¢imi Onemli rol oynamaktadir ve Rouseeuw ve Leroy (1987)

tarafindan
h=n1-a)]+1 (3.23)

seklinde secilmesi onerilmektedir. a burada atilan veri oranidir. Eger h = n/2

alinirsa kirilma noktas1 %50 ye ulagmaktadir.

3.6.1.2. En kiiciik mutlak sapmalar (LAD - least absolute deviations)

tahmincisi

Teknigin amact hata mutlak sapmalar toplamint minimum yapacak katsay1
degerlerini tahmin etmektir. En kiiclik mutlak sapmalar (LAD) teknigi uzun
kuyruklu dagilimlar i¢in en uygun tahmincilerden biridir. Bundan dolay1
IRWLS’de kullanilmasi 6nerilen tahmincilerden de birisidir. Laplace tarafindan

onerilen teknigin amag fonksiyonu,
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miniﬁmize Yieqleil (3.24)

seklindedir. Bu tezde LAD tahminleri Barrodale ve Roberts (1973) “in 6nerdigi
algoritma yardimiyla elde edilmektedir. Bu teknik Huber tarafindan tanimlanan

M-tahmincide de kullanilmaistir,

%rz Ir] < c
p(r) = 1, (3.25)
clr| — 5C || = ¢

3.6.1.3. Andrew’in medyan regresyon (ARM - Andrew’s regression by

medians) tahmincisi

Andrew tarafindan 1974 yilinda M-tahmincilerin etkinligini artirmak ig¢in
gelistirilmistir. Andrew normal dagilimayan veri setleri i¢in robust tahmincileri
incelemis ve IRWLS algoritmasinda baslangi¢ tahminlerin 6nemini fark etmistir.
Bu nedenle kirilma noktas: yiiksek (bu tezde %25 olacak sekilde p; ve p, degeri

verildi) bir tahminci gelistirerek M-tahmincilerin etkinligini artirmay1 bagsarmaistir.

ALGORITMA:

1. Adim: x; ‘ler kiiciikten biiylige dogru siralanir ve p; ile p, oranlar
belirlenir

2. Adim: pyn kadar en kii¢iik ve en biiyiik x veri setinden atilir

3. Adim: p,n kadar veri median{x;} ‘nin sagindan ve solundan atilir

4. Adim: Geri kalan ikiye boliinmiis veri setinin kiigiik olan1 L biiytik olan1
H ile ifade edilir

5. Adim: B, ve B, hesaplanir

median{yhi}—megian{yli}
— H

pr =

(3.26)

median{xp;}-median{x;;}
H L

ﬁo = meciiian(yi — ﬁlxi) (3.27)
3.6.1.4. Theil tahmincisi

Bu tahminci 1950 yilinda Theil tarafindan onerilmistir. Kirilma noktasi

%29.3°dlir (Siegel, 1982). Theil aykir1 degerlerden siiphelenildiginde bu
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tahmincinin ¢ok kullanigh oldugunu kanitlamistir. Fakat veri sayis1 biiylidiikge ve
ikiden fazla degisken oldugunda bu teknigin uygulanmasi zordur. Bir dogrunun

egimi tahmininde kullanilan Theil teknigi (x;,y;) ve (xj, yj) gozlem ciftlerinden
hesaplanan (721) kadar egim degerlerinin medyan1 hesabina dayandirilmaktadir.

Theil tekniginde Byve B; &yle tahmin edilmeli ki e; artiklarin medyam sifir

olmalidir.
5o . Vj—Yi — . P
pi1= rlnst?gjl_gg—xj_xi i=12,..,n—1 j=i+1,..,n (3.28)
Bo = median(y; — Byx;) (3.29)
l

Medyan tahmin edicilerle yapilan kestirimler ortalama ile yapilan tahmin

edicilerle karsilagtirildiklarinda aykir1 degerlerden daha az etkilenirler.
3.6.1.5. Siegel’in tekrarli medyanlar tahmincisi

Tekrarli Medyanlar tahmincisi Siegel tarafindan 1982 yilinda yiiksek
kirllma noktasina sahip bir kestirici elde etmek icin gelistirilmistir. Kirilma

noktast %50°dir. (x;,y;) veri giftlerinin egimlerinin ortancasi iki sekilde elde

edilir;
B, = median medijan A med e 1,2,..,n (3.30)
i i#j Xj—=Xi
Bo = median(y; — Byx;) (3.31)
l

3.6.2. Robust ol¢ek tahmincileri

Regresyon analizinde M-tahminlerin hesaplanma siirecinin en 6nemli
adimlarindan biri de bir baslangic 6l¢ek tahmincisi ile artiklart student tiirii
standartlagtirmaktir. Bu islem yapilirken basit formiil yapisi, daha az hesaplama
zamani, siirlandirilmig etki fonksiyonu (bounded influence function) i¢inde ¢ok
dayanikli olmas1 ve %50 kirilma noktasina sahip olmasindan dolayr genellikle
Medyan Mutlak Sapma (MAD- Median Absolute Deviation) kullanilir. Aslinda
MAD tekniginin iki dezavantaji vardir, bunlardan birincisi MAD simetrik

dagilimlar1 amag¢ edinerek gelistirilmistir ve ikincisi de Gaussian etkinligi
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diisiiktiir (%37) (Rousseeuw ve Croux, 1993). Bu calismada yine ayni kirilma
noktasina (%50) sahip fakat Gaussian etkinligi daha yiiksek olan S, (%58) ve Q,,
(%82) olgek tahmincileri kullanilarak M-tahmincilerin performanslarindaki

degisim incelenmistir.

3.6.2.1. En kiiciik mutlak sapma (MAD - median absolute deviations)

tahmincisi

Onerilen robust 6lgek tahminlerinden birisi olan MAD (Median Absolute

Deviations) asagidaki gibi hesaplanir;

__ Median{|e;—median(e;)|}
a 0,6745

MAD

(3.32)

0,6745 sabiti n biiyiik oldugunda ve hatalar normal dagildiginda MAD’1 ¢ nin

yansiz bir tahmincisi yaptig1 i¢in kullanilmaktadir.
3.6.2.2. §,, tahmincisi

MAD’a gore daha yiliksek etkinlige sahip olan S, yalnizca simetrik
dagilimlar i¢in degil aym1 zamanda simetrik olmayan dagilimlar i¢in de yliksek

etkinlige sahiptir. S,, tahmincisi asagidaki gibi hesaplanir;
S, = CcoCq medi{medj|xl- — xj|} i,j=12,...,n (3.33)

Burada c¢; = 1,1926 alinirsa ve diizeltme faktorii ¢y kullanildiginda sonlu
orneklemde S,, tahmincisi yansiz olacaktir (Rousseeuw and Croux 1993). ¢,

degerleri ¢izelge 3.3 ve Cizelge 3.4’de verilmistir.

Cizelge 3.3. S, icinn < 9 igin ¢, degerleri

n 2 3 4 5 6 7 8 9

Co 0,743 1,851 0,954 1,351 0,993 1,198 1,005 1,131

Cizelge 3.4. S, icinn > 9 igin ¢, degerleri

n tek ise n ¢ift ise
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MAD gibi S,, de medyan ve mutlak degerlerin kombinasyonu ile
hesaplanmas1 kolay bir tahmincidir. Burada mutlak deger yerine karelerini alip
sonunda da bu degerin karekokiinii kullanirsa ayni1 sonucu verecektir (Rousseeuw

and Croux 1993).
3.5.8.2.3. Q,, tahmincisi

MAD ve S, nin etki fonksiyonlar siirekli degildir, fakat Q,, fonksiyonu

gaussian dagilimi i¢in siireklidir.

Qn = dody{|x; — x;]5i < j}(k) (3.39)
=)~ (E)s =
h=[n/2]+1 (3.36)
d, =2,2219
d, degerleri Cizelge 3.5 ve 3.6’da verilmistir.
Cizelge 3.5. Q, icinn < 9 i¢in d, degerleri
n 2 3 4 5 6 7 8 9
dy 0,339 0,994 0,512 0,844 0,611 0,857 0,669 0,872

Cizelge 3.6. Q, i¢inn > 9i¢in d,, degerleri

n tek ise n cift ise
dy = —— dy = —
T n+14 0_n-i-3,8

Q,, tannmindan dolay1 simetrik olmayan dagilimlar i¢in de uygundur ve
yiiksek etkinlige sahiptir. %50 kirilma noktasina sahip olan @, gaussian
dagiliminda %82 etkinlige ulagmaktadir. Fakat bu avantajlarina ragmen
hesaplanmasinda algoritmalar nedeniyle zorluklar da vardir (Rousseeuw and

Croux 1993).
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4. M-TAHMINCILERIN PERFORMANLARININ INCELENMESI

Bu boliimde robust regresyon tekniklerinden M-tahminciler icin ¢esitli
analizler yapilarak, farkli acilardan performanslar1 incelenmistir. Ilk olarak M-
tahmincilerin baglangi¢ tahmincilerine olan duyarliligit uygulamali olarak
gosterilmistir. Duyarliligin bu etkisi hem regresyon katsayilari i¢in hem de
IRWLS algoritmasinin iterasyon sayilari i¢in incelenmistir. Bununla baglantili
olarak daha sonra M-tahmincilerin kirilma noktalar1 (breakdown point) iki farkli
durum iizerinde incelenmistir. Birinci durumda aralarindaki korelasyonu sifir olan
xy ¢iftleri kullanilmis, ikinci durumda ise yalnizca y aykir1 deger kullanilarak
kirllma noktalar1 grafiklerle gosterilmistir. Bir sonraki asamada da hata
dagilimlar1 standart normal dagilimdan farkli oldugunda M-tahmincilerin
performanslar1  hata kareler ortalamasinin karekokii (RMSE) acisindan
incelenmistir. Son olarak baslangi¢c 6l¢ek tahminlerinin normal dagilim altinda

etkinligi degerlendirilmistir.

4.1. M-Tahmincilerin Baslangi¢c Tahmincilerine Olan Duyarhhg:

M-tahmincilerin hesaplanmasinda IRLWS algoritmas: kullanmaktadir.
Bilinmektedir ki bu algoritmanin adimlari geregi bir baslangic tahmincisine
ihtiya¢ duyulmaktadir, ve yine bilinmektedir ki monoton M-tahminciler icin
baslangi¢ tahmincileri yalnizca iterasyon sayisini etkilemekte ve final ¢oziimii
etkilememektedir. Ancak yeniden azalan (redescending) M-tahminciler i¢in bu
baslangic tahminlerinin se¢imi biiyilk Onem tasimaktadir, ¢ilinkii amag
fonksiyonunu minimum de8er veren ¢oziimler local ~minimumlarda
olabilmektedir. Bu bakimindan robust baslangic degerleri kullanmak 6nem arz
etmektedir. Ornegin OLS tahminleri gibi robust olmayan baslangic degerler
kullamldiginda, ¢6ziim kotii local minimum degerlerde olabilmektedir. Ozet
olarak, IRLWS algoritmas1 baslangi¢c tahminlerine karsi robust degildir. (Serneels
ve digerler, Coakley and Thomas P. Hettamansperger, 1993; Filzmoser ve
digerleri 2009). Bu bolimde, bu durum ¢esitli analizlerle agiklanmaya

calisilacaktir.
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4.1.1. Baslangi¢ tahmincilerinin m-tahmincilerin katsayi sonuclarina etkisi

Baglangic tahmincileri ilk artigin elde edilmesi siirecinde gereklidir. Bu
nedenle de ¢ok Onemli bir asamadir. Bu durumu uygulamada karsilasilan iki
aykirt deger tipi lizerinden agiklamak baslangic katsayilarina etkisinin daha iyi
anlasilmasim saglayacaktir. ikinci boliimde artik aykir1 deger ve regresyon aykiri
deger kavramlarindan sz edildi. Bu iki aykir1 deger kisaca tekrar tanimlanirsa,
regresyon aykiri deger bir noktanin diger noktalarin genel istikametinden farkli bir
yonde yer almasi, artik aykiri deger ise bir noktanin artiginin digerlerine gore
oldukca biiyiik ¢ikmasidir. Fakat baz1 6zel durumlarda regresyon artik deger olan
nokta o kadar etkileyicidir ki regresyon dogrusunu kendi yoniine dogru ¢eker ve
artik degerini kiiciiltiir boylece de artik aykirt deger olmaz. Bu duruma Sekil 3.2
ornek olarak verilmistir. M-tahminciler de artiklarin biiyiikliiklerine gore ters
oranda bir agirlik verdiklerinden artig1 kiiciik ¢ikan aykir1 deger islem siirecinde
aykirt deger olarak islem gormeyeceginden regresyon dogrusu iizerindeki

etkinligini siirdiirecektir.

Basglangic tahmincilerinin M-tahminciler iizerindeki etkisini arastirmak
icin literatiirde kabul gormiis iki farkli deney diizeni kurulmus ve bu etki
incelenmistir. ilk deney diizeninde, veri hem x hem y aykir1 degetler, ikinci deney

diizeninde ise yalnizca y aykir1 degerler icermektedir.

4.1.1.1. x—y yonli aykir1 deger bulunmasi durumunda baslangic

tahmincilerinin m-tahmincilerin katsayr sonu¢larina etkisi

Bu deney diizeni, Wu (1985) tarafindan Bell teknigi i¢in arastirilmistir.
Bu bolimde de benzer sekilde bir deney diizeni kurularak baslangic
tahmincilerinin etkileri arastirilacaktir. Burada tasarlanan deneyde aykir1 degerler
o kadar etkilidir ki OLS regresyon dogrusunu kendi yonlerine ¢ekmeyi basarmis

bu sayede de artik degerlerini kiigiiltmiislerdir.

Bu duruma 6zel olarak, x~U(5,10) ve e~N(0,0.2) dagilimina sahip 30

adet veri tiiretilmis y = —1+x + ¢ hesaplanmigtir. Daha sonra 10 adet

221 10.6 O . . e L
(x,y)~N ([_ NE [ 0 o 6]) dagilimina sahip veri tiiretilerek toplam 40 veri i¢in
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M-tahminciler hesaplanmistir. Bdylelikle veri %25 oraninda x-y yoniinde

kirletilmistir.

Baslangi¢ degerlere olan duyarlilig1 gostermek i¢in bu tezde ele alinan tiim
M-tahminciler i¢in yukarida agiklanan deney diizeni kullanilarak analizler
yapilmis ancak elde edilen sonuglar benzer ¢iktig1 i¢in sadece hizli yeniden azalan
(hard redescending) M-tahmincilerden Andrew ve Tukey, yavas yeniden azalan
(soft redescending) M-tahmincilerden Bell ve Welsch ile monoton M-
tahmincilerden Huber ve Fair’in sonuglarina bu boliimde yer verilmistir.

Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 de Hizli yeniden azalan (hard redescending) M-
tahminciler olan Andrew ve Tukey tahmincileri i¢in baslangi¢c tahmincisi olarak
en kiiclik kareler (OLS), en kiiciik budanmis kareler (LTS), Andrew’in medyan
regresyon teknigi (Andrew’s Regression by Medians — ARM), Siegel, Theil ve en
kiiciik mutlak sapmalar (LAD) alindiginda M-tahminciler i¢in elde edilen
regresyon dogrusunun ¢izimleri gosterilmektedir. Ayrica bu boéliimde yapilan tiim
hesaplamalarda ARM i¢in p; = 0,15 ve p, = 0,10 alinmis, LTS tahminlerini elde
etmek i¢in ise ve h=0,75 alinarak LIBRA kiitiiphanesi kullanilmistir.

Grafiklerde ayn1 dogruyu veren baslangi¢ tahminleri ayni ¢izgi tiirii ile

gosterilmistir (...... veya ------ seklinde).

25—

* 1y
oLs

OLS-MAD

L ———LTS-MAD
= = ——ARMMAD

b= Sat — — ~ Siegel-MAD
— — ——Theil-MAD
- LAD-MAD

Sekil 4.1. Andrew’in sine M-tahmincisi i¢in baglangi¢ tahmincilerinin, veride x-y aykiri

deger olmasi durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

Sekil 4.1’e bakildiginda baslangi¢c tahmincileri olarak OLS ve LAD

alindiginda hizli yeniden azalan (hard redescending) M-tahmincisi olan Andrew
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tahmincisinin x aykir1 degere dogru egildigi goriilmektedir. Ancak baslangic

tahmincileri olarak LTS, ARM, Siegel ve Theil alindigida x aykir1 degerden

etkilenmeden bir tahminleme yapildigini goriilmektedir. Bu sonug, literatiirde

stirekli vurgulanan baglangi¢ tahminlerin yiiksek kirilma noktali tahminler olmasi

gerekliligini gdstermektedir. (Coakley and Hettamansperger, 1993)

26—
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Sekil 4.2. Tukey’in Bi-square M-tahmincisi i¢in baslangi¢ tahmincilerinin, veride x-y

aykir1 deger olmasi durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

Bir onceki paragraf da yapilan yorumlar Tukey’in M-tahmincisi i¢inde

gecerlidir. Yiiksek kirilma noktasina sahip olan tahmincilerden elde edilen

tahminler, baslangi¢ tahminleri olarak verildiginde elde edilen regresyon

dogrularinin x-yonlii aykir1 degerlere duyarli olmadigini gostermektedir. Bu

sonuglar ise IRLWS algoritmasinin baslangi¢c degerin se¢imine robust olmadigin

gostermektedir.
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Sekil 4.3. Bell M-tahmincisi i¢in baglangi¢ tahmincilerinin, veride x-y aykir: deger olmasi

durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

* )
oLs
OLS-MAD
— = —LTS-MAD
R = ==~ ARMMAD
e — — — Siegel-MAD
- — — ~Theil-MAD

- LAD-MAD

Sekil 4.4. Welsch M-tahmincisi i¢in baglangi¢c tahmincilerinin, veride x-y aykir1 deger

olmasi durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 incelendiginde yavas yeniden azalan (soft
redescending) Bell ve Welsch M-tahmincilerinin sonuglarinin hizli yeniden azalan

(hard redescending) M-tahminciler ile ayni1 ¢iktig1 goriilmektedir.

Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 ise monoton M-tahmincilerden olan Huber ve Fair’in

tahmincileri i¢in baslangic tahmincileri degistikce elde edilen dogrular

gostermektedir.
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Sekil 4.5. Huber M-tahmincisi i¢in baslangi¢ tahmincilerinin, veride x-y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.6. Fair teknigi i¢in baglangi¢c tahmincilerinin xy aykir1 deger olmasi durumunda

regresyon katsayilarina etkisi grafigi

Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’dan goriildiigii lizere, monoton ve kesin konveks
amac fonksiyonuna sahip olan bu tahminciler iizerinde baglangi¢ tahminlerin
etkisi olmamakta ve ayrica x-yonlii aykir1 degerlere de oldukca duyarli olduklar

gorilmektedir. Hatta bu duyarlilik OLS ile hemen hemen aynidir.

Yukaridaki grafikler topluca incelendiginde baslangi¢ tahmincilerinin ve
aykirt deger tiiriiniin etkisi agik bir sekilde goriilmektedir. Yeniden azalan olanlar
icin bu etkiler hem egim katsayilarinin degerini degistirdigi gibi hem de regresyon

katsayilarinin yoniinii de degistirmektedir. Ote yandan bu grafiklerde dikkat ¢ekici
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diger bir 6nemli nokta LAD tekniginin robust bir teknik olmasina ragmen,
baslangi¢c deger tahmincisi olarak ele alindiginda, Yeniden azalan (redescending)
M-tahminciler iizerinde OLS ile genelde ayni etkiye sahip olmasidir. Yani
sonuclarinin OLS ile benzer ¢ikmasidir. Bu durumun nedeni LAD tekniginin x
aykirt degerlere kars1 olan duyarliligindan kaynaklanmaktadir. Yani LAD’nin x’e

kars1 kirilma noktas1 OLS ile ayni olup 0’dir.

41.1.2. y yonli aykirn deger bulunmasi durumunda baslangic

tahmincilerinin m-tahmincilerin katsayr sonu¢larina etkisi

M-tahmincilerin yalnizca y aykir1 deger bulunmasi durumunda sonuglarini
arastirmak i¢in bolim 4.1.1.1 deki deney diizeninde biraz degisiklik yaparak x
aykirt deger kismi atilmistir. Boylelikle yeni deney diizenine o6zel olarak,

x~U(5,10) ve €~N(0,0.2) dagilimina sahip 36 adet veri tiiretilmis y = —1 +
7.51 10.6 O 9 .
x + € hesaplanmistir. Daha sonra (x,y)~N ([ _5 ] , [ 0 o 6]) dagilimina sahip

4 adet veri tiiretilerek M-tahminciler hesaplanmistir. Boylelikle veri %10 y-
yoniinde kirletilmistir. Bu veri i¢in bu tezde ele aliman tiim M-tahminciler
uygulanmistir. Sonuglarin benzer ¢ikmasindan dolay1 bir 6nceki boliimde oldugu
gibi, hizli yeniden azalan (hard redescending) M-tahmincilerden Andrew ve
Tukey’in (Sekil 4.7 - Sekil 4.8), yavas yeniden azalan (soft redescending) M-
tahmincilerden Bell ve Welsch (Sekil 4.9 — Sekil 4.10) monoton M-
tahmincilerden Huber ve Fair’in (Sekil 4.11 - Sekil 4.12) sonuglar1 grafiksel
olarak gdsterilmistir. Sonuglar tiim tahminciler i¢in benzerdir. Katsayilar arasinda

kiictik farkliliklar s6z konusudur.
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Sekil 4.7. Andrew’in sine M-tahmincisi i¢in baglangi¢ tahmincilerinin, veride y aykir1

deger olmasi durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

* k)
0oLs

© - OLS-MAD
———LTS-MAD
— — —ARM-MAD
— —— SiegelMAD
— ——Theil-MAD
———LAD-MAD

Sekil 4.8. Tukey M-tahmincisi i¢in baslangi¢c tahmincilerinin, veride y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.9. Bell M-tahmincisi igin baglangi¢ tahmincilerinin, veride y aykir1 deger olmasi

durumunda regresyon katsayilarma etkisi grafigi
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Sekil 4.10. Welsch M-tahmincisi i¢in baslangi¢ tahmincilerinin, veride y aykir1 deger

olmast durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.11. Huber M-tahmincisi i¢in baslangi¢c tahmincilerinin, veride y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.12. Fair M-tahmincisi i¢in baslangi¢ tahmincilerinin, veride y aykir1 deger olmasi

durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

Sekil 4.7°den sekil 4.12°e kadar grafikler topluca incelendiginde %10 y-
yonlii aykiri deger olmasi durumunda tiim m-tahmincilerinin baslangic degere

bagli olmaksizin ayn1 sonucu verdigi goriilmektedir.

Ayni deney diizeninde temiz veri %25 (x,y)~N ([_722 ,[0(')2 002])

seklinde y- yoniinde kirletildiginde ise elde edilen grafikler asagida verilmistir.
Burada dikkat edilmesi gereken y-yoniindeki aykir1 degerlerin verinin genelinden

daha uzak konumda olmasidir.
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Sekil 4.13. Andrew’in sine M-tahmincisi i¢in baslangi¢c tahmincilerinin, veride uzak y

aykir1 deger olmasi durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.14. Tukey M-tahmincisi i¢in baglangi¢ tahmincilerinin, veride uzak y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.15. Bell M-tahmincisi i¢in baglangi¢c tahmincilerinin, veride uzak y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.16. Welsch teknigi i¢in baslangic tahmincilerinin uzak y aykiri deger olmasi

durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.17. Huber M-tahmincisi i¢in baglangi¢ tahmincilerinin, veride uzak y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi
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Sekil 4.18. Fair M-tahmincisi i¢in baslangi¢ tahmincilerinin, veride uzak y aykir1 deger

olmas1 durumunda regresyon katsayilarina etkisi grafigi

Sekil 4.13-Sekil 4.14 hizli yeniden azalan M-tahmincilerin sonuglaridir.
Bu grafiklerden goriilmektedir ki baslangic tahminleri olarak OLS alindiginda
hizli yeniden azalan M-tahmincilerin sonuglari robust olmamaktadir. Bu ise
IRWLS algoritmasinin baslangi¢ tahmincilerine karst robust olmadiginin bir
gostergesidir. Ote yandan yavas yeniden azalan (soft redescending) ve monoton

tahmincilerin ¢oziimleri baslangic degerden bagimsiz olarak tektir.
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Tiim grafikler incelendiginde, dogal olarak OLS tahminlerinin x-y ve y —

yonli aykirt degerlere dogru egildigi yani biiylik 6l¢iide etkilendigi goriilmektedir.

y- aykir1 deger durumunda monoton M-tahmincilerin sonuglari robust ve
baslangi¢c degerin se¢ciminden bagimsiz oldugu i¢in daha giivenilirdir yorumu
yapilabilir. y- aykir1 deger durumunda yeniden azalan M-tahmincilerin sonuglar

da monoton M-tahmincilerle pareler ¢ikmistir.

x-y aykirt deger oldugunda baslangi¢ tahminine bagli olarak yeniden
azalan M-tahminciler monoton tahmincilere gore aykir1 degerlere karst daha

direnglidir yorumu yapilabilir.

Ote yandan bu sonuglarin aykir1 deger tiiriine ve oranmna bagli olarak
degisebilecegi vurgulanmalidir. Ciinkii M-tahmincilerin kirilma noktas1 y- aykiri

degere kars1 %30’u gegcmemektedir.

4.1.2. Baslangi¢c tahmincilerinin IRWLS algoritmasinda iterasyon sayilarina

etkisi

Bir tahmincide bulunmasi istenilen oOzelliklerden biriside kolay
hesaplanmas1 ve kisa islem siirecine sahip olmasidir. M-tahminciler hesaplama
olarak kolay hesaplanabilir tahmincilerdir fakat hesaplamada kullanilan IRLWS
tekniginin iterasyon sayilart koke yakinsamak i¢in bazi durumlarda
artabilmektedir. Bu ise uygulamada istenilmeyen bir durumdur. M-tahmincilerin
diger robust tahmincilere gore en 6nemli avantaji olan kolay hesaplanabilirligi,
iterasyon sayisinin artmasi durumunda islem siirecinin uzamasmin golgesinde
kalmakta ve yerini diger robust tahmincilere birakmaktadir. Bu siireci
kisaltabilmek i¢in baslangi¢c tahminlerini uygun se¢mek gerekmektedir. Bu
boliimde IRWLS algoritmasinin baglangi¢ tahminlerinin iterasyon sayisina etkisi
aragtirtlmaktadir. Bu amagla, daha 6nceki boliimde oldugu gibi normal dagilmis
veri belli oranda kirletilmistir ve bir simiilasyon modeli lizerinde iterasyon sayilari
incelenmistir. Simiilasyon modelinde n = 50 olacak sekilde x~N(0,1) ve

e~N(0,1) veri tiiretilmis, tiiretilen bu veri %10 oraninda €~N(0,10) veri ile
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kirletilmistir. Daha sonra y = —1 + x + ¢ ile y degerleri elde edilmistir. 1000
yineleme yapilmis ve ortalama iterasyon sayisi elde edilmistir. Sonuglar Cizelge

4.1 de sunulmaktadir.

Cizelge 4.1. Baslangi¢ tahmincilerinin iterasyon sayilarina etkisi

Baslangi¢c Tahmincileri
M-tahminciler OLS LTS ARM Siegel Theil LAD
Andrew 5 3 4 4 4
Bell 8
Cauchy 5
3
5

N

Danish
Fair

BN NS I SN
whn W W

6
4
3
5

A W A O

—
(=)
—_
\S)
—
(=)
—_
(=]

Geman and Mcclure 13
Hampel
Huber
Logistic
QSR
Ramsay
Talwar
Welsh
Tukey
Asad
insha
Qadir
Pl

P2

W W h W WLWBABBDNDBAEBSMPBEDMWO OB LB

W W O K A i i W UL K B
W W W W W W W b b W Ww
W Wk W W B DD OBGOUn b~ W
W W h W WA BDNDRR MBS WW
W W h W WA BDNDRR MBS WW

Cizelge 4.1°den goriilmektedir ki baglangi¢ tahminleri iterasyon sayilarini
genelde etkilemektedir. Ik gdze carpan sonug, OLS baslangi¢ tahmincisi olarak
alindiginda, M-tahmincilerin tahminlerine ulasirken algoritmanin iterasyon
sayisinda artma oldugudur. Baslangic degerin iterasyon sayisina etkisi en fazla
Geman and Mcclure tahmincisinde olmustur. Daha Onceki boliim ile birlikte ele
alindiginda baslangi¢ tahmincilerinin iki tiir etkisi s6z konusudur. Bunlardan ilki
yeniden azalanlarda (redesceding) local minimuma yakinsama, ikincisi de tiim

tahmincilerde iterasyon sayisinda artma veya azalma seklindedir.
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4.2. M-Tahmincilerin Kirilma Noktalari

M-tahmincilerin kirilma noktalar1 aykir1 degerlerin tiirlerine gore
degisiklik gostermektedirler. Bu durumu gostermek tizere iki farkli deney diizeni

dizayn edilmis ve sonuglar grafikler halinde gosterilmistir.

4.2.1. x —y yonlii aykir1 degerler i¢cin m-tahmincilerin kirilma noktalar:

Bu grafikler i¢cin Boyer (2003)’lin calismasina benzer yonde n = 100
olacak sekilde x~U(1,4) ve £~N(0,0.2) dagilimma sahip veri tiiretilmis ve

bagimsiz degisken degerleri y =2+ x + ¢ ile elde edilmistir. Daha sonra

7 05 0 - . e
(x,y)~N ((2) ( 0 0.5)) dagilimlarina sahip 100 veri tiiretilerek %1 den

baslayarak %100’e kadar (x,y) ciftleri yerine (x,y) ¢iftleri kullanilarak veri seti

kirletilmistir.
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Sekil 4.19. Andrew’in sine M-tahmincisinin, veride x-y aykir1 deger olmasi durumunda

kirilma noktasi grafigi
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Sekil 4.20. Tukey M-tahmincisinin, veride x-y aykir1 deger olmasi durumunda kirilma
noktasi grafigi
1 )
1 g
- 08 :
©0 .
> 06 v
m .
204 :
’é 0,2 E OLS MAD
i -Og i 8 sssees Siegel MAD
-0,4 :
-0,6
I 00 1IN N OO VUM O N < o 00 N &N O
I NN NN O NN OO
Kirletme Orani
_ J
Sekil 4.21. Bell M-tahmincisinin, veride x-y aykirt deger olmasi durumunda kirilma
noktasi grafigi
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Sekil 4.22. Welsch M-tahmincisinin, veride x-y aykir1 deger olmast durumunda kirilma

noktasi grafigi

52



0,8
0,6
0,4
0,2

Egim Katsayisi

0,2
0.4 NS

-0,6

o O = O « OV «d O
N N < < N on O O~

Kirletme Orani

\_ J

Sekil 4.23. Huber M-tahmincisinin, veride x-y aykiri deger olmast durumunda kirilma
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noktasi1 grafigi
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Sekil 4.24. Fair M-tahmincisinin, veride x-y aykirt deger olmasi durumunda kirilma
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noktasi1 grafigi
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Sekil 4.25. OLS tahmincisinin, veride x-y aykir: deger olmasi durumunda kirilma noktasi

grafigi
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Sekil 4.19 - Sekil 4.20°de hizl1 yeniden azalan (hard redescending) M-
tahmincilerden olan Tukey ve Andrew ve Sekil 4.21 - Sekil 4.22’de yavas yeniden
azalan (soft redescending) M-tahmincilerden olan Bell ve Welsch i¢in kirilma
noktas1 grafikleri verilmistir. Grafiklerde goriilen diiz ¢izgi OLS ve MAD sirsiyla
regrsyon ve Olcek baslangi¢c tahmini olarak alinirken kesikli ¢izgi Siegel ve MAD
yine sirastyla regrsyon ve Olgek baslangic tahmini olarak alinmistir. Bu
grafiklerden hizli yeniden azalan M-tahminciler yaklasik %7 oraninda x- aykiri
degere kars1 direncli olduklar1 goriilmektedir. Ote yandan Sekil 4.23 ve Sekil 4.24
den goriilmektedir ki monoton M-tahmincilerin x-yonlii aykir1 degerlere %1°lik
bir oraninda dahi duyarliligt s6z konusudur. Bu sonuglar, tezde sunulan tiim
monoton M-tahminciler i¢in gegerlidir. Ayrica Sekil 4.19, Sekil 4.20, Sekil 4.21
ve Sekil 4.22 den bir 6nceki boliime paralel olarak, yeniden azalan M-tahminciler
icin OLS baslangi¢ tahmincisi olarak alindiginda M-tahmincilerin kirilma noktasi
grafikleri OLS ile benzer sonuglar vermektedir. Boylelikle yeniden azalan M-
tahmincilerin baglangi¢ tahmincilerine duyarlilig1 bir kez daha ortaya ¢ikmaktadir.
Fakat robust baslangi¢ tahmincileri kullanildiginda M-tahmincilerin kirilma
noktalar1 %10 a kadar ¢ikmaktadir. Bu sonuglar tezde sunulan Danish, Geman and
Mcclure, Ramsay, Talwar, Smith, Asad, insha, Qadir, Y1 ve 2 i¢in de
gecerlidir.

4.2.2. y-yonlii aykir1 degerler icin m-tahmincilerin kirilma noktalari

M-tahmincilerin x aykir1 degerlere kars1 duyarli y aykir1 degerlere karsi
robust oldugu bilindiginden bu durum igin bir 6nceki boliimden farkli olarak yeni

bir deney dizayn edilmis ve kirilma noktasi grafikleri incelenmistir.

Bu grafikler i¢cin n = 100 olacak sekilde x~U(1,4), e~N(0,1) ve
e~N(0,10) dagilimlarina sahip veri tiiretilmis daha sonra %1 den baslanarak
%100’e kadar veri seti kirletilmistir. Bu deney modelinde bagimli degisken
degerleri y = —1 + x + ¢ ile elde edilmistir. Asagida sunulan grafikler tim M-
tahminciler i¢in incelenmis sonuglarin benzerligi dikkate alinarak daha Onceki
analizlerde oldugu gibi Andrew, Tukey, Bell, Welsch, Huber ve Fair’e iligkin

sonuclar verilmistir.

54



( )
a
>
3
&
eeeees OLS MAD
E
w — = Siegel MAD
Kirletme Orani
. J
Sekil 4.26. Andrew’in M-tahmincisinin, veride y aykir1 deger olmasi durumunda kirilma
noktasi grafigi
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Sekil 4.27. Tukey M-tahmincisinin, veride y aykirt deger olmasi durumunda kirilma

noktasi grafigi

Sekil 4.26 — Sekil 4.27°den goriildiigii lizere y-aykir1 deger durumunda

Andrew ve Tukey’in kirilma noktas1 %30 a kadar ¢ikmaktadir. %30-%40 arasinda

ise degiskenlik bir miktar artmakta fakat %40 dan sonra ise degiskenlik oldukca

fazla olmaktadir.
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Sekil 4.28. Bell M-tahmincisinin, veride y aykir1 deger olmasi durumunda kirilma
noktasi grafigi
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Sekil 4.29. Welsch M-tahmincisinin, veride y aykir1 deger olmasi durumunda kirilma

noktasi grafigi

Sekil 4.28 — Sekil 4.29°dan goriildiigl lizere y-aykirt durumunda Bell ve

Welsch’in tahmincilerinin  kirilma noktas1 grafikleri Andrew ve Tukey’e

benzemektedir.
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Sekil 4.30. Huber M-tahmincisinin, veride y aykirt deger olmasi durumunda kirilma

noktasi grafigi
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Sekil 4.31

. Fair M-tahmincisinin, veride y aykir1 deger olmasi durumunda kirilma

noktasi grafigi

Sekil 4.30 — Sekil 4.31°den goriildiigi iizere y-aykiri deger durumunda

monoton olan Huber ve Fair’in kirilma noktasi yaklasik %18’e kadar ¢ikmaktadir.

%18’den sonra ise giderek artan bir degiskenlik gdzlemlenmektedir.
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Sekil 4.32. OLS tahmincisinin, veride y aykir1 deger olmasi durumunda kirilma noktasi

grafigi

Son olarak OLS tahmincisinin kirilma noktas1 grafigine bakildiginda,
OLS’nin en kiiglik oranda bir aykir1 degerden bile oldukg¢a etkilendigi

gorilmektedir.

4.3. Hata Dagilimlarina Goére M-Tahmincilerin Performansi

Genellikle tahminciler, varyans, yanlilik (bias) veya hata kareler
ortalamasinin  karekokii (RMSE) Oolciitlerine gore degerlendirilmektedir.
Bilinmektedir ki OLS tahmincileri modelin hata dagilimi normal oldugunda
diizgiin en kii¢lik varyansli yansiz tahmin edici yani UMVUE’dir. Bu 6zellik kati
bir sekilde normallik varsayimina dayanmaktadir. Fakat uygulamada birgok
durumda hatalarin dagiliminin normal dagilima uymadig goriiliir. Bu boliimde
hata teriminin dagilimi normal dagilim oldugu durum basta olmak iizere, hata
teriminin dagilimi normalden farkli oldugu durumlarda, ele alman M-
tahmincilerin performansi hata kareler ortalamasinin karekokii (RMSE) 6lgiitiine

gore degerlendirilecektir.

Hata dagilimi olarak simetrik dagilimlardan normal dagilim, Laplace
dagilimi, kirletme oranlar1 farkli iki scale-contaminated normal dagilim, 3

serbestlik dereceli Student- t dagilimi ele alinmistir. Yukarida ifade edilen
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dagilimlardan Laplace dagilimi, scale-contaminated normal dagilimlar, 3 serbestli
dereceli Student- t dagilim1 kalin kuyruklu ve aykir1 degerleri iiretmede kullanilan
dagilimlardir. Asimetrik dagilim olarak da lognormal dagilimi kullanilmistir.
Bilinmektedir ki asimetrik dagilimlar i¢in M-tahminciler yanli sonuglar
tiretmektedir. Ancak yine de ortaya cikardiklart RMSE degerlendirmesi OLS’ye
gore yapilacaktir. Bunlara ilave olarak bu tezde baslangi¢c tahmincileri olarak
kullanilan LTS, LAD, ARM, Theil ve Siegel teknikleri icin de RMSE analizi
yapilacaktir.

Similasyon dizayn1 olarak Hsieh & Manski (1987)’nin caligmasindaki
dizayn kullanilmigtir. (Kantar ve digerleri 2011; Usta ve Kantar, 2011; McDonald
ve White 1993; Ramirez ve digerleri 2003).

yi=B,+Bx +¢ i=1..,n dogrusal regresyon modelinde S =-1 ve
S, =1 alinmus elde edilen y, =—1+x, +¢, for i=1,..,n  modelinde, x;~N(0,1)

dagilimima sahiptir ve yukarida bahsedilen dagilimlar hata teriminin dagilimi
olarak diisiiniilerek veri Ttretilmis ve elde eldilen veriler icin bahsedilen
tahminciler yardimiyla tahmincilerin RMSE degerleri 1000 tekrar yapilarak
hesaplanmistir. Regresyon egim parametresi icin RMSE formiilii asagidaki

esitlikte verilmektedir.

RMSE(f,) = \/ﬁlf(,@“ _1)2
= 4.1)
Normal dagilim i¢in elde edilen sonuglar Cizelge 4.2 de verilmektedir.
Tabi ki OLS normal dagilimda en iyi sonucu vermelidir. Bununla birlikte normal
dagilim durumunda M-tahmincilerinin kendi i¢inde performans analizi
yapilmistir. Ayrica M-tahmincileri hesaplanirken, dlgegin robust tahmini olarak
MAD, regresyon katsayilarinin baslangi¢ tahminleri olarak LTS’den elde edilen

tahminler kullanilmistir.
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Cizelge 4.2. Hata dagilimi normal oldugu durum i¢in tahmincilerin RMSE degerleri

n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=250

OLS 0,3687 0,2423 0,1917 0,1411 0,0989 0,0651

Andrew 0,4731 0,2619 0,2076 0,1505 0,1035 0,0665
Bell 0,5321 0,3127 0,2447 0,1799 0,1242 0,0748
Cauchy 0,4131 0,2511 0,1987 0,1478 0,1033 0,0661
Danish 0,4692 0,2669 0,2130 0,1525 0,1038 0,0676
Fair 0,3789 0,2483 0,1965 0,1466 0,1034 0,0661
Geman and Mcclure 0,5926 0,3784 0,2960 0,2243 0,1567 0,0926
Hampel 0,3844 0,2459 0,1958 0,1446 0,1009 0,0657
Huber 0,3914 0,2506 0,1982 0,1477 0,1028 0,0661
Logistic 0,3863 0,2496 0,1976 0,1473 0,1032 0,0661
QSR 0,4416 0,2635 0,2070 0,1552 0,1071 0,0679
Ramsay 0,4042 0,2475 0,1962 0,1459 0,1023 0,0658
Talwar 0,4771 0,2802 0,2184 0,1550 0,1043 0,0682
Welsch 0,4555 0,2564 0,2017 0,1492 0,1034 0,0663
Tukey 0,4708 0,2604 0,2072 0,1504 0,1035 0,0665
Asad 0,4526 0,2495 0,1978 0,1450 0,1001 0,0656
Insha 0,4214 0,2445 0,1949 0,1432 0,0997 0,0654
Qadir 0,4708 0,2604 0,2072 0,1504 0,1035 0,0665
P1 0,4456 0,2468 0,1957 0,1435 0,0993 0,0654
P2 0,4420 0,2455 0,1949 0,1428 0,0991 0,0653

Theil 0,4199 0,2614 0,2067 0,1538 0,1059 0,0677
Siegel  0,5079 0,3134 0,2428 0,1869 0,1275 0,0805
ARM  1,3806 0,7633 0,5618 0,4228 0,2909 0,1771
LAD  0,4690 0,3065 0,2429 0,1788 0,1313 0,0795
LTS 0,4770 0,2927 0,2332 0,1701 0,1167 0,0716

Cizelge 4.2 dikkate alindiginda, OLS tahmincisinin dogal olarak en diisiik
RMSE degeri verdigi goriilmektedir. Bununla birlikte n=10 i¢in Fair, Hampel,
Huber ve Logistic M-tahmincileride OLS’ye yakin RMSE degerleri ortaya
cikartmistir. Bu tahminciler, Hampel hari¢ monoton M-tahmincilerdir. Bu
tahmincilerin etki fonksiyonlarini inceledigimiz zaman goriilmektedir ki etkisi
belli bir aralikta OLS ye benzemektedir. Ornek birim sayis1 arttikga M-
tahmincilerin birgogu OLS ye yakin RMSE degeri iiretmektedir. Bunlar arasindan
en kotii performans: sergileyen Geman&Mecclure ve Bell M-tahmincileridir. Ote
yandan diger kirilma noktas1 yiiksek olan tahminciler ve LAD pek c¢ok ornek
boyutunda OLS ve M-tahmincilerinden daha yliksek RMSE degerleri ortaya
cikarmiglardir. Bunlarin kirilma noktalari tekrar hatirlanirsa, Theil, Siegel, ARM

ve LTS sirast ile kirilma noktalar1 %29, %50, %25, %25 seklindedir. Kirilma
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noktas1 arttikca normal dagilimda etkinligin azaldigr goriilmektedir. Bu
tahminciler arasinda biiyiik 6rnek boyutlarinda bile etkinligi en kotii olanin ARM

oldugu goriilmektedir.

Hata dagilim1 Laplace oldugunda M-tahmincilerin performanslarina iligkin

RMSE degerleri Cizelge 4.3’de verilmistir.

Cizelge 4.3. Hata dagilim1 Laplace oldugu durum i¢in tahmincilerin RMSE degerleri

n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=250

OLS 0,3744 0,2454 0,1910 0,1475 0,1018 0,0637

Andrew 0,4055 0,2290 0,1728 0,1295 0,0906 0,0545
Bell 0,4453 0,2395 0,1727 0,1263 0,0872 0,0513
Cauchy 0,3507 0,2184 0,1652 0,1247 0,0876 0,0532
Danish 0,4058 0,2325 0,1797 0,1362 0,0950 0,0578
Fair 0,3449 0,2179 0,1650 0,1244 0,0871 0,0528
Geman and Mcclure 0,4835 0,2589 0,1911 0,1322 0,0908 0,0515
Hampel 0,3450 0,2218 0,1713 0,1300 0,0909 0,0561
Huber 0,3482 0,2194 0,1673 0,1267 0,0888 0,0545
Logistic 0,3444 0,2175 0,1648 0,1246 0,0874 0,0532
QSR 0,3746 0,2223 0,1657 0,1257 0,0881 0,0535
Ramsay 0,3451 0,2186 0,1665 0,1255 0,0881 0,0536
Talwar 0,4197 0,2407 0,1838 0,1394 0,0989 0,0602
Welsh 0,3898 0,2237 0,1690 0,1269 0,0891 0,0537
Tukey 0,4041 0,2285 0,1723 0,1292 0,0905 0,0544
Asad 0,3934 0,2304 0,1794 0,1338 0,0940 0,0572
insha 0,3688 0,2260 0,1758 0,1325 0,0930 0,0571
Qadir 0,4041 0,2285 0,1723 0,1292 0,0905 0,0544
P1 0,3862 0,2332 0,1823 0,1364 0,0956 0,0584
P2 0,3871 0,2344 0,1834 0,1377 0,0964 0,0591

Theil  0,3808 0,2249 0,1732 0,1277 0,0888 0,0539
Siegel  0,4492 0,2419 0,1824 0,1307 0,0919 0,0536
ARM  1,4682 0,5724 0,4448 0,2968 0,2247 0,1328
LAD 0,3779 0,2316 0,1702 0,1234 0,0851 0,0478
LTS 0,4187 0,2406 0,1809 0,1386 0,0947 0,0577

Cizelge 4.3 dikkate alindiginda, n>29 oldugu durumda, LAD tahmincisinin
en 1yi sonucu verdigi goriilmektedir. Bu durum OLS de oldugu gibi beklenen bir
durumdur. Bununla birlikte #=10 i¢in baz1 M-tahmincilerin LAD den bile daha
kiicik RMSE degerleri iiretmeleri goze ¢arpmaktadir. Normal dagilima sahip
hatalar i¢in sonuclara benzer olarak Geman&Mcclure ve Bell M-tahminciler

arasinda en koti ancak OLS den yine de daha kiicik RMSE degerleri
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saglamiglardir. Yine bir onceki duruma benzer olarak ARM’nin performansi en

kotii cikmistir. Theil ve Siegel ise M-tahmincilere yakin sonuglar sergilemektedir.

Hata dagilimi %10 Scale Contaminated (0.90N(0,1) — 0.10N(0,10))
oldugunda M-tahmincilerin performanslarina iliskin RMSE degerleri Cizelge

4.4’de verilmistir.

Cizelge 4.4. Hata dagilimi Scale-Contaminated (%10) oldugu durum igin tahmincilerin

RMSE degerleri

n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=250

OLS 11,1547 0,7688 0,6080 0,4689 0,3277 0,2109

Andrew 0,5110 0,2978 0,2224 0,1624 0,1111 0,0719
Bell 0,5530 0,3352 0,2517 0,1866 0,1258 0,0798
Cauchy 0,4858 0,2977 0,2256 0,1646 0,1154 0,0749
Danish 0,5060 0,3003 0,2247 0,1635 0,1106 0,0719
Fair 0,5496 0,3431 0,2621 0,1884 0,1340 0,0863
Geman and Mcclure 0,6250 0,3903 0,3005 0,2307 0,1544 0,0971
Hampel 0,5046 0,3181 0,2423 0,1753 0,1243 0,0808
Huber 0,4956 0,3122 0,2387 0,1719 0,1216 0,0786
Logistic 0,5041 0,3172 0,2428 0,1750 0,1239 0,0801
QSR 0,4856 0,3012 0,2283 0,1668 0,1156 0,0744
Ramsay 0,5011 0,3004 0,2281 0,1666 0,1176 0,0765
Talwar 0,5124 0,3053 0,2302 0,1654 0,1117 0,0723
Welsch 0,5011 0,2949 0,2199 0,1623 0,1116 0,0725
Tukey 0,5105 0,2973 0,2220 0,1624 0,1111 0,0719
Asad 0,5110 0,2958 0,2183 0,1610 0,1109 0,0726
insha 0,5086 0,2955 0,2194 0,1621 0,1130 0,0743
Qadir 0,5105 0,2973 0,2220 0,1624 0,1111 0,0719
Y1 0,5120 0,2978 0,2203 0,1624 0,1123 0,0740
P2 0,5175 0,3002 0,2222 0,1637 0,1136 0,0751

Theil  0,5544 0,3409 0,2519 0,1802 0,1271 0,0822
Siegel 0,6271 0,3742 0,2777 0,2007 0,1419 0,0929
ARM  3,9630 0,8715 0,6292 0,4611 0,3283 0,2026
LAD 0,5679 0,3582 0,2699 0,2043 0,1401 0,0882
LTS 05112 0,3138 0,2330 0,1725 0,1163 0,0735

Yukarida bahsedilen diger tablolarin sonuglarinda oldugu gibi n>10
oldugunda monoton M-tahmincilerin sonuglar1 Cizelge 4.4’de de en iyi sonuglari
tiretmemektedir. Burada o6zellikle yeniden azalanlar daha iyi performans
sergilemektedir. Theil ve LTS diger ele alinan baslangi¢ tahmincileri iginde en

kiiciik RMSE’ye sahiptirler.
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Hata dagilimi %20 Scale Contaminated (0.80N(0,1) — 0.20N(0,10))
oldugunda M-tahmincilerin performanslarina ilisgkin RMSE degerleri Cizelge

4.5’de verilmistir.

Cizelge 4.5. Hata dagilimi Scale-Contaminated (%20) oldugu durum i¢in tahmincilerin
RMSE degerleri

n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=250

OLS 11,7533 1,1235 0,9010 0,6774 0,4721 0,2862

Andrew 0,6336 0,3063 0,2477 0,1740 0,1293 0,0803
Bell 0,6621 0,3299 0,2567 0,1795 0,1322 0,0830
Cauchy 0,6482 0,3210 0,2655 0,1961 0,1435 0,0864
Danish 0,6314 0,3099 0,2498 0,1748 0,1306 0,0804
Fair 0,8965 0,4296 0,3468 0,2661 0,1821 0,1076
Geman and Mcclure 0,7133 0,3813 0,3149 0,2150 0,1581 0,0971
Hampel 0,7760 0,3792 0,3116 0,2392 0,1683 0,0999
Huber 0,7369 0,3574 0,2926 0,2215 0,1571 0,0937
Logistic 0,7661 0,3691 0,3028 0,2302 0,1620 0,0962
QSR 0,6339 0,3084 0,2512 0,1824 0,1338 0,0820
Ramsay 0,6707 0,3377 0,2802 0,2089 0,1524 0,0911
Talwar 0,6323 0,3177 0,2511 0,1756 0,1320 0,0819
Welsh 0,6459 0,3053 0,2501 0,1770 0,1319 0,0814
Tukey 0,6337 0,3047 0,2478 0,1741 0,1294 0,0803
Asad 0,6425 0,3209 0,2619 0,1869 0,1383 0,0859
insha 0,6613 0,3322 0,2738 0,1983 0,1467 0,0896
Qadir 0,6337 0,3047 0,2478 0,1741 0,1294 0,0803
P1 0,6510 0,3322 0,2732 0,1980 0,1455 0,0906
P2 0,6532 0,3432 0,2813 0,2071 0,1505 0,0939

Theil 0,7811 0,3876 0,3137 0,2355 0,1639 0,0984
Siegel  0,8159 0,4058 0,3278 0,2430 0,1697 0,1036
ARM 54165 1,0967 0,8294 0,5366 0,3649 0,2223
LAD 0,8051 0,3751 0,3181 0,2277 0,1639 0,0985
LTS 10,6332 0,3152 0,2497 0,1723 0,1289 0,0785

Yukaridaki tablodan Normal dagilim ve Laplace dagiliminda goriilen
monoton M-tahmincilerin sonuglarinin burada iyi olmadig1r yeniden azalan M-
tahmincilerin performansmin daha iyi oldugu goriilmektedir. Ayrica M-

tahmincilerin yani sira, LTS de en iyi sonucu vermektedir.
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Hata dagilimi Student-t(3) oldugunda M-tahmincilerin performanslarina

iliskin RMSE degerleri Cizelge 4.6’da verilmistir.

Cizelge 4.6. Hata dagilim Student-t(3) oldugu durum i¢in tahmincilerin RMSE degerleri

n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=250

OLS 0,3981 0,2142 0,1969 0,1384 0,1039 0,0656

Andrew 0,3553 0,1893 0,1450 0,1116 0,0765 0,0486
Bell 0,3809 0,2072 0,1542 0,1184 0,0794 0,0485
Cauchy 0,3257 0,1751 0,1421 0,1099 0,0761 0,0482
Danish 0,3521 0,1935 0,1474 0,150 0,0787 0,0500
Fair 0,3230 0,1766 0,1461 0,1120 0,0781 0,0491
Geman and Mcclure 0,4058 0,2384 0,1815 0,1356 0,0906 0,0540
Hampel 0,3208 0,1760 0,1458 0,1127 0,0786 0,0499
Huber 0,3201 0,1758 0,1430 0,1110 0,0768 0,0488
Logistic 0,3197 0,1751 0,1435 0,1107 0,0769  0,0485
QSR 0,3337 0,1800 0,1422 0,1104 0,0755 0,0478
Ramsay 0,3265 0,1756 0,1437 0,1109 0,0770 0,0488
Talwar 0,3607 0,1998 0,1494 0,1174 0,0796 0,0516
Welsh 0,3428 0,1803 0,1431 0,1103 0,0761 0,0482
Tukey 0,3533 10,1832 0,1446 0,1114 0,0764 0,0485
Asad 0,3533 0,1850 0,1484 0,1139 0,0795 0,0506
insha 0,3348 0,1805 0,1478 0,1137 0,0796  0,0507
Qadir 0,3533 10,1832 0,1446 0,1114 0,0764 0,0485
Y1 0,3521 0,185 0,1509 0,1158 0,0815 0,0518
P2 0,3515 0,1902 0,1523 0,1170 0,0828 0,0524
Theil 0,3415 0,1943 0,1485 0,1143 0,0789 0,0497

Siegel 10,3880 0,2245 0,612 0,1253 0,0856 0,0540

ARM 11,2134 0,5527 0,4085 0,2793 0,1970 0,1226

LAD 10,3602 0,2014 0,1597 0,1232 0,0818 0,0513

LTS 10,3584 0,2061 0,1516 0,1179 0,0805 0,0488

Yukaridaki tabloya dikkat edilirse, cogu M-tahminciler OLS, Theil, Siegel,

ARM ve LAD den kiigiik drneklemlerde iyi sonug sergilemektedir. Ornek birim

sayis1 n=250 oldugunda dahi M-tahmincilerinin performansi diger tahmincilere

gore tatminkardir.

Daha 6nceki analizlerden farkli olarak Hata dagilimi lognormal oldugunda

M-tahmincilerinin ortaya ¢ikardiklart RMSE degerleri Cizelge 4.7°de verilmistir.
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Cizelge 4.7. Hata dagilimi lognormal oldugu durum i¢in tahmincilerin RMSE degerleri

n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=250

OLS 0,7947 0,5090 0,4105 0,3140 0,2218 0,1344

Andrew 0,4984 0,2447 0,1968 0,1382 0,0983 0,0581
Bell 0,5046 0,2433 0,1851 0,1279 0,0905 0,0526
Cauchy 0,5220 10,2583 0,2109 0,1526 0,1061 0,0623
Danish 0,5068 0,2425 0,1968 0,1386 0,0998 0,0594
Fair 0,5584 0,3020 0,2471 0,186 0,1269 0,0745
Geman and Mcclure 0,5553 0,2782 0,1987 0,1396 0,0933 0,0533
Hampel 0,5263 0,2716 0,2216 0,1610 0,1122 0,0653
Huber 0,5222 0,2624 0,2140 0,1543 0,1055 0,0610
Logistic 0,5343 0,2778 0,2268 0,1659 0,1148 0,0672
QSR 0,4846 0,2358 0,1905 0,1343 0,0924 0,0535
Ramsay 0,5331 0,2705 0,2212 0,1623 0,1131 0,0662
Talwar 0,5100 0,2471 0,1981 0,1427 0,1039 0,0628
Welsh 0,4994 0,2452 0,2008 0,1412 0,0993 0,0587
Tukey 0,4981 0,2444 0,1970 0,1382 0,0983 0,0581
Asad 0,5018 0,2572 0,2139 0,1510 0,1067 0,0631
insha 0,5251 0,2666 0,2193 0,1572 0,1104 0,0649
Qadir 0,4981 0,2444 0,1970 0,1382 0,0983 0,0581
Y1 0,5078 0,2671 0,2233 0,1593 0,1127 0,0666
Y2 0,5131 0,2727 0,2293 0,1650 0,1164 0,0688

Theil 0,4977 0,2389 0,1845 0,1370 0,0905 0,0515
Siegel 0,5971 0,2936 0,2278 0,1742 0,1196 0,0720
ARM  3,3418 0,9717 0,6481 0,4526 0,2942 0,1697
LAD 10,5913 0,3161 0,2533 0,1849 0,1294 0,0782
LTS 0,508 0,2371 0,1870 0,1278 0,0887 0,0527

Yukaridaki tablodan goriildiigli iizere, hata dagilimi asimetrik olan
lognormal dagilim oldugunda dahi iyi taninan M-tahmincileri OLS den daha
kiicik RMSE degeri ortaya cikarmaktadir. Ayrica monoton M-tahminciler
yeniden azalan (redescending) olanlara gére daha biiyiik RMSE degerleri ortaya
cikarmislardir, yani performanslar1 daha kotiidiir. Yiiksek kirilma noktasina sahip
olanlar arasindan, RMSE kriterine gore en 1iyi tahminci Theil olarak

goriilmektedir.
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4.4. Aykiri1 Deger Teshis Metodu Olarak M-Tahminciler

M-tahmincilerin red noktast (cut point) belli bir degerden sonray
fonksiyonunun sifir olarak alinmasinmi belirleyen noktadir. Bu noktanin ilerisinde
kalan noktalar tahmin iizerinde sifir etkiye sahip olacaklardir. Bu sekilde bir sonlu
red noktasina sahip tahmincilere Hizli Yeniden Azalan Tahminci (Hard
Redescending Estimator) denir ve bu tahminciler biiylik aykir1 degerlere kars1 ¢ok
1yl korunurlar. Ayrica, bu tahminciler direk olmayan aykir1 deger teshis metodu

olarak da calisirlar (Billor ve Kiral, 2008).

Bu boélimde aykiri deger teshis metodu olarak M-tahmincilerin
performanst degerlendirilecektir. Daha 6nceki bolimde oldugu gibi veri %10
oraninda kirletilecek yani belli sayida aykir1 deger veri setine atilacak ve bu
saymin en iyi sekilde tahminini veren M-tahmincisi belirlenmeye ¢alisilacaktir.
Yani aykiri deger teshis (outliers detection) metodu olarak M-tahminciler

incelenecektir.

Cizelge 4.8. Aykir1 Deger Teshis Eden M-Tahminciler

n Andrew Danish Talwar Tukey Asad Qadir T1 T2

10 1 1 1 1 1 111
30 2 3 3 2 2 2 2 2
50 3 5 4 3 3 33 3
75 4 6 6 4 4 4 4 4
100 7 9 8 6 6 6 6 6
250 16 21 19 15 15 15 15 15

Cizelge 4.8’e bakildiginda #=10 i¢in tiim M-tahminciler %10 oraninda
aykirt degeri dogru bir sekilde tespit etmektedir. »=30 i¢in ise Danish ve
Talwar’in M-tahmincisi verideki 3 aykir1 degeri tam olarak tespit etmektedir. n
say1s1 arttikga tahmincilerin aykir1 degeri yakalama oranlarinda biraz azalma s6z
konusudur. Cizelgeye bakildiginda, ele alinan tahminciler arasinda aykir
degerleri dogru bir sekilde tespit etmeleri bakimindan en iyisi Danish M-

tahmincisi oldugu goriilmektedir.
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4.5. Olcek Tahmincilerinin Etkinligi

Regresyon analizinde M-tahmincileri hesaplanirken baslangic 6l¢ek tahmini
olarak genellikle, %50 kirilma noktasina sahip olmasindan dolay1 Medyan Mutlak
Sapma (MAD- Median Absolute Deviation) kullanilmaktadir. Ancak MAD
tahmincisinin etkinligi dustiktiir (Rousseeuw and Croux, 1993). Bu boliimde
MAD’a alternatif iki 6l¢ek tahmincisinin etkinligi arastirilmistir. Etkinlikten kasit
hata dagilimi normal oldugunda bu tahmincilerin MSE agisindan
degerlendirilmesidir. Asagida Cizelge 4.9- Cizelge 4.11 hata dagilimi normal
oldugunda regresyon egim parametresinin MSE degerleri, 6rnek birim sayisi

n=10, 20 ve 30 oldugu durumlar i¢in verilmistir.

Cizelge 4.9. Hata dagilimi1 normal iken baslangi¢ 6l¢ek tahmincilerinin etkinligi (n=10)

n=10
Baslangi¢ Olgek
%ahx%ligncissi: MAD Sn Qn
Andrew 0,1748 0,1701 0,1590
Bell 0,2438 0,2501 0,2428
Cauchy 0,1492 0,1472 0,1448
Danish 0,1607 0,1587 0,1460
Fair 0,1418 0,1414 0,1406
Geman and Mcclure 0,3036 0,3053 0,3037
Hampel 0,1431 0,1416 0,1400
Huber 0,1465 0,1456 0,1434
Logistic 0,1440 0,1431 0,1415
QSR 0,1672 0,1656 0,1604
Ramsay 0,1439 0,1424 0,1403
Talwar 0,1537 0,1496 0,1423
Welsh 0,1662 0,1615 0,1545
Tukey 0,1746 0,1696 0,1589
Asad 0,1607 0,1510 0,1482
insha 0,1507 0,1450 0,1384
Qadir 0,1746 0,1696 0,1589
P1 0,1502 0,1423 0,1392
Y2 0,1463 0,1412 0,1374
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Cizelge 4.10. Hata dagilimi normal iken baglangi¢ dl¢cek tahmincilerinin etkinligi (n=20)

n=20
Baslangi¢ Olcek
’i‘ahr%ligncissi: MAD Sn Qn
Andrew 0,0635 0,0635 0,0621
Bell 0,0876 0,0888 0,0873
Cauchy 0,0615 0,0616 0,0612
Danish 0,0626 0,0615 0,0607
Fair 0,0612 0,0613 0,0611
Geman and Mcclure 0,1306 0,1283 0,1287
Hampel 0,0596 0,0598 0,0595
Huber 0,0615 0,0615 0,0611
Logistic 0,0614 0,0615 0,0612
QSR 0,0663 0,0665 0,0654
Ramsay 0,0605 0,0606 0,0603
Talwar 0,0626 0,0617 0,0602
Welsh 0,0626 0,0625 0,0616
Tukey 0,0634 0,0634 0,0620
Asad 0,0601 0,0598 0,0592
insha 0,0592 0,0591 0,0588
Qadir 0,0634 0,0634 0,0620
Y1 0,0594 0,0590 0,0590
P2 0,0593 0,0588 0,0589

Cizelge 4.11. Hata dagilimi normal iken baglangi¢ dlgek tahmincilerinin etkinligi (n=30)

n=30
Baslangi¢ Ol¢ek
"i"ahliicncisgi: MAD Sn Qn
Andrew 0,0406 0,0398 0,0392
Bell 0,0549 0,0551 0,0552
Cauchy 0,0388 0,0387 0,0385
Danish 0,0411 0,0403 0,0391
Fair 0,0384 0,0383 0,0383
Geman and Mcclure 0,0843 0,0846 0,0844
Hampel 0,0379 0,0377 0,0375
Huber 0,0386 0,0386 0,0385
Logistic 0,0386 0,0385 0,0384
QSR 0,0412 0,0413 0,0412
Ramsay 0,0381 0,0380 0,0379
Talwar 0,0409 0,0400 0,0397
Welsh 0,0396 0,0392 0,0388
Tukey 0,0404 0,0398 0,0391
Asad 0,0387 0,0379 0,0374
insha 0,0376 0,0373 0,0371
Qadir 0,0404 0,0398 0,0391
Y1 0,0380 0,0374 0,0370
P2 0,0376 0,0372 0,0369
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Yukaridaki tablolardan goriilmektedir ki MAD’a alternatif Sn ve Qn
baslangi¢ 6l¢ek tahmini olarak alindiginda egim parametresinin MSE degerleri
diismiis yani normal dagilimda etkinligi artmistir. Ayrica alternatif Olgek
tahmincileri arasindan egim parametresi tahminine en diisitk MSE degeri saglayan

6l¢ek tahmincisi Qn oldugu tablolardan goriilmektedir.
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5. UYGULAMA

Bu bolimde iki farkli uygulama tizerinde M-Tahmincilerin sonuglari
incelenecektir. 1ki uygulamanin birbirinden farkliigi ilkinde aykir1 deger
barindiran gercek gozlemler kullanilirken, ikincisinde bir gdzlemin degerinin
degistirilmesiyle yapay bir aykir1 deger elde edilmistir. Ikinci uygulamanin
kullanilmasinin bir avantaji da gézlemlerin yanlis kayit edilmesinden kaynaklanan
“kotii” aykir1 degerlerin M-Tahminleme siireciyle etkisinin giderilerek veri

setinin yeniden kazanilmasidir.

[Ik uygulama olarak Rousseeuw ve Leroy (1987)’dan alman “Cin’de
fiyatlarin biiyiimesinin geleneksel oranlari (Annual Rates of Growth of Prices in

China)” veri seti lizerinde M-tahmincilerin 6nemi gosterilmistir.

Cizelge 5.1. Cin’de fiyatlarin biiyiimesinin geleneksel oranlari veri seti

Gozlem Yillar Fiyatlarin Biiyiimesi (%)

No (x:) D)
1 40 1,62
2 41 1,63
3 42 1,9
4 43 2,64
5 44 2,05
6 45 2,13
7 46 1,94
8 47 15,5
9 48 364

Cizelge 5.1. Cin’in ana sehirlerinde 1940 ile 1948 yillar1 arasindaki
ortalama fiyatlarin bilyiimesinin oranlarmin bilgilerini igermektedir. Ornegin
1940 yilinda fiyatlar bir 6nceki yila gore %1.62 oraninda bir artig gostermistir.
1948 yilinda ise hiikiimetin ¢ok biiyiik harcamalari, biitce agiklar1 ve savas
durumu ¢ok biiyiik oranda fiyatlarin artmasina sebep olmustur. Bu duruma “Hiper

Enflasyon” denilmektedir.

Bu oOrnek i¢in OLS artiklarina iliskin betimleyici istatistikler Cizelge

5.2.’de verilmistir.
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Cizelge 5.2. Cin’de fiyatlarin biiylimesinin geleneksel oranlari modeli OLS artiklar1 igin

betimleyici istatistikler ve Jarque-Bera normallik testi

. Normalik
Betimsel Istatistik
Testi
Min Max ort Varyans Carpiklik Basiklik JB
-102,75 220,91  -2,6874e-012  9816,42 1,20 3,79 2,3848

Cizelge 5.2.’de OLS artik degerlerinin betimsel istatistik degeri ve yapilan
Jarque-Bera (JB) normallik testi sonuglari verilmistir. JB testinin kritik degeri
2,3352 olarak ¢ikmis ve dolayisiyla OLS artik degerlerinin normal dagildig
hipotez testi =0,05 anlamlilik diizeyinde reddedilmistir.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

250 -

200 -

50

Quantiles of Input Sample

-50

-100 -

-150

Standard Normal Quantiles

Sekil 5.1. Cin’de fiyatlarin bilylimesinin geleneksel oranlar1 modeli OLS artiklari igin
Q-Q grafigi

Artiklar icin ¢izilen Q-Q grafigine bakildiginda y-yonlii olas1 iki artik

degerin oldugu goriilmektedir.
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Arastirilan regresyon modeli i¢in katsay1 tahminleri ve teshis edilen aykir

deger sayilar1 Cizelge 5.3.’de verilmistir.

Cizelge 5.3. Cin’de fiyatlarin biiyiimesinin geleneksel oranlar1 veri seti uygulama sonuglari

Regresyon Parametreleri

Tahminciler Aykir1 deger Sayisi
Bo i

OLS  -1049,47 24,85 -
Andrew -1,35 0,08 2
Bell -1,55 0,08 -
Cauchy -1,59 0,08 -
Danish -1,25 0,08 2
Fair -28,43 0,72 -
Geman and Mcclure -2,15 0,09 -
Hampel -12,61 0,35 -
Huber -12,46 0,34 -
Logistic -13,76 0,38 -
QSR -1,67 0,08 -
Ramsay -1,43 0,08 -
Talwar -1,25 0,08 2
Welsch -1,36 0,08 -
Tukey -1,35 0,08 2
Asad -1,27 0,08 2
insha -1,27 0,08 -
Qadir -1,35 0,08 2
Y1 -1,26 0,08 2
P2 -1,25 0,08 2
Theil  -10,88 0,31 -
Siegel -6,71 0,21 -
ARM 1,61 0,01 -
LAD -19,07 0,50 -
LTS -1,25 0,08 -

Cizelge 5.3. incelendiginde goriildiigii gibi OLS’nin katsayr tahminleri
aykirt degerlerden etkilenmektedir. Ayrica Q-Q grafiginde goriilen aykiri
degerlerden oldukca etkilendigi goriilmektedir. Tablo dikkatle incelendiginde
OLS’nin egim katsayis1 ¢ok yiiksek c¢ikmig fakat birer M-tahminci olan Fair,
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Hampel, Huber ve Logistic ile LAD, Theil ve Siegel’in da degerleri diger M-
tahmincilere gore oldukga biiylik ¢cikmistir. Ayrica tablo incelenildiginde iki adet
gozlem degeri, hizli yeniden azalan M-tahminciler aykir1 deger olarak teshis

etmisler ve etkilerini sifir vermek suretiyle yok etmislerdir.

Regresyon katsayilarina iliskin grafik sekil 5.2.’de verilmistir.

400—

* )

oLs

350 —e— Andrew - LTS
—8—Bell - LTS
—o— Fair - LTS
—— Huber - LTS

300(—

—<— Welsch - LTS
250~ —<— Tukey - LTS

200(—

150

100(—

50—

-50= 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
40 a4 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Sekil 5.2. Cin’de fiyatlarin biiylimesinin geleneksel oranlar1 veri seti egim katsayilar

grafigi

Sekil 5.2.’de ise tahmin edilmis regresyon dogrular1 goriilmektedir. OLS
dogrusun aykirt degere dogru cekildigi yine goriilmektedir. Fakat M-tahminciler
aykirt degerlerden etkilenmemislerdir. OLS dogrusu ve M-tahmincilerin
dogrusunun aralarindaki egim katsayis1 farki oldukca yliksektir. OLS dogrusu
incelendiginde tek bir verinin etkisinden dolay1 o veri istikametinde gitmekte
fakat diger noktalar1 kapsamamaktadir. Boylece aslinda aykiri deger olmayan
veriler biiylik artiklara sahip olacaklar ve artik aykir1 deger olacaklardir. Bu ise
tamamiyla yanlig bir bilgiye gotiirecek ve yanlis yorumlar yapilmasina sebebiyet
verecektir. Bu durum ¢izelge 5.4.’de daha iyi bir sekilde goriilmektedir, tahmin
edilen bagiml degisken verileri ile gergek degerleri kiyaslandiginda bu fark ¢ok
net ortaya ¢ikmaktadir.
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Cizelge 5.4. Cin’de fiyatlarin biiyiimesinin geleneksel oranlart veri seti tahmin edilen bagiml

degisken degerleri
Gozlem No 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Gergek y 1,62 1,63 1,90 2,64 2,05 2,13 1,94 15,50 364,00
OLS -55,67 -30,82 -598 18,87 43,71 68,56 93,40 118,25 143,09
Andrew 1,71 1,79 1,86 1,94 2,02 2,09 2,17 2,25 2,32
Bell 1,65 1,73 1,81 1,89 1,97 2,05 2,13 2,21 2,29
Cauchy 1,70 1,78 1,86 1,94 2,03 2,11 2,19 2,27 2,35
Danish 1,76 1,84 1,91 1,99 2,06 2,14 221 2,29 2,36
Fair 0,54 1,27 1,99 2,71 344 416 4289 5,61 6,34

Geman and 1,63 1,72 1,82 1,91 2,01 2,10 2,20 2,29 2,38
Mecclure

Hampel 1,29 1,63 1,98 233 2,68 3,02 3,37 3,72 4,07
Huber 1,32 1,67 2,01 2,35 2,70 3,04 3,39 3,73 4,08
Logistic 1,24 1,62 1,99 237 2,74 3,12 3,49 3,87 4,24
QSR 1,68 1,76 1,84 1,93 2,01 2,09 2,18 2,26 2,35
Ramsay 1,71 1,79 1,87 1,95 2,03 2,10 2,18 2,26 2,34
Talwar 1,76 1,84 1,91 1,99 2,06 2,14 2,21 2,29 2,36
Welsch 1,71 1,78 1,86 1,94 2,02 2,09 2,17 2,25 2,32
Tukey 1,71 1,79 1,86 1,94 2,02 2,09 2,17 2,25 2,32
Asad 1,75 1,82 1,90 1,97 2,05 2,12 2,20 2,27 2,35
insha 1,75 1,82 1,90 1,97 2,05 2,13 2,20 2,28 2,35
Qadir 1,71 1,79 1,86 1,94 2,02 2,09 2,17 2,25 2,32
Y1 1,76 1,83 1,91 1,98 2,06 2,13 2,21 2,28 2,36
P2 1,76 1,84 1,91 1,99 2,06 2,14 2,21 2,29 2,36

Theil 1,33 1,63 1,94 224 255 285 3,16 3,46 3,77
Siegel 1,49 1,70 1,90 2,11 2,31 2,52 2,72 2,93 3,13
ARM 2,01 2,02 2,03 2,04 2,05 2,06 2,07 2,08 2,09
LAD 1,13 1,63 2,13 2,64 3,14 3,65 4,15 4,66 5,16

LTS 1,76 1,84 1,91 1,99 2,06 2,14 2,21 2,29 2,36

Yukaridaki tablo incelendiginde OLS tahmin degerlerinin ne kadar yanlis
sonuclar c¢ikardigr goriilmektedir. OLS 364 degerinin ¢ok biiyiik etkisinde
kalmasia ragmen o degeri dogru tahmin edemedigi gibi diger iyi noktalardaki
tahminlerini de bozmustur. Bu durumda OLS tamamen kullanigsiz bir teknige

dontismistiir. Eger robust teknikler olmasaydi bu veri seti dogru bir sekilde
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modellenemeyecekti, fakat robust tekniklerin bagarisi bu veri seti i¢in modelleme

yapilmasina imkan vermistir.

Ikinci uygulama olarak Hampel (1986, syf 309-310)’dan alinan “Su
Akintisi Veri Seti (Water Flow Data)” lizerinde m-tahmincilerin uygulamasi
yapilmigtir. Bu veri setinin 6zelligi bir gézlemin gercek degerinin yapay olarak
baska bir degerle degistirilmesi ve bu durumun da kayit tutma hatalarindan
kaynaklanan aykir1 degerler olmasi1 durumuna ornek teskil etmesidir. Bu 6rnekte
degistirilmis olan veri seti i¢cin M-tahminciler uygulanacaktir. Bu veri seti Hampel
(1986, syt 309-310)’dan alinmistir; Hampel da Ezekiel and Fox (1959, pp. 57-
58)’dan almistir.

Kootenay nehrinde su akintilar1 iki farkli noktada (Libby, Mont. And
Newgate, B.C.) oOlclilmiistiir. Bu iki nokta arasinda Ezekiel ve Fox (1959)
tarafindan bir regresyon denklemi kurulmus ve Newsgate’deki su akintisi
Libby’deki su akintisi ile modellenmistir. Fakat Hampel ve digerleri (1986) aykiri
gozlemlerin OLS {izerindeki etkisini gdstermek i¢in 1934 yilina ait olan (77,6,

44.9) gozlemi (20,0, 44,9) olarak degistirmislerdir.

Cizelge 5.5. Su akintis1 veri seti

Yil Gergek Gozlemler Degistirilmis Gozlemler

Xi Vi Xi Yi
1931 271 19,7 27,1 19,7

1932 20,9 18 20,9 18
1933 33,4 26,1 33,4 26,1
1934 77,6 44,9 20 44,9
1935 37 26,1 37 26,1
1936 21,6 19,9 21,6 19,9
1937 17,6 15,7 17,6 15,7
1938 35,1 27,6 35,1 27,6
1939 32,6 24,9 32,6 24,9
1940 26 23,4 26 23,4
1941 27,6 231 27,6 23,1
1942 38,7 31,3 38,7 31,3
1943 27,8 23,8 27,8 23,8
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Cizelge 5.6. Su akintist modeli OLS artiklart i¢in betimleyici istatistikler ve Jarque-Bera

normallik testi

Betimsel Istatistik Normall ik
Testi
Min Max ort Varyans Carpiklik Basiklik JB
-6,84 21,81 4,4546¢-14 51,006 233 7,99 25,2195

Bir onceki ornekle pareler olarak JB testinin kritik degeri 3.0310 olarak
¢ikmis ve dolayisiyla OLS artik degerlerinin normal dagildig: hipotez testi a=0,05

anlamlilik diizeyinde reddedilmistir.

Artiklara iligkin Q-Q grafigi sekil 5.3.’de verilmistir.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

25

Quantiles of Input Sample

Standard Normal Quantiles

Sekil 5.3. Su akintist modeli OLS artiklart i¢in Q-Q grafigi

Yukaridaki grafik incelendiginde artiklarin normal dagilima sahip
olmadig1r goriilmektedir. Ayrica bir deger de olasi bir aykir1 deger olarak

gorilmektedir.

Arastirilan regresyon modeli i¢in katsay1 tahminleri ve teshis edilen aykiri

deger sayilar1 Cizelge 5.7.’de verilmistir.
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Cizelge 5.7. Su akintis1 veri seti uygulama sonuglari

Regresyon Parametreleri

Tahminciler Aykir1 deger Sayisi
Po pr

OLS 18,48 0,23 -
Andrew 5,46 0,62 1
Bell 5,05 0,64 -
Cauchy 5,83 0,61 -
Danish 5,49 0,62 1
Fair 8,00 0,55 -
Geman and Mcclure 4,56 0,66 -
Hampel 7,11 0,57 -
Huber 6,84 0,58 -
Logistic 7,02 0,57 -
QSR 5,72 0,62 -
Ramsay 5,56 0,62 -
Talwar 5,49 0,62 1
Welsch 5,45 0,62 -
Tukey 5,46 0,62 1
Asad 5,49 0,62 1
insha 5,49 0,62 -
Qadir 5,46 0,62 1
Wl 5,49 0,62 1
P2 5,49 0,62 1
Theil 6,68 0,59 -
Siegel 7,24 0,57 -
ARM 4,57 0,66 -
LAD 6,54 0,60 -
LTS 5,49 0,62 -

Cizelge 5.7.’de yine OLS tahminlerinin aykiri degerden -etkilendigi
goriilmektedir. Egim katsayilar1 incelendiginde en ¢ok 0.62 degerinin tahmin
edildigi goriilmektedir. Burada yine monoton tahminciler 0.62’den farkli sonuglar
elde etmigler fakat yeniden azalan (redescending) tahmincilerin biiylik bir kismi
hep ayn1 degeri 0.62’yi tahmin etmislerdir. Fakat OLS’ nin egim katsay1 tahmini

degeri yaklasik olarak robust tekniklerin tahmininin yaris1 kadardir.
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Regresyon katsayilarina iligkin grafik sekil 5.4.’de verilmistir.

50~

*(xy)

oLs

45 * —6— Andrew-LAD
—+&— Bell-LAD
—— Fair-LAD
—%— Huber-LAD
—<— Welsch-LAD
35| —%— Tukey-LAD

40

Sekil 5.4. Su akintis1 veri seti egim katsayilar1 grafigi

Sekil 5.4.’den yine goriilmektedir ki OLS dogrusu aykir1 degere dogru
cekilmektedir ve veri noktalarinin biiyiik bir kisminin iizerinden gegmemektedir.
Fakat M-tahminciler bu veri seti i¢in aykir1 degerlere karst daha saglam
tahminleme yapmigslar ve veri noktalarmin biiylik bir kisminin {izerinden

gecmigslerdir.

Cizelge 5.8.’de tahmin edilen bagimli degisken degerleri verilmistir. Tablo
incelendiginde robust tekniklerin daha iyi sonuclar verdigi gozlemlenmektedir,
yani artik degerlerini kii¢tilttiigii goriilmektedir. Bu durum kiigiik y degerlerinde
daha acik bir sekilde kendini gostermektedir.

78



Cizelge 5.8. Su akintis1 veri seti tahmin edilen bagimli degisken degerleri

GozlemNo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Gerceky 19,7 18 26,1 44,9 26,1 199 15,7 27,6 249 23,4 23,1 313 238

OLS 24,7 233 262 23,1 27,0 23,5 22,5 26,6 26,0 245 248 274 249
Andrew 223 184 262 179 285 189 164 27,3 257 21,6 22,6 29,5 22,7
Bell 22,5 18,5 26,5 17,9 288 18,9 164 27,6 26,0 21,7 22,8 29,9 22,9
Cauchy 224 18,6 262 18,0 284 19,0 16,6 27,3 257 21,7 22,7 29,5 228
Danish 223 184 262 17,9 284 189 164 272 257 21,6 22,6 294 22,7
Fair 228 194 262 18,9 282 198 17,6 27,1 258 222 23,0 29,1 232
ﬁi‘z‘;‘l‘;:“d 22,5 184 26,7 17,8 29,0 188 162 27,8 26,1 21,8 22,8 30,2 22,9
Hampel 22,6 19,0 262 18,5 282 194 17,1 27,1 257 21,9 229 292 23,0
Huber 22,6 19,0 262 184 283 194 17,0 27,2 257 21,9 22,8 293 23,0
Logistic 22,6 19,0 262 18,5 283 194 17,1 27,2 258 22,0 229 293 23,0
QSR 224 18,6 263 18,1 285 19,0 16,6 27,4 258 21,8 22,7 29,6 22,9

Ramsay 223 185 26,2 17,9 28,5 18,9 16,5 27,3 25,7 21,7 22,6 29,5 228
Talwar 223 184 26,2 17,9 284 189 16,4 27,2 257 21,6 22,6 29,4 22,7
Welsch 223 184 26,2 17,9 28,5 189 16,4 273 257 21,6 22,6 29,5 22,7

Tukey 223 184 26,2 17,9 284 189 16,4 273 257 21,6 22,6 29,5 22,7
Asad 223 184 26,2 17,9 284 189 164 27,2 257 21,6 22,6 294 22,7
insha 223 184 26,2 17,9 284 189 16,4 27,2 257 21,6 22,6 29,4 22,7
Qadir 223 184 26,2 17,9 284 189 16,4 273 257 21,6 22,6 29,5 22,7
P1 223 184 26,2 17,9 284 189 164 27,2 257 21,6 22,6 294 22,7
P2 223 184 26,2 17,9 284 189 164 27,2 257 21,6 22,6 294 22,7
Theil 22,8 19,1 26,6 18,6 28,7 19,5 17,2 27,6 26,1 22,1 23,1 29,7 23,2
Siegel 22,8 19,2 26,4 18,7 28,5 19,7 174 274 26,0 22,2 23,1 29,5 23,2
ARM 22,4 183 26,5 17,7 28,8 18,7 16,1 27,6 26,0 21,6 22,7 30,0 22,8
LAD 22,8 19,1 26,6 18,5 28,7 19,5 17,1 27,6 26,1 22,1 23,1 29,8 23,2
LTS 223 184 26,2 17,9 284 189 16,4 27,2 257 21,6 22,6 29,4 22,7
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6. SONUCLAR

Robust regresyon tahmincileri, hatalarin normal dagilima uymadig1 veya

veri setinde aykir1 deger bulunmasi1 durumunda regresyon modelini en gilivenilir

sekilde tahmin etmek amaci ile gelistirilmistir.

Bu tezde, lineer regresyon modeli igin gelistirilen robust tahmincilerden M-

tahmincileri gesitli acilardan incelenmistir. Elde edilen sonuglar asagidaki gibi

siralanabilir:

1l

1il.

1v.

M-Tahmincilerin hesaplanmasinda kullanilan yeniden
agirliklandirilmis  en  kiiclik  kareler algoritmasinin  baslangig
tahminlerinin se¢imine olan duyarlilifi c¢esitli analizler yardimiyla
gosterilmigtir. Veride x-y-yonlii aykir1 deger olmasi durumunda,
yeniden azalan M-tahminciler icin IRWLS algoritmasinda baslangi¢
degerlerinin se¢iminin 6nemli oldugu goriilmiistiir. Yeniden azalan M-
tahmincileri igin IRWLS algoritmasinin baglangi¢ tahminlerinin
secimine robust yani saglam olmadigr analizler yardimiyla
gosterilmistir. Veride yalnizca y-yonlii aykirt deger olmasi durumunda,
yeniden azalan M-tahminciler i¢in IRWLS algoritmasinda baslangi¢
degerlerinin seciminden daha az etkilendigi goriilmiistiir. Ozellikle
veride aykirt deger bulundugunda yiiksek kirilma noktasina sahip
tahmincileri baslangic tahmincisi olarak ele almanin gerekliligi
vurgulanmustir.

Yapilan ¢esitli analizler yardimiyla, M-tahmincilerinin kirilma noktasi
grafikleri incelenmis ve yeniden azalan M-tahmincilerin kirilma
noktalarinin monotonlara gore yiiksek oldugu sonucu gorilmiistiir.
Hata teriminin dagilimmin normal ve normalden farkli oldugu
durumlar i¢in M-tahmincilerinin etkinlik acisindan performansi
incelenmis ve hata terimi normalden farkli oldugunda bu tezde ele
alinan tim M-tahmincilerin OLS tahmincisine gore daha diisiik RMSE
degerleri ortaya ¢ikardigi sonucuna ulasilmistir.

Baglangi¢  Olgek  tahmincisinin, regresyon egiminin tahminin

etkinligine olan katkis1 aragtirnlmigtir. Baslangi¢ Olgek tahmini Qn
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olarak alindiginda regresyon egiminin tahminin MSE degerlerini
kiictlttiigii goriilmiistiir.
Ayrica reel yasamdan alinan iki Ornek iizerinde M-tahminciler

uygulanmis ve sonuglari tartisiimistir.
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