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OZET

YUKSEK LiSANS
UNITARY CAYLEY GRAFLARIN BASKINLIK SAYISININ iNCELENMESI
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Damisman: Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
2012, 48

Jiiri
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Dog¢. Dr. Ayse Dilek MADEN
Dog¢. Dr. Firat ATES

Bu calismada tarafimizdan ilk defa sinirlandirilmis olan unitary Cayley graflarin baskinlik sayisi
ile ilgili sinir degerleri bulunmustur. Daha sonra bu sinirlar Unitary Cayley graflarin belli siniflari i¢in ¢ap
degerleri ile yeni bir sinir degeri elde edilmistir. Yine ayni siniflandirmay1 kullanarak unitary Cayley
graflarin klik ve kromatik sayilarinin degerleri baskinlik sayisi ile kiyaslanmistir.

Anahtar Kelimeler: Baskinlik Sayis1, Graf Teori, Spectral Graf Teori, Unitary Cayley Graf,
Klik Sayisi, Kromatik Sayisi



ABSTRACT

MS THESIS
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In this study we are obtained the bounds over unitary Cayley graphs in terms of domination
numbers which are given at the first time in the literature. Moreover, by using the value of radius of the
bounds over unitary Cayley graphs, it has been obtained some new bounds. Furthermore, again using by
same classification, it has been compared domination, clique and chromatic numbers.

Keywords: Domination Number, Graph Theory, Unitary Cayley Graph, Clique Number,
Chromatic Number
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Simgeler

G=(\V,E):

V(G) ={V;,Vy,.erV, }
E(G)={e,e,,....e,}:

SIMGELER

Herhangi bir graf
G grafinin nokta kiimesi

G grafinin kenar kiimesi

G grafinin indiiklenmis alt grafi
nnoktali tam graf

Grafin Vi noktasinin derecesi

Grafin en kii¢iik nokta derecesi
Grafin en biiyiik nokta derecesi

Grafin v noktasinin acik komsulugu

Grafin v noktasinin kapali komsulugu
G grafinin tamamlayicisi

Cevre graf

Iki pargali tam graf

Star graf

Agac graf

Tekerlek graf

uve v noktalar1 arasindaki uzaklik
G grafinin ¢ap1

G grafinin kromatik sayis1

G grafinin eksantrigi

G grafinin yarigap1

G grafinin Ortii sayis1

G grafinin klik sayis1

G grafinin nokta baglantilik sayisi

G grafinin bagimsiz sayisi

G grafinin baskinlik sayisi

G grafinin total baskinlik sayis1

G grafinin baglantili baskinlik sayisi

G grafinin eslendirilmis baskinlik sayis1
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1. GIRIS

Euler (1736) yilinda yazdigi makale ile graf teorisinin dogmasina sebep
olmustur. Graf Teorisinin ¢ikis ve gelismesi alisilagelmis bigimde olmamistir. Teori,
kendisinden ¢ok daha eski bir problemin ¢6ziimii olarak ortaya konmustur. Graflar daha
sonra elektrik miihendisligi, kimya ve ekonomi gibi birbirinden bagimsiz alanlarda
karsimiza ¢ikmistir. Bugiin ise graf teorisi, modern cebirin 6nemli kollarindan biri
olmustur.

Graf teoride, bir iletisim ag1 modeli olarak ele alinan grafin iletisimini
kuvvetlendirmek amaciyla gesitli dlglimlerinden yararlanilmaktadir. Bu ol¢limlerden
olan baskinlik kavrami ilk kez Reese T. Prosser (1959) tarafindan yayimnlanan bir
makalede ele alindi. Bu kavram zaman iginde biiyiikk oranda 6nemli hale geldi ve
gelistirildi. Berge (1962) yaptig1 yayinda baskinlik sayisi i¢in en genel alt sinir, Walikar
ve ark. (1979) yaptig1 yayinda ise en gene iist sinir ifadesini verdiler. Haynes, Teresa W.
, Hedetniemi, Stephen, Slater, Peter (1998) baskinlik kavramini genel anlamda
incelediler. Minimum derece ve mertebedeki graf igin st sinir araliklarini W.Edwin
Clark ve Larry A. Dunning (1997-2000) bulmustur. Adriana Hansberg ve Lutz
Volkmann (2007) baz1 degerler kullanarak graflardaki k-baskinlik sayisi tizerine sinirlar
belirlemislerdir.

Arthur Cayley tarafindan tanimlanan Cayley grafin tam sayilar halkasi iizerinde
tanimlanmasiyla olusan grafa Unitary Cayley graf adi verilir. Walter Klotz ve Torsten
Sander (2007) bu graf {izerinde baz1 dzellikleri incelemislerdir. Inceledikleri bu grafi
Cayley grafindan ayiran en biiyiik 6zellik iirete¢ kiimesidir.

Cebirsel ve uygulamali matematik alanlarinda 6nemli bir yer tutan Graf Teori
belirli noktalarla bu noktalar1 belirli 6zelliklerle birlestirmeye calisan bir alandir. Bu
alanda tanimlanmis birgok graf ¢esidi mevcuttur. Biz bunlardan bazi 6zel graf tiirlerinin
incelenmesi ve bu Ozelliklerin graflar1 siniflandirmadaki 6nemini gdstermek tizerinde
duracagiz. Buna ek olarak bu 6zel graf tiirlerinin genel 6zelliklerini bir arada toplayarak

bunlar tizerinden yeni bulgular elde etmeye c¢alisacagiz.



1.1. Grafin Tanim ve Yapisi

V elemanlar1 noktalar olan bostan farkli bir kiime, E de V nin elamanlarindan
olusan sirali olmayan bir kiime olsun. V yi nokta kiimesi, Eyi kenar kabul edecek
sekilde tanimlanan G = (V, E) ikilisinden olusan diagrama graf denir.

G grafinda bir noktay1 yine kendisiyle birlestiren kenara ilmek denir. Ayni nokta
ciftini birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu kenar denir. Bir graf ¢oklu kenar ve
ilmek igermiyorsa basit graf, iceriyorsa coklu graf denir. Graf yapisindaki her bir
noktadan diger noktalara bir kenar varsa o graf bag/idir denir. Nokta kiimesi ve kenar

kiimesi sonlu olan bir graf sonlu graf olarak adlandirilir. Sonlu bir grafta

V(G)={v,,V,,...,v,} nokta kiimesi olmak iizere |V (G)| =n sayisina grafin mertebesi,
E(G) ={e.e,,....e,} kenar kiimesi olmak {iizere |E(G)|:m sayisina grafin boyutu

denir. Simdi bu 6zellikleri bir 6rnek iizerinde inceleyelim.

Ornek 1.1: Nokta kiimesi V={v,Vv,,V,,Vv,,V.} ve kenar kiimesi
E={e,e, 6,6, 6,66, 6} o0larak verilen bir G=(V,E) grafinin sekli asagidaki

gibidir.
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Sekil 1.1. Coklu graf
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Sekil 1.2. Basit graf
Kenarlar1 dogrultuya sahip veya kenarlar1 siralanmis olan graflara yonlendirilmis
graf denir. Burada herhangi iki nokta v,, v, arasindaki kenar olan e=vyv;i¢gin
vv; # Vv, dir. Noktalara bagli kenarlar, noktadan disar1 dogru ¢ikiyorsa bu noktaya

baslangi¢ noktasi, noktaya dogru giriyorsa bu noktaya final noktas: denir.

Sekil 1.3. Yonlendirilmis graf

Sekil 1.3 de goriildiigii gibiv, noktas: e, kenar: i¢in baslangi¢ noktasi, € kenari
icin final noktasidir. Goriildiigii gibi graf ¢izimlerinde seklin ¢izimi 6nemli degildir.
Onemli olan noktalar ile kenarlar arasindaki iliskiyi tam olarak ortaya koyabilmektir.

Bir G grafimin nokta kiimesi olan V den alman iki nokta V;ve v;olsun. Alinan bu

noktalar arasinda bir kenar varsa bu noktalara komsudur denir.

Bir G grafinda herhangi bir v; noktasinin derecesi bu noktaya komsu olan

noktalarin sayisiyla bulunur ve der(v;) ile gosterilir. Eger nokta sifir dereceli ise bu

noktaya izole nokta, 1 dereceli ise bu noktaya u¢ nokta (pendant) adi verilir. Burada her
bir nokta komsu oldugu noktaya bir 1 derece kazandirir. Ilmikte ise nokta kendisine
komsu oldugundan noktaya 2 derece kazandiracaktir. Derecesi tek say1 olan bir noktaya
tek nokta, derecesi ¢ift say1 olan bir noktaya ¢ift nokta olarak adlandirilir. Bir grafta en

az dereceli noktaya minimum dereceli denir ve 6(G) ile gosterilir. En ¢ok dereceli



noktaya ise maksimum dereceli denir ve A(G) ile gosterilir. Sekil 1.1 deki grafi ele
alacak olursak 6(G) =1 ve A(G) =5 tir.

Teorem 1.1. (Newman, J, 1953) V(G)={v,V,,..,V,} nokta kiimesi ve
E(G) ={e,.e,,....e,} kenar kiimesi {izerinde tanimlanan bir G grafinda asagidaki esitlik

mevcuttur.

D derv, =2m (11)

Ispat: G grafi, n mertebeli ve m boyutlu bir graf oldugundan dolay1 her kenar,
iki noktaya komsudur. Bu nedenle noktalarin dereceleri toplanirken her bir kenar iki
noktayr temsil eder. Dolayisiyla tiim noktalarin toplami, kenar sayisinin iki katina

esittir. Yani kisaca 2m dir.

Bu teoremin bazi sonuglarini asagida vermek miimkiindiir.
Sonug 1.2. Herhangi bir G grafinda biitiin noktalarin dereceleri toplamu ¢ifttir.
Ispat: Teorem 1.1.1 den goriilecegi gibi noktalarin dereceleri toplami kenarlarm

iki katidir. Buda bir ¢ift sayidir.

Sonug¢ 1.3. Bir G grafinda tek dereceli noktalarin sayisi ¢ifttir.

Ispat: G grafinin tek noktalarmin kiimesi A(G) ve cift noktalarmin kiimesi

B(G) olsun. Teorem 1.1.1 den
> der(v)+ Y der(v)= D> der(v)=2m

veA(G) veB(G) veV (G)

olur ki buda

D der(v)+ Y. der(v)

veA(G) veB(G)

¢ift say1 oldugunu gosterir. Z der(v) toplamui terimler ¢ift oldugundan dolay1
veB(G)

¢ift say1 gelmek zorundadir. O halde Z der(v) toplamu gift olmalidir. Toplamdaki

veA(G)
tim elemanlar tek oldugundan dolay1 toplamin ¢ift sayr gelebilmesi i¢in ¢ift sayida

terim toplanmalidir. Buradan da | A(G) | nin ¢ift oldugu bulunmus olur.



Bir G grafinda her kenar iki noktayr birlestirdiginden noktalarin dereceleri
toplam1 kenar sayisinin iki kati olup ve biitiin noktalarin dereceleri toplami ¢ift sayidir.
Bu nedenle bir grafin biitiin derecelerinin toplami her zaman ¢ift sayidir.

G bir graf ve veV olmak iizereVnoktasinin a¢ik komsulugu kiimesi N (V)
olarak gosterilir ve vV ye komsu olan V deki tiim noktalar1 igerir. N[v]= N(u) u{v}

kiimesine de Vv nin kapali komsulugu kiimesi denir.

1.2. Alt Graf

G=(V,,E) ve H=(V,,E,) birer graf olsun. Eger V, cV, ve E, c E, oluyorsa
H grafi G grafinin alt grafidir denir. Kisaca H grafi noktalar1 G de bulunan ve
kenarlarida G deki ayn1 nokta giftleri arasindaki iliskiyi koruyan graftir. H grafina ayni
zamanda G grafinin siiper grafi denir. Sekil 1.1 deki grafin bir alt grafi asagidaki gibi

gosterilebilir.

&
6 (N

Vs

Sekil 1.4. Alt graf

G bir graf ve S de bu grafin nokta kiimesinin bostan farkl alt kiimesi olsun. G
nin indiiklenmis alt grafi (induced subgraph) nokta kiimesi S ve kenar kiimesi de G

nin S deki nokta giftleriyle komsu olan kenarlardan olusan kiimedir. <S> ile gosterilir.

<S> kiimesi S nin noktalarinin tiimiinii ve G nin kenarlarini kapsar.

b c

A e
Sekil 1.5. Bir graf ve indiiklenmis alt grafi

Bir grafin alt graflarini, o grafa ait nokta veya kenarlar silerek de bulmak

mumkindiir.



1.3. Yiiriime ve Yol Kavram

Nokta kiimesi V ={a,b,c,...,y,z}olan bir G grafi icin her biri birbiriyle
sirasiyla baglanan noktalar dizisine yuriime denir. G deki ab,bc,...,yz formundaki
yiriimenin uzunlugu, K tane kenarin bir araya gelmesinden olustugu igin bu yiiriimenin
uzunlugu k dir. Bu sekildeki yiirime abc...yz seklinde gosterilir ve a ile z arasinda bir
yiriime olarak adlandirilir. Baslangic ve bitis noktalart ayni1 olan yiirlimeye kapali

yiirime denir. Bir yiirimede hi¢bir nokta tekrar etmiyorsa bu yiiriimeye yol ad1 verilir.

G grafindan alinan farkli iki nokta arasinda bir yol varsa bu iki nokta baglantilidir denir.

Teorem 1.3.1 (Harris ve ark., 2000) Bir G grafindan alinan tim uve v

noktalar1 arasindaki U —V yiiriimesi bir u—V yolu igerir.

Eger yiirtinen tiim kenarlar farkliysa bu yiirlimeye gezi denilmektedir. Tek bir
nokta kendi bagina bir yol teskil eder. O halde her yol bir gezi olurken her gezi bir yol
olmaz. Baslangi¢ ve bitis noktalar1 harig¢ tiim noktalar1 farkli ve tiim kenarlar1 farkli olan
kapali yiirimeye ise devir denir. K uzunlugundaki bir devire Kk—devir denilir.
k sayisinin durumuna gore bu devir tek devir veya ¢ift devir olarak adlandirilir.

Bir G grafi asagidaki gibi verilsin.

i e

Sekil 1.6. Bir G grafi

Burada abebc, 4 uzunlugunda bir yiirimedir fakat dikkat edersek bir gezi
degildir. abedbc bir gezidir. Ancak bu bir yol degildir. abed bir yoldur ve bdeb bir
devirdir diyebiliriz.



1.4. Graf Cesitleri

Bir grafta her bir nokta ¢ifti birbirine komsu ise bu grafa tam graf denir. n

noktalr bir tam graf K ile gosterilir. n noktali bir tam grafin kenar sayisi n(n-1) ile

ve nokta derecesi de (n—1) ile bulunabilir.

A X S S

KE K3 K4 Kj KE
Sekil 1.7. Tam Graf

Nokta kiimesi G nin nokta kiimesiyle ayni olan, kenar kiimesi ise G de

olmayan kenarlardan olusan ve komsu olmayan noktalar1 birbirine komsu yapan grafa

tamamlayici graf denir. Bir G grafinin tamamlayicist G ile gosterilir.

G G
Sekil 1.8. Tamamlayict Graf
Bir grafta tiim noktalar ayni dereceye sahipse bu tiir graflara diizgiin graf denir.
Grafin tiim noktalarinin derecesi r ise bu grafa r-diizgiin graf denir. n noktali bir tam

graf icin her bir noktanin derecesi N —loldugundan dolayr n—1 dereceli diizgiin graftir.
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Sekil 1.9. 3-diizgiin ve 4-diizgiin graflara 6rnek

Baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayni olan ve tiim noktalarin derecesi 2 olan grafa

cevre graf denir. n noktalart bir ¢cevre graf C ile gosterilir.

Sekil 1.10. C; grafi

Basglangic ve bitis noktalarmin derecesi 1 ve diger noktalarin dereceleri 2 olan

grafa yol graf denir. n noktali bir yol graf P, ile gosterilir.

L2 g o - L

Sekil 1.11. Yol Graf

Bir grafin nokta kiimesi V, ve V, seklinde 2 kiimeye ayrilmis olsun. Eger
kenarlar1 V, deki noktalarla V,deki noktalarin birlestirilmesiyle olusuyorsa bu grafa iki
par¢ali graf denir. |V,|=m ve |V,|=n olan iki pargali bir graf K, ile gosterilir. V, ve
V, deki tiim noktalar karsilikli olarak birbirleriyle birlestirilmis ise bu tiir graflara iki

parc¢ali tam graf denir.



KE.S K 1.4
Sekil 1.12. iki Parcali Graf
Teorem 1.4.1 (Bondy ve Murty, 1978) Bir graf ancak tek devir icermiyorsa iki
parcali bir graftir.
Bir baglantili grafta hi¢ devir yoksa buna aga¢ graf denir. Agac graflar T ile

gosterilir.

Sekil 1.13. Aga¢ Graf

Teorem 1.4.2 (Bondy ve Murty, 1978) Bir agac grafta herhangi iki nokta tek bir
yolla birbirine baghdir.
Teorem 1.4.3 (Bondy ve Murty, 1978) Eger G bir aga¢ graf ise
E(G)=V(G)-1

esitligi vardir.

Yukaridaki teoremin 6nemli bir sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 1.4.4 (Bondy ve Murty, 1978) Tim basit olmayan aga¢ graflarda
derecesi bir olan en az iki nokta vardir.

n noktali bir aga¢ grafin, bir noktasinin derecesi n—1 ve geriye kalan diger tim
noktalarin dereceleri 1 ise bu sekilde ki graflara yildiz graf denir. Tam iki pargali graf

olarak da adlandirilirlar. Iki pargali gralarda 6zel olarak m =1 alinirsa olusan K,, grafi

bir yildiz graftir. S, ile gosterilir.
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Sekil 1.14. Yildiz graf

n noktali bir C, ¢evre grafinin tiim noktalarina tek bir kenarla komsu olan yeni

bir nokta eklenmesiyle elde edilen grafa tekerlek graf denir. W, ile gosterilir.

Sekil 1.15. Tekerlek graf

1.5. Graf Parametreleri

G=(V,E) bir graf ve u,veV(G) olmak iizere bu iki nokta arasindaki en kisa
yolun uzunluguna U ile v arasindaki uzaklik (distance) denir. d(u,v) ile gosterilir.
Bir G=(V,E) grafindan aliman Vv noktasi ile V noktasina en uzak nokta

arasindaki uzaklhiga vV noktasinin eksantirigi (eccentricity) denir. e(v) ile gosterilir.

e(v) =max{d(v,x)| x eV (G)}

Baglantili bir grafin noktalar1 arasindaki minimum eksantrige G nin yaricap:

(radius) denir. rad(G) ile gosterilir.
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rad(G) =min{e(v)|veV(G)}

Baglantili bir grafin noktalari arasindaki maximum eksantrige G nin gap1

(diameter) denir.

diam(G) = max {e(v)|v eV (G)}

Tam bir grafta tiim noktalar birbirine komsu oldugundan dolay1r her zaman
diam(G) =1 dir.
Teorem 1.5.1 (Haynes ve ark., 1998) Herhangi bir G grafi i¢in

rad(G) <diam(G) < 2rad(G)

esitsizligi mevuttur.

Teorem 1.5.2 (Haynes ve ark., 1998) Bir G grafininn yarigapinin 1 olmasi i¢in
gerek ve yeter sart G grafinin diger biitiin noktalara komsu bir diigiim i¢ermesidir.

Ispat: = G yaricap: 1 olan bir graf olsun. Varsayalim ki G nin diger biitiin
noktalara komsu bir diigiimii bulunmasim. O halde G nin herhangi bir u noktasi igin
e(u) > 2olacaktir. Bu ise G nin yarigapinin 1 olmasi ile gelisir. O halde U noktast v
noktasi ile komsudur.

< U, G grafinin diger tiim noktalara komsu bir noktas1 olsun. e(u) =1 olacagi

aciktir. Ustelik bu deger, G nin noktalar1 arasindaki minimum eksantriktir. O halde

rad(G) =1 dir.

O O
= 5 6

NO

Sekil 1.16. G grafinin yarigap1 ve ¢ap1

Sekil 1.16 de verilen G grafinin noktalari arasindaki uzakliga bakarsak,
d(5,6)=1, d@,3)=2, d(4,7) =3, d(@,7)=4 baz1 noktalarin uzakliklar1 olarak

verilebilir. Cap bu noktalar arasindaki en biiyiik deger oldugundan dolayr G grafinin
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capt diam(G) =4 diir. Bu G grafinin yarigap1 sekilden de anlagilacagi gibi rad(G) =2
olarak bulunur.

G grafinin nokta kiimesi V(G) ve S cV(G) bostan farkli bir kiime olmak
tizere G deki tiim kenarlarin en az bir noktasi bu kiimede ise bu kiimeye ortii kiimesi
denir. Bir grafta en az bir tane 6rtlii kiimesi bulunur. Bu kiimeler i¢inde en az elemana
sahip olan kiimenin eleman sayisina G grafinin értii sayist (covering number) denir.
a(G) ile gosterilir.

Bir G grafinda, G ’nin tiim noktalarin1 renklendirmek igin gerekli olan en az
sayidaki renk sayisina kromatik say: (chromatic number) denir. »(G) ile gosterilir.
Yani komsu olan iki nokta farkli renkle renklendirilir.

Teorem 1.5.3 (Bondy ve Murty, 1978) Herhangi bir G grafi i¢in

7(G)<AG)+1

esitsizligi mevcuttur.

Bir G grafinin klik sayisi, graftaki en biiyiik tam grafin nokta sayisidir. @(G) ile

gosterilir.

Sekil 1.17. Kromatik ve Klik say1

Sekil 1.17 de verilen G grafinin noktalarii K (kirmizi), S (sar1) ve Y (yesil) ile
renklendirecek olursak goriilecegi gibi kromatik sayist 3 olarak bulunur. Klik sayis1 da
en biiylik tam alt grafi oldugundan dolay: en biiyiik tam alt grafin nokta sayis1 3 dir.

Bir G grafini baglantisiz veya izole noktali bir graf haline getirmek i¢in graftan
cikarilmasi gerekli olan en az sayidaki nokta sayisina baglanti noktalari sayisi (vertexX

connectivity) denir. x(G) ile gosterilir. G grafi n mertebeli tam graf ise
x(G)=n-1dir. Eger G grafi baglantisiz bir graf ise x(G)=0 dir. G grafi baglantili

ancak tam graf degil ise 1< x(G) <n-2 dir.
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A Dbir kiime ve AcV(G) olsun. G grafindaki birbiriyle komsulugu olmayan
noktalarin kiimesi A ise bu kiimeye bagimsiz kiime denir. Bu kiimelerden en genis

olanin eleman sayisina ise bagimsiz sayr (independent number) denir. ind(G) ile

gosterilir.

iy dy
Sekil 1.18. G grafi

Sekil 1.18 deki belirtilen G grafii¢in A ={d,}, A, :{dl,d3}, A, ={d2,d4,d6} :
A, ={d,,d;,d,, ds,d;} bazi bagimsiz kiimelerdir. A, kimesi G nin bagimsiz
kiimelerinin en genisidir. ind(G)=5olarak bulunur. Bu grafin baglanti noktalar
sayisint bulmak i¢in en az komsuluga sahip olan noktanin kenarlarini silmemiz
yeterlidir. Ayn1 G grafi i¢in x(G) =1 dir.

Teorem 154 ScVkimesi, G nin bagimsiz sayist olmak iizere V\S,
G grafinin ortiistidir.

Sonug 1.5.5 G bir graf olmak iizere
xk(G)+a(G)=v

esitligi vardir.
Ispat: S, G nin en biiyilk bagimsiz kiimesi ve K da G nin en kiiciik &rtiisii

olsun. V \ K bir bagimsiz kiime ve V \'S bir ortiidiir. Buradan

V—x(G) gV \K < a(G) (1.1)

v—a(G) 4V \S |2 x(G) (1.2)

Bu iki esitsizlikten istenilen sonuca ulagsilabilir.

Bir G grafi i¢in her indiiklenmis alt grafinin klik sayisi ile kromatik sayisi esitse

G gafi miikemmeldir denir.
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Sekil 1.19 G bir graf ve H , G nin indiiklenmis alt grafi

Sekil 1.19 da verilen G grafinin indiiklenmis alt grafi olan H i¢in w(H) =2 ve

y(H)=2dir. ¥(H)=w(H) oldugundan dolay1 G grafi miikkemmeldir denir.
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2.UNITARY CAYLEY GRAF
2.1. Unitary Cayley Grafin Tanimi ve Yapisi

Bu boliimde bir graf ¢esidi olan Cayley graflarinin 6zel bir hali olan unitary
Cayley graflar hakkinda genel bilgiler verilmistir.

G sonlu bir grup ve S kiimesi de G nin iireteg kiimesi olsun. €¢S ve
st ={S’l:sGS}=Solmak iizere V(G,S) kiimesini elemanlar1 G den alinan
elemanlardan olusan nokta kiimesi ve E(G,S) kimesini de elemanlar
GxS= {(g,s): geG,se S} den olusan kenar kiimesi olarak ifade edelim.

Yukarida verilen V(G,S)ve E(G,S) kiimeleriyle olusturulan grafa, G nin
Cayley grafi denir ve genellikle T'=Cay(G,S) ile ifade edilir. Bir (g,s)kenarinin

baslangig noktast g ve bitis noktas1 gs dir. Ayrica (g,s) kenarmin tersi (gs,s™)
bicimdedir. I", Cayley grafinin derecesi diizenli ve |S| dir. Baglantili, yonli ve ilmek

igcermeyen bir graftir. Cayley graf ile ilgili daha detayl bilgilere Jajcay (2000), Godsil
ve Royle (2001), Biggs (1993) kaynaklarindan ulasilabilir.

Sekil 2.1. C; igin S = {t}
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Sekil 2.2. C; igin S ={t*,t°}

n>1 pozitif tam say1 olmak iizere, Z_ tam sayilar halkasi lizerinde tanimlanan
Cayley grafa unitary Cayley graf denir. G=(Z,,U,)seklinde gosterilir. Z, tam say1

halkasinin nokta kiimesinin elemanlarim1 V (G) :{0,1,2,...,n—1} =Z_  tam sayilan ile

n
temsil edebiliriz. Unitary Cayley grafin iirete¢ kiimesi

U,={aez, :(a,n)=1}.

Kenar kiimesi ise

E(G)={{a,b}:abeZ,,(a-b,n)=1}

seklinde tanimlidir. Uretec kiimesindeki elemanlarin se¢iminde de anlasilacag:
gibi her elemanin terside yine bu kiime i¢inde yer alir. Bu ylizden unitary Cayley graf
simetrik bir graftir. Her elemanin tersini iirete¢ kiimesinde bulundurmasindan dolay1 da
yOnsiiz bir graftir.

Goriildugi gibi Cayley graf ile arasinda bazi farklar vardir. Bunlardan bazilari

Cayley graf gruplar {lizerinde tanimlanirken, unitary Cayley graf tam sayilar halkas1 Z,

tizerinde tanimhidir. Cayley graf gruplar {izerinde tanimlanmasindan dolay1 ¢arpimsal
veya toplamsal 6zellikte olabilirken, unitary Cayley graf tam sayilar halkasi iizerinde
tanimlt olmasindan dolay1r sadece toplamsal Ozelliktedir. Ayrica Cayley graflar

yonliiyken, unitary Cayley graflar yonsiizdiir.
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Unitary Cayley graflar hakkinda daha detayl bilgilere Klotz ve Sander (2007),
Boggess ve ark. (2008), Dejter ve Giudici (1995), Beaudrap (2010) kaynaklarindan

ulasilabilir.
i
o ! 5 m']
5 2
5
) 3

4 3

Sekil.2.3. Ze, Z7 ve Zs graflari

2.2. Genel Teoremler ve Sonuclar

Onerme 2.1. (Boggess ve ark., 2008) p,..p, farkli asal sayilar
Ve p, <p,<..<p, olmak ilizere n=p*p,”...p,>olsun. Buradan veV(Z,) noktasinin

derecesi d(v) = ¢(n) seklinde bulunur. Burada ¢(n) ile gésterdigimiz fonksiyon Euler

totient fonksiyonudur.

Sonug 2.2. (Boggess ve ark., 2008) Tim n tam sayilart i¢in G grafi ¢(n) —
diizenli graftir.

Bu sonuglarin ardindan Klotz ve Sander (2007) in ispatlamis olduklar1 asagidaki
teoremde @(n) fonksiyonunun ayni zamanda unitary Cayley graflar icin baglanti
noktalar1 sayisina esit oldugunu gostermislerdir.

Teorem 2.3. (Klotz ve Sander, 2007) G bir unitary Cayley grafinin baglanti
nokta sayist x(n) = ¢(n) dir.

Bir G grafindaki nokta ciftlerinin ortak komsuluklarinin sayisini asagidaki
lemma ile bulmamiz miimkiindiir.

Lemma 2.4. (Klotz ve Sander, 2007) n, s, n> 2 tam sayilari igin

X+y=s (modn), xeUp,yeUp (2.1)

kongriiansinin ¢6ziimlerinin sayis1 F, (S)ile gosterilirse,
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Fe=s [] (1—%")), s(p)={1’ Pls 2.2)

pin, p prime 2, p I S

seklinde ¢Oziimlenebilir.
Lemma 2.4’4 kullanarak G grafindan alman farkli iki noktanin ortak
komsuluklarinin sayist da kolayca bulunabilir.

Teorem 2.5. (Klotz ve Sander, 2007) a,b noktalar1 G grafinin nokta
kiimesinden alnan iki farkli nokta olmak iizere, bu noktalarin ortak komsuluklarmnin
sayist F (a—Db) ile bulunur.

Ispat: a,b,zeV(G)=Z,={0,1,2,...,n—-1} olsun. z noktasmn a ve b
noktalarin ortak noktasi olmasi igin gerek ve yeter sart (a—z,n)=(z—b,n)=1
olmasidir. Tek ¢ozlimii vardir. O da X,yeZ, icin

a—z=x(modn) z-b=y (modn) (2.3)

buradan z=a—-x=b+y denkligi a ve b nin ortak komguluklari olur. Bunu
kullanarak

X+y=a-b(modn), xeU,, yeU, (2.4)

elde ederiz. Goriildiigii gibi lemma 2.4 de kullanilan (2.2) denklemi ortak
komsuluklarinin sayisinda S yerine s=a—b alinarak ¢6ziim bulunmus olur.

Boggess ve ark. (2008) unitary Cayley graflarin kromatik ve klik sayisini
belirlemede biiylik 6neme sahip olan asagidaki teoremi ispatlayarak bu graflar iizerinde
islem yapabilmemizi kolaylastirmislardir. Graf teoriden bildigimiz gibi klik ve kromatik
say1 arasindaki iliski @(G) < y(G) seklindedir.

Bunu goz 6niinde bulundurarak asagidaki ispati1 verebiliriz.

Teorem 2.6. (Boggess ve ark., 2008) G bir graf ve n=p*p,...p,* olsun.

Burada p, < p, <..< p,vetiim i=1,...,s leri¢in € >1 olmak iizere

o(G)=x(G)=p. (2.5)

Ispat: Grafin noktalarmin m ile renklendirmesi k, ile temsil edilsin. Her bir
0<m<n-1 sayis1 i¢in m=Kk_ (modp,) de tek k, vardir. m nokta, k, renkle

renklendirilir. Graftan alinan herhangi iki nokta mve m’, aym rengi alirlarsa
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k, =K., (mod p,) olur ve buradan m=m’'(mod p,) bulunur. Bu bize gosterir ki mile m’
komsu degildir. Goriilecegi gibi
xG)<p (2.6)

saglanmis olur.
G grafinin p, kligi vardir. G deki klikler {0,1,..., P, —1} seklindedir. Buradan

da anlagilacag gibi

p, < o(G) (2.7)
elde edilir.
(2.6) ve (2.7) den

p<a(G)<x(G)<p (2.8)

esitsizligi elde edilmis olur. Buradan da goriildiigii gibi

o(G)=x(G)=p, (2.9)

sonucunu ¢ikarabiliriz.

Bu ispati bir drnekte agiklayalm. G=(Z,,,U,,) grafinin klik ve kromatik
sayisini bulalim.

Asagidaki seklin renklendirmesinden de goriilecegi gibi K (kirmizi) ve Y (yesil)
renklerini kullanirsak iki farkli renk se¢mis oluruz. O halde x(G)=2 olarak bulunur.

Yine sekle bakarak soyleyebiliriz ki o(G) =2 dir.
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Sekil 2.4. G = (Z]_ZlU]_Z)

Klotz ve Sander (2007) unitary Cayley graflari ¢ap uzunluguna (diametre) gore
siiflandirmay1 basarmislardir.

Teorem 2.7. (Klotz ve Sander, 2007) n>2ve G=(Z,,U,) icin

1, nasal bir say:ise

2,n=2% a>1

2, n tek fakat bir asal say: degilse

3, n cift vebir tek asal bolene sahipse (2.10)

diam(X,) =

Ispat: Eger n asal ise G =K, bir tam graftr ve ¢ap1 1 dir. Eger n=2%, a >1
ise grafimiz tam bipartite graftir ve ¢ap1 2 dir. n bir tek say:1 fakat asal say1 degilse,
Teorem 2.5 den a#b olmak iizere a ve b noktalarinin ortak komsuluklarinin sayisi
F,(a—b)ile bulunur. Eger n sadece tek asal bdlene sahipse, lemma 2.4 e gore

F,(@a—b)nin agilimindaki tim durumlar pozitiftir. Bu durumda tiim farkli nokta

ciftlerinin bir ortak komgulugu vardir ki buda diam(G) =2 olmasi demektir. Son durum
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olarak M c¢ift ve tek asal bolene sahipse, G grafinin 0 ve p noktalar1 komsu degildir.
Teorem 2.5 den ortak komsulart olmadigi da gorilebilir. Bu ylizden
diam(G) >d(0, p) >3 dir. Farz edelim ki a ve b, a#b, G nin komsu olmayan
noktalaridir ve bu noktalarin ortak komsuluklar1 da yoktur. G qin herhangi iki noktasi
X ve y, X#Y, noktalarinin Teorem 2.5 den ikisi de ¢ift ya da tek ortak komsuluklara

sahiptir. Buradan iddia edebiliriz ki acift, b tektir. a nin komsuluklarinin timii tektir.
Onlardan biri colsun. ¢ ve b nin ikisi de cifttir. Burada bir d ortak komsuluklarina
sahiptir. a,c,d,b arasindaki gecisler gosterir ki d(a,b)<3, diam(G)=3 olarak

bulunur.

Teorem 2.8. (Klotz ve Sander, 2007) n>2 ve G=(Z,,U,) unitary Cayley

grafi icin eger n c¢ift yada n tek ve en ¢ok iki farkli asal bolene sahip ise bu graf

mikemmeldir.
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3. GRAFLARDA BASKINLIK SAYISI

Bu boliimde graflarda baskinlik sayisi ile ilgili literatiirdeki temel tamimlar ve
teoremler verilmistir.

Baskinlik sayisi graf teoride genis bir arastirma alanina sahiptir. Haynes ve ark.
(1998) bu alandaki yayinlari bir araya getirerek bir kitap yayinlamistir. Genel olarak da
bir grafdaki baskinlik sayisi D kiimesi olmak iizere her bir kiime, D deki her bir
noktayla ya da D deki bir noktaya komsu olarak ifade edilmistir. Baskinlik kiimesinin
iceriginde birgok problem bulunabilir. Bunlardan biri iletisim ag1 problemidir. iletisgim
aglar1 noktalarin bir kiimesini igerir, burada bir nokta digerlerine baglanabilir. Bu
noktalarin kiimesinden diger tiim noktalara mesaj gondermek i¢in bu kiimeden bir
tanesini segmek gerekir. Oyle ki bu kiimedeki en az bir nokta diger tiim noktalarla
baglantilidir. Bunun gibi drnekleri ¢ogaltmak miimkiindiir.

Graftaki baskinlik sayisi ¢aligmalarinin kdkeninde asagidaki sekil 3.1 ve sekil
3.2 de belirttigimiz satrang problemi vardir. Satran¢ kurallar1 geregi bir vezir bir
hareketinde istedigi kadar karede ¢apraz, dikey ya da yatay hareket edebilir. Sekil 3.1 de
bir vezirin saldirabildigi ve hakim oldugu tiim durumlar gosterilmistir. Vezirin
gidebilecegi olas1 tiim durumlar degerlendirildiginde goriilecektir ki satrang tahtasindaki
her kare farkli yerlere yerlestirilebilecek bir vezir tarafindan saldirilabilecek veya hakim
olunabilecek konumda olacaktir. Vezirin olast bu durumlart sekil 3.2 de gosterilmistir.
Baskinlik problemi de buradan ¢ikmaktadir. Satrang tahtasi lizerinde bir vezirle en az
nokta secerek en fazla noktaya ulasilmak istenmistir.

Bu problemimizi graflara uyarlarsak satrang tahtasi bir G grafi olmak iizere bu
tahtanin her bir karesi bir nokta olsun. Bu noktalarin her biri dikey, yatay yada capraz
olarak birbirine komsudur. Kenar ise herhangi iki nokta arasindaki dikey, yatay yada
capraz uzakliktir. O halde satran¢ tahtasinin noktalar1 aslinda bizim i¢in bir baskinlik

kiimesidir.
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Sekil 3.1 Vezirin saldirabilecegi ve hakim oldugu durumlar
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Sekil 3.2 Vezirin olas1 durumlari

Baskinlik sayisinin tanimini vermeden once baskinlik kiimesinin tanimini
vermeliyiz. Baskinlik sayisinin bir¢ok tanimini yapmak miimkiin ama en genel tanimini
asagidaki gibi verebiliriz.

G =(V,E) bir graf ve D kiimesi V noktalar kiimesinin alt kiimesi olmak tizere
ueV —D deki tim noktalar, D deki her bir noktayla yada D deki en az bir noktaya
komsu ise bu D kiimesine baskinlik kiimesi denir. Baskinlik kiimeleri arasinda en az

elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina baskinlik sayisi denir. y(G) ile gosterilir.

Sekil 3.3 de bir G grafinin baskinlik kiimesinin farkli durumlart gosterilmistir.
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Sekil 3.3 Minimum baskinlik kiimesi

3.1. Mertebeleri Bakimdan Baskinlik Sayis1 Siirlari

Bu boliimde biz daha ¢ok baskinlik sayisini nokta derecesi, en biiyilk ve en

kiiclik nokta derecelerine gore sinirlarindan bahsedecegiz. n noktali bir G=(V,E)
grafinin baskinlik sayisinin 1< (G) < n araliginda oldugu agiktir. G grafi A(G)=n-1

olan bir graf olsun. Bu durumda G deki diger tiim noktalar en biiyiik dereceli nokta ile

komsudur. Bu yiizden »(G)=1 dir. Ust smr igin ise G grafim izole noktalardan

olusan bir graf secersek tiim noktalari baskinlik sayisi se¢mis oluruz. Buradan da

7(G) =n bulunur.

Simdi baskinlik sayisi ile ilgili bazi bilinen teorem ve sonuglar1 verelim.

Ore (1962) izole nokta icermeyen graflardaki baskinlik sayisi i¢in bir iist sinir
gelistirmeyi basardi.

Teorem 3.1. (Ore, 1962) G grafi izole noktasi olmayan bir graf ise

n
G)<—
7( )<2 31)

esitsizligi mevuttur.

Ore’nin buldugu sinir §(G)>1 igin uygulanabiliyordu. Bu yiizden 6(G)>2
seklindeki graflarda yetersiz kalmaktaydi. Bu yiizden McCuaig ve Shepherd (1989)



25

0(G)>2 ve sekil 3.4 deki M graf ailesindeki graflardan birinin diginda olan baglantili

graflar i¢in bir iist sinir gelistirdi.

> [ OO <X
! [N ™ - . ) “p
a - | 4 \4'/ \Axv d
Sekil 3.4 M graf ailesi
Teorem 3.2. (McCuaig ve Shepherd, 1989) G grafi 6(G)>2 ve G ¢ M olan
bir graf ise

2n
G)<—
7(G) = (32)

esitsizligi mevuttur.

Bu smirlar daha da gelistiren Reed (1996), 6(G)>3 ig¢in asagidaki siniri

bulmustur.

Teorem 3.3. (Reed, 1996) G grafi 6(G) >3 olan baglantili bir graf ise

3n
7(G) <—
8 (3.3)
esitsizligi mevuttur.
Bu sonuglara dayanarak Haynes ve ark. (1998) yaymlarinda 6(G) >k seklindeki
graflar icin asagidaki teoremin dogru oldugunu savundular.
Varsayim 3.4. (Haynes ve ark., 1998) G grafi 6(G) >k olan herhangi bir graf
ise
kn
7(G) <
3k-1 (3.4)

esitsizligi mevuttur.

Ancak Caro ve Roditty farkli yillarda yaptiklar1 ¢alismalarda (1985 ve 1990)

0(G) <7olan bir graf i¢in varsayim 3.4 deki sinirlardan daha iyi bir sinir elde etmeyi

basardilar.



26

Teorem 3.5. (Caro ve Roditty, 1985 ve 1990) G grafi 6(G)>7 olan herhangi

bir graf ise

1 5(G)
#(G)<n 1—5(6)[ j

0(G)+1
(3.5)
esitsizligi mevuttur.

Varsayim 3.4 de yukaridaki ispattanda goriilecegi gibi 4 <6(G) <6 arasindaki
degerler igin agik bir problem olarak kaldi. Ancak daha sonra Liu ve Sun (2004) 4-
diizgilin graflar i¢in bu varsayimi ispatladilar.

Teorem 3.6. (Liu ve Sun, 2004) G grafi n mertebeli 4—dlzgingraf ise
asagidaki esitsizlik mevuttur.

4n
y(G)<—
11 (3.6)

G grafinin mertebesi ve nokta derecesi agisindan bilinen en iyi sonucu veren
asagidaki teoremin ist sinirin1 Berge (1962) ve alt sinirmi da Walikar ve ark. (1979)
gelistirmistir. Bu teoremi ispatiyla birlikte vermekte fayda goriiyoruz.

Teorem 3.7. (Berge, 1962 ve Walikar ve ark, 1979) Herhangi bir G grafi i¢in

n
<y7(G)<n-A(G)
[1+ A(G)—‘ (3.7)

esitsizligi mevuttur.

Ispat: Herbir nokta en fazla kendisine ve diger noktalara baskin olabilir.
Buradan da y(G)Z’_n/(l+ A(G))—l siirt elde edilir.

Ust sinir igin G grafindan alacagimiz bir U eleman1 maksimum nokta
derecesine sahip olsun. u noktas, N[u] ve V—N[u] daki noktalarin hepsine
baskindir. Bu yiizden V —N (u) kiimesi n—A(G) elemanlarin bir baskinlik kiimesidir.

O halde »(G) <n-A(G) dir
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3.2. Cap ve Yaricap Bakimindan Baskinhk Sayisi

Bu boéliimde uzakliga bagl olarak baskinlik sayisi i¢cin bulunmusg olan simirlar
verecegiz.

Teorem 3.8. (Haynes ve ark., 1998) G grafi, diam(G)=2 olan bir graf ise

asagidaki esitsizlik mevcuttur.

7(G)<4(G) (3.8)

Asagidaki teorem baskinlik sayisinin  alt sirini, uzakhi§i  kullanarak
bulmamizda biiylik 6neme sahiptir. Bu teoremi ispatiyla verelim.

Teorem 3.9. (Haynes ve ark., 1998) G herhangi bir baglantili graf ise

diam(G)+1—lS ()
( 3 ! (3.9)

esitsizligi mevcuttur.

Ispat: Baglantili bir G grafinin baskilik kiimesi S olsun. diam(G) uzunlugu
keyfi bir yolun uzunlugu olarak diisiiniilebilir. Bu ¢apsal yol her bir U €S ig¢in <N [v]>

indiiklenmis alt grafinin en ¢ok iki kenarini igerir. Buna ek olarak, S baskinlik kiimesi
oldugundan dolay1 bu ¢apsal yol S nin noktalarinin komsuluklarima bagl en ¢ok

7(G) -1 kenar igerir. Buradan diam(G) <2y(G)+ y(G)—-1=3y(G) -1 olarak bulunur

ve bize istenilen sonucu verir.

Teorem 3.9’u daha da gelistirmeye calisan DelaVifia ve ark. (2008) capla
bulunan sonucu daha da sinirlayarak bunu yarigap iizerine uyarlamislardir.

Teorem 3.10. (DeLaVina ve ark., 2008) G herhangi bir baglantili graf ve
n>1lise

7(G) zgrad (G)
3 (3.10)

esitsizligi vardir.
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3.3. Baz1 Baskinlik Sayis1 Cesitleri

Diger baskinlik sayisi ¢esitleri ve onlar hakkinda literatiirdeki teoremleri bu

boliimde verecegiz.
3.3.1. Total baskinlik sayisi

S < V(G) olmak iizere V(G) nokta kiimesinden aldigimiz her u eV (G)i¢in S
de bir ve S noktas: var ve U,V noktalar1 komsu ise o halde bu S kiimesine total
baskinlik kiimesi denir. Bagka bir deyisle N(S)=V(G) oluyorsa S kiimesine G
grafinin total baskinlik kiimesi denir. G nin total baskinlik kiimeleri arasinda en az
elemana sahip kiimenin eleman sayisina da total baskinlik sayisi denir. y,(G) ile
gosterilir.

Asagida total baskinlik sayisinin en kiiciik nokta dereceleri bakimdan genel
sinirlart verilmistir.

Cockayne ve ark., (1980) asagidaki teoremle total baskinlik sayisi i¢in bulunan
ilk sinir1 verdiler.

Teorem 3.11. (Cockayne ve ark., 1980) G grafi, n>3 noktali baglantili ve
6(G) =1 bir graf ise

7 (G) < o
3 (3.11)

esitsizligi vardir.

Henning (2000) bu sinir1 bazi graflari digarida tutarak bu sinir1 daha da gelistirdi.
Teorem 3.12. (Henning, 2000) G grafi, G ¢{C,,C;,C;,Cy} ve 5(G)=2 olan

baglantil bir graf ise

n

~N| A~

RS
(3.12)

esitsizligi mevcuttur.

Archdeacon ve ark. (2004) asagidaki teoremle bu alandaki en ¢ok bilinen sinirt

vermis oldular.
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Teorem 3.13. (Archdeacon ve ark., 2004) G bir graf ve 5(G) >3 ise

Nt Sln

2 (3.13)

esitsizligi mevcuttur.

Son olarak Thomasse ve Yeo (2007) asagidaki teoremle &(G) >4 igin daha iyi

bir sinir vermeyi basardilar.

Teorem 3.14. (Thomasse ve Yeo, 2007) G bir graf ve 6(G) >4 ise

Nt SEH

7 (3.14)

esitsizligi mevcuttur.

Total baskinlik sayis1 en biiylik nokta derecesi ile de iliskilidir. Bu iliskiyi en iyi
aciklayan teoremlerden birini asagida verelim.

Teorem 3.15. (Cockayne ve ark., 1980) G bir graf olmak {izere

a) G grafi izole nokta igermiyorsa y, <n—A(G)+1 dir.

b) G grafi baglantili bir graf ve A(G) <n-1ise y, <n—A(G)~+1 dir.

Total baskinlik sayis1 hakkinda diger 6nemli sinirlar asagida verilmistir.

Theorem 3.16. (Atapour ve Soltankhah, 2009) G grafi baglantili bir graf

n
7(G) = {E—‘

olacak sekilde bir sinir mevcuttur.

(3.15)

Theorem 3.17. (Atapour ve Soltankhah, 2009) G grafi diam(G)=2 olan bir
graf olsun.

7, <6(G)+1 (3.16)

esitsizligi mevcuttur.
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3.3.2. Baglantil baskinlik sayis1

Baglantili baskinlik kiimesi, baglantili indiiklenmis alt graf iceren bir baskinlik

kiimesidir. Bir baskinlik kiimesi G nin her bir parcasindan en az bir nokta icermesi
gerektiginden sadece baglantili graflar, baglantili baskinlik kiimesine sahiptir. Bu
yizden bu boliimde bahsettigimiz tiim graflar baglantilidir. En az elamana sahip

baskinlik kiimesinin eleman sayisina baglantili baskinlik sayisi denir. y,(G) ile

gosterilir. Sekil 3.5 de baglantili baskinlik sayisini gosteren bir Ornek verilmistir.

Goriildiigii gibi baglantili baskinlik sayis1 y,(G) =3 olarak bulunur.

s
s

Sekil 3.5. G grafinin baglantili baskinlik sayisi

Herhangi bilinmeyen bir baskinlik kiimesi ayni zamanda bir total baskinlik
kiimesi oldugundan dolay1 A(G)<n-1 olan herhangi bir baglantihi G graf igin
7(G) £7,(G) £ y.(G) esitsizliginin varligini sdyleyebiliriz.

Baglantili baskinlik sayis1 i¢in bilinen genel teoremleri verelim.

Teorem 3.18. (Haynes ve ark., 1998) G grafi 6(G)>k olan herhangi bir
baglantili graf olmak {izere

7.(G) se{LJ-z
n+k (3.17)

esitsizligi mevcuttur.

Yukaridaki Teorem 3.7 de bahsettiimiz ve {st simir olarak verilen
7(G) <n—A(G) esitsizligini Hemetniemi ve Laskar (1984) baglantili baskinlik sayisi
i¢in sinir olarak gdstermistir.

Teorem 3.19. (Hemetniemi ve Laskar, 1984) Herhangi bir baglantihi G grafi
i¢in

7.(G)<n-A(G) (3.18)
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esitsizligi mevcuttur.

Hemetniemi ve Laskar (1984) ayn1 zamanda baglantili baskinlik sayisini, grafin
capi ile iligkilendirdiler.
Teorem 3.20. (Hemetniemi ve Laskar, 1984) G herhangi bir baglantili graf

olmak lizere

diam(G)-1<y,(G) (3.19)

esitsizligi mevcuttur.

Duchet ve Meyniel (1982) baglantili baskinlik sayisi ile baskinlik sayisi
arasindaki iliskiyi incelemis ve asagidaki teoremi ispatlamislardir.

Teorem 3.21.( Duchet ve Meyniel, 1982) G herhangi bir baglantili graf ise
7(G) <7, (G)<3y(G)-2 (3.20)

esitsizligi mevcuttur.

Caro ve ark. (2000) asagidaki teorem ile Teorem 3.21 i kesinlestirdiler.
Teorem 3.22. (Caro ve ark., 2000) G herhangi bir baglantili graf, D ise G

grafinin t-pargali indiiklenmis bir alt grafi olmak iizere y,(G)<|D|+2t—-2 esitsizligi

mevcuttur. Ozelliklede

7(G)<7.(G)<3y(G)-2 (3.21)

esitsizligi saglanir.
3.3.3 Eslendirilmis baskinlik sayisi

S < V(G)olmak tiizere eger S kiimesi milkemmel eslesmis bir indiikklenmis alt
graf iceriyorsa bu S kiimesine eslendirilmis baskinlik kiimesi denir. En kiiglik elemanli
eslendirilmis baskinlik kiimesinin eleman sayisina eslendirilmis baskinlik sayist denir.
7 (G)ile gosterilir. Her eslendirilmis baskinlik sayisi ashinda bir total baskinlik
sayisidir. Bu yiizden izole nokta igermezler. Haynes ve Slater (1998) su gozlemi

yaparak gosterdiler. Eger bir G grafi izole nokta igcermiyorsa y(G) <,(G) <y, (G)
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esitsizligi olur ve y_ (G) cifttir. Haynes ve Slater (1998) bu baskinlik sayisi igin

onemli olan asagidaki teoremleri ispatlamiglardir.
Teorem 3.23. (Haynes ve Slater, 1998) G grafi izole nokta igermeyen bir graf
ise

2<y,.(G)<n (3.22)

esitsizligi mevcuttur.

Bu st n ve 6(G) ile iliskilendirerek daha iy1 bir st sinir elde ettiler.
Teorem 3.24. (Haynes ve Slater, 1998) G baglantili bir graf olmak iizere
n>6ve 5(G)=>2 ise
4 <@
"3 (3.23)
esitsizligi mevcuttur.
Haynes ve Slater (1998) eslendirilmis baskinlik sayist ile baskinlik sayisi
arasindaki iliskiyi veren bir sinir elde etmislerdir.
Teorem 3.25. (Haynes ve Slater, 1998) G grafi izole nokta igermeyen bir graf
1Se

Vo <27(G) (3.24)

esitsizligi mevcuttur.
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4. UNITARY CAYLEY GRAFLARIN BASKINLIK SAYILARI

Bu béliimde unitary Cayley graflarin domination sayilarini ve bu sayimnin klik
sayisi, kromatik sayi, c¢ap ile olan iliskilerinden bahsedecegiz. Bu boliimdeki tiim

teorem ve sonuclar tarafimizdan ispatlanmistir.
Chelvam ve Rani (2007) asagidaki teoremde Z iizerinde tanimlanan Cayley

graflarda baskinlik sayisi i¢in bir esitlik oldugunu gostermislerdir.

Teorem 4.1. (Chelvam ve Rani, 2007) G =Cay(Z,, A) bir graf olsun. Burada

A={Ln-12,n-2..kn-k} ve nkeZ", 1<k < (n—-1)

n
ﬂG)Z{lAHJ

esitligi mevcuttur.

olmak tuzere

(4.1)

Chelvam ve Rani (2007) bulduklar1 bu esitligi 6nceki boliimiimiizde vermis

oldugumuz, Berge (1962) ve Walikar ve ark. (1979) simrlarmi belirledigi

n <y(G) £n—-A(G) esitsizligini Cayley graflara uyarlamiglardir.
1+ A(G)

Bizde Chelvam ve Rani (2007) nin bulmus oldugu siir degerini unitary Cayley
graflara uyarlayarak bir iist sinir belirlemeye ¢alistik. Asagidaki teoremde bu siniri
gosterecegiz. Teoremi vermeden Once unitary Cayley grafin ilirete¢ kiimesinin eleman
sayisim Euler fi ((n) ) fonksiyon ile buldugumuzu hatirlayalim. Ureteg kiimesi ise

U,={aeZ, :gcd(a,n)=1}={1, n-1, 2, n-2, ..., a n-a}seklinde

tanimlanirsa burada n,a pozitif tam say1 ve 1<a < %olmak iizere k = M dir.

Teorem4.2. G= (Zn,Un) bir unitary Cayley graf olsun.

¥(G) < (iw

esitsizligi mevcuttur.

Ispat: Unitary Cayley graflarin en kiigiik nokta derecesini 2K ile gdsterelim.

G’ kiimesi V (G) nokta kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere, G’ de baskin olmayan

noktalarin kiimesi G” olsun. Biz iddia ediyoruz ki G' de olmayan baz1 noktalar, G"
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deki en az K+ D) nokta tarafindan baskinlastirilacaktir. Bu yiizden G” deki her bir
+
nokta en az k komsuluga sahiptir. Buradan agik¢a goriiliir ki Z N [V]Z (kn D
VeV (G) +

esitsizligi mevcuttur.

Bu yiizden G grafinin her bir noktast en ¢ok n :|G"| nokta tarafindan

nokta

baskinlastirilir. Bu yiizden G’ kiimesinin disindaki bir y noktasi en az « n )
+

tarafinda  baskin  hale  getirilmis olur ki buda iddiamizi  dogrular.

Unitary Cayley graflar1 Klotz ve Sander (2007) ¢ap bakimindan siniflandirmay1
basarmislardir. Biz ise bu graflarin baskinlik sayilar1 ile ¢cap1 arasinda bir iliski bulmaya

calistik. Asagidaki teoremde bunu gosterdik.
Teorem4.3. G= (Zn,Un) bir unitary Cayley graf olsun.

) 1, nbirasal say:ise
diam(G) = y(G) =

esitligi vardir.

Ispat: [Eger n asal bir sayr ise G=K_ bir tam graf olur. Tam graflarda
|U, |=n-1 oldugundan dolay1 nokta kiimesinden alacagimiz bir nokta tiim noktalara

komsudur. Bu yiizden y(G)=1 dir. Eger n=2%, o >1 ise G grafi tam iki parcal1 bir
graf olur. Buradan nokta kiimesini asagidaki sekilde parcalayabiliriz.

V(G)={0,2,4,..,n-2} U{1,35,..,n -1}

Bu parcalamadan da goriilecegi gibi diam(G)=2 dir. Aynt mantikla iki
kiimeden aldigimiz birer elemanla tiim noktalara ulasacagimizdan y(G)=2 olarak
bulunur.

Ornek verecek olursak G =Cay(Z,,U,) grafi igin irete¢ kiimesi
U, :4:{1,3,5,7}> gibi olur. Nokta kiimesini V(G):{0,2,4,6}u{1,3,5,7}> seklinde
ayirabilecegimizden dolayr G grafi iki pargali bir graftir. Ayrilmis olan her kiimeden
bir eleman alarak komsu noktalara ulasabilecegimizden baskinlik sayisi

7(Zy) ={0,1} =2 olarak bulunur.
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G grafinin baskinlik sayisini agagidaki durumlarda da elde etmek miimkiindiir.

Teorem 4.4. p bir asal say1 ve a >1 pozitif bir tamsay1 i¢cin n= p* olmak
tizere G = (Zn,Un) grafinin baskinlik sayis1 y(G)=2 olarak bulunur.

Ispat: Eger n, p asal sayisinin bir kuvveti seklinde ise G grafi tam p -pargali
bir graftir. Ureteg kiimesinde en fazla asal saymin kuvvetleri kadar nokta bulunmaz ve

bu kuvvetler ardisik olamayacagindan dolay: baskinlik kiimesi herhangi bir a eV (G)

icin D = {a, a +1} seklinde secilebilir.

G=(Z,,U,) grafim1 ele alirsak irete¢ kiimesi U,={1,2,4,5,7,8} seklindedir.
Burada n=3’ oldugundan dolay:1 baskinlik sayis1 alacagimiz herhangi bir say1 ve bir
fazlasi olarak segebiliriz. Bu yiizden baskinlik sayis1 y(G)=2= {0,1} bulunur.

Teorem 4.5. Eger n tek ve en fazla ii¢ farkli asal bdlene sahip ise G grafinin
baskinlik sayis1 ¥(G) =3 yada y(G) =4 olarak bulunur.

Ispat: n=p“p*“p*, P, P, P; >2 asal sayilar ve o, a,,a; 21 igin lireteg

kiimesinde Nnin asal bolenleri ve onlarin katlar1 n ile aralarinda asal olmadigindan
dolay1 bulunmaz. Buda iki asal boleni olan n sayisi igin en fazla ard arda iki saymin
tirete¢ kiimesinde bulunmamasi demektir. Bu durumda grafin nokta kiimesinden

alacagimiz bir ae€V(G) elemani baskinlik sayis1 olursa iirete¢ kiimesinde olmayan
sayilara komsu olan en az iki say1 daha secilmelidir. Bu yiizden y(G)=3 olur. Benzer
mantikla ti¢ farkli asal boleni olan n sayisi igin baskinlik sayis1 y(G)=4 olarak

bulunur.

Ornek olarak n=3-5 i¢in G=(Z,,U,) grafimn iireteg kiimesi
U,.={1,2,4,7,8,11,13,14} olur. Urete¢ kiimesine dikkat edilirse N sayisinm asal
bolenleri olan 3 ve 5 sayilarmin kendileri ve bu sayilarin bdldiigii herhangi bir sayi
bulunmamaktadir. Bu yiizden baskinlik sayis1 y(G) =3 olarak bulunur.

Asagidaki teoremde baskinlik sayisinin, klik sayis1 ve kromatik say1 ile olan
iliskisini smiflandirarak vermeye calistik. Bu siniflandirmayr vermeden once Boggess

ve ark. (2008) nin ispatlamis oldugu asagidaki teoremi lemma olarak verelim.
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Lemma 4.6. (Boggess ve ark., 2008) G =(Z,,U,) bir graf ve n=pp,”...p.*
olsun. Burada p, < p, <..< p, vetim i=12,...,s i¢in e >1 dir. Buradan

o(G) = x(G) = p, (4.3)

esitligi vardir.
Bu lemmanin ardindan asagida, siniflandirmis oldugumuz baskinlik sayisi ile

ilgili teoremimizi verebiliriz.

Teorem 4.7. n>2 igin G=(Z,,U,) bir unitary Cayley graf olsun. n igin
asagidaki
i.  nbirasal say:
ii. n=p% p=2birasal say,a>1
iii.  ntek fakat asal say: degil veen cok iki farkiiasal bélene sahip
iv.  ngciftvebirtek asal say: bolene sahip

durumlarindan biri mevcut ise

(G) = £(G) > 7(G) (4.4)

esitsizligi mevcuttur.
Ispat: Unitary Cayley graflarda kromatik ve klik sayisinin esit oldugunu ve bir
N tamsayisi i¢in N nin en kiigiik asal boleni oldugunu lemma 4.6 dan biliyoruz. Bunu
verdikten sonra durumlari tek tek inceleyelim. n>2 igin
i. Eger n asal bir say1 ise G=K, bir tam graf olur. Tam graflarda
|U, [=n—-1 oldugundan dolayr nokta kiimesinden alacagimiz bir nokta
tim noktalara komsudur. Bu yiizden y(G)=1 dir. n2>2oldugundan
dolay1 en kiigiik asal bolen 2 dir. Buda @(G)= y(G)=2 olmasidir.
Istenilen esitsizlik saglanmis olur.
ii. Eger n=p” ise Teorem 4.4. de goriilecegi gibi y(G)=2dir. n>2
oldugundan p en kiigiik 2 olur. Yani o(G) = y(G) =2 olmas1 demektir.
Buradan da anlasilacagi gibi @(G) = y(G) = y(G) esit olmus olur. Buda
istenilen esitsizligi saglamis olur.

iii.  Farz edelim ki n tek fakat asal say1 olmasin.
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ldurum: n=p“, p=>3, a>1 ise Teorem 4.4 den dolay1 y(G)=2 olarak
bulunur. n nin en kiigiik asal béleni olan p sayisi p >3 oldugundan @(G)= y(G)=3
olur. Bundan dolay1 o(G) = y(G) > 7(G) esitsizligimiz saglanmis olur.

€,

2.durum: n=p*p,2..p°* ise p<p,<..<p,, pp=3 ve i=12,..,s icin

e 21 olmak iizere lemma 4.6 dan en kiigiik asal bdlen p, oldugundan dolay1

®(G) = y(G) = p, dir. Burada p, >3 olmasi @(G)= y(G) esitliginin en az 3 olmasi

demektir. Baskinlik sayisi ise Teorem 4.5 den 2 farkli asal bolene sahip olan sayilar

icin y(G) =3diir. Buradan da en kii¢lik asal say1 baskinlik sayisina esit oldugundan
dolay1 istenilen esitsizlik saglanir.

Iv. n=pp, ve p,=2 olmak iizere p,>2 olan bir asal say: oldugudan

elde edilen graf parcali bir graftir. Parcali graf olmasindan dolayr 0 ve

p, noktasinda iki pargali graf olur. Baskinlik kiimesi en az D = {O, pz}

segilebilir. Bu yilizden baskinlik sayis1 y(G)=2 dir. Kromatik ve klik
sayist N nin en kii¢iik asal bolenine esit oldugundan dolayr buda 2 ye
esittir. Buradan da istenilen esitsizlige ulagilmis olur.

Teorem 4.8. G=(Z,,U, ) bir unitary Cayley graf olsun. Eger n ift yada n tek
ve en cok iki farkli asal bolene sahip ise bu graf miikemmeldir. Milkemmel graflarin
baskinlik sayis1 y(G) =2 dir.

Ispat: n sayismin gift yada en ¢ok iki farkli asal bdlene sahip oldugu durumdaki
unitary Cayley grafin miikemmelligini Klotz ve Sande (2007) gostermistir. Teorem 4.5.
ve Teorem 4.3. den istenilen 6zellikteki graflarin baskinlik sayisinin y(G) =2 oldugu
aciktir. O halde Miikkemmel olan bir unitary Cayley grafin baskinlik sayisi 2 olarak

bulunmus olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Son boliimde; Teorem 4.1. de verilen baskinlik sayisi ile ilgili teorem unitary
Cayley graflarin baskinlik sayisi i¢in uyarlanmis ve yeni bir st sinir bulunmustur.
Teorem 2.7. de verilen unitary Cayley graflarin ¢ap bakimindan smiflandirilmalarini
kullanarak, bu siiflandirmalardaki baskinlik sayist degerleri Teorem 4.3., Teorem 4.4.
ve Teorem 4.5 te verilmistir. Lemma 4.6. da unitary Cayley graflar i¢in verilen kromatik
ve klik sayilarint bulma yontemini, Teorem 2.7. de kullanmis oldugumuz
simiflandirmaya uygulayarak klik ve kromatik sayilar: elde edilmistir. Elde etmis
oldugumuz bu sonuglar1 baskinlik sayisi olarak buldugumuz sonuglarla kiyaslanmis ve
baskinlik sayist i¢in yeni bir zist sinir olarak verilmistir.

Son olarak da miikemmel olan bir unitary Cayley grafin baskinlik sayist nin 2

oldugu gosterilmistir

5.2 Oneriler

Unitary Cayley graflarin baskinlik sayisi ile ilgili olan bu smirlarin daha da
daraltilmas1 i¢in calisilabilir. Bu sinirlarin elde edilmesinde kullanilan yontemler farkl
bir baskinlik sayisinda uygulanabilir. Unitary Cayley graflar tizerinde farkli baskinlik

sayilar1 i¢in sinirlar bulunabilir.
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