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SIMGELER VE KISALTMALAR

X

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

N
7+
R
R*

AcB

> |

AO
IntA

AL’

Aciklama

Dogal sayilar kiimesi

Pozitif tam sayilar kiimesi
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Pozitif reel sayilar kiimesi
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Yeterlilik
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A kiimesinin i¢i

A kiimesinin tiimleyeni

f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanmasi
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Metrik uzay
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Simgeler

X1
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Skalerlerin biitiin sinirl1 dizilerinin koleksiyonu
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Soyut konveks uzay

Standart n — simpleks

D kiimesinin bostan farkli tiim sonlu altkiimelerinin ailesi

A kiimesinin sinir1



1. GIRiS

X bostan farkli bir kime ve f:X — X bir doniisim olsun. f (x):x olacak
sekildeki bir x e X noktasma f doniisiimiiniin sabit noktas1 denir. f:X — 2%
kiime degerli doniisiim ise o zaman x € f (x) olacak sekildeki x € X noktasina f

kiime degerli doniigiimiiniin sabit noktas1 denir.

Tarihsel olarak sabit nokta teorisinde ¢alismalar iki ana kolda gelismektedir. Birincisi
normlu lineer uzaylarm kompakt, konveks alt kiimeleri iizerinde tanimli siirekli
dontistimler i¢in sabit nokta teori, digeri ise tam metrik uzaylar iizerinde tanimli
biiziilme ve biiziilme tipli doniisiimler sabit nokta teoridir. Normlu lineer uzaylarda
sabit nokta teori ¢aligmalar1 1910 yilinda Brouwer ile baslamistir. Brouwer R" nin
kapali birim yuvarmdan kendi iizerine tanimlanan siirekli doniisiimiin sabit
noktasmin varligmi ispatlamistir [9]. Ardindan 1930 da Schauder, Brouwer’in
teoremini R" yerine herhangi bir normlu lineer uzay alarak genisletmistir [57]. Tam
metrik uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalar1 ise 1922 yilinda Banach ile baslamistir
[5]. Metrik uzaylarda tanimli doniistimlerin sabit noktasinin varhi§i ve tekligi

iizerinde ¢alismalarin temeli “Banach Biiziilme Prensibi” ile iliskilendirilir.

(X ,d ) bir metrik uzay ve f:X — X herhangi doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in
d(fx, fy)<ad(x,y) esitsizligini saglayan bir «€[0,1) reel sayis1 varsa f

doniisiimiine bir biiziilme dontisiimii denir.

Matematik ve diger bilimlerde caligsilan problemlerin ¢ogu yalnizca klasik Banach
biiziilme prensibi kullanilarak ¢oziilememistir. Bu nedenle daha genel olan sabit
nokta teoremlerine ihtiya¢ duyulmustur. Ciri¢, Chatterja ve daha bir ¢ok bilim adami
sabit nokta teoremleri ve uygulamalar1 iizerine ¢aligsmalar1 yapmislardir

[10,18,20,61].



Sabit nokta teori ¢aligmalar1 sadece tek degerli doniisiimler agisindan degil kiime
degerli doniisiimlerde de incelenmistir. 1969 yilinda Nadler, Banach sabit nokta
teoremini kiime degerli doniisiimlere genellestirmistir [51]. Bu calisma esas alinarak
bir ¢ok arastirmaci kiime degerli doniisiimler icin sabit nokta teoremleri vermislerdir

[3,21,26,35].

Ayrica metrik ve lineer uzaylardan baska olarak diizglin uzayda da sabit nokta
teoremleri arastirilmis ve bu calismalarin temel teskil etmis olanlarindan biri
Acharya tarafindan yapilmistir [2]. Ganguly, Mishra, Singh, Tiirkoglu, Ozer, Fisher,
Altun, Aslan ve diger arastirmacilar da diizgiin uzaylar iizerinde tanimlanan tek ve
kiime degerli doniisiimlerin sabit noktasinin varligi ve tekligi ile ilgili ¢aligmalar

yapmuslardir [36,49,67-71].

Son yillarda sabit nokta teorisinin uygulanabilecegi daha kapsamli bir uzayin
olmayacagi arastirilmistir. 2007 yilinda Huang ve Zhang metrik uzaydan daha
kapsamli bir uzayin olabilecegini gormiislerdir. Bilindigi gibi metrik fonksiyonlar1

d: X xX —R" seklinde tanimlanan fonksiyonlardir. Burada R 6zel bir Banach

uzaydir. Herhangi bir Banach uzayda R" nm yerine gegecek ve konik olarak
adlandirilacak bir kiime tanimlayip metrik uzaylar1 genellestirerek konik metrik
uzaylar1 tanimlamiglardir. Ayrica caligmalarinda konik metrik uzaylarda yakinsaklik,
tamlik tanimini verip biiziilebilir dontistimlerle ilgili baz1 sabit nokta teoremlerini
ispatlamiglardir [40]. Ardindan Abbas ve Jungck [1], Ili¢ ve Rakocevi¢ [44],
Rezapour ve Halmbarani [56], Vetro [73], Sahin ve Telci [63] konik metrik
uzaylarda biiziilebilir doniistimler i¢in baz1 ortak sabit nokta teoremleri ispatlamistir.
Tirkoglu ve Abuloha konik metrik topolojisi ile ilgili baz1 topolojik 6zellikleri ve

sabit nokta teoremlerini vermislerdir [72].
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Sekil 1.1. KKM Teori ve baglantilar

Yukarida goriildiigii tizere KKM teori degisik uzay ve uygulamalarla baglantilidir.
Calismamizda oOncelikle genel hatlariyla KKM teori ele almmis ve sonra KKM
teorinin degisim esitsizligi, topolojik arakesit ve minimaks esitsizligi teorisi ile olan

iligkisi incelenmistir.

n pozitif bir tamsayl, N ={0,1,2,...,n} ve A, (n+1) boyutlu R"" Oklid uzaymda
birim n—simpleks olsun. S <{0,1,...,n} ve ieS i¢in A yi e birim vektdrler

C

ooy n

tarafindan iretilen A, nin yiizeyi olarak tanimlayalim. C={C,,C, } olsun.

Eger her @#Sc N i¢in Ay <( JC, oluyorsa A, nin C={C,,C,,...C,} kapal

ieS

ortiisiine Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (KKM) ortiisii denir.



1929 yilinda Knaster, Kuratowski ve Mazurkiewicz, {C,,C,,...,C,}m A, nin KKM

kapali ortiisii olmas1 durumunda ﬂQ # & oldugunu gostermislerdir [47]. Bu sonug
i=0

glinlimiizde KKM prensibi ya da KKM lemmasi olarak adlandirilmaktadir. Asagida

KKM lemmasinin geometrik anlami sekil iizerinde gosterilmistir.

CO

NC =2

i
i=0

s

CZ

Sekil 1.2. KKM prensibinin geometrik yapisi

1961 de Fan, klasik KKM teoremini sonsuz boyutlu Hausdorff topolojik vektor
uzaylarina genelledi ve Fan’in geometrik lemmas1 olarak bilinen kiime degerli

doniisiimler i¢cin temel bir geometrik lemmay1 tanimlada.

1968 de Browder, Fan’in geometrik lemmasinin sabit nokta versiyonunu vermistir ve
glinlimiizde bu sonu¢ Browder-Fan sabit nokta teoremi olarak bilinmektedir. Fan-
Browder sabit nokta teoreminin sayisal genellestirmeleri ¢akisma ve sabit nokta
teorisi, minimaks esitsizligi, nonlineer analizde degisim esitsizligi, konveks analiz,
oyun teori, matematiksel ekonomi ve sosyal bilimler iizerine uygulanmistir. Fan
1972 de geometrik lemmayr uygulayarak minimaks esitsizligini kurmustur ve bu
esitsizlige Ky Fan minimaks esitsizligi veya Ky Fan minimaks prensibi
denilmektedir [33]. Ky Fan minimaks esitsizligi nonlineer analizin en Onemli
prensiplerinden biridir ve kismi diferensiyel denklemler, potential teori, monoton
operatorler, degisim esitsizligi, optimization, oyun teori, lineer ve nonlineer
programlar, operator teori, topolojik grup ve lineer cebirde basarili bir sekilde

uygulanmustir. Ozellikle, iistten yar1 siirekli kiime degerli doniisiimler i¢in Fan-



Glicksberg sabit nokta teoreminde Ky Fan minimaks esitsizligi kullanilmistir. Son
zamanlarda Horvath [37] de Ky Fan minimaks esitsizligi ve Fan’in geometrik
lemmasmin bazi genellestirmelerini elde etmistir. [38] de ise konvekslik varsayimi
yerine topolojik 0Ozelliklerden biiziilebilirlik ve pseudo-konveksligi kullanmistir.
Horvath’in kavramlarmin genislemesiyle 1988 de Bardaro ve Ceppitelli 6zel
ozellikler ile topolojik uzaylardaki Ky Fan minimaks esitsizliginin genellestirmesini
elde etmistir ve bunu H-yapilar: diye adlandirmiglardir [6]. Horvath [39], Bardaro ve
Ceppitelli [7], Chang [13]-[17], Ding ve Tan [22], Ding [24]-[25], Chang ve Ma
[17], Lan [48], Tarafdar [65], Tan [64] tarafindan topolojik uzaylarda verilen Ky Fan
minimaks esitsizliginin baz1 genellestirmeleri H-uzayda H-yapiya sahip olmasma

ragmen lineer yapiya sahip olmak zorunda degildir.

Sabit nokta teorisinin dogal uzantisi cakigsma noktalarindaki caligmalardir. X ve Y

Hausdorff topolojik uzaylar ve S,7:X —2" kiime degerli doniisiimler olsun.
(S,T) igin g¢akisma problemi y, e S(x,)NT(x,) olacak sekilde (x,,y,)e X xY

bulunmasidir. Bu tipteki geometrik problemler uygun bir durumda konveks
analizden kaynaklanan bazi temel problemlere bagli olarak derinlemesine ortaya
¢ikar. Bu 6nemli durum 1928 de Von Neumann tarafindan kesfedilmistir [52] ve Von
Neumann R”"’de cakisma teorisini kurarak minimaks teoreminin ispatinda direkt
olarak kullanmistir. Bundan sonra benzer sekildeki geometrik problemler (analitik
esdegerlerinin yaninda) bir¢ok alanda yeni uygulamalar1 bulmada pek ¢ok insanin
dikkatini cekmistir. Ozellikle 1946 da topolojik yapilarda ¢akisma teoresinde ¢alisan
[27] Eilenberg ve Montgomery’den beri bu konu Kakutani, Nash, Fan, Kneser, Gale,
Debreu, Nikaido, Park, Sion, Gorniewicz, Granas, Liu, Chang, Ben-El-Medchaiek,
Deguire, Kryszewski, Shih, Tan, Powers, Tarafdar ve digerlerinin etraflica
katkilariyla gelistirilmistir. Bu konu matematik ve diger calisma alanlarinda bir¢ok

kez uygulanmistir.

1972 de ortaya konan Ky Fan’m {inlii minimaks prensibi [33], 1961 yilindaki [28]
Fan’in geometrik lemmasinin bir uygulamasidir ki bu klasik KKM prensibinin [47]

sonsuz boyutlu bir versiyonudur. 1968 yilinda Browder tarafindan ilk kez verilen



Browder-Fan sabit nokta teoremi [8] lokal konveks topolojik vektor uzayinda ve
topolojik vektor uzayindaki kiime degerli doniisiimlerdeki Fan’mn se¢me teoremi ve
Fan’in en iyi yaklasim teoremi ile baglantilidir. Ayrica Browder-Fan sabit nokta
teoremi Fan minimaks prensibine denk olup Fan geometrik lemmasimin ise bir
denklik formudur. Gegen 40 yilda Profesor Ky Fan caligmalariyla KKM teorisine

onemli katkilar saglamistir.

Kiime degerli doniistimlerdeki sabit nokta teorisinde 6zellikle Browder-Fan tipi ve
Fan- Glicksberg tipi sabit nokta teoremleri lokal konveks uzayda, H-uzayda, MC-
uzayda, G-konveks ve Hyperkonveks uzaylarda genis bir sekilde calisiimistir. Klasik
KKM prensibi ve Sperner lemmasimin [62] bazi genellestirmeleri Fan [29]-[30], [32]
ve [34], Ding ve Tan [23], Idzik ve Tan [43], Shih ve Tan [58],[59],[60], Ichiishi
[41], Ichiishi ve Idzik [42] tarafindan verilmistir. Son zamanlarda Horvath
biiziilebilir yapiya sahip topolojik uzaylarin kapali Ortiileri icin bazi arakesit

teoremleri elde etmistir [39].

1993 den beri KKM teori, Park ve digerlerinin c¢alismalarinda genellestirilmis
konveks uzaya (G-konveks uzaya) genisletilmistir. G-konveks uzaylar {izerinde
calisan Park ve digerleri Alexandroff-Pasynkoff teoremi, Fan tipi denklestirme
teoremi, Tarafdar tipi arakesit teoremi, geometrik ve se¢gme 6zelligi, Fan-Browder
tipi sabit nokta teoremleri, maksimal eleman teoremleri, analitik alternatifler, Fan tipi
minimaks esitsizligi, degisim esitsizligi gibi KKM prensibinin 15 den fazla denklik
formunu elde etmislerdir. Ayrica bunlar KKM uzaylar i¢inde gegerlidir. Tiirkoglu,
Abuloha, Abdeljawad KKM teorisini konik metrik uzaylara tagimistir [66]. KKM
teori ile ilgili daha ayrintil1 bilgi i¢in [74]’e bakilabilir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Baz1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde ileride kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremlere yer verecegiz.

2.1.1. Tanim

X ve Y kiimelerinin kartezyen ¢carpimi X xY simgesiyle gosterilir ve

Xsz{(x,y):xeX,er}

olarak tanimlanir. X kiimesinin kendisiyle carpimi, X x X yerine X* gdsterimi ile
belirtilir. Kartezyen ¢arpim kavrami sonlu tane kiimeye de genellestirilebilir:

X,,X,,..X kimelerinin kartezyen ¢arpimi
X, x X, x..xX, z{(xl,xz,...,xn): herbiri=1,2,...,n igin x, eXl.}

olarak tanimlanir ve kisaca X X, veya HX , biciminde gosterilir.

i=l i=1
2.1.2. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime olmak iizere R X xY olsun. R kiimesine X dan Y

ye bir bagintt1 ve X e R bagmtisinin tanim kiimesi, ¥ ye R bagmtisinin deger

kiimesi denir. Eger (x,y)e® ise xRy bigiminde gosterilir. R bagmntismn tersi
R ile gosterilir ve R = {(y,x) (x,y)e ‘R} olarak tanimlanur.

R, X lizerinde bir bagmti, yani R < X x X' olmak lizere, R bagintisi

a. Her xe X i¢in (x,x)eR
b. (x,y)eR ise (y,x)eR

c. (x,y)eR ve (y,z)eR ise (x,z)eR



kosullarini saghyorsa R ye X {lzerinde bir denklik bagmtist denir. R, X {izerinde

bir denklik bagintis1 ve x € X olsun. x e R bagintisina gére denk olan noktalarin
kiimesine x in denklik smifi denir ve [x] ile gdsterilir, yani [x]= { yi(x,y)e ‘R}
dir. X in denklik siniflarinin ailesi X/R ile gosterilir ve bu aileye X in R ile

boliimii denir. Buna gére X/R = {[x]:x € X| dir ve bu aile

a.Her xe X i¢in x €[x]
b. [x]=[y] = (x,y)eR

c. Eger [x]#[y] ise [x] ve [y] ayrktir

ozelliklerini saglar. Boylece X kiimesi ayrik denklik smiflarinin birlesimi olarak

ifade edilebilir.

2.1.3. Tanim

Herhangi X kiimesi verilsin, X {iizerindeki < bagmtisi, her x,y,ze€ X i¢in

a. x<ux,
b.x<y ve y<x ise y=x,

c.x<yve y<zise x<z

kosullarin1 saghiyorsa < bagmntisina X iizerinde bir kismi swralama bagmtisidir
denir. Bu bagint1 ile birlikte X kiimesine kismi siralanmis kiime denir.

X kismi siral1 bir kiime olmak iizere, < bagintisi, her x,y € X i¢in
d.x<y veya y<x

kosulunu da sagliyorsa < bagmtisina X {izerinde bir tam siralama bagintisi, X

kiimesine de tam siralanmis kiime denir.



2.1.4. Uyar1

Kismi sirali herhangi bir kiimedeki her bir 6ge ¢ifti karsilastirilabilir degildir, ancak

tam sirali bir kiilmede kiimenin tiim 6geleri birbirleri ile karsilastirilabilirdir.

(X ,S) kismi siralanmis bir kiime ve 4 < X bir altkiime olsun. Eger,

a. x,€X veher xeX i¢in x, <xise, bu x, elemanma X in en kiigliik eleman1
denir ve “min X ” ile gosterilir.

b. x,€X ve her xe X igin x<x ise, bu x; elemanmna X in en biiylik elemani
denir ve “max X ” ile gosterilir.

c. y,€X olsun. Eger x <y, kosulunu saglayan her x e X i¢in x =y, ise, bu y,
elemanma X nin bir minimal eleman: denir.

d. y,€X olsun. Eger y, <x kosulunu saglayan her x€ X i¢in x=y, ise, bu y,
elemanma X nin bir maksimal eleman: denir

e. x,€X veher xe 4 i¢gin x, <xise, bu x, elemanma A4 kiimesinin bir alt simnir1
denir.

f. x,€X veher xe 4 icin x<xise, bu x; elemanmna A4 kiimesinin bir {ist sinir1
denir.

g. {x eX:a<sx,Vae A} kiimesinin, varsa en kii¢iik elemanmna, A4 kiimesinin
supremumu denir ve sup A ile gosterilir. Kolayca goriilecegi gibi, bir kiimenin
supremumu tektir. Eger sup 4 € 4 ise, sup A4 ile 4 nm en bliyiik eleman1 max 4
aynidir.

h. {x eX:x<a,Vae A} kiimesinin, varsa en biiylik elemanma, A4 kiimesinin
infimumu denir ve inf A4 ile gosterilir. Kolayca goriilecegi gibi, bir kiimenin
infimumu tektir. Eger inf 4 € 4 ise, inf 4 ile 4 nmn en biiylik eleman1 min 4

aynidir.
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2.1.5. Ornek

a. (R,S) kismi siralt kiimesi i¢in inf R =—c0 ve supR =+c0 dur. Yani inf R ve
supR yoktur.
b. (R,<) kismi swrali kiimesinin 4={x:0<x<1} altkiimesini diisiinelim.

infA=0¢A ve supAd=1¢ A4 oldugundan A4 nin ne minimumu ne de
maksimumu vardir.

c. a<b olmak izere A=[a,b]cR ise infAd=aed ve supd=bed

oldugundan a ve b, A ni sirastyla minimum ve maksimum elemanidir.

d. R nin A4 altkiimesi smirlive B < 4 ise B de sinirli ve sup B <sup 4 dir.

2.1.6. Teorem

inf A=a, supA=>b olsun.

a) Her xe 4 i¢cin x>a du.
b) Her ¢ >0 i¢in, 4 da x, <a+¢ olacak sekilde en az bir x, vardir.
c) Her xe 4 igcin x<b du.

d) Her £ >0 i¢in, 4 da x, >b—¢ olacak sekilde en az bir x, vardir.

Kismi siralanmig bir (X ,S) kiimesinin bos olmayan her alt kiimesinin bir en kiigiik

elemani varsa, bu X kiimesine 1yi siralanmistir denir. Bu durumda < bagmtisia da

1yi siralama bagntisi denir.

2.1.7. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime olsun. X nin her bir elemanina Y nin bir ve yalniz bir

elemanini karsilik getiren f kuralina X dan Y ye bir fonksiyon denir.

f:X—>Y veya X—L>Y seklinde gosterilir. X kiimesine tanim kiimesi, ¥

kiimesine de deger kiimesi denir.
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Ac X ve BcY olsun.
F(A)={/ (x): e 4}
kiimesine 4 nin f* altindaki goriintiisii,
f(B)={xeX:f(x)eB}
kiimesine de B nin f* altindaki ters goriintiisii denir.

2.1.8. Tanim

Eger f(X)=Y ise [ fonksiyonu 6rtendir denir. x, # x, olsun.
X, #x, igin f(x,)# f(x,) ise f fonksiyonuna birebir fonksiyon denir.

Hem birebir hem de 6rten fonksiyona birebir 6rten fonksiyon denir.

2.1.9. Tanim

f, A dan R ye bir fonksiyon ve f (A) goriintli kiimesi iistten sinirlt (alttan smirl,

smirl) ise f* ye tstten siirli (alttan smirly, sinirli) denir ve

supf(A):sup{f(x):xeA}, inff(A):inff{f(x):xeA}

olarak tanimlanir.

Sayet f istten sinirliise —f alttan sinirh ve
inf {—f(x): xe A}:sup{f(x): xeA}

dir.
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2.1.10. Teorem

f ve g, A dan R ye iki fonksiyon olsun. Bu taktirde

a. Her xed icin f(x)<g(x) ve g smrl ise f de smrh ve
sup{f(x): xe A} <sup{g(x): xe 4} d.

b. f ve g smrh ise f+g de smrh ve sup{f(x)+g(x):xed|<
sup{f(x):xe A} +sup{g(x): xe 4} dir. Ustelik g alttan smrh ise

sup{f(x):xeA}+inf{g(x):xeA}£ sup{f(x)+g(x):xeA} drr.

fspat

a. Tanimdan agiktir.

b. a :sup{f(x): xe A} ve b :sup{g(x): xe A} olsun.

Bu taktirde her xe 4 i¢in f(x)<a ve g(x)<b dir. Boylece f(x)+g(x)<a+b

olup buradan birinci esitsizligin saglandig1 goriiliir. Ikinci esitsizlige gelince

c= inf{g(x) ixe A} dersek her x € 4 igin

f(x)+c£f(x)+g(x)£dzsup{f(x)+g(x):xeA}

yani f(x) <d—c ve dolayistyla a< d—c veya a+c<d elde edilir. Bu da ikinci

esitsizligin dogrulugunu ifade eder.
2.1.11. Tanim

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan her fonksiyona bir dizi denir. Eger bir

dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, P(X ) kuvvet
kiimesi ise kiime dizisi adi verilir. Bir x dizisi n dogal sayisina x, elemanini

getiriyorsa x, elemanina dizinin genel terimi denir.
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2.1.12. Tanim

>0 ve aeR olsun.
K:{xeR:|x—a|<g}:(a—g,a+g)

araligina a nin ¢ - komsulugu adi verilir.

2.1.13. Tanim

(x,) bir reel say1 dizisi olsun. Her & >0 igin (x,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
hari¢ diger biitiin terimleri bir x reel sayismm & - komsulugunda bulunuyorsa (x, )

dizisinin limiti x dir veya (x,) dizisi x sayismna yakimsaktir denir ve

limx, =x veya (x,) —>x

biciminde gdsterilir. (x—g,x+g) araligmin disinda dizinin sonlu sayida terimi
oldugundan 8yle bir n, dogal saywist vardir ki n>n, i¢in (x,) dizisinin
terimleri(x—g,x+g) araliginin i¢ine diiser. Buna gore yakinsaklik tanimi i¢in su

tanimi verebiliriz.

2.1.14. Tanim

(x,) bir reel say1 dizisi ve xR olsun. Her & >0 i¢in, n > n, oldugunda |xn - x| <eg

kalacak sekilde ¢ na bagl bir n, sayis1 bulunabiliyorsa (xn) dizisi x e yakinsaktir

denir. Yani

(x,)>x<Ve>0 igin 3n, eN dyleki Vn>n, igin |x, —x|<e

dir.
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.15. Tanim

Her neN i¢in x, <M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa (x, ) dizisi iistten
sinirhidir denir. M sayisina da bu dizinin bir iist smir1 ad1 verilir. Ust sinirlarin en
kiiciigtine dizinin en kiiciik tist stmir1 veya supremumu denir, supx, veya ekiis x,
ile gosterilir.

Her neN i¢in x, >m olacak sekilde bir m reel sayis1 varsa (xn) dizisi alttan
sinirhidir denir. m sayisina da bu dizinin bir alt siir1 ad1 verilir. Alt smirlari en
biiytigiine dizinin en biiyiik alt simiri veya infimumu denir, inf x, veya ebas x, ile
gosterilir.

Bir dizi alttan ve {istten siirli ise diziye smirh dizi denir.

(xn) reel sayilarm bir sinirli dizisi olsun.

nzm

limsupx, = intl“ (sup xnj , liminf x, =sup (inf xn)

nxm m=1

sayilarina, sirast ile, (xn) dizisinin st limiti (limit siiperydrii) ve alt limiti (limit

inferyorii) denir.

2.1.16. Teorem

(x,

) bir sinirh dizi ise limsupx, ve liminf x, sayilar: (xn) dizisinin en biiyiik ve en

kiigiik limit noktalaridir. Ayrica

liminf x, <limsupx, ve liminf (—x,)=—limsupx,

dir.
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2.1.17. Teorem

(xn) reel sayilarin bir sinirli dizisi olsun.
liminf x, =limsupx, =x <limx, =x

dir.

2.1.18. Tanim

X bir kiime (An) de X in alt kimelerinin bir dizisi olsun.

limsup 4, :ﬁ(o An], liminf A4, :O(ﬁ An]

m=1 \ n=m m=1\ n=m

kiimelerine, siras1 ile, (An) dizisinin Ust limiti ve alt limiti denir. Eger

liminf 4 =limsup 4, = 4 ise (An) yakmsak ve limiti 4 dir denir.

2.1.19. Ornek

A, 2{1,2,3,...,71} olsun. limsup 4, ve liminf 4, kiimelerini bulunuz. (An) dizisi

yakinsak midir? Yakimsak ise limitini bulunuz.

Coziim

{1,2,...,n} = {1,2,...,m} u{1,2,...,m,m+1} u...u{l,Z,...,m,m+1,...} =N

U=

0
n=m n=

m

olacagindan

limsup 4, :ﬁ(o AnjzﬁNzN

m=1 \ n=m

dir.
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N4, ={L2om} " {L2,.omm+1} (L2, omm+1m+2} .= {1,2,...,m}

oldugundan

liminf 4, :CJ(ﬁ An] :0{1,2,...,m} =N

m=1\ n=m m=1

dir. O halde (4,) yakimsak ve

lim{1,2,..,n} =N

olur.

2.2. Sonlu ve Sayilabilir Kiimeler

A ve B ikikiime olsun. Eger 4 dan B ye birebir Orten bir f fonksiyonu varsa 4
ile B denktir denir, 4~ B ile gosterilir. Eger A ~{1,2,...,n} olacak sekilde bir n
dogal sayis1 varsa A4 kiimesi sonludur denir. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime
denir. 4# < oldugunda bu ozellikteki » dogal sayisi bir tektir ve bu sayiya A4
kiimesinin kardinalitesi denir. Bos kiimesinin kardinalitesi 0 olarak kabul edilir.
S=0, S sonlu veya SN ise § kiimesi sayilabilirdir denir. Su halde §
sayilabilir ise ya bostur ya da N nin bir alt kiimesi ile aralarinda birebir esleme
vardir. Sayilabilir her kiimenin, sonlu ya da sonsuz her alt kiimesi de sayilabilirdir.
Dogal sayilar kiimesi N, tam sayilar kiimesi 7Z ve rasyonel sayilar kiimesi Q,
sonsuz kiimeler olmasina karsilik sayilabilir kiimelerdir. Dogal olarak sonsuz olup

sayllamayan kiimeler de vardir. Ornegin R reel sayilar kiimesi ve [0,1] arahg

sonsuz ve sayilamayan kiimelerdir.
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2.3. Metrik Uzaylar

Metrik uzay, dizilerin yakinsakligi ve fonksiyonlarin siirekliligi gibi temel
kavramlar1 incelemek icin ortaya ¢ikan soyut bir kavramdir. Bunun i¢in gerekli arag

bir uzaklik fonksiyonu veya “metrik” tir.

2.3.1. Tanim

X # O birkiime, d: X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger her x,y,ze€ X i¢in

sartlarini saglayan d fonksiyonuna metrik, (X ,d ) uzayina da metrik uzay denir.

2.3.2. Ornek

a. x,yeR olmak lizere d (x, y) = |x— y| ile tanimhi ¢ fonksiyonu R iizerinde bir

metriktir. Bu metrige mutlak deger metrigi, Euclid metrigi, adi metrik ya da

alisilmis metrik denir.
b. R’ iizerinde d,,d,,d, :R*xR* > R fonksiyonlar x=(x.x,), y=(».,y,) e R’

olmak tizere

d, (an’):|x1 _y1|+|x2 _y2|
d, (x’y):\/(xl _yl)2 +(x2 _y2)2

d, (x,y) = max{|x, AN —y2|}

b

fonksiyonlar1 birer metriktir.
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c. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere, her x,y € X i¢in

0, x=
d,:XxX >R, dA(x,y):{l x;ti;/

olarak tanimlanan d, fonksiyonu X {izerinde bir metriktir ve dolayisiyla (X ,d A)

bir metrik uzaydir. Bu sekilde tanimlanan d, metrigine ayrik metrik, (X ,d A) ye ise

ayrik metrik uzay denir.

2.3.3. Tanim

(X,d) metrik uzay, xe X ve &£>0 olsun.
B(x,e)= { yeX:d(x,y)< e} kiimesine x — merkezli ¢ — yaricapl agik yuvar denir.
B(x,e)=K(x,&)= {y eX:d(x,y)< e} kiimesine ise x—merkezli & —yarigaph

kapali yuvar denir.

2.3.4. Tanim

(X.d) metrik uzay, T X olsun. Her xeT i¢in B(x,e)c T olacak sekilde bir

& >0 sayws1 varsa 7 ye acik kiime denir.

2.3.5. Teorem

(X,d) metrik uzay olsun. Her agik yuvar agik kiimedir.

fspat

xe X, r>0 olmak iizere B(x,r) acik yuvarmin acik kiime oldugunu gosterelim.

Keyfibir ze B(x,r) i¢in ¢ =r—d(x,z)>0 du.
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Gosterelim ki ze B(z,e)c B(x,r) dir. Her yeB(z,e) igin d(z,y)<e du.
¢ =r—d(x,z) oldugundan d(x,z)+d(y,z)<r dir. Bu durumda iiggen esitsizligini
kullanrsak ~ d (x,y)<d(x,z)+d(y,z)<r olup yeB(x,r) dwr. Sonug olarak

B(z,&) < B(x,r) dir. Bu da ispati tamamlar.

2.3.6. Teorem

(X,d) metrik uzay olsun.

a. J ve X acik kiimedir.
b. Herhangi sayida acik kiimenin birlesimi agik kiimedir.

c. Sonlu sayida acik kiimenin arakesiti agik kiimedir.

fspat

a. Bos kiimenin bir elemanmim her &£>0 komsulugu bos kiimedir. Jc O

olacagindan & acik kiimedir. X acik kiimedir gercekten her xe X ve £>0
igin B(x,e)c X dir.

b. @ ={4,:aeA} agik kiimelerin bir ailesi olsun. x e U A, alalim.Bu taktirde en

aeA

azbir ¢, €A i¢in xe€ 4, dir. 4, agik kiime oldugundan en az bir ¢ >0 vardir

dyle ki B(x,e)c 4, < |4, dir.Ohalde [ ] 4, agik kiimedir.

aeA aeA

c. A, A4, acik kiimeler ve x € 4 N A4, olsun. Bu durumda x € 4, ve xe 4, dir. 4
ve A, agik kiimeler oldugundan B(x,¢ )< 4, ve B(x,&,)c 4, olacak sekilde
£>0 ve & >0 saylan vardir. &=min{e,¢,} segilirse B(x,e)c 4, ve

B(x,e)c 4, olup B(x,6)< 4 N A, dir. Yani 4, N A4, agik kiimedir.
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2.3.7. Tanim

(X,d) metrik uzay, K < X olsun. Eger K° = X — K kiimesi acik kiime ise K ’ya

kapali kiime denir.

2.3.8. Teorem

(X,d) metrik uzay olsun.

a. < ve X kapali kiimedir.
b. Herhangi sayida kapali kiimenin arakesiti kapali kiimedir.

c. Sonlu sayida kapali kiimenin birlesimi kapali kiimedir.
2.3.9. Not
Bir metrik uzayda & ve X hem ag¢ik hem kapali kiimelerdir.

2.3.10. Tanim

(X.d) metrik uzaymnda bir dizi (x,) olsun.

a. xeX olmak tlzere her ¢ >0 sayisma karsihik her n>n, i¢in d (x,xn)<g
olacak sekilde bir 1, € N varsa (x,) dizisi x € X "ye yakmnsar ( ya da (x,) dizisi

yakinsaktir) denir. Bu durumda limx, = x veya x, — x yazariz.

n—0

b. Her & >0 sayisina karsilik her n,m >0 i¢in d(xn,xm) < ¢ olacak sekilde bir
n, € N varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.

c. (X,d) metrik uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam metrik uzay

denir.
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2.3.11. Teorem

(x,), (X.d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi olsun. O zaman

a. x=limx, limiti tektir,

b. (x,) nin herhangi bir alt dizisi de x ’e yakinsar;
c. (x,) bir Cauchy dizisidir.

2.3.12. Tanim

(X,d) metrik uzay ve 4= X olsun.

&

Her x,ye€ 4 i¢in d(x, y)<c olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1t varsa A smirhdir
denir.

sup {d (x,y):x,ye A} degerine A kiimesinin gap1 denir ve ¢(A) ile gosterilir.
A smirhdir < ¢(A4) <.

x € A noktasi i¢in B(x,g) c A olacak sekilde bir & >0 sayisi varsa x’e 4 nmn

bir i¢ noktasi denir ve 4 nm biitiin i¢ noktalarmm kiimesi 4’ ile gosterilir. Bir
x € A noktast icin x 1 kapsayan herhangi bir agik kiimeye x noktasmin bir

komsulugu denir.

x € X olsun. Her & >0 i¢in d(x,y) < ¢ olacak sekilde bir y € 4 noktas1 varsa

(denk olarak, y, — x olacak sekilde bir ( yn) c A dizisi varsa) x’e A nin bir

kapanis noktas1 denir.
A kiimesinin biitiin kapanis noktalarmin kiimesi A4 ile gosterilir.

A=X ise A4 (X iginde) yogundur denir. Eger 4 hig i¢c noktaya sahip degilse

S
(yani 4 nin kapanisinin i¢i bos ise, baska bir yazilisla 4 =0 ise) 4, X iginde
hicbir yerde yogun degildir denir.
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g. Eger A kiimesi X icinde hi¢cbir yerde yogun olmayan kiimelerin sayilabilir bir

birlesimine esitse 4 kiimesine X iginde birinci kategoriden bir kiime denir.

h. A4, X icinde birinci kategoriden bir kiime degilse bu A4 kiimesine ikinci

kategoriden bir kiime adi1 verilir.

i. >0 verildiginde A4c {B(xk,g):lﬁ k< n} yi saglayan A4 nm sonlu bir
E={x,x,,..,x,} altkimesine 4 i¢in bir ¢ —ag adi verilir. &>0 verildiginde
A icin bir £ —ag varsa yani herhangi bir £ >0 icin A4, merkezleri 4 i¢inde

olan ¢ yarigapl agik yuvarlarin sonlu bir birlesimi tarafindan ortiilebiliyorsa, A

ya tamamen sinirlidir (totaly bounded) denir.
2.3.13. Not
Tamamen sinirlt bir kiime sinirlidir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir.

2.3.14. Ornek

R reel sayilar da d (x,y)=min {|x—y

,1} metrigi ile I'; topolojisini ele alalim. Her

x,yeR i¢in g(x,y) <1 oldugundan (R,FJ) uzayr sinrrhdir.  Eger

.. . .1 .o
E ={x,x,,..,x,} kimesi bu uzaym bir S -ad ise, x=maxx, ve y=x+1 olmak

1<i<n

iizere d(x,y)= min{|x—y

,1} = min{l,l} =1 dr. Buradan her x,e€FE icin

- 1 . . = o
d (xl., y) =1¢ 5 dir. Oysa bu E nin tanimiyla celigir. Dolayisiyla R, d metrigine

gore tamamen sinirlt degildir.
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2.3.15. Tanim

(X,d] ) , (Y,dz) iki metrik uzay f:X — Y bir fonksiyon olsun. Her x,y € X icin

ise f fonksiyonuna esmetrel (izometri) denir. ilave olarak f esmetrel ve drten ise

1 ye esmetrel esyap1 (izometrik izomorfizm) doniisiimii denir.

2.3.16. Tanim

f:(X.,d,)—(Y.d,) birebir ve 6rten fonksiyon olsun. Eger / ve f' siirekli ise f

ye topolojik esyapt doniisiimii denir.

2.3.17. Sonug

Her esmetrel esyap1 doniistimii bir topolojik esyap1 dontistimiidiir.
2.3.18. Tanim

(X.d,), (X.d,) iki metrik uzay ve f:X — X fonksiyonu bir topolojik esyapi

dontsiimil ise d, ve d, metrikleri denktir denir ve d, ~ d, bigiminde gosterilir.

2.3.19. Sonug

X lizerinde iki metrik d, ve d, olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

a. d ~d,
b. T, =T,
c. Her x,yeX i¢in md (x,y)<d,(x,y)<M.d (x,y) olacak sekilde m,M >0

sayilar1 vardir.
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2.3.20. Tanim

X bos olmayan bir kiime ve f: X — X bir doniistim olsun. Bu durumda f (x) =X
olacak sekilde x e X wvarsa, bu x noktasmna f donilislimiiniin sabit noktasi denir.
Bagka bir ifadeyle f(x)=x (xeX) denkleminin ¢oziimii / doniisiimiiniin bir

sabit noktasidir.

2.3.21. Ornek

fiR* > R", f(x)=x" doniisiimii igin x=0 ve x =1 noktalar1 sabit noktalardur.

2.3.22. Ornek

X =[0,0) ve ¢>0 olmak iizere f:X — X, f(x)=x+c olsun. Bu durumda, bu

dontistimiin higbir sabit noktas1 yoktur.

2.3.23. Tanim

(X ,d ) bir metrik uzay ve f:X — X herhangi bir doniisiim olsun. Her x,ye X
icin, d(f(x),f(y)) <ad(x,y) kosulunu saglayan bir o >0 reel sayis1 varsa, f
dontistimiine Lipschitz kosulunu sagliyor denir. Burada « <1 ise, f ye biiziilme
doniistimii ya da daralma dontistimii; a =1 ise f ye genislemeyen doniisiim denir.
Her x,ye X igin (x=y) d(f(x),/(y))<d(x,y) ise, f ye biiziilebilir doniigiim

(zay1f bliziilme doniislimii) denir.

2.3.24 Teorem (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X ,d) bir tam metrik uzay ve f:X — X bir biiziilme doniisimi ise, f

doniisiimiiniin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
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2.4. Vektor Uzaylan

2.4.1. Tanim

E bos olmayan bir kiime olsun. Her u,ve £ ve a € F i¢gin Ex E den E ye taniml

+:(u,v) > u+v

fonksiyonu (islemi) ve Fx £ den E ye taniml

(ot u) > au

fonksiyonu (islemi) asagidaki aksiyomlar1 saglarsa £ kiimesine F iizerinde bir

vektor uzayi denir (a.u yerine kisaca au yazilabilir).

Her o, € F ve her u,v,we E igin

D) utv=vtu, u+(v+w)=(u+v)+w;

1) u+0=u olacak sekilde (z dan bagimsiz) bir tek 0 € £ vardir;
iii) u+(-u)=0 olacak sekilde bir tek —u € E vardur;

iv) lu=u, a(fu)=(af)u;

v) a(u+v)=au+av, (a+pf)u=au+pPu

Eger F=R(yada F=C) ise o zaman E ye reel (ya da kompleks) vektdr uzayi
denir. [F nin elemanlarma skaler ve £ nin elemanlarma vektor denir. au islemine

skaler carpim, u + v islemine vektor toplami denir.

Eger E bir vektoruzay ue E, A, BC E ve a €F ise
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u+A={u+a:aeA}

A+B:{a+b:aeA,beB}
BA={Pa:aec A}

notasyonlarini kullanacagiz.

2.4.2. Ornek

F=R veya C olmak {iizere F" sirali 7 ’lilerin kiimesi x:(xl,xz,...,xn),

¥=(.Vss0¥,) €F" igin

X+y=(X+Y,%+ V00X, +,)
ve

ax =(oax,ax,,..,ax,)
islemleriyle bir vektor uzayidir.

2.4.3. Ornek

s = {(xn ):neN, a,e IF} yani s kiimesi biitiin skaler dizilerin koleksiyonu olsun. s
iizerinde toplama (+) ve skalerle ¢arpma (-) islemleri u=(c,), v=(B,)es ve

A e F olmak lizere

u+v=_(a,+ B0, + By, + B,,...)
ve

ru=(r-a,r-a,,..Aa,,..)
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olarak tanimlanirsa s bir vektdor uzayidir. s’ye biitiin dizilerin uzay1 denir. s

uzayinin vektorlerin toplama islemine gore birim eleman1 6 = (0,0,...,0,...) dizisidir.

u=(a,)€s i¢in u nun toplamsal tersi —u =(-c, ) €s dir.

2.4.4. Tanim

E bir vektor uzay1 ve W < E olsun. Eger W, E ’den kisitlanan vektorlerin toplami

ve skalerle carpma islemleri altinda bir vektoér uzay1 oluyorsa W ya E nin alt vektor

uzayt denir.

2.4.5. Teorem

E, I cismi tizerinde vektor uzayr ve W < E olsun. Her u,veW ve her a,f €F

icin au+fveW oluyorsa (yani W vektorlerin toplami ve skalerle carpma

islemlerine gore kapaliysa) W, E nin alt vektor uzayidir.

2.4.6. Ornek

a.

Skalerlerin  biitiin sl dizilerinin  koleksiyonu /¢ ile gosterilir.

0

Yani/, ={(x,): VneN i¢in x, e F,sup,|x,[<oo} dir. £, s nin alt vektdr

uzayidir. x=(x,), y=(y,) e/, i¢in x+y=(x,+y,)el,

x=(x,)el,, aelF igin a-x=(a-x,)el,

Skalerlerin sifira yakmsak dizilerinin koleksiyonu ¢, ile gosterilir. Yani

C, = {x =(x,):x, eF ve limx, = 0} dir. ¢,, s deki vektdrlerin toplam ve

n—0

skalerle ¢arpim islemleriyle birlikte bir vektor uzayidir. ¢,’daki toplamanin

birimi 6 =(0,0,...,0,...) ve x=(x, ) €, in toplamsal tersi —x = (—x, ) dizisidir.
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2.5. Normlu Uzaylar

2.5.1. Tanim

X bir vektér uzayr olsun. || ||:X — R" doniisimiiniin x deki degerini ||x|| ile

gosterelim. Bu donilisiim asagidaki sartlar1 saglarsa,

|| a X tzerinde bir norm denir.

(X,

||) ikilisine de normlu uzay adi verilir.

NI) [|x|=0<=x=0
N2) o € F olmak iizere ||ocx|| = |oc|||x||

N3) ||x+ y|| < ||x|| + ||y|| (licgen esitsizligi)

(x.

||) normlu uzay olsun. d: X xX ->R", d(x,y) = ||x— y|| seklinde tanimlanan

d doniislimii bir metriktir. Bu metrige norm metrigi denir. Dolayisiyla her normlu

uzay bir metrik uzaydir.
2.5.2. Tanim

X normlu vektér uzayr olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X uzayina

Banach uzayi denir.
2.6. Topolojik Uzaylar

2.6.1. Tanim

X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan 7 — P(X ) ailesine X {lzerinde bir

topoloji denir.

Tl) D, X et
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T2) Her G,,G, €7 = G, NG, et
T3) Her (G;L )AeA cT = U G, et, (Burada A herhangi bir indis kiimesidir).

AeA

Uzerinde bir topoloji tanimlanmus olan her X kiimesine bir topolojik uzay denir ve

(X ,r) ile gosterilir. Bu durumda X ’in elemanlarma bu topolojik uzaym noktalari

ve 7 ‘nun elemanlarma da bu topolojik uzaym ag¢ik kiimeleri ad1 verilir.

2.6.2. Tanim

(X ,d ) metrik uzay olsun. Bu uzaydaki acik kiimelerin
1,={Gc X:VxeG iginde, >05B(x,6,) =G |
ailesi X {tzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X Tlizerinde d metrigi ile liretilen

metrik topoloji denir. Bu durumda her metrik uzay, metrik topoloji ile bir topolojik

uzaydir.

2.6.3. Tanim

(X ,r) bir topolojik uzay olsun. Eger X tizerinde 7, =7 olacak sekilde bir d

metrigi varsa, bu (X ,r) topolojik uzayina metriklenebilir topolojik uzay denir.
2.6.4. Tanim

(X ,r) bir topolojik uzay olsun ve 4 — X olsun. Eger A4 'nin biitiinleyeni a¢ik ise 4

kiimesine bu uzayda kapalidir denir.
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2.6.5. Tanim

(X,z') bir topolojik uzay, xe X ve U c X olsun. Eger x e G c U olacak sekilde
bir G er varsa, bu U altkiimesine bu uzayda x noktasinin bir komsulugu denir.

x € X noktasina 7 topolojisine gore biitlin komsuluklarinda olusan aile Ll,(x),

veya bu topolojiyi belirtmenin gerekmedigi durumlarda (x) ile gosterilir ve buna

X in komsuluk ailesi ya da komsuluk sistemi denir.

2.6.6. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay, M c X ve UcX olsun. Eger M cGcU olacak

sekilde bir G e 7 varsa, bu U altkiimesine bu uzayda M kiimesinin bir komsulugu

denir.

2.6.7. Teorem

(X,7) bir topolojik uzay ve xe X ise, 4 (x) komsuluk ailesi asagidaki zelliklere

sahiptir.

1. ayUel (x)ise xeU

)
b) Ue i (x) ve UcV ise Vel (x)
c) U,V el (x)ise UnV el (x)

)

d) U ey, (x) ise, dyle bir ¥ e 4l _(x) vardir ki, her y eV i¢in U e & ()

2. Gc X ise,

Ger < VxeG U el (x)>xelU G

saglanir.
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Tersine olarak, X # ¢ bir kiime ve her xe X i¢in bir 4 < P (X ) altkiime ailesi,

1.a), b), ¢), d) kosullarin1 saglayacak sekilde verilmis olsun. Bu durumda X kiimesi
tizerinde Oyle bir topoloji vardir ki her x € X i¢in bu & ailesi, o topoloji i¢in, x

noktasindaki komsuluk ailesini olusturur.

2.6.8. Tanim
(X,7) bir topolojik uzay, 4= X ve xe X olsun.

a. Eger x’in her komsulugun A ile arakesiti bos degilse bu x noktasma A4 nin bir

degme noktas1 denir.
Z:{xeX: VU el (x) igin UﬂAi@}

kiimesine de A ’nin kapanis1 ad1 verilir.

b. Eger x ’in uygun bir komsulugu A4 ’nin i¢inde kaliyorsa bu x noktasina 4 ’nin i¢

noktasi denir.

A ={xeX:3U el (x) > xeUc 4|
kiimesine de 4 'nin i¢i ad1 verilir.

2.6.9. Teorem

(X,7) bir topolojik uzay ve 4 < X olsun.

a. A kapahdrr < 4=4

b. A4 aciktr & A=A’
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2.6.10. Tanim
(X,7) bir topolojik uzay ve 4 < X olsun.
T, z{AmG: Ger}

ailesi 4 kiimesi lizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye 7 'nun A altkiimesi iizerinde

iirettigi alt uzay topolojisi ve bu topoloji ile 4 altkiimesine, yani (4,7,) topolojik

uzayma da (.X,7) nun bir alt uzay: denir.

2.6.11. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay, x € X ve B(x)c 4, (x) olsun. Eger

VUel (x)igin3VeB(x)> VcU

saglaniyorsa, bu %(x) ailesine bu topolojik uzayda x noktasinin bir komsuluk

tabani denir. Bir topolojik uzayda bir noktanin komsuluk ailesi ve bir noktanin biitiin

acik komsuluklariin ailesi o noktada birer komsuluk tabanidir.
2.6.12. Tanim

Bir topolojik uzaymn her noktasinda sayilabilir bir komsuluk taban1 varsa bu topolojik

uzaya birinci sayiabilir uzay veya A - uzay denir. Her metrik uzay metrik topoloji

ile birinci sayilabilir bir topolojik uzaydir.
2.6.13. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay, (x,) X *de bir dizi ve x, € X olsun.
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a. Eger her Ued (x,) komsulugu i¢in, buna bagh bir n,=n,(U)eN dogal
sayis;; her n>n, igin x, €U olacak sekilde bulunabiliyorsa, (x,) dizisine,

(X ,r) topolojik uzayinda x, noktasina yakimsar denir. Boyle bir diziye yakinsak

dizi denir. Eger (x,), (X,7) da bir x, noktasina yakmsiyor ise x, —x seklinde

yazilir.

b. Egerher U e i, (xo) komsulugu ve her n € N dogal sayis1 i¢in, en az bir m>n

dogal sayisi, x,eU olacak sekilde bulunabiliyorsa, x, noktasma bu (x,)

dizisinin bir yigi/ma noktasi denir.
2.6.14. Teorem

(X,7) bir 4,-uzay ise

a. Gc X agiktir & x, > x ve x € G kosulunu saglayan her (xn) dizisi i¢in

dn,eN>Vn=>n, i¢in x, € G dir.

b. Fc X kapalidir & V neN i¢in x, € ' ve x, = x kosulunu saglayan her

(x,) dizisi i¢in x € F dir.
2.6.15. Tanim

a. X bir kiime ve 4 — X olsun. Eger bir U — P(X) ailesi i¢in

Ac U

Ueld

saglaniyorsa, bu U ailesine A4 altkiimesinin bir ortiisti denir. Eger A= X ise U,

X ’in bir Ortisi olur.
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b. X bir kiime ve U={U,:iel}, (I bir indis kiimesi) X ’in bir ortiisii olsun. Eger

U’nun bir U' < U alt ailesi, yani I' < I olmak lizere U'= {Ul. eU:ie I’}, X ’in

tine bir oOrtiisti oluyorsa bu U" ailesine U/ *nun bir alt Ortiisti denir.

c. Bir Ortiiniin eleman sayis1 sonlu veya sayilabilir ise bu Ortiiye sirasiyla sonlu ortii
veya sayilabilir ortii denir.

d. X bir kime ve AcP(X) olsun. Eger A’nn her sonlu alt ailesinin
elemanlarinin arakesiti bostan farkl ise, bu A ailesine sonlu arakesit 6zelligine
sahiptir denir.

2.6.16. Tanim

a. (X ,r) bir topolojik uzay ve U/, X ’in bir ortiisii olsun. Eger ¢/ *nun her elemani
bu uzayda agik ise, U ya bir acik Ortii; e§er U/ 'nun her eleman1 bu uzayda kapali
ise U ya bir kapali ortii denir.

b. (X ,r) bir topolojik uzay olsun. Eger X ’in her acik Ortiisliniin sonlu bir alt
oOrtlisii varsa bu topolojik uzaya kompakt topolojik uzay denir.

c. (X,7) bir topolojik uzay ve A< X bir alt kiime olsun. Eger (A4,7,) alt uzay

kompakt ise 4 kiimesi bu topolojik uzayda kompakttir denir.

2.6.17. Teorem

Kompakt bir topolojik uzayim her kapali alt kiimesi de kompakttir.

fspat

(X ,r) kompakt ve K < X kapali bir alt kiime olsun. &/, K ’'nmn bir agik Ortiisii

olsun. O halde &/ U{X — K}, X *in bir agik rtiisiidiir. (X,7) kompakt oldugundan
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3U,U,,U,,..,U, €U dyleki X = O(Ul. U(X -K)) yazilabilir. Buradan

i=l1

K:XmK:LnJ(UI.mK)cUUI.

i=l1 i=1

elde edilir. Su halde {U,,U,,...,U,}, U nun sonlu bir alt 6rtiisiidiir ve dolayisiyla K

kompakttir.
2.7. Topolojik Vektor Uzaylan
2.7.1. Tanim

E bir vektor uzay1 ve 4 E olsun.

A konveks < Va,bed ve A+pu=1(A,1>0) iken la+ube A.

R nin konveks kiimeleri araliklardir.
2.7.2. Teorem

A konveks ise x € E i¢in x+ A konvekstir, A € F iken A4 da konvekstir. Konveks

kiimelerin kesisimi de konvekstir.
2.7.3. Tanim

O # Ac E olmak lizere

co(A):{Zn:iixi: A =20, Zn:ﬂ,l =1, x; eA}

i=l1 i=l1
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kiimesine A4 ’nin Urettigi konveks kiime veya A ’nin konveks zarfi denir. 4 ’nin

iirettigi konveks kiime A4 ’y1 i¢ginde bulunduran konveks kiimelerin kesisimidir.
2.7.4. Tanim
E bir F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.

@ ExE—>SE
(x,y)—)@(x,y)=x+y

O:FxE—>E
(i,x) —)@(i,x)zﬂ,x

vektor uzayi ile ilgili toplama ve skalerle ¢carpma islemleri olsunlar. Eger £ {izerinde
bu iki islemi siirekli yapacak bir topoloji varsa E vektor uzayma topolojik vektor

uzayt denir.
2.7.5. Teorem

B, sifirin komsuluklar tabani ise bu taktirde her W ‘B i¢in V' +V W olacak

sekilde en az bir V' €3 vardur.
fspat

®: Ex E — E siirekli oldugundan 6zel olarak 6 =(0,0) da da siireklidir. U € 93(0)
i¢in EIVIG‘B(G), EIVZG‘B(G), V. xV, e&B(0,0) vardir oyle ki @(leVz)gU
=V, +V,cU dir. W=V,nV, alnwsa W e B(0) dir. W+W V,+V, cU dur. En

az bir V e B(0) vardir dyle ki ¥ =W dir. Bu durumda V' +V c U dr.
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2.7.6. Tanim

Bir topolojik vektor uzayr konveks komsuluklar tabanina sahipse bu uzaya lokal

konveks topolojik uzay veya konveks uzay denir.
2.7.77. Tanim

A bir kiime ve ¢, A nin bostan farkli sonlu alt kiimelerinin ailesi olsun.

e Her tek nokta kiimesi {a} € o, ¢ nin vertex (kise)
e Her iki nokta kiimesi {a, S } € @, $ nin pargasi (kenari, edge, segment )
e Her (n+1) nokta kiimesi {«,,q,,....,a,} € @, ¢ nn n- boyutlu simpleksi ( n-

simplex)

olarak adlandrilir.

A =0 ve z&i =1 olacak sekilde (4,,4,,...,4,)€R" elemanlarnin alt kiimesine

i=l1

simpleks denir ve S" :{i:(ﬂﬂ,ﬂ?,...,im)eRm: 1<i<m i¢in 2,20 ve z&l zl}

i=1
olarak gsterilir. $” nin baz kiimesi {e,,e,,...,¢, } dir.

Burada ¢, =(1,0,0,...,0),e, =(0,1,0,...,0).,...,e, =(0,0,0,...,1)dur.
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3. YARI SUREKLILIK
3.1. Tek Degerli Fonksiyonlar icin Yari-Siireklilik ve Bazi Teoremler
3.1.1. Alttan yar-siirekli fonksiyonlar

X bir topolojik uzay olmak iizere f:X — R fonksiyonu ve x, € X verilsin. Eger
her & >0 i¢in xeU oldugunda f(x,)—& < f(x) olacak sekilde & sayisina bagli

olarak bir x, noktasinn bir U komsulugu bulunabiliyorsa f fonksiyonuna x,

noktasinda alttan yar1 siireklidir denir. X in her noktasinda alttan yar1 siirekli

fonksiyona X {iizerinde alttan yar1 siirekli fonksiyon denir [45].

3.1.1.1. Teorem

Bir f fonksiyonunun X iizerinde alttan yar1 siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her 7eR igin /7' (#,+0) ters goriintii kiimesinin X de agik olmasidir [45].

fspat

Once f fonksiyonunun X iizerinde alttan yari siirekli oldugunu kabul edelim. Her
teR igin  f7'(¢,40) ters goriinti kiimesinin X de ag¢ik kime oldugunu
gosterecegiz. f ' (t,+0)ters gorintii kimesinin X de agik kiime oldugunu
gostermek igin her noktasmmn komsulugu oldugunu gésterecegiz. f ' (z,+) ters
goriintii kiimesinin herhangi bir zelemanmi alalim. Bu takdirde ze ' (t, +oo)

oldugundan dolayi, f(z)>¢ ve dolaywsiyla, f(z)-¢>0 dir. f fonksiyonu X

iizerinde alttan yar1 siirekli oldugundan, X in her noktasinda alttan yar1 stireklidir,
dolayisiyla z noktasinda da alttan yar1 stireklidir. Dolayisiyla, her € >0 i¢cin xeU

oldugunda f(z)—e& < f(x) olacak sekilde & sayisina bagli olarak z noktasinin bir

U =U (&) komsulugu bulunabilir. Ozel olarak, ¢ = f(z)—¢ alalim. Bu durumda bu
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€= f(z)—t>0 saysi igin de xeU oldugunda f(z)-e&< f(x) olacak sekilde bu
0zel & sayisma bagh olarak z noktasmin bir U=U ( f (z)—t) komsulugu

bulunabilir.

= xeUoldugunda f(z)-(f(z)-1)<f(x)
= xeUoldugunda f(z)- f(z)+1< f(x)
= xeU oldugunda ¢ < f(x)

= xeU oldugunda f(x)>1¢

olur. Béylece U c f7'(t,+) bulunur. U kiimesi z noktasmnm bir komsulugu

oldugundan ve bir komsulugu kapsayan kiime de komsuluk olacagindan dolay1

f! (t,+oo) kiimesi z noktasinin bir komsulugu olur. z noktas: kiimesinin herhangi
bir elemam oldugundan, f' (t,+oo) kiimesi her noktasnin komsulugu olur.
Dolayistyla ™' (#,4+0) kiimesi agik kiime olur. Her reR igin f~'(¢,40) ters

goriintii kiimesinin X de acik oldugunu gostermis olduk.

Simdi de her 7eR i¢in f~'(z,4%) ters gdriintii kiimesinin X de agik oldugunu
kabul edelim. x, € X verilsin. Herhangi bir £ >0 say1s1 verilsin.

Ozel olarak, ¢ = f(x,)—¢ alrsak f~' ((f(xo)—g,+oo)) ters goriintii kiimesi X de
actkk olur. Ac¢ik kiime her noktasinin komsulugu oldugundan dolayi,
f ((f(xo)—g,+oo)) kiimesi x, noktasmi igerdiginden, f' ((f(xo)—6,+oo))
kiimesi x, noktasmin bir komsulugudur. Dolayisiyla U c f (( f (xo)—8,+oo))

olacak sekilde x, noktasinin bir U agik komsulugu vardir.
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= xeU oldugunda xe [ ((f(xo)—g,+oo))

= xeU oldugunda f(x,)—-¢< f(x)

olur. Dolayistyla f fonksiyonu x, noktasinda alttan yar1 siirekli olur. Boylece

teoremin ispati tamamlanmis olur.

3.1.2. Ustten yan-siirekli fonksiyonlar

X bir topolojik uzay olmak lizere f:X — R fonksiyonu ve x, € X verilsin. Eger
her £ >0 igin xeU oldugunda f(x)< f(x,)+¢ olacak sekilde & sayisina bagli

olarak bir x, noktasimn bir U komsulugu bulunabiliyorsa f fonksiyonuna x,

noktasinda tstten yari siireklidir denir. X in her noktasinda lstten yar:i siirekli

fonksiyona X {izerinde {istten yari siirekli fonksiyon denir [45].

3.1.2.1. Teorem

Bir f fonksiyonunun X iizerinde iistten yari siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her #€R igin f~'(—o0,¢) ters goriintii kiimesinin X de agik olmasidir [45].

fspat

Once f fonksiyonunun X iizerinde iistten yar1 siirekli oldugunu kabul edelim. Her
teR i¢in  f7'(-o0,t) ters goriintii kiimesinin X de agik kiime oldugunu
gosterecegiz. [~ (—oo,f) ters goriintii kiimesinin X de agik kiime oldugunu
gostermek i¢in her noktasinin komsulugu oldugunu gdsterecegiz. [~ (—o0,t) ters
goriintii kiimesinin herhangi bir z elemanmi alalm. Bu takdirde ze [ (—oo,t)

oldugundan dolayi, f(z)<t ve dolayisiyla, 1—f(z)>0 dir. f fonksiyonu X

iizerinde {istten yar1 siirekli oldugundan, X in her noktasinda iistten yar1 stireklidir,
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dolayisiyla z noktasinda da listten yar1 siireklidir. Dolayisiyla, her € >0 i¢cin xeU

oldugunda f(x)< f(z)+& olacak sekilde & sayisma bagli olarak z noktasmmn
bir U =U (&)komsulugu bulunabilir. Ozel olarak, & =¢— f(z) alalim. Bu durumda
bu e =t— f(z)>0 saysi i¢in de xeU oldugunda f(x)< f(z)+¢& olacak sekilde
bu 6zel & sayisina bagh olarak z noktasmmm bir U =U (t— f (z)) komsulugu

bulunabilir.

= xeU oldugunda f(x)< f(z)+(t-/(2))
= xeU oldugunda f(x)< f(z)+t—f(z2)

= xeU oldugunda f(x)<t¢

olur. Boylece U c f™'(—,¢) bulunur. U kiimesi z noktasmm bir komsulugu

oldugundan ve bir komsulugu kapsayan kiime de komsuluk olacagindan dolay1

/7' (-oo,t) kimesi z noktasinn bir komsuluu olur. z noktast f'(—o0,t)

kiimesinin herhangi bir elemani oldugundan, f "](—oo,t) kiimesi her noktasinin
komsulugu olur. Dolayistyla f ™' (—o0,¢) kiimesi a¢ik kiime olur. Her ¢eR igin

S (—o0,1) ters goriintii kiimesinin X de agik oldugunu gdstermis olduk.

Simdi de her 7reRigin f'(—o0,¢) ters gdriintii kiimesinin X de agik oldugunu
kabul edelim. x, € X verilsin. Herhangi bir £ >0 say1s1 verilsin.

Ozel olarak, ¢ = f(x,)+¢ alwsak, [~ ((—oo,f(x0)+g)) ters goriintii kiimesi X de
actk  olur. Ac¢ik  kiime  her  noktasinin = komsulugu  oldugundan

dolays, /' ((—oo, f(x)+e )) kiimesi X, noktasini icerdiginden,

s ((_oo, f (x0)+g)) kiimesi x, noktasinin bir komsulugudur. Dolayisiyla
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Uc [ ((—oo, f (x0)+g)) olacak sekilde x, noktasimin bir U agik komsulugu

vardir.

= xeU oldugunda x e [ ((—oo,f(x0)+g))

= xeU oldugunda f(x)< f(x,)+¢

olur. Dolayisiyla f fonksiyonu x, noktasinda istten yar1 siirekli olur. Boylece

teoremin ispati tamamlanmis olur.

3.1.2.2. Teorem

X bir topolojik uzay olmak tizere f:X — R ve her bir n pozitif tamsayisi igin

f, : X = R olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir.

i. f fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hem alttan yar1 siirekli

hem de iistten yar1 siirekli olmasidir.

ii. a) f ve galttan yari siirekli iki fonksiyon ise f + g de alttan yar1 stireklidir.
b) f ve g istten yar1 siirekli iki fonksiyon ise f + g de iistten yar1

stireklidir.

iii. Her bir n pozitif tamsayis1 f, fonksiyonu istten yari siirekli ve ( A ) fonksiyon
dizisi X {iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f fonksiyonu da iistten
yar1 stireklidir.

iv. Her bir n pozitif tamsayis: i¢in f, fonksiyonu alttan yar1 siirekli ve ( A )
fonksiyon dizisi X {lzerinde f fonksiyonuna diizgliin yakinsak ise f

fonksiyonu da alttan yar1 siireklidir.
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fspat

i. f fonksiyonunun siirekli oldugunu kabul edelim.

Bir fonksiyonun siirekli olmast i¢in gerek ve yeter kosul her agik kiimenin ters
goriintiisiiniin acik olmasi oldugundan, her ¢ reel sayisi1 i¢in (—oo,t) acik kiimesinin
ters goriintiisii olan /' (—o0,7) kiimesi X topolojik uzaymnda agiktir, dolayisiyla f
fonksiyonu X de iistten yari siirekli olur. Her ¢ reel sayisi igin (7,00) agik
kiimesinin ters goriintiisii olan f~'(#,00) kiimesi X topolojik uzaymnda agiktr,

dolayisiyla f° fonksiyonu X de alttan yari siirekli olur.

Simdi de f fonksiyonunun X de hem iistten yar1 siirekli hem de alttan yari siirekli
oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun X de siirekli oldugunu gosterecegiz. Bir

fonksiyonun siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul her acgik kiimenin ters
gortintiisiiniin a¢ik olmasi oldugundan ve R, reel sayilar kiimesinin mutlak degerden

elde edilen alisilmis topolojisi i¢in biitiin acik araliklarin kiimesi bir baz oldugundan

dolayi, a <b esitsizligini saglayan her a ve b reel sayilari icin (a,b) acik araligmimn
f altinda ters goriintii kiimesi f ' ((a,b)) nin X de agik oldugunu gostermemiz

yeterlidir. f fonksiyonu X de iistten yari siirekli oldugundan dolay1, f' ((—oo,b))
ters goriintii kilmesi X de acik bir kiimedir ve f fonksiyonu X de alttan yar1
siirekli oldugundan dolay1, 1 ((a,oo)) ters goriintii kiimesi X de agik bir kiimedir.

Acik iki kiimenin birlesimi X de agik bir kiime olacagidan dolay,

S ((@0)) =17 (@) (=00)) = /7 ((a0)) /7 ((=o0:))

kiimesi X de acik bir kiime olacaktir. Boylece bu sikkin ispati tamamlanmis olur.

iil. a) f ve g alttan yari siirekli iki fonksiyon olsun.
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f +g nin alttan yar1 siirekli oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir x, € X verilsin.

Herhangi bir &>0 verilsin. f fonksiyonu x, noktasinda alttan yar1 stirekli

oldugundan dolay1, her §>0 icin xeU oldugunda f(xo)—§<f(x) olacak
sekilde % sayisma bagli olarak x, noktasinm bir agik U komsulugu bulunabilir. g
fonksiyonu x, noktasinda alttan yar1 siirekli oldugundan dolayi, her §> 0 icin

xeV oldugunda g(xo)—§<g(x) olacak sekilde % sayisina bagl olarak x,

noktasinin bir V' komsulugu bulunabilir. W =U NV yazalim. Bir noktanin iki

komsulugunun arakesiti de o noktanimn bir komsulugu oldugundan dolay1, W kiimesi

x, noktasimnin bir komsulugudur. Bu takdirde her x e W igin f (xo)—g <f(x) ve

g(x,) —% < g(x) olacaktur.
Bu esitsizlikleri alt alta toplarsak,

F(x0)+g(m) =22 < f(x)+g(x) = f(x)+g(x) &< f(x)+g(x)
= (f+g)(x)-e<(f+g)(x)

olur. O halde f + g fonksiyonu alttan yar1 siirekli olur.

b) f ve g lstten yari stirekli iki fonksiyon olsun. f + g nin lstten yar1 stirekli

oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir x, € X' verilsin. Herhangi bir ¢ >0 verilsin. f

fonksiyonu x, noktasinda lstten yar1 siirekli oldugundan dolayi, her §> 0 icin

xeU oldugunda f(x)<f (x0)+§ olacak sekilde % sayisina baglh olarak x,
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noktasmin bir U komsulugu bulunabilir. g fonksiyonu x, noktasinda iistten yar1

siirekli oldugundan dolayi, her §> 0 igin xeV  oldugunda g(x)< g(x0)+§

olacak sekilde % sayisma bagl olarak x, noktasmnm bir J komsulugu bulunabilir.

W =UnNV yazalim. Bir noktanin iki komsulugunun arakesiti de o noktanmn bir

komsulugu oldugundan dolay1, W kiimesi x, noktasmm bir komsulugudur.
Bu takdirde her x e igin f(x)< f(x,) +§ ve g(x)< g(xo)+§ olacaktir.

Bu esitsizlikleri alt alta toplarsak,

F(x)+8(x) < (w)+g(x)+3+5 = f(x)+(x)< /(%) +g(x)+e
= (f+8)(x)<(f+8)(x)+e

olur. O halde f +g fonksiyonu iistten yar1 siirekli olur. Béylece bu sikkin ispati

tamamlanmis olur.

iii. Her bir n pozitif tamsayis1 i¢in f, fonksiyonunun iistten yar1 siirekli oldugunu

ve ( A )fonksiyon dizisinin X {zerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakmsak

oldugunu kabul edelim.

f fonksiyonunun da iistten yar1 siirekli oldugunu gosterecegiz. Bunu yapmak icin
herhangi bir x, € X alalim. Herhangi bir & >0 verilsin. ( A ) fonksiyon dizisi X
iizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan dolay, §> Oicin n=>n,
oldugunda Vxe X igin ‘f(x)—fno (x)‘ <§ ve dolayisiyla, —§< f(x)=f, (%) <§

olacak sekilde bir n, dogal sayis1 vardwr. f Iler iistten yar: siirekli oldugundan
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dolay, Ve >0 igin VxeU igin f, (x)-f, (x0)<§ olacak sekilde x, noktasimnin

bir U agik komsulugu vardir. Buna gore Vx e U i¢in

() =1 ()= F (2=, () 1, ()= 1, (50) 415, (50) = ()
=L/ ()1, () [+ L1, ()1, () [+ 1, (xo)_f(xo)]<§+—+—:g

olur. O halde f fonksiyonu da x, noktasinda iistten yar1 siireklidir. Her x, € X i¢in

bu yapilabileceginden dolayi, f* fonksiyonu X iizerinde iistten yari siireklidir.

iv. Her bir 7 pozitif tamsayisi i¢in f, fonksiyonunun alttan yar1 siirekli oldugunu
ve ( A )fonksiyon dizisinin X {zerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakmsak

oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun da alttan yar1 siirekli oldugunu

gosterecegiz.

Her n pozitif tamsayist icin g,=—f, yazallm yani her VxeX igin
g, (x) =—f (x) seklinde g, leri tanimlayalim. f, fonksiyonlar: alttan yar1 stirekli
oldugundan dolay1 g, fonksiyonlari iistten yari siirekli olurlar. ( f,) fonksiyon dizisi
X tlzerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan dolayi, (— A ) fonksiyon
dizisi yani ( gn) fonksiyon dizisi X ftizerinde —f =g fonksiyonuna diizgiin
yakinsak olur. Bir onceki siktan dolayr —f =g fonksiyonu da dstten yari strekli

olur. Dolayisiyla —g = f fonksiyonu da X de alttan yar1 siirekli olur. Boylece

teoremin ispati tamamlanmis olur.
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3.1.2.3. Teorem

f fonksiyonu X topolojik uzay1 iizerinde alttan yar1 stireklidir ancak ve ancak
x € X noktasina yakinsayan her bir {x,} agii¢in liminf, f (x,)> f(x) dir.

Burada liminf, /(x,)=sup,inf,_, f(x,) dur.

f istten yari siireklidir < x, — x iken limsup, /' (x,)< f(x) dur.
fspat

f alttan yar1 siirekli olsun. Eger x, > x ve b< f(x) ise xe /7' (b,»], X inagik

altkiimesidir. Buradan x, € f7'(b,0] yani f(x,)>b dir. Sonug olarak
liminf, f(x,)> f(x) dr.

Tersine x, —> x igin liminf, f(x,)> f(x) olsun. Gésterelim ki V' ={x: f(x)>a}
agiktir. x, — x olsun. Burada f(x)>« dir. Budurumda liminf, f(x,)> f(x)>«

olup f(xn) >o yani x, €V dir. Teorem 2.6.14. den dolay1 V' agiktr.

3.1.2.4. Teorem

f fonksiyonu X kompakt topolojik uzay1 iizerinde alttan yar1 siirekli olsun. Bu

durumda f infimuma sahiptir.
fspat

b=inf f ve f (xn)—>b olacak sekildeki x, € X noktalarmm dizisi olsun. X

kompakt topolojik uzay oldugundan x, — x olacak sekilde {xnk}g{xn} alt ag1



48

vardir. f alttan yar1 siirekli oldugundan liminf, f (xnk)z f(x) dir. Fakat

f(x, )b olup f(x)<b dir. Sonug olarak f(x)=b dir.

3.1.2.5. Teorem

Eger iel icin f; ler X lizerinde alttan yar: siirekli ise sup, f, alttan yar1 siireklidir.
Eger I sonlu ise min, f, alttan yar1 siireklidir.(Eger i€l i¢cin f, ler X tlzerinde
ustten yari stirekli ise inf, f, tstten yar1 stireklidir. Eger I sonlu ise max, f; tstten

yar1 siireklidir).
fspat

f=sup, f, olsun. Bu durumda {x:f(x)>a}=|J{x://(x)>a} dr. Béylece

iel
{x:f(x)>oc} aciktir. Ciinkii iel icin {x:fl.(x)>a} acik ve acik kiimelerin

herhangi sayida birlesimi de agik kiimedir. Eger gzmin( Jis fosees £, ) ise

{x: g(x)>a}:ﬂ{x:fl.(x)>a} olup {x: g(x)>oc} aciktir.

iel
3.1.3. Metrik uzaylarda yan siireklilik

Eger X bir metrik uzay ise alttan yar1 siireklilik ve {istten yar1 siireklilik tanimlari

asagidaki sekillere doniisiir.

X bir metrik uzay olmak tizere f: X — R fonksiyonu ve x, € X verilsin. Eger her
€>0 i¢in x € B(x,,8) oldugunda f(x,)—& < f(x) olacak sekilde & sayisina bagli
olarak bir 6 pozitif sayis1 bulunabiliyorsa f* fonksiyonuna x, noktasinda alttan yar1

siireklidir denir. Bu da her ¢ >0 i¢in d(x,x,)<d oldugunda f(x,)—¢<f(x)
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olacak sekilde & sayisina bagh olarak bir 6 pozitif sayis1 bulunabiliyor demeye

esdegerdir. X bir metrik uzay olmak lizere f:X — R fonksiyonu ve x,e€X
verilsin. Eger her &>0 i¢in xeB(x,,6) oldugunda f(x)<f(x,)+¢& olacak
sekilde ¢ sayisma bagl olarak bir § pozitif sayis1 bulunabiliyorsa f fonksiyonuna

x, noktasinda tstten yar1 sireklidir denir. Bu da her ¢>0 i¢in d (x,xo)<5

oldugunda f(x)< f(x,)+é& olacak sekilde & sayisma bagli olarak bir § pozitif

sayis1 bulunabiliyor demeye esdegerdir [45].

3.1.3.1. Ornek

X =10, olsun. f:{, —>RuU{oo} fonksiyonu

(=3

xn _xn+]

seklinde tanimlansin. Bu f fonksiyonunun ¢ _ da alttan yar1 siirekli oldugunu

gosteriniz [45].

Coziim

oldugundan, f fonksiyonu +w degerini de alabilmektedir. Eger xe/ L Ve

f (;) = oluyorsa bu durumda alttan yar1 siirekliligi, her M pozitif sayisi i¢in
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x €U oldugunda f (x) > M olacak sekilde x nin bir U komsulugunun var olmasi

durumunda f fonksiyonuna x noktasinda alttan yar1 siirekli diyerek tanimlariz.

0

Herhangi bir M pozitif sayis1 verilsin. f ( ) z

n=l

oldugundan,

Xn — Xn+]

X —Xns1|>2M olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir.

ﬁ x
n=l

Her n pozitif tamsayis1 i¢in

xn _xn+] = xn —Xn+Xn —Xn+l + Xn+l _xn+]
= (xn _xn+])+(xn _xn)+(.Xn+] _xn+])
2 |Xn — Xn+l —‘xn = Xn|—|Xn+1 — X,
oldugundan,
x xn+] xn _xn+] Z‘x _Xn Xn+] xn+]
n=l1 n=1

- .. - M ) -
yazilabilir. Simdi 6 = M alallm, xe B(x,—j yani d (x,x) < M olsun. Bu
2N 2N 2N

takdirde,
N N _ _ N — N _
z X, =X, z Xn = Xn+l —Z X, = Xn —z Xntl =X,
= n=1 n=1 n=l1
N _ N
ZZM-Zsupl. ‘xl. —xi‘—Zsup Xisl — X,
n=1 n=l

> M- d (%)~ 2 d (x.¥) = 2M-Nd (%) - Ndd (x.5)
n=1 n=1

M M
22M-N—-N— 2M-%—%—2M M=M

2N 2N

yani,
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>

n=1

X, =X, X, =X, |>M

n n+l

0
n=l

bulunur. O halde f (;) =oo ise f fonksiyonu x noktasinda alttan yar1 siireklidir.

Simdi de ;eﬁw ve f (x)<oo olmast halini g6z Oniine alalim.
X, —X

F(*)=3fx, ~xu[<e  olsun Bu takdirde Y

n=1 n=l

X —X

n n+l

serisi yakinsak

oldugundan, kalan terim sifira yakinsayacaktir dolayisiyla, her £ >0 icin

0

2

n=N+1

X, —X

&
n n+l <§

olacak sekilde bir N pozitif tamsayis1 vardir.

Xn - xn+]

X, —X X, —X X, —X

— @© 0 N
f(x): n n+l1 n n+1 + z n n+1 <z

n=l1 n=1 n=N+l1 n=1

&
+ —

2
olur. Buradan

Xn - Xn+]

1353

elde edilir.

Simdi o :% alalim ve B(;,& ) acik yuvarmi goz Oniine alalim. B(;,é )

kiimesinin herhangi bir x elemanini alalim. Bu takdirde d(x,)_c)<5 olur. Bu

takdirde d(x,)_c)< 5 oldugunda



52

N N N, __ _
Z‘an _xn+]‘ :Z‘J'Xn _xn+] _xn +xn _xn+] +xn+]‘ :Z‘l(xn _xn) +(xn+l _xn+l ) +(xn _xn+l)
n=1 n=1
— N N N _ N
< xn _xn‘ +‘xn+] _xn+] +|xn _xn+]|) :Exn _xn‘ +Exn+l _xn+l‘ +Z]xn _xn+l|
n=l1 n=l1 n=l1
— N - N
(Squ X _Xk‘) +2(Squ ‘xk+] ~Xn )+Z]xn _xn+]|
=1 n=l1 n=l1
— N _ N _ _ N
< Zd(x,x) +2d(x,x) +2an —xn+,| < Nd(x,x) +Nd(x,x) +2an —xn+,|
n=1 n=l1 n=l n=1

N N N
SN%\#N%\#%‘J)@T —xn+]| =Z+Z+;]xn —xn+]| :;]x" —xn+1| +§

M= 3

<

=z 7

Diger taraftan, f (;) —% < ﬁ‘g —a‘ oldugundan dolay1 d (x,)_c) <6 oldugunda,
n=l

_ & N N &
f(x)_5< z‘xn _xn+]‘ S Z|xn _xn+]|+5
n=1 n=1

elde edilir. Buradan da d(x,)_c) <& oldugunda

_ N
1(3)-E-E< -
_ N
= f(x)—g < Z|xn —xn+]|
n=1

_ N o0
= f(x)—g < Z|xn —xn+]| < Z|xn —xn+]|:f(x)
n=1 n=1

= f(;)—g<f(x)

= d(x,x)<5 oldugunda f(x)-&<f(x) elde edilmis olur ki bu da f

fonksiyonunun x noktasinda alttan yar1 siirekli olmas1 demektir. Burada x noktas

f (;)<oo seklindeki herhangi bir eleman oldugundan f fonksiyonu f (;)<oo
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Ozelligini saglayan her x noktasinda alttan yar1 siirekli olur. f (;):oo olacak

sekildeki her x noktasindaki alttan yar1 siirekliligini yukarida gostermistik. Boylece

f fonksiyonu ¢ nin her noktasinda alttan yar1 siirekli olur. Dolayisiyla f

fonksiyonu ¢ iizerinde alttan yari siirekli olur. Boylece de ispat tamamlanmis olur.

3.1.3.2. Not

Alt veya tist yar1 siirekli bir fonksiyon siirekli olmak zorunda degildir.

3.1.3.3. Ornek

f(x)=>|x,—x,,| seklinde tanimlanan f:¢, >RU{o} fonksiyonu ¢, da
n=1
stirekli degildir.
Coziim
- _ -1y
Her i pozitif tamsayisi i¢in x :[—_1,+—_1,—_1,+—_1,...,( ) ,... | dizisini gbz Oniine
i Qi i

i

alalim. Her i pozitif tamsayis1 i¢in x") elemant £ un bir elemanidir. (x(i)) dizisi

her bir terimi ¢, un bir eleman1 olan bir dizidir. Ciinkii her i pozitif tamsayisi i¢in

' 11 1 1
sup, ‘X,(g)‘ = sup{;,;,...,;,0,0,..} :;< 0

dir. 6=(0,0,0,...,0,0,0,...) olmak iizere her i pozitif tamsayis1 igin

d(x{",0) = sup, |x\" ~ 0| = sup, [x{"| = sup {1110 0} =
11 1
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oldugundan, lim __ d(x\",0)=1lim 1:0 dir. Dolayisiyla (%) dizisi ¢, da
i—>0 k laool. y y

6=(0,0,0,...,0,0,0,...) noktasina yakinsar.

Ancak bu dizinin f altnda gorintii dizisi (f(x")) dizisi Ro{} de

7(0)=r(0,0,0....,0,0,...) = i|0—0| = i|0| = io =0 noktasma yakimsamaz.

n=1 n=l1 n=l1

Gergekten;

i i i |(—1 k 1 k+1
pajeslo o

o0
k=1 k:]‘ l l ‘ k=1

14)-

oldugundan dolay1 ( f (x(i) )) dizisi RU{eo} da f(6)=0 noktasmna yakinsamaz. O

halde f fonksiyonu ¢ da 9:(0,0,0,...,0,0,0,...) noktasinda dizisel strekli

degildir. Metrik uzaylarda dizisel siireklilik siireklilige esdeger oldugundan dolay,
f fonksiyonu ¢, da 0 = (0,0,0,...,0, 0, 0,...) noktasinda siirekli degildir.

3.2. Cogul Degerli Doniisiimler i¢cin Yani-Siireklilik ve Bazi Teoremler

X ,Y bos olmayan kiimeler ve P(Y ) =2" de Y’ nin tiim alt kiimelerinin ailesi
olsun. Bir F:X — P(Y)-{&} fonksiyonuna, X kiimesinden Y kiimesine bir
cogul degerli doniigiim denir ve F:X —2" ile gosterilir. Bir xe X i¢in F(x), Y
nin bos olmayan bir alt kiimesidir. Eger F : X — X bir ¢cogul degerli doniisiim ve bir

xeX igin xe F (x) ise x noktasina F' nin bir sabit noktas: denir.



55

3.2.1. Tanim

Her xeX i¢in f(x)eF(x) olacak sekilde f:X —Y tek degerli doniisiimi,

F:X —2" cogul degerli doniisiimiiniin bir segimi (kismi, selection) olarak
adlandirilir. Eger f siirekli ise f ye F' nin siirekli se¢imi (continous selection)

denir.

3.2.2. Tanim

X ,Y iki topolojik uzay ve F: X — 2" ¢ogul degerli doniisiim olsun.

e Eger BcY kapah kiimesi i¢in F~(B)= {x eX:T(x)NB=# @} c X kapal ise
F ye iist yari siireklidir denir ve kisaca u.s.c ile gosterilir.

e Eger BcY agik kimesi i¢in F~(B)= {x eX:T(x)NB=# @} c X acgik ise F
ye alt yar stireklidir denir ve kisaca 1.s.c ile gosterilir.

e Eger F(X), Y nin bir kompakt alt kiimesi ise F ye kompakttir denir.
e Eger F nin grafigi G (F)= {(x,y) yeF(x),xe X} c X xY kapah kiime ise

F ye kapalidwr denir.

3.2.3. Teorem

X ve Y topolojik uzaylar ve F: X — 2" ¢ogul degerli bir doniisiim olsun [4].

a. Eger X kompakt ve F kompakt degerli olacak sekilde u.s.c ise F(X)

kompakttir.
b. Eger I kapali degerli olacak sekilde u.s.c ise /' kapalidir.
¢. X topolojik uzay, Y kompakt uzay ve F' kapaliise /' u.s.c dir.
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fspat

a. Gosterelimki F(X) in her agik ortiisiiniin sonlu bir alt drtiisii vardur.

{V,}, F(X) bir agik drtiisii olsun. F kompakt degerli oldugundan her xe X i¢in

t

F(x) kompakttir. Her xe X i¢in F(x) kompakt oldugundan F(x)c< W, olacak

sekilde V, nin sonlu sayida alt ortiisti vardir. Burada W = U V., yani W _her xe X

t
i sonlu

icin V, kiimelerinin birlesimidir. Bu da gosterir ki {Wx}xéx,

F(X) in bir agik
ortiisiidiir. Her x € X i¢in U, = F~(W,) olsun. F u.s.c oldugundan {U,}  , Xin
bir ac¢ik ortustidir. X kompakt uzay oldugundan U, in U .U _,...U,  seklinde
sonlu bir alt Grtiisii vardir. Bu durumda W, ,W, ,...W, ise F(X) i orter ve VW, ,

{V,} kiimelerinin sonlu birlesimi oldugundan {V,} nin ¥,V ,...,V, sonlu alt ortiisii

t tN

vardir ki buda ispat1 tamamlar.

b. Gosterelimki G, (F)= {(x,y) yeF(x),xe X} c X xY kapahdur.
Teorem 2.6.14 i kullanarak ispatlayalim.

vneN igin (x,,v,)€G,(F) ve (x,,»,) = (x,») olsun. Gosterelim ki

(x,y)eG.(F) yani y e F(x)
dir.
(xn,yn)—>(x,y)<:>3|noeN:n2no icin (xn,yn)eN(x,y)

< dn,eN:n2>ng igin xneN(x) veyneN(y)

S x, >xvey —>y

y, € F(x,) oldugundan y € F(x) olup (x,y)€G,(F) dir. Bu da ispati tamamlar.
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c. Varsayallmki F u.s.c olmasm. Bu durumda x in her U_ a¢ik komsulugu

icin F (Ux)czVF(x) olacak sekilde F(x) in bir Vpw astk komsulugu vardir,

.. 1 ) ..
n=1,2,.. i¢in U, = B(x,—j segelim. Bu durumda her n i¢in F(U,)z Vi olacak
n

. 1 .
sekilde x, € B(x,—j vardir. y, €V, ve y, eF (x,) olacak sekilde y, €Y olsun.
n ”

Bu durumda x, > x ve {y,} <Y dir. ¥ kompakt oldugundan limy, =yeY olup
y&Vy, dir. Her n icin (x,.,v,)€G.(F) ve {(xn,yn)}—>(x,y)dir. F kapali
oldugundan G, (F) kapali ve (x,y)eG, (F) dir. Yani yeF(x) olup bu da

Ve VF(X) olmastyla celisir. Sonug olarak F' u.s.c dir.

3.2.4. Ornek

seklinde tanimlanan F:R — 2% kiime degerli doniisiimii x =0 noktasinda alttan
yar1 siirekli fakat tistten yar1 stirekli degildir.

A
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seklinde tanimlanan F, : IR — 2 kiime degerli doniisiimii x =0 noktasinda iistten

yar1 siirekli fakat alttan yar1 stirekli degildir.

A

v
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4. KKM DONUSUMLERI VE UYGULAMALARI

Bu boliimde topolojik vektor uzaylarinda KKM doniisiimlerini ve bazi

uygulamalarini inceleyecegiz [19].

4.1. Tanim

E, X topolojik vektdr uzaymin bir alt kiimesi ve G: E — 2% olsun.

Eger i=12,..,n x, € E i¢in

oluyorsa G doniisiimiine KKM doniisiimii denir [19].

4.2. Tanim

E bir kiime ve X topolojik uzay olsun. Asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde bir
Y topolojik vektdr uzay1 meveutsa G: E — 2% doniisiimiine KKM ozellikli doniisiim
denir [19].

V{x :i=12,..,n} c E igin

1

a. F={y:1<i<njcY
b. L:X Y yada 2" ye kapali doniisiim
c. i=12,..,n igin G'(y,)cG(x,) olacak sekilde G':F —2* doniisiimii vardir

yleki feF i¢in LG'(f)= [J L(x) ile tammh LG':F —2" doniisiimii
xeG'(f)
KKM doniisiimiidiir.
d. ()LG'(y,)#@ iken [1G(x)#@
i=1

i=l1
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4.3. Ornek

E=[0,1], R nin bir kapah araligi, X=Rve G:E—2", xeE igin
G(x)=(1,2+x) olsun. Y =R almrsa G:E —»2* donisimi KKM 6zellikli bir

dontistimdiir. Gergekten;

V(x,)<[0,1], i=1,2,...n igin
a. y, :%+xl. olmak iizere F ={y,,»,,..,y,} <Y =R

b. L:R— 2% kapal birim déniisiim

c. i=12,...n icin G'(y)cG(x,) olacak  sekilde G :F—?2",

S
—,—+x; | olsun.
2°4

e i=1i¢in G'(y)cG(x) mi?

G'()

Y, :%+xl ve x, >0 oldugundan y, >0 dur.

G'(y)= [%,% +x } cG(x)=(L2+x) dir. Déniisiimlerimiz artan oldugundan

i=1,2,...,n i¢in esitsizlik her daim saglanir.
e Simdi gosterelimki LG' =G : F — 2% déniisiimii KKM déniisiimiidiir.

co{Y1, Vs ¥y} :[min{yl.},max{yl.}]

:[%,%+max{xi}}

\
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olmak iizere coF | JG'(»,) olup G': F — 2% KKM déniisiimiidiir.

i=l1

d. ﬂLG ﬂG QB Z+xl]=[%,%+min{xi}} +Q ve

1<i<n
i=1,2,.,n igin G'(»)cG(x,) oldugundan ﬂG ﬂ12+x)
i=l1

(1,2+min {xl.})] = Qd.

<i<n

4.4. Teorem

X topolojik uzay ve E bir kiime olsun. Eger G: E — 2% KKM ozelligi ile kapali

degerli bir doniisiim ise {G(x)}er sonlu arakesit 6zelligine sahiptir [19].

fspat

G:E—2" KKM ozelligi ile kapali degerli doniisim ve [(G(x,)=@ olsun.

i=1
L =span{x,,x,,...x,} ve S=co{x,x,,..,x,} secelim. Bu durumda ScL dir
i=1,2,...,n i¢in d, L i¢inde Oklid metrigi olmak iizere G kapali degerli

oldugundan L NG (x,), L iginde kapalidur.

d(x,LNG(x,))>0 < xeg LnG(x) (4.1)

n

f:S-> [0, +oo) , f(c) = Zd(c,L mG(xl.)) , c€ S seklinde tanimlayalim.

i=1

Es 4.1 den ve ﬁG(xl.) = oldugundan c €S igin f(c)>0 dur.

i=l1

d(e,LnG(x,))x, (4.2)
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F siirekli bir fonksiyondur. L sonlu boyutlu vektoér uzay, S < L smirli kapali

konveks alt kime ve F (S) < S olup Brouwer sabit nokta teoreminden’ ¢, € S

olacak sekilde vardrr. 7 = {i e{l,2,..,n}:d (c*,L NG(x, )) > 0} olarak tanimlayalim.

Bu durumda i e/ igin ¢, ¢ LNG(x,) dir. ¢, € L oldugundan Vie ! igin ¢, ¢ G(x,)

dir. Sonug olarak

c. e[ JG(x) (4.3)

iel

Cs :F(c*)ZZﬁ.d(c*,LmG(xi)).xi eco{xl.:iel} ve G:E -2 KKM

iel

ozellikli oldugundan c, € c0 X e I UG olup bu da Es 4.3 ile ¢elisir. Sonug

iel

olarak ﬂG ;é & dir.

i=l1

4.5. Teorem ( Ky Fan Teoremi)

X topolojik uzay ve E, X in bir alt kiimesi olsun. Eger G: E — 2% KKM o&zelligi

ile kapal degerli doniisiim ve G(x,) kompakt olacak sekilde x, € E noktasi varsa

ﬁG(x)¢@ dir [19].

' Brouwer sabit nokta teoremi: X sonlu boyutlu vektor uzayr, D < X smirh kapali konveks alt
kiime olsun. f : D — X siirekli ve f (D) c D ise f, D iizerinde sabit noktaya sahiptir.
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fspat

Bir 6nceki teoremden dolay1 {G(x)}er sonlu arakesit 6zelligine sahiptir ve bundan
dolay1 {G (x)NG(x,):xeE } sonlu  arakesit  Ozelligine  sahiptir.
(Vx e E igin G(x) kapalz) {G(x) mG(xO) iXE€E E} , G(xo) icindeki kompakt
kiimelerin ailesi oldugundan kompakt kiimelerin 6zelliginden dolay1

@#[(G(x)NG(x,)} =G (x,)[G(x)=()G(x)

xeE xek xek
olur ki bu da ispat1 tamamlar.

4.6. Tanim

E,X topolojik vektdr uzaymin bostan farkli konveks alt kiimesi ve F:E — 2"

cogul degerli dontistim olsun. Eger;

V{x,,xz,...,xn}gE ve 1<k <n olmak lizere {yl.l,yl.z,...,yl.k}g{y,,yz,...,yn} i¢in
k

co{yl.l,yl.z,...,yl-k}QUF(xil_)

j=

olacak sekilde{y,,y,,...,y,} varsa F doniisiimiine genellestirilmis KKM doniigiimii
denir.
Genellestirilmis KKM déniisiimiinde V {x,,x,,....x,} C E ve i=1,2,...,n i¢in y, =,

alinirsa KKM doniistimii elde edilir [11].

4.77. Tanim

X, E topolojik vektor uzaymm bir konveks altkiimesi, Y topolojik uzay,

T,F:X —2" c¢ogul degerli iki doniisim olsun. Eger VAe<X> icin
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T(coAd)c F(A) oluyorsa F doniisiimiine T ye gore genellestirilmis KKM
doniigiimii denir. F:X —2", T vye genellestirilmis KKM doniisiimii ve
{F (x):xeX } sonlu arakesit 6zelligine sahip ise T ye KKM o&zelligine sahiptir

denir [12].
KKM (X,Y)={T:X —2": T, KKM ézelligine sahip}

4.8. Onerme

X ,E topolojik vektor uzaymin bostan farkli altkiimesi ¥ ve Z iki topolojik uzay
olsun [20].

a. TeKKM(X,Y)ve feC(Y,Z) ise /T e KKM(X,Z)

b. TeKKM(X,Y)ve DcX ise T|, € KKM (D,Y)

fspat

a. F:X 2%, VxelX igin Fx kapali olacak sekilde fT ye gore genellestirilmis

KKM  doniisimi  olsun. Bu  durumda  V{x,x,,..x}c(X) igin

fT (co{x],xz,...,xn})gLnJF (x,) vardir. f siirekli bir fonksiyon oldugundan

T(co{x],xz,...,xn})gLan"IF(xl.) olur ki bu durumda f'F, T ye gore
i-l

genellestirilmis KKM doniisiimii olur. 7 € KKM (X Y ) oldugundan { fFxixeX }
sonlu arakesit oOzelligine sahiptir. Boylece {F (x) xe X } de sonlu arakesit

ozelligine sahiptir. Sonug olarak f7' € KKM (X ,Z ) dir.
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b. F:D->2", T | , ye gore genellestirilmis KKM déniisiimii olsun. Bu durumda
VAde(D) i¢in  T| (cod)cF(4) dr. F:X—>2"  dOniigiimini

F(x) ;xeD

seklinde tanimlayalim.
Y cxeD

F(s)=|
VB e(X) i¢in T(coB) < F'(B) dir. Gergekten;

e Eger Bz D ise bazi xeB-D vardrr dyle ki F'(x)=Y dir (F'’niin
tanimindan).
e Eger Bc D ise biitin xeB igin F(x)=F'(x) dir ve F, T|, ye gore

genellestirilmis KKM doniistimii oldugundan sart saglanir.

Bundan dolay1 F', T ye gore genellestirilmis KKM doniisiimiidiir. 7 € KKM (X Y )

oldugundan {F (x):ixeX } sonlu arakesit ozelligine sahiptir ve bdylece

{F (x)=F ’(x):xeD} de sonlu arakesit ozelligine sahip olur. Sonug¢ olarak

T|, € KKM (D,Y) dir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.9. Lemma

X ,E topolojik vektdr uzayinm konveks alt kiimesi ve V', E icinde sifirn agik

simetrik konveks komsulugu olsun. Eger T e KKM (X , X ) kompakt ise
(x, +V)NTx, £

olacak sekilde x, € X vardir [12].
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fspat

Varsayalim ki Vxe X i¢in (x+V)NnTx=@ ve X, =T(X) olsun. T kompakt

oldugundan 7'(X), X in kompakt alt kiimesidir.

- 1 .
F:X — 2% doniisiimiinii Vx e X i¢in Fx =X, _()H_ZVj seklinde tanimlayalim.
e VxeX i¢cin Fx, X i¢inde kapalidir. Ciinkii x+iV acik kiime olup

1
X, - (x + 7 V] kapalidir.

e F, T ye gore genellestirilmis KKM doniistimiidiir.
Gosterelimki 4 ={x,x,,....x,} € (X) i¢in T (cod) < F(A4) du.

.. 1 1 ) .
i. Eger 2<i<n i¢in (xl. +ZVj m(x] +ZVj = olacak sekilde bazi i ler
varsa

T(cod)cT(X)=X,=Fx, UFx, c F(A4)

1
dir. Burada Fx, U Fx, = X, — (xl.+ZV]m(xl +%V] =X, dr.

%}

1 1
ii. Her2<i<n (xi+Zij(xl+ZVj¢® olsun.
Bu durumda 2<i<n i¢in x, exl.+lV dir.

. . 1 .
Gergekten V' simetrik oldugundan -V =V olup z € (xl. +ZVj N (x] +%Vj icin
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1
zex. +—V=>z—x elV
1 4 1 1
) :xlexl.+§V
zex+—V=x-ze=V
4 4

dir. Bu durumda i=1,2,..,ni¢in 4,20, x, € A ve z&i =1 olmak {izere her bir

i=1
- . 1 . o . .
x:z&.xi €cod i¢in x, ex+§V dir. Her iki tarafa da %V eklenirse her bir
i=1

C . 1
x:z&.xiecoA icin x,+%Vex+V olup x]+§Vc ﬂ(x+V) dir. Boylece

i=1 xecoA

T(cod)c Fx, c F(A) olup F, T ye gore genellestirilmis KKM déniisiimiidiir.
TeKKM(X,X) ve F kompakt degerli oldugundan {F (x):xeX } sonlu arakesit

ozelligine sahiptir ve ﬂ F (x) = dir. x, € ﬂ F (x) secelim.

xeX xeX

% e[ )F(x)=x ‘(U(H%Vn:xo 2 X, +iV

xeX xeX

olup bu da bir geliskidir. Boylece (x, +V)NT(x, )= olacak sekilde x, e X

vardir.

4.10. Teorem

X, E lokal konveks uzaymin bir konveks altkiimesi ve T € KKM (X , X ) olsun.

Eger T kompakt ve kapaliise 7, X i¢inde sabit noktaya sahiptir [12].

fspat

VaeA igin V, simetrik, agik ve konveks olacak sekilde {V, : @ € A}, E nin lokal

tabani olsun. Lemma 4.9 dan dolayi, VaeA igin (x,+V)NT(x,)# & olacak
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sekilde x, € X vardwr. Bu durumda VaeA i¢in y,6 ex, +V, olacak sekilde

v, €Tx, vardir. T kompakt oldugundan yani T (X ), X 1in kompakt alt kiimesi
olmak tlizere baz1 yeY ler i¢in y, - y dir. 0V, oldugundan x, - y dir ve T
nin kapalihgindan yeT(y) dir. Gergekten; y, eTx, ise (x,,v,)€G, (T) dir

x, >y ve y,—>y oldugundan T nin kapaliigmdan (y,y)eG, (T) yani

yeT(y) dir.

4.11. Teorem ( Fan-Browder sabit nokta teoremi)

E, X vektér uzaymm konveks altkiimesi ve G:E —2° cogul degerli doniisiim

olsun. Eger G doniisiimii,

a. co{y,:1<i<n} kimesi Oklid topolojisi ile donatilmak iizere;
co{y,:1<i<n} UG () ve G'(y)nco{y:1<i<n}  kiimeleri,
co{y,:1<i<n} de agik olacak sekilde {y,:1<i<n}c E var

b. VyeE igin G(y) konveks

sartlarini sagliyorsa G doniisiimii sabit noktaya sahiptir [19].

fspat

F={y:1<i<n} ve i=1,2,..,n i¢gin

K (y,)=coF =(G™'(y,) NcoF) (4.4)

olacak sekilde K :F —2“" bir doniisiim olsun. Varsayalim ki i=1,2,...,n i¢in
K(y,)#@ dir. (Aksi taktirde baz1t i ler i¢in K(y,)=@ olur ve buradan

coF c G ( yl.) elde edilir. Boylece y,, G nin sabit noktas1 sonucunu elde ederiz.)
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K(yl.):®:>coF—(G"] (yl.)mcoF)=®
=G (y,)NcoF = coF
=coF c G (yl.)

Es 4.4 1in her iki tarafinin da i =1, 2,...,n i¢in sonlu arakesitini alalim.

ﬂK(yl.)zcoF{coleO]G-' (yl.)} ..................................................................... (4.5)

i=l1

a) hipotezinden coF = G™'(,) oldugundan (\K (,)=coF —coF =@ dir. Yine (a)

i=l1

hipotezinden G™'(y,)NcoF , coF iginde Oklid topolojisine gore agik oldugundan

i=1,2,.,n i¢in K(y,) kapaldr. Bu durumda i=1,2,...,n i¢in K,

F = { yi1<i< n} iizerinde sonlu arakesit Ozelligine sahip olmadigindan K,
F ={y,:1<i<n} iizerinde KKM doniisiimii olamaz.
K, F ={y,:1<i<n}iizerinde KKM doniisiimii olmadigindan

co {yl.l Vijsees Vi } va OK(yil_ ) olacak sekilde {yl.l 2 Vires Vi } € <F> vardrr. Yani,
Jj=1

j=12,..,k icin K|y olacak sekilde €COVV, V. sy V. vardir.
y Vi y Vis Viyses Vi,

J

j=12,...k i¢cin ng(yil_):yeG"] (yl.j)mcoF:yeG_] (y ) dir.

L
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Sonug olarak j=1,2,...k i¢in y, e G(y) dir. (b) hipotezinden Vye E i¢in G(y)

konveks oldugundan y = ZA Yi» A; 20 ve ZA =1 olmak iizere y e G( ) dir. Bu

Jj=1

da ispat1 tamamlar.m

4.12. Ornek
0,—1]
2

1 E} seklinde
24
2 4

R nin alisilmis topolojisine gore acik araliklar kompakt olmadigindan E :(0,1)

E=(0,1) ve T:E—2° donisimi T (x)= ( ,x+1] ;xe[

tanimlansin.

kompakt degildir. Vx € E i¢in T (x) konvekstir.
Gosterelim ki VxeE igin 4,20, A+B=1, abeT(x) olmak iizere

Aa+PbeT(x) dir.

1 1 1
e xe|0,—|i¢in a=| x,x+— |, b=| x,x+— | olmak iizere
2 2 2

Aa+ b= l(xx+ ]+ﬁ(xx+ ]
+B

(lx+ﬁx ix+ﬁx+

')

1 3|.. 1 1 1 1 .
e xe|—,—|igcina=|—,x+—|, b=|—,x+— | olmak lizere
2°4 3 4 3 4



1 1
o xe(é,lj icin a:(x——,x], b:(x——,x] olmak tizere
4 2 2

la+ﬁb:l(x—%,x]+ﬁ(x—%,x]
:(ﬂx+ﬁx—l+

:(x—%,x]eT(x)

Yani Vx e E i¢in T (x) konvekstir.

¥, :%, ¥, :% segelim bu durumda F ={y,:i=1,2} < (0,1) dir.
41 a3 e
T > ) T 2 ters goriintiilerini bulalim.

N | —

1 1 1 1
—eT(x):>xe 0,— | olmak tizere x<—<x+— = xe| 0,—
2 2 2 2

. 1 1 1 13
olmak tizere —<x+—=> —<x=>xe|—,—
2 4 4 2

2

=xe|

:xe(
1 1 13 3
olup boylece 77'| = |=| 0,— |U| =,= |U| =,1 |=(0,1) dir.
e (2](2][24}(4j()

Alw |~
AW

a

,1 olmakiizerex—l<l<x:>l<x<1:>xe 3,1
2 2 2 4

71
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3 1 1 3 1 1
olmak tizere x<—<x+—=> —<x<—=x¢€
4 2 4 4 4 2

3 1 1 1 3
olmak tizere —<x+—=> —<x=>x¢€
4 4 2 2 4

1

2’

3 . 1 3 3 5 3
=xel|-,1|olmak lizere x-——<=—<x=> —<x<==xe| —,1

4 2 4 4 4 4

1 1
oldugundan [5,%} ve (—,—}, [5,%} icinde alt uzay topolojisine gore acgiktir. 7

dontistimii Teorem 4.11. Fan-Browder sabit nokta teoreminin tiim kosullarini

sagladigindan 7' nin bir sabit noktas1 vardir.
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4.13. Sonug

C, E topolojik vektor uzaymin bostan farkli bir konveks altkiimesi ve V', sifiri

iceren acik konveks bir kiime olsun. 7:C — E siirekli bir doniisiim ve i =1,2,...,n

n

i¢in y, € C olmak iizere T(C)c| J{y,+V} ise Tx, e x,+V olacak sekilde x,eC

i=l1

vardrr [19].

fspat

G:C—2° donisimini G(x)={yeC:Tx—yeV} seklinde tanimlayalim. V
konveks oldugundan VxeC iin G (x) konvekstir.  Gosterelim ki
2,20, 2+ B =1 u,veG(x) olmak iizere lu+ v e G(x) dir.

ueG(x)=Tx—ueV ve veG(x)= Tx—vel olmak iizere

A(Tx —u) + ﬁ(Tx—v) eV + BV =V.....V konveks oldugundan)
Tx—(lu +ﬁv) eV

Au+ PveG(x) olup G(x) konvekstir.

o G'(y)={xeC:G(x)=y}
e G(x)={yeC:Tx-yeV}={y}

=>Ix-y eV
=>Ixey +V

=>xeT ' (y+V)

olup G (y,)=T"(y,+V), T siirekli ve y,+V agik kiime oldugundan 77" (y, + V)

agiktir. Bu durumda G™'(y,) de agiktir.
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olup Uae'(y)=c dir. Vs Varees ¥, €C olmak lizere

i-l
N S N Y OG" (»)=C olup G doniisimii bir KKM doniisiimiidiir.
i-l

Sonug¢ olarak Teorem 4.11. Fan-Browder sabit nokta teoreminin tiim kosullar1

saglandigindan x, € G(xo) olacak sekilde x, € C vardir. Yani,
X €G(x))= Tx,—x, €V = Tx, ex,+V
olacak sekilde x, € C vardur.

4.14. Sonug

C, E lokal konveks uzaymnin bostan farkli bir konveks altkiimesi ve K, E nin

konveks kompakt bir altkiimesi olsun. Eger 7:C — E siirekli bir doniisiim ve

i=12,.,n igin y, € C olmak iizere T(C)cO{yl.+K} ise Tx, e x,+K olacak

i=l1

sekilde x, € C vardrr [19].

4.1. Cakisma Teoremi ve Minimaks Teoremi

4.1.1. Teorem (Ky Fan ¢akisma teoremi)

X ve Y, swrasiyla £ ve F topolojik vektdr uzaylarinin konveks altkiimeleri ve

A,B: X — 2" cogul degerli iki doniisiim olsun. 4, B doniisiimleri
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a. i=L2,.,n i¢in Ax, Y agik olacak sekilde x, e X vardir oyleki ¥ = UAxl. ve

i=1

VyeY igin A”'y konveks

b. j=1,2,...m i¢in B"'ych acik olacak sekilde y €Y vardir Oyleki

X=[JB'y, ve VxeX igin Bx konveks

Jj=l
sartlarmni sagliyorlarsa Ax, N Bx, # & olacak sekilde x, € X vardir [19].

fspat

V(x,y)e XxY igin  K(x,y)=Xx Y—((B"]y)x (Ax)) seklinde tamimlanan

K : X xY —2*" doniisiimiinii tanimlayalim.

Hipotezden ~ dolayr X =By, ve Y =[] 4x, olmak  iizere
i-1

Jj=1

XxY:LnJCJ((B"‘yJ)x(Axi)) dur.

i=1 j=I

Bu durumda

n

K (x0) = UU((B™, )x(4x)) |- ((B7'y)x(4x)) (4.6)

i=1 j=I

dir. (xl.,yj) eXxY,i=12,.,n ve j=1,2,...,m i¢cin Es 4.6 nin her iki tarafinin da

sonlu arakesiti alinirsa

ﬁﬁK(x”y’):inlﬁHlnp((B 'y )x(Axl.))}((B 'y )x(Axl))}@
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dir . i=L2,.,n i¢in Ax, agik ve j=12,..,m icin B"yj acik oldugundan
K (xl., yj) kapahdir. Béylece K doniisiimii {xl.:ISiSn}x{yj 1< jgm} iizerinde
KKM doniisiimii olamaz. Ciinkii K, {xl. 1<i< n}x{y}. 1<j< m} iizerinde kapali

degerli iken sonlu arakesit 6zelligine sahip degildir.

K, KKM déniisiimii olmadigindan x, eco(xl.l,xl.z,...,xl.r ) » Vo eco(yjl ,yjz,...,yjk) ve

xo,y0 UUK( l,y]) olacak sekilde xo,xl.l,...,xl.reX ve yo,yjl,...,yjkeY

s=1 t=1
vardir. s=12,...,r ve t=12,..k icin

rk

xo,y0 %UUK( X; ,y]) xo,yo)e(B"]yjtxAxl.x) dir. s=12,...,r ve

s=1 t=1
t=1,2,...k igin x,eB 'y, ve y,€dx, oldugundan y, €Bx, ve x, €Ay, dir.
Hipotezden 4™'y ve Bx konveks oldugundan x, € A"y, ve y, € Bx, dir. Boylece

Y, € Ax, N Bx, elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

4.1.2. Tanim

X bir topolojik uzay ve f: X — R bir fonksiyon olsun.

a. Eger x, > x, olacak sekildeki her (x,)_, agi, ¢'>r igin f(x,)<f(x) iken
f(x,)<lim, f(x,) oluyorsa f ye x, noktasinda yukaridan alt yari siirekli

denir.

b. Eger x, —»x, olacak sekildeki her (x,)_. agy, #'>¢ i¢in f(x,)>f(x) iken

f (xo)ﬁ lim, f (x,) oluyorsa f ye x, noktasinda asagidan iist yari siirekli denir

[19].
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4.1.3. Not

Her iist (alt) yar siirekli fonksiyon asagidan ist (yukaridan alt) yari siireklidir. Ama

tersi dogru degildir.
4.1.4. Ornek
+1 ;x=20
f:R—)R,f(x):{x =7 olsun.
X :x<0

R metrik uzay oldugundan f(x )= f(x,)>..> f(x,)>.. iken x, >0 olacak

sekilde (x,) dizisi segebiliriz. f(x) in tamimlanigindan n>1 igin x, >0 dur.

lim /' (x,)=limx, +1=limx, +liml1=1= f(0)

n—>0 n—>0 n—>0 n—>0

oldugundan f, 0 da yukaridan alt yar1 siireklidir.

-1 .
Eger x, =— almirsa n>1 i¢in x, <0 dir. x, = 0 olup
n

lim f(x,) = limx, =0 < £(0)=1

n—>0 n—>0

olup f, 0 da alt yar1 siirekli degildir.

4.1.5. Lemma

X kompakt topolojik uzay ve f: X — R reel degerli bir fonksiyon olsun.

a. Eger f yukaridan alt yar1 siirekli ise f'(x,)= min f (x) olacak sekilde x, e X

vardir.
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b. Eger f asagidan iist yari siirekli ise f(x,)= max f (x) olacak sekilde x, € X

vardrr [19].

fspat

a. f, X lzerinde yukaridan alt yar1 siirekli ve C < X kompakt bir altkiime

olsun. Bu durumda ¢'>¢ i¢in f(y,)< f(y,) ve f(»,) —>in£f(y) olacak sekilde
ye

( y,)gC ag1 vardir. C kompakt oldugundan genelligi bozmadan y, — y,kabul

edelim. f(y) yukaridan alt yari siirekli oldugundan f(y,)<lim, /' (y,) d.

S(vo)<tim, /(3,) ve y, =y ise [ ()= /() =inf f(y) d.

b. f, X lizerinde agsagidan list yar1 stirekli ve C < X kompakt bir altkiime

olsun. Bu durumda ¢ >¢ i¢in f(y,)> f(»,) ve f(»,)—>supf(y) olacak sekilde
yeC

( y,)gC ag1 vardir. C kompakt oldugundan genelligi bozmadan y, — y,kabul
edelim. f(y) asagidan ist yari sirekli oldugundan f(y,)<lim, f(y,) dur.

F (o) <lim, f(y,) ve y, > y, ise f(y,)—>f(yo)=sugf(y) dr.,

4.1.6. Teorem ( Von Neumann minimaks prensibi)

X ve Y srasiyla E ve F topolojik vektdor uzaylarmin bostan farkli kompakt
konveks altkiimeleri olsun. Eger f: X xY — R fonksiyonu

a. Herbir xeX i¢in y > f (x, y) yukaridan alt yar1 siirekli ve quasi-konveks ise
yani her x e X i¢in {y f(xp)< r} konveks
b. Her bir yeY i¢cin x> f (x, y) asagidan st yar1 siirekli ve quasi-konkav ise

yani her y eV igin {x:f(x,y) > r} konveks
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c. reRvei=12,.,ni¢m 4 :{y:f(xl.,y)>r} acgik ve Y:O/L olacak sekilde

i=l
X, var

d reR ve j=12,..m icin Bj:{x:f(x,yj)<r} acik ve X:LmJBj olacak
j=1

sekilde y, var

sarlarini sagliyorsa max Ilyflgl f (x, y) = IlyflEl;l max f (x, y) dir [19].

fspat

a) , b) ve Lemma 4.1.5. den dolayr maxmin f(x,y) ve minmax f(x,y) vardir,
xeX yeY ye¥ xeX

Agikga griiliir ki max min £ (x, y) < minmax f'(x,y) dur.

xeX yeY yel xeX

max min f'(x, y) = minmax f(x, ) 4.7)

xeX yeY ye¥ xeX
oldugunu gostermek i¢in varsayalim ki esitlik saglanmasin. Bu durumda

maxmin f(x,y) <r<minmax f(x,)

olacak sekilde bir reR vardr. xeX igin Ax:{y:f(x,y)>r} ve

Bx = { yif(xy)< r} olacak sekilde 4,B:X — 2" doniisiimlerini tanimlayalim.

c)ved) den Y =(J4x, ve X =By, olur.
j=l

i=1

VxeX i¢in Bx ve VyeY igin A'y konveks oldugundan Ky Fan cakisma

teoreminden y, € Ax, N Bx, olacak sekilde x, € X ve y, €Y vardir. Bu durumda



Yo EAXO:f(xoayo)>l"

Yo GBXO:f(xo’yo)<r}:f(x0’yo)<r<f(xo,yo)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Sonug olarak Es 4.7 dogrudur. Bu da ispat1 tamamlar.

80
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5. SOYUT KONVEKS VE KKM UZAYLARINDA KKM DONUSUMU VE
UYGULAMALARI

Bu boliimde soyut konveks uzaylar ve KKM uzaylarini tanitip bu uzaylar tizerindeki

KKM doéniisiimleri i¢in bazi denklikleri verecegiz [53].

5.1. Soyut Konveks Uzaylar ve KKM Uzaylar

5.1.1. Tanim

(E,D;F) soyut konveks uzaymda FE topolojik uzay, D=#C bir kime ve
I':(Dy—2" ise Ae(D) igin I', =T'(4) bostan farkh olacak sekilde ¢ogul degerli

bir doniisiimdyir.

Her D' D igin D' niin I' —convex zarfin
co.D' = J{T,: 4e(D')} cE

seklinde tanimlayalim. Eger her N e<D’> icin ', c X yani co.D'c X oluyorsa
X c E kiimesine D' ne gore (E,D;F) nin I'—convex altkiimesi denir. Eger
DcE ise (E,D;T') uzaymi (E>D;I'), E=D ise (E;I')=(E,E;T") seklinde
gosterecegiz. Eger co. (X ND)c X ise X < E altkiimesine I' —convex denir. Ozel

olarak D'= X N D alnirsa X — E altkiimesine D' ne gore I" —convex denir [53].

5.1.2. Ornek

Sifirm 1 komsuluklar sistemi ile £ topolojik vektor uzayi olsun. Eger her V' € U ve

her sonlu A ={x,,x,,...x,} € X altkiimesi i¢in

o coBc X

e i=12,.,nigmy—x eV
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olacak sekilde B={y,,y,,...»,} kiimesi varsa X c E altkiimesine hemen hemen
konveks kiime denir. Her bir 4 € <X> icin I', = B segilirse (X;F) soyut konveks

uzaydir.

5.1.3. Ornek

Orijinal KKM teoremindeki A, standart n - simpleks V', {e,|"  kdselerinin kiimesi

ve co: (V) — 2" konveks zarf operatorii ile (A,,V;co) soyut konveks uzaydir.

n?’

5.1.4. Tanim

(E,D;T") soyut konveks uzay olsun. Eger G:D — 2" doniisimii V A€ (D) igin

I,cG(4)=JG(y) ise G ye KKM déniigiimii denir [53].

yed
5.1.5. Tanim

(E,D;F) soyut konveks uzayda kismi KKM prensibi ifadesi, her kapali degerli
G:D —2" KKM doniisiimii icin {G( y)}yeD ailesinin sonlu arakesit dzelligine

sahip olmasidir. Eger ayn1 sart ayn1 zamanda acik degerli KKM doniisiimleri iginde

saglaniyorsa bu ifadeye KKM prensibi denir.

Eger soyut konveks uzay KKM prensibini sagliyorsa bu uzaya KKM UZAYI denir
[53].

5.1.6. Tanim

(X,D;T") soyut konveks uzayinda

a. X topolojik uzay
b. D= bir kiime
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c. Kardinalitesi n+1 olan Ae(D) igin I':(D)— X doniisiimii olmak iizere
Je(4) igin ¢,(A,)=T(J) olacak sekilde ¢,:A, —>T'(A) siirekli doniisiimii
varsa bu (X ,D;F) uzayina genellestirilmis konveks uzay veya G-konveks uzay

denir [53].

Burada A, {e} koseleri ile standart n- simpleks ve A,, J € (4) igin A, nin
yiizeyine karsiliktir. Eger 4 = {ao,al,...,an} ve J = {aio,aiI sees Oy } c A ise

A, :co{el.o,eil,...,el. } dir.

k

5.1.7. Ornek

a. Her G —konveks uzay KKM uzaydir [54].
b. (X ,S) baglantili lineer sirali uzayr KKM uzayidir [55].

Simpleks = t.v.s nin konveks altkiimesi < Lassonde tip konveks uzay
= H —uzay = G — konveks uzay < ¢, —uzay = KKM uzay
= Kismi KKM prensibini saglayan uzay
= Soyut konveks uzay



0. KKM Prensibi

Her kapali degerli (acik degerli) G: D — 2" KKM déniisiimii i¢in {G( y)}yeD

sonlu arakesit 6zelligine sahiptir.

I. Fan eslestirme ozelligi
S:D — 2 doniisiimii
(1-1) Her bir ze D igin S(z) agik (kapali)
(1-2) Baz1 M € <D> ler igin £ :UzeMS(Z)

sartlarin1 sagliyorsa

FNmﬂS(z);t@

zeN

olacak sekilde N e <M > vardir.

II. Baska bir sonlu arakesit 6zelligi
S:D—2", T:E—2" doniisiimleri

(2-1) S kapali ( agik ) degere sahip
(2-2) Her bir y € E i¢in co; (D—S" (y)) cE-T (y)

(2-3) Her bir x e E igin x e T (x)

sartlarmi sagliyorsa {S (Z)}ZED sonlu arakesit 6zelligine sahiptir.

84

ailesi
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IIl. Geometrik ozellik veya section (kisim, kesit) ozelligi

Ac DxE, Bc ExE doniisimleri

(3-1) Her bir z€ D igin {y € E:(z,y) e 4} agik (kapaly)
(3-2) Her bir y € E igin co;. {z eD:(z,y)e A} c {xe E:(x,y)e B}

(3-3) Her bir x € E icin (x,x) eB

sartlarin1 sagliyorsa her bir N e(D) i¢in Nx{x,} <4 olacak sekilde x, eE

vardir.

IV. Bagska bir geometrik ozellik

Her Ac DxE, Bc ExE kiimeleri

(4-1) Her bir z D igin {y € E:(z,y) e 4} agik (kapaly)
(4-2) Her bir y € E igin co;. {z eD:(z,y)e A} c {xe E:(x,y)e B}

(4-3)Her ye E vebaz1 ze M igin (z,y) € A olacak sekilde M € <D> var

sartlarin1 sagliyorsa (xo,xo) € B olacak sekilde x, € E vardur.

V. Fan- Browder sabit nokta ozelligi
S:E 2", T:E—2" doniisiimleri

(5-1) Her bir ze D igin S™(z) agik ( kapal )
(5-2) Her bir x € E igin co.S(x) < T (x)

(5-3) Bazs M e (D) igin E=J S (z)

sartlarini sagliyorsa 7' doniisiimii bir x, € £ sabit noktasina sahiptir yani x, € T (xo)

dir.
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5.1.8. Tanim
(E ,D;F) soyut konveks uzay ve X topolojik uzay olsun. Eger

(1) Her bir xe X igin co.S(x) =T (x)

(2) Her bir ze D igin S™(z) agik

sartlarin1  saglayacak sekilde bir S:X —2” doniisimii varsa T:X —2°

doniisiimiine ¢ — doniigiimii veya Fan— Browder doniigiimii denir [53].
V1. Maksimal elemanin varligi

S:E—2",T:E—2" doniisiimleri

(6-1) Her bir ze D igin S™(z) agik (kapali)
(6-2) Her bir x € E igin co.S(x) < T (x)

(6-3) Her bir x e E igin x ¢ T (x)
sartlarini sagliyorsa S (x) = olacak sekilde x € £ vardur.
VIIL. Analitik formiilasyon

(7-1) Her bir N e (D) ve y eI, i¢in ¢(z,y) e A4 olacak sekilde ze N var

(7-2) Her bir ze D i¢in {y ek: ¢(z,y) € A} kiimesi acik (kapalr)

olacak sekilde 4 — C kiimeleri ve ¢: D — C fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir

N e <D> ve her ze N i¢in ¢(z, yN) € A olacak sekilde y, € £ vardur.
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VIII. Minimaks esitsizligi

(8-1) Her bir N e(D) ve yel', igin min{¢(z,y): zeN}Sy

(8-2) Her bir z D igin {y € E: ¢(z,y) <y} agik (kapalr)

olacak sekilde y e R ve ¢: DxE — R genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun.

Bu durumda her bir N e (D) igin

i. Her ze N i¢in ¢(z,yN)£;/ olacak sekilde y, € E var
ii. Eger E=D ve ;/:sup{¢(x,x):er} ise inf max¢(z,y)<supg(x,x)

yeE zeN xeE

minimaks esitsizligi vardir.
IX. Analitik alternatif
A,Bc C kimelerve f:DxE—C, g:ExE — C birer fonksiyon olsun. Eger

(9-1) Her bir y € E igin cor{zeD:f(z,y)eA}c{er:g(x,y)eB}

(9-2) Her bir ze D i¢in {y ek: f(z,y) € A} kiimesi acik ( kapali )
ise

a) Her bir N e <D> ve her ze N icin f(z,yN) ¢ A olacak sekilde y, € E vardir
veya
b) g(%,%)e B olacak sekilde X e E vardir

sartlarinin ikisinden biri saglanir.
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X. Analitik alternatif

a,feR ve f:DxE—>R, g:ExE—R genisletilmis reel degerli fonksiyonlar

olsun. Eger

(10-1) Her bir y € E igin cor{zeD:f(z,y)>a}c{er:g(x,y)>ﬂ}
(10-2) Her bir z € D igin {yeE: f(z,y)>a} kiimesi acik ( kapali )
ise

a) Her bir Ne<D> ve her ze N i¢in f(z,yN)Sa olacak sekilde y, € E vardir
veya

b) g(%,%)> B olacak sekilde X e E vardir

sartlarinin ikisinden biri saglanir.

XI1. Minimaks esitsizligi

(X) in hipotezi altinda eger a = 8 =sup{g(x,x):x e E} ise her bir N € (D) igin

¢)Her ze N i¢in f(z,y,)<supg(x,x) olacak sekilde y, € E vardir

xekE

d) inf max f (z,y)<sup g(x,x) minimaks esitsizligi vardur.

yeE zeN xeE

Simdi bu Ozelliklerin birbirlerine karsilikli denk olduklarmi asagidaki teoremle

inceleyelim.

5.1.9. Teorem (KKM uzayinin karakteristigi)

(E ,D;F) KKM uzayi i¢in (0) - (XI) durumlar: birbirlerine karsilikli denktir [53].
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G:D —2" doniisiimini zeD igin G(z)=E-S(z) olarak tammlayalim. Bu
durumda G kapal (agik) degerlidir ¢iinkii (1-1) de her bir ze D igin S(z) kapali
(agkk) dir. Varsayalm ki sonug¢ dogru olmasm yani her Ne(M) igin

Iryn(8(z)#@ olp T'ycE-()._S(z)=lJ._,(E-S(z))=G(N) dr. Bu

zeN

durumda G|, :M — 2" KKM doniisimidir. Kolayca goriilir ki (£, M:T

<M>) ©

KKM prensibini saglar. (0) den dolay1 G(z)# D drr.
N

Her ze N igin ye[_ G(z)=[)._,(E-S(z)) olup yeE, yeS(z) dir. (1-2)
kosulunda bazi N e(M) igin E ZUZENS(Z) oldugundan y ¢ S(z) olamaz. Sonug
olarak Ty N (1) S(z)# @ dur.

zeN

(I)=(U):

Varsayalmki (7] S(z)=@ olacak sekilde M e (D) var olsun.
E=E-()_,S(2)=U._,(E-S(z)) dir. (I) den dolay1 Ne(M) ve

voelyn((E-S(z))#@ vardr. Bu durumda her zeN  igin

zeN

vo€eE-S(z) =y, eS8(z)=z¢S (y,) olup NcD-S(y,) dwr. (2.2) den
dolay1 y, T, cco; (D—S‘(yo))cE—T‘ (v,) dir. Boylece y, T (y,) veya
Yo 2T (y,) dir. y, 2T (y,) olmasi (2.3) kosulu ile geligir. [ (2.3) her xe E igin

x € T(x)dir.] Sonug olarak {S (z)} , sonlu arakesit dzelligine sahiptir.

ze
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()= (11):

Her bir zeD igin S(z)={yeE:(zy)eA} olsun. (3.1) de her bir zeD igin
{y€E:(z,y)e 4} agk (kapah) oldugundan S agik (kapaly) dir. Her bir x e £ igin
T(x)={yeE:(x,y)e B} olsun,

(32) de co{zeD:(zy)ed}c{xeE:(x,y)eB} olp co. (D-5 (y))
c E-T () dir. Sonug olarak (3.3) = (2.3) olup (II) ifadesinin tiim kosullari

saglanmustir. (IT) den dolay1 her bir N e (D) igin

ﬂzeNS(z):ﬂzeN{y eE:(z,y) € A} #

dir. Bu durumda her ze N i¢in (z,xN)eA olacak sekilde x, €E olup

Nx{xN}cA dir.

()= (1v):

(I1T) de (A,B) yerine kendi tiimleyenleri olan (A”,B”) alalim. Bu durumda (4.1) ve

(4.2) tarafindan (3.1) ve (3.2) saglanir. (4.3) sikki (III) iin sonucunun degili

oldugundan her xeE i¢in (x,x)e Bsaglanmaz. Bu durumda (x,,x,)€ B olacak

sekilde en az bir x, € £ vardur.
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(IV)y=(V):

A ve B swasiyla S© ve T™ nin grafigi olsun. (5.1)-(5.2) den (4.1)-(4.2) saglanir.
(5.3)de baz1 M (D) igin E=|_J S (z) dir. Bu durumda baz1 ze M ve hery e E

zeM

igin yeS(z) dir. Burada 4 nn tammlamgsindan (z,y)e 4 olup (IV) iin tiim
sartlar1 saglandigindan dolay1 (x,,x, )€ B olacak sekilde x, € £ vardir. B, T" nin

grafigi oldugundan x, € T~ (x,) < x, € T'(x,) olacak sekilde x, € E vardur.

(V)= (V1):

Varsayalim ki ze D i¢in E, sonlu sayida S~ (z) tarafindan Ortiilsiin. (V) in tim
sartlar1 saglandigindan x, T (xo) olacak sekilde x,e€E vardir. Bu ise (6.3)

durumunu bozdugundan bu bir geliskidir. Yani her x € E igin x ¢ | | S (z) olup her

zeD

ze D igin z¢ S(x) dir. S nin tammindan dolay1 S(x)= dur.

(V)= (0):

G:D — 2" acik (kapall) degerli KKM déniisiimii olsun. Varsayalim ki {G(Z)}ZED
ailesi sonlu arakesit zelligine sahip olmasm yani (] G(z)=@ olacak sekilde

M e(D) vardir. zeD,xeE i¢in S:E—>2" ve T:E-—>2° doniisiimlerini

sirastyla S (z)=G“(z)=E—-G(z), T(x)=co.S(x) olarak tanimlayalim.

G:D — 2" acik (kapali) degerli bir doniisiim ve S nin tanmimindan dolay1 S~ (z)

acik (kapali) olup (6.1) saglanir. 7 nin tanimlanisindan dolay1 ise her bir x € £ icin
co.S(x)=T(x)=T(x) olup (62) saglanr. () _ G(z)=@ oldugundan

E= UzeM G(z)= UzeM S™(z) dir ki bu da (VI) nin sonucunu bozar.



92

Bu yiizden (6.3) saglanmaz yani x,e7(x,)=co.S(x,) olacak sekilde x,€E
vardir. x, €T, cco.S(x,) olacak sekilde N €(S(x,)) vardir. Bu durumda her bir
zeN i¢in x,e8 (z) veya x,¢G(z) yani 'y ¢ G(N) dr. Bu da G:D— 2"
dontistimiiniin KKM olmasiyla celisir. Sonug¢ olarak (E ,D;F), (0) KKM prensibini

saglar.
(VH) = (VH[) :

A=[-o0,y] ve C= R=R U {—o0, +o0} olsun.

(VII) den dolay1 ¢: Dx E — R fonksiyonu

(7.1)Herbir N e(D) igin y el i¢in ¢(z,y)e A=[-o0,7] 0. ze N vardur.

(7.2)Herbir ze D igin {yeE: ¢(z,y)e[—oo,;/]} acik ( kapal)

kosullarini1 saglar.
(7.1) den her bir Ne(D) ve yel, igin min{¢(z,y):zeN}<y olup (8.1)
saglanir. (7.2) den her bir ze D i¢in {y ek: ¢(z,y) < 7/} acik (kapali) olup (8.2)
saglanir. Bu durumda (VII) nin sonucundan her bir N e<D> ve her ze N igin
¢(z,yy)€[—o,7] olacak sekilde y, € E vardir. Yani;

1) Her ze N i¢in ¢(z, yN) <y olacak sekilde y, € E vardur.

ii) Eger E=D ve sup{§(x,x): xe E} =y olursa

inf max ¢(z,y) <sup¢(x,x)

yeE zeN xeE

esitsizligi saglanir.
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(vur)=(0):

(VIII) de ¢: Dx E — R doniisiimiinii (z,y)e DxE igin

0 ,yeG(z)

1 ,diger durumlarda

¢(Z,y)={

seklinde tanimlayalim. (VIII) de y =0 alalim. G KKM doniisiimii oldugundan
I', c G(N ) dir. Ne <D> ve yel', i¢in ¢ fonksiyonunun tanimmdan dolay1
min {¢>(z,y) ize N} =0<y=0 olup (8.1) saglamr. Varsayalim ki
min {¢(z,y): ze N} >0 olacak sekilde N e <D> ve y el var olsun. Bu durumda
her zeN igin ye¢G(z) olup I'y «G(N) dir. Bu G donisiimiinin KKM

doniisiimii  olmasiyla ¢elisir. (0) da G  doniislimiiniin  tanimindan dolay1

{ vek: ¢>(z, y) < 7/} acik (kapali) dir. Boylece (VIII) nin tiim sartlar1 saglanir. Sonug
olarak N e(D) ve ze N i¢in ¢(z,y,)=0< y, € G(z) olacak sekilde y, € £ var

olup y, €({G(z):zeN} d.

(V)= (IX):

(VI)daherbir yeE igin S:E —2”, T:E — 2" doniisiimlerini
S(y)={zeD: f(z,y)e A} ve T(y)={xeE: g(x,y)e B}

olarak tanimlayalim. (9.1) de her bir y € E igin co.S(y) < T(y) olup (6.2) saglanir,
(9.2) de her bir ze D igin {y €E: f(z,y)e A} =87 (z) olup S (z) agik (kapah)
olup (6.1) saglanir. Varsayalim ki (IX) da (b) sart1 saglanmasin bu durumda tiim

xeE igin g(x,x)¢ B < x¢eT(x) dir ki bdylece (6.3) saglanir. (VI) min tiim sartlari
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saglandigindan dolay1 § (x) = olacak sekilde xeF vardir yani E, zeD
icin §~ (z) nin sonlu tanesi tarafindan Ortiilemez. Sonug¢ olarak her bir N e <D> ve

her ze N i¢in f (z, yN) ¢ A olacak sekilde y, € E vardir yani (a) saglanir.

(IX)=(X):

(IX)da C=R, 4=(a,»], B=(p,»] olsun.

(9.1)de her bir y € E icin

cor{zeD:f(z,y)eA}c{er:g(x,y)eB}
:cor{zeD:f(z,y)e(a,oo]}c{er:g(x,y)e(ﬁ,oo]}
:cor{zeD:f(z,y)>a}c{er:g(x,y)>ﬁ}

olup (10.1) saglanir. (9.2) de her bir ze€ D i¢in

{yeE:f(z,y)eA}
:{yeE:f(z,y)>a}

olup (10.2) saglanir. Sonug olarak (a) ve (b) sartlar1 saglanir.
(X)=(XI):

(X) nun hipotezi altinda a=p= sup{ g(x,x):x ek } secilirse a) sikkindan dolay1
her bir Ne(D) ve her zeN i¢in f(z,y,)<a :sup{g(x,x):xe E} olacak
sekilde y, eE vardrr. Boylece c) secenegi elde edilir. Her ze N i¢in
f(zpy)< sup{g(x,x) xe E} oldugundan rgléa}vxf(z,y,v) < sup{g(x,x) xe E}

dir. Bu durumda inf max f(z,y, ) <supg(x,x) d.

yeE zeN
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(XI)=(1):

(XI) de (x,y)eExE ve (z,y)eDxE igin f:DxE—>R, g:ExE—>R reel

degerli fonksiyonlarini

g(x,y):{o ,yeT(x) f(z,y):{o ,yeS(z)

1 ,diger durumlarda ’ 1 ,diger durumlarda

olarak tanimlayalim ve a = 8 =0 segelim.

Boylece y € E igin S‘(y):{zeD:f(z,y)zo} ve T"(y)z{er:g(x,y)zO}

olup (2.2) den (10.1) saglanir.

Me<{zeD:f(z,y)>0}:{zeD:f(z,y):1}>:<D—S"(y)> iken r, c
E—T'(y):{er:g(x,y)>0}:{xeE:g(x,y)zl} dir. (2.3) den her bir xe E

igin xeT(x) olup g(x,x)=0 dur.

(2.2) den sup{g(x,x): xe E}<sup{g(x,y):(x,y)eT}=0 ve g nin tammmdan
dolayr sup{g(x,x): x€ E} =0 dir. Bu durumda (XI) in tiim sartlar1 saglandigindan
her bir N e (D) ve her ze N igin f(z,y,)<sup{g(x,x):xeE}=0 olacak
sekilde y, € E vardir. Bu yiizden her ze N i¢in f(z,v,)=0< y, € S(z) olup

Yy € m{S(z) iz € N} dir. Bu da ispat1 tamamlar.m
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5.2. Genellestirilmis Kismi KKM Prensibinin Denklikleri
(E,D;T") soyut konveks uzayi i¢in (0) kosulunun yerine

(0)’ Kismi KKM prensibi

Her kapali-degerli G:D — 2" KKM doniisiimii igin {G(y)}yeD sonlu arakesit

ozelligine sahiptir.
5.2.1. Teorem ( Kismi KKM Prensibini Saglayan Uzaylarin Karakterizasyonu)
(E ,D;F) kismi KKM prensibini saglayan soyut konveks uzay olsun. Bu durumda

!

(0) —(X1) kosullari denktir [53].

5.2.2. Tanim

(E,D;F) soyut konveks uzay, @ # D' D bir altkime X, D' ne gore E nin
I' —konveks alt kiimesi ve A4 e<D’> i¢in F’:<D’>—>2X doniisimi I, ="', c X
olsun. Bu durumda (X,D";I") soyut konveks uzayr D' ne gore alt uzay olarak

adlandirilir.

5.2.3. Onerme

(E,D;T") soyut konveks uzay ve (X,D";I") alt uzay olsun. Eger (£,D;I") kismi

KKM prensibini sagliyorsa (X,D";I"") de saglar.
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fspat

Varsayalim ki kapali-degerli G':D'—2" doniisimi her A4e(D') igin
I"(A4) < G'(A) yrsaglasin.

G’(y) ,yeD

_ olarak tanimlayalim.
X, Aksi taktirde

G:D — 2" doniisimiini G(y) ={

Bu durumda Ae(D') igin I', =I"(4)=G'(4)=G(A4) ve An(D-D')#D iken
Ae(D) i¢in T, c X =G(4) duir. (E,D;T") kismi KKM prensibini sagladigindan ve
G kapali-degerli bir doniisiim oldugundan {G( y)}yeD sonlu arakesit 6zelligine

sahiptir ve bundan dolay1 {G’( y)}yeD, alt ailesi de sonlu arakesit 6zelligine sahiptir.

Sonug olarak (X ,D’;F’) alt uzay1 da kismi KKM prensibine sahiptir.

5.2.4. Teorem ( Genellestirilmis Kismi KKM Prensibi )

(E ,D;F) kismi KKM prensibini saglayan soyut konveks uzay olsun. G:D — 2°
doniigtimii
1. G kapah
2. G KKM déniisiimiidiir yani V A€ (D) i¢in ', = G, dur.
3. 1) K=F
ii) Baz1 M e (D) igin K =({G(z): ze M}

iiiy Ne(D)igin NcD' ve L, [)G(z)cK olacak sekilde bazi

zeD'

D" < D ne gore E ’nin L, kompakt I" — konveks alt kiimesi vardir.

sartlarini sagliyorsa K M ﬂ{G(z) [z E D} = dir [53].
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fspat

Durum (1): Her G( y) kompakttir. Bu ylizden (i) durumu (ii) ye indirgenir.

Durum  (ii): {G(z):zeD} sonlu arakesit 0Ozelligine sahip oldugundan

{K NG(z):ze D} , K i¢inde kompakttr. Bundan dolay1 {K NG(z):ze D}

arakesit 6zelligine sahiptir.

Durum (iii): Varsayalim ki K mﬂ{G(z): zZE D} = olsun yani baz1 N e <D> icin
Kc U{X—G(z): ze N} dir. (iii) den dolay1r £ nin L, kompakt I' —konveks alt
kiimesi vardir. ze D' igin G': D' — 2" déniisiimiinii G'(z)=G(z)NL, seklinde
tanimlayalim. (2) den dolayr A e(D') igin I, =T, NL, = G(A)N L, =G'(4) olup
G': D' — 2" doniisiimii (LN,D’;F’) tizerinde kapali degerli olacak sekilde KKM
dontigiimiidiir. (X ,D;F) kismi KKM prensibini saglandigindan Onerme 5.2.3. den
dolay1 (Ly,D";I"") de saglar. Bu durumda {G’(z): ze D’} sonlu arakesit dzelligine
sahiptir. L, nin kompakthgmdan ve case (i) den ﬂ{G’(z) ‘z€e D’} = dir. (i) den
dolay1 her yeﬂ{G’(z):zeD’} ise yeK dr. yeKcU{X—G(z): z eN}
oldugundan baz1 ze N D' igin y¢ G(z) dir. Bu ise bir celigkidir. Sonug¢ olarak

Kn({G(z):ze D} =D dr.

Teorem 5.2.4. deki (i)-(iii) kosullar: genellikle kompaktlik kogullart veya coercivity

kosullart olarak adlandirilir.
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5.2.5. Tanim

(E ,D;F) soyut konveks uzay ve G:D — 2° kapali-degerli doniisiim olsun. G i¢in
coercivity kosulu, {G( y)}yeD ailesi sonlu arakesit ozelligine sahipse {G( y)}

yeD

ailesinin arakesit 6zelligini garantiler [53].

5.2.6. Tanim

(E ,D;F) soyut konveks uzayi iizerinde G: D — 2° kapali-degerli KKM doniisiimii

coercivity kosuluna sahipse bu doniisiime Fan doniisiimii denir [53].

Simdi KKM doniisiimii ile Fan doniisiimii arasindaki iligkiyi bir alistirmayla

inceleyelim.

5.2.7. Alistirma

(R,co) uzaymda co:(R)—2" konveks zarf operatriidiir. Bu durumda (R,co)
KKM uzaydir. xeR igin G(x)=[x,0) olacak sekilde G:R — 2" doniisiimiinii

tanimlayalim. G KKM doniistimiidiir fakat Fan doniigiimii degildir.

Gergekten;

y€co{x,x,,..,x,} olsun. Bu durumda n, € N olmak iizere X, = min {x,,x,,..., X, |

vardir. y €co{x,x,,..,x,} oldugundan y=> Ax, olacak sekilde 2, >0, > 4 =1
i=1

i=1 j=

n n
vardir. x, =min{x,x,,..,x,} olmak iizere y=> Ax =x, +> A (xl. - X, ) yazilir.

i=l1 i=l1

Boylece y>x, olup ye[xno,oo):LnJG(xl.) dir. Sonug olarak co{x,x,,...,x,}
inl

c LHJG(xI.) olup G KKM déniisiimiidiir.
i=1
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Gosterelim ki G, Fan doniisiimii degildir yani (|G(x)=@ dir. [|G(x)#D

xeR xeR

olsun. Bu durumda en az bir ye()G(x)=[maxx,») olup max x < y < oo dir
xelR e

max x = o0 oldugundan max x = o0 < y <o olacak sekilde boyle bir y yoktur. Bu da

bir ¢eliskidir. Sonug olarak ﬂ G(x) = dr.

xeR

5.2.8. Teorem (Minimaks esitsizligi)

(E,D;F) kismi KKM prensibini saglayan soyut konveks wuzay olsun.

f:DxX >R, g:XxX >R genisletilmis reel degerli fonksiyonlar1 ve y € R

asagidaki kosullar1 saglasin.

1) Her bir ze D igin {yeX:f(z,y)S;/} kapali
2) Her bir y € E igin cor{zeD:f(z,y)>;/}c{xeX:g(x,x)>7/}
3) G(z)= {ye X:f(zy)< ;/} seklinde tanimlanan G: D — 2° doniisiimii

coercivity kosuluna sahiptir.
Bu durumda

i) VzeD igin f(z,y,)<y olacak sekilde y, € E vardur.

ii) Eger y =sup,_, g(x,x) ise inf sup f(x,y) <supg(x,x) vardur.
YEA zeD

xeX

fspat

G:D—oX doniisimini zeD igin G(z)={yeX:f(zy)<y| seklinde
tammlayalim. (1) den dolay1 G(z) kapahdir. (2) den dolayr G:D — 2" doniisiimii

KKM déniisiimiidiir. Bu durumda {G(z)}zeD sonlu arakesit dzelligine sahiptir. (3)
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den dolayr G:D — 2" Fan doniisiimiidiir ve (] _ G(z)#@ dir. Teorem 5.2.4. iin
tiim sartlar1 saglandigindan £ mﬂ{G(z): zE D} # & dir. Boylece tim z € D igin
Vo € G(z) olacak sekilde y, € £ vardr. G nin tammmindan dolay: tim ze D igin

f(z,v,) <7 olacak sekilde y, € £ vardir. m
5.3. Kompakt Uzaylardaki Kismi KKM Prensibinin Uygulamalan

(E,D;F) soyut konveks uzay1r eger E kompakt topolojik uzay ise kompakttir.
Sadelik i¢cin kismi KKM prensibini saglayan kompakt soyut konveks uzay1 (X ;F)
seklinde gosterelim [53].
X topolojik uzay olmak iizere f: X — R genisletilmis reel degerli fonksiyonu i¢in
> Her bir r€R i¢in eger {x eX :f(x) > r} acik ise f fonksiyonuna alttan
yar1 siirekli denir.
> Her bir 7R igin eger {x eX :f(x) < r} acik ise f fonksiyonuna iistten
yar1 siirekli denir.
(E ) D;F) soyut konveks uzay ve f:E — R fonksiyon olsun.
> Eger her bir reR i¢gin {x eX :f(x) > r} kiimesi I'—konveks ise [ ye
quasiconcave dentr.
> Eger her bir reR i¢in {x eX :f(x) < r} kiimesi I'—konveks ise [ ye
quasiconvex denir.
Kismi KKM prensibini saglayan (X ;F) kompakt soyut konveks uzay1 i¢in asagidaki

ifadeleri dikkate alalim.

XII. Minimaks esitsizligi

X = E =D 06zel durumunda Teorem 5.2.8 kompakttir.



XIII. Minimaks esitsizligi

yeR ve f,g: XxX — R fonksiyonlar

(13.1)Her x,ye X i¢in f(x,y)<g(x,y) ve g(x,x)<y
(13.2)Herbir xe X i¢in {yeX:f(x,y)>;/} kiimesi X i¢inde agik

(13.3 ) her bir y € X igin {x eX:g(x,y)> 7/} , X lizerinde I' — konveks
sartlarin1 saglayacak sekilde olsun. Bu durumda

(i)Her xe X igin f(x,y,)<y olacak sekilde y, € X vardur.

(ii) Eger y =sup,_, g(x,x) ise in)t;supf(x,y) <supg(x,x) du.
YEX xex xeX

XIV. Minimaks esitsizligi

f,g: XxX — R fonksiyonlar1

(14.1) Her bir (x,y)e X x X i¢in f(x,y)<g(x,y)
(14.2)Herbir xe X i¢cin f (x, ) , X TUzerinde alttan yar1 siireklidir.

(14.3)Herbir ye X i¢in g(-, y), E lizerinde quasiconcave dir.
sartlarini saglayacak sekilde olsun.Bu durumda

min supf(x,y) < supg(x,x)

VX sex xeX

vardir.

102
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XV. Degisim Esitsizligi

p.q: XxX >R ve h: X — R fonksiyonlar1

(15.1) Her bir (x,y)e X xX i¢in p(x,y)<gq(x,y) veher xe X i¢in ¢(x,x)<0
(15.2) Her bir xe X i¢in p(x,")+h(-), X izerinde alttan yar: siirekli

(15.3) Her bir y € X i¢in ¢(-,y)—h(-), X iizerinde quasiconcave dur.

sartlarn1  saglayacak  sekilde olsun. Bu durumda her xeX  i¢in
p(x,3,)+h(y,)<h(x) olacak sekilde y, € X vardur.
XVI. Degisim esitsizligi

f,g: XxX —>R fonksiyonlar1

(16.1)Her x,ye X i¢in f(x,y)<g(x,y)
(16.2) Her bir x € X igin {yeX: f(x,y)<f(y,y)}kﬁmesi acik

(16.3) Her bir y € X i¢in {x eX:g(xy)< g(y,y)} kiimesiI” — convex
sartlarin1 sagliyorsa

i) Her xe X i¢in f(x,¥,)= f(¥,.¥,) olacak sekilde y, € X vardur.

ii) supinf / (x, y)Zirel)f(' f(x,x) esitsizligi vardr.

yeX X€

XVII. Degisim esitsizligi

f,g: XxX —>R fonksiyonlar1

(17.1) A:{(x,x):xeX} iizerinde /' <g ve (XxX)—-A iizerinde g < f
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(17.2)Herbir ye X icinx — f (x, y) , X Uzerinde alttan yar1 siirekli

(17.3) Her bir xe X i¢iny— g(y,y)—g(x,»), X iizerinde quasiconcave

sartlarm sagliyorsa her xe X i¢in f(,,1,)< f(x.,) olacak sekilde y, X

vardir.

Simdi bu Ozelliklerin birbirlerine karsilikli denk olduklarmi asagidaki teoremle

inceleyelim.

5.3.1. Teorem 5

Kismi KKM prensibini saglayan (X ;F) kompakt soyut konveks uzay1 i¢in (XII)-

(XVII) ifadeleri saglanir [53].

fspat
(XH) = (XIH) :

(13.1) ve (13.3), Teorem 5.2.8. in (2) kosulunu saglar. Bu durumda (XH) den dolay1
(XIIT)—(i) kosulu saglamr. Gergekten X =E=D durumunda V xeX igin
f(xy,)<y olacak sekilde y, e X vardir. Eger y =sup _, g(x,x)=+0 ise (ii)
esitsizligi otomatik olarak saglamir. Eger y =sup _, g(x,x)<+c0 ise (XI/) den

dolay1 esitsizlik saglanir.
(XIIT) = (XIV):

(14.2) de her bir xe X i¢in f (x,-), X izerinde alttan yar1 siirekli oldugundan X
kompakt uzay: tizerinde sup _, f (x, y) de alttan yar1 siireklidir ve bir minimuma

sahiptir. (ii) den dolay1 minsup f (x,y)<supg(x,x) esitsizligi vardur.
YeX yeX xeX
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(X1V)=(XV):

(x,y)e XxY igin f(x,2)=p(x.y)+h(¥)=h(x), g(x.3)=q(x.¥)+h(y)—h(x)
seklinde tanimlayalim. (15.1) de (x,y)eXxY i¢in p(x,y)<g(x,y) olup
f(x.y)<g(x,y) dir bdylece (14.1) saglanir. (15.2) den her bir xeX igin
p(x,-)+h(-), X iizerinde alttan yar: siirekli oldugundan f(x,), X alttan yari
siireklidir ( f nin tammindan). (15.3) den her bir ye X ic¢in ¢(~y)-h(-), X
iizerinde quasiconcave oldugundan g(-,y), X iizerinde quasiconcave dir (g nin
tanimundan). (15.1) den her xe X igin g(x,x)=¢(x,x)<0 di. (X7V) iin tim

sartlar1 saglandigindan minsup f (x,y)<supg(x,x)=0 vardir. Bu durumda en
YEA xeX xeX

azindan bir y, € X vardr dyle ki p(x,y,)+h(y,)—h(x)<0 dir. Sonug olarak

p(x,3,)+h(y,)<h(x) olacak sekilde y, € X vardur.
(XIIT) = (XVI):

(X1r) de y=0, f(x,y) yerine f(y,y)-f(xy) ve g(x,y) yerine
g(».y)—g(x,y) alahm. Bu durumda (16.1)~(16.3) sartlar1 saglanir. (X7//) den

dolay1 her xe X i¢in f(x,y,)<7 olacak sekilde y, e X vardr. f(x,y) yerine

f(y.y)-f(x,y) aldigimzda her xe X igin f(y,,,)< f(x,y,) olacak sekilde

Y, € X vardr.

(XVI)= (XVII):

p.q:XxX >R fonksiyonlarmi swasiyla  p(x,y)=f(y,y)-f(x,y) ve

q(x,y)=g(».y)-g(x,») seklinde tammlayalim.
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1) (17.1) den x,yeX i¢in f(y,y)<g(y,y) ve g(x,y)<f(x,y) olup

p(x,y)<q(x,y) dirve g(x,x)=g(x,x)—g(x,x)=0 dur.

2) (17.2) de her bir ye X i¢in x+— f (x, y) alttan yar1 stirekli oldugundan her

reR igin {x,yeX: f(x,y)>r} agiktir. 7= f(y,y) alnirsa her bir x e X

eX:p(ey)<p(ry)f={yeX:f (r.y)=f(or)<f(r2)= 1 (»)}
(e X/ (ry)-/ (%) <0}
={yeX:f(ry)<f(xp)}

agiktir.

3) (17.3) de her bir xe X i¢in y— g(y,»)—g(x,) quasiconcave oldugundan

her reR igin {x,y eX:g(x,y)> r} , I'—convexdir. r=g(y,y) almrsa her bir

ye X i¢in

{xeX:q(x,y)Sq(y,y)}:{xeX:g(y,y)—g(X,J’)<g(y,y)_g(ysy)}
={xeX:g(y.y)-g(xy)<0}
:{xeX:g(y,y)<g(x’y)}

I' — convex dir.

p ve g fonksiyonlar: (X¥7) nin tiim sartlarim sagladigindan ( f, g) yerine (p,q)

almirsa her x e X igin p(x,y,)= p(,.¥,) olacak sekilde y, € X vardur.
P(x,30) = P(¥0:30) = £ (5.30) =/ (- 30) = f (305 30) = S (o5 20)
>0

= f(x520)= /(6> 70)
= f(%30)2 [ (¥0:7)

olur ki bu da ispat1 tamamlar.m
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5.4. Carpim Uzaylan Uzerindeki Kismi KKM Prensibinin Uygulamalar

Bu bolimde kismi KKM prensibini saglayan kartezyen ¢arpimlar (soyut konveks
uzaylarm) ile ilgilenecegiz. Sadelik i¢in tiim uzaylar1 kompakt kabul edecegiz. Tabii
ki bu bolimdeki tiim sonuclar ilgili KKM doniisiimleri i¢in varsayilan coercivity

kosulu ile nonkompaktlik durumuna da genellestirebilir.

(X:I')) ve (Y;I',) soyut konveks uzaylar olsun.

Bunlarin kartezyen carpimin1 4 <X xY > icin

[y (4) =T, (7, (4))xT, (7,(4))

seklinde tanimlayalim. Burada 7, : X xY - X ve x,: XxY — Y projeksiyonlardir

[53].

XVIII. Temel Minimaks teoremi

(E;T)=(XxY;T,,,) carpim soyut konveks uzay,f,s,;,g:XxY >R dort
fonksiyon u = inf sup f(x,y) ve v =supinf g(x,y) olsun.
Vel rex xex V€Y

Varsayalim ki

(18.1) Her bir (x,y)e X xY igin f(x,y)<s(x,y)<t(x,y)<g(x»)
(18.2) yeY ve r<u igin {xeX:s(x,y)>r}, I', —convex, xe X ve r>v i¢in

{ye Y: t(x,y)<r}, [, —convex

m

(18.3) Her bir >v igin Y = JInt{y €Y : f(x,,y)>r} olacak sekilde {x,}" <X
i=l1
sonlu kiimesi vardir.
(18.4) Her bir r< p i¢in X = Olnt{x eX: g(x,yj)< r} olacak sekilde {yl.}';zl cY

J=1

sonlu kiimesi vardir.
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sartlar1 saglansin. Eger (E ;F) kismi KKM prensibini sagliyorsa

inf sup / (x, ) < supinf g (x, »)

Vel yex xeX V€
esitsizligi vardir.

XIX. Genellestirilmis Von Neumann - Sion Minimaks Teoremi

(X:I'y) ve (Y;I',) soyut konveks uzaylar, (E£;I")=(X xY;I", ) ¢arpim soyut

konveks uzay olsun. f,s,z,g: X xY — R fonksiyonlar1

(19.1) Her bir (x,y)e X xY i¢in f(x,y)<s(x,y)<t(x,y)<g(x,»)

(19.2) Her bir xe X igin Y iizerinde f(x,-) alttan yar1 siirekli ve #(x,-)
quasiconvex

(19.3) Her bir y €Y igin X iizerinde s(-, ) quasiconcave ve g(-,y) iistten yar

surekli

sartlarin1 saglasin. Eger (E ;F) kismi KKM prensibini sagliyorsa

min supf(x,y) < maxinf g(x,y)

yeY xeX xeX yeY
esitsizligi vardir.

XX. Von Neumann - Sion Minimaks Teoremi

(X:I'y) ve (¥;T,) soyut konveks uzaylar, (£;I')=(XxY;T', ) ¢arpim soyut

konveks uzay olsun.

f,g:XxY —>R fonksiyonlar1
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(20.1) Her bir (x,y)e X xY igin f(x,y)<g(x,y)
(20.2) Her bir xe X igin Y iizerinde f(x,-) alttan yar1 siirekli ve g(x,-)

quasiconvex
(20.3) Her bir y €Y igin X iizerinde f (-, ) quasiconcave ve g (-, ) iistten yar1

surekli

sartlarini saglasin. Eger (E ;F) kismi KKM prensibini sagliyorsa

min supf(x,y) < maxinf g(x,y)

yeY xeX xeX yeY
esitsizligi vardir.

{(X l.,Dl.;l"l.)},EI soyut konveks uzaylarm ailesi olsun. £ =[] _ X, carpim topolojisi
ile donatilsin ve D = l_LEI D, olsun. Her bir i 1 i¢in 7, : D — D, projeksiyon olsun.

Her bir 4 € <D> icin F(A) =1 1.1 (7[1. (A)) seklinde tanimlayalim.

5.4.1. Lemma

(1) (£,D;T") soyut konveks uzay
(2)Eger {(X i’Di;ri)}iel G-konveks uzaylarin ailesi ise (E ,D;F) G-konveks
uzaydir.

(3)Eger {(X i;ri)}iel G-konveks uzaylarin ailesi ise I —convex altkiimelerin

carpimi, ¢arpim G- konveks uzayn i¢inde I' —convex dir.

Sadelik i¢in bundan sonra kompakt soyut konveks uzaylarin sonlu ailesinin ¢arpim

uzaywm dikkate alalim.
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XXI. Ortak Sabit Nokta Teoremi

{(Xl.;l"l.)}id; (E;F):(Hid)(i;l“) kismi KKM prensibini saglayacak sekilde
kompakt soyut konveks uzaylarm sonlu ailesi ve her bir iel i¢in 7,:E — X,
¢ —doniigiimii olsun. Bu durumda xeT(x)=]]_7(x) olacak sekilde xeX

noktasi vardir. Yani her bir i €1 igin x, =7, (x) e 7,(x) dur.

E :l_LEI X, kiimelerin kartezyen ¢arpimi, X'=[] X ve m:iE->X,

i#]

i

n':E— X' projeksiyonlar olsun. Burada x,ye X i¢in 7,(x)=x,, z'(x)=x" ve
[yl.,xi] = (x],...,xl._],yl.,xl.H,...,xn) drr.

XXI1I. Von Neumann - Fan Arakesit Teoremi

{(X i;ri)}iel ; (E;T)= (I_LEI Xl.;l“) kismi KKM prensibini saglayacak sekilde

kompakt soyut konveks uzaylarm sonlu ailesi, her bir i €1 i¢in 4, ve B,

(22.1) Her bir x' € X' igin @ # co, B, (x') = 4 (x')

(22.2)Her bir y, € X, i¢in B (y,), X' i¢inde agik
sartlarin1 saglayacak sekilde £ nin altkiimeleri olsun. Bu durumda ﬂid A #O dr.

XXI1II. Fan Tipi Analitik Alternatif

{(Xl.;l"l.)},d; (E;F):(Hid)(i;l“) kismi KKM prensibini saglayacak sekilde
kompakt soyut konveks uzaylarm sonlu ailesi; her bir i€l igin

f.g E=X"xX, >R reel fonksiyonlari
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(23.1)Herbir xe X i¢in f,(x)<g,(x)
(23.2) Her bir x' € X' igin x, — g, [xi ,xl.], X, lizerinde quasiconcave

(23.3) Her bir x, € X, i¢in x' — f, [xi ,xl.], X' lizerinde alttan yar1 siirekli
sartlarini saglasin. {tl.}id reel sayilarin ailesi olsun. Bu durumda

a) Her y, € X, i¢in f [xi,yi] <t, olacak sekilde x' € X' ve i el vardur.
veya

b) Her i el igin g, (x)> 1, olacak sekilde x € E vardr.

XX1V. Genellestirilmis Nash — Fan Tipi Equilibrium Teoremi

{(Xl.;l"l.)}id; (E;F):(Hid)(i;l“) kismi KKM prensibini saglayacak sekilde
kompakt soyut konveks uzaylarm sonlu ailesi; her bir i€l igin

f.g E=X"xX, >R reel fonksiyonlari

(24.0) Her bir xe E i¢in f,(x)<g (x)

(24.1) Her bir x' € X' i¢gin x, — g, [xi,x.], X, lizerinde quasiconcave

1
1

(24.2) Her bir x' € X' i¢in x, — f, [xi ,x.] , X, lizerinde istten yar1 siirekli

1

(24.3) Her bir x, € X, i¢in x' — f, [xi ,x.], X' lizerinde alttan yar1 siirekli

sartlarini saglasm. Bu durumda her i e igin g, (%)= max f; [fci, yl} olacak sekilde
Vi€

x e X vardrr.
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XXV. Genellestirilmis Nash — Fan Tipi Equilibrium Teoremi

{(Xl.;l"l. )}id ; (E;T) = (Hie[ Xl.;l“) kismi KKM prensibini saglayacak sekilde

kompakt soyut konveks uzaylarm sonlu ailesi, her bir i eI i¢in f,:E — R reel

fonksiyonu

(25.1) Her bir x' € X' igin x, — f; [xi ,x.], X, lizerinde quasiconcave

1

(25.2) Her bir x' € X' i¢in x, — f [xi ,x.] , X, lizerinde istten yar1 siirekli

1

(25.3) Her bir x, € X, i¢in x' — f, [xi ,x.], X' lizerinde alttan yar1 siirekli

1

sartlarini saglasm. Bu durumda her iel i¢in f, (%)= max f; [fci, yl} olacak sekilde
Yi€A&;

x e X vardrr.

XXVI. Von Neumann — Sion Minimaks Teoremi

(X:I') ve (¥;T") kompakt soyut konveks uzaylar olsun. f: X xY — R U {40} reel

fonksiyonu

(26.1)Herbir xe X icin f (x, -), Y lizerinde alttan yar1 siirekli ve quasiconvex

(26.2)Herbir yeY i¢cin f (-, y) , X Tlzerinde iistten yar1 siirekli ve quasiconcave
sartlarin1 saglasin. Eger (E ;F) kismi KKM prensibini sagliyorsa

) f, (xo, yo) € X xY eyer (semer) noktasina sahiptir.

i i = minma esitligi vardur.
1) maxmin f (.y) = minmax f(x.) esitligi

Simdi bu Ozelliklerin birbirlerine karsilikli denk olduklarmi asagidaki teoremle

inceleyelim.
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5.4.2. Teorem

Kismi KKM prensibini saglayan (X ;F) kompakt soyut konveks uzayi i¢in (XVII)-

(XXVI) ifadeleri saglanir [53].

fspat
(V)= (Xxvir):

Varsayalim ki v =supinf g (x,y)<c<infsup f(x,y)=u olacak sekilde ceR

xeX V€ Ve yex

vardir. (E,D:F):(XXY,{(xl.,yj) }Tm) soyut konveks uzay olmak {izere

ij
(xl.,yj) eD ve (x,y) eE i¢in S:E—2”, T:E—2" doniisiimlerini sirasiyla

asagidaki gibi tanimlayalim.

g (xi,yj)zlnt{xeX: g(x,yj)<c}xlnt{yeY:f(xl.,y)>c}

T(x,y)z{)?eX: S(f,y)>c}x{)7€Y:t(x,)7)<c}

T(x,y)#@ ve (18.2) den T(x,y), [ - konveks tir. (18.3) ve (18.4) den dolay1 E,
S™(x,,,) nin agik kiimeleri tarafindan ortiilir.

S(wy) (3 ):g(xy ) <o /() > e {(m.7):5(%.0) <e £ (x7) > | < T(x.y)
olur ki bu durumda (x,y)e £ igin co.S(x,y)c T (x,y) dir. (V') nin tim sartlari
saglandigindan dolay1 (x,,7,)€ T (x,.¥,) olacak sekilde (x,,7,)€ X xY vard. T

doniisiimiiniin tanmimlamsindan ve (XVIII, 18.1) den ¢ <s(x,,¥,)<7(x,,¥,)<cdr,

Bu ise bir celigkidir.
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(XVII) = (XLX):

y—sup f (x, y), Y tizerinde alttan yar1 siireklidir ve Teorem 3.1.2.5 den dolay1

xeX

minimuma sahiptir. x — inf g(x,y), X iizerinde Gstten yar1 siireklidir ve Teorem
ye

3.1.2.5 den dolay1 maksimuma sahiptir. (18.2) geregince s,/ fonksiyonlar1

quasikonkavdrr. (XVIII) in tiim sartlar1 saglandigindan mf sup f'(x, )

xeX

<supinf g(x,y) esitsizligi vardir. Sonug olarak minsup f(x, ) <max1nf g(x )

xex Ye¥ el sex

esitsizligi elde edilir.
(XIX) = (XX):

(XIX)da =g ve f =s alinirsa istenilen sonug elde edilir.

(V)= (XXI):

S.:E—2% doniisiimleri T, ¢— déniisiimiine uygun birlesim doniisiimleri olsun.
S,T:E—2" doniisimlerini xeX i¢in sirasiyla S(x) = HSI. (x) ve
iel
=[]7 (x) seklinde tamimlayalim. Gosterelim ki 7', S birlesim doniigiimii ile
iel
bir ¢ — donligiimiidiir.

iel igin xeS‘( )<:>yeS HS <:>y eS( )<:>xeSl."(yl.)d1r. I sonlu

iel

ve T, ¢ — doniisiimii oldugundan S, ( y,) ler agik olup;

1) yelX igin S ﬂS aciktir.

M e <S(x)> =, (M) € <Sl. (x)> =T, (771. (M)) cT, (x) olup boylece 1;[1“1. (7[1. (M))

=TI, <[]7%(x) ) dir. Bundan dolay1 x € X i¢in

iel
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i) M e(S(x)) iken I, =T (x) dir.

Boylece 7T bir ¢—doniisimiidir. xeX olsun. S,:E—2% doniisiimleri

T, ¢ —donisimine uygun birlesim  doniisiimleri  oldugundan ie/ igin

xeSl."(yi,j):yl.,j €S (x) =>ye]]S(x) =xeS (y) olacak sekilde ;= j(i)

iel

vardir. Burada y = ( Yiiys Yo j2)r-es yn’j(n)) dir. X kompakt oldugundan

1ii) EZUS_(Z) olacak sekilde bazi Me<S(x)> vardir. (E;F) kismi KKM

zeM

prensibini sagladigindan (V’) geregince 7, ¢ — doniisimil sabit noktaya sahiptir.
(XXT) = (XXII):

xeX igin S,(x)=8(x") ve T,(x)=4,(x") seklinde tammlanan S,7,: X —2%

cogul doniistimleri (XXI)’e uygulayalim. i € / i¢in

i) xek ic¢in @#co.S,(x)cT(x)

ii) y, eX, igin xeSl."(yl.)<:>yl.eSl.(x):Bi(xi)@[xi,yl.]eBiCXixXl.:E.

Bundan  dolay1 Sl.'(yl.):{x:[xi,xl.]:xieBl.(yl.),xl.eXl.}:Bl.(yl.)xXl. dir.
E=X'xX, i¢inde S, (y,) acik ve T, ¢—donisimiidiir. Bu durumda (XXI) den
iel i¢in X el (%)=4 ()%1) olacak  sekildle *eX  vardir yani

i=|#.% |e4 =2 dr.

iel
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(XXIT) = (XXIII ) :

Varsayalim ki (a) dogru olmasim yani her ie/ ve her x' € X' i¢in 7, [xi,xl.] >,

olacak sekilde x,€X, vardr. Her iel igin A4 ={xeE:g(x)>t} ve

B ={xeE: f,(x)>t} olsun.

(23.4) Her x' € X' igin @# B, (x') = 4 (x')
(23.5) Her x' € X' igin Al.(xi) , T, —konveks

(23.6) Her y, € X, i¢in B,(y,), X' iginde agiktir.

1

Bu durumda (XXII) nin tiim sartlar1 saglandigindan x e ﬂAl. vardrr yani g, (x) >t

iel

olacak sekilde x € £ vardir bu ise (b) ye denktir.
(XXIT)= (XXIV):

X, kompakt oldugundan (24.2) den her £>0, iel ve her x'eX' igin
t, = Iyng(x f; [xi, yl} — ¢ cardrr. Bu durumda (a) saglanmaz. (XXIII) den her i e I icin
g (%)>1,= max f [fci , yl}— ¢ olacak sekilde %€ E vardir. £ >0 keyfi oldugundan
istenilen sonug elde edilir.

(XX1V) = (XXV):

(XXIV) de f; = g, alinirsa sonug elde edilir.
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(XXV) = (XXVI):

fi(xy)==f(xy) ve f,(x,y)=f(x,») olsun. Bu durumda (XXV) in tiim sartlar1

saglanir. (XX) den dolay1

fl(xo’yo) :Hyléayxf] (xo’y) ve fz(xo’yo) znggcxfz(x,yo) (5.1)

olacak sekilde (x,,y,)€ X xY vardir. Bu durumda her yeY ve xe X igin

strasiyla

_f(xoayo):fl(xo’yo)zfl(xo’y):_f(xo’Y)a
f(xoayo):fz(xoayo)zfl(x’yo):f(xayo)

esitsizlikleri vardir. Her (x,y)e X xY i¢in f(x,))< f(x0.3,)< f(x,,») olup

max F (5 20) < f(%05) < 11151;1 1 (x,,¥) esitsizligi elde edilir. Boylece

min max f'(x,y, ) < f(%,, ¥, ) < max min £ (x,, ) (5.2)

yeX xeX xeX yeX

vardir. Diger taraftan Es 5.1 den dolayr min f (x,y)< max f (x,) dir. Sonug olarak
ye xe

max min f'(x, y) <minmax f(x,) (5.3)

xeX yeX yeX xeX

elde edilir. Es 5.2 ve 5.3 den dolayr maxmin /(x,y)=minmax f (x,y) vardir. Bu

xeX yeX yeX xeX

da ispat1 tamamlar.m
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6. NORMLU UZAYLARDA KKM DONUSUMUNUN BAZI UYGULAMARI

6.1. Tanim

Eger F: X x X — X doniisiimii i¢cin
F(x,y)=x, F(y,x)=y
oluyorsa (x,y)e X x X ikilisine F doniisiimiiniin ¢ift sabit noktasi denir [50].

6.2. Tanim

Eger F: XxX —> X ve g: X — X dOniisiimleri i¢in

F(x,y)=g(x), F(y.x)=g(»)

oluyorsa (x,y)e X xX ikilisine F ve g doniisiimlerinin ¢ift ¢cakisik noktasi denir

[50].

6.3. Tanim

X normlu uzay K, X in bostan farkli konveks altkiimesi ve g:K — X bir
doniisiim olsun. Eger her re X ve r>0 igin {u eK:Hg(u)—tH<r} kiimesi

konveks ise g doniisiimiine hemen hemen quasi konveks dontisiim denir [50].

Eger g:K — X doniisiimii hemen hemen quasi konveks ise her x,x, e K, ye X

g (x2 ) - y”} dir.

ve 0<A<1 icin Hg(ix, +(1—l)x2)usmax{”g(xl)—y

2
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6.4. Tanim

X normluuzay K ve C, X in bostan farkli konveks altkiimeleri ve g: K — X bir

doniisiim olsun. Eger her x,x, € K, yeC ve 0<A<1 i¢in

Hg(lx, +(1—i)x2)HSmax{”g(xl)—y g(xz)—yu}

2

ise g doniisiimiine C ye gore hemen hemen quasi konveks doniisiim denir.
F:KxK — X doniisimii i¢in F(KxK) ile {F(x,y): (x,y)e KXK} kiimesini

gosterecegiz.

6.5. Lemma

K, X topolojik vektdr uzaymin bostan farkl bir alt kiimesi ve H : K — 2% kapali

degerli KKM déniisiimii olsun. Eger en az bir xe X i¢in H(x) kompakt ise
ﬂ H (x) # O dur.

xek

6.6. Teorem

X normluuzay K, X in bostan farkli kompakt konveks altkiimesi, F: K xK — X
sirekli donlisim ve g: K > X, F (K x K ) ya gore siirekli hemen hemen quasi

konveks bir doniisiim olsun. Bu durumda

Hg(xo)_F(xovyo)u+Hg(yo)_F(yo’xo)“: inf {‘g(x)—F(xo,yo)u+Hg(y)—F(y0,x0)“}

(x,y)eKexK

olacak sekilde (x,,y,) € K xK vardir [50].
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fspat

Her bir (z,t) e K xK igin

)

seklinde H:KxK —2%* doniisiimiinii tanimlayallm. A m tanimlanisindan

H(z,t) ={(x,y) eKxK: ”g(x) —F(x,y)” +Hg(y) —F(y,x) ‘ S”g(z) —F(x,y)”Jr”g(t) —F(y,x)

(z,t)e H(z,t) olup tim (z,t)e KxK i¢in H(zt) bostan farkhdir. F ve g
doniisiimleri siirekli oldugundan her bir (z,#)e KxK i¢in H(z,t) kapahdir. K

kompakt ve kompakt bir kiimenin kapali her alt kiimesi de kompakt oldugundan her

bir (z,¢) € KxK i¢in H(z,t) kompakitir.

o Gosterelim ki A KKM doniisiimiidiir.

Varsayalm ki (i, j)e IxJ ve (zl.,tj) e KxK igin

(zot)e U H(zt)) (6.1)
(1.1) oKk

olacak sekilde

(z0ts) € (201, ): (i) € K x K} (6.2)

vardr.  Burada  I/xJ, NxN  nin  sonlu  alt  kiimesidir.

(z9s1y) € {(zl.,tj): (i,/)e KXK} oldugundan dolay1

(zoto)= 2, A(zot,) ve X A=

(i,j)eKxK (i,j)ekxK

olacak sekilde A, >0 ve (i, j)e/xJ vardur.
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Eger

}“izzj‘ij’ =2

jeJ iel

olarak alinirsa
iel i
ve

zO:Z[:lizi, tOZZJ:ujtj
ie Jje

dr. g¢: K-> X, F (K x K ) ya gore strekli hemen hemen quasi konveks bir

doniisiim oldugundan

Hg(zo)—F(zo,to)HSn;gx”g(zl.)—F(zo,to)H

l ()= F (1.2, )] < max g (1, )7 (1.2,

Je(z0)~F (ot |+l 1)~ F (12| < e (=)~ F(z)| s () -F (12, )]} ©3)

dir. Ayni zamanda (z,,7,) ¢ H (Zi’tj) oldugundan tiim (i, j) € I xJ ler igin

(i,j)eKxK

l2(20) = F (20t )| +]g (8) = F (10,20 > |2 (2:) = F (20t )|+ (1)) - F (10,2
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dir. Bu ise Es 6.3 ile ¢elisir. Yani H KKM doniisiimiidiir. Lemmadan 6.5. dolay1
tim (x,y)e KxK igin (x,,y,)e H(x,y) olacak sekilde (x,,y,)eKxK vardir,

Sonug olarak H nm tanimlanigindan dolay1 tiim (x, y) e KxK i¢cin
Hg(xo)_F(xoayo)H"'Hg(yo)_F(yo’xo)u < Hg(x)_F(XO’YO)H"'Hg(y)_F(yo’xo)u
dir. Bu da ispat1 tamamlar.m

6.7. Teorem

X normluuzay K, X in bostan farkli kompakt konveks altkiimesi, F: K xK — X
sirekli déniisim ve g:K - X, F(KxK)c g(K) olacak sekilde F(KxK) ya
gore siirekli hemen hemen quasi konveks bir doniisiim olsun. Bu durumda F ve g

cift cakisik noktaya sahiptir [50].
fspat

Teorem 6.6 nin tiim sartlar1 saglandigindan

Hg(xo)_F(xo’yo)“+“g(yo)_F(yo’xo)u: inf {‘g(x)_F(xo’yo)u"'ug(y)_F(yo’xo)u}

(x,y)eKexK

olacak sekilde (x,,y,) € KxK vardir. F(KxK)c g(K) oldugundan dolay: ise

inf {H F (%% H Hg F(yo,xo)u}z

x y EKEXK

ve bundan dolay1

o (x0) =7 (xoo3u )+l () = F (3o, =0
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dir. Sonug olarak F (x,,y,)=g(%,), F(¥y.%)=g(»,) olup ispat tamamlanir.m

6.8. Teorem

X normlu uzay K, X in bostan farkli kompakt konveks altkiimesi ve
F:KxK — X siirekli doniisiim olsun. Bu durumda F c¢ift sabit noktaya sahiptir
[50].

fspat

g (x) = x alinir ve Teorem 6.7 ye uygulanirsa istenilen elde edilir.

6.9. Lemma

X normlu uzay K, X in bostan farkli kompakt konveks altkiimesi ve

F:KxK — X siirekli doniisiim olsun. Bu durumda tiim (x, y) e KxK igin

0<Hx0 —F(xo,yo)H+Hyo —F(yo,xo)HSHx—F(xo,yo)H+Hy—F(yo,xo)H ............ (6.4)

olacak sekilde (x,,y,)€ (0K xK UK xdK ) vardir veya F gift sabit noktaya sahiptir
[50].

fspat

Varsayalim ki F ¢ift sabit noktaya sahip olmasm. Teorem 6.6 dan Es 6.4 i
saglayacak sekilde (x,7,) € KxK vardir. Gosterelim ki
(x),7,)€(0KxKUKx0K) dwr. Es 64 den dolayt F(x,,y,)¢K veya

F(y.%,) ¢ K du.
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e F(x,,y,)2¢K olmasi durumunda gosterelim ki x,e0K dir Varsayahm ki
x, € K olsun.

Bu durumda x = Ax, +(1-2) F(x,,¥,) € K olacak sekilde 4 €(0,1) vardur.

x =A% +(1=2)F (%0, 3, ) =>x = F (xy, ) = Ax, — AF (X, ¥,)
:x—F(xO,yo)zi(xo —F(xo,yo))
:>Hx—F(x0,y0)H=leo _F(xo’yo)H

olup

inf
xekK

X= F xo’yo H<luxo xoayo)H<on _F(xoayo)u
dir. Bu ise Es 6.4 ile celisir.

o F ( yo,xo)gK olmas1 durumunda gosterelim ki y, e 0K dir Varsayalim ki
¥, € K° olsun.

Bu durumda y = Ay, +(1-2)F(y,,x,) € K olacak sekilde A €(0,1) vardur.

y:lyo+(1—1)F(y0,x0)Sy—F(yo,xO)Zﬂ,yo—lF(yO,xo)
jy_F(yo’xo):j‘(yo_F(yO’XO))
:>Hy_F(yo’xo)H:j~Hyo_F(yo’xo)H

olup

inf
yek

Y- F yo,xo H<3~Hyo yo’xo)H<Hyo_F(yosx0)H

dir. Bu ise Es 6.4 ile gelisir. Sonug olarak (x,,y,)€(0KxK UK x0K) dir.m
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