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ÖZET 

Bu tezde periyodik sınır değer şartlarıyla verilmi ş zayıf sönümlü Korteweg-de 

Vries denkleminin zamandan bağımsız çözümlerinin varlık ve tekliği 

incelenmiştir. Zayıf sönümlü  Korteweg-de Vries denklemlerinin her 

çözümünün t → ∞  için zamandan bağımsız çözüme yakınsadığı gösterilmiştir 

Bunun yanında, lineer olmayan dalga denklemlerinin yerel olmayan çekicisinin 

varlığı üzerine çalışılmıştır. Birinci bölümde , ele alınan periyodik sınır değer 

problemi tanımlanmış ve bu alanda yapılmış çalışmalar belirtilmi ştir. İkinci 

bölümde, temel kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde, problemin çözümünün 

varlık ve tekliği incelenmiştir. Dördüncü bölümde, bu problemin yutan kümeye 

sahip olduğu ispatlanmış ve son bölümde, bu problem için yerel olmayan 

çekicilerin varlığı gösterilmiştir. Çalı şma, literatürde bilinen sonuçlar 

araştırılarak olu şturulmu ştur. 
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ABSTRACT 

In this thesis, the existence and uniqueness of steady state solution for the 

weakly damped forced  Korteweg-de Vries equation with a periodic boundary 

value problem is examined. The every solution of the weakly damped forced 

Korteweg-de Vries equation converges to the steady state solution as time 

t → ∞ . The existence of the global attractor of the nonlinear wave equation is 

studied. In this first chapter, the periodic boundary value problem is defined 

and some of the works on this subject are mentioned. In the second, basic terms 

are given. In the third, existence and uniqueness of the solution of the problem 

are shown. In the fourth, it is proved that the problem has an absorbing set and 

in the last chapter, existence of the global attractor of the problem is shown. The 

work is consist of the  common results in the litterateur. 
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1. GİRİŞ 

Bu tezde esas amaç, γ>0 ve β reel sabitler olmak üzere  

( )t xxx xu u u uu f xγ β+ + + =                                                                                    (1.1)                            

Korteweg-de Vries  denklemlerinin zamandan bağımsız çözümlerinin varlık ve 

tekliği gösterilerek, bu denklemin yerel olmayan çekicilerinin varlığını incelemektir. 

Eş. 1.1’in  kararlı durum çözümünü, yani: 

( )u u uu f xγ β′′′ ′+ + =                                                                                            (1.2) 

(0) (1)u u= , (0) (1)u u′ ′= , (0) (1)u u′′ ′′=                                                                 (1.3) 

lineer olmayan periyodik sınır değer problemini göz önüne alalım. [ ]0,1Ω =  olsun. 

Yukarıda: 

3( ) { ( , ) : 0,1,2H u C R jΩ = ∈ Ω =  için 
3

jd u

dx
 Ω  üzerinde mutlak sürekli ve 

3
2

3
( )}

d u
L

dx
∈ Ω

  

sup ( )
x

u u x
∞

∈Ω
=  , 

1
2 2( ( ) )u u x dx

Ω

= ∫   ve  

3( ) { ( ) :D L u H= ∈ Ω u, (0) (1)u u= , (0) (1)u u′ ′= , (0) (1)u u′′ ′′=  sağlar}  

L:D(L) 2 2( ) ( )C L⊂ Ω → Ω  lineer operatör olmak üzere  

( )u D L∈  için 
3

3

d u
Lu u

dx
γ= +  biçiminde tanımlanır. 

Eş 1.1 ile belirtilen denklem 75 yıl önce D.J.Korteweg ve G.de Vries tarafından bir 

kanaldaki geniş su dalgalarının yayılımını göstermek amacıyla ortaya çıkarılmıştır. 

Daha sonra bu denklem Lamb tarafından yetersiz tanımlarla hidrodinamikler 

üzerindeki muazzam bilimsel bir çalışma ile kopya edildi. Aynı denklem farklı fizik 
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sistemlerindeki dalgalar için bir temel model olarak kullanılmaya başlanıldı. Birçok 

fizikçi ve matematikçinin ilgisini çekti. Eş.1.1 denklemi ya da ona benzer 

denklemler, genel olarak Korteweg-de Vries denklemi olarak bilinmeye başladı. 

Lineer olmayan dağıtıcı ortamdaki yönü olmayan geniş dalgaların davranışı hakkında 

bilgi sahibi olmak için uygulandı [1]. 

Benjamin (1974) [2] , Jeffrey&Kakutani (1972) [3] , Miura (1974) [4] ve Scott, 

Chu&McLaughlin [5] in makalelerinde bu denklemin daha zenginleştirilmi ş şekli yer 

aldı. 

Sjöberg (1967) [6] tarafından Uppsala Üniversitesi Bilgisayar Bilim bölümünde KdV 

için titiz bir varlık teoremi başlatıldı. Sjöberg(1970) [7] periyodik veri için, 2L  de 

üçüncü mertebeden türevlere sahip KdV denkleminin çözümlerinin varlığını 

ispatladı. Aynı problem için Temam (1969) 2L  de bir yada ikinci mertebeden 

türevler ile periyodik başlangıç değerine karşılık gelen zayıf çözümlerin varlığını 

gösterdi [8]. 

Kametaka (1969) bu başlangıç değer probleminin çözümlerinin 2L  de üçüncü 

mertebeden daha küçük türevlere sahip olduğunu açıkladı [9]. 

Tsutsumi&Mukasa (1971) KdV konusunda uzmanlaşarak, 1m≥  olmak üzere 2L  de 

m. mertebeden türevlere karşılık gelen başlangıç verisi ile çözümlerin varlığını 

göstermiştir [10]. 

Tsutsumi&Mukasa&Iino (1970) bu başlangıç değer problemini göz önüne alarak 

genelleştirilmi ş bir KdV için sonuçlar ortaya koymuştur ve 1m≥  olmak üzere 2L  de 

m. mertebeden türevlere karşılık gelen başlangıç verisi ile çözümlerin varlığını 

göstermiştir [11]. 

Menikoff (1972) KdV nin sınırlı olmayan çözümlerinin varlığını ispatladı [12]. 

Bu çalışma ise literatürde varolan çalışmalar araştırılarak oluşturulmuştur. Lineer 

olmayan dalga denkleminin yapısal kararlılığı araştırılmıştır. Yani homojen olmayan  

zayıf sönümlü Korteweg-de Vries denkleminin varlık ve tekliği araştırılmış, bu 
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denklemin yutan kümesinin nasıl oluşturulduğu bulunmuştur. En son olarak da 

Eş.1.1 de verilen denklemin yerel olmayan çekicisinin varlığı üzerinde çalışılmıştır. 
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2. ÖNBİLGİLER VE TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Bazı Fonksiyon Uzayları 

2.1. Tanım 

Bir ( ), .V  bir normlu uzayı içinde alınan her Cauchy dizisi norma göre yakınsak ise 

bu normlu uzaya bir Banach uzayı denir [15]. 

2.2. Tanım 

1p ≥  gerçel sayı olmak üzere nℝ  üzerinde 

( )
n

p
u x dx< ∞∫

ℝ

,  nx∈ℝ  

koşulunu sağlayan, ölçülebilir u fonksiyonlarının sınıfına, ( )n
pL ℝ  uzayı denir. Bu 

uzay üzerindeki normu da  

( ) ( )
1

n
p

n

p
p

p L
u u u x dx

 
= =   

 
∫ℝ

ℝ

 

şeklinde tanımlanır [14]. 

2.3. Tanım 

m>0 tamsayı, 1 p≤ < ∞  olmak üzere kendisi ve m. mertebeye kadar tüm genelleşmiş 

türevleri  ( )n
pL ℝ  sınıfına ait olan fonksiyonlar uzayına ( ),m p nW ℝ  Sobolev Uzayı 

denir. Yani 

( ) ( ) ( ){ }, ,m p n n n
p pW u L m D u Lαα= ∈ ∀ ≤ ∈ℝ ℝ ℝ  

dır. Bu uzay üzerindeki norm ise ( ), , n n
p

m p L
m

u D uα

α ≤
= ∑ℝ ℝ

 şeklinde tanımlanır [13]. 
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2.2. Temel Tanımlar 

2.4. Tanım 

V Banach Uzayı { } 0
( )

t
S t

≥
, V üzerinde tanımlı operatörler ailesi olmak üzere  

aşağıdaki koşulları sağlasın, 

I. ( )0S = Ι  

II. ( ) ( ) ( )S t s S t S s+ = ⋅   ,t s +∀ ∈ℝ  

III. ( ) 0S t x ,  0x  ve t ye göre süreklidir. 

Bu durumda { } 0
( )

t
S t

≥
 ailesine sürekli yarıgrup denir [16]. 

2.5. Tanım 

Eğer A, H’nın sınırlı kümelerini çeken bir kompakt çeken ise, bu durumda A H⊂  

atraktörüne  { } 0
( )

t
S t

≥
 yarıgrubu için bir yerel olmayan çekici denir [16]. 

2.6. Tanım 

B, H nın bir altkümesi ve U, B yi içeren bir açık küme olsun. Eğer; belli bir zaman 

sonra, 0B U∀ ⊂  , ( 0B  sınırlı) olmak üzere ( )1 0t t B∀ ≥  için 0( )S t B B⊂  olacak 

şekilde ( )1 0t B∃  varsa B ye U da  yutan küme denir [16]. 

2.7. Tanım                                                                                                               

0ε >  için bir 0δ >  var öyle ki  
1

n

i i
i

x x δ
=

′− <∑  ile  ( ){ },i ix x′  ayrık aralıklarının  her 

sonlu toplamı için ( ) ( )
1

n

i i
i

f x f x ε
=

′ − <∑  oluyorsa, [a,b] üzerinde tanımlı reel değerli 

f fonksiyonuna [a,b] üzerinde mutlak sürekli fonksiyon denir [26]. 
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2.8. Tanım 

Bir X topolojik uzayının bir A alt uzayının kendisi kompakt olmadığı halde A  

kapanışı kompakt ise bu alt uzaya göreceli kompakt uzay denir [15]. 

2.3. Bazı kullanılan Teoremler, Lemmalar ve Sonuçlar 

2.1. Teorem (Peona-Varlık) 

g(t,u) fonksiyonu 0 0t t t a≤ ≤ + , u < ∞  bölgesinde sürekli ve sınırlı olsun. Bu 

durumda  

( ),u g t u′ =  

( )0 0u t u=  

başlangıç değer problemi, [ ]0 0,t t a+  aralık üzerinde tanımlı en az bir ( )u t  

çözümüne sahiptir. 

2.2. Teorem 

γ ∈ℝ  ve ( )k
perf H∈ Ω , 2k ≥  olsun. Bu durumda ( )0

k
peru H∈ Ω  için,  

t xxx xu u u uu fγ+ + + =       

 ( ) ( )0,0u x u x=      

denkleminin [ ],T T−  ye kısıtlanmış ( )u u t= çözümü tüm 0T∀ > için 

[ ] ( )( ), , k
perT T Hϕ − Ω  ya aittir. 

t xxx xu u u uu fγ+ + + =  

( ) ( )0,0u x u x=  
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denkleminin  t zamanındaki çözümü ( )u t  olduğunda tüm ( )0
k
peru H∈ Ω  için 

( )k
perH Ω  üzerindeki ( ) ( ){ }k

t
S t

∈ℝ
 grubunu ( ) ( ) ( )0

kS t u u t= , t∀ ∈ℝ  olarak 

tanımlayabiliriz. Herbir t ∈ℝ için, ( ) ( )kS t , ( )k
perH Ω  üzerinde zayıf ve güçlü 

süreklidir ve ( ),C R T , R ve T ye bağlı bir sabit olmak üzere : 

( ) ( ) ( )
0

0sup ,

u Rk

k

kt T
S t u C R T

≤
≤

≤  ,  , 0T R∀ >  

sağlanır [16]. 

2.3. Teorem 

H bir metrik uzay olsun ve S(t) sürekli yarı grubu verilsin. 1 0t >  için ( )1S t  kompakt 

olsun. Ayrıca bir U açık kümesi  ve B, U da yutan küme olmak üzere U nun bir 

sınırlı kümesinin B olduğunu kabul edelim. Bu durumda B nin w-limit kümesi  

A=w(B) , U nun sınırlı kümelerini çeken bir kompakt atraktördür [16]. 

2.1. Lemma 

H daki her sınırlı { }kx dizisi için kt → ∞  iken ( ){ }k k k
S t x  dizisi H da yerel kompakt 

olduğunda, { } 0
( )

t
S t

≥
 yarı grubu asimptotik kompakt olur [16]. 

2.2. Lemma 

Her sınırlı B kümesi için B ya bağlı bir 0t  mevcuttur öyle ki ( )
0t t S t B≥∪ ,  H da yerel 

kompakt olduğunda ( )S t  operatörleri büyük t ler için düzgün kompakttır [16]. 

2.4. Lemma 

Bir ( ), ,k k k
L fρ ρ γ=  sabiti ve 0R∀ >  için  ( ), , ,k k k

T T R L fγ=  mevcuttur öyle 

ki; 

( ) ( ) 0
k

k
k

S t u ρ≤ ,    kt T∀ ≥ ,   ( )0
k
peru H∀ ∈ Ω ,   0 k

u R≤ . 
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Buradan ( )k
perH Ω  nin orijin merkezli kρ  yarıçaplı kB  yuvarı , ( ) ( ){ }

0

k

t
S t

≥
 yarıgrubu 

için ( )k
perH Ω  de yutandır [16]. 

2.1. Sonuç 

2k ≥  için t ∈ℝ , γ ∈ℝ , ( )k
perf H∈ Ω  ve ( )0

k
peru H∈ Ω  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) 0
ku u t S t u= =  çözümü m=0, 1, 2…..için D x= ∂ ∂ , 

( ) ( ) ( )2 21 2( ) , ,...,m m m
m m mI u D u u D u u Du D u dxα ϕ− −

Ω

 = − +  ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )22 1 1 1( ) 2 1 2 1
m mm m m m

m m m t

d
I u D u D u D uD u u dx

dt
α α− − −

Ω

 = − − + −  ∫  

                ( ) ( )
2

2

0

1 , ,...,
m

j j mm
t

j j

D u Du D u u dx
y

ϕ−
−

=Ω

  ∂+ −   ∂   
∑∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 1 1 12 1 2 1
m mm m m m

m m mL u D u D u D uD uα α− − −= − − + −    

               + ( ) ( )
2

2

0

1 , ,...,
m

j j mm

j j

D u Du D u
y

ϕ−
−

=

 ∂−   ∂ 
∑   ve, 

( ) ( )m m t

d
I u L u u dx

dt Ω

= ∫  olmak üzere,                                                                        

( ) ( )( ) ( )( )2 2, ,m m mL L

d
I u u L u f L u

dt
γ+ = ,  enerji denklemini sağlar [16]. 

2.4. Kullanılan Eşitsizlikler 

2.1. Young Eşitsizliği 

, 1p q≤ , 
1 1

1
p q

+ =  olsun. Bu durumda  
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p p q

q

a b
ab

p q

ε
ε

≤ +     ( ), 0a b>  ( )0ε >  

olur  [15]. 

2.2. Cauchy-Schwarz Eşitsizliği 

,x y∈ℝ  olmak üzere 

( ),x y x y≤ . 

( ),⋅ ⋅ : ℝ üzerindeki iç çarpım ve ℝ  üzerindeki iç çarpımla tanımlanmış norm: 

( ) 1
2,x x x=  dir [15]. 

2.3. Bir Boyutlu Uzayda Agmon Eşitsizliği 

ℝ  deki kompakt destekli herhangi bir düzgün g fonksiyonu ile, 

( ) ( ) ( )
1 1
2 2

2 2 2
g x g d g dε ε ε ε

   
′≤    

   
∫ ∫
ℝ ℝ

, x∀ ∈ℝ  

olarak tanımlanır [16]. 

2.4. Gagliardo-Nirenberg Eşitsizliği 

j,m  0 j m≤ <  şartını sağlayan herhangi birer tamsayı ve 1 ,q r≤ < ∞  olsun ve 

p∈ℝ , 1
j

a
m

≤ ≤  öyle ki; 

( )1 1 1
1

j m
a a

p n r n q
 − = − + − 
 

, 

dır. Bu durumda herhangi bir ( ) ( ),m r n q nu W L∈ ∩ℝ ℝ  için  n, m, j, q, r, a  ya bağlı 

bir pozitif C sabiti vardır öyle ki; 

1a aj m

qp r
D u C D u u

−≤  eşitsizliğini sağlar. 
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Eğer 1 r< < ∞  ve 
n

m j
r

− −  negatif olmayan bir tamsayı ise bu durumda yukarıdaki 

eşitsizlik 1
j

a
m

≤ ≤  için sağlanır [16]. 

2.5. Wirtinger Eşitsizliği 

:f →ℝ ℝ , ℝ  üzerinde sürekli ve sürekli türevlere sahip periyodik bir fonksiyon 

olmak üzere 

2
2 2

2
0 0

a aa
f f

π
′≤∫ ∫  

olur. Burada 1f C∈ .Öyle ki ( ) ( )0 0f f a= =  dır [16]. 

2.6. Hölder Eşitsizliği 

1 ,p q≤ ≤ ∞ ,  
1 1

1
p q

+ =  olsun. Eğer ( )pu L∈ Ω , ( )qv L∈ Ω  ise, 

( ) ( )p qL L
uvdx u v

Ω Ω
Ω

≤∫  

olur [15]. 

2.7. Gronwall Lemması 

( )η ⋅ , [ ]0,T  aralığında sürekli, negatif olmayan bir fonksiyon, ( )tφ  ve ( )tψ , [ ]0,T  

aralığında integrallenebilen , negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )t t t tη φ η ψ′ ≤ +  

eşitsizliği geçerli ise, her 0 t T≤ ≤  için 

( )
( )

( ) ( )0

0

0

t

ts ds

t e s ds
φ

η η ψ
∫  

≤ + 
 

∫   olur [16]. 
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3. VARLIK VE TEKL İK  

Burada Eş.1.1 ile verilen denklemin çözümünün varlık ve tekliğini aşağıdaki 

teoremler yardımıyla göstereceğiz: 

3.1. Teorem 

2( )f L∈ Ω  olduğunu kabul edelim. Bu durumda Eş.1.2-Eş.1.3 sınır değer problemi 

en az bir çözüme sahiptir. 

İspat 

Eş.1.2-Eş.1.3 sınır değer probleminin en az bir çözümünün varlığını elde etmek için 

2.1.Teoremini kullanarak aşağıdaki denklemlerin mümkün olan çözümlerinin 

[0,1]λ ∈  deki bağımsız sabiti ile, 2( )C Ω da düzgün sınırlı olduğunu göstermek için 

yeterli olacaktır. 

( )u u uu f xγ λβ λ′′′ ′+ + =                                                                                       (3.1) 

( ) (1)u o u=  , (0) (1)u u′ ′= , (0) (1)u u′′ ′′=                                                               (3.2) 

( )u u uu f xγ λβ λ′′′ ′+ + =  denklemini 2( )L Ω  anlamında u ile çarpalım. 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ( ),u u u u uu u f x uγ λβ λ′′′ ′+ + =                                                           (3.3) 

Eş.3.3 denklemindeki iç çarpımları teker teker sırayla elde edersek: 

( , ) (( ) )xxx xxx xx x xx xu u u udx u u u u dx
Ω Ω

= = −∫ ∫  

                               = 
1 1

0 0

( )xx x xx xu u dx u u dx−∫ ∫  

                               = 
1

0

(1) (1) (0) (0)xx xx xx xu u u u u u dx− − ∫  
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                               =
1

0

xx xu u dx−∫  

                               =
1

2

0

1
( )

2 x xu dx− ∫  

                                = 2 21
[ (1) ( )] 0

2 x xu u o− − =  

1
22

0

( , )u u uudx u dx uγ γ γ γ
Ω

= = =∫ ∫  

2 3 3 31 1
( , ) ( ) [ (1) (0)] 0

3 3x xuu u u u dx u dx u u
Ω Ω

′= = = − =∫ ∫  

(f(x),u)=
1 1

2 2
2 2( ) ( )fudx fu dx f u dx f u f u

Ω Ω Ω Ω Ω

≤ = ≤ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

bulunur. Bunlar Eş.3.3 de yerine yazılırsa,
 

2
u f uγ⇒ ≤  

f
u

γ
⇒ ≤

                                                                                                          (3.4) 

elde ederiz. 

Şimdi de ( )u u uu f xγ λβ λ′′′ ′+ + =  denklemini u′ ile çarpıp Ω  üzerinden integralini 

alırsak, 

2( , ) (( ) ( ) )xxx x xxx x xx x x xxu u u u dx u u u dx
Ω Ω

= = −∫ ∫ = 2( ) ( )xx x x xxu u dx u dx
Ω Ω

−∫ ∫ =
2

u′′−
,
 

2 2 21 1
( , ) ( ) [ (1) (0)] 0

2 2x x xu u uu dx u dx u u
Ω Ω

= = = − =∫ ∫ , 
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2 2( , )x x x xuu u uu dx uu dxλβ λβ λβ
Ω Ω

⇒ =∫ ∫
22

x xuu dx u u dxλβ λβ
Ω Ω

≤ =∫ ∫  

                                                                              
1 1 2

2 4
2 2 2( ) ( )xu uλβ

•

Ω Ω

≤ ∫ ∫  

                                                                               
1

4 24[( ) ]u uλβ
Ω

′= ∫  

                                                                               4

2
( )x L

u uλβ=  

1 1
2 2

2 2( ) ( )x x x xfu dx f u dx f u dx f uλ λ
Ω Ω Ω Ω

≤ ≤ =∫ ∫ ∫ ∫  

elde edilir.
 

Yukarıda 2.2 tanımı ve 2.2 eşitsizliği kullanıldı. 

Sonuçta; 

 

2 2
x x xu uu dx fu dxλβ λ

Ω Ω

− + =∫ ∫
                                                                          (3.5)                                                  

Şimdi 2.4 eşitsizliği kullanılırsa; 

Bu eşitsizlikte 2,2 2u W L∈ ∩  olmak üzere C>0 sabiti var, öyle ki; 4L  de çalıştığımız 

için p=4, j=1, n=1, r=2, m=2, q=2 dir. Ayrıca burada 0 j m≤ <  ve 1 ,q r≤ < ∞  ve 

, 1
j

p a
m

∈ ≤ ≤ℝ  dir. Burada; 

1 1 1
( ) (1 )

j m
a a

p n r n q
− = − + −  

1 1 1 2 1
( ) (1 )

4 1 2 1
a a

q
− = − + −  

3 3 1

4 2 2 2

a a− = − − +  
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5

8
a =  

elde ederiz. 

1a aj m

qp r
D u C D u u

−≤  

4

5 3

8 8
L

u C u u′ ′′≤   

4

5 3
2

4 4
L

u C u u′ ′′≤  

4

5 7
2

4 4
L

u u C u u′ ′′≤
.
 

Dolayısıyla  

4

5 7
22 4 4
L

uu u u u uλβ β β
Ω

′ ′ ′′≤ ≤∫  

                                  

8 8 85 7
5 5 34 4

8
3

( ) ( )
8 8
5 3

u uε β

ε

′′
≤ +  

                                  

8 14

3 32

5 8

8 3

1 3

4 8 2
5

u
u

β
⋅

′′≤ +
 
 
 

 

elde edilir. Yukarıda 2.1 eşitsizliğinde 
8

5
p = , 

8

3
q =  alınmıştır

   
 

8 14

3 322
5

3

1 3

4 8 2
( )
5

u
uu dx u

β
λβ

Ω

′ ′′≤ +∫                                                                       (3.6) 

1 1

2 2fu dx u f f u uλ
Ω

′ ′ ′′≤ ≤∫  
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4
41 1 3

4 2 2

4

3
4 4

3

u f uε

ε

   ′′   
   ≤ +  

elde edilir.Burada 2.1 eşitsizliğinde  p=4, 
4

3
q =  alınmıştır. Böylece 

4 2
2

3 3
1 3

4 4
fu dx u f uλ

Ω

′ ′′≤ +∫  .                                                                            (3.7)  

Eş.3.3, Eş.3.4, Eş.3.5, Eş.3.6 leri aşağıdaki ifadelerde kullanılırsa; 

Eş.3.1 de 
2

u′′   ifadesi: 

2 2 2( )u uu dx fu dx uu dx fu dxλβ λ λ β
Ω Ω Ω Ω

′′ ′ ′ ′ ′= − = −∫ ∫ ∫ ∫  

8 14
4 23 32 2 2
3 3

5

3

1 3 1 3

4 8 4 42
5

u
u u u f u

β
′′ ′′ ′′≤ + + +

 
 
 

 

2
2 148 4 3

33 3
5

3

3 1 3
( )

2 8 42
5

u f f
fβ

γ γ
′′  

≤ +  
  

 
 

 

14
2

8 3
2

3
5 2

3 3

3 1 3

4 22
5

f f
u β

γ γ

 
′′ ≤ + 

   
 
 

        

Daha sonra bu eşitsizliğin karekökünü alalım:                                     
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1 1
71 1 42 22 32 2 3

5 1

6 3

3 1 3
( ) 2 ( )

4 22
5

f f
u β

γ γ

 
 
    ′′ ≤ +    
     

  
  

 

7

31 1
2 241

32
5 1

36
0

3 1 3
2

4 22
5

f f
M β

γ γ

 
 

     = +             
  

 

0u M′′ ≤ .                                                                                                                (3.8) 

Böylece λ dan  bağımsız bir 0M  sabiti vardır. 

n=1<p=2 olmak üzere 

2.3 eşitsizliğinden  

11
22 (2 )u u u u

∞
′≤ + olur. 

2.5 eşitsizliğinden 

1

2
u u

π
′≤  

1

2
u u

π
′ ′′≤                                                                                                            (3.9) 

11
2 22

2

1 1
( )

2 4
u u u u

π π∞
′′ ′′ ′′≤ +  

0u M
∞

≤                                                                                                               (3.10) 

elde edildi. 

Aynı şekilde 0u M
∞

′ ≤  elde edilir                                                                       (3.11)  

( )u u uu f xγ β′′′ ′= − − +  
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( )u dx udx uu dx f x dxγ β
Ω Ω Ω Ω

′′′ ′= − − +∫ ∫ ∫ ∫  

1L
u u u u fγ β′′′ ′≤ + +  

Sonuç olarak λ  dan bağımsız bir 0
1 2

2

M f
M fβ

πγ
= +  sabiti vardır öyle ki; 

1
1L

u M′′′ ≤  dir.                                                                                                      (3.12) 

(0) (1)u u′ ′= , bu durumda  (0,1)y∈  mevcuttur.Öyle ki ( ) 0u y′′ =  dır.Böylece, 

( ) ( )
x

y

u x u t dt′′ ′′′= ∫ . 

Bu dolaylı olarak şunu gösterir: 

1
( ) ( ) ( )

x

L
y

u x u t dt u t dt u
Ω

′′ ′′′ ′′′ ′′′= ≤ =∫ ∫ . 

Daha sonra bu eşitsizliğin her iki tarafında supremum alınırsa 

1
sup ( ) sup ( )

x

L
x x y

u x u t dt u
∈Ω ∈Ω

′′ ′′′ ′′′= ≤∫  

1L
u u

∞
′′ ′′′≤  

1
1L

u u M
∞

′′ ′′′≤ ≤  .                                                                                              (3.13) 

Eş.3.11-Eş.3.13 den bir [ ]0,1λ ∈  bağımsız sabiti ile Eş.1.4 ün ( )2C Ω  daki olası 

çözümlerinin sınırlı olduğu sonucunu çıkarırız. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış 

olur. 

3.2. Teorem  

3.1 Teoreminin varsayımı altında kabul edelim ki; 
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2

0

2

M

πβ <                                                                                                                (3.14) 

olsun. Bu durumda Eş.1.2-Eş.1.3  problemi bir tek çözüme sahiptir . 

İspat 

3.1 Teoremi ile varsayalım ki Eş.1.2-1.3 ün 0[ ,i iu u M
∞

′ ≤   ( )1,2i =  ile] 

iki çözümü 1 2,u u olsun. 

1 2u u u= −  olsun.Bu durumda u, Eş.1.15 i sağlar. 

1 2 0u u u u u uγ β β′ ′′′′ + + + =                                                                                    (3.15)   

Eş.3.15 , u′  ile çarpılıp, Ω  üzerinden integral alınırsa, 

( ), (( ) )xx x x xx xxu u u u dx u u u u dx
Ω Ω

′′′ ′ ′′′ ′= = −∫ ∫  

                          2( ) ( )xx x x xxu u dx u dx
Ω Ω

= −∫ ∫  

                          
2

xx xu u u′′= −  

                          
2

(1) (1) (0) (0)u u u u u′′ ′ ′′ ′ ′′= − −   

                          
2

u′′= −       

2 2 21 1
( , ) ( ) (1) (0) 0

2 2xu u uu dx u dx u uγ γ γ γ
Ω Ω

′ ′  = = = − = ∫ ∫  

1 1 1( , )u u u u uu dx u uu dxβ β β
Ω Ω

′′ ′′ ′ ′= ≤∫ ∫  

2 2
2 2 2( , )u u u u u dx u u dxβ β β

Ω Ω

′ ′ ′ ′= ≤∫ ∫  
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elde edilir. 

2 2
1 2( )u u uu u u dxβ

Ω

′′′ ′ ′• ≤ +∫ . 

şimdi de ( )2
1 2u uu u u dx

Ω

′ ′ ′+∫  kısmını düzenlersek ve yukarıdaki eşitsizlikte yerine 

yazarsak: 

1 1

2 22
2

1 1 1 0u uu dx u uu u uu M uu
Ω Ω Ω

   ′ ′ ′′ ′ ′ ′• ≤ = ≤   
   

∫ ∫ ∫  

2 2 2 22 2 2 2
sup
x

uu uu dx u u dx u u dx u u dx
∞

∈ΩΩ Ω Ω Ω

′ ′ ′ ′ ′= = ≤ =∫ ∫ ∫ ∫ . 

1 1
2 2

2 2
uu dx u u dx u u

∞ ∞
Ω Ω

   
′ ′ ′⇒ ≤ =   

   
∫ ∫  

olur ki burada da sonsuz norm tanımını ve 2.2 tanımını kullandık. 

22 22
2 2 2 0supu u dx u u dx u u dx M u

Ω Ω Ω

′ ′ ′ ′• = ≤ ≤∫ ∫ ∫  

Yine yukarıda supremum tanımını kullanıldı. 

( ) ( )2 22
1 2 0u u uu u u dx M u u uβ β

∞
Ω

′′′ ′ ′ ′ ′• ≤ + ≤ +∫                                     (3.16)      

 2.5 eşitsizliği ile 
1

2
u u

π
′ ′′≤    dır.                                                                    (3.17)  

ve gerçekten u(0)=u(1) olduğunda u(y)=0 olacak şekilde bir (0,1)y∈  mevcuttur öyle 

ki; ( ) ( )
x

y

u x u t dt′= ∫ . 
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( ) 1
0,1 (0,1)

sup ( ) sup ( ) ( )
x

x x y

u x u t dt u t dt u
∈ ∈ Ω

′ ′ ′= ≤ =∫ ∫  

1
u u u

∞
′ ′⇒ ≤ ≤                                                                                              (3.18) 

Eş.3.14, Eş.3.16, Eş.3.17 ve Eş.3.18 i kombine edilirse; 

( )2 2

0u M u u uβ
∞

′′ ′ ′≤ + , 

1

2
u u

π
′ ′′≤ , 

u u
∞

′≤ , 

1

2
u u

π∞
′′≤ , 

2 2 2 2

0 02 2 2

1 1 1

4 4 4
u M u u u M u uβ β

π π π
   ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′≤ + ≤ +   
   

, 

2 2

02

1

2
u M uβ

π
′′ ′′≤ , 

2

02

1
1 0

2
u Mβ

π
 ′′ − ≤ 
 

 

02

1
1 0

2
Mβ

π
⇒ − >  olmalıdır. 

2

0

2

M

πβ⇒ <   

olması şartı altında 
2

0u′′ =  olmalıdır. Dolayısıyla 0u′′ = olur. 

Burada 2.3 eşitsizliğini kullanırsak; 

11
22 (2 )u u u u

∞
′≤ + , 
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2

1 1

2 4
u u u

π π
′ ′′≤ ≤ , 

1

2
u u

π
′ ′′≤ , 

1
21

2

2

1 1

2 4
u u u u

π π∞
 ′′ ′′ ′′≤ + 
 

, 

1 2u u u= −  olduğundan 1 2 0u u
∞

− =  olur. Buradan 1 2u u=  olduğu yani çözümün 

tek olduğu ispatlanmış olur. 
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 4. YUTAN KÜMEN İN ELDE EDİLMESİ 

Burada amaç Eş.1.1 in  enerji denklemlerini elde ederek enerji denklemleri 

yardımıyla yutan kümeyi elde etmektir. 

Enerji denklemlerini elde etmek için de Eş.1.1 denklemini sırasıyla: 

0( ) 2M u u=  

2
1( ) 2 xxM u u u= +  

2 3
2

18
( ) 6 3

5 xxxx xx xM u u uu u u= + + +  

ile çarpalım. 

t x xxxu uu u u fβ γ• + + + =  denklemini 2u ile çarpalım: 

2 22 2 2 2 2t x xxxu udx u u dx uu dx u dx fudxβ γ
Ω Ω Ω Ω Ω

+ + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 3 21
2 ( ) 2 ( ) 2 2 2

3 x xx x x xx

d
u u dx uu dx u u dx u dx fudx

dt
β γ

Ω Ω Ω Ω Ω

+ + − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 2( ) 2 2x x

d
u u dx u dx fudx

dt
γ

Ω Ω Ω

− + =∫ ∫ ∫  

2 22 2
d

u u dx fudx
dt

γ
Ω Ω

+ =∫ ∫                                                                                    (4.1) 

2 2
2 2 2

d
u u fudx f u

dt
γ

Ω

+ = ≤∫  

2 2
2 2

d
u u f u

dt
γ+ ≤                                                                                       (4.2) 

2 2 2 21 1
2 2 2 2

2 2

d
u u f u f u

dt
γ+ ≤ ≤ ⋅ + ⋅  

yukarıdaki işlemlerde 2.2 eşitsizliği kullanıldı. Buradan 
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2 2 2
(2 1)

d
u u f

dt
γ+ − ≤   

elde edilir. 

1

2
γ >  olsun. { }min 1,2 1k γ= −  olmak üzere 

2 2 2d
u k u f

dt
+ ≤  

Şimdi 2.7 eşitsizliği kullanılırsa: 

2 2
( )kt ktd

u e e f
dt

≤  

( )2 2 2 1
( , ) ( ,0) 1kt ktu x t e u x f e

k
− ≤ −  

bulunur. 

Burada t = 0 anındaki u(x,t) çözümü 0( ,0) ( )u x u x=  olmak üzere, 

2 2 2

0

1
( ) (1 )kt ktu u x e f e

k
− −− ≤ −  

2
2 2

0(1 ) ( )kt ktf
u e u x e

k
− −≤ − +                                                                           (4.3) 

eşitsizliğin her iki tarafının karekökü alınırsa, 

( )
1

22
01

2

( ) 2 1 ( )
kt

kt
o

f
u S t u e u x e

k

−−
 
 = ≤ − +
 
 

, 

2 2
01

2

( ) 2 2(1 ) 2 ( )
kt kt

o

f
S t u e u x e

k

− − 
 ≤ + +
 
 

, 
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2 2
01

2

( ) 2 (1 ) ( )
kt kt

o

f
S t u e u x e

k

− − 
 ≤ + +
 
 

  

elde edilir. 

                                                                                       

2 2
1 1 1

2 2 2

2 2 3
2 ( )

kt kt

o

f f f
e u x e

k k k

− −
+ + ≤  alınırsa 

( )
21

2

0 0 0

2( ( )1
ln , ,of k u x

t T T u k f
k f

 
+ = ⋅ = = 

 
 

        0 0( , , )t T u k f≥  

bulunur. Böylece ( ) 1

2

3
( ) o

f
S t u u t

k

= ≤    alınmış olur. 

t x xxxu uu u u fβ γ• + + + = denklemini 22 xxu u+  ile çarpalım. 

2 3 22 2 2t xx t x xx x xx xxx xxxu u dx u u dx uu u dx u u dx u u dx u u dxβ β
Ω Ω Ω Ω Ω Ω

⇒ + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

3 22 2xx xxu udx u dx fu dx fu dxγ γ
Ω Ω Ω Ω

+ + = +∫ ∫ ∫ ∫ , 

2 2 4 22
2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

4 2t x x tx x t x x xx x

x

u u dx u u dx u u dx u u dx u dx u dx
ββ

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

 ⇒ − + + + + ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 3 2( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2xx x x xx x x x xxu u dx uu u dx u u dx u dx u dx fu dx fu dxγ γ γ
Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

+ − + − + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )( )2 3 2 3 2 31
( ) 2 2

3x x x x xx xx

d d
u dx u dx uu u dx uu u dx u dx u dx

dt dt
β γ γ

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

⇒ − + ⋅ + − − − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

22 xxfu dx fu dx
Ω Ω

= +∫ ∫ , 
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2 3 3 2 3 2 31
( ) 2

3x x x x x x

d d
u dx u dx u dx uu dx u u dx u dx

dt dt
β γ γ

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

⇒ − + − − + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )( ) 22 x x xx
fu f u dx fu dx

Ω Ω

= − +∫ ∫ , 

3
2 3 2 3 2( ( 1) 2 2 ) 0

3x x x x x

d u
u dx u u u f u fu dx

dt
β γ γ

Ω Ω

 
     ⇒ − + − + − + + − =       

 
∫ ∫          (4.4) 

elde edilir. 

1.Basamak: 

Şimdi 
1

( )u t  in orijin merkezli 1ρ  yarıçaplı bir yuvar tarafından kapsandığını 

gösterelim. Yani 11
( )u t ρ≤  olduğunu gösterelim.  

( ) 22 3 3
1

1 1
( )

3 3xu Du u dx u u dx
Ω Ω

 •Ι = − = −  
∫ ∫                                                         (4.5) 

23

0
u dx u u

∞
Ω

≤∫   

            

1
25

2

0 1 0

1
2u u u

L
 ≤ + 
 

   

            
5 1 1
2 2 2

3

0 1 0
2 u u L u−≤ +  

            
10 1
3 2

2 3

1 0 0

3

4
u u L u−≤ + +                                                                                  (4.6) 

yukarıda 2.1 ve 2.3 eşitsizlikleri kullanıldı.    

Eş.4.5 ve Eş.4.6 dan: 

10
2 3

3
1 11 0 0

2

3 3 1
( )

2 8
2

u u u u

L

≤ Ι + +                                                                                                 (4.7)     

olur. Buradan 1( )uΙ  yu çekersek;                                                                       
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10
2 3

3
1 11 0 0

2

4 1 1
( )

3 4
3

u u u u

L

Ι ≤ + +                                                                                 (4.8) 

elde edilir. 

( )3 2
1 1( ) 2 ( ) 2

3

d
u u u dx DfDu fu dx

dt

γγ
Ω Ω

• Ι + Ι = + −∫ ∫                                                 (4.9) 

10
2 3 23

1 1 1 10 0 1 1
2

3 1
( ) 2 ( ) 2

3 4

d
u u u u u f u fu dx

dt
L

γγ
Ω

 
 Ι + Ι ≤ + + + +
 
 

∫  

22 22 2

0
supfu dx fu dx f u dx f u dx f u

∞
Ω Ω Ω Ω

≤ = ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫  

Böylece Eş.4.9 tekrar düzenlenirse; 

10
2 3 2

3
1 1 1 10 0 1 1 0

2

3 1
( ) 2 ( ) 2

3 4

d
u u u u u f u f u

dt
L

γγ
∞

 
 Ι + Ι ≤ + + + +
 
 

                       (4.10) 

elde edilir. 
1 1

2 f u  ifadesi: 

3

γε = , p=2, q=2 alınırsa ve 2.1 eşitsizliği uygulanırsa  

2
2 2

1 21 1
1 1 1

33
2 6 22

3

u f f
u f u

γ
γ

γ γ
≤ + = +

⋅
 

2 2

1 1 1 1

3
2

3
f u u f

γ
γ

≤ +     

elde edilir. Bu ifadeler Eş.4.10 da yerine yazılırsa: 

10
2 3 2 2

3
1 1 11 0 0 1 0

2

2 3
( ) 2 ( )

3 4
3

d
u u u u u f f u

dt
L

γ γ γγ
γ ∞

Ι + Ι ≤ + + + +                            (4.11) 
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eşitsizliği bulunur. 

Daha sonra Eş.4.11 de , Eş.4.6   tekrar kullanılırsa; 

Böylece; 

10
3 2 2

3
1 1 10 0 1 0

2

2 3
( ) ( )

2
3

d
u u u u f f u

dt
L

γ γγ
γ ∞

Ι + Ι ≤ + + +                                            (4.12)  

olur.                                                                                                                                                           

Eş.4.3 ve Eş.4.12  kullanılırsa; 

2
2 2 0

0 20 0

t
t

f
u u e γ

γ
−≤ +         0t∀ ≥ .                                                                         (4.13) 

elde edilir. 

Eş.4.13 den faydalanılırsa: 

( )
5

25 3
2 23 0

0 20 0

t
t

f
u u e γ

γ
−

 
 ⇒ ≤ +
  

 

10

3

10
5 510 10 3

03 33 3
00 0

2
t

t

f
u u e

γ

γ

−
 
 ⇒ ≤ +
  
 

. 

Aynı şekilde  
33 3

3 3 02 2
0 30 0

2
t

t

f
u u e

γ

γ
− 

 ≤ +
 
 

 olur. 

Buna göre 0c >  ve 0t∀ ≥  için;  

10
35 310 3 3 20 03 23

1 1 0 010 1 30 0 1
3 2

3
( ) ( )

t tf fd c
u u c u e u e f

dt
L

γ γγγ γ
γ γγ

− −
   
   • Ι + Ι ≤ + + + +
      
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2

2 0
0 2

t
f

f u e γ

γ
−

∞

 
 + +
  

                                                           (4.14) 

bulunur.                

Eş.4.14 den şu sonuç çıkarılır: 0t∀ ≥ için; 

2
1 1 1 2( ) ( )

td
u u c e c

dt

γ

γ
−

• Ι + Ι ≤ +              0t∀ ≥                                                        (4.15)   

110
3 223

1 0 0 00 0 0
c c u L u f uγ γ

−

∞

 
= + + 

 
 

7 110
3 2 22 1 23 23

2 0 0 1 0
c c f L f f f fγ γ γ γ

− −− − −
∞

 
= + + + 

 
. 

2.7 eşitsizliği kullanılırsa; 

( ) ( ) 1 22
1 1 0

2
( )

tt c c
u t u e e

γ
γ

γ γ
−−Ι ≤ Ι + +       0t∀ ≥  .                                                   (4.16) 

Eş.4.7, Eş.4.8, Eş.4.3 ; Eş.4.16 da kullanılırsa; 

2
2 2 0

0 20 0
( ) t

f
u t u e γ

γ
−≤ +  . 

10
2 3

3
1 11 0 0

2

3 3 1
( )

2 8
2

u u u u

L

• ≤ Ι + +  

10
2 3

3
1 11 0 0

2

4 1 1
( )

3 4
3

u u u u

L

Ι ≤ + +  . 

10
2 3

3
1 11 0 0

2

3 3 1
( ) ( ( )) ( ) ( )

2 8
2

u t u t u t u t

L

• ≤ Ι + +  
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10
35 1 310 3 30 01 2 32 2 23

1 0 010 30 0
3

3 33
( )

2 2

tt tt
f fc c

u e e c u e cL u e
γ γ γγ

γ γ γγ

−− − −−
   
   ≤ Ι + + + + + +
      

 

4.1. Not 

110
3 223

1 0 0 00 0 0
c c u L u f uγ γ

−

∞

 
= + + 

 
 

1 110 10
3 2 3 21 2 23 3

0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0

3 3 3
3 3

c c c
u L u f u c u cL u f uγ γ

γ γ γ
− −

∞ ∞

 
= + + = + + 

 
 

Buna göre c nümerik bir sabit ve 0t∀ ≥  için ifadeyi yeniden düzenlersek; 

10
510 10 32 2 3 01 2 323 3

0 0 01 101 1 0 0 0
2 3

3 33 4 1 1
( )

2 3 4 2
3

tt fc c
u t u u u e c u e

L

γ γ

γ γ γ

−−
  
  • ≤ + + + + + +
  

    

 

              
31 3

3 02 2
0 30

t f
cL u e

γ

γ
− − 
 + +
  

 

Böylece, 

2 2
1 11

( )
t

u t e
γ

χ χ
−

≤ +        0t∀ ≥  olur.                                                                     (4.17) 

110
2 3 123

1 0 0 01 0 0

3
2

c
u c u cL uχ

γ
−

• = + + +  

       
110

2 3 2123
0 0 0 01 0 0 0

( )c u u L u f uγ
− −

∞
≤ + +   .                                                      (4.18) 

10 110
332 3 23

1 0 0

3c
c f cL fχ γ γ

γ
− − −• = + +  

         
10 110

2 2 32 3 33 23
1 0 0 0

c f f f f L fγ γ γ γ
− −− − −

∞

 
≤ + + + 

 
.                                  (4.19) 
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Eş.4.15 ve Eş.4.16 daki “c” bir nümerik sabittir. 

Dolayısıyla Eş.4.14 den 1 1 0 00 1 0 1
( , , , , , , )T T L f f f u uγ

∞
=  olmak üzere, 

1 11 0 1
( ) ( , , , , )u t L f f fρ ρ γ

∞
≤ =      1t T∀ ≥  elde ederiz.                                 (4.20) 

2. Basamak:  

Şimdi de 
2

( )u t  nin bir yuvar tarafından  kapsandığını gösterelim 

( )t xxx xu u u uu f xγ β• + + + =  ifadesini  2 318
6 3

5 xxxx xx xu uu u u+ + +   ile çarpalım: 

2 318 18
6 3 6

5 5t xxxx t xx t x t xxx xxxx xx xxxu u dx u uu dx u u dx u u dx u u dx uu u dx
Ω Ω Ω Ω Ω Ω

⇒ + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 3 2 2 418
3 6 3

5x xxx xxx xxxx xx xu u dx u u dx uu dx u u dx uu dx u dx
γ γ γ γ

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

+ + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 3 418
6 3

5 x xxxx x xx x xuu u dx u u u dx uu dx u u dx
β β β β

Ω Ω Ω Ω

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

2 318
6 3

5 xxxx xx xfu dx fuu dx fu dx fu dx
Ω Ω Ω Ω

= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( )( )
4

2 2 218
3 3 3

5 4t xxx tx xxx x t x t xx

d d u
u u u u dx uu dx u u dx u u dx dx

dt dtΩ Ω Ω Ω Ω

⇒ − − − + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 218 1 1
6 3 2

5 2 2xxx xx x xx x xx x xxx x x
u dx uu u u dx u u u u dx

Ω Ω Ω

+ ⋅ + ⋅ − + −∫ ∫ ∫  

( )( ) ( )( )3 2 2 218
3 6 3

5xx x xx xxx x xxx xx xxx
u u u u u dx uu u u dx u u dx uu dx

γ γ γ
Ω Ω Ω Ω

+ − + − + +∫ ∫ ∫ ∫  

( )( ) ( )( )4 2 2 2 318 6
2

5 2x xxx x xxx xx xxx x xx x
u dx uu u u u uu u dx u u uu dx

β βγ
Ω Ω Ω

+ + − − + −∫ ∫ ∫  
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( )3 53
5x x

uu dx u dx
ββ

Ω Ω

+ +∫ ∫ ( )( ) 2 318
6 3

5 xxx x xxx xx xx
fu f u dx fuu dx fu dx fu dx

Ω Ω Ω Ω

= − + + +∫ ∫ ∫ ∫  

4
2 2 2 218

3 3 6 3
5 4tx xxx x x xx x xx x xx

d d u
u u dx uu dx dx u u dx u u dx u u u dx

dt dtΩ Ω Ω Ω Ω Ω

⇒ − − + − − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )( )2 2 4 2 218 18
6 3 2

5 5x xxx xx x x xx x xxx
u u dx u u dx uu dx u dx u u u u dx

γ βγ γ γ
Ω Ω Ω Ω Ω

− + + + − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )( )2 2 3 318 1
6 3

5 2 xx x xx x xx
uu u u dx uu dx uu dx

β β β
Ω Ω Ω

− ⋅ − − +∫ ∫ ∫

2 318
6 3

5 x xxx xx xf u dx fuu dx fu dx fu dx
Ω Ω Ω Ω

= − + + +∫ ∫ ∫ ∫  

4
2 2 218 18

3 9 3
5 4 5tx xxx x x xx x xx x xxx

d u
u u dx uu dx u u dx u u u dx u u dx

dt

γ
Ω Ω Ω Ω Ω

 
⇒ − + − + − − − 

 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 4 2 36 3 9 3xx x x xx xu u dx uu dx u dx u u dx uu dxγ γ γ β β
Ω Ω Ω Ω Ω

+ + + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )( ) 2 318
6 3

5 x xx xx xx xx xx
f u f u dx fuu dx fu dx fu dx

Ω Ω Ω Ω

= − − + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )( )
4

2 2 2 2 318 3
3 9 9 2

5 4 2tx xxx x x xx x xx

d u
u u dx uu dx u u dx u u uu dx

dt
β

Ω Ω Ω Ω

 
⇒ − + − + + − − − 

 
∫ ∫ ∫ ∫  

( )( )2 2 2 4 318
6 3 3

5 x xx xx xx x xx
u u u dx u u dx uu dx u dx uu dx

γ γ γ γ β
Ω Ω Ω Ω Ω

− − + + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 318
6 3

5 xx xx xx xf u dx fuu dx fu dx fu dx
Ω Ω Ω Ω

= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
4

2 2 318
3 9 9 3 3

5 4tx xxx x x xx x

d u
u u dx uu dx u u dx uu dx

dt
β β

Ω Ω Ω Ω

 
⇒ − + − + + − + − 

 
∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 2 418
6 3

5 xx xx xu dx u u dx uu dx u dx
γ γ γ γ

Ω Ω Ω Ω

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  
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2 318
6 3

5 xx xx xx xf u dx fuu dx fu dx fu dx
Ω Ω Ω Ω

= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
4

2 2 2 318 1
3 9 9 3 3

5 2 4xx x x xx x

d d u
u uu dx u u dx uu dx

dt dt
β β

Ω Ω Ω

 
⇒ − ⋅− ⋅ + − + + − + − 

 
∫ ∫ ∫  

2 2 2 418
6 3

5 xx xx xu dx u u dx uu dx u dx
γ γ γ γ

Ω Ω Ω Ω

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

4
2 2 2 2 2 49 18

3 6 3
5 4 5xx x xx xx x

d u
u uu dx u u u uu u dx

dt
γ

Ω Ω

    
⇒ − + + + + +    

   
∫ ∫  

( ) ( )2 3 18
9 9 3 3 6

5x xx x xx xx xxu u dx uu dx f u dx fuu dxβ β
Ω Ω Ω Ω

+ − + − − −∫ ∫ ∫ ∫  

2 33 0xfu dx fu dx
Ω Ω

− − =∫ ∫                                                                                          (4.21) 

O halde; 

4
2 29

( ) ( 3 )
5 4xx x

u
u u uu dxψ

Ω

= − +∫      

2 2 39 1
( ) 3

5 4xx xu u u u u u dxψ
Ω Ω

≤ + +∫ ∫  

32 29 1
( ) 3

5 4xx xu u u u u u dxψ
∞ ∞

Ω

≤ + + ∫     

110
2 2 2 323

1 0 0

9 1 3
( ) 3

5 4 4xx xu u u u u u u L uψ
−

∞ ∞

 
≤ + + + + 

 
 

1

2
1 1 11 10

2 2 2 31 12 2 22 3
0 1 0 1 1 0 0

9 1 3
( ) 3( (2 ) (2 )

5 4 4xx xu u u u L u u u u L u u u L uψ
−− −  

≤ + + + + + + 
 

 

1 1 1 1 110
2 2 2 31 12 2 2 2 23

0 1 0 0 1 0 1 0 0

9 1 3
( ) 3( (2 ) ) ( (2 ) )

5 4 4xx xu u M M L M u M M L M u u L uψ
−− −  

≤ + + + + + + 
 
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29
( )

5 xxu u cψ ≤ +  

2 29 9
( )

5 5xx xxu c u u cψ⇒ − ≤ ≤ +                                                                        (4.22) 

4
2 2 2 2 2 49 18

3 ( 6 3 )
5 4 5xx x xx xx x

d u
u uu dx u u u uu u dx

dt
γ

Ω Ω

   • − + + + + +   
  

∫ ∫   

( ) ( )2 3 2 318
6 3 9 9 3 3 0

5 xx xx xx x x xx xf u ufu fu fu dx u u dx uu dxβ β
Ω Ω Ω

 + + + + + − + − = 
 
∫ ∫ ∫    

4
2 2

2

9
( ) 3

5 4 x

u
u u uu dxψ

Ω

 
• = + − 

 
∫  olduğundan 

2 2 2 418
( 6 3 )

5 xx xx xu u u uu u dxγ
Ω

 • + + + 
 
∫  ifadesi ( )uψ ya göre düzenlenirse: 

2 2 2 418
( 6 3 )

5 xx xx xu u u uu u dxγ
Ω

 
⇒ + + + 

 
∫  

4 4
2 2 2 2 29 9 3

( 3 6 6 )
5 5 4 4xx xx x x xx

u u
u u uu uu u u dxγ

Ω

= + + + − + +∫  

4 4
2 2 2 2 29 9 3

3 6 6
5 4 5 4xx x xx x xx

u u
u uu dx u uu u u dxγ γ

Ω Ω

   
= + − + + + +   

   
∫ ∫  

4
2 2 29 3

( ) 6 6
5 4xx x xx

u
u u uu u u dxγψ γ

Ω

 
= + + + + 

 
∫  

olur. 

O halde Eş.4.21 tekrar düzenlenirse; 

4
2 3 2 2 218 9 3

( ) ( ) 6 3 6 6
5 5 4xx xx xx x xx x xx

d u
u u f u ufu fu fu u uu u u dx

dt
ψ γψ γ

Ω Ω

 
• + = − − − − − + + + 

 
∫ ∫

                                ( ) ( )2 39 9 3 3x xx xu u dx uu dxβ β
Ω Ω

+ − + −∫ ∫  
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4 4
2 2 2 29

( ) 2 3 9 6
5 4 2xx x x xx

d u u
u u uu dx uu u u dx

dt
ψ γ γ

Ω Ω

   
⇒ + + − + + +  

   
∫ ∫  

( ) ( )2 3 2 318
6 3 9 9 3 3 0

5 xx xx xx x x xx xf u ufu fu fu dx u u dx uu dxβ β
Ω Ω Ω

 + + + + + − + − = 
 
∫ ∫ ∫  

4
2 2 2 318

( ) 2 ( ) 9 6 6 3
2 5x xx xx xx xx x

d u
u u uu u u dx f u ufu fu fu dx

dt
ψ γψ γ

Ω Ω

   
⇒ + = − + + − + + +   

  
∫ ∫

 

                                    ( ) ( )2 39 9 3 3x xx xu u dx uu dxβ β
Ω Ω

+ − + −∫ ∫  

22 4 18
( ) 2 ( ) 9 6

2 5x xx xx xx

d
u u u u dx u u dx u dx f u dx

dt

γψ γψ γ γ
Ω Ω Ω Ω

⇒ + ≤ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 3 2 3
6 3 9 9 3 3xx x x xx xu f u dx f u dx f u dx u u dx u u dxβ β

Ω Ω Ω Ω Ω

+ + + + − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

olur.                                                                                                                       (4.23) 

4.2. Not 

( )6 6 6 ( )xx x x xx
ufu dx ufu dx uf u dx

Ω Ω Ω

∗ = −∫ ∫ ∫  

                  
226 6 6 6x x x x x xu fdx uu f dx f u u u f

∞ ∞
Ω Ω

= − − ≤ +∫ ∫  

( )( ) ( )2 2 2 2 26 6 2 6 12xx x x x xx x
u u dx u u uu dx u u dx uu dxγ γ γ γ

Ω Ω Ω Ω

∗ = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

                                                              
2

12 xu u dxγ
∞

Ω

≤ − ∫  

                                                              
2

12 xu uγ
∞

≤ +  . 

4.2. Notundaki ifadeler ve Eş.4.6 yukarıdaki  Eş.4.23 de yerine yazılırsa: 
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22 4 18
( ) 2 ( ) 9 6

2 5x xx xx xx

d
u u u u dx u u dx u dx f u dx

dt

γψ γψ γ γ
Ω Ω Ω Ω

⇒ + ≤ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

                                    
1102 2 323

1 0 0

3
6 3 ( )

4xx xu f u dx f u dx f u u L u
−

Ω Ω Ω

+ + + + +∫ ∫ ∫   

                                     ( ) ( )2 3
9 9 3 3x xx xu u dx u u dxβ β

Ω Ω

+ − + −∫ ∫  

olur ve yine bu eşitsizlik düzenlenirse; 

( ) 22 3
( ) 2 9 6

2x xx

d
u u u u u u u u dx

dt

γψ γψ γ γ
∞

Ω Ω

⇒ + ≤ + +∫ ∫  
18

5 xx xxf u dx
Ω

+ ∫  

                                     
10

22 3

1 0

3
6 3

4xx xu f u dx f u f u f u dx
Ω Ω Ω Ω

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

                                     ( ) ( )
1

2 3 2 3

0
9 9 3 3x xx xf L u dx u u dx u u dxβ β

−

Ω Ω Ω

+ + − + −∫ ∫ ∫                                                                    

110
2 2 2 323
1 1 1 0 0

3
( ) 2 ( ) 9 12 ( )

2 4

d
u u u u u u u u u L u dx

dt

γψ γψ γ γ
−

∞ ∞
Ω

⇒ + ≤ + + + +∫  

                                      
218

6 6
5 xx xx x x xf u dx f u u u f

∞ ∞
Ω

+ + +∫  

                                    
110

2 32 23
1 0 0

3
3

4xf u dx f u dx f u dx f L u dx
−

Ω Ω Ω Ω

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

elde edilir. 

4.3. Not 

∗ j=0, 1 olmak üzere ( ) jj
u t M≤  , jt T∀ ≥ , ( , , , )j j j

T T L f Rγ= , 0 ( )j
peru H∀ ∈ Ω , 

0 j
u R≤   .          
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4.4. Not 

( )
11

1 22
0 1 0

( ) ( ) 2 ( ) ( )u t u t u t L u t−
∞

∗ ≤ +  

                 ( )
1 1

12 2
0 1 02M M L M−≤ + , { }0 1max ,t T T∀ ≥  .                                            

4.5. Not 

1 1

2 2
1

( ) ( ) ( )j

j j
D u t c u t u t

+∞
∗ ≤  

                    
1 1

2 2
1j jcM M +≤  .                                                                                        

4.3.Not, 4.4.Not ve  4.5.Notu  kullanılırsa; 

2 2

2 2

1
( ) 2 ( )

d
u u u f c

dt
ψ γψ γ

γ
+ ≤ + +      , t T′∀ ≥                                                  (4.24) 

elde edilir. 

4.6. Not 

2 29 9
( )

5 5xx xxu c u u cψ∗ − ≤ ≤ +    , t T′∀ ≥                      

 olduğundan 
2

2
u  yerine ( )( ) 5

9
u cψ +  ifadesi yazılırsa; 

2

2

5 1
( ) 2 ( ) ( ( ) )

9

d
u u u c f c

dt
ψ γψ γ ψ

γ
⇒ + ≤ + + +  

2

2

13 1
( ) ( )

9

d
u u f c

dt
ψ γψ

γ
⇒ + ≤ +           , t T′∀ ≥                                                 (4.25) 

2.7 eşitsizliği kullanıldığında: Eş.4.25, 
13
9 te γ ile çarpılıp sonrada T t′ −  aralığında 

integrali alınırsa: 
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13 13 13
9 9 9

2

213
( ) ( ) ( )

9
t t t fd

e u e u e c
dt

γ γ γψ γ ψ
γ

+ ≤ +   , { }0 1max ,t T T T′∀ ≥ =  

13 13
9 9

2

2( ( ))t t fd
e u e c

dt
γ γψ

γ

 
 ⇒ ≤ +
 
 

 

13 13
9 9

2

2( ( ))
t t

t t

T T

fd
e u dt e c dt

dt
γ γψ

γ′ ′

 
 ⇒ ≤ +
 
 

∫ ∫  

13 13 13
9 9 9

2

29
( ( )) ( ( ))

13
t T t f

e u t e u T e cγ γ γψ ψ
γ γ

′
 

′  ⇒ − ≤ +
 
 

 

13 13 13 13
9 9 9 9

2 2

2 29 9
( ( )) ( ( )) ( ) ( )

13 13
t T t Tf f

e u t e u T e c e cγ γ γ γψ ψ
γ γ γ γ

′ ′′⇒ − ≤ + − +  

13 13 13 13
9 9 9 9

2 2

2 29 9
( ( )) ( ( )) ( ) ( )

13 13
t T t Tf f

e u t e u T e c e cγ γ γ γψ ψ
γ γ γ γ

′ ′′⇒ ≤ + + − +

13 13
9 9

2 2

( ) ( )2 29 9
( ( )) ( ( )) ( ) ( )

13 13
T t T tf f

u t e u T c e cγ γψ ψ
γ γ γ γ

′ ′− −′⇒ ≤ + + − +  ,  t T′∀ ≥   (4.26) 

elde edilir. 

Eş.4.19 kullanılırsa, 

13
9

2 2
2 2 ( )( ) 2 2
2 2

9 9 9 9
( ) ( ) ( ) ( )

5 5 13 13
t Tt T f f

u t u T e c e cγγ

γ γ γ γ
′− −′− −′⇒ ≤ + + − +  , t T′∀ ≥ (4.27) 

1 ( , )c c R T′=  sabiti vardır öyle ki; 

12
( )u t c≤  , [ ]2

0 0( ), , ,peru H u R t T T′ ′∀ ∈ Ω ≤ ∀ ∈ −                                              (4.28) 

Eş.4.26 ve Eş.4.27 den; 

13
9

2 2( )
12 2

1
( ) t Tu t c e f cγ

γ
′− −

⇒ ≤ + +  ,  t T′∀ ≥                                                          (4.29) 
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C, sadece 0M  ve 1M ’e bağlıdır. 

22
2 2

1
2M f c

γ
 = + 
 

 olarak tanımlansın. 

Buna göre; 

2 2( )
1 2 2

1 1
2t Tc e f c f cγ

γ γ
′− −  

⇒ + + = + 
 

 

2( )
1 2

1t Tc e f cγ

γ
′− −⇒ = +  

2( )

2
1

1 1t Te f c
c

γ

γ
′− −  

⇒ = + 
 

 

2

2
1

1 1
( ) lnt T f c

c
γ

γ
 ′⇒ − − = + 
 

 

2

2
1

1 1
lnt T f c

c
γ γ

γ
 ′⇒ − + = + 
 

 

2

2
1

1 1 1
lnt f c T

cγ γ
  ′⇒ − = + − 
 

 

2

2
1

1 1 1
lnt f c T

cγ γ
  ′⇒ = − + + 
 

       (c, Eş.4.29 daki c dir.) 

2 2 2
( , , )M M L fγ=  ve 2 2 2

( , , , )T T L f Rγ=  olduğuna dikkat edilsin. 

Böylece Eş.4.29 dan; 

mt T∀ ≥  için 22
( )u t M≤  olduğu sonucu ortaya çıkar.  

( )2H Ω  daki yutan kümenin varlığı ile bir 0R  sabiti vardır. 
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0 0

1
, , , 0x xxR R f f f

γ
 = > 
 

 

ve bir 0 0t >  var öyleki Eş.1.1 in ( ),u x t  çözümü, 

2 0H
u R≤ ,  0t t≥  sağlar. 

3.1. Teoremin ispatından , Eş.1.2 nin bu çözümleri 

0 1 1 1

1
,

f
M M R R f

γ γ
 + + = =  
 

 tarafından sınırlandırılır. 

( )0 1

1
, , , max ,x xxR R f f f R R

γ
 = = 
 

 alınır. 

Aynı asimptotik davranışı koruyan herhangi bir sonlu zaman için ( )0u t  başlangıç 

değeri ve 2 2,
H H

u u R≤  , 0t t≥  alınsın. Şimdi aşağıdaki teorem verilsin: 

4.1. Teorem 

Varsayalım ki 2 2
0( ) ( ), ( )u t H f H∈ Ω ∈ Ω  ve 1γ =  iken R nin değeri 

( , , ,1)x xxR f f f  olduğunda 
5

max(1, ( , , ,1))
2 x xxR f f fγ β>  olsun.Ve 

0 2 5 0p Rγ β= − >  olduğunu kabul edelim. (1.1) in bir çözümü u(x,t), (1.2) nin bir 

çözümü u olsun.Bu durumda; 

t → ∞  iken ( , ) 0u x t u
∞

− →  olur. 

İspat 

 w=u u−  olsun.Bu durumda  

( )t xxx xu u u uu f xγ β+ + + =                                                                                   (4.30) 

( )xxx xu u uu f xγ β+ + =                                                                                          (4.31) 
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Eş.4.30 ve Eş.4.31 denklemlerini birbirinden çıkartırsak; 

( ) ( ) ( ) 0t xxx x xu u u u u uu uuγ β+ − + − + − =                                                           (4.32) 

olur. Eş.4.32, w ya göre düzenlenirse; 

( )t xxx x x x xw w w uu uu uu uuγ β+ + + − + −  

0t xxx x xw w w wu w uγ β β+ + + + =                                                                         (4.33) 

elde edilir. Eş.4.33 ile w çarpılırsa: 

2 2 0t xxx x xw wdx w wdx w dx u w dx w wudxγ β β+ + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 21
( ) ( ) 0

2 xx x xx x xx

d
w ww dx w w dx w dx u w uw wdx

dt
γ β+ − + + + =∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 21 1
( ) ( ) 0

2 2 x x xx

d
w w dx w dx u w uw wdx

dt
γ β− + + + =∫ ∫ ∫  

2 21
( ) 0

2 x x

d
w w u w uw wdx

dt
γ β

Ω

+ + + =∫                                                           (4.34) 

elde edilir. 

Şimdi Eş.4.34 deki terimler düzenlenirse; 

2 2 2 2 21 1
( ) ( ) ( )

2 2x x x x x xu w uw w dx u w u w dx u w dx u w dx
Ω Ω Ω Ω

 + = + = + 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                     2 2 21 1
( )

2 2x x xu w dx uw dx u w dx
Ω Ω Ω

= + −∫ ∫ ∫                                                                               

2 2( )
2x x x xu w uw wdx u w dx u w dx
ββ β

Ω Ω

+ = −∫ ∫     

                               
2 2

2x xu w dx u w dx
β

β
Ω Ω

≤ +∫ ∫  
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2 2

sup sup
2x xu w dx u w dx
β

β
Ω Ω

≤ +∫ ∫  

                              
2 21 3

( )
2 2x xu u w R wβ β

∞ ∞
= + ≤  

olur. Bunlar da Eş.4.34 de yerine yazılırsa; 

Böylece 

2 2
(2 3 ) 0

d
w R w

dt
γ β+ − ≤  

2 2

0 0
d

w p w
dt

+ ≤  

elde edilir. 

2.7 eşitsizliği kullanılırsa; 

0 0
2 2 ( )

0( ) p t tw u t u e− −≤ −  , 0t t>   .                                                                      (4.35) 

olur. Daha sonra Eş.4.33, xxw−  ile çarpılırsa; 

0t xx xxx xx xx xx x x xxw w dx w w dx ww dx ww u dx w w udxγ β β
Ω Ω Ω Ω Ω

+ + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 21 1
( ) (( ) ( )) ( ) 0

2 2x xx x x x x x x xx

d
w w dx ww w dx u w uw w dx

dt
γ β

Ω Ω Ω

+ − − + + =∫ ∫ ∫  

2 21
( ) 0

2 x x x x xx

d
w w u w uw w dx

dt
γ β

Ω

+ + + =∫                                                      (4.36) 

elde edilir. 

( )x xx x xx x xx x xxu ww uw w dx u ww dx uw w dx
Ω Ω Ω

+ = +∫ ∫ ∫  

                                = 2 21
( ( ) ) ( )

2x x x x x x xu ww u w dx u w dx
Ω Ω

− +∫ ∫   
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                                    2 21
( ) ( )

2x x x x x x xu ww dx u w dx u w dx
Ω Ω Ω

= − +∫ ∫ ∫   

                                    ( )2 2 21 1

2 2xx x x x x x xx
u ww dx u w dx uw dx u w dx

Ω Ω Ω Ω

= − − + −∫ ∫ ∫ ∫                                                             

2 21
( ) ( )

2x x xx x x xx x x xu w uw w dx u w u ww u w dxβ β
Ω Ω

+ ≤ + +∫ ∫  

                                  
2 2

sup sup
2x x x x xx xu w dx u w dx u ww dx
β

β β
Ω Ω Ω

≤ + +∫ ∫ ∫  

                                  
21

( )
2x x x xx xu u w u ww dxβ β

∞ ∞
Ω

= + + ∫  

                                  
25

2 xR wβ≤  

Buradan 
2 2

0 0x x

d
w p w

dt
+ ≤  elde edilir.                                                          (4.37) 

Daha sonra 2.7 eşitsizliği kullanılırsa; 

0 0
2 2 ( )

0( , ) ,p t t
x x o xw u t x u e t t− −≤ − >  elde edilir.                                                 (4.38) 

Eş.4.35 ve Eş.4.38 den teorem ispatlanmış olur. 
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5. LİNEER OLMAYAN DALGA DENKLEM İNİN YEREL OLMAYAN          

ÇEKİCİSİNİN  VARLI ĞI                                                                                                 

Şimdi yerel olmayan çekicinin varlığını ispatlamaya çalışalım: 

Bunun için ilk önce m = 0 ve m=2 için bulduğumuz enerji denklemlerini yani Eş.4.2 

ve Eş.4.21 i alt alta toplanırsa; 

4
2 2 2 229 9

3 2
5 4 5xx x xx

d d u
u u uu dx u u

dt dt
γ

Ω

    
⇒ + + − + + +    

    
∫  

4
2 23 18

2 3 2 6
2 2 5xx x xx xx xx

u
u u uu dx fudx f u dx fuu dxγ

Ω Ω Ω Ω

 
+ + + = − − 

 
∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 3 2 33 9 9 3 3x x xx xfu dx fu dx u u dx uu dxβ β
Ω Ω Ω Ω

− − + − + −∫ ∫ ∫ ∫                                      (5.1) 

elde edilir. 

5.1. Not 

( )2 2 2 22 2xx x x xx
u u dx u u dx uu dx uu dx

Ω Ω Ω Ω

∗ = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

5.1.Notu, Eş.5.1 de yerine yazılıp yeniden düzenlenirse: 

4
2 2 2 229 9

3 2
5 4 5xx x xx

d d u
u u uu dx u u

dt dt
γ

Ω

    
⇒ + + − + + +    

    
∫  

4
2 29 18

2 2 6 3
2 2 5x xx xx xx x

u
uu dx fudx f u dx fuu dx fu dxγ

Ω Ω Ω Ω Ω

 
+ − + = − − − 

 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )3 2 39 9 3 3x xx xfu u u dx uu dxβ β
Ω Ω Ω

− + − + −∫ ∫ ∫  

4
2 2 2 229 9

3 2
5 4 5xx x xx

d d u
u u uu dx u u

dt dt
γ

Ω Ω

    
⇒ + + − + + +    

    
∫ ∫  
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4
2 2 4 18

2 3 3 2
4 2 5x x xx xx

u
uu dx uu dx u dx fudx f u dx

γγ γ
Ω Ω Ω Ω Ω

 
+ − + = − + − 

 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 3 2 36 3 9 9 3 3xx x x xx xfuu dx fu dx fu dx u u dx uu dxβ β
Ω Ω Ω Ω Ω

− − − + − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Burada, ( )0
k
peru H∀ ∈ Ω  olmak üzere 

( ) 2 2 2

0

9
( )

5
k

xxS t u u u= + , 

( ) ( )( )
4

23
4

k
k o x

u
J S t u uu dx

Ω

 
= − + 

 
∫ , 

( ) ( )( ) 2 4 2
0

18
3 6 3

2 5
k

k x xx xx xx xK S t u uu dx u dx f u dx fuu dx fu dx
γγ

Ω Ω Ω Ω Ω

= − − − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ɶ  

                           ( ) ( )3 2 39 9 3 3 2x xx xfu dx u u dx uu dx fudxβ β
Ω Ω Ω Ω

− + − + − +∫ ∫ ∫ ∫ , 

olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2

0 0 0 02k k k k
k k

d
S t u J S t u S t u J S t u

dt
γ⇒ + + +  

( ) ( )( )0
k

kK S t u= ɶ ,     ( )0
k
peru H∀ ∈ Ω                                                                       (5.2)   

elde edilir. 

Ayrıca ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0
k

k k kK S t u K u t K u t K u t= = +ɶ ɶ  dir. 

Burada ( )( )0 2K u t fudx
Ω

= ∫  dir. 

Şimdi 2.7 eşitsizliği  kullanılırsa: ( )0
k
peru H∀ ∈ Ω  ve 0t ≥  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ } ( ) ( )( )2
2 2

0 0 0
k k kt t

k k

d
e S t u J S t u e K S t u

dt
γ γ⇒ + ≤ ɶ  
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( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ } ( ) ( )( )2
2 2

0 0 0

0 0

t t
k k kt t

k k

d
e S t u J S t u dt e K S t u dt

dt
γ γ⇒ + ≤∫ ∫ ɶ  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ } ( ) ( ) ( )( )2 22 2
0 0 0 0 0

0

t
k k kt s

k k ke S t u J S t u u J u e K S s u dsγ γ⇒ + − − ≤ ∫ ɶ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )2 2 22
0 0 0 0 0

0

t
k k t s kt

k k kS t u J S t u e u J u e K S s u dsγγ − −−⇒ + ≤ + + ∫ ɶ . 

                                                                                                                                 (5.3) 

Şimdi bu yarıgrubun asimptotik kompaktlığı 2.1.Lemmasından faydalanılarak 

gösterilsin: 

( )k
perB H⊂ Ω  sınırlı ve  { }n n

u B⊂  ve { }n n
t , 0nt ≥ , nt → ∞  olsun. 

2.4.Lemma ile, ( )k
perH Ω  deki orijin merkezli kρ  yarıçaplı  kB  ile ifade edeceğimiz 

yuvar , ( )k
perH Ω  deki sınırlı kümeleri ( ) ( )kS t  operatörü yardımıyla yutar. 

Dolayısıyla B ye bağlı bir ( ) 0T B >  zamanı mevcuttur öyle ki, 

( )t T B∀ ≥ için ( ) ( )k
kS t B B⊂ . 

Bu durumda yeterince büyük n için ( )( )nt T B≥ , 

( ) ( )k
n n kS t u B∈ .                                                                                                       (5.4) 

Böylece ( ) ( ){ }k
n n

n
S t u  , ( )k

perH Ω  da zayıf göreceli kompakttır ve bundan dolayı, 

bazı m alt dizisi ve kw B∈  için ( ) ( )k
m mS t u  , ( )k

perH Ω  da w ya zayıf yakınsar. Yani 

( ) ( )k
m mS t u w→ .                                                                                                     (5.5) 

Benzer şekilde her bir 0T >  ve ( )nt T T B≥ +  için 
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( ) ( )k
n n kS t T u B− ∈  olur.                                                                                         (5.6) 

Böylece ( ) ( ){ }k
n n

n
S t T u−  , ( )k

perH Ω  da göreceli kompakttır. 

Şimdi  T∀ ∈ℕ için T kw B∈  ile ( ) ( )k
m mS t T u−  , ( )k

perH Ω  da kw  ya zayıf yakınsar. 

Yani 

( ) ( )k
m m TS t T u w− → .                                                                                              (5.7) 

2.2.Teoreminde ( ) ( )kS t  zayıf sürekli  ve lim k
wH
 , ( )k

perH Ω  in zayıf topolojisine göre, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim limk k
w w

k k k
m m m mH H

m m

w S t u S T S t T u= = −  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim k
w

k k
m m TH

m

S T t T u S T w= − =  

olur. Böylece, 

( ) ( )k
Tw S T w= ,     T∀ ∈ℕ  olur.                                                                            (5.8) 

Şimdi  ( ) ( )limsup k
m m

m
S t u w≤  olduğunu gösterelim: 

T ∈ℕ  ve nt T>  için Eş.5.3 tarafından 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
k k k k k k

m m k m m m m k m mS t u J S t u S T S t T u J S T S t T u+ = − + −

 

                                                   = ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
2k k T

m m k m mS t T u J S t T u eγ−− + −  

                                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

0

T
T s k k

k m me K S s S t T u dsγ− −+ −∫ ɶ           (5.9) 

olur ve Eş.5.7 den 
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( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
2 2limsup k kT T

n n k n n
n

e S t T u J S t T u ceγ γ− −
′ ′ ′ ′′
− + − ≤                             (5.10) 

olur. Buradaki  c sabiti T  ve m den bağımsızdır. 

Bu durumda Eş.5.5 ve Eş.5.7 zayıf sürekliliği ve kJ  ve kKɶ  operatörlerinin sürekliliği 

ile Eş.5.9 da  m sonsuza giderken aşağıdaki limsup a  geçilirse, 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22

0

limsup
T

k T s kT
n n k k T

n
S t u J w ce e K S s w dsγγ − −−

′ ′′
+ ≤ + ∫ ɶ  .              (5.11) 

Başka bir ifadeyle , Eş.5.3 de ( ) ( )k
Tw S T w=  kullanılırsa , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 k k
k T k Tw J w S T w J S w+ = +  

                     ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 22

0

T
T s kT

T k T k Tw J w e e K S s w dsγγ − −−= + + ∫ ɶ                     (5.12) 

olur. 

Eş.5.11 ve Eş.5.12 den  

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2limsup k T
n n T k T

n
S t u w c w J w eγ−

′ ′′
≤ + − −  

                                  
2 2 Tw c e γ−′≤ +       ,  T∀ ∈ℕ                                               (5.13) 

olur. Burada c′ , T  den bağımsız bir diğer sabittir. 

Eş.5.13 de T → ∞  olsun. Bu durumda, 

( ) ( )
2 2

limsup k
m m

m
S t u w≤                                                                                  (5.14) 

elde edilir. 

( )k
perH Ω  bir Hilbert uzay olduğunda Eş.5.14 ve Eş.5.5 ( ) ( )k

m mS t u  nün , ( )k
perH Ω  da 

w ya güçlü yakınsadığını beraberinde getirir yani 
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( ) ( )k
m mS t u w→                                                                                                     (5.15) 

olur. 

Bu durumda, ( ) ( ){ }k
n n

n
S t u   nin ( )k

perH Ω  da  göreceli kompakt olduğu sonucu 

çıkartılır. Böylece 2.1.Lemmadan ( ) ( ){ }
0

k

t
S t

≥
  , ( )k

perH Ω  da asimptotik kompakttır. 

2.3.Teoremine göre ( ) ( ){ }
0

k

t
S t

≥
 , ( )k

perH Ω  da bir sınırlı kB  yutan kümesine sahip 

olduğundan 2.5. Tanımından yerel olmayan çekicinin varlığı gösterilmiş olur. 
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