CUKUROVA UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

YUKSEK LISANSTEZI

Didem UCAL

SERBEST LIE CEBIRLERININ BAZLARI

MATEMATIK ANABILiM DALI

ADANA, 2012



CUKUROVA UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

SERBEST LiE CEBIRLERININ BAZLARI

Didem UCAL
YUKSEK LISANSTEZi
MATEMATIK ANABILiM DALI

Bu Tez 28/09/2012 Tarihinde Asagidaki Juri Uyeleri Tarafindan
Oybirligi/Oycoklugu ile Kabul Edilmistir.

Prof.Dr. Naime EKICI Dog.Dr. Zerrin ESMERLIGIL  Dog.Dr. Perihan DINC ARTUT
DANISMAN UYE UYE

Bu Tez Enstitimiiz Matematik Anabilim Dalinda hazirlanmustir.
Kod No:

Prof. Dr. Selahattin SERIN
Enstiti Mudur

Bu Calisma TUbitak-Bideb Tarafindan Desteklenmistir.

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, cizelge ve fotograflarin
kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hikimlere
tabidir.



Oz

YUKSEK LISANSTEZi

SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI

Didem UCAL

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BiLiMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

Damsman : Prof. Dr. Naime EKICI
Yil : 2012, Sayfa: 47
Juri : Prof. Dr. Naime EKICI
: Dog.Dr. Zerrin ESMERLIGIL
: Dog. Dr. Perihan DINC ARTUT

Bu calismamin amaci Chibrikov'un (2006), serbest Lie cebirlerinin sag
normlu bazlar ile ilgili ¢calismasim inceleyerek bazlarin yapisint arastirmaktir. Bu
caismada bir serbest Lie cebirinin sag normlu kelimelerden olusan bir bazi
incelenmis ve 1<p <t ic¢in a, ler serbest dretecler olmak Uzere
[a; [a;,[...[a;,_,a;]...]]] formundaki tim kelimelerin kimesinin bir baz oldugu
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Serbest Lie cebirleri , Lineer baz , Sag normlu baz , Lyndon-
Shirshov kelimeleri



ABSTRACT

MSc. THESIS

BASIS OF FREE LIE ALGEBRAS

Didem UCAL

CUKUROVA UNIVERSITY
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Prof. Dr. Naime EKICI
Year : 2012, Pages: 47

Jury : Prof. Dr. Naime EKICI
: Assoc. Prof. Dr. Zerrin ESMERLIGIL
: Assoc. Prof. Dr. Perihan DINC ARTUT

The purpose of this work is to investigate the structure of the bases by
examining Chibrikov's (2006) study about the right normed basis for free Lie
algebras. In this work, a basis of a free Lie algebra that consists of right normed
words is examined and a set of all words in the form [a; [a;,[...[a;,_,a;]...]]] is
shown to be abase where ai, are free generatorsfor 1< p <'t.

Keywords. Free Lie agebras, Linear basis, Right normed basis, Lyndon-
Shirshov words



TESEKKUR

Bu calismamin her asamasinda bilgi ve tecrlbeleriyle beni aydinlatan,
yardimlarint ve destegini esirgemeyen degerli damisman hocam Prof. Dr. Naime
EKICI’ ye sonsuz sevgi ve tesekkirlerimi sunarim.

Ayrica yardimlarindan dolay: tim Matematik BOlimi akademik personeline
ve bana her konuda yardimci olan sevgili arkadasim Ars. Gor. Gulistan KAYA
GOK’ e yardim ve tesviklerinden dolay: tesekkiir ederim.

Bugiine kadar desteklerini esirgemeyen ve her zaman yanimda olan aileme,
nisanhm Yiicel GULER e ve tezimin yazim asamasindaki desteklerinden dolay:
arkadasim Goynium AKCA’ya sevgi, sayagi ve tesekkdrlerimi sunarim.

Yiksek lisans egitimim siiresince verdigi burstan dolayr TUBITAK Bilim
Insam Destekleme Dairesi Baskanligina tesekkiir ederim.



ICINDEKILER SAYFA

OZ ettt I
ABSTRACT ...ttt b ettt b et st e et s b et ne e Il
TESEKKUR.....oocecteteeeeercte ettt ss st esssste et ss s s st s nsssetetesssensssnsasasanasaneas [l
ICINDEKILER ...ttt ae sttt st s s seassesssesesesesesnsnses Vv
1 GIRIS ottt bbb bbb 1
2. TEMEL TANIMLAR ..ottt 3
3. SERBEST LIE CEBIRLERININ BAZLARI .....oovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseeevenenennas 9

3L TeME BilGIEN ..o s 9

3.2. Serbest Lie Cebirinin Sag Normlu Bir Bazi........cccoceverineininiineceeeee 18

3.3. Lyndon-Shirshov Kelimelerinde Diger Bir Braketleme..........c.ccocevviiennne. 36
KAYNAKLAR et 45
(@741 =031 1 1O 47
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1. GIRIS

Bir serbest Lie cebirinin bazi ilk olarak M. Hall (1950) tarafindan
bulunmustur. A. I. Shirshov (1958) ve R. C. Lyndon (1958) , bir serbest Lie cebirinin
Lyndon-Shirshov kelimelerinden olusan bir bazim insa etmislerdir. Bu bazin
tammmlanmasi, Lie cebirlerinde kompozisyon yonteminin (Shirshov , 1962)
gelismesini saglamistir. Bu yontem L.A. Bokut'in (1972) calismasiyla son seklini
darak buginlerde Grobner-Shirshov bazi denilen yontemin bulunmasina yol
acmustir.

Lyndon-Shirshov bazi serbest Lie cebirleri teorisinde oldukga énemli bir rol
oynar. A.l. Shirshov, serbest Lie cebirleri icin baz secerken, Hall ve Lyndon-
Shirshov bazint kullanmamn yararli oldugunu sdylemistir. Serbest Lie cebirleri icin
bircok baz kiimesi L.A. Bokut (1963), C. Reutenauer (1990), D. Blessenohl ve H.
Laue (1993), R. M. Bryant, L. G. Kovacs ve R. Stohr (2002), S. Guilfoyle ve R.
Stohr (1998) tarafindan bulunmustur.

Son yillarda birgok alanda yogun bir sekilde kullanilan Grobner bazina, Lie
cebirlerinde temel teskil eden Lyndon-Shirshov kelimelerini iceren bir bazin insasi
E. S. Chibrikov (2006) tarafindan yapilmstir. Bu ¢alismanin amaci Chibrikov’un
(2006) calismasini Turkge' ye kazandirarak genis kitlelerin yararlanmasini saglamak
ve Lie cebirleri icin yeni baz kimelerinin insasina yol agmaktir. Chibrikov’un
calismasi ekledigimiz orneklerle zenginlestirilmis ve insa edilen bazin daha kolay
anlasilmast saglanmistir.

Tezin 2. Boluminde tez boyunca kullanilan temel tammmlara yer verilmistir.

Tezin 3. Boluminde, 1< p <t i¢in a, ler serbest Uretecler olmak Uzere
[a; [a;,[...[a;,_,a;]...]]] formundaki tim kelimelerin kUmesinin bir serbest Lie
cebiri icin bir baz olusturdugu gosterilmistir. Bunun icin, belli 6zelliklere sahip sag
normlu kelimelerin kiimes ile Lyndon-Shirshov kelimelerinin kiimesi arasinda
kelimelerin igerigini degistirmeyen bir bijeksiyon tammlanmistir. Bu bolimde,
asosyatif Lyndon-Shirshov kelimeleri tzerinde bir parantezleme tarumlanarak birim
elemanli, asosyatif ve degismeli halkalar Uzerindeki serbest Lie cebirleri icin bir

lineer baz insa edilmis ve bu baz kullamlarak herhangi bir cisim Gzerindeki serbest
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Lie cebirleri icin bir bazin nasil insa edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica asosyatif
Lyndon-Shirshov  kelimelerindeki parantezleme ile inga edilen baz icin

K ompozisyon-Diamond Onermesi ispatlanmustir.
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2. TEMEL TANIMLAR

Tanim 2.1. G bos olmayan bir kiime olsun. G Uzerinde tamml1 bir ikili islem
asagidaki kosullar: saglasin:
i) Her a,b,c € Gigin, (ab)c = a(bc) ise, G ye bir yarngrup ( semigrup ) denir.
ii) Eger bir G yarigrubunda, her g € G icgin, eg =g e = g olacak bicimde bir
e € G varsa, G ye bir monoid denir.
iii) Eger bir G monoidinde, her a € G icin, aa’ = a’a = e olacak bigimde bir

a' € G varsa, G ye bir grup denir.

Tamim 2.2. Abos olmayan bir kiime (afabe) olsun. a4,..., a,1 Aicinw=aq;...a,
isew ya A lzerinde uzunlugu n olan bir kelime denir.

A bos olmayan bir kime ve A* da A lzerinde bos olmayan tim sonlu
kelimelerin ( Wi A* i¢in w nun uzunlugu n olmak lizere n <¥ ise w sonlu

kelimedir.) bir kimesi olsun. Yani ,

A*t={a,...a,|a;EA,NEZ}

Her a,...a,, € A* ve by...b, € A* icin,

(a;...a, ) (by...b, ) =ay...ayby...by

ikili islemi ile A* bir yarigrup olup buna A (izerinde serbest yarigrup denir. A* ya 1
bos kelimesi (birim eleman) eklenerek elde edilen monoide serbest monoid denir ve

At ile gosterilir.

Tamim 2.3. <X> ile, X Uzerindeki butln asosyatif kelimelerin serbest monoidini

gosterelim
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Tamim 2.4. F bir cismve A, F lzerinde bir vektor uzay1 olsun. Birm: Ax A — A

fonksiyonu, her a; , b; € A ve r € F i¢gin;
m(a;+a, , b) =m(a,,b) + m(a,,b)
m(a, by+b,) = m(a, by) + m(a,b;)
m(ra,b) = rm(a,b) = m(a,rb)

kosullarint sagliyorsa bu fonksiyonla A ya bir cebir ve tammdaki m bilineer
donusimine bir carpim denir. Eger A bir cebir ve X , y € A ise m(x,y) yerine xy

yazalim.

Tamm 2.5. A, bir cebir olsun. Eger her x, y, z€ Aigin

x(yz)=(xy)z

ise Ayabir birlesmeli (asosyatif) cebir denir.

Tamim 2.6. X bos olmayan sayilabilir bir kime olsun. X in elemanlarin afabedeki
bir harf olarak iliskilendirelim. Tam kelimeleri bu harflerle olustururuz. n —uzunluklu
bir kelime X' in elemanlarimin siral1 n-lileridir.

n-uzunluklu tim kelimelerin kiimesine X™ diyelim. |X| = r ise r™ tane n-

uzunluklu kelime vardir.
Sonlu uzunluklu tim kelimelerin kimesine X* diyelim.
X" =Upa1 X"

(u,v € X* isebu iki kelimenin carpimi yan yanadir. Ornegin , aab ile bab nin carpimu
aabbab seklindedir. )

A, F Uzerinde X * tabamyla bir vektor uzay: olsun. X* daki carpimi A ya genisletebili-

riz.
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Cier @) (Zjes Biwy) = Bier jeg @iBjviw;

Bu carpimla, A birimsiz bir birlesmeli cebir olur.
Eger |X| =rise (X ={xq,x5, ..,x.}) A, F cismi (zerinde serbest birlesmeli cebir

olarak isimlendirilir.

Tanmim 2.7. F bir cism ve L , F Uzerinde bir vektor uzayr olsun. Eger L Uzerinde
asagidakiler saglanacak sekilde bilineer bir [ , J:Lx L —= L, (Xxy) = [Xy] ikili
islemi tammliysa L ye bu islemle birlikte (Lie carpimi veya braket carpimi) bir Lie
cebiri denir.

L1:HerxelLigin[xx] =0

L2: Herx,y,z € Licin[x,[y,Z]] + [y.[z.X]] + [z[x.y]] =0 (Jacobi Ozdesligi)

Tanim 2.8. LveM aym k cismi Uzerindeiki Lie cebiri olsun. Bir o :L® M lineer

doniisumii x, yl Licin;

o (1% y1) =[ @ (9, o ()]

oluyorsa o yabir Lie homomorfizmi denir. Eger bu donistim birebir ve trten ise
izomorfizm denir. Eger o , L Uzerinde bir izomorfizm ise 0 zaman a yaL nin
otomorfizmi denir.

Genellikle homomorfizm teoremleri Lie cebiri homomorfizmleri icin de

dogrudur.

Tamim 2.9. Bir F Lie cebiri herhangi bir X # @ kiimesi verildiginde her B Lie cebiri

icin o : X — B bir dontisim olmak tzere, i : X — F donisuma igin
a=n.l

olacak sekilde bir tek
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n:F—B

Lie homomorfizmi varsa (F,i) ciftine X lGzerinde serbest Lie cebiri , X kiimesine F
nin serbest Ureteg kimes denir. o = n. oldugundan asagidaki diagram
degismelidir:

X —SF

Tamim 2.10. Bir X kimes tarafindan Uretilen serbest Lie cebirini Lie(X) ile
gosterelim.

Tamm 2.11. X kimesindeki elemanlarin Lie carpimlarindan olusan bir kelimeye
Lie monomiai denir. (xi,- €X igin u = x; x;,..x; seklinde ise ) Lie
monomiallerinin herhangi bir lineer toplamina da bir Lie polinomu denir. p Lie
polinomunun en biytk uzunluga sahip teriminin (bas monomiali) katsayisi 1 ise, p
ye monik Lie polinomu denir.

Tamm 2.12. w=a; a;,...a;, € <X> olsun. Lig(X) insag normlu [w] kelimesini

t

W] = [a; [ay,[...[a;,_a;,]...]]] ile gosteririz.

Tamim 2.13. Verilen her bos olmayan X kimes Uzerinde bir serbest Lie cebiri
tammlanabilir. Serbest Lie cebirleri icin baz kimes ilk defa Hall tarafindan
tanimlanmustir. Serbest Lie cebirleri icin Hall bazi asagidaki sekilde tanimlanir:

1 X kiumesine bir tam siralama verilir. X in elemanlart dereceleri 1 olan

monomiallerdir.

H, =X diyelim.
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2. Uzunlugu 2 olan monomialler w = x,xz seklindedir dyle ki x, > xz dir ve

Xq, Xg € Xdir.

Hy ={ xqXp | Xq > Xxp , Xq,xg € Hy } diyelim,

3. Uzunlugu 3,4,...,m olan monomialler tammlanmis ve uzunlugu koruyan bir

siralama verilmis olsun :
g, g monomialeri icin g nin uzunlugu (I(q)) , ¢ mn uzunlugundan (I(g"))
dan biyuk ise yani I(g) > 1(q") iseq> q’ olsun.
Eger 1(a) =1(q’)>1ved=¢q:192.,9 =q:'q," iseq: >q," veyaq, =q;’ ve
q, > q,' iseq>q’ olsun.

H, ={h=((u)w) |uv,w,uv€ U} H; ,u>v,v<w,uv>w, | (h)=n}
diyelim.

H = U;-, H, kimesi Lie(X) in bir baz1 olup bu baza Hall baz1 denir.

Tamim 2.14. Bir X kUmes tarafindan Uretilen serbest asosyatif cebiri k<X> ile
gosterelim. 1d(S), k<X> in Starafindan Uretilen ideali olsun.
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3.SERBEST LIE CEBIRLERINIiN BAZLARI

Bu bdlumde bir serbest Lie cebirinin sag normlu kelimelerden olusan bir
bazint inceleyecegiz. 1 < p < t igin a, ler serbest Uretecler olmak Uzere
[a; [a;,[...[a;,_,a;]...]]] formundaki tim kelimelerin kiimesinin bir baz oldugunu

gosterecegiz.
3.1. Temd Bilgiler

X={a;|i €l} lineer siral kime, k bir cissm ve Lie(X), k Uzerinde X
tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri olsun. <X> ile, X Uzerindeki bitiin asosyatif
kelimelerin serbest monoidini gosterelim. <X> monoidinin 1 kelimesini icerdigini
varsayalim. <X> Uizerinde asagidaki lineer siralamalar distinecegiz.

i. Alfabetik siralama : Bos olmayan bitin u kelimeleri icin u < 1 dir ve
timevanimla, eger u=aq;u’ ,v=aqa;v’' igcina; <a;j yadaa; =q; veu' <v’
iseu<vdir.

ii. der-af sralamasi : Eger |u|<|v| veya|u| =|v| veu <v iseupv dir. Burada

lw| ilew kelimesinin derecesi anlagsilacaktir.

Tamm 3.1.1. Baz1 z, v,, u; kelimeleri ve b < a olacak sekildeki baz1 a,b harfleri
icin v = zbv,, U = zau, ise v, u kelimesinden alfabetik olarak kuvvetli kuguktor
denir.

W= g a...a; €<X>olsun.wnuntersini w* = a, ..a; a, ile,Lig(X)in
bir sag normlu [w] kelimesini [a; [a;,[...[a;,_,a;]...]]] ile gosterelim. Eger her
l<jsti¢inaza; vebaz l<p<ticina=a;, iseayabas harf denir.

X tarafindan Uretilen serbest asosyatif cebiri k<X> ile gosterelim. k<X>,

[ xy] =xy—yxcarpimi ile bir Lie cebiridir. Bu nedenle Lie(X) in k<X> cebirinin bir
alt uzayr oldugunu kabul edebiliriz. Verilen bir f € k<X>icin, (ii)deki siralama

atindaf nin maksimal asosyatif kelimesini f ile gosterelim. Eger a; €k , v; € <X>
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vev; p ficin f=f+Y a;v; isef moniktir.

Tamm 3.1.2. w bir asosyatif kelime olsun. Bos olmayan keyfi u ve vicin w =uv
olmak tizere w > vu oluyorsaw ya asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesi denir.

Her f € Lie(X) icin f nin bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesi oldugu
tammdan agikga gorilmektedir. Bunu asagidaki drnekle agiklayabiliriz.

Ornek: f =a,a,+a asas olsun.
]_c = a,azas dir.
a,a3as > azasa; V€ a,asas > asa;as oldugundan f bir asosyatif Lyndon-

Shirshov kelimesidir. (f , f nin maksimal asosyatif kelimesidir.)

Tamim 3.1.3. Asagidakilerin saglanmasi durumunda asosyatif olmayan bir [u]
kelimesine Lyndon-Shirshov kelimesi denir :
1. u bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir.
2. Eger [u] = [[ui][u.]] ise [u,] ve [u,] Lyndon-Shirshov kelimeleridir . ( Bu
durumda (1) den u; > u, oldugu gordlir)

3. Eger [U] = [[[ u11] [u12]] [uz]] iseus, < u, dir.

Ornek: X={x;,x,,x3}iCiNx; > x, > x3 0lsun.
[f1] = [[x1x3] x,] olsun.
fi=x1x3x, dir.

fi=x1 x3 x5 IGIN VU = x3 x,x; dir ve x;x3x, > X3 x,x; oldugundan uv>vu dir.
o N——

u v

fi=x1x3 x5 ICINVU = x,Xx, x5 dir ve x;x3x, > x,X; x5 oldugundan uv>vu dir.
——

u v

Bu durumda f; bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir.
Burada[fi] = [[x1x3] x2] icin [u]= [x1x3] ve[up]= [x,] dir.
X1X3 > x3x; oldugundan u;= x; x5 ve u,=x, Lyndon Shirshov kelimeleridir.
O halde
[u;] ve[u,] Lyndon-Shirshov kelimeleridir.

10
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[f1] = [[x1x3] x;] icin

U= X Uip= X3 u,=x, olarak alinirsa

x3<x, oldugundan wu;, < u, dir.

O halde Tamum 3.1.3 deki bittn kosullar saglandigindan
[fi] = [[x1x3] x,] bir Lyndon-Shirshov kelimesidir.

Ornek: [f,] =[x,x3] olsun.
f2 = x3x5 dir.
X,X3 >x3Xx, oldugundan f, asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir.
x, vexs Lyndon-Shirshov kelimeleridir. Dolayisiyla
[f2] = [x2x3] Lyndon-Shirshov kelimesidir.

Ornek: [f,]=[[[x2x3] x1] x1] olsun
fo=x,%x3 x,2 dir.

fo=x,x3 %12 icin vu = x; 2x, x5 dir ve x,< x; oldugundan f,< vu dir. Bu durumda
[ )

u v

f2 ,» Lyndon-Shirshov kelimesi degildir.

a e Xicin[a] = aolsun. w bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesi vev , w
nun en uzun asosyatif Lyndon-Shirshov sonu olmak Uzere [w] = [[u][v]] olsun.
(bOylece u da bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir) O zaman , [w] bir
(asosyatif olmayan) Lyndon-Shirshov kelimesidir.

Ornek: X={x;,x,, x3}icinx; > x, > x; olsun.

W = X1X,x,X3 Kelimesini distnelim.

X1XpX1X3>XX1X3X1 , X1XaX1X3>X1X3X1Xy , X1X2X1X3>X3X1XX; oOldugundan
sectigimiz bltin u ve vigin w = uv olmak tzere w > vu oldugundan w bir Lyndon-
Shirshov kelimesidir.

Simdi u=x; vev=x,x;x; olsun. a = x, , b = x;x3 diyelim. v=ab olup ba = x;x3x,
dir. x,<x; oldugundan v < ba dir. Dolayisiyla v bir Lyndon-Shirshov kelimes

desildir.

11
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U =x;Xx, Ve V=x;x3 olsun. a=x; , b = x5 diyelim. O zaman v = ab olup ba = x3x;
dir.

x; > x5 oldugundan v>ba dir. Dolayisiyla v bir  asosyatif Lyndon-Shirshov
kelimesidir.

Ayni zamanda , u=x;x,>x,x; oldugundan u da bir asosyatif L yndon-Shirshov
kelimesidir. [ul=[ x;x,] ve [VI=[x1x3] olup [w] = [[u][M] = [[x1x2][ x1%x3]]
kelimesi bir Lyndon-Shirshov kelimesidir.

Simdi sabit asosyatif Lyndon-Shirshov altkelimeli (Shirshov, 1958) bir
asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesinin parantezlemesini tanimlayalim.

w ve h asosyatif Lyndon-Shrishov kelimeleri olmak tizere w = uhv olsun. [w]
nun h yi kapsayan ve asosyatif olmayan minimal altkelimesinin [hc] formunda

oldugu kolayca gorulebilir. Buradac € <X> dir.

Ornek: X={x;,x,, x3}icinx; > x, > x; olsun.

h=x;x3 : u=x; , V =XyX3 diyelim.
W = X1 X1 X3X,x3 dir. w bir Lyndon-Shirshov kelimesidir.

[W] = [xq [x1[x3[x2x3]11] dir.

[W] = [x1 [x1[x3[x2x3]]]] olmak Gzere [w ] nun hyi kapsayan minimal atkelimesi

minimal

C=x,x3 i¢in [hc]=[ x4 [x5c]] formundadir.

m=> 1 olmak Uzere c =c;c,...c,, olsun. Burada herbir c¢; asosyatif Lyndon-
Shirshov kelimes ve ¢;<c, <...<c, dir. [w] da [hc] atkelimesini
(...(([h][e1DIc2])---[cm]) ile degistirerek elde edilen asosyatif olmayan kelimeyi
[uhv],, ile gosterelim.

[uhv], =wdir. w=ufviginf, f=h w*nun altkelimes olacak sekildeki bir
monik Lie polinomu olsun. [uhv], dan [h] yi f ile degistirerek elde edilen Lie

polinomunu [ufv] ile gosterelim.
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3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

Ornek: ¢;=x; ve c,=x1x5 olsun.
C = x1xqx3 dir.
h=x,x5 olsun. hc=x;x;x,2x; dir.
[he] =[x [x3[x1 [, x5]]1] dir.
W =215 X3 % 2% diyelim. [W]=[ xq [ [oq [23[1 [1 3111111 dir.

[W] = [x1 [xz [x1 [ [y [xax5]1111] olmak tizere

h C1 Cy

[hv]y, =[x [z | [Deaxsle | Degxs 1] di.

Tamim 3.1.4. f veg monik Lie polinomlari ve w € <X> olmak Uzere u,v € <X> ve

If| + I3l > lwl iginw= fu=Vg olsun. f veg ninw yagére kesisme kompozisyonu,

(f, Pw = [fuly —[vglg
seklinde tammlanir. Burada [vg], = [vg] dir.

Ornek:  [f]=[[xyx2] x3] +[x1x3] ve
[g]=[x,x3] +x5  olsun.
f =x1%, x3 +x1X3 , 9= Xx3 + X3
f=x1%, X3 Ve g =[x,x5] dir.
W= fu=vg olacagindanw = x;x,x; ,u=1vev = x, aabiliriz.
[fu] = [x1[x2 x3] | + [x1x3] =[fu]s ve

[val=[x1[xz x3] ] + [x1x3] =[vg], oldugundan (f,g), =0 dir.

Ornek: X={xy,x;, x3,%,} icCinx; > x, > x3 > x, olsun,

P=x1%x3 - X,x, V€ O=2x3%x, +x; olmak Uzere S={p,g} olsun.
P=x:%x3 Ve q=x3%x,dir.

p ve g nin W' ya gore kesisme kompozisyonunu hesaplayalim :
W=x,2x3%x, =pu=vg oldugundanu=x3x, ve v=x,2 dir.

Aynca|p| + |q| =3+3=6>5=|w| dir.

13



3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

puU =(x12x5 - X2X,) X3x, olup

[Pu]p = [[x1[x123] - [ 1232211 = [[ 24 [0 2311 [x32x2 1] - [[x2x4][x3x,]]1  ve
Vo= x,2(x32x, + x1) olup

[valq =[x1[x1 [[xs Desx.]1+ 2111 dir.

O halde

(P, Dw = [[ 21 [eax3 11032211 - [[x2xa] 232211 - [4 D4 [3 L3021+ 2411

dir.

Tamm 3.1.5. f veg monik Lie polinomlar: ve w € <X> olmak lizere u,v € <X>icin

w= ]_f =ugv olsun.f vegninw yagore icerme kompozisyonu,

(fa g)w =f- [ugv]g

seklinde tanimlanir.

Bu kompozisyonun dnemli 6zellikleri

(f, 9)w € Id(f.g) ve (f, 9),,p wolmasidir,

Ornek: X={x;,x,, x3}icinx; > x, > x5 olsun.

g=x1x, , U=x; , V=x,x3 diyelim.

W= f = Ugv = xyX;,%,%,%3 bir Lyndon-Shirshov kelimesidir.
f=x,2x,%x3 ve ¢g=x;x, olsun.

[ugv] =[x [x; [xz[x2x3]]]] ve [ugv] 4 = [x1[ [x1x2][x2x3]]] dir.
O halde

(f, Pw = [ealea D2 Peax3 111 - o [ Deax2][x2x311] dir.

Ornek: X={x;,x,, x3} icinx; > x, > x5 olsun.
, U=x1x3 , V=x2x3 diyeim.

9=
W= f = Ugv =x;X3X1 XX, 2 x5 O,
f

X1X3X1XpX12X3 + X1XpX3 V€ 0= x;X, + x5 olsun.

14



3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

ugVv = x;x3(x, x5 + x3) x12x5 olup

[ugv] = [y x| [Teag] + ] [ ey 1 [1 =D s [[Teaa] + a0y Draes]11]
g U Uy

dir. ¢ =u,u, oldugunu gz éntine alirsak

[ugv] 4 = Deales || [Leaea] + x5 | e 11 ve

(£, 9w = 1= lugvly = nlxs [ o[ 1] [T+ Lo
~ Dbl [[Deeal + x5 B 1]

olur.

Tamim 3.1.6. S, monik Lie polinomlarin bir kiimesi olsun. Eger , f ve g nin
(f,g9)w kompozisyonu «; € k , u;,v; € <X> , s5; € Sve u;s;v; p W igin
(f, 9w =2 a;[wsivi];, formundaise (f, g), kompozisyonuna Sye gore asikarchr

denir.

ORNEK: S={ x;x3,x, }olsun.

Ui =Xxq y Uy =Xy y V1 = X2 y Vy = X1 |g|n
U S V. = X1X1X3X, Ve Uy SoVp = XXX dir,
[u1s1v1] = [x1[x1[x522]]] ve [uz5,v,] = [x2[x2x4]] olup

[uis1v1ls, = [x1 [[x1x3]x2]]  ve  [ugs,v;]s, = [x2[x2%4]] dir. O halde

(fs Dw =[x1 [[x1x3]x2]] + [x2[x2%4]] dir.

Tamim 3.1.7. S, monik Lie polinomlarin bir kiimesi olsun. Eger S nin herhangi iki
elemanimin her kompozisyonu Sye gore asikar ise , Sye Grobner-Shirshov bazi
denir.

Eger herhangi bir se Sve u,v € <X>i¢in w # usv ise, [w] Lyndon-Shirshov

kelimesine S-indirgenebilir denir.
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3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

Ornek: S={x;x,, x,x3 , x,} olsun.

f=x1x, g=x,x3 , h =x, olarak adlandiralim.

f vegicin kesisme kompozisyonunu hesaplayalim:
W =x;X,X3 € <X>olmak Uzere |f| + |g|=2+2=4>3=w| dir ve
U=x; Ve V=x;icin w=fu=vg dir. Bunagore
fu=x;x,x3 ve [fu] =[xi[x;x3]] olup [fuls =[[x;x;]x5] chr.
Ayrica
Vg =x1X,%3 Ve [vg]=[vgly=[x1[x2x5]] dur.
O halde
(f Dw =l[x12x2]x3] - [x1[x2x3]] dir.
Burada
w=1, s;=x1x, , v1=x3 olarak segilirse [[x;x;]x3]=[us51v1]s,
ve
Up=x1 , Sp=[xx3] , v,=1 olarak segilirse [x;[x,x5]]= [u;s,v,],, formundaolup

(f, Dw = Ziailusivi]s, dir Yani (f, g)., Syegore asikardir.

f vehigin kesisme (icerme) kompozisyonunu hesaplayalim:
W =x; X, olmak Uzere |f| + |h|=2+1=3>2=|w| dir ve
u=1 ve v =x, olarak alinirsaw = fu=vg olur. Ayrica
fu=x;x, , [fu] =[x;x;] ve [fu]=[x,x,] dir.
Ayni sekilde vh =x;x, ve [vh]=[vh],=[x;x,] olup
(f,h),=0dir. Yani (f, h),, Syeqgore asikardir.
g vehiginigerme (kesisme) kompozisyonunu hesaplayalim :
W =x,x3 =g = uhv olarak alalim.
h = x, oldugundan u =1 vev = x3 dir. Buna goére
uhv=x,x3 ve [uhv], =[x,x3] dir. O hade
(g, h),, =g—[uhv], =0dir. Yani (g,h),, Sye gore asikardir.
O hade Snin tim elemanlarinin kompozisyonlar1 Sye goére asikar oldugundan, S
Grobner-Shirshov bazidir.
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3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

Ornek: S={x;x,x3 + x;x3, x, } olsun.
f =x1x,x5 + x1%3

h=x, olarak adlandiralim.

f vehigin igerme kompozisyonunu hesaplayalim :

f =x,x,x3ve h=2x,olup
W =x;X,X;=f=Uhv oldugundan u =x; , v =x; ve [uhv]=[x;[x,x3]]=[uhv], dir.
Buradan

(f R)w=lx1[x223]] +[ x1%3]- [x1[x223]]= [ %1 %5]

elde edilir.
w=1,vi=1ve s;=f =x1x,%5 + x93 iGN [uyf s1]p = [x1[x22x3]] + [ x1%5]
ve
Uy=Xq, V3= X3 Ve S,=h= x5 iGN [uyh s3], = [x1[x2%3]]
olmak Uizere
[ x1%3] = [us f s1lf - [uzh s;]n = Yi ai[uisivi]si seklinde tek bir gosterime sahiptir.
u;s;v; p w saglanmadigindan, (f, h),, kompozisyonu Sye gore asikar degildir. O
halde,
S, Grobner-Shirshov bazidr.

Bir w Lyndon-Shirshov kelimesinin indirgenebilirligi ile ilgili dnemli bir

sonug¢ Shirshov’ un kompozisyon 6nermesidir (Bokut, 1972) .

Kompozisyon Onermesi (Bokut, 1972) : X, iyi siral1 bir kiime olsun. Eger S bir

Grobner-Shirshov bazi ve f € 1d(S) ise bazise Sve uyve<X>igin f =Usv
dir.

Bu 6nermenin 6nemli bir uygulamas asagidaki sekildedir.
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3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

K ompozisyon-Diamond Onermesi (Bokut, 1972) : X, iyi siral1 bir kiime olsun. S
nin Grobner-Shirshov bazi olmasi icin gerek ve yeter kosul butin Sindirgenmis
Lyndon-Shirshov kelimelerinin kiimesinin Lie(X)/1d(S)=Lie(X|S) icin bir lineer baz

olmasidir.

3.2. Serbest Lie Cebirinin Sag Normlu Bir Bazi

Bu kisimda 6zel olarak tammlanan sag normlu kelimelerin, serbest Lie

cebirleri icin bir baz olusturdugu gosterilmistir.

Onerme3.2.1. w; =(av)™au, vew, =(av)™au, € <X> olsun. Buradav, u; ,
w; nin a bas harfini icermez, m; > 0 ve w;< v dir Oyle ki baz1 @i; =v kelimeleri ve
bazi a; (j =1,2) harfleri icinw;=1;a; dir. O zaman , eger

w; >w, ise w; , w, den afabetik olarak kuvvetli buyuktdr.

ispat: w; ve w, kelimelerinin yazilisindan w,’in w,'nin éneki olmacdig aciktir.
Dolayisiyla, w; , w,’ den afabetik olarak kuvvetli buyuktir.
Ispat icin diger bir yol :

my; < m,ise

wi=avavav ....av au,
N— —_————

myq

w,=avavav ....avavav ... avau,
my

olup u, <v oldugundan w;<w, dir. Bu bir ¢eliskidir.

m; = m,ise

wi= avav ... avau,
N ———’

myq

Wo= avav ... avau,
N —
ms

18



3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

olup w; > w, oldugundan u; > u, dir. Dolayisiyla w; , w, den alfabetik olarak

kuvvetli blyutktir.

my; > m,ise

wi= avav ... avav ... avau,

myq

Wy= avav ... avau,
N —— ——’

my
olup w; > w, oldugundan v > u, dir. Dolayisiyla w; , w, den afabetik olarak
kuvvetli blyutktir.

Onerme 3.2.2.

i.  <X>inherw asosyatif Lyndon- Shirshov kelimesi asagidaki formdatek bir
goOsterime sahiptir :

w = (av)(av)™au,ui (av)2auyu,’...(av)™ augu,’ (1)

Burada , v, wjuj , wnun a bas harfini icermez, n; > 0, w; < v dir dyle ki bazi

4l; > v kelimeleri vebazi a; (V 1 < j < t) harfleri icinu; = ;q; dir.
i 1 1 1
1. W(l) = A(av)n1+1 aului( )A(av)nZauzu’z( )"'A(av)ntautué( ) (2)

(1) de bitin (av)™aw; at kelimelerini A(av)njauj ile (n; :==n,; +1) ve bos
olmayan bitin u]f =aj, ..a;, (aj €X) icina;yi A“fs ile degistirerek elde edilen

kelime olsun.

Y ={A,| z € {(av)" au; | a;}} kimesini asagidaki sekilde siralayalim :
A, = A, ancakveancak z; =z, ise.

O zaman w® kelimesi, Y afabesinde bir asosyatif Lyndon — Shirshov kelimesidir.
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i. u®=4,A,,. A, Y dfabesinde bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesi
olsun. O zaman, u = x;x, ... X kelimesi X afabesinde bir asosyatif
Lyndon- Shirshov kelimesidir.

Ispat : Z afabesindeki bitiin asosyatif Lyndon — Shirshov kelimelerin kiimesini
S, ile gosterelim. Eger Sy teki w kelimesinde a bas harfi bir kere bulunuyorsa,
Tanm 3.1.2. den, bazi v € <X> ve (1) det=0icinw = qv dir.

w, Sy inicinde bas harfi birden fazla bulunduran bir kelime olsun. Ozaman,
Tanim 3.1.2 den,

w= (av)*law,(av)™2aw, ... (av)™aw,

dir.
Buradav,w; , w’nuna bas harfini icermez. n; >0 ,bltin 1 <j <t icinw; <wv
dir. w; = uju]f yazarak, w kelimesi icin (1) deki gosterimi elde ederiz.
(u; <v Oylekibaz1 4i; = v kelimeleri vebazi a; harfleriicinu; = #;a; )

w) =4, 4, ....A,

. oldugunu varsayalim. Eger w® ¢ S, ise, 0zaman

bazi 2 <q<kignw® < 4, ..A;A; .. A, _, dir. W= 2,2, ..24 oldugundan

Zq—l

ve Onerme 3.2.1 ile A, < Azj kosulu z; < z; , 2z nin z; den afabetik olarak

kuvvetli kiiglk oldugunu gosterdi ginden,
WS Zg . Zq Z1 - Zg—q

elde ederiz. (w asosyatif Lyndon — Shirshov kelimesi)

Bu bir ¢eliski oldugundan, w® € S, dir.

Simdi  (jii) U ispatlayalim. Tam 3.1.2 den, Y'deki A, harfi u)in bas harfidir.
Eger x; , X'inbir harfi ise, u € Sy olur.

Bazi 1 < j < tigin (ny ==ny +1) x; = (av)™ay; oldugunu varsayahm. u™ € S,

oldugundan, herhangi 2 < p < k icin
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u® >4, . Ay Ay Ay, eldeederiz.
Onerme 3.2.1. ile Ay, >ij kosulu x; > x; (alfabetik olarak kuvvetli biyUk)

oldugunu gosterir. Dolayisiylabitin 2 < p < k igin,
U>Xp o X X .. Xp_q diT.

xgin, bitlin 1 <i <k icin x; nin herhangi uygun son ekinden afabetik olarak
kuvvetli blydk oldugunu goz ontine alalim. O zaman u = 7, 7, olacak sekildeki bos

olmayan keyfi t; vet, icinu > t; t, dir. Sonug olarak u € Sy dir.

Ornek: X={x;,x,, x3} icinx; > x, > x5 olsun.
Y={{4,lz€{(av)aw; a;}} kimesini agk bir sekilde yazalim.

Y ={Ax,, Ax, , Axy Aav)™ au, » Aav)2auy 1+ Afav)tau, }

W = x4 X, X3 bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir. Bu kelimeyi

w = (av)™ au,u, (av)™au,u,’ ... (av)tauu,’

formunda yazmak istersek

a=x; , V=xyx3 , ny=0 dir.

Y ={4; |z€{x1x22x3} } ={ Ax,x,x,} OlUP

w =4, .. Y afabesindebir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir.

W = x;X,X32x;x3%x, kelimesi de bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir. Bu
kelimeyi

w = (av)™ lau,u, (av)™au,u,’ ... (av)™au,u,” formundayazmak istersek
a=x; , V=xx32 , ny=0 , w=x3 , u;'=x3x, dir.

Y ={A,|z€{x1x,x3%x,x3 ,x, , x3 }} kUmesi acik olarak yazilirsa

Y ={4,,, A, A } seklindedir.

x1x2x32x1x3

wW=A, 2y, Axs Ay,  Kelimesini diistinelim.
2

x1x2x3 x1x3 > x3 Ol up AX1X2X329C1X3 > AX3 ’
2

X1X2X3°X1X3 > X, olup Ax1xzx32X1X3 = Ay,

dir. O halde w kelimesi Y alfabesinde bir asosyatif Lyndon-Shirshov kelimesidir.
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Simdi w* =a;, .. a;,a;, kelimesine w =a; a;,..a; kelimesnin ters

diyelim.

Tanim 3.2.1. <X> inbir w asosyatif kelimesi icin eger
lw| cift iken w* >w

ve
lw| tek iken w* >w

isew kelimesine diizenli kelime denir.

Onerme 3.2.3. w, <X> in bir diizenli kelimesi olsun. O zaman, w

w= u; v* ©)

formunda bir gosterime sahiptir. Buradau; < v dir , dyle ki baz1 ti; > v kelimeleri

ve bazi a; harfleriicinu,; = @i;a, dir.

ispat : w 'nun bir diizenli kelime oldugunu varsayaim. w* = w ise 0 zaman |w|
tektir. Baz1  1; €<X> ve bazi a; € X icin w = fi;a, #i;" dir. Dolayisiyla,
u, = lya, vev = 4 icin, w’nun belirtilen formdaki gosterimini elde ederiz.
Simdi w* > w olsun.

Baz1 p,1,, T, E<X> ve a, > a, olacak sekildeki a;,a, €X icinw=pa;1;
ve w* = pa,t, dir. Eger |p| <|t4| ise, u; = pa,; vev =1 icin ispatlanmis
olur. (u; <v)

lp| = |r;| oldugunu varsayalim.

w* = 17 a; p* oldugundan, bazip; € <X > icinp = 1] p; eldeederiz.
Dolayisiyla,

W= Tia,p] T1 = T1 p1 ay T, dir.

|t1 | =|t,| oldugundan, a;p; = pia, dir, dolayisiyla a; = a, dir. Bu bir
celiskidir.

w= u, v*° (3)olsun. O zamanii; = v veyati, , Vv’ ninon ekidir.
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Buradan, w dizenli bir kelimedir.
Not 3.2.1. wu, Uzerindeki kosullar , (3) gosterimini tek olarak belirler.

Tamm 3.2.2. <X> , X Uzerindeki alfabetik siralamayla X afabesindeki bitin
kelimelerin serbest monoidi olsun. Kelimelerde bas harfin bulunma sayisi Gizerinde
tumevarim kullanarak, <X>in Ty altkimesini asagidaki sekilde tanimlariz:

Eger <X>inw kelimesinde, a bas harfi bir defa bulunuyorsa ve bir u kelimes igin
W=ua ise, w, Ty eaittir.

w, <X> in, a bas harfi birden fazla bulunduran bir kelimesi olsun. w asagidaki
formda gosterilebilir:

W= Wey (@)™ auup ...(av)™ au,u, (av)™ au, va 4

!
Wi, U, WU

;, w’'nun a bas harfini icermez, n; =0, u; <wvdir, dyle ki bazi

t; = v kelimeleri ve bazi a; (1 <j <t) harfleri igin u; = 4; a; dir. Ozellikle,
u, v* bir dizenli kelimedir.

u; lerin durumu, (4) Un gosterimini tek olarak belirler. <X> in (4) teki
gosterimine sahip olmayan hicbir kelimesi, Ty e ait degildir.

Herhangi bir Z alfabes igin, bas harfin bulunma sayisinin w ’dakinden az

olmast ile T, nin bitin kelimelerini tammlamis oldugumuzu varsayalim.
W= we (@)™au, up ... (av)™ au, uy (av)™*au,

olsun. Bitin (av)™ au; atkelimelerini A ile, bos olmayan blttin

n:
(av) Jau;

u =

j = 4

J1 a;

e V& Wepr = ey oo Gpray, icin (a;, € X ) a; Vyi Aais ile
degistirerek W yi yeniden yazalim.
Ozaman, Y = {4, |z € {(av) ay;, a; }} afabesininyeni w® kelimesini elde

ederiz.
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1 r(1 1
w® = w,,, ( )A(av)ntaut ut( )---A(av)nZauz ué( )A(av)n1+1au1 ®)

Y kUmesini su sekilde siralanz:
A, =4, ancakveancakz; = z;ise.

Dolayisiyla, bas harfin wde bulunma sayist w ’da bulunma sayisindan azdir.
Boylece “ w , Ty'e aittir ancak ve ancak w(® T,’ye ait ise’ tamlamasin
yapabiliriz.

Ornegin, (4) tipindeki w,(av)™ a u,v*a kelimesi Ty e aittir. w,(av)™ a u,v*a

kelimesi icinw = w,(av)™*tau; ve w® = WZ(I)A(av)n1+1au1 olup w) e T,
isew € Ty dir.

t=2icinw = ws(av)™ au, u, (av)™ au, v'a (4) tipinde bir kelime olsun. O
zaman, w, Ty e aittir ancak ve ancak (av)™*! a u; > (av)™ au, veya

(av)M*r quy; = (av)™ au, veu, dizenli bir kelimeise.

w = wz(av)™ au, uj (av)™ au, vaicin w = wy(av)™ au, uy(av)™*! au,
ve w® = w4 nag, uy® Agpynitiqgy, olup

Avyi+i gy, = Avyzau, 12 (@)™ au; > (av)™ au, dir.

Aguymi+t g, = Aav)nzau, 1€ (4) formundaolmas: gerektiginden

w® = w; au, v'a olmak durumundadir, dolayisiyla u, = u; v* formundadir,

yani u; dizenli bir kelimedir.

Onerme 3.24. Sy, X afabesindeki biitiin asosyatif Lyndon-Shirshov kelimelerin
kimes ve Ty, Tamm 3.2.2 deki kelimelerin kiimesi olsun. Kelimelerin igerigini

degistirmeyen ¢ : Ty — Sy bijektif donistimu vardir.
Ispat: Onermenin ispatinda, Tarum 3.2.2 ve Onerme 3.2.2 yi kullanalim. Ty teki

kelimelerde bas harfin bulunma sayisi Uzerinde timevarimla ¢ : Ty — Sy bijektif

donusUmand inga edelim.
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Eger, Ty teki w kelimesinde a bas harfi bir kere bulunuyorsa, 0 zaman

Tanim 3.2.2denbiru e <X >icin w=ua dir ve

pw) =au’

olarak tammlayalim.

Icinde bas harfi birden gok bulunduranw € Ty alalim. O halde, Tamm 3.2.2
den, w (4) formundayazilabilir.

Herhangi bir Z afabes icin ¢: T, - S, donisimindn, bas harfi
bulundurma sayisimin w’dakinden kiiglk olan kelimeler icin tammli oldugunu ve
¢’ nin igerik-koruyan dénustim oldugunu varsayalim.

w Yy ={A4,|z€{(av)Y a u; a; }} afabesinin (5) tipindeki kelimesi

olsun.w® € Ty oldugundan, Agynit1g,,,, w® in bas harfidir. Dolayisiyla, w(®

auy
de bas harfin bulunma sayist w 'dakinden azdir. TUmevarim hipoteziyle Sy nin
d(w®) eleman tammlanr.
p(w®) = 4, A,,..A;, (A, €Y bitinl <i <k icin) olsun.
p(w®) € Sy kosulu gosterir ki 4,,, ¢(w®) in bas harfidir.
Dolayisiyla z; = (av)™*! qu,dir.
¢(w) = z,2, ... z;, olarak tammmlayalim.
¢, icerik koruyan donustmdiir ve Onerme 3.2.2 (iii) ile p(w) € Sy dir.

Ornegin eger w, (av)™ au,v*a € Ty ise 0zaman,
d(w, (av)™ au; v* a) = (av)™*! au,w, dir.

ws (av)™ au, u, (av)™ auy, v a € Ty icin,eger (av)™*lau, > (av)™au,
ise

d(wz (av)™ au, uj (av)™ auy v* a) = (av)™*! auuy (av)™ au, wi dir;
eger (av)™*lau; = (av)™au, ve u, = i, 7" Onerme 3.2.3 deki gibi
yazilan bir diizenli kelimeise

P (ws (av)™ a u, u) (av)™auv*a) = (av)™* au, ¥ (av)™ a u, i, wi dir.
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¢’ min injektif dontsim oldugunu ispatlayalim.
wi,w, € Ty daimvew; # w, olsun. ¢, icerik-koruyan dénusiim oldugundan,
wj inigeriginin w, ninigerigine esit oldugunu varsayabiliriz.

W1(1) * W2(1) dir ve ,timevarim hipotezini kullanarak,

¢(w1‘1’) + ¢(w2(1)) elde ederiz.

Butinl <i<d-1icin Af, = A, ve Ar, # Ay, (Af, > Ay, adaim)olmak

Uzere

WY —
¢(W1 ) = Ap o Apg  ArgAr g o A

@Y —
¢(W2 ) = Ag, o Agy_ AggAgass - Agm

olsun.
O zaman ¢'nin tammmindan , bazi v, ¥, uy, @; € <X> icin f; = (av)™*lau,; ve

g1 = (a®)™*1a i, olmak lizere

dW) = fifaafafasr - fo
dW2) = g1..9a-19a Ja+1 - Im

dir.
Eger v # ¥ ise,0zaman ¢(w;) # ¢(wy) dir.
v=7 olsun. Onerme 3.2.1ile, Ar, > Ay, kosulu gosterir ki f; > g, alfabetik
olarak kuvvetli blyiktir. Dolayisiyla, p(w;) # ¢d(wy) dir.

¢’ nin strjektifligini ispatlayalim. w, Sy in (1) formunda yazilan kelimesi ve
w®, (2) tipinde bir kelime olsun. w®) de Aggyni+14,, bas harfinin bulunma
sayist, w 'da bas harfin bulunma sayisindan azdir ve Onerme 3.2.2 (i) ilew® € S,
dir.

Tumevarim hipotezinden , Ty nin u(® kelimesi vardir 6yle ki
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¢(u(1)) =w® dir.
u® = Ax Ay, o Ay Aayyni+igy, — OlSUN.

U= x1x5 ... % (av)™ auy v* a tanmmlayalim.

u € Ty ve ¢(u) =w oldugu agiktir.

Not 3.2.2. @~ ! donusumini insa edip Ty kimesini Ty = @~ 1(Sy) seklinde

tamimlayabiliriz.

Onerme 3.2.5. Lig(X), k tizerinde X tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri olsun. O
zamen a;, € X olmak Uzere [a;, [a;, [..[a;,_, a;] .11 kelimeleri Lie(X) lineer

uzayim Uretir.

Ispat : [w] € Lie(X) bir monomial olsun. |w| iizerinde timevarim kullanalim.jw| = 1
icin sonug hemen elde edilir. [u] ve [V] sag normlu kelimeler icin [w] = [[u][v]]
oldugunu varsayabiliriz. Eger |u| = 1 ise, 0 zaman [w] bir sag normlu kelimedir ve
ispatlanmis olur. Dolayisiyla |u| > 1 olsun. O zaman Jacobi 0zdesligi ve anti-

komutatiflik 6zelliginden,
[w] = [alw]] ve [[alw]]v]] = [a[lw]iv]]] - [fw]alv]]] dir

Bdylece timevarim hipotezinden sonug elde edilir.

Teorem 3.2.1. Lie(X), k Uzerinde X tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri ve Ty ,
Tamm 3.2.2 deki kelimelerin kimes olsun. O zaman, a; a;, ... a;, , Tx € ait
olmak Uzere

[a;, [a;,[. [ait_1 ait] .. ]11 kelimeleri,

Lie(X) in bir lineer bazint olustururlar.

Bu teoremin ispat1 icin asagidaki sonuclaraihtiyacimiz olacaktir.

27



3. SERBEST LIiE CEBIRLERININ BAZLARI Didem UCAL

w e<X> igin [w]'nun Lie(X)'in bir sag normlu kelimes oldugunu
hatirlayaim.  uw = a; a;, .. a;, €<X> i¢in , [u] , u nun herhangi bir

parantezlemesine gore Lie(X) in asosyatif olmayan bir kelimes olmak Uzere sol

normiu

{u} = [[ [ai1 aiz] ait—l ]ait]
kelimesini tanimlayalim.
“ Iwil=[w]  (modw)

ancak ve ancak a; € k, v; E<X > ve y,<w icin [wi]— [w,]= Y;a; [vi]

ise “ bagintisim goz 6niine alalim.

Onerme 3.2.6. [W] = [Wepaweawe_qa...aw; awg] Lie(X) in bir sag normlu
kelimesi olsun, bitin 0 <i <t + 1 icin w;, w’nun a bas harfini icermesin. <X> in

W.

;= wiw/" (bitin 0 <j <t igin) olacak sekildeki keyfi w/ vew,’ kelimeleri

j
icin,

(W] = [ wesr{awi} wi {aw]_ywil, .. {awy I wy ] (modw) dir.

Ispat: t lizerinde timevarim kullanalim. Bazi by, ..., b, € X icin w, = by ... by
olsun. O zaman, Jacobi 6zdesligini ve anti-komutatifligi kullanarak,
(W] = [Wesq1 aby ... bewi' W]

= [Weyibrab, .. bew' W] + [Weyq [abs]by ... bewi' We_q]

= [wepa[a by]by o bw{ We_4]

= [Wey1 by [aby1bs .. bew{' We_q] + [Weyq {abybo}bs ... bywy' Wy _q] (mod w)
elde ederiz. Burada w;_; = aw;_; a...a w, dir.
[Wes1 b2 [abslbs ... bw{'W;_4]

=[ Wiy1 by abibs ... bw! Wi_1 ] —[Wey1 by biabs ... byw{'W._;] =0 (modw)
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oldugundan

(W] = [weyq{abiby}bs ... bw{' W,_4 ] (modw)
dur.
Buradan,

W] = [wera{awi} wi' W, 4] (modw)

ve timevarim hipotezinden,
[We_1]=[{awi_1} wily {awi o} w, ... {awy } wy' (mod W_1)
eldeedilir. Buise, p; < W;_; vea; €k icin
[We_a]=[{awi_} wil; {aw;_} wil, .. {awg }wy] + X ailpi]
oldugunu gosterir. Dolayisiyla,
W=[wep{awet wi' {aw/_ 1} w,; ... {awg }wy']
+ Y wep{aw}wip; ] (modw)
yazabiliriz.
Lie(X) teki Ozdesliklerin homojenligi gosterir ki, p; nin igerigi w,_; nin icerigine
esittir.
[Werrawew'pi] = [wera{awe} wi'pi] (mod we.awewy'p;)
oldugunu ispatladigimizigin ve p; < w;_4 kosulu
Wer1 AWe W' P < Wepq QWe Wi Weeqg =W
oldugunu gosterdiginden,
W] = [ weralawe} wi {awi 4} wy .. {awg }wy'] (mod [w])
elde ederiz.

Onerme3.2.7. w; lerher 1<i <t+1icinabas harfini icermeyen kelimeler olmak

Uzere

[Wipiaw;a...aw, @] (6)

formundaki kelimeler Lie(X) uzayin: bir lineer uzay olarak Uretirler.
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Ispat: w e <X> olmak lizere, Onerme 3.2.5 den [w] , Lie(X) i Uretir. w ‘nun a bas
harfini icermeyen ve bos olmayan bir u kelimesi ve bir w kelimesi icin [w] = [Wau]

olsun. Onerme 3.2.6 ile
W] = [w{au}] = (=1)™ [Wu*a] =0 (modw)
elde edilir.

Onerme 3.28. [w,a], [wesiaw,a...aw,au,v*d] (7)
kelimeleri , Lie(X) i lineer uzay olarak Uretir. Burada wy , weq , Wy, uyv* , abas
harfi icermez ve bltin 2< j <t icin w; <v dir, uy<v dir Oyle ki baz1 @1, = v

kelimeleri ve baz1 a, harfleri icin u,=ti; a, dir.

Ispat: Bas harfin bir defa bulundugu kelimeler icin 6nerme daha Once
ispatlanmust1.(Onerme 3.2.7.)
t=>1licin[w] = [w;y,awa...aw;a] (6) tipinde bir kelime olsun. Eger w;* <w; ise,
Onerme 3.2.6 y1 kullanarak

W] = [w,,1aw,a... {aw;}a] = (=)W1 [w,,,aw,a...aw;*a] =0 (mod w)
yazabiliriz.
(w;* <w; oldugundan w;,;aw;a...aw;*a< w; ,aw;a...aw; a=w dir.)
Eger w,* =w; ve|w,| ciftise, bazi T € <X>icinw; = tt* oldugundan ,

W] = [w,, aw;a.. {at}t*a] = (-1)[w,,,awa...{at}{ ar}] =0  (modw)
elde ederiz.
Dolayisiyla , (6) daki w; kelimesinin bir dizenli kelime oldugunu varsayabiliriz.
Onerme 3.2.3 den w; =u, v* dir.
W] = [wipawia.. . aw,au v*al , wy =u,v* olmak Uzere, (6) formunda bir kelime
olsun. Baz1 2< p <t igcinw,>vvebltlini < picin w; < v oldugunu varsayalim.
[W,] = [aw,aw,_,a...aw,au;v*a] olsun. Yani i, , w ‘nun sonekidir. Onerme 3.2.6
ile,

[Wy] = [{ awp}H{ aw,_4}.. {au, }v*a]
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= (DM [ awpH awp i} { awpHavi{aw )] (mod W)
yazabiliriz.
O halde, Jacobi 6zdesligini ve anti-komutatifligi kullanarak,
[W,] = (=D [{ awp,_ o H{ awpHaw, 5} {av}{ aw}]]

+ (P aw,H awp_ H{ awy—o}.. {av}{ aus}]]  (mod i)
elde ederiz.

Onerme 3.2.6. ile
[aw,_aw,aw,_,...auyv*a] = (—1)PH [{ aw,_ H awp}{aw,_,}...{av}{au,}]

(mod aw,,_;awpaw,,_,...au, v*a)

dur.
wy,_1<w,, oldugundan, (aw,_,aw,awy,_,...au;v*a < aw,awp,_;awp_,...au; v"a)
[w,] = (=) [[{ aw, }{ awp,_J[{ awp_}...{av}{ auy}]] (mod W)
dur.
Benzer sekilde,

[W,] = (—D)PH[[[{ aw, }{ aw,_ N{aw,_J[{awp_s} ... {a}{ aw}]]

(mod i)

elde ederiz ve devam edersek,

[W,] = (—1)P* {{ aw,}{ aw,_4}...{ aw,Hav}{au,}} (mod W)

elde ederiz. Dolayisiyla,
[W,] = (=1)+7*1 [{au, { a}{ aw,}...{ aw,_ H awy}]
= ()PP e, M av{ aws}. { aw, i} wy'all  (mod i)
Onerme 3.2.6. dan
[aw,avaw,... aw,_ywp*a] = [{auy H avH{ aw,}...{ aw,_1}w,"a]
(mod au, avaw, ... aw,_,w,"a)
olup au,avaw,... aw,_;w,"a < w, oldugundan
[W,] =0 (mod wy,)
elde ederiz. O halde p; < W, ve a; € kolmak Uzere
[Wy ] = X ailpi]
dir. Dolayisiyla
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W] = [weyawea...awp 1 W] = X ai[weyawa...awp 1 pj]
yazabiliriz. p; < W, oldugundan,
Wip1QWiQ ... AWp 10 < Wip1@W,A... QW Wy

elde ederiz . Dolayisiyla

[W]=0 (modw)
chr.

Bu nedenle, biitin 2 < i < tiginw; < v oldugunu varsayabiliriz.

Not 3.2.3. Onerme 3.2.8 in ispat1 gosterir ki (7) formunda olmayan herhangi [u]
kelimesi icin [u] = 0 (mod u) dir.

Onerme3.2.9. [W] = [weyq(av)™au, u; ...(av)"2au, u, (av)™au, v*a]
Lie(X) in sag normlu bir kelimesi olsun. Buradaw,.q, Vv, u;u; , W nun a bas harfini
icermez, n; > 0 ,u; <vdir 8yleki bazi ii; > v kelimeleri ve bazi g;

(V1< j<t)hafleriicinu; =1;q; dir. O zaman,

W= (-1)"* [wep s [{av)™ {au, Hut...[av)"{au, u; [(avD)™** {au, }]
(modw) 8

chr.

ispat: Onerme3.2.6. dan

W] = [wiy1 {av})™ {au, }u;... (av)™2au, u; (av)™au, va] (modw)
dir.
t=1ise, 0zaman

W] = (=) [y favD ™ {au, }] (mod w)

t >1 olsun. Jacobi 6zdesligi ve anti-komutatiflikten ,

W] = [weyr {av)™ {au, } W]
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= [Wepr {av)™ {au, Hav} 4] + [ weyy (avD™  [{av} {au, HW,_,]
(modw)
dir. Burada
[W—1]=[ui(av)™aue—y ui_g(av)™ 2au; o ui_, ... (av)™2au, uz(av)™au, v'al
dur.
Onerme 3.2.6 dan,
Wit (av)™tauavivg_] = [wey {avh)™ ! {au, Hav} 4]

(mod w4 (av)™'au,aviv,_;)

elde edilir.
u< v kosulu , weyq (av)™ tau,aviv,_ < weyq (av)™ au,w,_;= w oldugunu
gosterdiginden,

W] = [weyr ({avh) ™2 [{av} {au, }|W,_,] (mod w)
dir. Benzer sekilde,

W] = [weyy avD™ 2 [{avi{av{au, H]W;_,] (mod w)
dir ve,

W = [weeal avh)™ {au, }Weq ] (mod w)
elde ederiz.

Son formulin elde edilisinde Ww,_; mn formunu kullanmadigimizi not edelim. t
Uzerinde timevarim kullanarak
[We_1] = ()P [wf[ {avh) e {au,_y Hug_y ...
[ {avH™ {au; Hus[ avh™ * {au, }H] (mod W¢_,)
yazabiliriz. Dolayisiyla,
W= (=) [wy i [{avh)™{au, Hu; .. [{avh)"2{au, Hus[avh) ™ {au, }]
+2 ai[wera[({avh)"{au, }pil (mod [w] )
dir. Oyle ki,
pi < Wi_1, a; € k vep; ninigerigi w,_, mnigerigine esittir.
Y ukarida oldugu gibi,
[ Wera (av)™auepi]= [wena[({avh {auc }pi]  (Modwe., (av)™au,p;)
oldugunu ispatlayabiliriz.

Weyq (av)™aup; <wepq (av)™au,w._,=w oldugundan,
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W= (~D)"* s [{avD™ {au, Nug...[(avD"2{au, Nu, [(av) ™+ {au, ]
(modw)
elde ederiz.

Simdi Teorem 3.2.1. in ispatint yapalim.

Teoremin ispati : Onerme 3.2.4. den , w € Ty olmak (izere [W] nun Lie(X) i lineer
uzay olarak Urettigini gostermemiz yeterlidir.

w € Ty icin [w] nun Lie(X) i Urettigini ve bazi vy, ..., vy € Tx iGN
a[vy] + ... +ay[vy]=0 9)

oldugunu varsayalim.(0 # a; €k ,1<i <N)
Lie(X) teki Ozdeslikler homojen oldugundan , bitin 1< j < N i¢in v; kelimelerinin
ayni icerige sahip oldugunu varsayabiliriz.

L', Lig(X) in, v; ile aym icerige sahip kelimeler tarafindan Gretilen lineer
dtuzayr olsun. O zaman, L' niin boyutu , v; ile aym igerige sahip bitun Lyndon-
Shirshov kelimelerin sonlu M sayisina esittir. Fakat Onerme 3.2.4 ve (9) bagintisi L
niin boyutunun M den kicutk oldugunu gosterir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla,w € Ty
icin [w] kelimeleri lineer bagimsizdir.

W] = [wgiiawga...aw,au,v*a] Onerme 3.2.8. in kosulunu saglayan bir
kelime olsun vew, Ty e ait olmasin. Eger baz1 2< i <qicin w; <vise, 0 zaman baz1
4;, = v kelimeleri ve bazi a;, harfleri icin w; =fi; a;, olmak Uzere w; yi u; u; '

seklinde yazahiliriz.Dolayisiyla, baz1 1< t < q icin,
W] =[wgs1 (@av)™ au up ...(av)™2 a up uy (av)™ au, v'al
elde ederiz, yani [w] kelimesi , Onerme 3.2.9 un kosulunu saglar. Dolayisiyla,

W] = (=) [wgp [(avh)™ {au, Nui...[(avh)">{au, Huy [{av) ™ {aw, ]

(modw)
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dir.

Simdi , bitin [({av})™ {aw,}] atkelimelerini A ile (n:=n,+1)

[{av)™ {au;}]
biitiin bos olmayan u; = a;, ... ... @, (aj, € X) Ve Wgi1=aq41,---Qg41, ICGIN a; i
Ag, ile degistirelim.

vy ={{ 4,1z € {[{av})" {aw;}] ,a;} } alfabesinin

- (1 1
WO = [warr D Aamyre fauen e - Ay faus 115" )A[({av})n1+1 {auy 11!
yeni sag normlu kelimesini elde ederiz.

Y kimesini asagidaki sekilde siralayalim :
Az = A, ancakveancak z; = 7, ise.

Burada 7z, ve 7z, sirasiyla z; ve z, nin braketlerinin kaldirilmasiyla elde edilen
kelimelerdir. O zaman , w® de bas harfin bulunma sayist w dakinden azdir ve
Taum 3.2.2 ile w® ) T, dir. Bas harfin bulunma sayisi {izerinde timevarim
kullanarak , [w™] in, Ty nin [w™] den kiiciik sag normlu kelimelerinin bir lineer
toplam oldugunu elde ederiz.

Butin 1 <i<m igin As, € Y olmak Uzere [Af Ay, ... Ar, ] , sag normiu
kelimelerin toplamindaki  kelimelerden birisi olsun. Ag Ay, ... As, € Ty oldugundan,
Ay, bu kelimenin bas harfidir.

Dolayisiylal <p < tigin f;nZ(av)"paup dir, n;:=n;+1 oldugundan n,, =1 dir.
As, harflerini f; kelimeleri ile ters yerlestirme yaparak |, [f1f, ...fin] kelimesini elde
ederiz. Onerme 3.2.9 dan ,
[fifz - fm-1(av)™»rau,v*a] = [fifs ... fin]
(modfyf; ... fm—1(av)"»-1au,v*a)
elde edilir.
Ap Ay, .. Ap minicerigi w( inigerigine esittir. Dolayistyla,

Af1Af2 . 'Afm< w() = A91A92 "'Agm
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kosulu her 1< i <s1 igin Ar=A, olmak Uzere bazi 1< s <m-l igin Ar <A,

oldugunu gosterir. Bu nedenle , Onerme 3.2.1 den f;<g, afabetik olarak kuvvetli

kiglk ve

fifz - fn-1(@v)"Prau,v*a< g;...gm=w
dir. Dolayisiyla
[fifo ---fm] =0 (modw)
dir. Boylece
[Wl=0 (modw)
elde ederiz. Not 3.2.3 Uin kullanilmasiyla teorem elde edilir.

NOT 3.24. Teorem3.2.1inispati, herhangi u }/ Ty kelimesi i¢in, [ul =0 (mod u)

oldugunu gosterir.

NOT 3.2.5. Teorem 3.2.1 den dolay: , eger k , birimli asosyatif ve degismeli bir

halkaise, o zaman, {[W] |w € Ty} kimesi Lie(X) i k-modul olarak uretir.
3.3. Lyndon-Shirshov Kelimelerinde Diger Bir Braketleme

Bu bolimde , Lie(X) in, [xy] = xy-yx carpimu ile X tarafindan Uretilen k<X>
serbest asosyatif cebirinin alt uzayr oldugunu varsayacagiz.

Asosyatif Lyndon-Shirshov kelimelerinde” [ “ ile gosterilen bir braketleme
tammlayacagiz.

Sy in herhangi bir kelimes igin (1) gosterimine sahibiz. Eger Sy in w
kelimesinde a bas harfi bir defa bulunuyorsa, bazi v € <X> igcinw = av dir . Bu

durumda [ w]={av} alaim.
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W , Syin icinde a bas harfini birden ¢cok bulunduran (1) formundaki bir
kelimes ve w® | S, nin (2) formundaki bir kelimesi olsun. Lyndon-Shirhov
kelimelerinde bas harfin bulunma sayisi Uzerinde tumevarm ile , [w®] i

tammlayalim ve [w] nun, [ w®] deki biitiin A harflerini [({av})™{au;}]

(av)"Jau;
ile (ny:=ny+1) , Aa,-s harflerini a;_ile degistirerek elde edilen kelime oldugunu
varsayalim.

Dikkat edilirse [ ] braketlemesi , Shirshov’ un (Shirshov, 1958) de tarmmladigi
[ ] braketlemesine esit degildir.
Ornegin, a, b € Xvea> bolsun.
w = aabbb € Sy ve [w] =[&[[[ab]b]b]] # [ w] = [[[a[ab]]b]b] dhr.
Gercekten de
w =aabbb isew = (av)™*! au, u;’ formundayazmak istersek
v=1 , n,=0 , u;=b , wu,'=bb secilmesiyleistenilen form elde edilir. Boylece
wD=A450; (b)) = AgapApAp
olup
[w®] = [[Aaapdslds]  ve [wl=[[[{a}{ab}]b]b] =[[[a[ab]]b]b]
elde edilir.

Herhangi f € k<X> igin, ]_‘ ile, f “nin (ii) siralamasi atinda f ‘nin maksimal

asosyatif kelimesini gosterdigimizi hatirlayalim.
Onerme 3.3.1. Sy in herhangi w kelimesi igin, wl =w dir.

Ispat: Eger (av)™au; , Sy in bir kelimesi ise, A (av)"au; € Y olmak lizere (bknz

Lemma 3.2.2)

[{avh){aw )] = (a) ay, (10)
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oldugunu gérmek zor degildir. w , Sy in (1) formundaki kelimesi ve w®, S, nin (2)

formundaki bir kelimesi olsun. Kelimelerde bas harfin bulunma sayisi Uzerinde

timevarimile [w®M] = w® elde ederiz.

1 - ! 1 ! 1 / 1
Yani ; A (av)™M+1 qu, U1 ( )A (av)"2 qu, U2 ( )...A (av)™t au, Ut @ > AZi1A2i2 Aziq ve
a; € k olmak Uzere
(1 (1 (1
[[ W(l)]] =4 (av)™1+1 qu, Uy ( )A (av)"2 au, U2 ( )---A (av)™ aus Ut ™
+Zi aiAZilAZiz AZiq (11)

chr.
Onerme 3.2.1. den A, > 4,, kosulu , z; > z, alfabetik olarak kuvvetli buytik

oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

(av)™*! quy uy' (av)™ auy uy'... (av)™ augu,' > z;, z;, ... zi,

dir.
(11) de bittin A gy au; harflerini [({av})"/{au; }] kelimeleri ile ve Aaip harflerini

a, ile degistirerek,

wl = [{avh™ {au, Y uy' [{avh) " {au, ] u,'...[({avh"{au, }] u,’
+Zai2i1...z~iq (12)

elde ederiz. Burada Z; ,... Zig ; Azil’---’Aziq da yer degistirmeler sonucu elde edilen

kelimelerdir. Dolayisiyla, (10) uncu denklemden,
[wl=w

elde edilir.
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Onerme3.3.2. Ty, Tanim 3.2.2. deki kelimelerin kiimesi ve ¢ : Ty — Sy

Onerme 3.2.4 de tammlanan doniisiim olsun. Herhangi bir w € Ty icin ,
W] =+ [¢w)] (modw)
chr.

Ispat: Eger Ty in w kelimesinde a bas harfi bir defa bulunuyorsa, o zaman

Tamm 3.2.2 den bazi v € <X>i¢cinw = va dir. Dolayisiyla,

[w] = [va] = (-1)" {av"} = £[p(w)]

w , Tx de bas harfi birden fazla bulunduran bir kelime olsun. O zaman , w (4)

formunda yazilabilir. Onerme 3.2.9 dan ,

W] = (=) [wey s [{avh)™{au, Nug .. [{avh)"2{au, Hup[({avh) ™ {aw, }]
(modw)

chr.

Butin [({av})™{aw;}] altkelimelerini A ile (n;:=n, +1) , bos

[({av) "/ {au; }]

N _ - -
olmayan butin u; = a;, ...a;, (a;; €X) ve Wes1=Qptq, - Aera, 16N G harflerini

Ag; ile degistirelim.
vy ={{ 4,1z € {[{av})" {aw;}] ,a;}} afabesinin

1 (1
W] = [wes 1 DAraopne fan }]ué( )---A[({av})nz {au, }]uz( )A[({av})n1+1{au1 yl
yeni sag normlu kelimesini elde ederiz.

Y kiimesini asagidaki sekilde siralayalim :

A, = A,, ancak veancak z; = 7, ise.
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Burada 7z, ve 7z, sirasiyla z; ve z, nin braketlerinin kaldirilmasiyla elde edilen

kelimelerdir. O zaman , w® de Ajgpyyni+1 qu, 7 bas harfinin bulunma sayist w

dakinden azdir ve Tanim 3.2.2 den w® € Ty dir. Ty in kelimelerinde bas harfin

bulunma sayist Uizerinde tiimevarim kullanarak , a; € k ve 7;(D<w® olmak lizere

[w®] =+ [o(wM)] + Z; ai[7, ] (13)

oldugu gosterilebilir.

Not 3.2.4 den ;Y € Ty oldugunu varsayabiliriz. ri(l)zAxil...Axiq nin igerigi

w=4gy, .. Ag ninigerigine esittir. Dolayisiyla 7;(V<w® kosulu baz 1< s <g-1

icin Ay, <A,, oldugunu gosterir dyle ki biitin 1< j < s-1igin A,, =4, dir.t;(V e Ty
S N lj

oldugundan Axiq bu kelimenin bas harfidir. Dolayisiyla,, Xi,= (av)npiaupi dir (bazt

np, =1icin) .(13) de Az harflerini z; kelimeleri ile ters yerlestirme yaparak ve ¢

ile [ ] in tammlarin gozoniinde bulundurarak [z;] = [x;, x;, ...xiq] olmak Uzere
W =% [pW)] +X;ai[r;]  (modw)
elde ederiz. Onerme 3.2.9. dan ,

[%i, . Xy, (av)"Pitau, v*a] = [xi, %1, i ]

(mod iy, .. %, _, (av)"i~'au,, v*a)
elde ederiz. Boylece , Onerme 3.2.1. den, x; <gs (alfabetik olarak kuvvetli kuglk)
(s <g-1) ve

. . N . . .
Xiy o X, (av)Pitau, via< gy .. gg=w

dir. Dolayisiyla

[xilxl-z...xl-q] =0 (modw)
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ve
W] = £ [¢(w)] (modw)
chr.

Teorem 3.3.1. {[w] |w € Sx } kimesi , Lie(X) serbest Lie cebiri icin bir lineer baz

olusturur.

Ispat : Onerme 3.3.1. den lineer bagimsizlik elde edilir. Teorem 3.2.1 , Onerme 3.3.2
veNot 3.24 dende, {[w] |w € Sy } kimesinin Lie(X) i lineer uzay olarak Urettigi

goralr.

NOT 3.3.1. NOT 3.2.5. ve Onerme 3.3.2. nin ispatindan , Teorem 3.3.1. in,
birimli , asosyatif ve komutatif bir k halkasi igin de gegerli oldugu gortlebilir.

Sonu¢ 3.3.1. Lie(X), birimli , asosyatif ve komutatif bir k halkas: Gzerinde X
tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri ve Ty , Tamm 3.2.2 deki kelimelerin kimesi

olsun. O zaman, a;, a;,...a;, € Ty olmak lizere

[ail[aiz[- . [ait_lait] A1

kelimeleri Lie(X) in k -modul olarak bir bazim olustururlar.

Ispat: NOT 3.2.5. den lineer bagimsizlig1 gostermek yeterlidir. NOT 3.3.1. den
{Iw] | w € Sy } kimesi Lie(X) in bir lineer bazidir. Bu kiimeyi asagidaki sekilde
siralayalim:

wil>w,] & ¢~ (wy) > (wy)

Bu siralamanin lineer oldugu agiktir . u € Ty daim ; u nun{[w] | w € Sy } bazina
gore yazihisindaki maksimal kelime + [¢(u)] dir. (> siralamast atinda) (Onerme
3.32)

Tersine, j =2icinu; >u; vea; # 0 olmak Uzere
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a[ug ]+...+aJu, ] =0  oldugunu varsayalim.
¢ : Ty = Sy donlsimu bijektif oldugundan , [¢(u,)] > [ws] olmak Uzere
O=ayfug J+...+ aefue ] == [p(ug)] + Xs Bs[ws]  elde ederiz.
Buise bir ¢eligkidir.

Teorem 3.3.2. X, iyi siralanmig bir afabe olsun. S c Lie(X) kimesinin bir
Grobner-Shirshov  bazi olmasi icin gerek ve yeter kosul {[[w] | w bir asosyatif S
indirgenmis Lyndon-Shirshov kelimesi } kiimesinin Lie(X) / 1d(S) = Lie [X/] igin

bir lineer baz olmasidir.

Ispat: [ 1 braketlemes ile bitin Sindirgenmis Lyndon-Shirshov kelimelerin
kimesini Q ile gosterelim. S nin bir Grobner-Shirshov bazi oldugunu varsayalim.
SE SveuyVv e <X>icinw = usv olacak sekildeki we Sy icin [w] , Lie(X) in bir

kelimesi olsun.
[w] = W] - [usv]s+[usv]s

dir. ([ ], (Shirshov, 1958) de tanimlanan braketleme)

Onerme3.3.1. ile [w] =w ve [usv] =usv oldugundan, (Tamm 3.1.5 den)

[[W]] - [USU]S pw

elde ederiz. Dolayisiyla , Teorem 3.3.1 den , bitin 1 <i <t icin w;"pw olacak
sekildeki bazi w;" € Sy icin

Iw] - [usv]s = a;[wy'] + ... + a [w,']
chr .

w Uzerinde timevarim kullanarak [w;] € Q ve B; € k olmak Uzere

W] = X; Biw:] (mod 1d(S))

elde ederiz.
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Boylece, Q kimesi Lie(X) i lineer uzay olarak Uretir.

a[wi] + ... +aglw,] , bazi [wq],..., [wi] € Qicin Lie(X) in asikar
olmayan bir lineer toplami olsun.Bitin 2< i < k iginw; pw; ve a; # 0 oldugunu
varsayabiliriz. O zaman , baz1 §; e kveu; € Sy , u; pw;, icin

ay[wi] + ... rag wi ] = aq[wi 148 [ug]+...+ Befu]

dir.
Eger [u,] Sindirgenmis bir kelime degilse , o zaman [u,] , Lig(X) / 1d(S) nin p
sralamast  atinda [ug] dan kicik olan Lyndon-Shirshov S-indirgenmis
kelimelerinin lineer toplamudir.
Dolayisiyla, [v;] Sindirgenmis Lyndon-Shirshov kelimesi ve bitin 1< i < picin
v; p w; olmak Uzere

ay[wil + ... +agwi ] = ag[wi] +yi[vi] + ... +vp[1,]  (ModId(S))
elde ederiz .
Kompozisyon-Diamond dnermesinden ,

awi] + ... +awe] 20 (mod1d(S))
elde ederiz.

Simdi Q kumesinin, Lie(X) in bir lineer bazini olusturdugunu varsayalim.0# «a; € k,
fi,-. fr €ESx ve bitin2< i < kigin f; p f1 pwolmak tzere
(f, w=alf1] + ... t arlfx] . T vegninw yagore bir kompozisyonu olsun.
[f1] in bir Sindirgenmis kelime oldugunu kabul edelim. O zaman baz1 §; € k ,
gi€ESxveg; pfi icin(bltin 1< i < tigin)

ai[fi] + ... +arlfi]l = lfil + Billgdd + ... + Belg:l
chr .
Eger [gn] Sindirgenmis kelime degilse , 0 zaman , [g,,] , Q min Lie(X) / 1d(S)
teki p sralamast dtinda [g,,] den kicuk kelimelerin bir lineer toplanudir.

Boylece, f;,h; €EQvebitin2<i < p i¢inh; p f; olmak Uzere,

0= ay[fil + ... +alfi] = alfil +valhal + ... +vp[h,]  (mod1d(S))
chr.
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Bu bir ¢eliskidir. (Q kiimesi Lie(X) in bir lineer bazidir)

Dolayisiyla, bazi s€ S veu,v € <X> igin f; = usv dir. [usv] =usv=f; pw ve

(f, 9w — [usv]s p f, olmak tizere
(fa g)w = (fag)w - [USU]S'F[USU]S
yazabiliriz. ((f,g)w=h, (h,s)g=h-[usv]y)
fi1 Uzerinde timevarim kullanarak , (f,g), mn Sye gore asikar oldugunu elde

ederiz.

NOT 3.3.2. Ayn icerikteki kelimeler tarafindan Uretilen Lie(X) in at uzaylarinin
boyutlarindaki  degismezlik nedeni ile , Teorem 3.3.1 ve 3.3.2 , Onerme 3.3.1 deki
Ozellige sahip Lyndon-Shirshov kelimelerindeki herhangi bir braketleme icin
gecerlidir,
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