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OZET

Doktora Tezi

BAZI FARKLI TURDEN KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN OSTROWSKI VE HERMITE-
HADAMARD TiPLI INTEGRAL ESITSiZLIKLER

Havva KAVURMACI

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman : Prof. Dr. M. Emin OZDEMIR
Ortak Danigman : Dog. Dr. M. Zeki SARIKAYA

Bu tezde, baz1 farkl tiirden konveks fonksiyonlar kullanilarak yeni tanimlamalar, 6rneklemeler
yapilmig olup bu tiirden konveks fonksiyonlar ve literatiirde bulunan bazi konveks fonksiyonlar
icin integral esitsizlikleri elde edilmistir. ilk béliim giris niteliginde olup, bu béliimde konveks
fonksiyonlar ve esitsizlikler ile giiniimiize kadar yapilan ¢alismalarla ilgili bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimde tezde kullanilan konveks fonksiyon kavramlari, bunlar arasindaki hiyerarsi,
temel teoremler ve pozitif reel sayilarin bazi dzel ortalamalari verilmistir. Uglincii boliimde,
farkli tiirden konveks fonksiyonlar igin literatiirde bulunan Hermite-Hadamard tipli ve
Ostrowski tipli integral esitsizlikler verilmistir. Bu boliimiin son kisminda ise lemmalar ve bu
lemmalara bagli olarak elde edilen esitsizlikler verilmistir. Dordiincii béliimde ise farkli tiirden
konveks fonsiyon siniflari kullanilarak yeni baskin konveks fonksiyon kavramlari tanimlanmius,
bu yeni fonksiyon siniflar1 icin Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.
Daha sonra sirasiyla konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli; s —konveks ve
m —konveks fonksiyonlar i¢in yeni Ostrowski tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Elde

edilen sonuglardan bircogunun literatiirii destekledigi gozlemlenmistir.

2012, 104 sayfa

Anahtar Kelimeler: Ostrowski tipli esitsizlikler, Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler,
konvekslik, baskin konveks fonksiyon, m —konveks fonksiyon, (a, m) —konveks fonksiyon,

s —konveks fonksiyon, r —konveks fonksiyon.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

OSTROWSKI AND HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
SOME DIFFERENT TYPES OF CONVEX FUNCTIONS
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Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. M. Emin OZDEMIR
Co-supervisor : Assoc. Prof. Dr. M. Zeki SARIKAYA

In this thesis, new definitions, and exemplifications are provided by using several different
convex functions, and for those types of convex functions and for some convex functions in the
literature, integral inequalities were obtained. The first section is the introduction section that
includes information about the convex functions, inequalities, and the studies has been carried
out until now. In the second section, the information related to convex function concepts which
were used in the thesis, the hierarchy among them, basic theorems, and some special means of
positive real numbers were provided. In the third section, Hermite-Hadamard type and
Ostrowski type integral inequalities in the literature were given for different kinds of convex
functions. In the last part of this section, lemmas, and inequalities acquired from those lemmas
were presented. In the fourth section, new convex-dominated function concepts were defined by
using different types of convex functions, and for those new classes of functions Hermite-
Hadamard type, integral inequalities were obtained. Then, new Hermite-Hadamard type integral
inequalities were obtained for convex functions, new Ostrowski type integral inequalities were
obtained for s —convex and m —convex functions, respectively. Most of the results obtained

from the research were observed supporting the literature.
2012, 104 pages

Keywords: Ostrowski type inequalities, Hermite-Hadamard type inequalities, convexity,
convex-dominated function, m —convex function, (a,m) —convex function, s —convex

function, r —convex function.
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1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii = degerini hesaplamasma kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen matematikte yer almasi 19. yiizyil
sonu 20. yiizyil basini1 bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami ilk olarak Hermite tarafindan
Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide
yaymlanmasiyla ortaya c¢ikmistir. Hadamard’in 1893 yilindaki ¢alismasinda
konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak caligilmasi 1905-

1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baslar.

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman,
Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi matematikgiler Konveks Fonksiyonlar ile
Esitsizlikler Teorisi’ni bir arada inceleyerek cesitli kitaplar yazmislardir. Bu tiir
esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢alisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Poélya tarafindan
yazilan “Inequalities” adli kitaptir (Hardy et al. 1952). Ikinci calisma ise E.F.
Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde
edilen yeni esitsizliklerin sonug¢larini igeren ve yine “Inequalities™ ad1 verilen kitaptir.
Bunu Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yaymladigi ve ilk iki kitapta bulunmayan farklh
konulara da yer verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitabi takip eder. Sadece konveks
fonksiyonlar i¢in esitsizlikler igeren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities”
basligiyla 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yani sira
“Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinovi¢ et al.
1991), “Classical and New Inequalities in Analysis” (Mitrinovi¢ et al. 1993),
“Mathematical Inequalities” (Pachpatte 2005b) ve “Convex Functions and Their
Applications” (Niculescu and Perssons 2006) literatirde mevcut olan diger

kaynaklardir.

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iliskili olan Esitsizlik Teorisi ise C.F. Gauss, A.L.
Cauchy ve P.L. Cebysev ile gelismeye baslamustir. 19.-20. yy’da bulunan esitsizliklerin

bir kism1 konveks fonksiyonlarla iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir.



Bunlarin en onemlileri 1981 yilinda Hermite tarafindan elde edilen, bu tezdeki
caligsmalarin da temelini olusturacak olan Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda
Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi
ile ilgili ¢calismalarin biiyiik bir kism1 S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000
yilinda yazilmig olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and
Applications” isimli kitapta; Ostrowski esitsizligi ile ilgili caligmalarin biiyiik bir kismi
da S.S. Dragomir ve Themistocles M. Rassias tarafindan 2002 yilinda yazilmis olan
“Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical Integration” isimli kitapta
bir araya getirilmistir. Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler {izerine c¢alisan diger
matematikgiler Ravi Agarval, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, Roberts
and Varberg, N.S. Barnett, M.E. Ozdemir, U.S. Kirmaci, H. Yildirim, M.Z. Sarikaya, N.

Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen ve P. Cerone seklinde siralanabilir.

Bu konu iizerine yazilan bir¢ok kitabin disinda literatiirde doktora ve yiiksek lisans

caligsmalarina da rastlanmaktadir.

“Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikleri” baslikli doktora
tezinde E —konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar ile birlikte farkli tiirden
E —konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli ve diger
baz1 farkli tirden konveks fonksiyonlar olan m —konveks, (a, m) —konveks,
log —konveks, quasi —konveks, s —konveks, r —konveks ve h —konveks fonksiyonlar
icin yeni integral esitsizlikleri verilmistir. Bunlarin yani sira bazi genellestirmeler de

elde edilmistir (Set 2010).

“Bazi Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler Ve
Uygulamalar1” baslikli doktora tezinde konveks ve farkli tip konveks fonksiyon siniflari
icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen

esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Tung 2010).

“Quasi Konveks Fonksiyonlar I¢in Esitsizlikler Ve Uygulamalar1” baslikli yiiksek lisans

tezinde quasi —konveks fonksiyonlar i¢in yapilan genis bir literatlir taramasinin



yanisira, quasi —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson
tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in sonuglar ve bu

sonuglara bagli 6zel uygulamalar verilmistir (Cetin 2011).

“Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And Simpson Type For
s —Convex, Quasi —Convex And r —Convex Mappings And Applications” baslikli
doktora tezinde s —konveks, quasi —konveks ve r —konveks fonksiyon siniflari
kullanilarak Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde

edilmistir ve bu esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir (Alomari 2011).

Neden Matematiksel Esitsizlikler?

1978 yilinda Richard Bellman, Almanya’da 2. Uluslararasi Matematik Esitsizlikler

Konferansi’nda bu soruya su sekilde cevap vermistir:

Esitsizlik calismak icin {ic neden vardir. Bunlar:

1. Pratik Nedenler
2. Teorik Nedenler
3. Estetik Nedenler

dir. Pratik agidan bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle
sinirlandirmak  karsimiza c¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde ortaya
cikmistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler
olusturulabilir. Ornegin, negatif olmayan bir niceligin ne zaman bir digerini kapsadig
sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatdrler Teorisi ve Diferansiyel Esitsizlikler
Teorisi kurulur. Son olarak estetik acidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve
matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin géze

hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.



Bu calismada, farkli tiirden konveks fonksiyonlar detayli olarak incelenmistir. Bu
amagla calismanin ikinci béliimiinde matematikte yer alan bazi temel tanim ve
teoremler, baz1 konveks fonksiyon siniflar1 arasindaki hiyerarsi ve son olarak pozitif
reel sayilarin dzel ortalamalar1 verilmistir. Ugiincii boliimde ise farkli tiirden konveks
fonksiyonlar igin bazi temel Hermite-Hadamard ve Ostrowski tipli esitsizlikler

verilmigtir.

Dordiincii  bolimde (g, m) —baskin konveks fonksiyon, (g,s) —baskin konveks
fonksiyon, (g, h) —baskin konveks fonksiyon, ( g, (a, m)) —baskin konveks fonksiyon,
(g,7) —baskin  konveks  fonksiyon, (g, Q(I )) —baskin  konveks  fonksiyon,

( g,PU )) —baskin konveks fonksiyon ve (h, ((a, m))) —konveks fonksiyon kavramlari

tanimlanarak bu tiirden konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli integral
esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra sirasiyla konveks fonksiyonlar igin yeni
Hermite-Hadamard tipli; s —konveks ve m —konveks fonksiyonlar igin yeni Ostrowski

tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Yeni fonksiyon simiflart konveks baskin fonksiyon tanimi géz 6niinde bulundurularak
yapilmig ve yapilan tanimlardan hareketle esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica verilen
lemmalarda integraller i¢in mutlak deger 6zelligi, Holder ve Power-mean esitsizlikleri
kullanilarak teoremler ispatlanmistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglardan birgogunun

literatiirii destekledigi gdzlemlenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve drnekler verilecektir.

Tamm 2.1.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={z€el:z=ax+ (1-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x
ve y’nin katsayilari i¢in @ + (1 — @) = 1 bagntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki @,1—a yerine a+ f =1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar 2000).

Tamim 2.1.2. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak tizere her x,y € I igin

f<x;ry> Sf(X)erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya | —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.3. (Kesin ] — Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y i¢gin

f<xJ2ry> <f(x)J2rf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I iizerinde kesin | —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢
1970).



Tamim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:I = R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] i¢in,

flax+ 1 -a)y) < af () + 1 - )f (¥) (2.1)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi x # y ve

a € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pecari¢ et

al. 1992).

Sonug 2.1.1. Her konveks fonksiyon J —konveks fonksiyondur.

Sonug 2.1.2. | © R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’da konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart, her x,y € I ve her p, q > 0 reel sayilari i¢in

f (px + qy) P+
rtq/  p+tgq
olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

I iizerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(x, f(x)) ve (y, f(¥)) noktalarini igeren I {izerindeki dogru pargasinin f’nin grafiginin

ist kisminda yer almasidir. Bakiniz Sekil 2.1.

L) + (1 = 0 fy)
ftx+(1-0y)

J(x) 5

]

x ix+(I-1)y y

Sekil 2.1. Konveks fonksiyon



Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x,

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) i¢in

f() = f(x0) = (S)f'(x0) (x = xo) (2.2)

esitsizligi yazilir. Yani (a, b) araliginda diferensiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2)

esitsizligini saglar.

Tamim 2.1.5. (Siireklilik): f:S € R = R, x, € S ve £ > 0 verilmis olsun.
X€ESVe|x—xo| <Sicin |f(x) — f(xg)| < &

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x,’da siireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.6. (Diizgiin Siireklilik): f: S € R — R fonksiyonu ve € > 0 sayis1 verilmis

olsun.
|x; — x,| < & sartin1 saglayan her x1,x, € Sicin |f(x;) — f(xy)| < &

olacak sekilde bir § > 0 sayisi1 varsa f, S’de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.7. (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu i¢in

lf () = fFW) < Mlx -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Bayraktar
2010).

Sonu¢ 2.1.3. f, S’de Lipschitz sartin1 saghiyorsa f, S’de diizgiin stireklidir (Bayraktar
2010).

Tamim 2.1.8. (Mutlak Siireklilik): I, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 — R bir
fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}j=, ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini géz 6niine
alahm. Sayet Ve > 0 i¢in )}/, |b; — a;| < & oldugunda };i~,|f(b;) — f(a;)| < € olacak
sekilde bir § = §(&) > 0 sayis1 var ise f fonksiyonu I kiimesinde mutlak siireklidir
denir (Carter and Brunt 2000).



Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki

teoremde verilecektir.

Teorem 2.1.1. [a, b] € I° olsun. Eger f:1 — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz
sartin1 saglar. Sonug¢ olarak f, [a,b] arahiginda mutlak siirekli ve [°’de siireklidir

(Pecarié et al. 1992).

Teorem 2.1.2. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Tanim 2.1.9. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, [ araliginda tanimli bir fonksiyon ve

X1, X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@) x, > x4 iken f(x;) > f(x;) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,

(b) x, > x5 iken f(x;) < f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir,

(€) x5 > xq iken f(xy) = f(xy) ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandir,
(d) x, > x4 iken f(x;) < f(xy) ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandir
denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.3. J acik bir aralik ve | € I olmak iizere f, I ilizerinde siirekli ve J iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

(b) Her x € J i¢in f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir.

(c) Herx € Jigin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.
(d) Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.
(Adams and Essex 2010).

Asagida konveks fonksiyonlarn tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iliskiyi

igeren sonug ve teoremler verilmistir.



Sonug 2.1.4. f, g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.4. Eger f:1 — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f; (x) ve f!(x)

var ve bu fonksiyon I°’de artandir (kesin artandir) (Pecaric¢ et al. 1992).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

AY

v

Sekil 2.2. Araliklar {izerinde konveks fonksiyon ( f(x) = |x|)

Teorem 2.1.5. f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f'’nin artan

(kesin artan) olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.6. f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun

bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € I i¢in

f'(x)=0

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en c¢ok bilinen ve literatiirde bu

konuda calisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:
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Tamim 2.1.10. (Quasi-Konveks Fonksiyon): S € R" bostan farkli bir kiime ve f: S —
R bir fonksiyon olsun. vx,y € Sve 1 € [0,1] igin

fQAx + (1= y) < max{f(x), f()}

ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger
fQ@x + (1 = Dy) <max{f(x), ()}

ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda
f@x + (1 =2)y) =2 max{f(x),f(y)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

fQx + (1 =2y) >max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.1.11. f hem quasi —konveks hem de quasi —konkav ise f’ye

quasi —monotonik denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonu¢ 2.1.5. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir. Ornegin g: [-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{tz, te(-1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda
quasi —konveks fonksiyondur (lon 2007).

Asagidaki grafikte quasi —konveks olup konveks olmayan bir fonksiyon verilmistir:
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Sekil 2.3. Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Asagidaki grafikte, kirmizi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi —konvekstir. Ama

egrinin tamamu distiniiliirse bu fonksiyon quasi —konveks degildir.

Sekil 2.4. Aralikta quasi —konveks fonksiyon
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Tamim 2.1.12. (Wright-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon ve y > x,§ > 0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € [ i¢in

f+8) -f)<fly+8)—f1)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir and
Pearce 1998).

Tamim 2.1.13. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:I — R bir fonksiyon olsun.
y > x,8 > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + § € [ ve Va € [0,1] i¢in

1
> [flax + (1 —a)y) + f((1 — a)x + ay)] < max{f(x), f(y)}

veya

1
SO+ f(x+8)] < max{f(), f(y + 8)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamim 2.1.14. (J —Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R fonksiyonu her x,y € I i¢in

£(52) < maxtr @, 02}

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna | — quasi —konvekstir denir (Dragomir and Pearce
2000).

Tamim 2.1.15. (Log-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik f:I — R bir fonksiyon

olsun. Her x,y € I ve a € [0,1] i¢in

flax+ (1 - a)y) < fCOf7*()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir (Pecaric et al. 1992).

Tammm 2.1.16. (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:I - R negatif olmayan bir

fonksiyon, Vx,y € I, € (0,1) olmak tizere
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fe . fO)

f(ax+(1—a)y)$7 11—

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) sinifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y, z € I ise bu takdirde

- -2)+f Ny -—)Q@-2)+f@Dz-x)(z-y)=0

esitsizligi saglanir (Godunova and Levin 1985).

Tammm 2.1.17. (P —Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € I,a € [0,1] olmak {izere
flax+ (A —a)y) < f(x) + f(¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir
(Dragomir et al. 1995).

x,y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi

Mr(x; Y /1) = {(Axr * (1 - /’l)yr);r r+0

xAyl=4 r=20

olarak tanimlanair.

Tanmm 2.1.18. (r —Konveks Fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olmak iizere her
X,y € [a,b] ve a € [0,1] i¢in
flax+ (1 —a)y) < M. (f(x), f(¥); @)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna [a, b] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill et
al. 1997).

Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarin log —konveks fonksiyonlar ve 1 —konveks

fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulagilir.
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r —konvekslik tanimi

A7) +A=Df(), r#0
FOIFDIT r=0

bi¢iminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

frQxc+ (1 - <

Tamim 2.1.19. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,o), f:R, - R

ve 0 <s < 1olsun. a® + B° = 1 olmak iizere her u,v € R, ve her a, f > 0 igin

flau+pv) < a*f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir
(Orlicz 1961).

Tamim 2.1.20. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,0), f:R; - R

ve0 <s<1olsun. a,f =0, a + f =1 olmak iizere her u, v € R; igin

flau+ pv) < a’f(u) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarmn smifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanim1 s = 1 i¢in bilinen konvekslige doniistir.

Ornek 2.1.1. s € (0,1) ve a, b, ¢ € R olsun. f: [0, ) — R fonksiyonu

a, t=0
f(t)_{bts+c, t>0

olarak tamimlansin. Bu takdirde

(i) b=>0ve0 <c<aisef €K2dir.

(ii)b > 0vec<O0ise f ¢ K2 dir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tammm 2.1.21. (h —Konveks Fonksiyon): h:J € R = R pozitif bir fonksiyon olsun.
Herx,y € I, a € (0,1) i¢in
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flax+ (1 - a)y) < h(@)f(x) + h(1 = a)f(¥) (2.3)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon

veya SX (h, I) sinifina aittir denir (Varosanec 2007).

(2.3)’nin esitsizliginin tersini dogrulayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konkav
fonksiyon denir yani f € SV (h, I)’dir (VaroSanec 2007).

Bu tanimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a) = @ ise tiim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h, I) sinifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tiim
negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) smifina aittir; h(a) =% ise SX(h,I) =
Q(I) smifina aittir; h(a) = 1 ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak iizere h(a) =
a®ise SX(h,I) 2 K2°dir.

Tamim 2.1.22. (Starshaped Fonksiyon): f:[0,b] — R fonksiyonu her x € [0, b] ve
t € [0,1] i¢in
f(tx) < tf (x)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir (Dragomir and Pearce
2000).

Tamim 2.1.23. (m —Konveks Fonksiyon): f: [0, b] = R bir fonksiyon ve b > 0 olsun.
Her x,y € [0,b], m € [0,1] ve t € [0,1] i¢in
flx+m(1 -0)y) < tf(x) + m(1 - )f (y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica
f(0) < 0igin [0, b] araliginda taniml1 tim m —konveks fonksiyonlarin sinifi K,,,(b) ile

gosterilir.
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Eger m = 1 alinirsa [0, b] lizerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona

dontistir.

Tanmm 2.1.24. ((a, m) —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R bir fonksiyon ve b > 0
olsun. Her x,y € [0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? i¢in

fx+m1—-t)y) <t“f(x) + m(1 - t*)f(y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna (@, m) —konveks fonksiyon denir (Mihesan 1993).

f(0) <0 i¢in [0,b] araliginda tanimli tiim (a, m) —konveks fonksiyonlarin sinifi
K% (b) ile gosterilir. Ayrica, (a,m) € {(0,0),(1,0),(1,m),(1,1)} igin sirasiyla artan,
starshaped, m —konveks ve konveks fonksiyon simiflart elde edilir. £(0) < 0 olmak
iizere K{(b) smifinda sadece f:[0,b] = R konveks fonksiyonlar yer alir, yani K (b),

[0, b] lizerinde taniml1 tiim konveks fonksiyonlar sinifinin uygun bir alt sinifidir.

Tamim 2.1.25. (g — Baskin Konveks Fonksiyon): g: I — R konveks bir fonksiyon ve
f:1 = Rreel bir fonksiyon olsun. Her x,y € I ve A € [0,1] i¢in f ve g fonksiyonlari
Af () + A =Df ) - fAx+ (1 =Dy (2.4)
SAgx) + (A =Dg(y) —g@x+ (1 - Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna g — baskin konveks fonksiyon denir (Dragomir and
lonescu 1990).

Lemma 2.1.1. g:1 = R konveks bir fonksiyon ve f:I — R bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu [ iizerinde g —baskin konveks fonksiyondur.

2) g — f ve g + f fonksiyonlar1 I {izerinde konveks fonksiyonlardir.
3) f= %(h —k)ve g= %(h + k) sartlarim1 saglayan [ iizerinde tamimli h, k gibi

iki konveks fonksiyon vardir (Dragomir et al. 2002).
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Tammm 2.1.26. ((h,m) —Konveks Fonksiyon): h:] € R - R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Vx,y € [0,b], m € [0,1] ve a € [0,1] olacak sekilde f:[0,b] - R
negatif olmayan f fonksiyonu

flax +m(1 - a)y) < h(a)f(x) + mh(1 - a)f (¥)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h —m) —konveks fonksiyon denir (Ozdemir et al.
2011).

Teorem 2.1.7. (Holder Esitsizligi): a = (ay,...,a,) ve b = (by,..,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

11
—+==1
P q

olmak tlzere

(@) p > 1ise,

1

zn:lakbkl < <Zn:|akl”>p <§n:|bkl">a,

k=1 k=1 k=1

(b) p < 0 veyaq < 0 ise,

n n % n %
e (kalp) (Zwqu)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.8. (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +$ = 1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tammh reel fonksiyonlar, |[f|P ve |g|?, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b % b E
j |f(x)g(x)|dxs(j If(x)lpdx> <f |g<x)|de>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
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Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki gibi
ifade edilir.

Sonug¢ 2.1.6. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b 7
f |f(x>g(x>|dxs( f |f(x>|dx) (f If(X)IIg(x)qux>

esitsizligi gecerlidir.
Reel ve kompleks sayilar igin temel esitsizliklerden bir tanesi de liggen esitsizligidir.

Teorem 2.1.9. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilar1 igin
lx +yl < [x| +yl,
|lxl = Iyl] < lx = yl,
1| = Iyl| < Ix + yl
ve timevarim metoduyla
R T A AR PN

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.10. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f f0)dx| < f fOOldx  (a<b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
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2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflarinin Hiyerarsisi

Fonksiyonlar teorisi ¢alismalarinda yeni sonucglar ve genellestirmeler elde etmek igin
kimi zaman fonksiyonun sartlarinda bazi kisitlamalar yapmak gerekirken kimi zaman da
fonksiyona ek 6zellikler katmak gerekir. Ciinkii fonksiyonlar ayn1 anda bir¢cok 6zelligi
saglayabilir veya bir fonksiyon smifi baska bir fonksiyon sinifiyla bazi ozellikleri
itibariyle benzerlik gosterebilir. Yapilan ¢aligmalarda farkli tiirden konveks
fonksiyonlar i¢in ¢esitli integral esitsizlikleri ispatlanirken, bu esitsizliklerin belli 6zel
durumlarda baska konveks fonksiyonlar ig¢in de gegerli oldugu goriiliir. Bu noktadan
hareket edilirse konveks fonksiyonlar arasinda 6zellikleri agisindan bir hiyerarsi oldugu
gercegine ulasilir. Fakat bu hiyerarside tiim konvekslik smiflarin1  beraber
degerlendirmek oldukca gili¢ oldugu icin aralarindaki iligki, tanimlar1 ve o6zellikleri

yardimiyla asagidaki sekilde olusturulabilir.

Teorem 2.2.1. I € R olmak {iizere, Log-konveks fonksiyonlar smifi, Konveks

fonksiyonlar sinifi, Quasi-konveks fonksiyonlar sinifi, P —fonksiyonlar simifi ve
Godunova-Levin fonksiyonlar siifi swrastyla L(I), C(I), QC(I), P(I), Q(I) ile
gosterilirse;

LI)cCU)c Qc(l)c P(I)c Q)

oldugu gortiliir.

Godunova-Levin fonksiyon

P —fonksiyon

Quasi-konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Log —konveks
fonksiyon

Sekil 2.5. Godunova-Levin fonksiyon, P —fonksiyon, Quasi-konveks fonksiyon,
Konveks fonksiyon ve Log —konveks fonksiyon siniflarinin iligkisi
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Teorem 2.2.2. I € R olmak iizere, Quasi-konveks fonksiyonlar sinifi, Wright-quasi-

konveks fonksiyonlar simifi ve Jensen-quasi-konveks fonksiyonlar sinifi sirasiyla

QCc(I), wQc(I), JQc(I) ile gosterilirse,
QC() c wecW) < jec()

oldugu goriiliir (Dragomir and Pearce 1998).

Jensen-quasi-konveks

Wright-quasi-konveks

Quasi-konveks

Sekil 2.6. Quasi-konveks fonksiyon, Wright-quasi-konveks fonksiyon ve Jensen-quasi-
konveks fonksiyon siiflarinin iliskisi

Teorem 2.2.3. I € R olmak iizere konveks fonksiyonlar simifi, Wright-konveks
fonksiyonlar sinifi ve Jensen-konveks fonksiyonlar sinifi sirasiyla C(1), W(I), J(I) ile

gosterilirse;
CHc w)c Jjih

oldugu goriilir (Wright 1954).

Jensen-konveks fonksiyon

Wright-konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Sekil 2.7. Konveks fonksiyon, Wright -konveks fonksiyon ve Jensen -konveks
fonksiyon siniflarinin iligkisi
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Lemma 2.2.1. Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyonlar sinifina ait ise f

fonksiyonu starshaped fonksiyondur (Toader 1988).

Lemma 2.2.2. Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyon ve 0 <n<m <1 ise f

fonksiyonu n —konveks fonksiyondur (Toader 1988).

Yukaridaki lemmalar yardimiyla; 0 <n < m < 1 olmak tizere, konveks fonksiyonlar
smifi, m —konveks fonksiyonlar sinifi, n —konveks fonksiyonlar simifi ve starshaped

fonksiyonlar siifi sirastyla K(b), K,,(b), K,(b), S*(b) ile gosterilirse;
K(b) © Km(b) © Kn(b) c S™(b)

oldugu gortiliir.

Starshaped fonksiyon

n —konveks fonksiyon

m —konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Sekil 2.8. Konveks fonksiyon, m —konveks fonksiyon, n —konveks fonksiyon ve
Starshaped fonksiyon simiflarinin iligkisi

h —konveks fonksiyon tanimindan agikga goriilebilir ki eger h(t) = t segilirse negatif

olmayan konveks fonksiyonlar veya esitsizligin yon degistirmesi durumunda negatif
olmayan konkav fonksiyonlar; h(t) =% secilirse Q(I) smnifina ait fonksiyonlar;
h(t) = 1 segilirse P(I) simifina ait fonksiyonlar ve eger h(t) = t° secilirse, s € (0,1)
olmak iizere, K2 sinifina ait fonksiyonlar elde edilir. Bu bilgiler 1siginda h(t)

fonksiyonunun bazi 6zel degerleri igin;

c() cSX(h,1), P()cSX(hI), K2cSXx(hI)
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yazilabilir. Burada h fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon oldugu i¢in negatif

olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I) sinifinin alt kiimesidir.

2.3. iki Pozitif Reel Say i¢in Bazi Ortalamalar

Bu béliimde a, b gibi pozitif iki reel say1 i¢in bazi1 ortalamalar verilecektir (Bullen et al.
1988; Bullen 2003);

(1) Aritmetik ortalama:

+b
A = A(a, b) = 2 )
2
(2) Geometrik ortalama:
G = G(a,b) :==Vab,

(3) Harmonik ortalama:

2ab
H =H(a,b) := "

(4) Logaritmik ortalama:

a, a=>b
L = L(a,b) :={ b—a
_— b
mb—lna’ °7
(5) Identric ortalama:
a, a=>b
1
I=1(ab)=11 <bb>ﬁ
- = ) a#+b
e\a%
(6) p — logaritmik ortalama:
a, a=>b
L,=Ly(ab) = pptl — gpt1l Tp

+DB-a)f’



ortalamalar1 vardir.
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Ayrica, p € R olmak {izere £, 'nin monoton artan oldugu bilinir ve Ly =1, L_; = L ile

gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki asagidaki gibi literatiirde yer almaktadir:

Son olarak, x,y pozitif

ortalamasi

Lr(x:y) = 9

H<G<L<I<A

sayllarmin r. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

( r xT‘+1 — yr+1
r+1 x"—y"

r+0,-1Lx#y

)

bi¢iminde tanimlanir.

xX—=y
Inx — Iny’ r=0x#y
xyw’ r=_1’x#_-y
x—=y
\ X, X =Yy
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, arastirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi temel teoremler

verilecektir.
3.1. Hermite-Hadamard Tipli Temel Esitsizlikler

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R’de bir aralik, a,b € vea < b

olmak iizere f: 1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 (P b
ffz')sb_afomxsﬁﬂgiLl (3.1)

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ et al. 1992).

Asagida diger konveks fonksiyon gesitleri i¢in elde edilmis ve literatiirde mevcut olan

diger Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

Teorem 3.1.2. f fonksiyonu a,b €1, a <b ve f € Li[a,b] i¢in Godunova-Levin

sinifina ait bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vx € [a, b] i¢in

(a+b>< 4 fb 0d
f 2 ) b—-al, flx)dx
ve
1P f@+f(b)
S de <22 2277
52| PerGod =
e e g - b-x)(x—a) . .

esitsizligi saglanir. Burada p(x) = a7 seklinde tanimlanmistir (Dragomir et al.

1995).

Teorem 3.1.3. f fonksiyonu a,b € I, a < b ve f € L[a, b] i¢in P(I) —smifina ait bir

fonksiyon olsun. Bu durumda Vx € [a, b] i¢in
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b
F(557) s 5= [ Feodx <20f(@ + )

esitsizligi saglanir (Dragomir et al. 1995).

Teorem 3.1.4. f fonksiyonu [a, b] aralig1 tizerinde pozitif r —konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

1

b
" f f@dx < L,(f(@), F ) (32)

esitsizligi saglanir. Eger f pozitif r —konkav bir fonksiyon ise (3.2) esitsizliginin tersi
dogrudur (Gill et al. 1997).

Teorem 3.1.5. f fonksiyonu s € (0,1) ve a,b € R, igin f: R, — R, ikinci anlamda

s — konveks bir fonksiyon ve f € L,[a, b] olsun. Bu takdirde

a+b

25_1f< > )Sbiafbf(x)dxsM

s+1

esitsizligi literatiirde ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak bilinir (Dragomir and Fitzpatrick 1999).

Teorem 3.1.6. f fonksiyonu m € (0,1] ve 0 < a < b i¢in f: [0, ) = R m — konveks
bir fonksiyon ve f € L,[a, b] olsun. Bu takdirde

dx

f(a;b) Sbiajbf(x) +sz(%)

a

a b b
= /(@) +2mf &, G +2mf ()

esitsizligi literatirde m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

olarak bilinir (Dragomir 2002).
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Teorem 3.1.7. g:1 = R konveks bir fonksiyon ve f:1 - R g —baskin konveks bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde her a,b € I, a < b igin

‘f (a er b) b i afabf(x)dx

- 1 fb()d <a+b>
_b_aagx x—g|—

ve

‘f(a) IONE!
2

b
b—aJa f(x)dx

g@+gbh) 1 Jb
< —_
< > =y g(x)dx
esitsizlikleri elde edilir ki bu esitsizlikler de literatiirde baskin konveks fonksiyonlar i¢in

Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Dragomir et al. 2002).

Teorem 3.1.8. (0,1) S J olacak sekilde I ve J, R’nin iki alt araligi, h ve f fonksiyonlar
sirasi ile J ve [ iizerinde tanimli negatif olmayan iki reel fonksiyon olmak iizere a, b € I,

a<b,f €Lila b]vef eSX(h,I)olsun. Bu takdirde

1 a+b
21 () F(5
2
esitsizligi literatiirde h —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak
bilinir (Sarikaya et al. 2008).

1 g
) <52 | FOdx =@+ £®) [ h@da
0

Teorem 3.1.9. f ve g fonksiyonlart 0 < a < b < oo ve f € Ly[a,b] olmak iizere
f,9:[0,0) - [0, ) seklinde taniml1 iki fonksiyon olsun. Eger a;, my, a5, m, € (0,1]?
icin f fonksiyonu (ay,m;) —konveks ve g fonksiyonu (a,, m,) —konveks fonksiyon

ise

1 b
mj f(x)dx < min{Ny, N,}
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esitsizligi saglanir. Burada N;, N, ifadeleri

%-sz[allﬁ-l a1+a2+1]f( )g( )

1
+
ml[a2+1 a1+a2+1 (m1> (@

1 1 b
1= -l ()o )
mlmz[ a;+1 a,+1 0(1+012+1fmlgm2

1:

ve

2:%4_7“2[%11 a1+a2+1]f( )g( >
a21+1 a1+a2+1 (ml)g(b)

+m1[

1 1 a
mlmz[ a;+1 a,+1 a1+a2+1fm1gm2

dir (Bakula et al. 2008).

Teorem 3.1.10. f fonksiyonu (a,m) € (0,1]? igin f:[0,0) - R (a, m) — konveks bir

fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < oo ve f € Ly[a, b]NL, [— —| ise

dx

f€+b> 1 fﬁ@)+m@“—ﬂf@9

<
2 b—al, 2

esitsizligi  literatiirde  (a,m) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin sol tarafi olarak bilinir (Set et al. 2011).

Teorem 3.1.11. f fonksiyonu (a,m) € (0,1]? i¢in f:[0,%) - R (a, m) — konveks bir

fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < oo ve f € Ly[a, b] ise

1[f@+ ) +amf (3) + £ ()]

[ rwar <y

esitsizligi  literatiirde  (a,m) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi olarak bilinir (Set et al. 2011).
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Teorem 3.1.12. f fonksiyonu (a,m) € (0,1]? i¢in f:[0,0) —» R (@, m) — konveks bir
fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < oo ve f € Li[a, b] ise

f(@ +amf (7) f(b) +amf (%)

a+1 ’ a+1

1 b
b_afaf(x)dx_mm

esitsizligi  literatiirde  (a,m) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi olarak bilinir (Set et al. 2011).

Teorem 3.1.13. f fonksiyonu (a,m) € (0,1]? i¢in f: [0, %) — R (a, m) — konveks bir

fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < oo ve f € Ly[a, b] ise

fmbf(x)dx +

mb—al,

ff( yax < T [f(a) + £(B)]

esitsizligi literatirde (a, m) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli bir
esitsizlik olarak bilinir (Set et al. 2011).

Teorem 3.1.14. m € (0,1] ve t € [0,1] olacak sekilde f:[0, ) — R (h,m) —konveks

bir fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < o ve f € Ly[a, b] ise

—Jf(x)dx < min« f(a) J h(t)dt + mf Jh(l — t)dt,

1 a 1
f(b) | h(®)dt + mf (—) | h(1 —t)dt
[roenG)]

esitsizligi  literatirde ~ (h,m) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi olarak bilinir (Ozdemir et al. 2011).

Teorem 3.1.15. m € (0,1] ve t € [0,1] olacak sekilde f:[0,0) - R (h,m) —konveks
bir fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < oo ve f € Lq[a, b] ise



29

1
m+1|m

ff&wx+ ffawx<4ﬂ@+fw)fmom

esitsizligi literatiirde (h,m) —konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipli
esitsizlik olarak bilinir (Ozdemir et al. 2011).

Teorem 3.1.16. m € (0,1] ve t € [0,1] olacak sekilde f:[0,00) - R (h,m) —konveks
bir fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b < o ve f € L;[a, b] ise

)52 f e (D

<t(3 f rode [ mp () +ms () ()

esitsizligi literatiirde (h, m) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

olarak bilinir (Ozdemir et al. 2011).

Burada literatiirde bulunan bir lemma ve bu lemmanin kullanilmasiyla konveks

fonksiyonlar i¢in elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 3.1.1. a,b € I,a < b olacak sekilde I € R agik bir aralik olsun. f:I — R iKi
kez diferensiyellenebilir, "' integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 <A <1 olsun. Bu
takdirde

a+b)_lfw)+fw)

b
1
-7 (45 - +b_affwwx

= (b —a)? J k(®)f"(ta+ (1 —t)b)dt
0

esitligi
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lt(t -1
k(t) = 2 '
5(1 —t)(1-21-1),

parcali fonksiyonu i¢in dogrudur (Sarikaya and Aktan 2011).
Teorem 3.1.17. I c R bir agik aralik, a,b € I,a < b olmak lizere f:1 = R iki kez

diferensiyellenebilir, f" integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < A < 1 olsun. Eger |f"|,

[a, b] aralig1 lizerinde konveks fonksiyon ise

b
b b 1
(A—1)f(a;’ )—/lf(a);f()+b_ajf(x)dx (3.3)
b— a)? _3

r%[(zumu)u—z)u ) )If”(a)l

< (,14+(2 DA® + )If”(b)l] osas%

b—a)?Gi—1 1

| 2 Do S<as1

dir (Sarikaya and Aktan 2011).

Sonug 3.1.1. (3.3)’de, A = 0 secilirse

] e — £ (110)| < Qo @11 )

elde edilir.

Sonug 3.1.2. (3.3)’de, A = 1 segilirse

b
L f foodn @ IO)

=@ [If" @ + If"B)
2 . 2

elde edilir.
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Sonug¢ 3.1.3. (3.3)’de, A = % secilirse

b
1[ sa+b\ f(a)+f(b) (b—a)?[If" @]+ |f"(b)]
_ff(x)dx_ilf( 2 )+ l =18 [ 2

elde edilir.

Teorem 3.1.18.1 ¢ R bir agik aralik, a,b € I,a < b olmak iizere f:1 - R iki kez

diferensiyellenebilir, "' integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < A < 1 olsun. g > 1, %+

; = 1 olmak tizere |f"'|9, [a, b] aralig1 lizerinde konveks fonksiyon ise

b
+b + f(b 1
(;1—1)f(“2 )—Af(a)zf()+b_ajf(x)dx (3.4)
G-z 1-3a a
2 |37 ]
4 3 1/
3-8, (@ —/1)/1 5-164] )
W6t 328 @ 326 |/
481 — a 1
| ([Fra-m g [o o) T oaefog
(q-1) 1
(b—-a)*31-1 la(/82—3 . 6A , /a
(2 {( @I+ o2 1)
1615, o 80=3 a el
k 2 @I+ S i) e|31]

dir (Sarikaya and Aktan 2011).

Sonug 3.1.4. (3.4)’de, 1 = 0 segilirse
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b
[ -1 (457)

_B—a? |31 @I+ 51BN T (sIFT @1+ 31 1)1 Yo
) )

elde edilir.

Sonug 3.1.5. (3.4)’de 1 = 1 segilirse

fl@)+£b)

b
1
—b_ajf(x)dx— >

a

_ (b —a?| (51 @I + 11l B\ e
=7 24 ( 16 )

1LIf"(@)] + 51" (b)]7) /@
e

elde edilir.

Sonug 3.1.6. (3.4)’de 1 = % secilirse

%[f(a) +4f (aTer) + f(b)] - ﬁfbf(x)dx

_ (b= a)? | (591" @7 + 1331 " (B)I7) /o
=162 < 3.26 )

133(£" (@))% + 591£" (b)[7\ /@
i (AL O

elde edilir.
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Literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili bircok c¢alisma bulunmaktadir. Bu
esitsizlikle 1ilgili genellestirmeler ve yeni sonuglar Dragomir and Toader (1993);
Dragomir and Agarwal (1998); Pearce and Pecari¢ (2000); Ozdemir (2003); Kirmaci
and Ozdemir (2004); Pachpatte (2004a); Yang et al. (2004); Kirmaci (2008);
Bombardelli and Varosanec (2009); Ngoc et al. (2009); Ozdemir et al. (2010); Sarikaya
et al. (2010); Set (2010); Set et al. (2010); Tung (2010); Alomari (2011); Yildiz (2011)
ve Sarikaya et al. (2012) ¢alismalarinda bulunabilir.

3.2. Ostrowski Tipli Temel Esitsizlikler

Teorem 3.2.1. (Ostrowski Esitsizligi): a,b € I,a < bve f' € L[a, b] olacak sekilde
f:I c R - R [°de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |[f'(x)] < M ise
Vx € [a, b] i¢in

(x —a)?+ (b —x)?
“b—a 2 l

1 b
F0) —5— [ 0] <

( a+b)2
x — —
N 27

1
=M(b—a) Z+ (b—a)2

.1 . ..
esitsizligi elde edilir. Buradaki " katsayis1 bu sartlar altindaki en iyi katsayidir daha

kiiciik olan bir katsayi ile yer degistiremez (Ostrowski 1938).

Teorem 3.2.2. f:[a,b] > R ve |f(t) —f(s)| < M.|t—s| sartim1 saglayan yani
Lipschitz sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Vx € [a, asz] i¢cin

2

b 3a+b
fG)+flatb-x) 1 1 -=
5 —b_aff(t)dt SM(b—a)§+2 4

. .1 . .. .
dir. Buradaki 3 katsayist bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha kiiciik olan bir

katsay1 ile yer degistiremez (Guessab and Schmeisser 2002).
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Burada literatiirde bulunan bir lemma ve bu lemmanin kullanilmasiyla konveks

fonksiyonlar i¢in elde edilen Ostrowski tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 3.2.1. a,b € I,a < b olacak sekilde f: 1 € R — R mutlak siirekli bir fonksiyon

ve f' € Ly[a,b] olsun. Bu durumda
t—a, t € [a,x]
a+b
p(x,t) = t——— te(x,a+b—x]

t—0>b, te(a+b—x,b]

pargal1 fonksiyonu kullanilarak her x € [a, %] i¢in

f+fla+b—x)
2

1 : 1 b ’
b — ajf(t)dt - mf p(x, t)f'(t)dt (3.5)

esitligi elde edilir (Dragomir 2005).

Teorem 3.2.3. a,b € I,a < b olacak sekilde f:I € R - R [°’de mutlak siirekli bir

fonksiyon ve f' € L,[a, b] olsun. Eger |f'|, [a, b] araliginda konveks ise Vx € [a, asz]

i¢cin
b
fx)+fla+b—x) 1

- -5 | roa

(x—a)? ,
Smﬂf @]+ 1 B)]
8(x—a)*+3(a+b—-2x)* ,
240 — @) Af' N+ 1f"(a+b—x)])

dir (Alomari et al. 2011).

Teorem 3.2.4. a,b € I,a < b olacak sekilde f:I c R = R, [°’de mutlak siirekli bir
fonksiyon ve f' € Ly[a,b] olsun. g > 1, %+%= 1 olmak tizere eger |f'|%, [a,b]

< . b]. .
araliginda konveks ise Vx € [a, %] i¢cin



35

b
TS [ pwa
1
S 1 1
279(b—a)(p + 1) /r
(a+b—2x)?
* 2
+ = P B + If'(a + b - 0| )

{<x — @)2(f @9+ If (@)]9) /a

(f @I+ |f'(@a+ b —x)]|9) 4

dir (Alomari et al. 2011).

Teorem 3.2.5. a,b € I,a < b olacak sekilde f:1 € R = R [°’de mutlak siirekli bir

fonksiyon ve f' € Ly[a,b] olsun. q > 1, %+$= 1 olmak tzere eger |f'|%, [a,b]

araliginda konkav ise Vx € [a, asz] igcin

b
f(x)+f(;l+b—x)_biaj'f(t)dt

rEN )

1
< _ 2
ALl

N (a + b2— 2x)? £ (a —;— b>|}

dir (Alomari et al. 2011).

Burada literatiirde bulunan bir lemma ve bu lemmanin kullanilmasiyla konveks

fonksiyonlar i¢in elde edilen Ostrowski tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma3.2.2.a,b € I,a < b ve I, R’de acgik bir aralik olmak tlizere f: I c R - R I’de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger A € [0,1], x € [a,b] ve f' € L,[a, b]

ise



=)

b—x
t—/l(b ) te
h(t, M) = —a

b
t-1+2(—9), te(ﬁ;j

pargali fonksiyonu i¢in

b -0 [A-Df)+2Af(B)]+ (x —a)[(1 - D)f(x) + 1f (a)]
b—a

b
1
mff(x)dx—

1
= (b —a) f h(t, D)f'(ta + (1 — )b)dt (3.6)
0

esitligi elde edilir (Ozdemir et al. 2012).

Teorem 3.2.6. I,R’de agik bir aralik, a,b €I, a<b olmak iizere f:I - R
diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. g € [1, ) olacak sekilde |f'|9, [a, b] tizerinde

konveks fonksiyon ise

b—0)[A-Dfx)+Af(B)]+ (x —a)[(1 - Df(x) + Af (a)]
b—a

b
1

(q-1)
(222 — 22 + 1)) /a
2

2,13—3,1+2 b—x\2*
X{K )(b_a) F @l

[6A4% — 62 A3 — 321 (2== 2 "/a
<6 S [2 i ]<b_a)> (llj—z) qlf'(b)lq‘
(6/1

2 _61+3] - [2/13+2—3/1](ﬂ)>(x_a 2

S(b—a)(

b—a

a ¢
-) 1@l

6 b —

2/13—3/1+2 x—a2q+1 1
+( )b_a) |fwnﬂ }

dir (Ozdemir et al. 2012).
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Teorem 3.2.7. I,R’de ag¢ik bir aralik, a,b €I, a<b olmak fiizere f:I - R
diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. q € (1, ) olacak sekilde |f'|?, [a, b] tlizerinde

konveks fonksiyon ise

(b =) [(A=Df() + Af ()] + (x —)[(1 - Df(x) + Af (a)]

b
1
mf fxydx =

b—a
1 (p+1)
P (1= P\ P h—xy
S(b—a)( p+1 > (b—a)
1,

b-x)? x—a\?
(Shrons (3-Eljron) ¢

(p+1)/p

2 2 Y\

bx x-a
%——(b‘;) P @17+ —(b‘;) If’(b)lq\ }
)

dir (Ozdemir et al. 2012).

Literatiirde Ostrowski esitsizligi ile ilgili bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Bu esitsizlikle
ilgili genellestirmeler ve yeni sonuglar Dragomir (1997); Dragomir and Wang (1997,
1998); Cerone et al. (1998); Dragomir et al. (2000); Barnett and Dragomir (2001);
Barnett et al. (2003) ; Ujevi¢ (2004); Pachpatte (2004b, 2005a, 2005b); Dragomir
(2005); Barnett and Dragomir (2006); Pachpatte (2007); Liu (2009); Sarikaya (2009);
Alomari et al. (2010); Alomari (2011); Yildiz (2011) ve Sarikaya (2012) ¢alismalarinda
bulunabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde, arastirmada elde edilen bazi bulgulara yer verilecektir.

Ik olarak literatiirde mevcut olan m —konveks fonksiyon, ikinci anlamda s —konveks
fonksiyon, h —konveks fonksiyon, (@, m) —konveks fonksiyon, r —konveks fonksiyon,
Godunova-Levin fonksiyon ve P —fonksiyon kavramlari ile baskin konveks fonksiyon
kavramindan faydalanilarak yeni fonksiyon siniflar1 tanimlanmis, bu fonksiyon
siiflarina 6rnekler verilmis ve daha sonra bu fonksiyon siniflar i¢in yeni Hermite-
Hadamard tipli teoremler elde edilmistir. Daha sonra bazi lemmalar kullanilarak
konveks, ikinci anlamda s —konveks ve m —konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-

Hadamard tipli ve Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir.

4.1. (g, m) —Baskin Konveks Fonksiyon

Tanmm 4.1.1. g: [0, b] » R m —konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y € [0, b], 1 € [0,1]
vem € [0,1] i¢in f: [0, b] = R fonksiyonu

1Af () + m(1 = Df(y) = f(Ax + m(1 = Dy)| (4.1)
S Ag(x) +m1 - Dg@y) — g(Ax + m(1 = Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, m) —baskin konveks fonksiyon denir.

Asagidaki onciiller (g, m) —baskin konveks fonksiyonlar igin dogrudur.

Lemma 4.1.1. g:[0,b] » R m —konveks fonksiyon ve f:[0,b] = R bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu [0, b] tizerinde (g, m) — baskin konveks fonksiyondur.
2) g — f ve g + f fonksiyonlari [0, b] tizerinde m —konveks fonksiyonlardir.



39

3) f= %(h —k)ve g= %(h + k) sartlarin1 saglayan [0, b] {lizerinde tanimli h, k

gibi m —konveks iki fonksiyon vardir.

Ispat: 1 = 2 (4.1) tanimindan hareketle

gAx +m(1—-2)y) —Ag(x) —m(1 - Dg(y) (4.2)
< Af () +mA - Df ) — fFAx + m(1l - Dy)
<2g(x)+m1-Dg) — glx + m(1 - A)y)

ifadesi yazilir. (4.2)"nin birinci kismi yeniden diizenlenirse
gAx +m(1 = Dy) = 2g(x) —m(1 - Dg(y)
< M) +mA-Df () - fAx+m(1 - Dy),
g@x +m(1 = Dy) + f(Ax + m(1 - y)
<A + g +mA - DIfF ) + 9Bl
(g + HAx +m(1 - )y)
SAg+HE+mA-D(g+HW)

elde edilir ve buradan g + f fonksiyonunun m —konveks fonksiyon oldugu ispatlanmig

olur. Benzer sekilde (4.2) nin ikinci kismu diizenlenirse
Af(x) +m(1 =Df(y) = f(Ax +m(1 = Dy)
S Ag(x) + m(1 = Dg(y) — g(Ax + m(1 = Dy),
g(Ax +m(1 = Dy) = f(Ax + m(1 = Dy)
< Agx) = fFT+mA - Dlgly) = FO],
(g - HOx +m(1 - 2Dy)
<Ag-HE+mA -V - )

elde edilir ve buradan g — f fonksiyonunun m —konveks fonksiyon oldugu ispatlanmis

olur.
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2=1 g—f ve g+ f fonksiyonlar1 [0,b] iizerinde m —konveks fonksiyonlar

oldugundan
(g + HAx +m(1 - )y)
<A@+ N +mA-D@+HNO)
ve
(g — HAx +m(1 - )y)
< Ag-NE+mA-Dg-HNG)
yazilabilir. Bu esitsizlikler kullanilarak sirastyla
—[1g(x) + m(1 - Dg(y) — g(Ax + m(1 — D)y)]
SHE)+mA-Df ) — fAx +m(1—-2)y)
ve
Af ) +m1 - Df(y) — fAx +m(1 - Dy)
S 2g(x) +m(1-Dg(y) —g(x + m(1 - Dy)
elde edilir. Son olarak elde edilen iki esitsizlik birlikte diisiiniiliirse
—[2g(x) + m(1 =D g(y) — g(Ax + m(1 = )y)]
SAf () +m1-Df(y) - f(Ax + m(1 - )y)
<Ag(x) +m1 -Dgy) — gAx + m(1 - 2)y)
yazilir ve buradan

Af () + m(A = Df ) — fUAx + m(1 - Dy)]
<Ag(x)+m(1—-Dgly) — glx + m(1 — 1)y)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

2=>3fveg, f= %(h —k)veg= %(h + k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve

g fonksiyonlart sirastyla toplanir ve ¢ikarilirsa g + f = h ve g — f = k fonksiyonlari
elde edilir. Lemma 4.1.1’in 2) 6nciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlari [0, b]
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tizerinde m —konveks fonksiyonlar oldugundan h ve k fonksiyonlarmin da [0, b]

tizerinde m —konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanmis olur.

322 f= %(h —k)veg= %(h + k) seklinde yazilabilen [0, b] iizerinde tanimli h, k
gibi iki m —konveks fonksiyon var ise bu ifadeler g + f = h ve g — f = k seklinde
yeniden diizenlenebilir. Lemma 4.1.1°in 3) onciiliinden hareketle h ve k, m —konveks

iki fonksiyon oldugundan g + f ve g — f de m —konveks iki fonksiyon olur ve ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.1. m € (0,1] i¢in g: [0, 00) —» R m —konveks fonksiyon ve 0 < a < b i¢in

f:[0,0) - R (g, m) — baskin konveks fonksiyon olsun. Eger f € L;[a, b] ise

[, (et

1 bg(x)+mg(%) x_g(a+b>

Sb—aa 2 2
ve
f@+mf(S)  fE)+mi(m)| 1 ppre+me(E
2 2()+m(>2()_b_afa 2()dx
1|9(a) + mg % g % + mg % 1 rbg(x)+mg %
perm@), @ el o powem(),
dir.

1. ispat: f fonksiyonu (g, m) —baskin konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.1.1°de

A= %ahndlgmda

@) +2mf(y) S +2my>‘
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gx) +mg(y) x +my
= 2 _g( 2 )

elde edilir. Eger Vx,y € [0,0), m € (0,1]vet € [0,1] i¢in x =ta+ (1 —t)b ve

y=(00-1) % + t% secilirse

fta+ (1 —)b) +mf (222 +b
2 _f<a )

glta+ (1 —0b) +mg (F222) g4y,
< _
= 2 g( 2 )

yazilir. Elde edilen ifadenin [0,1] {izerinden t’ye gore integrali alindiginda

[, fta+ @ —t)b)dt +m ff((1 t)“”b)dt a+b
2 -1 (=)

(1-t)a+tb

[ygtta+@=-0b)dt+mf g(“22)dt g1
= 2 _g< 2 )

elde edilir ve gerekli hesaplamalar yapildiginda teoremin birinci kismi ispatlanmis olur.

Teoremin ikinci kisminin ispatlanmasi i¢in f'nin, (g, m) — baskin konveks fonksiyon

oldugu kullanilarak Tanim 4.1.1°den
ltf (x) + m(1 = 8)f(y) — f(tx + m(1 = t)y)
<tg(x) +m(1 - 0)g(y) — g(tx + m(1 - 0)y)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte x = avey = % olacak sekilde x,y € [0, ) i¢in
tf(a) +m(1 - ©) (b) (t +m(@ t)b)| (4.3)
f(a) +m f — flta+m — .

gtg(a)+m(1—t)g(%>_g(ta-l_m(l_t)%)

esitsizligivex = —, y = % olacak sekilde x,y € [0, o) igin elde edilen esitsizlik m ile

a
m

carpildiginda



43

’tmf(%)+m2(1—t)f(%)—mf(t%+(1—t)%)‘ (4.4)

Y emir -0 (%) -mg (1L 4 -0 )
Stmg(m)+m (1-t)g — mg tm+(1 t)m
esitsizligi yazilir. (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip liggen esitsizligi
kullanildiginda
m?

e lrco +mr G+ mat =0 () + o (52
f

—[ (ta+m(1—t)%>+mf<t%+(1—t)%>]|

<t [g(a) +mg (%)] +m(1-10) [g (%) tmg (%ﬂ
- [g(ta+m(1—t)%)+mg(t%+ (a ‘”%)]

esitsizligi elde edilir. Daha sonra bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye gore integrali

alinip gerekli diizenlemeler yapildiginda teoremin ikinci kismi ispatlanmis olur.

2. ispat: f fonksiyonu (g,m)—baskin konveks fonksiyon ve g fonksiyonu
m —konveks fonksiyon oldugundan Lemma 4.1.1°in 2) onciilii yardimiyla g + f ve
g — [ fonksiyonlarmin m —konveks fonksiyon oldugu sonucuna varilir. Bu takdirde
m —konveks fonksiyonlar i¢in gegerli olan Teorem 3.1.6 esitsizligi, g+ f ve g —f

fonksiyonlar1 i¢in

(g+f)< > Sb—a > dx (4.5)

a+b) 1 f(g +HE) +mig+ 1) ()

! (9+ )@ +2m<g +H (%) CATY () +2m<g +1(55)

ve

b

(9-NE+mg-1 (%)
2

dx (4.6)

A
Q
|
\":
—/
Ve
Q
N+
S
~—~
|
oy

| | —
Q
Qe
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S % (9 - @ +2m<g -N (%) L @=h () +2m<g - (%)

seklinde uygulanir. (4.5) ve (4.6) esitsizliklerinin birinci kismi1 kullanilarak

L [emel) ety

ve

esitsizlikleri yazilir. Elde edilen esitsizlikler birlikte diistintildiiginde Teorem 4.1.1’in

birinci kismi ispatlanmais olur.

Benzer sekilde (4.5) ve (4.6) esitsizliklerinin ikinci kismi kullanilarak

to@+mg(z)  g(D)+mg(E)| 1 fad+mg(Z)
2 2 m 2 _b—aJ 2 dx
f@+mf () f(E)+mr(=)] 1 fre+m(E)
=7 2 tm 2 _b—af 2 dx
ve
1[f@+mf () f)+mi(E)| 1 fr@+mf ()
2 2 tm 2 _b—af 2 dx
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1 2
<- + =] -
> m

2 2 b—a dx

g@+mg(%)  g(z)+mg(sx) 1 fg(X) +mg (%)
2

esitsizlikleri elde edilir. Elde edilen bu iki esitsizlik birlikte diisiiniildiigiinde Teorem

4.1.1’in ikinci kismi ispatlanmais olur.
Sonuc 4.1.1. Teorem 4.1.1’de m = 1 segildiginde Teorem 3.1.7 elde edilir.

Ornek 4.1.1. f,g:[0,0) > R f(x) = ax? seklinde bir fonksiyon ve g(x) = bx?
seklinde bir m —konveks fonksiyon olsun. b > 0, |a| < b sartlar1 altinda f fonksiyonu

(g, m) — baskin konveks fonksiyondur.
4.2. (g,s) — Baskin Konveks Fonksiyon

Tanmim 4.2.1. g: R, — R ikinci anlamda s —konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y €
R,, 21 €[0,1] ve s € (0,1] igin f: R, — R fonksiyonu

12°f () + (A =2D°f(y) = fF(Ax + (1 = Dy)| (4.7)

<2g)+A-D°g(Qy)—glx+ (1 —-Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, s) — baskin konveks fonksiyon denir.
Asagidaki onciiller (g, s) — baskin konveks fonksiyonlar i¢in dogrudur.

Lemma 4.2.1. g:R, — R ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ve f:R, = R bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu R, tizerinde (g, s) — baskin konveks fonksiyondur.

2) g—f ve g+ f fonksiyonlar1 R, iizerinde ikinci anlamda s —konveks
fonksiyonlardir.

3) f= %(h —k)veg= %(h + k) sartlarini saglayan R, {izerinde tanimli h, k gibi

ikinci anlamda s —konveks iki fonksiyon vardir.
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Ispat: 1 = 2 (4.7) tanimindan hareketle

gOx + (1 = Dy) = 21g() — (1 — Dg(») (4.8)
S ABfO)+A-DfQ) - fAx+ (1 - Dy)
S2g)+ 1A -2D)g(y) —glx + (1 - 2)y)

ifadesi yazilabilir. (4.8)’in birinci kismu yeniden diizenlendiginde
gax+ (1 =Dy) = 21g(x) -1 =D°g()
S Af)+A-DFO) — fAx + (1 - Dy),
gAx+ (A =Dy) + f(Ax+ (1 - Ay)
S+ 9]+ A =D [fF ) + 9],
(g+HAx+ (1 —-Dy)
SAEG+HNEO+A-D@+HB)

yazilir ve buradan g + f fonksiyonunun ikinci anlamda s —konveks fonksiyon oldugu

sonucuna varilir. Benzer sekilde (4.8)’in ikinci kismu diizenlendiginde
)+ A =D f) - f(Ax + (1 = Dy)
sAg) + (1 -2)°g(y) —glx + (1= Dy),
gx + (1 =Dy) = flAx + (1 = Dy)
< Alg(x) = fOl+ A = D*[gx) = FOL,
(g = HNAx+ (1 -Dy)
S P@-HNE+A-D@-HB)

yazilir ve buradan g — f fonksiyonunun ikinci anlamda s —konveks fonksiyon oldugu

sonucuna varilir.

2=>1g—f ve g+ f fonksiyonlar1 R, iizerinde ikinci anlamda s —konveks

fonksiyonlar oldugundan
(g+HAx+ (1 -=Dy)

SA@+HE)+A-D5@+HB)
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ve
(g-HAx+ (1 -Dy)
SXBY-NO+A-D@G-HO)
yazilir. Bu esitsizlikler kullamilarak sirastyla
—[2g(x) + A =D°g(y) —gAx + (1 - Dy)]
S+ A -DfO) - fAx+ (1 - Dy)
ve
Af)+A=Df) - fAx+ (1 -Dy)
SAg)+ (1 -2D)°g(y) —glx + (1 - 2)y)
elde edilir. Son olarak elde edilen iki esitsizlik birlikte diisiiniildiiginde
—[2g() + 1 =Dg(y) —gAx + (1 - Dy)]
S+ A -DfO) - fAx+ (1 - Dy)
S2Bg)+ A -3 —gGlx+ (1 -Dy)
yazilir ve buradan
12°f0) + A =D5fF) — fAx + (1 - Dy)|
S2g)+A-D%g(y) —glx+ (1 - Dy)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

2=>3fveg, f= %(h —k)veg= %(h + k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve

g fonksiyonlar1 sirasiyla toplanip ¢ikarilirsa g + f = h ve g — f = k fonksiyonlar elde
edilir. Lemma 4.2.1’in 2) onciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlar1 R,
tizerinde ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar oldugundan h ve k fonksiyonlarinin

da R, iizerinde ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar oldugu goriiliir.

322 f= %(h —k)ve g= %(h + k) seklinde yazilabilen R, iizerinde tanimli h, k

gibi ikinci anlamda s —konveks iki fonksiyon var ise buradan bu iki fonksiyon g + f =
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h ve g—f =k seklinde yeniden diizenlenebilir. Lemma 4.2.1’in 3) Onciiliinden
hareketle h ve k ikinci anlamda s —konveks iki fonksiyon oldugundan g + f ve g — f

de ikinci anlamda s —konveks iki fonksiyon olur ve ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.2.1. s € (0,1] i¢in g: R, — R ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ve

a,b € R, i¢in f: R, = R (g,s) — baskin konveks fonksiyon olsun. Eger f € L,[a, b]

ise
1 ’ +b
a
g ) fwa -2y ()
1 +b
a
< ’—a j g(x)dx —2571g (—2 )
ve
b
b 1
g
b
b 1
SO0 1
dir.

1. ispat: f fonksiyonu (g, s) — baskin konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.2.1’de

A= %ahndlgmda

‘f(x);rsf(y) S y>‘

< g(x);rsg(y) _g(x;ry)

esitsizligi elde edilir. Eger Vx,y € R,, s € (0,1] vet € [0,1] i¢in x =ta + (1 —t)b
vey = (1 —t)a + tb segilirse
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f(ta+ (1 —=0)b)+ f((1—t)a+tb) a+b
25 _f< 2 )‘

<g(ta+(1—t)b)+g((1—t)a+tb) <a+b>
= 25 AN
esitsizligi elde edilir. Daha sonra elde edilen esitsizligin [0,1] araligi tizerinden t’ye

gore integrali alindiginda teoremin birinci kismi ispat edilmis olur.

Teoremin ikinci kisminin ispatlanmasi igin f fonksiyonunun (g, s) — baskin konveks

fonksiyon oldugu gergeginden yola ¢ikilarak

[t°f(a) + (1 = 0)°f(b) — f(ta+ (1 —t)b)|
<t’gla)+ (1 —-1t)g(b) —g(ta+ (1 —t)b)

esitsizligi yazilir. Daha sonra bu esitsizligin her iki tarafi [0,1] iizerinden t’ye gore
integre edilirse Teorem 4.2.1’in ikinci kismi1 kolayca elde edilir ve ispat tamamlanmis

olur.

2. Ispat: f fonksiyonu (g,s) — baskin konveks fonksiyon ve g fonksiyonu ikinci
anlamda s —konveks fonksiyon oldugundan Lemma 4.2.1°in 2) onciili yardimiyla
g+f ve g—f fonksiyonlarmin ikinci anlamdas —konveks fonksiyon oldugu
sonucuna varilir. Bu takdirde s —konveks fonksiyonlar igin gecerli olan Teorem

3.1.5’teki esitsizlik g + f ve g — f fonksiyonlar1 i¢in

b
b 1
2+ N () <5 [0+ NEax (49)
_@+HN@ + G+ )
- s+1

ve

b
b 1
29— (7)< 5= [ - Neax (410)




50

_g-N@+-H®
- s+1

seklinde uygulanir. (4.9) ve (4.10) esitsizliklerinin birinci kismi kullanilarak

b b
[ia o -2 (1) < f rovae 2543

ve

b

b
1 a+b 1 a+b
- _72s-1 < __9s-1
b—a]f(x)dx 2 f( 2 )_b—afg(x)dx 2 g( 2 )
a a
esitsizlikleri yazilir. Elde edilen esitsizlikler birlikte diisiiniildiigiinde teoremin birinci

kismi ispatlanmis olur.

Benzer sekilde (4.9) ve (4.10) esitsizliklerinin ikinci kismi kullanilarak

b b
g(a) + g(b) 1 f(a) + f(b) 1
— v —b_afg(x)dxﬁ ) _b—aff(x)dx
ve
b b
f(a) +f(b) 1 g(a) + g(b) 1
s+1 _b—ajf(x)dxS s+1 —b_afg(x)dx

esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizlik birlikte diisiiniildiigiinde teoremin ikinci kismi

ispatlanmis olur.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.1°de s = 1 alindiginda Teorem 3.1.7 elde edilir.

Ornek 4.2.1.f,9:R, - R, f(x) = x* seklinde tamml1 bir fonksiyon, g(x) = x!
seklinde tamiml1 ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ve k,[,s € (0,1], k <[ olsun.

Bu takdirde f fonksiyonu (g, s) — baskin konveks fonksiyondur.
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Ornek 4.2.1.f,g:R, > R , f(x) = xik seklinde tanimli bir fonksiyon, g(x) = x!

seklinde tanimli ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ve k,[,s € (0,1], k <[ olsun.

Bu takdirde f fonksiyonu (g, s) —baskin konveks fonksiyondur.
4.3. (g, h) — Baskin Konveks Fonksiyon

Tammm 4.3.1. h # 0, h:J = R negatif olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve A € (0,1]
olacak sekilde g: I = R h —konveks fonksiyon olsun. Eger f: 1 — R fonksiyonu

[h(Df () + (1= Df(y) — f(Ax + (1 = Dy)| (4.11)
<hDgx)+h(1-DgQy) —glx+ (1 -Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, h) — baskin konveks fonksiyon denir.
Asagidaki onciiller (g, h) — baskin konveks fonksiyonlar i¢in dogrudur.

Lemma 4.3.1. h # 0, h:J = R negatif olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve 1 € (0,1]
olacak sekilde g:1 — R h —konveks fonksiyon ve f:I — R bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu I tizerinde (g, h) — baskin konveks fonksiyondur.
2) g — fveg+ f fonksiyonlart [ lizerinde h —konveks fonksiyonlardir.
3) = %(l —k) ve g= %(l + k) sartlarin1 saglayan [ tizerinde tanimh [,k gibi

h —konveks iki fonksiyon vardir.

Ispat: 1 = 2 (4.11) tanimindan hareketle

g(x + (1= Dy) — h(Dg) —h(1 - Dgy) (4.12)
< hDf) +h(1-Df () - fAx + (1 - Dy)
<h)g(x) +h(1-Dg(y) —glx + (1 - ADy)

ifadesi yazilabilir. (4.12)’nin birinci kismi yeniden diizenlendiginde
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gAx+ (1 —-Dy) —h(Dgx) —h(1-Dg(y)
< hMDf)+hA-DfQ) - fAx+ (A - Dy),

gAx+ (A -Dy)+ f(Ax + (1 - Dy)
ShDIfx) + g +h(A-D[f) + 9Ol

G+ HAx+A-Dy)
<hD@+HX)+hA-D@+HY)

esitsizligi elde edilir ve buradan g + f fonksiyonunun h —konveks fonksiyon oldugu

sonucuna ulagilir. Benzer sekilde (4.12) nin ikinci kismi diizenlendiginde
hDf () + (1 -Df () — fAx + (1 - Dy)
S hDgx) +h(1=Dg(y) —g@x + (1 - Dy),
gx+ (1 =Dy) - f(Ax+ (1 - Ay)
< Mg — fOII+h(A - Dlgy) — f)],
(g-HAx+ 1 -Dy)
< D@-NE+hA-D@-HNG)

esitsizligi elde edilir ve buradan g — f fonksiyonunun h —konveks fonksiyon oldugu

sonucuna ulasilir.

2=1 g—fveg+ f fonksiyonlari I iizerinde h —konveks fonksiyonlar oldugundan
(g +HAx+ (1 -Dy)
<hM@+HE)+hA-D(@+HB)
ve
(g—NHNAx+ 1 -Dy)
< hD@-HE) +hA =D -HB)
yazilir. Bu esitsizlikler kullanilarak sirastyla
—[r(Dg(x) + h(1 = Dg(y) —g(Ax + (1 = Dy)]

ShDfx) +hA-Df() — fAx+ (1 - Dy)



53

ve
h(Df) +h(1=Df () — fQx + (1= Dy)

<h(Dgx)+h(1-Dg@y) —glx + (1 -21)y)
elde edilir. Son olarak elde edilen iki esitsizlik birlikte diisiiniildiigiinde
—[h()g(x) + (1 - Dg(y) —gAx + (1 = Dy)]
ShDfx)+hA-Df) - fAx+ (A —=Dy)
<h(Dg)+h(1-Dgly) —glx+ (1 —21y)
yazilir ve buradan
|R(Df () +h(1 = Df ) — fAx + (1 - )y)
<hDgx) +h(1=Dg(y) —glx + (1 - 2Dy)

esitsizligine ulasilir ve ispat tamamlanmis olur.

2=>3fveg, f= %(l —k)veg= %(l + k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve g
fonksiyonlar1 sirasiyla toplanip ¢ikarilirsa g + f =1 ve g — f = k fonksiyonlar elde
edilir. Lemma 4.3.1’in 2) 6nciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlari I tizerinde
h —konveks fonksiyonlar oldugundan [ ve k fonksiyonlarinin da I tizerinde h —konveks

fonksiyonlar oldugu goriiliir.

322 f= %(l —k) ve g = %(l + k) seklinde yazilabilen [ {izerinde tanimli [, k gibi
h —konveks iki fonksiyon var ise buradan bu iki fonksiyon g+ f=1lve g—f =k
seklinde yeniden diizenlenebilir. Lemma 4.3.1°in 3) onciilinden hareketle [ve k
h —konveks iki fonksiyon oldugundan g + f ve g — f de h —konveks iki fonksiyon

olur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.1. h # 0, h:J = R negatif olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve A € (0,1]
olacak sekilde g: 1 = R h —konveks fonksiyon ve f:1 - R (g, h) — baskin konveks

fonksiyon olsun. Bu takdirde
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b
1 1 a+b
m!f(")dx o G)f( )
b
1 1 a+b
Sm!9<x>dx‘2h(%)g( )
ve
1 1 b
‘[f(a) +f®)] [ haA - — [ fedx
0 a
1 1 b
< [9@ + 9] [ K2 - — [ gGarax
0 a
dir.

1. ispat: f fonksiyonu, (g, h) — baskin konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.3.1°de

A= %, x=ta+ (1 —-t)b vey=(1-—t)a+ th alindiginda

|h (%) [f(ta+ (1 —0)b) + f((1 —a+th)] - f (aTer>|
<h (%) lgCta+ (1 = 0)b) + g((1 — a + tb)] — g (#)

yazilir. Daha sonra elde edilen esitsizligin [0,1] araligi iizerinden t’ye gore integrali

alindiginda

h(%) Oj[f(ta +(1-0b)+f((A-ta+tb)|dt—f (a er b>
=h @ Of[g(ta + (1= 0b) +g((1 —Da+th)]dt — g (a er b)

esitsizligi elde edilir. Elde edilen esitsizlikte gerekli hesaplamalar yapildiginda teoremin

birinci kism1 ispatlanmig olur.
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Teoremin ikinci kisminin ispatlanmasi i¢in Tanim 4.3.1’de x = a ve y = b segilirse

|h()f(a) + h(1 = O)f (b) — f(ta+ (1 —t)b)|
< h(t)g(a) + h(1 —t)g(b) — g(ta + (1 —t)b)

esitsizligi yazilir. Daha sonra bu esitsizligin her iki tarafi [0,1] tizerinden t’ye gore
integre edilip diizenlendiginde Teorem 4.3.1’in ikinci kismi1 kolayca elde edilir ve ispat

tamamlanmis olur.

2. lispat: f fonksiyonu (g, h) —baskin konveks fonksiyon ve g fonksiyonu
h —konveks fonksiyon oldugundan Lemma 4.3.1’in 2) Onciili yardimiyla g + f ve
g — f fonksiyonlarmin h —konveks fonksiyon oldugu sonucuna varilir. Bu takdirde
h —konveks fonksiyonlar i¢in gecerli olan Teorem 3.1.8°deki esitsizlik g + f ve g — f

fonksiyonlar1 i¢in

a+b
2

1

26

b
+n () s [+ neax (413)

1
sm+ﬂmwmwwxmfmmw
0

ve

1

h(3)

b
b 1
6-N(57) s5— | @-Dwax (414)

suwﬁww+w—ﬁwnfmmw
0

seklinde uygulanir. (4.13) ve (4.14) esitsizliklerinin birinci kismi1 kullanilarak

b
1 f J
—a) 90—

a

b
h1(§)9<a;b) Sbia!f(x)dx—z

1 a+b>

o'

ve
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b
1

(1)9< 2

2

1 a+b

h(g)f( 2 )Sbia!g(")d"_%

b
1

esitsizlikleri yazilir. Elde edilen esitsizlikler birlikte diisiiniildiigiinde teoremin birinci

kismu1 ispatlanmais olur.

Benzer sekilde (4.13) ve (4.14) esitsizliklerinin ikinci kismi1 kullanilarak

1 b
1
- l9@ + 92 [ K2 - = [ g
0 a

1 1 b
< [F@ -+ FO)] [ A - 5— [ Fdx
0 a

ve

1 1 b
[£(@+ f®)] [ RO - 5— [ FGdx
0 a

1 1 b
< [9@ + g®)] | AV - 5— [ gGdx
0 a

esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizlik birlikte diistiniildiiglinde teoremin ikinci kismi

ispatlanmis olur.
4.4. (g, (a,m)) — Baskin Konveks Fonksiyon

Tanmim 4.4.1. g:[0,b] —» R (a,m) —konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y € [0, b],
A €[0,1] ve (a,m) € [0,1]% igin f: [0, b] = R fonksiyonu

|2%f(x) + m(1 =A%) f(y) — f(Ax + m(1 — D)y)| (4.15)
<A%g(x)+m(1—-21%)g@y) —gAx +m(1 - )y)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g — (a, m)) —baskin konveks fonksiyon denir.
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Asagidaki onciiller (g — (a, m)) —baskin konveks fonksiyonlar i¢in dogrudur.

Lemma 4.4.1. g: [0, b] —» R (@, m) —konveks fonksiyon ve f: [0, b] — R bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu [0, b] iizerinde (g — (@, m)) — baskin konveks fonksiyondur.
2) g — f veg + f fonksiyonlari [0, b] tizerinde (a, m) —konveks fonksiyonlardir.
3) f= %(h —k)veg= %(h + k) sartlarim saglayan [0, b] tizerinde tanimli h, k gibi

iki (a, m) —konveks fonksiyon vardir.

Ispat: 1 = 2 (4.15) tanimindan hareketle

gx +m(1l —y) — 1%g(x) —m(1 - 1%)g(y) (4.16)
< %) +mA-2A9)f () — fAx + m(1 - Dy)
S A%g(x) +m(1 - 29)g () — g(Ax + m(1 = Dy)

ifadesi yazilir. (4.16)’nin birinci kismi yeniden diizenlenirse

gx +m(1 = Dy) = 2%g(x) —m(1 - 1%)g(y)

< A%f(0) +m1 -2 f () — f(Ax + m(1 - Dy),
gAx+mA-Dy)+f(Ax+m(1—-21)y)
S 2%[f () + g+ m@ = A)[f () + gl
(g + HAx +m(1 - Dy)
S+ H)+mA -2+ H)

elde edilir ve buradan g+ f fonksiyonunun (&, m) —konveks fonksiyon oldugu

ispatlanmis olur. Benzer sekilde (4.16) nin ikinci kismi diizenlenirse
27f () + m(1 =29 f () — fAx + m(1 - Dy)
<2%g(x) + m(1 — 1) g(y) — g(Ax + m(1 — d)y),
g(Ax +m(1 = Dy) — f(Ax + m(1 = Dy)
< 2%g(x) = f)]+m(1 -2 [g(y) — fF(W)],
(g — HAx +m(1 - )y)

<A@ -N)+mA-21%@ - HG)
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elde edilir ve buradan g — f fonksiyonunun (a, m) —konveks fonksiyon oldugu

ispatlanmis olur.

2=>1 g—f ve g+ f fonksiyonlart [0,b] iizerinde (a, m)—konveks fonksiyonlar
oldugundan

(g + HAx +m(1 - )y)
2@+ HE) +mA -1+ HY)
ve
(g - HAx +m(1 - )y)
S 29 - HE)+mA -1 - HY)
yazilabilir. Bu esitsizlikler kullanilarak sirastyla
—[2%g () + m(1 = 2%)g(y) — g(Ax + m(1 = D)y)]
S22 +m(1 = 29f(y) — f(Ax + m(1 = Dy)
ve
A%f(x) + m(1 =29 f () — fAx + m(1 - Dy)
<2%g(x) + m(1 - A1%)g(y) — gAx + m(1 — 1)y)
elde edilir. Son olarak elde edilen iki esitsizlik birlikte diisiiniildiiginde
—[2%g(x) + m(1 = 21%)g(y) — g(Ax + m(1 = D)y)]
<2%f(x) + m(1 - A9 f () — f(Ax + m(1 — Dy)
<2%g(x) + m(1 - A1%)g(y) — gAx + m(1 — 1)y)
yazilir ve buradan

2%fF(x) + m(1 =2 f(y) — f(Ax + m(1 — D)y)]
< A% (x)+m(1—-219g(@y) —gAx + m(1 - Dy)

esitsizligine ulasilir ve ispat tamamlanmis olur.
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23 fveg, f=5(h—k)veg=>(h+k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve
g fonksiyonlart sirastyla toplanir ve ¢ikarilirsa g + f = h ve g — f = k fonksiyonlar1
elde edilir. Lemma 4.4.1’in 2) onciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlari [0, b]
tizerinde (@, m) —konveks fonksiyonlar oldugundan h ve k fonksiyonlarinin da [0, b]
tizerinde (@, m) —konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanmis

olur.

3=2 f= %(h —k)veg = %(h + k) seklinde yazilabilen [0, b] lizerinde taniml1 h, k

gibi iki (a,m) —konveks fonksiyon var ise bu ifadeler g+ f=h ve g—f =k
seklinde yeniden diizenlenebilir. Lemma 4.4.1° in 3) Onclilinden hareketle hvek,
(a, m) —konveks iki fonksiyon oldugundan g + f ve g — f de (a, m) —konveks iKi

fonksiyon olur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4.1. (a,m) € [0,1] x (0,1] i¢in g:[0,00) - R (a,m) —konveks fonksiyon
ve 0<a<b<o igin f:[0,0) >R (g— (a,m))—baskin konveks fonksiyon

olsun. Eger f € L, [%,%] ise

biaLbf(X)+m(zz—1)f(%)dx_f<a-;b)

1 (290 +m@ - 1g (%) +b
b—a 2a dx_g(az )

a

<

ve
1 f(a)+mf% f % + mf % 1 bf(x)+mf%
2 a+1()+“m (>a+1( )_b—afa 2 ()d"
1|9(a) + mg % g % + mg % 1 rbg(x)+mg %
SE a+1()+am ()a+1( )_b—a 2 ()dx

a

dir.
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Ispat: f fonksiyonu (g — (a, m)) — baskin konveks fonksiyon oldugundan Tanim

4.4.1°de 1 = - alindiginda

fO)+m2* - 1Df(y) x +my
2% _f< 2 )‘

gx) +m2% - 1Dg(y) x +my
= 20 _g( 2 )

esitsizligi elde edilir. Eger Vx,y € [0,), (a,m) € [0,1] X (0,1] ve t € [0,1]i¢in

x=ta+(1—-t)bvey=(1- t)%+ t%segilirse

f(ta+(1—t)b)+m(2“—1)f((1_t)Ta+tb)_f<a+b>

2% >
glta+(1—0b)+mQ2% - 1)g (u—ona) i
) 2¢ _g< 2 )

elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] tizerinden t’ye gore integrali alindiginda

[y fta+ @ -0b)dt+m@ -1 [, f(F2ED)dt g4 b
2@ a f( 2 )
3 [y glta+ (1 —0b)dt +m2*—1) [, g (“‘?j”b) dr (a +b )
= 20 I\

esitsizligine ulasilir ve gerekli hesaplamalar yapildiginda teoremin birinci kismi elde

edilmis olur.

Teoremin ikinci kismmnin elde edilmesi igin f’nin (g — (@, m)) — baskin konveks

fonksiyon oldugu kullanilarak Tanim 4.4.1°den Vx,y > 0 i¢in
[t*f (x) + m(1 —t*)f(y) — f(tx + m(1 — ©)y)|
<t%g(x) +m(A-t")gy) — gltx + m(1 —t)y)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte x = avey = % alindiginda

t“f(a)+m(1—t“)f(%)—f(ta+m(1—t)%)| (4.17)
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b b
< a _+a — —_ — J—
<t%g(a) + m(1 t)g(m> g(ta+m(1 t)m>
esitsizligi; x = %Ve y = % almip elde edilen esitsizlik m ile ¢arpildiginda
|mt“f(g)+m2(1—t“)f(i)—mf(t£+(1—t)£>| (4.18)
m m2 m m '

<y (@) s -ma(: v a-02)

esitsizligi yazilir. (4.17) ve (4.18) esitsizlikleri taraf tarafa mutlak deger Ozelligi
kullanilarak toplandiginda

e [r@-+ms (D] #ma = s (7) s (75)]

- [f(ta +m(1-— t)%) +mf (t%+ 1- t)%)”
< e [g@ +mg ()] #ma - e[ (3) +mo (15

—[g(ta+m(1—t)%>+mg(t%+(1—t)%>]

esitsizligi elde edilir. Daha sonra bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye goére integrali

alinip gerekli hesaplamalar yapildiginda teoremin ikinci kismi ispatlanmis olur.

Teorem 4.4.2. (a,m) € [0,1] x (0,1] i¢in g:[0,00) - R (a,m) —konveks fonksiyon
ve 0<a<b<o igin f:[0,00) > R (g — (@¢,m)) — baskin konveks fonksiyon
olsun. Eger f € L,[a, b] ise

b

[f@+r® +amr (&) +r (D] 1
2 a+1 _b—afaf(x)dx

1
<=
2

a b
g(@ +g(b) +:": Eg (3)+9 (;)]] —- i . Jbg(x) dx

dir.
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ispat: f, (g — (@,m)) —baskin konveks fonksiyon oldugundan Tamm 4.4.1°de

b . .
/1=t,x=avey=;1g1n

£ F (@) + m(1 — t9)f (%) _f (m +m(l—t) % )’ (4.19)

< t%tg(a) + m(1 - t9)g (%) - g(ta+ma- ”%)

esitsizligi ve 2 = t,x = b ve y = igin
t<f(b) + m(1 — t%)f (%) —f (b +m(1 - t)%)| (4.20)
a a
<t%g)+m(d—-t%g (E) —-g (tb +m(1-— t)a)

esitsizligi yazilir. (4.19) ve (4.20) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip tiggen esitsizligi
kullanildiginda

t*[f (@) + f(b)] + m(1 — t*) [f (%) +f (%)]
b a
_f(ta+m(1—t)a>—f(tb +m(1_t)ﬁ)|

<t*[g(a) + g(b)] + m(1 —t%) [g (%) tg (%)]

(t +m1—0) b) (tb+a-0>)
glta+m —)—9 —
esitsizligi elde edilir. Daha sonra bu esitsizligin [0,1] {izerinden t’ye gore integrali

alimip esitsizligin her iki tarafi 2 ile boliindiigiinde teoremin ifadesine ulasilir ve ispat

tamamlanmis olur.
4.5. (g,r) — Baskin Konveks Fonksiyon

Tanmim 4.5.1. g: [a, b] — R pozitif r —konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y € [a, b] ve
A €1[0,1] i¢in f: [a, b] —» R fonksiyonu

IM,(f(x), f(¥); D) — fAx + (1 = Dy)l (4.21)
<M. (g(x),g(y); D) —glx + (1 -Dy)
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sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, r) —baskin konveks fonksiyon denir.

Teorem 45.1.0 < a < b, g:[a, b] » R pozitif r —konveks fonksiyon ve f:[a,b] - R
pozitif (g, r) — baskin konveks fonksiyon olsun. Eger f € L;[a, b] ise

1 b
< £,(9(@,g®)) - 5— | 9@ dx

1 b
L (F@,f ) - 5= | f@dx

dir.

Ispat: 1. Durum (r=0 ve f(a)# f(b)): f fonksiyonu r — baskin konveks
fonksiyon oldugundan Tanim 4.5.1’de x = avey = b segilip M,.(x,y; 1) ortalamasi
kullanildiginda

[fA@f*(b) — f(a + (1 - D)b)|
< g*(@g"*(b) — g(Aa + (1 = )b)

elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] tizerinden A’ya gore integrali alindiginda

U f@] 1
‘f(b)JO [f(b)l dl—JOf(/la+(1—/1)b)d/1

g !
Sg(b)fo [Wl d/l—fog(/la+(1—/1)b)d/1

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

f) = fl@)
Inf(b) ~Inf(a)

gb) —g(a) g
= Ing(b) —Ing(a) b aJa 9(x) dx

1 b
b_aj f(x) dx

elde edilir ve burada L,.(x,y) ortalamasi goz Oniinde bulundurularak gerekli

diizenlemeler yapildiginda 1. Durum i¢in ispat tamamlanmis olur.
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2. Durum (r=0 ve f(a) = f(b)): f fonksiyonu r — baskin konveks fonksiyon
oldugundan Tanim 4.5.1°de x=a ve y=b secilip M,(x,y;1) ortalamasi
kullanildiginda

If (@) = f(Aa + (1 = D)b)|
<g(a)—g(la+ (1 -21b)

elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali alimip L, (x,y)
ortalamas1 goz oniinde bulundurularak gerekli diizenlemeler yapildiginda 2. Durum igin

ispat tamamlanmis olur.

3. Durum (r # 0,—1 ve f(a) # f(b)): f fonksiyonu r — baskin konveks fonksiyon
oldugundan Tanim 4.5.1de x=a ve y=b secilip M,(x,y;1) ortalamasi
kullanildiginda

|(f7 @ + A= DB - fOa+ - Db

1
<(Ag" @+ @ =Dg" ()" — g(Aa+ (1 - )b)
elde edilir. Elde edilen bu esitsizligin [0,1] tizerinden A’ya gore integrali alindiginda

r fr+1(a) _ fr+1(b) 1 b
r+1 f(a)—fr(b) _b—afaf(x)dx

- r gr+1(a) _gr+1(b)
“r+1l g(a)—g7(b)

1 b
—b_afag(x)dx

elde edilir ve burada £,(x,y) ortalamasi gz Oniinde bulundurularak gerekli

diizenlemeler yapildiginda 3. Durum igin ispat tamamlanmus olur.

4. Durum (r #0 ve f(a) = f(b)): f fonksiyonu r — baskin konveks fonksiyon
oldugundan Tanim 4.5.1de x=a ve y=b secilip M,(x,y;1) ortalamasi
kullanildiginda

(7 @) = fGa+ (1 - b)
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< (9" (@) - gQa+ (1-1)b)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizligin [0,1] lizerinden A’ya gore integrali alinip £, (x, y)
ortalamas1 goz oniinde bulundurularak gerekli diizenlemeler yapildiginda 4. Durum igin

ispat tamamlanmis olur.

5. Durum (r = —1 ve f(a) # f(b)): f fonksiyonu r — baskin konveks fonksiyon
oldugundan Tanim 4.5.1°de x=a ve y=b secilip M,(x,y;1) ortalamasi
kullanildiginda

[(Af (@ + A= DfF 1))~ FAa+ (1 - 2)b)

< (g7 @+ 1A - g7 (b)) —ga+ (1 - )b)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizligin [0,1] {izerinden A’ya gore integrali alindiginda

F@f®) (7

1 1P
MoEol N = KL

g(@g(b) (7

1 b
— g -1 —_—
<30) - 9@ ﬁ/1 da b_afag(x)dx

elde edilir ve burada £,(x,y) ortalamasi gbéz Oniinde bulundurularak gerekli

diizenlemeler yapildiginda 5. Durum igin ispat tamamlanmus olur.
4.6. (g,Q(D)) — Baskin Konveks Fonksiyon

Tanim 4.6.1. Negatif olmayan g fonksiyonug:/ € R —- R Q(I) —smifina ait bir
fonksiyon olsun. Eger Vx,y € I ve A € (0,1) i¢in f: I € R — R fonksiyonu

f&x)  fy)
N + 11" fAx+ A -Dy) (4.22)

g(x) g
ST+m—g(/1x+ a-2y

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, Q (1)) —baskin konveks fonksiyon denir.
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Asagidaki onciiller (g, Q(I)) —baskin konveks fonksiyonlar igin dogrudur.

Lemma 4.6.1. Negatif olmayan g fonksiyonu g:/ € R - R Q(I/) —simnifina ait bir
fonksiyon ve f:1 € R — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu I tizerinde (g, Q(I)) — baskin konveks fonksiyondur.
2) g — [ ve g + f fonksiyonlari I iizerinde Q (/) — sinifina ait fonksiyonlardir.
3) f= %(h —k)ve g= %(h + k) sartlarin1 saglayan [ iizerinde tanimlh h, k gibi

Q(I) — smifina ait iki fonksiyon vardir.

Ispat: 1 © 2 (4.22) tammindan hareketle

glx+ (1 -2y )—#—% (4.23)
f() f(y)
T+ﬁ fAx+ (1 —-2ADy)
gx)  9()
_T+1T— gAx+ (1A -Dy)

ifadesi yazilir. (4.23)’lin birinci kismi yeniden diizenlenirse

g(/lx+(1—,1)y)_¥_‘19(__3'21
fx)  f)
ST+1 1 —fAx+ (1 -Dy),

gAx+ (A -Dy)+ f(Ax + (1 - D)y)

< [f (x) + g(x)] N [f(y) + g(y)]’
J) 1—21

(g+HAx+ (1 -Dy)

< g+ N G+Ho)
2 1—2

elde edilir ve buradan g+ f fonksiyonunun Q(/) — sinifina ait fonksiyon oldugu

ispatlanmis olur. Benzer sekilde (4.23)’lin ikinci kism1 diizenlenirse
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f—)+%—f(/1x+(1—l)y)

A
_gT)+—)—gu £ (1= Dy),
gAx+ (1 -Dy) —fAx+ (1 -Dy)

< [g(x) — f(X)] N la(») —f(y)]’
Pl 1—2

(g - HAx+ (1 -Dy)

N Clnd DICI Clnd D16
A 1-2

elde edilir ve buradan g — f fonksiyonunun Q(I) — sinifina ait fonksiyon oldugu

ispatlanmis olur.

23 fveg, f==(h—k)veg==(h+k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve
g fonksiyonlart sirastyla toplanir ve ¢ikarilirsa g + f = h ve g — f = k fonksiyonlari
elde edilir. Lemma 4.6.1’in 2) onciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlari [
tizerinde Q(I) — sinifina ait fonksiyon oldugundan h ve k fonksiyonlarinin da [
tizerinde Q(I) — sinifina ait fonksiyon oldugu sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 4.6.1. a < b, Va,b €1 olmak iizere negatif olmayan g fonksiyonu g:1 <
R - R Q(I) —smufina ait bir fonksiyon ve f:1 € R - R (g, Q(I)) — baskin konveks
fonksiyon olsun. Eger f, g € L,[a, b] ise

‘% | s (“T”’)‘

- 4 fb()d <a+b>
_b_aagx x—g(—

ve
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b 1 b
f(a);rf( )_b—af P(O)F(x) dx
b 1 b
SLq(a);rg( )_b—af p(0)g () dx

dir. Burada p(x) ifadesi Teorem 3.1.2’de tanimlandig gibidir.

Ispat: f fonksiyonu (g, Q(I)) —baskin konveks fonksiyon oldugundan Tamim 4.6.1°de

1= % ,x=ta+ (1 —-t)b,y=(1—-t)a+tb vet € [0,1] alindiginda

[2lf(ca+ (1= 0B) + £((1 - Da+ eb)] - (aTM>|

a+b)

<2[g(ta+ (1 -0b) +g((1 - a+1tb)] - g (T

esitsizligi elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] {izerinden t’ye gore integrali alindiginda

teoremin birinci kismi elde edilmis olur.

Teoremin ikinci kisminin elde edilmesi i¢in f’nin (g, Q (1)) —baskin konveks fonksiyon

oldugu kullanilarak Tanim 4.6.1°de x = a, y = b segilirse t € [0,1] icin
(A =0)f(a) +tf(b) —t(1 = t)f(ta + (1 - t)b)|
<(1-t)gla)+tgh) —t(1-t)g(ta+ (1 —1t)b)
ve
ltef(@)+ A=) f ) —t(1 —)f((1 - a + tb)|
<tg(@+ 1 -t)gb) —t(1-0g((1—t)a+th)
yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanip iiggen esitsizligi kullanildiginda
[[f(@) + F(B)] — t(1 = O[f(ta+ (1 — O)b) + F((1 — O)a + tb)]|
<[gl@+g®B]-t(1-0|gltta+ (1 -0b)+g((1—-t)a+th)]

elde edilir. Daha sonra bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye gore integrali alindiginda

teoremin ikinci kismi elde edilmis olur.
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4.7. (g, P(I)) — Baskin Konveks Fonksiyon

Tanmm 4.7.1. Negatif olmayan g fonksiyonug:1 € R—> R P(I) —smifina ait bir
fonksiyon olsun. Eger Vx,y € I ve 1 € [0,1] i¢in f: 1 € R — R fonksiyonu

If(x)+fO)] = fFAx+ (1= Dy)l (4.24)
<[gx)+g»]—-glx+ (1 —-Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, P(I)) —baskin konveks fonksiyon denir.
Asagidaki onciiller (g, P(I)) —baskin konveks fonksiyonlar i¢in dogrudur.

Lemma 4.7.1. Negatif olmayan g fonksiyonu g:/ € R - R P(I) —sinifina ait bir
fonksiyon ve f:1 € R — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu [ tizerinde (g, P(I)) — baskin konveks fonksiyondur.
2) g — f ve g + f fonksiyonlari I tizerinde P(I) — sinifina ait fonksiyonlardir.

3) f= %(h —k)ve g= %(h + k) sartlarin1 saglayan [ tizerinde tamiml h, k gibi

P(I) — sinifina ait iki fonksiyon vardir.

Ispat: 1 © 2 (4.24) tanimindan hareketle

glx+ 1=y —[gl)+ gl (4.25)
<[fLO+fM]-fUAx+ A -Dy)
<[gx)+g]—glx+ (1 —-21y)

ifadesi yazilir. (4.25)’in birinci kismi yeniden diizenlenirse
gx+ (1 =Dy) —[g) + g(»¥)]
< [fOG)+7] = fQx+ (1 - Dy),
gx+ (A =Dy) + f(Ax+ (1 = Ay)
<[fFE+g@I+ ) + 9Ol

(g +HAx+ (1 -=Dy)
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<@+NHO+W@+HB)

elde edilir ve buradan g + f fonksiyonunun P(I) — sinifina ait bir fonksiyon oldugu

ispatlanmus olur. Benzer sekilde (4.25)’in ikinci kismu diizenlenirse
[FC) + )] - f(Ax + (1 - Dy)
<lg) + g -g@x+ (1 - Dy),
gx+ (1 =Dy) - f(Ax+ (1 = Ay)
< 9@ +gWI-1fx)+ O]
(g —HNAx+ 1 -Dy)
S@-NO+W-HNHY)

yazilir ve buradan g — f fonksiyonunun P(I) — sinifina ait fonksiyon oldugu

ispatlanmuis olur.

2©3fveg, f= %(h —k)veg= %(h + k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve
g fonksiyonlart sirasiyla toplanir ve ¢ikarilirsa g + f = h ve g — f = k fonksiyonlar1
elde edilir. Lemma 4.7.1’in 2) onciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlart [
tizerinde P(I) — sinifina ait fonksiyon oldugundan h ve k fonksiyonlarinin da [
tizerinde P(I) — sinifina ait fonksiyon oldugu sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 4.7.1. a < b, Va, b € I olmak lizere negatif olmayan g fonksiyonu g:/ € R -
R P(I) —smifina ait bir fonksiyon ve f:I SR - R (g,P(I)) — baskin konveks
fonksiyon olsun. Eger f, g € L,[a, b] ise

o2 [ roar (1)

ve
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1 b
[ﬂ@+f®ﬂ—3jaff&ﬁu

1 b
sw@+mm—;;fmmw

dir.

Ispat: f fonksiyonu (g, P(I)) —baskin konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.7.1°de

1= % y,x=ta+(1—-t)b,y=(1—-t)a+tb vet € [0,1] alindiginda

b
[[rea + = 08) + (@ = e+ )] - (3|

a+b
g[g(ta+(1—t)b)+g((1_t)a+tb)]_g( 2 )

yazilir. Elde edilen ifadenin [0,1] izerinden t’ye goére integrali alindiginda teoremin

birinci kismi ispatlanmis olur.

Teoremin ikinci kisminin ispatlanmasi i¢in f’nin (g, P(I)) —baskin konveks fonksiyon

oldugu kullanilarak Tanim 4.7.1’de x = a, y = b segilirse t € [0,1] igin

[[f(@) + f(B)] = f(ta+ (1 = t)b)| < [g(a) + g(b)] — g(ta+ (1 —)b)

yazilir. Daha sonra bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye goére integrali alinip gerekli

hesaplamalar yapildiginda teoremin ikinci kismi elde edilmis olur.

4.8. (h,(a,m)) —Konveks Fonksiyon ve Hermite-Hadamard Tipli Integral
Esitsizlikler

Bu boliimde (0,1) < J olacak sekilde I ve J R tizerinde iki aralik, h ve f fonksiyonlari

sirastyla J ve I {izerinde tanimlanan iki fonksiyon olarak diisiiniilecektir.

Tamm 4.8.1. ((h, (a,m)) —Konveks Fonksiyon): h# 0,h:] € R— R negatif
olmayan bir fonksiyon olsun. Eger Vx,y € [0, b], (a,m) € [0,1]* ve 1 € [0,1] olacak
sekilde f: [0, b] € [0, ) — R negatif olmayan f fonksiyonu
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fAx +mA - Dy) < hAY)f(x) + mh(1 —21%)f(y) (4.26)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h, (a, m)) —konveks fonksiyon denir.

(4.26) esitsizliginin tersi dogru ise bu durumda f fonksiyonuna (h, (a, m)) —konkav

fonksiyon denir.

Burada agikga goriilir ki h(t) =t secildiginde (a, m) —konveks fonksiyonlar,
(a,m) = (1,1) segildiginde ise h —konveks fonksiyonlar elde edilir. Bu fonksiyon

simifi hem (a,m)—konveks fonksiyonlar1 hem de h —konveks fonksiyonlari
kapsamaktadir. Ayrica (a, m) = (1,1) ve h(t) = {1,%, ts } secildiginde sirasiyla negatif

olmayan p —fonksiyon smifi, Godunova-Levin fonksiyon smifi ve ikinci anlamda
s —konveks fonksiyon sinifi elde edilir. Son olarak @ = 1 se¢ildiginde (h, m) —konveks

fonksiyon sinifi elde edilir.

Teorem 4.8.1. h # 0,h:J] € R — R negatif olmayan bir fonksiyon ve (a,m) € [0,1] X
(0,1],t € [0,1] olacak sekilde f:[0,b] S [0,0) = R (h, (o, m)) —konveks fonksiyon
olsun. Eger0 < a < b < oo, f € Ly[a,b] ve h € L,[0,1] ise

—jf(x)dx < min{« f(a) J h(t%)dt + mf Jh(l — t%)dt,

£(b) J h(t®)dt + mf (%) J h(1 — t%)dt
0 0

dir.

Ispat: f fonksiyonu (h, (a,m)) —konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.8.1’de

xX=avey= % secildiginde

b
f(ta+ (1 —6)b) < h(tY)f (a) + mh(1 — t*)f (E)
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esitsizligivex = b vey = % secildiginde

Fth + (1 = Da) < h(t)f(b) + mh(1 — t%)f (%)

yazilir. Daha sonra elde edilen bu esitsizliklerin [0,1] lizerinden t’ye gore integrali

alindiginda

ff(ta+ (1= t)b)dt <f(a)fh(ta) dt+mf Jh(l %y dt

ve
1 1 1
ff(tb +(1-a)dt < f(b) f h(t®) dt + mf (%) f h(1 — t%) dt
0 0 0

elde edilir. Burada [ f(ta + (1 — )b)dt = [} f(tb + (1 — )a)dt = — [ f(x) dx

oldugundan teoremin ifadesine ulasilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.8.1. Teorem 4.8.1’de h(t) =t segilirse, Teorem 4.8.1’deki esitsizlik Teorem
3.1.12°deki esitsizlige indirgenir. Eger Teorem 4.8.1’°de a =1 segilirse, Teorem

4.8.1°deki esitsizlik Teorem 3.1.14’teki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.8.2. h # 0,h:] € R — R negatif olmayan bir fonksiyon ve (a,m) € [0,1] X
(0,1], t € [0,1] olacak sekilde f:[0,b] S [0, %) - R (h, (@, m)) —konveks fonksiyon

olsun. Eger 0 < a < b < oo, f € L;[ma,b] ve h € L1[0,1] ise

f f(x)dx

1

< [f(a) + f(b)] fh(t“)dt +mf h(1 —t%)dt
0

0

dir.
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Ispat: f fonksiyonu (h, (a,m)) —konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.8.1°de

x = avey = b segilirse
f(ta +m(1 = £)b) < h(t*)f(a) + mh(1 - t)f (b),
esitsizligi x = b ve y = a segilirse
f(th + (1 = )a) < At (b) +mh(1 - t9)f (a),
esitsizligi x = a ve y = b segilirse
f(=0a+m(1-A-0)b) <h((1-f() + mh((1 - (1= )D)f(b)

esitsizligi ve x = b ve y = a segilirse
f ((1 —t)b + m(l -(1- t))a) <h((1-)9fb)+mh((1-(1- t)“))f(a)
esitsizligi yazilir. Daha sonra elde edilen bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
f(ta+m(1—6)b) + f(th +m(1 - )a) + f ((1 - ha+m(1 - (1 - 6)b)

+f (A= 0b+m(1-(1-0)a)
< h(t9[f(a) + f(b)] + mh(1 —t*)[f(a) + f(b)]
+ (1 = O)N)[f(a) + f(B)] + mh(1 - (1 —t)9)[f(a) + f(b)]

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizligin [0,1] iizerinden t’ye gore integrali alindiginda

f F()dx < [f(@) + FB)]

1 1
X [f (R(t*) + h((1 — ©)®))dt + mf(h((l - +h(1-(1-09)dt
0 0

ifadesi elde edilir. Burada folh(t“)dt = fol h((1—t)%)dt ve fol h(1 —t%)dt =

) 01 h(1 — (1 — t)*)dt oldugundan teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
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Sonu¢ 4.8.2. Teorem 4.8.2°de h(t) =t segilirse, Teorem 4.8.2°deki esitsizlik Teorem
3.1.13’teki esitsizlige indirgenir. Eger Teorem 4.8.2°de a =1 segilirse, Teorem

4.8.2°deki esitsizlik Teorem 3.1.15’teki esitsizlige indirgenir.
Teorem 4.8.3. h # 0,h:J] € R — R negatif olmayan bir fonksiyon ve (a,m) € [0,1] X

(0,1], t € [0,1] olacak sekilde f:[0,b] € [0,0) » R (h, (a, m)) —konveks fonksiyon
olsun. Eger 0 < a < b < oo, f € L;[a,b] ve h € L;[0,1] ise

() e ) o - ) (o

<|n (Zia) £(@) +mh (1 _ — f h(t¥)dt

nlo (21 (2)+ms-2) <%>10fh<1—ta>dt

dir.

ispat: f fonksiyonu x,y € [0, o) i¢gin (h, (a, m)) —konveks fonksiyon oldugundan

Tanim 4.8.1’de 4 = % alindiginda

) <)o mli- D))

yazilir. Burada (a,m) €[0,1] x (0,1],t € [0,1]vex =ta+ (1 —t)b, y=tb+

(1 —t)a alindiginda

f(a+b)s ( )f(ta+(1—t)b)+mh(1—i)f<w> (427)

2 2¢ m

elde edilir. Bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye gore integrali alindiginda

f(a+b)s h(zia)ff(ta+(1—t)b)dt+mh 1—— f (t“ (1_t)a>dt
0 0

2
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th+ (1-t)a
m

elde edilir ve burada [ f(ta+ (1 — t)b)dt = — [ f(x)dx, f, f ( )dt =

ﬁ f: f (%) dx oldugundan teoremin birinci kismi ispatlanmis olur.
Teoremin ikinci kismini ispatlamak i¢in (4.27) esitsizliginin sag tarafinda f’nin
x,y € [0, ) icin (h, (a, m)) —konveks fonksiyon oldugu kullanilarak Tanim 4.8.1°den
1 1 th+ (1—-1t)a
h (z_a) fta + (1 —6)b) +mh (1 - —)f <#>

2@ m

<h (2i) [h(t“)f(a) +mh(1 - t)f (%)]

1

+mh (152 ) [ = 09F () + mh( - (4 - 0O <%>]

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye gore integrali alindiginda

teoremin ikinci kismi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.8.3. Teorem 4.8.3’te h(t) = t segilirse, Teorem 4.8.3’teki esitsizligin ilk kismi
Teorem 3.1.10°daki esitsizlige indirgenir. Eger Teorem 4.8.3°te @ = 1 segilirse, Teorem

4.8.3’teki esitsizlik Teorem 3.1.16’°daki esitsizlige indirgenir.

Teorem 484. h=+#0hJ<SR->R negatif olmayan bir fonksiyon ve
(ay, my), (az, m,) €0,1] x (0,1],t € [0,1] olacak sekilde f, g: [0,b] S [0,0) - R, f
ve g fonksiyonlar1 sirasiyla (hl, (al,ml)) —konveks ve (hz, (az,mz)) —konveks

fonksiyonlar olsun. Eger 0 < a < b < oo, fg € L[a, b] ve h1h, € L,[0,1] ise

b
1
mff(x)g(x)dx < min{H,, H,}

olur. Burada
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1 1
b
Hy = f(a)g(a) f hy () hy (t92)dt +maf (a)g <m_2> f hy(t*)hy (1 — t%2)dt
0 0
b 1
+mf (-2) 9(@) | @ - eyt

+ mym,f (mi) g (mi) f hy(1 — t9)hy (1 — £92)dt

1

ve
H, = f(b)g(h) f (£ ha(e)dt +maf (0)g (1) f ha () (1 - £%2)d
0 0
+muf (1) o) j ha(1 = %)y (e%)de
0
+ mym, f (mil) g (miz) f hy(1— %)k, (1 — £92)dt
0

dir.

fspat: f ve g fonksiyonlart swasiyla  (hy, (al,ml)) —konveks  ve

(hz, (ay, mz)) —konveks fonksiyon oldugundan Tanim 4.8.1°den

b
Fta+ (1= O)b) < hy(t)f(@) + myhy (1 — t9)f (m—1> (4.28)
ve
b
gta + (1 = Ob) < hy(t%)g(a) + myhy(1 — t%2)g (m—2> (4.29)

yazilir. f ve g fonksiyonlart negatif olmayan iki fonksiyon oldugundan

(4.28) ve (4.29) esitsizlikleri taraf tarafa ¢carpildiginda
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f(ta+ (1A —-t)b)g(ta+ (1 —t)b)

b
< M ha (") (@ (@) + maf (@ () ha ()R (1 = £
b
+maf (20) 9@y (1 = em)ha(e™)

+mym,f (mi)g (miz) hi(1 —t*1)hy (1 —t%2)

1
esitsizligi elde edilir ve bu esitsizligin [0,1] lizerinden t’ye gore integrali alindiginda H,
ist smir1  elde edilir. Benzer sekilde fveg fonksiyonlar1 sirasiyla

(hl, (al,ml)) —konveks ve (hz, (az,mz)) —konveks fonksiyon oldugundan Tanim
4.8.1°den

Fth + (1= 0)a) < hy(t)f(b) + myhy (1 — t9)f (mil) (4.30)
ve

a
g(th + (1 — Da) < hy(£92)g(b) + myhy(1 — t%2)g (m—z) (431)

esitsizlikleri elde edilir. f ve g fonksiyonlar1 negatif olmayan iki fonksiyon oldugundan

(4.30) ve (4.31) esitsizlikleri taraf tarafa carpildiginda
fh+ A —-t)a)g(th+ (1 —-1t)a)
< hE DR ) (D)9 ) +maf (1) (1) (€I ha(1 = £79)

maf (1) 9O (1 =t ha(e)

a a
— — 1—t% 1—t%
+m1m2f(m1)9(m2)h1( t*1)hy (1 —t72)
esitsizligi elde edilir ve bu esitsizligin [0,1] tizerinden t’ye gore integrali alindiginda H,

iist sinirt elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.8.4. Teorem 4.8.4°te h,(t) = h,(t) =t secilirse, Teorem 4.8.4’teki esitsizlik
Teorem 3.1.9°daki esitsizlige indirgenir.
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4.9. Konveks Fonksiyonlar Icin Hermite-Hadamard Tipli Yeni Integral
Esitsizlikler

Lemma 4.9.1. I, R’de agik bir aralik olmak lizere a,b € I,a < b, f:1 = R iki kez

diferensiyellenebilir ve f" integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

() t(t —24), te [(1) %)
1-t)(1—-t—-21), tEe€ [5,1]

pargal1 fonksiyonu kullanilarak

(b_ a) f m(t,A) f(ta + (1 — )b)dt (4.32)

= @2 0f (57) - @ + ) + 57— f Fdx

esitligi yazilir.

Ispat: Kismi integrasyon yardimiyla

fm(t, A) f"(ta+ (1 —t)b)dt
0

= f t(t—24) f"(ta+ (1 — t)b)dt + f(l )1 —=t—=22) f"(ta+ (1 —t)b)dt

0 =
2

J(Zt f (ta+ (1 - t)b)

= (t? - ) —

fita+ 1 -t)b)|*

+ ({2 +QA=-2Dt+1-21)
a—>b

1

(ta +(1- t)b)
-b

f(Zt + (22— 2))

2

b
|- 207 (550 + 40 @ + £ ®)| + s [ F0ax
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(b—a)?
2

elde edilir. Esitligin her iki tarafi katsayist ile garpilirsa (4.32)’deki esitlik elde

edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.9.1. a,b € I,a < b olacak sekilde I, R’de bir agik aralik f: I — R iki kez
diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve "' integrallenebilir bir fonksiyon olsun. |f"],

[a, b] aralig1 lizerinde konveks bir fonksiyon ise

b
b 1
@r=vr (%) —Af@ +fB) +p— j f()dx (4.33)
((b—a)? (642 —62+1) . 1
| 15 [F" @I+ If" ()], A€ [O,Z>
<
b—a)?(61—1 11
L : a)4z(3 i@l I ae [Z,E

dir.
Ispat: (4.32) esitliginin mutlak degeri alinir ve integraller icin mutlak deger 6zelligi
kullanilirsa

a+b
2

b
(2= 0f (S57) -4 @ + F ) 45— [ Fx)e

1=

< jlt(t = 20| If"(ta+ (1 — t)b)|dt
0

1
+ jl(l — A -t =2D|If"(ta+ (1 —t)b)|dt
2
esitsizligi elde edilir. Bu noktada 24 € [O, %) oldugu dusiiniilerek |f''| fonksiyonunun
konveksligi ve kismi integrasyon yardimiyla (4.33) esitsizliginin birinci kismi elde
edilir. Daha sonra benzer islemler 24 € E, 1] oldugu diisiiniilerek tekrarlanir ve (4.33)

esitsizliginin ikinci kismi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.



81

Sonug 4.9.1. Teorem 4.9.1’de 1 = O,%,i secildiginde sirastyla Sonug 3.1.1, Sonug 3.1.2

ve Sonug 3.1.3 elde edilir.

Teorem 4.9.2. a,b € I,a < b olacak sekilde I, R’de bir agik aralik, f:1 — R iki kez

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f'" integrallenebilir bir fonksiyon olsun. g > 1,

% + % = 1 olmak tizere |f"'|9, [a, b] aralig1 iizerinde konveks bir fonksiyon ise

(@2 0f (52) = A @ + 1) + 5 fb fGdx

G- (/82 1-en\" la[3—161 st
2 <T+ 24 ) [( 192 T)lf @l

1
823(1—1) 5-321\, /a
+< 3 +—97 >|f (b)lq]

1
-~ @

(q—l)/
(1-220)%@21+2) 14A-5 a 20+ 1\ 41-1
* ( 3 T3 ) [(“ -2 ( 6 ) 8

IA

1
422+ 4243\ 5A-2 1 /a 1
+<(1 - zz)2< - >+ . +a> If (b)|q] } 2 e [O'E)

Yq

(-1
b—a)? /611y a(p161 -3
2 E) {[ 22 @i+ 2 o]

e Dyrons (- Svrond ). S

dir.
Ispat: g > 1 icin Power-mean esitsizligi kullanilarak Lemma 4.9.1°den

21-1) f( ) M@+ F)) + 17— J F0)dx (4.34)

) (q—l)/q

1 "/a
(b - a)2

flt(t—zll)ldt flt(t—Z/l)l|f”(ta+(1—t)b)|th
0
\

0
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(q—l)/q

+ fl(l—t)(l—t—m)ldt

1/q\|

1
X fl(l—t)(l—t—Z/’l)I|f”(ta+(1—t)b)|dt ¥

z J

elde edilir. 24 € [0, %) oldugu diisiiniilerek elementer islemlerle

2 812 1—62
flt(t—ZA)Idt=T+ TR (4.35)
0
1
1—-21)2(A+2) 141-5
fl(l—t)(l—t—Z/DIdt=( )3( )+ 3 (4.36)
elde edilir. |f"'|? konveks oldugundan
]It(t—Z)l)I |f"(ta + (1 — t)b)|4dt (4.37)
0
- 3—16A+8,14 @ 8,13(1—,1)+5—32/1 )|
=\"192 3 )If7@ 3 10z )" ®
ve
1
]|(1 — (1 =t — 2D)|f" (ta + (1 — O)b)|7 dt (4.38)
<<(1—ZA)3(ZA+1) 41—1_i)| (@)
= 6 g 61l @
422 +41+3\ 52-2 1
— 2 _ 1" q
+<(1 ZA)< e >+ 2 +64>|f (b)|

yazilir. Yukaridaki (4.35) — (4.38) esitsizlikleri (4.34)’de yerine yazilirsa Teorem
4.9.2’nin ilk kismi elde edilir.
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Benzer sekilde 24 € [%,1] olarak secilip Power-mean esitsizliginden ve |f"'|?

fonksiyonunun konveksliginden Teorem 4.9.2’nin ikinci kismi elde edilir ve ispat

tamamlanmis olur.

Sonug 4.9.2. Teorem 4.9.2°de 1 = 0,%,% secildiginde sirasiyla Sonug 3.1.4, Sonug 3.1.5

ve Sonug 3.1.6 elde edilir.

4.10. ikinci Anlamda s — Konveks Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipli Yeni integral
Esitsizlikler

Teorem 4.10.1. a,b € I,a < b olacak sekilde f:I1 S [0,00) > R ve I”’de mutlak
stirekli bir fonksiyon olsun. s € (0,1] ve x € [a, b] olmak iizere eger |f'|, iKinci

anlamda s —konveks bir fonksiyon ise

f@)+fla+b=x)
2

1 b
— f F()dt (4.39)

- (x —a)?
“(s+1D(s+2)(b—a)

[f (@] + 1 ()]

21+ D(x—a)> + (1 +5.25(a+ b — 2x)?
25t (s + 1)(s+2)(b—a)

+1f'(a+b—-x)])

(1f (0l

dir.

Ispat: Lemma 3.2.1 ve mutlak deger 6zelligi kullanilarak
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b

b— 1
f(x)+f(;+ x)_b_aff(t)dt (4.40)

<5 | [le-allr@iac

a+b—x +h b
w | -5 @ | - bIIf’(t)Idt‘
x a+b—x
yazilir. | f'| fonksiyonunun ikinci anlamda s —konveks fonksiyon olmasindan,
t —
o< (G2 1rwi+ (220 1@ (441)
FO1 < (22 1f/(a+ b -0l + (2225 || (4.42)
7Ol < (F222) 170 + (22) 1 (@ + b - )] (4.43)
esitsizlikleri yazilir. (4.41)-(4.43) esitsizlikleri (4.40)’da kullanilarak,
b
f(xX)+fla+b—x) 1
> 5= aff(t)dt (4.44)

ﬁ[fn—m[(i: reon+ (C2) 1@ ar

a+b—x

| |t‘a;b|[( ) i@t

a+b

(a+b—x—t

— )If(x)lldt

b N
o [ e-n|(S=E) e

a+b—x

+ (i’:é) If'(a+b —x)Ildt‘

elde edilir. Burada
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X

(x___a)s+2

_ — NN\SAt =—___~

flt al(t —a)sdt 17
a

(x___a)s+2

flt—al(x—t)sdt = GEDGTD)

a+b—x

f ‘t a+b’(t Jodt = 2 + s25t1 (a+b )s”
2 s T DG\ 2 Y
pe
a+b—x 2
f |t a+b|( b 5t = 2 + s25+1 <a+b )”
2 | X “G+rDGs+\ 2 K)o
X
b
flt bl(t b+ x)Sdt = (=)™
@ =G TDG+2)
a+b—x
ve
b ( )s+2
X —a
— _ S e —
jlt b|(b —t)5dt o
a+b—x

oldugundan bu ifadeler (4.44)’de kullanilirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.10.1. Teorem 4.10.1’de s = 1 segilirse, Teorem 4.10.1°deki esitsizlik Teorem
3.2.3’teki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.10.2. a,b € I,a < b olacak sekilde f:1 S [0,00) - R ve I”’de mutlak
stirekli bir fonksiyon olsun. Eger s € (0,1] ve x € [a, b] olacak sekilde |f'|? ikinci

anlamda s —konveks fonksiyon ve % + % =1,qg>1ise
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b
f(x)+f(;+b—x)_biaff(t)dt
1 1
=< T 1 {(x — a)2(|f' )7 + |f'(@)|7) a
b-—a)(p+1)/P(s+1)7a

a+b—2x)?
+%

= Q2(F BT+ If (@ + b — ) q}

AF @I + If'(a + b — x| Ya

dir.

Ispat: Mutlak degerin 6zelligi ve Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.2.1°den

b
(ORTIRILS NER PP

) x Yo s x Yq
Sm (flt—alpdt> (jlf’(t)lth>

a+b—x . Yo sa+p-x Yq
+< j |t—a;b dt) ( f If'(t)lth>

X

b Yp b q
+< J |t—b|pdt> ( J If'(t)lth>
a+b—x a+b—x

elde edilir. (4.41)-(4.43)’e benzer olarak |f'|? ikinci anlamda s —konveks fonksiyon

oldugundan
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b
f)+fla+b—x) 1
5 ~3 _aff(t)dt
1/ x 1/‘1
1 (x —a)P*1\ P f(t—a)slf'(x)lq+(x—t)5|f'(a)|q it
“b—a p+1 (x —a)s
1/ a+b—x 1/q
(a+b—2x)P*T1\ P (t—x)slf’(a+b—x)|q+(a+b—x—t)5|f’(x)|qd
< 2P(p+1) ) f (a+b—2x)s t

1
@-ap\P [ c—as bt BT+ G- el @+ b=\
+< p+1 ) J x—ay ‘

a+b—x

elde edilir. Buradan

b
1 { (x — a)? <If’(x)l" + If’(a)l">1/"
“b—a (p+1)1/p s+1

L (@+b—20? (If’(a +h—x)7+ If’(x)l">1/"
2(p + 1)1/p s+1

, a-ay (If’(a +b—x)|7+ |f'<b)|q>1/q
(p + 1)1/p s+1

yazilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.10.2. Teorem 4.10.2°de s = 1 segilirse, Teorem 4.10.2°deki esitsizlik Teorem
3.2.4’teki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.10.3. a,b € I,a < b olacak sekilde f:I1 S [0,00) - R ve I”’de mutlak

stirekli bir fonksiyon olsun. s € (0,1], x € [a, b] olmak tiizere |f'|? ikinci anlamda

s —konkav bir fonksiyon ve % + i =1,q>1ise
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b
(ORI NER P

(s-1)/ N2 _
< (5 e (52

_ 2
S ads)

dir.

Ispat: Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.2.1°den

b
f(xX)+ fla+b—x) 1[
— 4.4
> g | fDadt (4.45)
a
X 1/p x 1/q
1 t—a x—t q
< flt—alpdt j|f’( X+ a) dt
b—a X—a X—a
a a
a+b—x 1/p
+ J |t ath’ .
2
X
a+b—x 1/q
o j |,( t—x (@+b )+a+b—x—t )th
f a+b—2xa x a+b—2xx
X
b Yo
+ flt—blpdt
a+b—x
Y
b q
f|,<t—a—b+xb+b—t o )|th
x —
f XxX—a x—a(a *)
a+b—x

elde edilir. Tkinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in gegerli olan Teorem 3.1.5’teki

esitsizligin s —konkav fonksiyonlar i¢in tersi gegerli oldugundan
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X

” '(t_a Ml )th<25—1( )‘ ,<a+x)‘q 4.46
f x—a "x—a® - x—a)|f 2 (4.46)
a
a+b—x
f ’( X a+b )+a+b_x_t>‘th 4.47
f a+b—2xa x a+b—2xx (447)
X
+ by|?
SZS_l(a+b—2x)|f’<aT>|
b
j”(t_a_b+xb+b_t +b )‘th 4.48
FE o @+ b - ) (448)
a+b—x
+2b — x\|*
<27e-a) | ()

ifadeleri elde edilir. (4.46)-(4.48) esitsizlikleri (4.45) esitsizliginde kullanilirsa ispat

tamamlanmis olur.

4.10.1. Ozel Ortalamalar i¢in Uygulamalar

Onerme 4.10.1.1.0 < a < b ve 0 < s < 1 olsun. Bu durumda

S s S(b _-a) s—1 s—1 s—1
|A (a,b)—Ls(a,b)IS4(S+1)(S+2)[a + 2(s+ 1A *(a,b) + b571]

olur.

Ispat: Teorem 4.10.1°de f:[0,1] » [0,1], f(x) = x* ikinci anlamda s —konveks

fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.10.1.2. 0 < a < b ve 0 < s < 1 olsun. Bu durumda q > 1 igin
|A%(a, b) — L3(a, b)|
s(b—a)
T A+ D+ 1)

{[a<s—1)q + AG-Da(q, b)]l/q

+ [p6D4 4 AG-Da(q, b)]l/q}



olur.
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Ispat: Teorem 4.10.2°de f:[0,1] » [0,1], f(x) = x* ikinci anlamda s —konveks

fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.

411

. m — Konveks Fonksiyonlar I¢in Ostrowski Tipli Yeni Integral Esitsizlikler

Teorem 4.11.1. I, R’de agik bir aralik, a,b€l, 0<a<b<o ve f:I >R

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. m € (0,1], q € [1,0) olmak lizere |f’|9,

[a, b] tizerinde m —konveks bir fonksiyon ise

dir.

;f fydx — LA =D + A B + = )l = DFE) + A (@)]
b-a b—a
(q—l)/
222 -2 +1 a(1/223 =31+ 2\ /b — x\29+1
s(b—a)(%) {[( . + )(b_x> (@)
1/q

6 b—a m

. (3[,12 + 1 -D1-[2B2+ Q-2+ )] (ﬁ,’%;‘)) (b - x)zq |f’ (b)|q

2q
324+ (1 -2 - [+ A -D2C2+ D] (== _
[y,

L 223 =31 42 (x - a)Z‘Hl
m 6 b—a

2N

Ispat: ¢ = 1 olsun. Lemma 3.2.2 ve mutlak deger &zelligi kullanlarak

(b =0[A-Df ) +Af(D)] + (x —)[(A = Df(x) + Af (a)]

b
1
b—aff(x)dx_ b—a
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<(b-a) {bf ’t —A(H)’ If'(ta+ (1 — O)b)|dt

f|t 1+/1 ||f(ta+(1 t)b)ldt}

elde edilir. |[f'|, [a, b] lizerinde m —konveks bir fonksiyon oldugundan t € [0,1] ve
m € (0,1] i¢in

|f'(ta + (1 = 0)b)| < t|f' (@) + m(1 — 1) |f' (%>|

yazilir. Dolayisiyla

e f eyt~ GBI + YO+ I D7) + 40
-
< ( {kof | Htlf @] +m(1 - t)|f ( )”dt

flt 14+2(— |[t|f(a)|+m(1 t)|f( )”dt}



olur. Burada

QxR

ve
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b—x
[7=

3

b—x

b-a

f |t A(b_x)|tdt— 23 =31 +2 (b—x)
b—a B 6 b—al’

0

) (3[/12 +(1=D2 = [ + (1 - D22+ )] (g)) o)
B b—a’’

6

|t—A(b;x)|(1—t)dt

b—a

322+ (1 -2 - [P+ A -D*Q+ DI (=) \ /b x
- 6 (b—a)

1
— 223 =31+ 2\ ;x — a3
bUt_m(H)m_t)dt:( - )(;j_g)

b-a

oldugundan

(ba)llf'(a)lllf ’t—l(H)’tdt+bi|t—1+/1(%)|tdt

2

2
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L.f ( )d —(b_X)[(l_A)f(x)+Af(b)]+(x_a)[(1_/1)f(X)+;{f(a)]
b—a fG)dx T

<tb-o {ng 2 2) L=

2
A2+ (1 -2 = [+ (1 -2+ D] (= _
+<[ A= - [P+ (- D@+ )](ba)>(x a)‘lf’(a)l

6 b—a
N 23 =31 +2 (x—a)3
m 6 b—a

N (3[)12 +(1=-D-[AB+1-D2Q2+ )] (Zﬁ)) (b - X)W |f’ <£>|}

6 b—a

bulunur ve g = 1 igin ispat tamamlanur.

Simdi g > 1 oldugu kabul edilsin. integraller i¢in Holder esitsizligi kullanilarak Lemma
3.2.2°den

1 f (e - & =DM =DFE) + A O] + (x = A= DF ) + 2 (@)
el RACOLE b—a

1/q
| If'(ta + (1 — O)b)|dt

g(b—a)JJ |t—,1(2:2>| q|t"1(z%2)

ey, o
£ (1 -2(5= Z))‘ ‘t - <1 - A(H))‘ I (ta+ (1 - t)b)ldt}




94

/ b—x \

<@b-a)i| | [t-2{5—)|dt (4.49)
\OH ( )I)

[ \"

f |t - /’L(Z%N If'(ta + (1 — t)b)lth)
0

(q—l)/q

1 1/q\|
x f t—(1-2(G—) )| If"(ta+ @ - Ob)l7de \
b—a I

elde edilir. |[f'|9, [a, b] tizerinde m —konveks bir fonksiyon oldugundan, t € [0,1] ve

m € (0,1] i¢in

|f'(ta + (1 = 0)b)| < t|f' ()| + m(1 — 1) |f' (%)|

yazilir. Dolayisiyla

i
®

Q

|t A(b_x)|dt— 22 =21 +1 (b—x)2
b—a - 2 b—a

ov\?~

ve
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T
R

Q

|t — A(Z%N |f'(ta + (1 —t)b)|9dt

o7

S
=

Q

IA
o\?‘

=) ma-or ()

223 =31+ 2\ /b —x\°
(=220 o

22+ (1 =D =2+ A =-02Q+ DI () /b — 22
342+ (1 - A ,121 D@+ 0] (=) (Z_D f,<£>|

q

+m

m

elde edilir. Ayrica

1
-X
b-a

o~ (11G=) e () o)

ve

- (1 _ /1(’; _ Z))‘ I’ (ta + (1 — O)b)|7dt

< f t—<1—a(%)) [tlf’(a)|q+m(1—t)|f’<%) qldt

324+ (1 -2 -[B+A -2+ D] (== a2
_ y =) =) Ir@e

203 —31+2\ x—a\3|,, (b
+m< 6 )C—Z) fl(%)

oldugundan bu ifadeler (4.49)’da yerine yazilirsa ¢ > 1 i¢in ispat tamamlanmis olur.

q

Sonug 4.11.1. Teorem 4.11.1°’de m = 1 segilirse, Teorem 4.11.1°deki esitsizlik Teorem

3.2.6’daki esitsizlige indirgenir.
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Teorem 4.11.2. I, R’de acgik bir aralik, a,b€l, 0<a<b<o ve f:I >R

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.m € (0,1], g € (1, 0) olmak tizere |f'|9,

[a, b] tizerinde m —konveks bir fonksiyon ve % +% =1,qg>1ise

1 ff( ) (b =)[A=Df) + (D)) + (x = a)[(1 = Df(x) + Af (a)]
b—a X b—a
(Ap+1 + (1_/1)p+1) 1/p
S(b—a)( — >

+1 -x\2 x—a\2 Yq
(6= (voren(E-E )

+ (H)pﬂ/p ((% - @) If' @]9+ m(b_T) | £ (Z)q)l/q)

dir.

Ispat: Integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.2.2°den

Lff(x)dx _ (b—2)[A=Df)+Af(D)]+ (x—a)[(1 =D f(x) + Af(a)]
b—a —
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1/q

X
/\
—
T‘
—
~
Q
+
3
—~
—_
|
~
—/
|
-
QU
~
vH
>
\f—/

. » }{p+1+(1_){)p+1 b—xp+1
—a ptl e
p
x—a AP 4 (1 = )P\ x — ayPH1
-2 b—a)> dt_( p+1 )(b—a) |

oot s o of -6 )2y
0

ve

f ta +m(1 - t)

box)? )
‘I it < <% _ (b—za) ) If’(a)|q +m <(b_2a) ) |f, (%>

oldugundan
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L.f ( )d —(b_X)[(l_A)f(x)+Af(b)]+(x_a)[(1_/1)f(X)+;{f(a)]
b—a fG)dx T
AP+1+(1_/'Dp+1 bh—x p+1
< (b—a) ( = )(b_a>
=) B )
-a , 1 . , b
(el @t £l ) (2)

l/p
AP 4 (1 — )P x — a Pl
+ (( p+1 > (b — a) >
1
| (-5 rr om ()

yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.11.2. Teorem 4.11.2’de m = 1 segilirse, Teorem 4.11.2°deki esitsizlik Teorem
3.2.7°deki esitsizlige indirgenir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, Dragomir ve Ionescu’nun 1990 yilinda tanimlamis olduklari baskin
konveks fonksiyon kavramindan faydalanilarak yeni baskin konveks fonksiyon tiirleri
elde edilmis olup bu fonksiyon tiirleri i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
yazilmistir. Daha sonra bazi lemmalar kullanilarak Hermite-Hadamard ve Ostrowski
tipli yeni integral esitSizlikleri elde edilmistir. Ayrica yazilan birkag esitsizlik i¢in reel

sayilarin 6zel anlamlarina iliskin uygulamalar verilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, iiglincii boliimde Lemma 3.2.1, Lemma 3.2.2 ve
dordiincii bolimde de Lemma 4.9.1’den faydalanarak Hermite-Hadamard tipli ve
Ostrowski tipli yeni esitsizlikler elde edebilirler. Ayrica bu ¢alisgmada elde edilmis olan
yeni baskin konveks fonksiyon tiirleri kullanilarak Hermite-Hadamard tipli, Fejér tipli

bir¢ok yeni esitsizlik yazilabilir.
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