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OZET
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢aligma boyunca kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde, k >1 olmak iizere toplanabilme ¢arpani kullanilarak elde edilen sonsuz

bir serinin ‘ N, p, ) toplanabilmesi ile ilgili ii¢ teorem ifade ve ispat edilmistir.
Ugiincii boliimde, bilinen |A, pn|k toplanabilirlik tanimin1 genellestiren bir tanim

verilmistir ve ikinci bolimde ispatlanan teoremler hemen hemen artan dizi kavrami

kullanilarak daha zayif sartlar altinda bu tanima genellestirilmistir.

Dordiincii boliimde ise, yapilan ¢alismalar ile ilgili sonuclar verilerek ¢calismanin amaci

desteklenmistir.

Anahtar Kkelimeler: Mutlak matris toplanabilme, Toplanabilme ¢arpani, Hemen hemen

artan dizi, Sonsuz seri.
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ABSTRACT

This study consists of four chapters.

In the first chapter, basic definitions and the theorems that will be used throughout the

study have been given.

In the second chapter, for k >1 three theorems dealing with ‘N, P,

) summability of an

infinite series obtained by using summability factor are stated and proved.

In the third chapter, a definition which generalizes the definition of the known |A, p,|,

summability is given and theorems, which are proved in the second chapter have been
generalized to this definition under weaker conditions by using an almost increasing

sequence.

In the fourth chapter, the aim of the study is supported by giving corollaries related to

studies.

Keywords: Absolute matrix summability, Summability factor, Almost increasing

sequence, Infinite series.
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SIMGELER LISTESI

Simgeler Anlam

Z a, z a, serisi

(s,) i a, sonsuz serisinin kismi toplamlar dizisi
n=l1

BV Sinirh salinimli dizilerin uzay1

s, =0(1) (s,) dizisi strh

Ar, Herhangi bir (r,) dizisi i¢in 1, —r, |

AA, (s) (A,(s)) doniisiim dizisi igin A (s)—A__(s)



GIRIiS

Toplanabilme teorisi veya kisaca toplanabilme, en genis anlamda Analiz ve Topolojide
temel konu olan limitlerin bulunmasi teorisidir. Toplanabilme, yakinsaklik kavraminin
bir genislemesi oldugu gibi, mutlak toplanabilme de mutlak yakinsaklik kavraminin bir

genislemesidir.

Genel olarak seriler yakinsak ve 1raksak seriler olmak {izere iki ana grup altinda
incelenirler. Iraksak seriler de kendi aralarinda belirsiz 1raksak seriler ve belirli iraksak

seriler olmak tiizere iki ana grup altinda incelenir. Burada belirli raksak seri adini

verdigimiz seriler Zan = veya Zan =—oo seklindeki serilerdir. Belirsiz iraksak
n=0 n=0

n 00
seriler ise S, = Zak veya Zan seklindeki serilerdir.
k=0 n=0

Herhangi bir serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu serinin kismi toplamlar
dizisinin yakinsak olmasidir ve ayrica yakinsak dizilerin yigilma noktas: tektir. Fakat
belirsiz 1raksak serilerin kismi toplamlar dizisinin en az iki yigilma noktas1 vardir. Bu
sekilde birden fazla yigilma noktasi olan dizilere salinim yapan diziler denir. Bu tiirdeki
dizilere en iyi bir degerin nasil karsilik getirilebilecegini arastirmak amaciyla gesitli

toplanabilme metotlar1 tanimlanmigtir.

Toplanabilmenin 6nemli yiikselisi 19. yiizyilin sonlarinda baslamistir. Euler, Abel,
Riemann, Re Loy, Hausdorff, Borel, Norlund, Cesaro ve Riesz gibi matematikgiler 6zel
toplanabilme metotlar1 tanimlayarak diger matematikgilerin bu alanda calisabilmesi igin
olanak saglamiglardir. Glinlimiizde toplanabilme metotlar1 iizerinde calisan

matematiklerin ¢gogu, bu 6zel toplanabilme metotlar: arasindaki iliskileri incelemektedir.



Biliyoruz ki, Z:(—l)n serisi 1raksak bir seri oldugundan bu seriye karsilik gelen bir

n=0

deger yoktur. Ancak bu serinin kismi toplamlar dizisinin aritmetik ortalamasi olan (t,),
1 . . . .
) degerine yakinsaktir. Bunun anlami ise, Cesaro ortalamasi Tanim 1.14 de verilen

(N, p,) Riesz toplanabilme metodunun VneN i¢in p, =1 alinmas: halinde elde

edilen ve sembolik olarak (C,1) ile gosterilen 6zel bir Riesz toplanabilme metodudur. O
halde Riesz toplanabilme metodu yardimiyla 1raksak bir seriye karsilik gelen bir deger
bulunur. Bu nedenle Riesz toplanabilme metodunun Analizdeki uygulamasi oldukca

genistir.

1969 yilinda Das [1] tarafindan mutlak A toplanabilirlik kavrami verilmistir. Daha
sonra 1970 yilinda Kishore and Hotta [2] toplanabilme ¢arpani kavramini tanimladilar.
1979 yilinda alt tiggensel matrisler yardimiyla |A|k toplanabilirlik tanimi Tanovic-Miller

[3] tarafindan yapildi. 1985 yilinda da Bor [4], ‘N, P,

) toplanabilirlik kavramini

tanimladi.

Caligmalarimiza temel teskil eden alt tiicgensel matrisler yardimiyla

AP,

toplanabilirlik tanimi, 2003 yilinda Sulaiman [5] tarafindan yapilmistir. 2012 yilinda

Ozarslan ve Keten [6] tarafindan daha genel olan ¢—|A, p,|, toplanabilirlik tanim

verilmigtir.

Bu calismada ilk olarak toplanabilme ¢arpani kullanilarak elde edilen sonsuz bir serinin
IN. p,
bu ili¢ teorem hemen hemen artan dizi kavrami kullanilarak daha zayif sartlar altinda

Aa pn

) toplanabilirligi ile ilgili {i¢ teorem ifade ve ispat edilecektir. Daha sonra verilen

|k toplanabilirligi i¢in ifade ve ispat edilip bazi sonuglar elde edilecektir.

¢_



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazi tanim, teorem ve notasyonlar1 vererek

ise baglayacagiz.

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1. F reel veya kompleks sayilarin bir cismi ve kismi toplamlar dizisi (Sn) olan
bir Zan serisi verilmis olsun. n,k =0,1,2,... i¢in a, € F olmak iizere bir A=(a,)

sonsuz matrisi verilsin. Bu takdirde (s,) dizisinden (t,) dizisine bir doniigiim

t, :Zanksk (1.1)
k=0

olarak tammlansin. (t,) dizisine, (s,) dizisinin A doniisiim dizisi ve A ya da diziden

diziye doniisiim denir. Bu donilistimiin var olmasi i¢in (1.1) deki toplammn ¥n igin

yakinsak olmas1 gerekir [7]

Tammm 1.2. Bir A=(a,), n,k=0,1,2,.. matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi

yardimiyla olusturulan doniisiim yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye doniistiiriiyor

ve ayni zamanda limiti de koruyorsa, A matrisine regiilerdir denir [8].

Asagidaki teorem, verilen bir A matrisinin regliler olmas1 i¢in gerek ve yeter sartlari

Verir.



Teorem 1.3. Bir A= (ank ), n,k =0,1,2,... matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sartlar
(i) Vk icin lima, =0

nN—oo

(i) lim) a, =1 (1.2)
n—oo k=0

(iii) Vn igin i|ank| <M
k=0

olacak sekilde n den bagimsiz bir M pozitif reel sayisinin var olmasidir [9]

Toplanabilme teorisinde ¢ok onemli yer teskil eden bu teorem, Silverman-Toeplitz

teoremi olarak bilinir.

Tamm 1.4. Reel ya da kompleks terimli bir B =(b, ) sonsuz matrisi ve Zan serisi

verilmis olsun.
tn :ankak (13)
k=0

olacak sekilde tammlanan (t,) dizisine, Zan serisinin B doniistiim dizisi denir ve B

ye seriden diziye bir doniisiim ad1 verilir. Bu doniisiimiin taniml1 olmasi i¢in (1.3) deki

toplamin Vn icin yakinsak olmasi1 gerekir [7]

Tamm 1.5. Reel ya da kompleks terimli bir C =(c,, ) sonsuz matrisi ve » a, serisi

verilmis olsun.
t, = zcnkak (1.4)
k=0

mevcut ve

ise, C ye seriden seriye doniisiim, s sayisina da Zan serisinin C doniisiimi ile

genellestirilmis toplami denir [7]



Tamm 1.6. Kismi toplamlar dizisi (sn) olan bir Zan serisi verilmis olsun. Ayrica
(s,) dizisinin A=(a, ) matrisi yardimiyla olusturulan (t,) doniisiim dizisi, (1.1) deki

sekilde tanimlansin. Eger limt =S ise, Za serisine veya (Sn) dizisine s degerine A

nN—oo

toplanabilirdir denir [9)].

Tamm 1.7. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir ) a, serisi verilmis olsun. (s,)
dizisinin A=(a,, ) matrisi yardimiyla verilen (t,) doniisim dizisi, (1.1) deki sekilde
tanimlansin. Eger ( e BV ise, Za serisine veya (Sn) dizisine mutlak A
toplanabilir ya da |A| toplanabilir denir. Eger Zan serisi |A| toplanabilir ise

Za € |A| Veya |A| sembollerinden biri ile gosterilir [1]

Tamim 1.8. A=(a, ) matrisinin esas kdsegen Ustiinde kalan elemanlar1 "0", altinda

kalan elemanlarindan en az biri "0" dan farkli ise, bu matrise alt iggensel matris denir.

Yani

A=(a,) Jda, #0, n>k ise
=(a =
n Va, =0, n<k ise

seklinde tanimlanan matrise alt iggensel matris denir [10].

Tammm 1.9. Kosegen iizerindeki terimleri sifirdan farkli olan alt {iggensel matrise

normal matris denir.

Tamm 1.10. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zan serisi verilmis olsun. (s,)

dizisinin A= (a,, ) normal matrisi yardimiyla tammlanan (A,(S)) doniisiim dizisi

A(s) =D a,s, n=0,12,..
k=0

seklinde olsun.

AA(3)=A,(S)— A (S)

olmak tizere, k >1 icin



ink“‘&%(s)‘k <o (1.5)

n=l1

ise, Y a, serisi |A| toplanabilirdir denir [3].

Tamm 1.11. Kismi toplamlar dizisi (Sn) olan bir Zan serisi verilmis olsun. Zan

serisinin veya (s, ) dizisinin matris elemanlari

L, v<nigin
a, =yn+1 (1.6)

0 ,v>nigin
ile verilen A=(a,,) matrisi yardimiyla elde edilen (o, ) doniisiim dizisi

1 n
o,=——) S 1.7
P (1.7)
olarak tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan ortalamaya Cesaro ortalamasi veya kisaca

(C.1) ortalamasi denir [9]. Eger

limo, =5

n—oo

ise, Y a, serisi s degerine (C,1) toplanabilirdir denir.

Tamm 1.12. (Gn), (1,7) deki gibi tanimlanmak tiizere, eger

0

Ylon =0 <o (1.8)

n=1

ise, Zan serisi

C,1

toplanabilirdir denir [11].

Tamm 1.13. k >1 olmak iizere, eger

in"“ o, — 0, [ <o (1.9)

n=l1

C,1

ise, Zan serisi . toplanabilirdir denir [12].

Ozel olarak, (1.9)da k =1 alirsak,

C,1

toplanabilmeyi elde ederiz.



Aksi bir sey sOylenmedikce bu ¢alismamizda bastan sona kadar (Sn), Zan serisinin

kismi toplamlar dizisini ve (p,),

n

P=>p —>o now, (P,=p,=0,ix]) (1.10)

n
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini gosterecektir.

Tamm 1.14. (pn), (1.10) sartim1 saglayacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olmak

iizere (s,) dizisinden (u, ) dizisine

u, :Lz p,S, (1.11)
P v=0

n

ile verilen doniisiime Riesz ortalamasi ya da Riesz doniisiimii denir veya kisaca (I\_l, pn)

ortalamasi ya da (N, pn) doniisiimii denir [13].

(1.11) ile tanimlanan doniisiimiin matris elemanlari

&, v<nigin
a, =1 P, (1.12)
0 , v>nicin

seklinde ifade edilir [9].

Teorem 1.15. (I\_l, pn) metodu regiiler bir metottur. Bu metodun regiiler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart N — oo igin P, — oo olmasidir [9].

Tamm 1.16. (u, ), (1.11) deki gibi tanimlanmak iizere, eger
limu, =s

n—o0

ise, Y a, serisis degerine (N, pn) toplanabilirdir denir [13].

Tamm 1.17. Kismi toplamlar dizisi (Sn) olan bir Zan serisi ve bu serinin (1.11) ile

verilen (un) Riesz doniigiimii verilmis olsun. Eger



0

2 Jun = | <0 (1.13)

n=l1

ise, Zan serisi mutlak (N, pn> veya kisaca ‘N, P,

toplanabilirdir denir [14].

Tamm 1.18. k >1 olmak iizere, eger

k-1
Z(%) u, —u, | <o (1.14)

n=1

ise, Zan serisi Kk indisli mutlak (N, pn> toplanabilir veya kisaca ‘N, P,

k

toplanabilirdir denir [4].

(1.14)de Vne N i¢in p, =1 alirsak,

C,1

. toplanabilmeyi elde ederiz.

Tanmm 1.19. (p,), (1.10) daki gibi bir dizi, A=(a,,) da normal matris olsun. Eger

k>1 igin

i(%} [AA,(5)] <o (1.15)

n=l1

ise, Zan serisi

A, p,| toplanabilirdir denir [15].

\

Burada 6zel olarak a,, =% almnirsa,

n

A, p,| toplanabilirligi ‘N, Pa, toplanabilirlige

!

denktir.

Tamm 1.20. A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. A toplanabilen her dizi,

ayni degere B toplanabiliyorsa, A ya B yi gerektiriyor denir ve Ac B ile gosterilir.

Eger Ac B ve Bc Aise, A metodu B metoduna denktir denir [9]

Tanim 1.21. Bir Zan serisi verilmis olsun. Zan/ln serisi bir B toplanabilme metodu
yardimiyla toplanabiliyorsa, (ﬂ,n) dizisine Zan serisinin B metodu i¢in bir

toplanabilme garpami denir [2].



Tamm 1.22. A ve B herhangi iki pozitif sabit ve (c,) dizisi pozitif artan bir dizi olmak

uzere

Ac, <b, <Bc,

sartini saglayan pozitif (b, ) dizisine hemen hemen artan bir dizi denir [16].

Tanmm 1.23. (Holder Esitsizligi)

p>1, —+l:1 ve &, 8,,...,a, 20, b,Db,,..., b > 0olsun. Bu taktirde

1 1
Zakbké(zakpjp[zbkqjq (1.16)
dir [7).

Tamm 1.24. ( Minkowski Esitsizligi)

p>1, a,a,..,a20ve b,Db,..,b >0 olsun. Bu taktirde

(k_](ak+bk)pj

=3
o |~

((Soc ) o(Sn) o

k=1

dir [7).

Simdi, birinci boliimiin son kisminda konumuzla ilgili teoremlerin ve lemmalarin

sadece ifadelerini vermekle yetinecegiz.

Teorem 1.25. (X ) pozitif monoton azalmayan bir dizi, (4,) dizisi de

| 20| X =O(1), M — oo, (1.18)

Zm: nX,
n=l1

olacak sekilde bir dizi olsun. (na,) dizisinin 1-inci mertebeden Cesaro ortalamas (t,)

A2,

—0() (1.19)

olmak iizere, eger

i%w =0(X,,), M- (1.20)

n=1
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sart1 saglantyorsa, Zanﬂn serisi k>1 i¢in |C,1

. toplanabilirdir denir [17].

Teorem 1.26. (X, ) pozitif azalmayan bir dizi, (43,), (4,) dizileri de (1.18) ve

|AZ4|< B, (1.21)
B, =0, n—o, (1.22)
in|A,Bn|Xn <o (1.23)

n=l

sartlarini saglayan diziler olsunlar. Eger

i%|5v|k =0(Xy), m—o0 (1.24)
v=1

sart1 saglaniyorsa, Zan/ln serisi k >1 i¢in |C,1

. toplanabilirdir denir [1 8].

Teorem 1.27. (X)) pozitif azalmayan bir dizi, (/,), (4,) dizileri de (1.21) - (1.23)

ve (1.18) sartlarini saglayan diziler olsunlar. Ayrica

i%|5v|=0(xm), m —> oo (1.25)
v=1

sart1 ve (p,) pozitif say1 dizisi i¢in

P, =0(p,), n— o, (1.26)
PnApn = O( pn pn+1) (1 27)
- PA .. C e e g .
sartlar1 saglaniyorsa, Zan# serisi k >1 i¢in ‘N, p,| toplanabilirdir denir [19].

Lemma 1.28. (X)) pozitif monoton azalmayan bir dizi, (4,) dizisi de Teorem 1.25 in

sartlarini saglayan bir dizi ise

an|A/1n|<oo, (1.28)
n=1
nX,|AZ,|=0(), n— o (1.29)

sartlari saglanir [20].
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Lemma 1.29. (X,) pozitif azalmayan bir dizi, (3,) ve (4,) dizileri de Teorem 1.26

nin sartlarini saglayan diziler ise
ng, X, =0(), (1.30)

0

D BX, <o (1.31)

n=1

sartlar1 saglanir [1 8].

Lemma 1.30. (p,) pozitif say1 dizisi (1.26) - (1.27) sartlarini saglasin. Bu taktirde

A(n%nj:O(%j (132)

esitligi saglamr [19].

Lemma 1.31. (X, ) hemen hemen artan bir dizi olmak iizere (4,) dizisi Teorem 1.25

in sartlarini sagliyorsa, (1.28) ve (1.29) sartlar1 saglanir [21].

Lemma 1.32. (X,) hemen hemen artan bir olmak iizere (8,) ve (4,) dizileri i¢in

Teorem 1.26 nin sartlar1 saglaniyorsa, (1.30) - (1.31) sartlar1 saglanir [22].



2. BOLUM

SONSUZ SERILERIN |N, p, | TOPLANABILIRLIiGI
ILE IiLGILI TEOREMLER

Bu bolimde, birinci bolimde ifade edilen teoremleri ‘N, Pa,

toplanabilirlige

genellestiren ii¢ teoremi ifade ve ispat edecegiz.

2.1. > a A, Serisinin \N ,p,|, Toplanabilirligi fle flgili Teoremler

Teorem 2.1. (X, ) pozitif monoton azalmayan bir dizi, (4,) dizisi de (1.18) ve (1.19)

sartlarim saglayan bir dizi olsun. ( p,) pozitif say1 dizisi i¢in (1.26) ve

21:2—| [ =0(X,), m—>w Q.1

n

toplanabilirdir denir [20].

sart1 saglantyorsa, Zanﬂn serisi kK >1 igin ‘N, Pa,

Ispat: Y a A, serisinin (N, p,) ortalamas: (T,) olsun. Bu durumda
1 1 n n
n=FZ Py arﬂ”rzFZavﬂvz P,
n n v=0 r=v
1 n
Rz

bulunur. Buna gore n>1 igin T —T_, farkini teskil edersek

P ¥ Py PaA
T, -T, =—2->P a4 =—n-) ity
n n-1 Pn I:)n_1 ; v—lavﬂ\/ Pn Pn_1 ; v

elde ederiz. Simdi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygulayalim. Bu durumda
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T = Z (vlﬂvjzra+$]nnzvav

I’] v=1 nVl

_ P §h Rk (n+1)
Y- ZA( j(v+1)tv+ - p At

n-1 v=l1 v n

bulunur. Diger taraftan

A( PA j _PuA_PA,

Y, v V+1

P _RA  PA_PAu PAus_Phu

v v v v Y, V+1

(F)\/—I_F)\/)XV+F)\/(/1V_ZV+I)+ F)\///{\/+1

v Vv v(v+1)

_ pvﬂ\/ + PVAXV + Pvﬂ\/ﬂ

v v v(v+1)

oldugundan

p, “v+l p, &1
+— N " PAAL +—1D P4t
PPanZ_; Vv V/l\lv PP V:1V vﬂw—lv

n' n-1

bulunur. Teoremi ispatlamak i¢in

k k k

T

n,l

T

n,2

T

n3

+ + +T.,

34"(

esitsizliginden faydalanarak, r =1, 2, 3, 4 i¢in

w» P k-1

oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak T,, ifadesi i¢cin (1.18) den dolay:

)

k

T

nr < oo

|4,|=0(1/X,)=0(1) oldugundan

n ( p k-1 n (p k-1
SR B o _n
5[5 - 32

_ 0(1)n§=1:|ﬁ,n|k‘l|ﬁ,n|%|tn|k

(n+1) p,At, “
nP

n
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SO NAESS}
n=1 n

bulunur. Bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygular ve (2.1), (1.18), (1.28)
sartlarin1 da dikkate alirsak

(%]l oo ZalaS it somiulS Ll

_0(1)Z|M X, +0(1)|4,] X,
=0(), m—> o
elde ederiz. T , i¢in k>1 ve %4—%:1 olmak tizere k ve k' indisleri i¢in Holder

esitsizligini uygulayarak Tn,l deki gibi islemi devam ettirirsek

k-1 k-1
m+1 P K m+1 P p n— 1V+1
SR b o n T
;( an n2 Z( an Pn Pn_1 ~ y pv vﬂ\/
m+1 n-1
~008: 2 Sn.kal)

k-1
m+1 n— K K 1 n-1
—O(I)Z TROLII }{Pnl > pvj

m+l n—

—0(1)2 P P

i wj

v=1

=0 |4 Pt/ Z

n= v+1
:O(I)VZ_;M,F( %|tv|k

=0(1), m—>ow

elde ederiz. T ; icin (1.26) sartim kullanarak, k >1 olmak lizere Holder esitsizligini

uygularsak
ml(p k-1 K oHp K v+l
—n T, = - —P A/?Vt
;(an 2 ;[ an I:)nl:)nI; v

~008i (SR ja

n'n-1 \v=l
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—0(1)2 T (Z Ileltvl)

v=1

n2nn v=l —1 v=1

—O(Dmf by (M(VIMI)k pvltvlk] [ ! ij

elde ederiz. (1.29) sartindan dolay1 V|Aﬂv| 1/ X,)=0(1) olup bu sart kullanilarak

Abel kismi toplam formiilii uygulanirsa

ml(p k-1 K m Kl
2 Tl = v
n=2 pn v=l n=v+l

o3 (viaa)) Vias

=OmY vjaz) et
v=l Vi

=O(l)mZA(v|AZV|)z Peit | +0ym|a4, |Z Pu |

bulunur. (2.1), (1.19), (1.28) ve (1.29) sartlarl;cllali o
2] . o0 rvias . somlas .
03X, |47+ O A4 X, +OMm|A4| X,
=0(1), m—>wo

elde ederiz. Son olarak T, igin (1.26) sarti, k>1 olmak ilizere Holder esitsizligi ve

(1.18) den dolay1 |4,|=0(1/X,, ) =0O(l) sarti kullanilarak

ml(p k-1 K il P k-1
-8

k
n-1

1
Py Z - P\/Z\/Htv

=2 pn pn Pn I:)n 1 v=l v
m+1 n-1 1 k
_O(l)z P Pk - vav |ﬂ\/+1||tv|j

k-1
m+1 n-1 1 n-1
_O(I)ZPP va|ﬂ\/+l|k|tv|ij[P 1 pv]

V=

m+1 n—

—0(1)2 P Al It

— v

1l
;_/

=O(1)Z|M|“ Aol Pt Z

n= v+1 -
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|k

SOOI
v=1 v

bulunur. T, deki gibi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygulayarak (2.1),

(1.18) ve (1.28) sartlarimi kullanirsak
k-1
n=2 pn

elde ederiz. Boylece r =1,2,3,4 icin

m P k-1

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Tn,4

oMY AKX, +OM)A. X,
n=1

=0(), m—>ow

“20(1), m—> o

Tn

N

Teorem 2.2. (X,) pozitif azalmayan bir dizi, (f,), (4,) dizileri de (1.18) ve

(1.21) - (1.23) sartlarini saglayan diziler olsun. ( pn) pozitif say1 dizisi i¢in (1.26) ve

i%lsnlkﬂ)(xm), m— o (22)

n=1 n

sart1 saglaniyorsa, Zanln serisi kK >1 i¢in ‘N, Py|, toplanabilirdir denir [23].

Ispat. Zan/in serisinin (N, pn) ortalamasi (t,) olsun. Bu durumda

n-1 \ n
-t =5 D A(RLA) Yo + 5P 4D
v=1

=1 n'n-1

n-I
:PLZ(PVIXV - I:)vﬂ’v + I:)\/2\/ - Pvﬂerl) Sv +%ﬂ’nsn
-1 v=l1 n
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P, n-1 Py
llev vy T PP ZF)VA//{/VSV—'_ P insn

V= n' n-1 v=l n

=%J+%g+%3

elde edilir. Teoremi ispatlamak i¢in

K k
<3k

esitsizliginden faydalanarak, r =1,2,3 icin

k
+

)

tn,2 tn,3

. P k-1

oldugunu gostermek yeterlidir. ilk olarak t,, icin Holder esitsizligini uygulayarak

k
<o

t

n,r

(1.18) den dolay1 |/1 |— (1/X,)=0(1) sartin1 kullanirsak

K il P k-l
_z(pn] _

-ows. o [z ol |]

n'n-1 \v=l

k

P

m+1 k-1
—n t
53

va

n1V1

n,1

—oa)mf [Z p A Js.[f j[ pVJ

v=l —1 v=1

~003 B S paf s

v=1

-onSnal sl 80|

n v+1

oMy pAJAl s

oY Ref s f

v=1 \/
elde ederiz. Son ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygular ve (2.2), (1.21), (1.18)
ve (1.31) sartlarin1 dikkate alirsak

) IO SRR ¥,

n=2 r=1 r v=1 v

=O(1)§:|Aﬂv| X, +0(M)[4,| X,
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—0mS AX, +OM|4,| X,

—0(1), m—»

elde ederiz. Simdi t , i¢in (1.21) ve (1.26) sartlarin1 kullanarak Holder esitsizligini

uygularsak
mil(p k-1 mil(p k-1 n-1 k
k
%] bl -3 2] [-Sraas
n=2 pn n=2 pn I:)n Pn_[ v=1

mel n-1 k
~omd B e laals|
n' n-1

m+1 n-1 k
_O(l)z P Pk zvﬂv pv|sv|j
n-1

—O(Dmipp > (vA,)' pvlsvlij( LS pv]

1 \v=l

—omY (A nlsl 3 o

oMY (v, ) Lefs

esitligi elde edilir. (1.30) sartindan dolay1 vf, = O(l/ XV) =0O(1) olup bu sart son ifade

de kullanilarak Abel kismi toplam formiilii uygulanir ve (2.2), (1.23), (1.30), (1.31)

sartlar1 da kullanilirsa

1 k—1
m+l (" p K
> ,(—n ] L
n=2 pn

oMY (vA) (vA) s f
oMY (va) s

=0 A(A) X prls | +00mA, > |

v=1 r=1 r

X, +0Mmg, X,

—0(1)2 AB,|X, +O(1)Zﬁ’v+1 ,FOMMB X,

=0(1), m—> o
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elde ederiz. Son olarak t

B3 b

elde ederiz. Son esitlikte (1.18) den dolay1 |ﬂ |— 1/ X ) O(1) sart1 kullanilarak t,

ifadesi igin

S(2)

:oa);%w 4.

n,3

k

Pos 2,
P

n

deki gibi isleme devam edilirse

(P “! K
_n t
zl[p] ’

:oa);%w“ A5,

:O(DE%W”S“F

=0(1), m— oo

esitligi elde edilir. Boylece r =1,2,3 i¢in

m P k-1
ot

olup ispat tamamlanmais olur.

=0(), m—>w

Toplanabilirligi ile Tlgili Teorem

2.3. Zan I:\”—g” serisinin ‘N, Pa/,

Teorem 2.3. (Xn) pozitif azalmayan bir dizi olsun. Teorem 1.27 nin sartlar1 ve (1.25)
sartinin yerine

%|s| —0(X,), M- 23)
v=l

sarti saglaniyorsa, »_a, I:“S” serisi k >1 igin ‘N, P,|, toplanabilirdir denir [24].

n

Ayrica teoremin hipotezlerinden (4,) dizisinin smirh ve A4, =0(1/n) oldugu

soylenebilir [24].



: PA .. o
Ispat. Zanw serisinin (N, pn) ortalamasi (m,) olsun. Bu durumda

n

n

m =2 p Y A S -p,,) AL

n v=0 r=0 rpr n v=0 va

bulunur. Béylece n>1 i¢in m, —m, , farkini teskil edersek

pn C I:)v— R/
- mn_l — Z 1 a\/}‘v
I:)nPn—] v=1 vpv

elde ederiz. Bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygularsak

mn Zl (P 1R/ﬂ“inlar+_niav

nn— v=1 v

bulunur. Diger taraftan

A(Pvmj: P.PA4  PP.A.
vp, vp, (v+Dp,.,
P.RA _PRA _ PRPA
vp, vp, vp,

_ Pv Pv+lﬂ\/ + P\/P\H—lﬂ\/ _ I:)v Pv+lﬂ\/+l
(V + 1) pv+1 (V + 1) pv+1 (V + 1) pv+1

v+1PA2\/ 1
"+, ”M(VPV) A

oldugundan

o PLRAA
2

nT T P ' (v+1)p,,

n' n-1

P p, & 1
Ps A -— > sPA,—
s ) Fiara

v —1 v=1

PP

n-1 v=1
=m,+m,+m +m,,

elde edilir. Teoremi ispatlamak i¢in

k oy k k k
<4%(Im +m +(m +{m

)

n,1 n_2 n3 n,4

esitsizliginden yararlanarak, r =1,2,3,4 icin

- P k-1
-4 m
52

I

20
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oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak m,, i¢in (1.26) sarti, (1.18) den dolay

|/1 | = 1/ X ) O(1) sartin1 kullanarak Abel kismi toplam formiiliinii uygularsak
n(p )" n(p )" s A"
k
n=1\ Py n=1\ Py n

—O(I)Z( ] kl ||5|

m

v=1 r=1

elde ederiz. Bu esitlikte (2.3), (1.21), (1.18), (1.31) sartlarin1 kullanirsak, m — o igin
k-1
m Pn
D=1 |m
n=1 [ pn ]
m,, igin (1.26) sartin1 kullanarak Holder esitsizligini uygularsak

mil(p k-1 v m(p k_]| p n-1 ]PA%|
3 SIS 5 LN [ S

=2 pn =2 pn n'n-1 v=1 (V + 1) pV+l

—0MS. 4%, +0M|4 X,

=0(1)

elde ederiz. m

m+1

n-1 P k
“0m T 5% s o

m+1 n-1 P k n-1 k-l
_O(I)ZPP v_l(?j sl |M”|J [P ij

v

~om3( 2 j st pasf ¥ B

nv+1PP

- i[” ﬂ”'] [z

v=Il v

elde ederiz. Bu son esitlikte |A/1V|:O(1/v) ifadesini, (1.21) ve (1.26) sartlarini

k-1
n=2 pn "

kullanirsak

P k-1
v j S|4
=] va

- omi[
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— oMY v, 'Sﬁ

v=I1
elde ederiz. Bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygulayarak (2.3), (1.23), (1.30)

ve (1.31) sartlarin1 kullanirsak, m — oo igin

= O(I)E|A(vﬂv) X, +0Mmg X,

O VIAB X, +OMS f,.X, +OMmA, X,

=00

elde ederiz. m_, i¢in Lemma 1.30 un A(P,/np,)=0(1/n) ifadesini kullanarak Holder

pn I:)n n-1 v=1 V va

m+l n-1 P 1 k
—va|sv||zv|;j

n=2 n' n-1 v=1 pv

m+1 n-l(p k ‘ v 1 ot k-1
=00 —
()Z _ H[vaj b .| |4 X(Pn_l > pvj

esitsizligini uygularsak

ml (P k-1
o m
52

k

n,3

m-+1

k
5 P k k p
=0(1 s ——
( )VZ:I: va | V| pv |2\/| n;l PnPnfl
(P kv
=0( ! S
2] 3o pvl J 2y
5 P k |S |
=0(1 y
( )Zl . |/%|
elde ederiz. Son ifade de (1.26) sartin1 ve (1.18) den dolay1 |ﬁ, | = 1/ X ) O(1) sartin1

kullanirsak

[ =onZia)

mil( p k=l
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elde ederiz. Islemi m_, deki gibi devam ettirirsek, m — oo igin

mil( p k-1
-0 m
52

elde ederiz. Son olarak m , igin Holder esitsizligini uygulayarak (1.26) sartini

[ =om

kullanirsak
ml(p k-1 K mp k-1 p n—1
n=2 pn n=2 pn P I:)n 1 v=I

m+1

ol p k
—oa)zppk ZIISVIVVI&IJ

-0 St nal|

—0(1)m2” Z|s|( ] pvlﬂvlk}{; pvj

va n-1 v=1

P
Vp} Il 3o

n= v+l

esitligi bulunur. Isleme m, , deki gibi devam edilirse, m — oo igin

k-1
n=2 pn !

bulunur. Boylece r =1,2,3,4 i¢in

m P k—1
_n m

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

=0(1)

1"=0@1), mow




3. BOLUM

SONSUZ SERILERIN ¢- TOPLANABILIRLIGI

Aa pn

!

Bu béliimde, birinci boliimde verilen

A, pn|k toplanabilme tanimini genellestiren yeni

bir tanim verecegiz ve daha sonra bu tanimi kullanmak suretiyle ikinci boliimde ifade ve

ispat edilen ii¢ teoremi pozitif azalmayan dizinin yerine hemen hemen artan diziyi

A, pn

kullanarak daha zayif sartlar altinda ¢ — toplanabilirlige genellestirecegiz.

!

Tanim 3.1. ( (on) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olmak {izere, eger

> 0! BA, (5)] <0 3.1)

ise, Zan serisi ¢ —|A, p, |, toplanabilirdir denir [6].

Burada 6zel olarak ¢, =— alirsak, ¢—

n

Aa pn

toplanabilirligi |A, p,| toplanabilirlige

! !

0 P

o . P
indirgenir. Ayrica ¢, =—~ ve a, =

n n

A.p,|, toplanabilirligi |N, p,

alirsak, ¢ —

k

toplanabirlige indirgenir. Ayn1 zamanda ¢, =n, a,=— ve VneN i¢in p,6 =1

n

alirsak, ¢ — C,1

A, pn|k toplanabilirligi . toplanabirlige indirgenir.

A

Bir A=(a, ) normal matrisi verilsin. Bu durumda A=(a,) ve A=(4,,) alt yan

matrislerini

a,=>.a; nv=012.. (3.2)
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ve 4,=8 =8,y y =8y =8y, N=12,.. (3-3)

seklinde olusturabiliriz. A matrisi normal ise

n n v
Ah (S) = Z a‘nvSv = Z a‘nvz a‘r
v=0 v=0 r=0

n n n n
=>a.a,=>.a8, =233 (34)
r=0 v=r r=0 v=0
n-1
ve &, =.a,; =0 oldugundan

=> (& -3,.,)a+3,,a,=2 4,3, (3.5)

elde edilir. Sirastyla, A ve A, seriden diziye ve seriden seriye doniisiim matrisleridir.

3.1. Zanin Serisinin ¢ —

A, pn|k Toplanabilirligi ile Tlgili Teoremler

Teorem 3.1. A=(a,,) pozitif normal matris olmak iizere

a,=1, n=0,1,. (3.6)

&, ,,28,, N2v+l, (3.7)
P

a =0| =], 3.8

o] s

8,4 =0(V|A4,]) (3.9)

sartlarin1 saglasin. (Xn) hemen hemen artan bir dizi ve [(p“—p”j artmayan bir dizi

n

olsun. Teorem 2.1 in sartlar1 ve (2.1) sartinin yerine

k
;ﬁ{%} t,[ =0(X,), m— oo (3.10)

sart1 saglantyorsa, Zan/ln serisi K >1 i¢in ¢ —

A pn|k toplanabilirdir denir [6]

Ispat. D> a A, serisinin (A, p,) ortalamasini (u,) ile gdsterelim. O halde (3.4) den
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n

DI -wh

v=0
yazabiliriz. Buna gore (3.5) sartin1 kullanarak u —u, , farkini teskil edersek

-1

—U =Z§nva\/ Z lvav/‘i\/
v=0

v=0

=2 4,84,
v=0

buluruz. 4,,=a,-a

10 €sitligi ve (3.6) sart1 gz Oniine alinirsa 4, =0 elde edilir.

zamm zamm > Sl

v=l

seklindedir. Simdi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygulayalim. Bu durumda

ZA ( JZra + 8w nZvaV

=l v v+1 n

n-1( A 2 A
- Z(aﬂvﬂv _ b j(v +1)t, +—a“”ﬂ““ (n+1)t,

n a‘nnﬂ’ntn z_ A (anv)ﬂvt

n-1 V+1 R n—1 1 .
+ZT a‘n,v#—lAﬂ\/tv + ZV a'n,vﬁ-lﬂ\/ﬁ-ltv

v=I v=1

=U,, +U,, +U;+U

elde edilir. Teoremin ispat1 i¢in

k k k k
(un,l + un,Z + un,3 + un,4 )
esitsizliginden faydalanarak i=1,2,3,4 i¢in
i k-1 k
@, |u < oo
n=1
oldugunu gostermek yeterlidir. (1.18) den dolay1 |ﬂ, |— 1/ X ) O(1) ifadesini ve
(3.8) sartin1 kullanarak
k
Z(O : I’]_—I—lannﬂ“ntn
n=1 n

k
~o0S el (& Il Al
n=1

n
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k
0036l &l

buluruz. Simdi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygular (3.10), (1.18) sartlarini

ve Lemma 1.31 i g6z Oniine alirsak

k
m m—1 n
St ~o0FalafSet [ & 1]
n=1 n=1 r=1 r

un,]

k
+O 2] Lol (%] Ll

= 0(1)§|A;Ln|xn +0(1)[4,] X,

n=1
=0 (1), m — oo
elde ederiz. u,, igin k >1, 1/k+1/k’=1 olacak sekildeki k ve k' indisleri i¢in Holder

esitsizligini uygulayarak

m+1 . K m+1 - n-1 V+1 R k
Z¢n un,z = z(pn z Av (anv)ﬂ’vtv
n=2 n=2 v=-1 V

-0l (Z IAv(énv)||ﬂv||tv|]

n-1

o g (sz(am)nzvr |tv|ij(z|Av<am>|]

v=l

elde ederiz. A ve A matrislerinin tanimindan

Av (a‘nv) =d, — an,v+1 = anv - gn—l,v - an,v+1 + gn—l,vﬂ
n n-1 n n-1
=28 =2 8 — D Ayt D A (3.11)
i=v i=v i=v+l i=v+l
=a, —a,_,

elde edilir. (3.7) dendolay1 a,_,,>a, ve (3.6) dandolay1 @, =1 oldugundan
n-1 n-1

Z|Av(énv)| = Z(an—l,v - a'nv) =1- an—l,O -1+ anO +a,, < a,, (3 12)

v=1 v=1

bulunur. (3.12) ve (3.8) sartlarin1 kullanarak

m+1 m-+1 k=1
St ool 003 B8 S lal 1

un,Z
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YIS NS> [% p"} Ay

n=v+l
ifadesi elde edilir. (1.18) den dolay1 |2,|=0(1/X,)=0(1) sart1 ve L%Tp“] dizisinin
artmayan dizi olma sart1 kullanilarak

2.0 | O(l)ZMIIt [ (‘”“ p“] > |A.@,)

V n=v+l
elde ederiz. (3.11) deki A (&,,) =a,,—-a,,

esitligini ve (3.7) sartin1 kullanarak

m+1 m+1
Z |Av(é'nv)| Z (an Lv a'nv) zanv Z a‘nv = a'vv a'm+1v - a'vv (313)
n=v+l

n=v+l n=v+l

bulunur. Boylece (3.13) ve (3.8) sartlar1 kullanilarak u,; deki gibi isleme devam

edersek

V \

i(":_l O(I)ZMVH,[ | (¢v pv] (%)

\

SOVINEY

=0(l), m—>®

elde ederiz. Yine A ve A matrislerinin tanimi ve (3.6), (3.7) sartlarindan

n

n—1
a =& En—l,v+1 = Z ani - z an—l,i
i=v+l

n,v+1 n,v+1
i=v+l

(3, —a.)>0 (3.14)

=1- ZV: a; — 1+ i a, i = (an—l,l
i=0

i=0 i=0

yazabiliriz. Simdi de U, ; i¢in Holder esitsizligini uygularsak

i k

Y

n=2

v+l
Z n, v+1Aﬂ\/t

v=1

m+1

k-1
2o Ju
n=2
1 k-1

_0(1 2, [Z

v=1

n,v+1

n,v+1

AT Snelin

v=1

elde ederiz. Lemma 1.31 den dolay1 V|A4,|=0(1/X,)=0(1) olup, (3.9) ve (3.12)

ifadelerini de dikkate alirsak
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n-1

A4/ =0M Y vIA, (&AL =0 A, (8,)|=Oa,)

a'n,v+l
v=1

buluruz. (3.8) sart1 ve ((prl‘:)p“ ) dizisinin artmayan dizi olma sart1 g6z Oniine alinarak

n

m+1 m+1 PP K=l K
St <00 28] (S @l

“o0S skl 5 (%] e,

n=v+l
p |
SO (AR IV
v n=v+l
esitligini elde ederiz. Simdi (3.13) esitsizligini ve (3.8) sartin1 kullanarak Abel kismi

toplam formiiliinii uygularsak

: k-1
2.2 [Uns O(I)ZV|A;{VHt| [covpvj (%j

V \

—O(I)ZV|A/1||I i “(%}
m-1 v k-1 )
=O<1>;\A(lev| \Zl (%] t

k-1
k1 Py k
+O(l)m|A/1m|;gov (Pj t,|

\

ifadesini elde ederiz. Bu son esitlikte (3.10), (1.19) sartlar1 ve Lemma 1.31 kullanilarak

m+1 m-1 -
> 0 [ = 0Y VX, [A2[+OMY. X, [A4,, | +Omm|AZ,|X,
n=2 v=l =l

= O(l), M — oo

elde ederiz. Son olarak u,, i¢in Holder esitsizligini uygulayarak (3.9), (3.12), (3.8)

?n Py

n

m+1 v
-1
2.0

n=2

sartlarin1 ve ( ] dizisinin artmayan dizi olma sartin1 goz oniine alirsak

k

m+1
_ k-1
u 4 Z(Dn
n=2

n-1 1 R
;V a'n,VJrl;Lthv

m+1 n n k-1
:O(l)zgﬂ (z% n,v+l1 |2\/+l|k|tv| j (Z% n,v+1 j
n=2 =1 v=1
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-1

n,v+1
V:

v=I1

—oner ("25 e S8

1

n V+1

—o0S i (%0

2 o
—oa)Z Al It [”j Z B
elde ederiz. Simdi ise (3.14) deki ifadeyi kullanarak
=iZ:0:(aw —aml’i)giz;“avi =1 (3.15)
elde ederiz. (1.26) dan dolay1 P, =O(np,) ve (1.18) den dolay1 |4,|=0(1/X,)=0(1)
oldugundan
St ol = 008kl ot () )

SOWSES ( ]

elde ederiz. U, deki gibi islemi devam ettirirsek

m+1

Z(D:il Un4

n=2

=0(), m—> oo

elde edilir. Boylece r =1,2,3,4 i¢in

m
k-1
.
n=1

oldugu gosterilmis olur ki bu da ispat1 tamamlar.

=0(), m—>w

Teorem 3.2. A=(a,,) pozitif normal matrisi igin (3.6) — (3.9) sartlar: saglansin. (X )

®4 Py

n

hemen hemen artan bir dizi ve L J artmayan bir dizi olsun. Teorem 2.2 nin sartlari

ve (2.2) sartinin yerine
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m k
Z(pﬁl(%j s,/ =0(X,,), m—>w (3.16)

n=1 n

sart1 saglantyorsa, Zanﬂn serisi K >1 igin ¢— toplanabilirdir denir.

!

Ispat. Zan/ln serisinin (A, p,) ortalamasim (h,) ile gosterelim. (3.4) ve (3.5)

esitliklerinden

n

Zénvﬂvav Zanvlvav

l>|

elde ederiz. Simdi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygularsak

:!

Ah,

anvﬂﬂ/ za +ann nza\/

<
I
—_

3
L

( nvﬂ\/ a‘n v+1/1\/ + én,v+1ﬂ'\/ - én,v+1ﬂ“v+l) S, + annﬂ“nsn

<
Il
—_

n-1 n-1
= Z (anv)ﬂvs Z é\'n,v+1A2\/Sv + a‘nnﬂ’ns’n
v=1 v=1
= hn,l + hn,z + hn,3
elde edilir. Teoremi ispatlamak i¢in

|

esitsizliginden yararlanarak r = 1,2,3 icin

o0
k-1
2.
n=1

oldugunu gdstermek yeterlidir. Ilk olarak h,, i¢ink >1, 1/k +1/k’ =1 olmak iizere k ve

k k

h | +lh +1h

n,1 n,2

)

h.3

k
<00

k" indisleri i¢in Holder esitsizligini uygulayarak, (3.12) ve (3.8) sartlarini kullanirsak

m+1 ‘ K m+1 v —
-1 _ -1
2.0 =2
n=2 =

n=2

A
\ nv

m+1 n-1 ¢
=00}’ (ZIAV(énV)II%HSJJ

=O(1>mz+¢:1[n_ |Av(énv)||ﬂvlk|sv|ij["2|Av(éw>|j

v=1
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=0<1>mz+("’;,p“] ( [Aa.@ 4] ], j

v=1

COAANNDY ("’"pn] INCS

n=v+l

elde ederiz. (q)”Tp”) dizisinin artmayan dizi olma sarti, (3.13) sart1 ve (1.18) den dolay1

n

|4,|=0(1/X,)=0(1) sart: kullanilarak

- 0(1)Z|zv|k s, [%Tp“} > 1A@,)

Y] n=v+l1

m+1 ‘

-1
2.0
n=2

-owS Il s/ (4] B

V \

-ow3alet (B j s

elde ederiz. Simdi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygulayarak (3.16), (1.21),
(1.18) sartlar1 ve Lemma 1.32 kullanilirsa

St ot =owSan S ot (& b

n=2

k
04,2t (%] S

\

—OMS A X, +0()|4,|X,

=0(), m—> o
elde ederiz. h , i¢in Holder esitsizligini uygulayarak (1.21), (3.9) sartlar1 ve Lemma

1.32 nin vB,=0(1/X,)=0(1) sartin1 kullanarak

m-+1 ) K m+1 ‘

-1 _ -1
Z¢n h 21 Z(Dn
n=2 n=2

n-1

z aA‘n v+1AﬂVS

v=1

~om3 e ( o lAA S ][ |M|j

v=1 v=1

v=1 v=1

—o<1>2<on ( v[A8,)| 4], j( v|Av<énv>lﬂv]
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v=1

m+1 n-l !
=02 ¢ (ZVIA @] A,s.] N A, J

elde ederiz. Bu esitlikte (3.12), (3.8), (3.13) ifadelerini ve [gor"jp”j dizisinin artmayan

n

dizi olma sartin1 kullanarak

m+1 m+1 Ko
St (s
n=2 n=2 n !

—O(I)ZVﬂ s.f Z[("”Pp"] A.(@,)

n=v+l1 n

oY vAs, (%J > Ia@,)

\ n=v+l
k
k
_0(1)Zv/3 Is,| @ ‘( 5 J
esitligi elde edilir. Bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygulayarak (3.16), (1.23)
ve Lemma 1.32 nin sartlarini1 kullanirsak

k
m+1 m-1 \
St ot ~o0F a2 oS
v=1 r=1

n=2

k
" kel Py k
+omms, . ¢f (P] .|

\

m® m

—0MmSV|AB X, +OMT A, X, +OMmA,X,,

=0(), m—>x
elde ederiz. Son olarak h, , i¢in (1.18) den dolayr |4,[=0(1/X,)=0(1) ve (3.8)

sartlarini kullanarak h, , deki gibi isleme devam edersek

m
2o |, Zconk oS
n=1

m k
=0 |4 4|0t (%] s,
n=1 n
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m k
~omlalet (£ s/
n=1 n

=0(1), m—> o

elde ederiz. Boylece r = 1,2,3 icin

i o

n=1

“=0(1), m— oo

hn,r

gosterilmis olur ki bu ise ispat1 tamamlar.

3.3. Zan I:]“g” Serisinin ¢ —

A p, |k Toplanabilirligi ile lgili Teorem

Teorem 3.3. A=(a,,) pozitif normal matrisi igin (3.6) — (3.9) sartlar1 saglansin. (X, )

P By

hemen hemen artan bir dizi ve (
n

} de artmayan bir dizi olsun. Teorem 2.3 {in

sartlar1 ve (2.3) sartinin yerine (3.16) sarti saglaniyorsa, Zan Ry serisi k >1i¢in

np,
o—|A, pn|k toplanabilirdir denir [25].
. PA . . N .
Ispat. Y a n”p“ serisinin (A, p,) ortalamasim (z,) ile gdsterelim. (3.4) ve (3.5)
esitliklerinden

Az, =Y a4, DA
vl vp

v

elde ederiz. Simdi bu ifadeye Abel kismi toplam formiiliinii uygularsak

ZZn = 3 AV (énv MJZ\I: al’ +énn Pnln Zn: a'\/

V=1 vp, )= np, V=1
n—1 p p

= AV é\.nV Vlv SV +énn " Sn
v=1 va npn

bulunur. Diger taraftan

Av [énv PVXV j = é\‘nv PVﬂV —a,
vp, vp, Y (v+1) psy
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=4 PVXV _énv+l PV/‘iV +é‘nv+l PVXV _énw-lpw—l/l
’ va ' va ' (V + 1) pv+1

A I:3/+12\/ _A I:1/4-1/’i\/+1
+an,v+1 (V+1) pVJrl an,v+1 (V+1) va

— é‘n il P\/+1Aﬂ\/ + én v+1A I:)v ﬂv + Av (anv) I:)vﬂ\/
’ (V + 1) pv+l ' va va

oldugundan

V

_ n-1 a"_ ﬂ\/
AZ S + n,v+l1 v+1
le (V + ) pv+1

n—1 . Pv IA (anv)
zA[p Jas, SBA

v v=l v

=L tZ,,+Z2,5t2,,

(1

esitsizliginden faydalanarak s =1,2,3,4 i¢in

o0
k-1
.
n=1

oldugunu gostermek yeterlidir. ilk olarak Z,,i¢in (1.26), (3.8) sartlar1 ve (1.18) den

elde edilir. Teoremi ispatlamak i¢in

k k k
+lz, | +|z, 5] +

k
n2 + Zn,3 +z n4| — z

k
n,l n,2 n3

n.4

k
<00

dolay1 |ﬂ, |— 1/ X ) O(1) sartin1 kullanirsak

_ Zm: o

n=1

4 k
-1
.
n=1

esitligini elde ederiz. Bu esitlie Abel kismi toplam formiiliinii uygulayarak (1.18),

(3.16) sartlar1 ve Lemma 1.32 1 kullanirsak, m — oo i¢in

ot el = SafS ot (2] b cowla St (] ot
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—0m3 £.X, + 04| X,

=0()
elde ederiz. z,, igin (1.26) dan dolay1 P, =(v+1)p,,, sart1 ve (3.9) sartim kullanarak

Holder esitsizligini uygularsak

m+1 m+1 n-1 4
k a
2 : k-1 _2 : k-1 v+l v v+1
(Dn z 21 ¢n v
n=2 n=2 v=l (V+ )DM

n-1

k
—oa)Zqonl lev(énV)llMllsvlj

V=

m+1 n-1 K K n-1 k-1
=0(1)2¢:1( (v]a4)) A, @)|s,] ]x(ZlAuém)U

n=2 v=1 v=l1

elde ederiz. Bu esitlikte (3.12), (3.8), (3.13) sartlar1 ve Lemma 1.32 den dolay1

vB,=0(1/X,)=0() sart1 ve [gD”Tp”j dizisinin artmayan dizi olma sart1 kullanilarak

n

Abel kismi toplam formiilii uygulanirsa

Sl o0 22| (Swaa sl

n v=1

—omY (v8) " (vA,)ls.[ (%Tp”j ININCH

Vv n=v+l1

k
+O(Mms, > | [%j s.f
v=l

\

elde edilir. (3.16), (1.23) sartlar1 ve Lemma 1.32 kullanilirsa, m — o« i¢in

m+1

k-1
2.0
n=2

—0MmSVIABX, +OMY 4. X, +OMmA, X,

=0(1)
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elde ederiz. z,, igin Lemma 1.30 dan dolay1 A(VR/ j= O(%) ifadesini ve (3.9) sartini

v

kullanarak, Holder esitsizligini uygularsak

m+1 - n—
S
2.9 Z {VPVJ :

m+1 11 k
=0 o (Z— Iﬂvllsvlj

oV

n,v+1
m+1 n-1 K K n-1 k-1

~onZet (Sl @l st | lae)
n=2 v=1 v=1

n

elde ederiz. (3.12), (3.8), (3.13), (%Tp”] dizisinin artmayan bir dizi olma sartlar1 ve

(1.18) den dolay1 |/1 |— 1/ X ) O(1) sart1 kullanilirsa

70 =0<1>mz+[¢’“7p"j (”Z|Av<ém>||ﬂv|k |sv|kj

m+1 v

-1
20
n=2

SOVIE IS IVER

V] n=v+l

S OVININIEIANES

\

k
k
OIS
elde edilir. z, deki gibi isleme devam edersek, m — oo i¢in
m+1

k-1
nZ:;con

elde ederiz. Son olarak z

z,;| =0()

icin (1.26) sartin1 kullanarak Holder esitsizligini uygularsak

n4

ardindan (3.12), (3.8), (3.13), [(D”Tp”] dizisinin artmayan bir dizi olma sartlar1 ve (1.18)

n

den dolay1|/1 |— 1/ X ) O(1) sartin1 kullanirsak

m+1 il K m-+1 . A (anv) /’i\/
Z =
nz;‘q’“ ) ;% 21 vp,
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k-1

~o Xt (Sl @lal st | Sia)

:O(I)Z[%Tp”j (Z|Av<ém>||ﬂv|klsvlkj

n

~o0Slafsf 42| $ @

v n=v+l

-00S Al s ot £

'

k
=0 |4 s ol (%]

\
elde ederiz. z,; deki gibi isleme devam edersek, m — o igin

m+1

k-1
E%

elde ederiz. Boylece s=1,2,3,4 icin

= k
-1
2.
n=1

gosterilmis olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

“=0o()

Zn,4

“=0(1), m— o

Zn,s




4. BOLUM

TARTISMA — SONUC VE ONERILER

Bu boéliimde ikinci ve iiclincii boliimlerde ifade ve ispat edilen teoremler ile ilgili

sonuglar1 verecegiz.

4.1. Sonuclar

Sonug 4.1. Teorem 2.1 de 6zel olarak her n degeri i¢cin p, =1 alirsak, Teorem 1.25 i

elde ederiz. Bu durumda (2.1) sart1 (1.20) sartina indirgenir.

Sonug 4.2. Teorem 2.2 de 6zel olarak her n degeri i¢cin p, =1 alirsak, Teorem 1.26 i
elde ederiz. Bu durumda (2.2) sarti1 (1.24) sartina indirgenir.

Sonug 4.3. Teorem 3.1 de (X,) pozitif azalmayan dizi, ¢, = % ve a, = B

n n

alirsak,

Teorem 2.1 1 elde ederiz. Bu durumda (3.10) sart1 (2.1) sartina indirgenir. Ayn1 zamanda

n

(—(prl‘:p” j artmayan dizi olma sart1 otomatik olarak saglanir.

Sonu¢ 4.4. Teorem 3.1 de ¢, _h alirsak, hemen hemen artan bir dizinin |A, p,

!

toplanabilirligi ile ilgili yeni bir sonug elde ederiz.

n

n

Sonug 4.5. Teorem 3.1 de (X,) pozitif azalmayan dizi, ¢, =n, a, =—- ve Vne N

icin p, =1 alirsak, Teorem 1.25 1 elde ederiz. Bu durumda (3.10) sart1 (1.20) sartina
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Pn Py
P

n

indirgenir. Ayrlca[ j artmayan dizi olma sart1 otomatik olarak saglanir.

Sonug 4.6. Teorem 3.2 de (X,) pozitif azalmayan dizi, ¢, L a., =P alirsak,

n n

Teorem 2.2 i elde ederiz. Bu durumda (3.16) sart1 (2.2) sartina indirgenir. Ayrica

(%Tpnj artmayan dizi olma sart1 otomatik olarak saglanir.

n

n

Sonug 4.7. Teorem 3.2 de ¢, _R alirsak, hemen hemen artan bir dizinin |A, p,|,

toplanabilirligi ile ilgili yeni bir sonug elde ederiz.

n

n

Sonug 4.8. Teorem 3.2 de (X,) pozitif azalmayan dizi, ¢, =n, a, = ve VneN

icin p, =1 alirsak, Teorem 1.26 1 elde ederiz. Bu durumda (3.16) sart1 (1.24) sartina

indirgenir. Ayrica (%Tp“

n

j artmayan dizi olma sart1 otomatik olarak saglanir.

Sonug 4.9. Teorem 3.3 de (X,,) pozitif azalmayan dizi, ¢, = 5o a,, = % alirsak ve

n n

(1.26) sartin1 birlikte diistiniirsek, Teorem 2.3 1 elde ederiz. Bu durumda (3.16) sarti

Pn Py

j artmayan dizi olma sarti otomatik
n

(2.3) sartina indirgenir. Ayni1 zamanda [

olarak saglanir.

Sonug¢ 4.10. Teorem 3.3 de ¢, :& alirsak, hemen hemen artan bir dizinin |A, P,

n

!

toplanabilirligi ile ilgili yeni bir sonug elde ederiz.
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Sonu¢ 4.11. Teorem 3.3 de k=1 ve a, :%

n

alirsak ve (1.26) sartim1 birlikte

diisiinlirsek, hemen hemen artan bir dizinin ‘N, P,

toplanabilirligi ile ilgili yeni bir

® Py

sonu¢ elde ederiz. Bu durumda (

J artmayan dizi olma sart1 gerekmez ve (3.16)

sart1 (1.25) sartina indirgenir.

b

n

Sonug¢ 4.12. Teorem 3.3 de ¢, =n, a, = ve VneN i¢in p, =1 alirsak, hemen

hemen artan bir dizinin

C,1

. toplanabilirligi ile ilgili yeni bir sonug elde ederiz. Bu

durumda (%Tp“j dizisinin artmayan dizi olma sart1 otomatik olarak saglanir.
n
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